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ВСТУП 

 

Проведення оцінки міцнісного стану пружних тіл з дефектами на 

кшталт тонкостінних включень представляє інтерес насамперед з точки зору 

аналізу напружено-деформівного стану композитних структур, потенційного 

покращення їх функціональних властивостей, зростання опірності 

прикладеним зовнішнім навантаженням різної природи, подовження терміну 

експлуатації тощо [1-3]. Значний інтерес становлять тонкокостінні податливі 

включення, якими моделюють т. зв. “заліковані”, тобто, заповнені 

спеціальним ін’єкційним матеріалом тріщини [1, 4]. При цьому сама 

технологія ін’єктування є високоефективним та інноваційним методом 

зміцнення та гідроізоляції камяних, цегляних, залізобетонних тощо будівель і 

конструкцій, який уможливлює реставрацію і реконструкцію споруд без 

проведення загального комплексу ремонтно-відновлювальних робіт. 

Зазначена технологія дозволяє підвищити міцність конструкцій та 

продовжити термін їх експлуатації. У літературі є значна кількість публікацій 

та досліджень, присвячених тематиці дослідження напружено-деформівного 

стану тіл з пружними податливими включеннями. Переважна більшість 

результатів отримана тими чи іншими числовими методами і стосувалася 

випадків плоских та вісесиметричних задач. Водночас клас задач, які 

уможливлюють отримання аналітичних розв’язків, (які є еталонними для 

дослідників) є дуже обмеженим.  

У пропонованій роботі розглянуто тривимірну статичну задачу про 

навантаження безмежного тіла з поодиноким пружним податливим 

включенням. Дослідження, виконані з залученням математичного апарату 

методу граничних інтегральних рівнянь, дали можливість отримання 

аналітичних розв’язків поставленої задачі.  
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ОСНОВНІ  ЗАСАДИ  ТРИВИМІРНИХ  СТАТИЧНИХ  ЗАДАЧ  ТЕОРІЇ 

ПРУЖНОСТІ  ДЛЯ  ТІЛ  З  ТОНКОСТІННИМИ  ПОДАТЛИВИМИ 

ВКЛЮЧЕННЯМИ. 

 

Розглянемо безмежне тривимірне тіло, навантажене на безмежності 

зусиллями 1 2 3( , , )N N NN . Ізотропний матеріал тіла характеризується 

Пуассоновим коефіцієнтом   , модулем Юнга E  та модулем зсуву 

[2(1 )]G E= +   .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Схема задачі. 

 

Тіло містить тонке пружне включення, серединна поверхня якого займає 

плоску область S  (рис. 1). Матеріал включення характеризується модулем 

Юнга 1E  та модулем зсуву 1G  , при цьому 1 1,E E G G   . Максимальна 

товщина 2h  включення значно менша за найбільший характерний розмір 2а  

області S  (2 2h a ). Приймаємо, що матеріали включення та тіла ідеально 

зчеплені між собою. У серединній поверхні включення (області S ) 

вибираємо декартову систему координат 1 2 3Оy y y  так, щоб область S  

розташовувалася в площині 1 2Оy y . Дослідження напружено-деформівного 

стану розглядуваного тіла з включенням зводиться до розв’язання 

диференціального рівняння Ламе відносно невідомого вектора переміщень 

1 2 3( , , )u u uu  [1] 

S  

1
y  

2
y  

3
y  

2a  

2 ( )h x
 

N  

N  

3
y  



 4 

3

1
0 ,

1 2
grad div + =

− 
u u     (1) 

 

Тут 1 2 3( , , )u u uu  – вектор переміщень у декартовій системі координат 

1 2 3Oy y y  ; 
2 2 2 2 2 2

3 1 2 3y y y =   +   +    – тривимірний Лапласів оператор за 

змінними 1 2 2, ,y y y . Компоненти тензора напружень для випадку ізотропного 

матеріалу визначаються через переміщення ( ) , 1,2,3ju j=y  

співвідношеннями закону Гука 

 

( )
( ) 2 ,

1 2

j

jj

j

u
G

y

 
 = + 

 −   

y
y     (2) 

 

( ) ( )
( ) , , , 1,2,3 ,

j i
j i

i j

u u
G j i j i

y y

  
 = +  = 

   

y y
y  

 

де 1 1 2 2 3 3u y u y u y =  +   +    – об’ємна деформація.  

 Для розв’язання задачі диференціальне рівняння (1) потрібно 

доповнити крайовими умовами на включенні.  

Скориставшись принципом суперпозиції, переміщення точок протилежних 

поверхонь S
  включення вибираємо у вигляді суми 

 

0 1
( ) ( ) ( ) , 1,2,3 ,j j ju u u j


= + =y y y      (3) 

 

де 0
( )ju


y  – зміщення в однорідному (бездефектному) тілі на місці уявних 

поверхонь S
  під заданим навантаженням N  ; 1

( )ju


y  – зміщення 

протилежних поверхонь дефектів під дією заданого на них навантаження 

−N .  

Аналогічно напруження у тілі подаємо у виді 

 

0 1 0
3 3 3 3( ) ( ) ( ) , ( ) .j j j j jN


 =  +   = −y y y y    (4) 
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Рівняння (1) доповнюємо крайовими умовами задачі, які винесені на 

серединну поверхню S  включення і записані у вигляді [1] 

 

1 1 1

13 1 23 2 33 3( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) .
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

G G E
u u u

h h h

           =  =  =
     

y y y y y y
y y y

   (5) 

 

Ці умови характеризують лінійну залежність між напруженнями та 

стрибками зміщень протилежних поверхонь S
  включення (умови Вінклера). 

У формулі (5)  

0 0 0
[ ( )] ( ) ( ) , 1,3 ,j j ju u u j

+ −
= − =y y y  

(6) 

1 1 1
[ ( )] ( ) ( ) 4 ( ) .j j j ju u u u

+ −
= − = − y y y y  

 

Тут ( )1 1
( ) ( ) ( ) 4j j ju u u

− +
 = − y y y  – функція стирибка зміщень точок 

протилежних поверхонь S   включення. 
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ГРАНИЧНО-ІНТЕГРАЛЬНЕ  ФОРМУЛЮВАННЯ  ЗАДАЧІ 

 

 Компоненти вектора переміщень у довільній точці 1 2 3( , , )y y yy  

проcтору, які задовольняють рівнянню (1), вибираємо у вигляді інтегральних 

подань 

 

3 3
1 3

3 3

1 1

( ) ( ) ( ) 1 2
( ) ( ) ,

2(1 ) 2(1 )

j n n
j j

j n j nn n

L L y L
u L

y y y y= =

    − 
= + − + 

   −   −  
 

y y y
y y   (7) 

 

де 
( )

( ) , 1,3
j

j

S

u
L dS j


= =

− ς

ς
y

y ς
 – класичні Ньютонівські потенціали, які 

задовольняють рівнянням Лапласа 3 ( ) 0jL =y  ; невідомі густини ( )iu y  

мають вигляд характеризують зміщення точок протилежних поверхонь 

включення; 2 2 2
1 1 2 2 3( ) ( )y y y− = − + − +y ς – відстань між довільною 

точкою 1 2 3( , , )y y yy  тіла і точкою 1 2( , ,0) ς  області S  інтегрування. 

 Підставивши подання (7) для переміщень у співвідношення (2) закону 

Гука, отримуємо інтегральні вирази для компонент тензора напружень [5] 

 

2 2
1 1 2

3 3 32
3 2 1 33

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( 1) (1 ) ,

1

1,2,3 ,

j j
j j

j j

LG L L
y

y y y y yy

j

−

        
 = − −  −  − −  

−          

=

y y y y
y

 

 

1

3

( ) ( )
( ) (1 ) 2 ( )

1

j i
j i j i

i j

L LG

y y y

    
 = −  + +   −    −        

y y
y y   (8) 

 

 
2

3 3(1 2 ) ( ) ( ) , , 1,2 ,
j i

L y j i
y y

 
− −  +  =
  

y y  

 

3

1

( )
( ) .

j

jj

L

y=


 =




y
y  
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Вибір інтегральних подань (7) для переміщень і (8) для напружень за 

допомогою Ньютонівських потенціалів гарантує заникання зазначених 

переміщень і напружень на безмежності. 

 Для подальшого задоволення крайових умов (5) задачі використовуємо 

властивість Ньютонівського потенціалу тотожнього задоволення 

диференціального рівняння Лапласа 

 

3

2 2 2 2

3 22 2 2 20
1 2 3 3

0 0 ,j j j j
y

L L L L
y y y y→

    
 =  + + =  =−  

    

 

 

та властивість нормальної похідної  

 

3
3

3 3
3 30 0

( ) ( )
0 , 1,2,3 .

j j

j

S Sx y

u u
H dS y dS j

y y
→ →

  
= = = =

  − −
 ς ς

ς ς

y ς y ς
 

 

Тут 2 2 2 2
2 1 2y y =   +    – двовимірний Лапласів оператор. Тоді з 

використанням співвідношень (4), (6) і (8) крайові умови (5) розглядуваної 

задачі записуємо у вигляді 

 

 

2 2
1 1 2

2 12
1 22

1 0
1 1

( ) ( ) ( )
( )

1

4 ( ) [ ( )] ,
2 ( )

S S S

u u uG
dS dS dS N

y yy

G
u u

h

     
− + − + = 

−  − −   −  

= −  +

  ς ς ς

ς ς ς
y

y ς y ς y ς

y y
y

 

(9) 

 

2 2
2 2 1

2 22
1 21

1 0
2 2

( ) ( ) ( )
( )

1

4 ( ) [ ( )] ,
2 ( )

S S S

u u uG
dS dS dS N

y yy

G
u u

h

     
− + − + = 

−  − −   −  

= −  +

  ς ς ς

ς ς ς
y

y ς y ς y ς

y y
y

 

 

 3 1 0
2 3 3 3

( )
( ) 4 ( ) [ ( )] .

1 2 ( )
S

u EG
dS N u u

h

  
− + = −  + 

−  −  
 ς

ς
y y y

y ς y
 



 8 
 

Отримані інтегральні рівняння трансформуємо до вигляду 

 

2
1 1 1 1

2 2
2

2
2 1 0

1 1

1 2

( ) ( ) ( )
2 (1 )

( )

( ) 1
( ) [ ( )] ,

2 ( )

S S

S

G u u u
dS dS

G h y

u G
dS N u

y y G h

   
−  −  + − +

− − 

   − 
+ = − 

  −  

 



ς ς

ς

y ς

y y ς y

ς
y y

y ς y

 (10.а) 

 

2
1 2 2 2

2 2
1

2
1 1 0

2 2

1 2

( ) ( ) ( )
2 (1 )

( )

( ) 1
( ) [ ( )] ,

2 ( )

S S

S

G u u u
dS dS

G h y

u G
dS N u

y y G h

  
−  −  + − +

− −

   − 
+ = − 

  −  

 



ς ς

ς

y ς ς

y y ς y ς

ς
y y

y ς y

 (10.б) 

 

1 3 32
2

1 0
3 3 1 2 3

( ) ( )
4 (1 )

( )

1
( ) [ ( )] , ( , , 0)

2 ( )

S

E u u
dS

E h

E
N u y y y S

G h

 
−  −  + =

−

 − 
= − =  

 

 ς

y ς

y y ς

y y y
y

 (10.в) 

 

Отримана система інтегральних рівнянь є системою двовимірних граничних 

інтегральних рівнянь (ГІР) для визначення невідомих густин ( )ju y  , які 

характеризують розкриття поверхонь включення. Ці ГІР є інтегральними 

рівняннями другого роду типу Ньютонівського потенціалу.  

Маючи значення ( )ju y  як розв’язки ГІР (10) , за допомогою 

співвідношень (7), (8) можна визначити переміщення і напруження у 

довільній точці тіла. 
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АНАЛІТИЧНЕ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  ГІР  ТА  АНАЛІЗ  ЧИСЛОВИХ 

РЕЗУЛЬТАТІВ 

 

 Для деяких часткових випадків виду функцій ( )jN y  навантаження та 

конфігурації плоскої області S  серединної поверхні включення вдається 

отримати аналітичні розв’язки ( )ju y  ГІР (10). Розглянемо такі випадки. 

Нехай S  – кругова область радіуса a  .  

 

Випадок І. Розрив тіла з круговим включенням. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Схема задачі про нормальний розрив тіла з круговим включенням. 

 

 Нехай тіло на безмежності розтягується зусиллями 3( )N N=y . В цьому 

випадку 1 2 3( ) ( ) 0 , ( ) 0u u u = =  y y y  і задача зводиться до розв’язання 

лише одного ГІР (10.в). Врахувавши  

 

0 00 0
3 3 3 3

( ) 2 ( )
( ) [ ( )] ( ) ( )

h h
u N u u u N

E E

+ −
=   = − =

y y
y y y y  

 

рівняння (10.в) переписуємо в остаточному вигляді 

 

S  

3y  

N  

N  
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1 3 32
2 1

1 2 3

( ) ( ) 1
4 (1 ) (1 ) ,

( )

( , , 0)

S

E u u
dS E E N

E h G

y y y S

  − 
−  −  + = −

−

= 

 ς

y ς

y y ς

y

 (11) 

 

Невідому густину 3( )u y  шукаємо у вигляді [5] 

 

2 2 2 2 2 2
3 1 2 1 2( ) ( ) ,u a y y a y y D D const = − −  = − − =y y   (12) 

 

Кореневий множник у виразі (12) забезпечує змикання протилежних 

поверхонь включення на контурі області S  , тобто  

 

2 2 2
1 2

3( ) 0
y y a

u
+ =

 =y  

 

Приймаємо, що товщина включення змінюється за аналогічним з (12) 

законом 

2 2 2
1 2( )

h
h a y y

a
= − −y      (13) 

 

З урахуванням (12), (13) ГІР (11) переписуємо у вигляді 

 

2 2 2
1 212

2 1

1 2 3

1
4 (1 ) (1 ) ,

( , , 0)

S

aE a
D D dS E E N

E h G

y y y S

− − − 
−  −  +   = −

−

= 

 ς

ς ς

y ς

y

 (14) 

 

Скориставшись аналітичним значенням двовимірного інтегралу [6] 

 

( )
2 2 2 2

2 2 21 2
1 22

4
S

a
dS a y y

− − 
= − −

− ς

ς ς

y ς
   (15) 

 

ГІР (14) зводимо до диференціального рівняння 
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( )
2

12 2 2 2
2 1 2 1

1
4 (1 ) 2 (1 )

4

E a
D D a y y E E N

E h G

  − 
−  −  +   − − = − 

 

 

 

Застосувавши до виразу у квадратних дужках операції диференціювання 

( 2 2 2 2
2 1 2y y =   +   ) , отримуємо лінійне алгебраїчне рівняння відносно 

невідомої D   

 

12 2
1

1
4 (1 ) (1 )

E a
D D E E N

E h G

− 
−  −  − = −  

 

Тоді  

12
1

1
4(1 ) (1 )

E a
D E E N

E h G

  − 
− −  + = − 

 
 

 

Звідси 

1

12

1
1

( )

4(1 )

E

ED N
EG a

E h

−
− 

 = =−


−  +

y  

 

За допомогою знайденої функції ( ) y  визначаємо статичний коефіцієнт 

інтенсивності напружень відриву в околі точок контуру включення [5] 

 

1

12

1
2 2 1

( ) ( )
1 1

4(1 )

вкл
I

E

G a G a EK N
EG a

E h

−
    − 

 =−   = 
− − 

−  +

 

 

який після проведення спрощень набуває остаточного вигляду 

 

1

12

1

( ) 2

4(1 )

вкл
I

E

EK a N
E a

E h

−

 = 

−  +

    (16) 
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Аналіз формули (16) дає можливість сформулювати наступні висновки: 

– за одинакових значень модулів Юнга матеріалів включення і тіла ( 1E E= ) 

отримуємо бездефектне однорідне тіло, і тому 0
вкл
IK =  ;  

– для випадку 1 0E =  отримуємо граничний випадок тіла з тріщиною і КІН 

відриву для включення співпадає зі своїм аналогом для тріщини, тобто [7] 

2
вкл тріщ
I I

a
K K N= =


 ; 

– для випадку товщини 0h =  включення отримуємо 0
вкл
IK =  , тобто відсутній 

дефект. 

Розглянемо нормований КІН відриву 

 

1

12

1

12

1

4(1 ) (1 )
2

4(1 )2

вкл
вкл I
I тріщ

I

E

E N
E a

E EK E hK a
E aK a

N
E h

−

−  +  −
= =  =

−  +


 

 На рис. 3 показані залежності значень 
вкл
IK  від параметру 1E E  

контрастності жорсткостей матеріалів включення і тіла за фіксованих 

значень Пуассонового коефіцієнта   матеріалу тіла і характеристики 

0.01h a =  товщини включення. Видно, що збільшення жорсткості матеріалу 

включення (модуля Юнга 1E ) супроводжується зменшенням значень 

нормованого КІН, тобто має місце ефект зміцнення. Зростання значень 

Пуассонового коефіцієнта матеріалу тіла призводить до несуттєвого 

збільшення значень 
вкл
IK  . 
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Рис. 3. Залежність нормованих КІН відриву 
вкл
IK  від параметру 1E E  і 

Пуассонового коефіцієнта матеріалу тіла. 

 

 На рис. 4 показані залежності значень 
вкл
IK  від параметру h a  товщини 

включення за фіксованих значень 0.3 =  і параметру 1E E  контрастності 

жорсткостей матеріалів включення і тіла. Зростання товщини включення 

призводить до збільшення значень нормованих КІН. Це логічно пояснюється 

тим, що збільшення початкової товщини дефекту означає і зростання його 

розпирання (розкриття).  

 На рис. 5 показані залежності значень 
вкл
IK  від параметру 1E E  

контрастності жорсткостей матеріалів включення і тіла за фіксованих 

значень характеристик h a  товщини включення з урахуванням чинника 

0
3[ ( )]u y  у ГІР (10.в) (суцільні лінії) та без його урахування (штрихові лінії). 

Видно, що для значень 0.02h a  впливом зазначеного чинника (і, 

відповідно, доданком 1E E  у чисельнику виразу (16) для КІН 
вкл
IK ) з 

достатньою для розрахунків точністю можна знехтувати).  

1E E  

вкл
IK  

0.01h a =  

0.2 =  
0.3  

0.4  
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Рис. 4. Залежність нормованих КІН відриву 
вкл
IK  від товщини включення і 

параметру 1E E  контрастності жорсткостей матеріалів. 
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Рис. 5. Залежність нормованих КІН відриву 
вкл
IK  від параметрів 1E E  і 

товщини включення. 

 

 

 

h a  

вкл
IK  

0.3 =  

1 0.01E E =  

0.05  

0.10  

1E E  

вкл
IK  

0.3 =  

0.01h a =  

0.1  

0.02  

0.05  
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Випадок IІ. Осьовий зсув тіла з круговим включенням. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6. Схема задачі про осьовий зсув тіла з круговим включенням. 

 

Нехай тіло на безмежності зазнає дії зсувного навантаження 

1( )N N const= =y  , 2 3( ) ( ) 0N N= =y y  , направленого вздовж напрямку осі 

1Oy  . Тоді невідомі густини ГІР 2 3( ) ( ) 0u u = =y y  , і задача зводиться до 

розв’язання лише одного ГІР (10.а) відносно функції 1( )u y  , яке набуває 

вигляду  

 

2
1 1 1 1

2 2
2

1 0
1 1 2 3

( ) ( ) ( )
2 (1 )

( )

1
[ ( )] , ( , , 0)

2 ( )

S S

G u u u
dS dS

G h y

G
N u y y y S

G h

  
−  −  + − =

− −

 − 
= − =  

 

 ς ς

y ς ς

y y ς y ς

y y
y

  (17) 

 

Врахувавши  

 

0 00 0
1 1 1 1

( ) 2 ( )
( ) [ ( )] ( ) ( )

h h
u N u u u N

G G

+ −
=   = − =

y y
y y y y  

 

рівняння (17) переписуємо в остаточному вигляді 

 

2
1 1 1 1

2 2
2

1

( ) ( ) ( )
2 (1 )

( )

1
(1 ) ,

S S

G u u u
dS dS

G h y

G G N S
G

  
−  −  + − =

− −

− 
= − 

 ς ς

y ς ς

y y ς y ς

x

  (18) 

S  

1y  

2y  

N  

N  
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Невідомі густини 1 2( ) , ( )u u y y  шукаємо у вигляді 

 

2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ,u a y y a y y D D const = − −  = − − =y y  

(19) 

2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 1 2 2 2 2( ) ( ) , ( ) 0u a y y a y y D D = − −  = − −  = =y y y  

 

Приймаємо, що товщина включення змінюється за законом (13). 

З урахуванням (13), (19) ГІР (18) переписуємо у вигляді 

2 2 2
1 21

1 1 2

2 2 22
1 2

1 12
2

2 (1 )

1
(1 ) ,

S

S

aG a
D D dS

G h

a
D dS G G N S

Gy

−  − 
−  −  +  −

−

−  −  − 
−  = − 

−





ς

ς

y ς

y
y ς

(20) 

Скориставшись аналітичним значенням двовимірного інтегралу (15) 

зводимо ГІР (20) до дифференціального рівняння 

( )

( )

2
1 2 2 2

1 1 2 1 2

2 2
2 2 2

1 1 2 12
2

2 (1 ) 2
4

1
2 (1 ) ,

4

G a
D D a y y

G h

D a y y G G N S
Gy


−  −  +  − − −

  − 
−  − − = − 


y

 

Застосувавши операції диференціювання,  отримуємо лінійне алгебраічне 

рівняння відносно невідомої 1D   

1

1 1

1
2(1 ) (2 ) (1 )

2

G a
D G G N

G h G

  − 
− −  + −  = − 

 
 

Звідси 

1

1 1
1

1
1

( )

2(1 ) (2 )
2

G

GD N
GG a

G h

−
− 

=  =−
 

 −  + −  
 

y  

За допомогою знайденої функції 1( ) y визначаємо КІН повздовжнього 

та поперечного зсувів [5] 
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1 2 1

2 2
( ) ( )cos ( )sin cos

1 1

вкл
II

G a G a
K D

   
  =−   +   =−  − −

 

(21) 

1 2 1( ) 2 ( )sin ( )cos 2 sin
вкл
IIІK G a G a D  =−     −   =−      

які після проведення спрощень набувають остаточного вигляду 

1

1

2 (1 )
( ) cos

2(1 ) (2 )
2

вкл
II

a G G
K N

G a

G h

 −
 =  


−  + − 

 

(22) 

1

1

2 (1 ) (1 )
( ) sin

2(1 ) (2 )
2

вкл
IIІ

a G G
K N

G a

G h

 −  −
 =  


−  + − 

 

Аналіз формул (22) дає можливість сформулювати наступні висновки: 

− За одинакових значень модулів зсувів матеріалів включення і тіла 

( 1G G= ) отримуємо бездефектне однорідне тіло, а тому 0
вкл вкл
II IIІK K= =  

− Для випадку 1 0G =  отримуємо граничний випадок тіла з тріщиною [7] 

 

4
( ) cos

2

тріщ
II

a
K N =  

−  
 

 

4(1 )
( ) sin

2

тріщ
IІI

a
K N

− 
 =  

−  
 

 

Розглянемо нормовані КІН зсувів 

1

1

(2 )(1 )
.

4(1 ) (2 )

вкл вкл
вкл вклIІ IІІ
IІ IІІтріщ тріщ

IІ IІІ

G GK K
K K

G aK K

G h

 −  −
= = = =

−  + −   

На рис. 7 показані залежності значень , ( , )
вкл
jK N j II III=  від параметру 

  кутової координати точки контура включення за фіксованих значень 
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характеристик 0.01h a =  товщини включення та 0.3 =  . Видно, що при 

збільшенні значення 1G G  (зростання жорсткості матеріалу включення) 

значення КІН зменшуються. 

0
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Рис. 7. Залежність КІН , ( , )
вкл
jK N j II III=  від кутової кординати   точки 

контура включення. Суцільні криві – КІН поперечного зсуву ( j II= ); 

штрихові криві – КІН повздовжнього зсуву ( j III= ). 

 

На рис. 8 показані залежності значень вкл
jK  від параметру h a  товщини 

включення за фіксованих значень 0.3 =  і параметру 1G G  контрастності 

жорсткостей матеріалів включення і тіла. Зростання товщини включення 

призводить до збільшення значень нормованих КІН. Це логічно пояснюється 

тим, що збільшення початкової товщини дефекту означає і зростання його 

розпирання (розкриття). 

На рис. 9 показані залежності значень , ( , )
вкл
jK j II III=  від параметру 

1G G  контрастності жорсткостей матеріалів включення і тіла за фіксованих 

значень характеристик h a  товщини включення з урахуванням чинника 

0
1 ( )u 

 
y  у ГІР (17) (суцільні лінії) та без його урахування (штрихові лінії). 

Видно, що для значень 0.02h a  впливом зазначенного чинника (і, 

  

вкл
jK N  

0.01

0.3

h a =

 =
 

1 0.01G G =  

1 0.10G G =  

  0  20  40  60  80  
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відповідно, доданком 1G G  у чисельнику виразів (22) для КІН 

, ( , )
вкл
jK j II III=  з достатньою для розрахунків точністю можна знехтувати). 

0
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Рис. 8. Залежність нормованих КІН ( , )
вкл
jK j II III=  від товщини включення і 

параметру 1G G  контрастності жорсткостей матеріалів. 
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Рис. 9. Залежність нормованих КІН ( , )
вкл
jK j II III=  від параметрів 1G G  і 

товщини включення. 

 

h a  

вкл
jK  

0.3 =  

1 0.01G G =  

0.05  
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jK  

1G G  
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вкл
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ВИСНОВКИ 

 

Розглянуто тривимірну задачу теорії пружності про навантаження 

безмежного тіла, яке містить тонкостінне пружне податливе включення. 

Запропоновано гранично-інтегральне формулювання поставленої задачі. 

Проблему зведено до розв’язання системи 3-х двовимірних ГІР другого роду 

типу Ньютонівського потенціалу для відшукання невідомих густин, які 

характеризують розкриття поверхонь включення.  

Як приклад, розглянуто розривне навантаження та осьовий зсув тіла з 

круговим включенням. Отримано аналітичні розв’язки отриманих ГІР, за 

допомогою яких виведені еталонні формули для КІН в околі точок контура 

дефекту. Побудовані графічні залежності КІН відриву, поперечного та 

повздовжнього зсувів від співвідношення модулів пружності матеріалів тіла і 

включення, товщини дефекту.  

 Показано, що збільшення жорсткості матеріалу включення супровод-

жується зменшенням значень КІН. Для значень 0.02h a  (h  – товщина, a  – 

радіус включення) з достатньою для практичних потреб точністю можна 

користуватися наближеними формулами для визначення КІН. 
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