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Вступ 

Пластинні елементи конструкцій широко використовуються у 

машинобудуванні, будівельній промисловості, та багатьох інших галузях 

виробництва. Перевагою цих елементів є їхня легкість і зручність у 

використанні. Під дією зовнішнього навантаження у них можуть виникати 

високі концентрації напружень, і як наслідок, тріщиноподібні дефекти. 

Важливо знати, як останні, будуть впливати на напружено-деформований 

стан та на міцність пластин при згині.  

Початком вивчення задач згину пластин з тріщинами можна вважати 

роботу M. L. Williams. У ній автор розглянув згин пластини з наскрізною 

прямолінійною  тріщиною, береги якої не контактують.  

Так як задача згину є трьохвимірною, розв’язок її є дуже складним 

завданням. Використання класичної теорії згину пластин та плоскої задачі, 

дозволяє звести її до двохвимірної, що значно полегшує спосіб її розв’язання. 

Сформульована задача про згин пластини з двома тріщинами, одна з 

яких паралельна, а інша перпендикулярна до межі поділу матеріалів за 

контакту їх берегів. Розв’язання даної задачі зводиться до двох задач: задачі 

плоскої теорії пружності та задачі згину пластини. Подальший розв’язок 

зводиться до системи сингулярних інтегральних рівнянь. Для перетворення 

даної системи у систему алгебраїчних рівнянь використовуємо метод 

механічних квадратур. Зроблено числовий аналіз даної задачі, і побудовано 

графіки для контактного зусилля між берегами тріщин.  
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Постановка задачі 

Дослідимо задачу про згин кусково-однорідної ізотропної пластини 

завтовшки h2  з прямолінійною межею поділу матеріалів розподіленими 

згинними моментами на нескінченності, коли в кожній із півплощин є по одній 

тріщині, одна з яких паралельна, а інша перпендикулярна до прямолінійної 

межі поділу матеріалів, береги яких контактують по всій довжині під дією 

зовнішнього навантаження (див. рис. 1). 

 

Виберемо глобальну декартову систему координат zOxy~  з координатною 

площиною Oxy  у серединній площині пластини, спрямувавши вісь Ox  вздовж 

лінії поділу матеріалів, яку позначимо через L . Півплощину, для якої 0y  

( )0y , позначимо через 1S  ( )2S . Величинам, які відносяться до jS  

півплощини, будемо приписувати індекс j . З тріщиною завдовжки jl2  

зв’яжемо локальну систему координат jjj yxO  з початком координат jO  у 

центрі тріщини, направивши вісь jj xO  по тріщині. Відрізок дійсної осі jj xO , 

для якого jj lx  , позначимо через jL . jy0  − ордината центру тріщини у 
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глобальній системі координат, а jj iyz 00 =  − комплексна координата цього 

центру. Граничним значенням відповідних величин при 0→jy  будемо 

приписувати значки «  ». Позначимо контактне зусилля між берегами тріщини 

через jN , а розподілені згинальні моменти на нескінченності – через  


yxx MMM ,,

21
. Вважаємо, що до деформування пластини береги тріщини були 

вільними від зовнішнього навантаження. 

В подальшому використовуємо такі позначення: xx = , j  − модуль 

зсуву, jE  − модуль Юнга, j  − коефіцієнт Пуассона, ),1/()3( jjj  +−=  

),1/()3(~
jjj  −+=    ,)1(2~ 1−

−= jjj D   ( ))1(32
23
jjj hED −= , yy , xy  − 

компоненти тензора напружень, ПП vu ,  − компоненти вектора переміщень у 

плоскій задачі, xyxy HNP +=  − узагальнена в сенсі Кірхгофа перерізувальна 

сила, yM  − згинальний момент; w – прогин пластини. 

Контакт берегів тріщини розуміємо в сенсі роботи [1]. За рахунок 

контакту берегів тріщини задачу розбиваємо на дві задачі: плоску задачу теорії 

пружності і задачу згину пластини, при чому користуємося класичною теорією 

згину пластини. 

Згідно постановки задачі на берегах тріщини маємо такі крайові умови 

( ) jjyxjyy LxhN
jjjj

=−=


,0,2/                                    (1) 

,,,0 jjjyj LxhNMP
j

==
                                             (2) 

    jjyxПjx Lxwhv
jjj

=+ ,0
2 ,                                         (3) 

де індекс j  вказує на прив’язку до системи координат jjj yxO ; квадратні дужки 

у формулі (3) означають стрибок відповідної величини на берегах тріщини. 

На межі поділу матеріалів виконуються умови ідеального механічного 

контакту.  
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Побудова розв’язку задачі 

При визначенні плоского напруженого стану введемо комплексні 

потенціали (z)
(j)

PΦ  і )(Ψ
(j)

P z . 

Мають місце залежності: 

,)()()()(
(j)

P

(j)

P

(j)

P

(j)

P
)()(

zzzzzi
j

xy
j

yy +++=−   

.)()()()()(2
(j)

P

(j)

P

(j)

P

(j)

P zzzzzviu jxxj −−−=+                   (4) 

Комплексні потенціали подамо у вигляді 

( ) ( )
),()()(),()()(

j
T

(j)(j)
P

j
T

(j)(j)
P zzzzzz +=+=                    (5) 

де комплексні потенціали )(
(j)

z  і )(
(j)

z  пов’язані  з прямолінійною межею, а 

( )
)(

j
T z  і ( )

− )(
j

T z  з тріщинами. 

Ввівши аналітичне продовження функції )(
(j)

z  із області jS  у область 

jS −3 , переписавши (4) та задовольнивши умови ідеального механічного 

контакту на межі поділу матеріалів, отримаємо задачі лінійного спряження, 

розв’язавши які, знаходимо явний вигляд для функцій )(
(j)

z  і )(
(j)

z . 

Перейшовши у систему координат jjj yxO , з першої крайової умови (1) 

отримаємо 

( ) ( )( ) ( )( )  ++=− 
jL

j
j

j
j

jj dttxttxthxN )(g,M)(g,L)2/(  

( )( ) ( )( ) 
−

++

jL

j
j

j
j

dttxttxt

3

)(g,MM)(g,LL .                         (6) 

При дослідженні напруженого стану, пов’язаного із згином пластини 

введемо комплексні потенціали )(
(j)
з z  і )(

(j)
з z , для яких мають місце 

залежності [2] 

,g)()()()( j
(j)
з

(j)
з

(j)
з

(j)
з xzzzzz =+++  
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,f)()()()(~
j

(j)
з

(j)
з

(j)
з

(j)
з =−−− zzzzzj                       (7) 

де 

( ) .~2,f,g 0jj jjxy

t

a

yyjxy miHdNiCiMmwiwi  −=







+++=−= 

−

    (8) 

Комплексні потенціали подамо у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( )
)()()(),()()(

j
зTзj

j
з

j
зTзj

j
з zzzzzz jj ++=++= .         (9) 

Зробивши викладки, аналогічні тим, що у плоскій задачі, отримаємо 

( ) ( )( ) ( )( )  ++=+ 
j

j
L

jjjjy dttxttxtCixM )Q(,M)Q(,L
j

з
j
з  

( ) ( ) ( ) ( )
3

j j
з зLL , Q( ) MM , Q( )

j

j j j

L

t x t t x t dt KP

−

 + + +
   .                    (10) 

Введемо позначення 

  ( )   ( ) ).(g)(g)(gImQ,~1)(QReQ,~1)(Q 21
2

2
2

1 tittwtwt jxxjxy +==+−==+=   

З крайової умови (3) одержимо 

( )jjjj hEtt  −−== 1),(Q)(g 11 .                             (11) 

Використавши (11), виділивши у (6) і (10) дійсну й уявну частини та 

підставивши одержані вирази у крайову умову (2), отримаємо систему 

інтегральних рівнянь, яку доповнюємо додатковими умовами 

2,1,,0)(Q,0)(Q,0)(g 2jj ====  kjdtttdttdtt

kkk LLL

, які виражають собою 

однозначність переміщень, кутів повороту та прогину при обході контуру 

тріщини. Кінцевий результат: знаходимо обезрозмірені коефіцієнти 

інтенсивності напружень *
jK  і моментів *

jзK  

( ) ( ) ( ) ),(Q2lim1332
*
1

2
11

*
1 ttcK j

ct
з

j

−−+=
→

   
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( ) ( ) ( ) ( ) )(Q2lim)(Q2lim1332
*
2

*
2

2
11

*
2 ttcGttcK j

ct
j

ct
з

jj

−=−−+=
→→

    

( ) )(g2lim
**

2
*
1 ttciKK j

ct j

−=−
→

  ,                                      (12) 

де 

)Q()(Q
3

1
*

tMhEt y


= .                       (13) 

Отриману систему розв’язуємо чисельно за допомогою методу 

механічних квадратур.  
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Числовий аналіз 

 Був проведений числовий аналіз задачі при 1 2 0.3 =  = , 1 0 = , 2 90 =

, 
1

1x yM M
 

 = = , ( )2 1lg E E = , 2 1l l l= , 
( )

101

i
iy y l= , 2,1=i . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На рис. 2 і 3 зображено контактні зусилля ( )*
i i yN hN M  =  відповідно між 

берегами i -ї тріщини від безрозмірної координати ii
lx= , 2,1=i  при 1 0.5y = , 

2 3y = . Рис. а) побудовано при 1 = , рис. б) – при 1 = − , рис. в) – при 2 = , 

а) б) 

в) г) 

Рис. 2. Графічна залежність зведеного контактного зусилля для 

першої тріщини при різних значеннях  і . 
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рис. г) – при 2 = − . Кривій 1 відповідає значення 0.01l = , кривій 2 – 0.1l = , 

кривій 3 – 0.5l = , кривій 4 – 2l = , кривій 5 – 2.99l = . Оскільки криві для 
*
1N  є 

симетричними відносно прямої 0= , то ми наводимо лише частину графіків, 

коли 10  . 

 

Як бачимо з цих рисунків, при збільшенні l  контактне зусилля на кінцях 

першої тріщини зростає, коли тріщина знаходиться у площині з більшим 

модулем пружності ( )0  , і зменшується всередині тріщини, – коли 0  . Як 
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видно з рис. 2, друга тріщина не впливає на розподіл контактного зусилля на 

першій тріщині, якщо 2 10.5l l . Якщо 0  , то при 2 12.99l l=  максимум 

контактного зусилля досягається на першій тріщині поблизу кінців тріщини. 

Щодо другої тріщини, то контактне зусилля є більшим у її вершині, що є 

ближчою до лінії поділу матеріалів L , ніж всередині, при 0   і меншим – при 

0 . 
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Висновки 

• Сформульована та розв’язана задача про згин пластини з двома тріщинами, 

одна з яких паралельна, а інша перпендикулярна до межі поділу матеріалів 

за контакту їх берегів. 

• На основі отриманих результатів та проведеного аналізу побудовані графіки 

для контактного зусилля між берегами тріщин при різних параметрах. 

• З отриманих графіків можна зробити наступні висновки  

1. При віддаленні однієї тріщини від іншої контактне зусилля на кінцях 

першої зростає, коли вона знаходиться у площині з більшим модулем 

пружності, і зменшується всередині тріщини, коли модуль пружності 

менший. 

2. Друга не впливає на розподіл контактного зусилля на першій тріщині, 

якщо l2 < 0,5 l1.  

3. Якщо жорсткість півплощини де знаходиться друга тріщина є 

більшою, то при l2  = 2,99l1  контактне зусилля досягає максимуму на 

першій тріщині поблизу кінців. 

4. Контактне зусилля на другій тріщині є більшим у її вершині, яка є 

ближчою до межі поділу матеріалів ніж всередині, якщо 0   і 

меншим при 0.   
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