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Вступ 

Конструктивні пластинчасті елементи широко застосовують у 

машинобудуванні та інших галузях техніки. З технологічних міркувань вони можуть 

містити кругові включення, де під час виготовлення чи в процесі експлуатації у них 

можуть виникнути тріщиноподібні дефекти. А тому дуже важливим є, вивчення та 

аналіз даної проблеми, та як під дією зовнішнього згинального навантаження 

поблизу цих дефектів виникає висока концентрація напружень, що зменшує їхню 

міцність, довговічність і може призвести до руйнування даної конструкції.  

У більшість наукових праць, що стосуються даної проблематики, автори не 

враховували контакт берегів тріщини. Хоча зрозуміло, що під дією згинного 

навантаження береги контактують. Саме таку задачу вивчаємо у даній роботі.  

В даній роботі розв’язана задача про двовісний згин кусково-однорідної 

пластини з пружною круговою шайбою та радіальною тріщиною у шайбі з 

урахуванням контакту її берегів. Задача зведена до системи сингулярних 

інтегральних рівнянь, після чого методом механічних квадратур перетворена у 

систему алгебраїчних рівнянь. На основі розв’язків даної системи, побудовано 

графічні залежності контактного зусилля між берегами тріщини та коефіцієнтів 

інтенсивності моментів за різни значень геометричних і механічних параметрів.  
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Формулювання задачі 

Розглянемо нескінченну кусково-однорідну ізотропну пластину завтовшки 2h , 

яка складається з пластини з круговим отвором радіуса R , в який впаяна шайба того 

самого радіуса. Вважаємо, що пластина перебуває під дією розподілених згинальних 

моментів на нескінченості. Крім того, в шайбі наявна одна радіальна наскрізна 

прямолінійна тріщина, береги якої під дією зовнішнього навантаження приходять у 

гладкий контакт по лінії на одній з основ пластини, причому береги тріщин були 

вільні від зовнішнього навантаження. Потрібно визначити 

напружено-деформований стан пластини.  

 

 

 

Рис. 1. Схема навантаження пластини та розміщення тріщини 

 

У середній площині пластини виберемо декартову систему координат Oxyz  з 

початком координат у центрі кругової шайби, спрямувавши вісь Oz  

перпендикулярно до серединної площини. З тріщиною завдовжки 2l  зв’язуємо 

локальну систему координат 1 1 1O x y  з початком координат у центрі тріщини, 

спрямувавши вісь 1 1O x  по ній. Область у середині шайби позначимо через 1( )S S+ , 



5 
 

зовні – 2( )S S- . Будемо користуватись полярною системою координат r ,q  з 

полюсом у точці O  і полярною віссю Ox . Відрізок дійсної осі 1 1 1O x y  для якого 

1x l< , позначимо 1L , 01x – координата центру тріщини у глобальній системі 

координат Oxy . Граничним значенням відповідних величин при 1 0y    або 

0r R   будемо приписувати значки “+” і “–”, відповідно. Параметрам, 

пов’язаним із шайбою, будемо приписувати індекс “1”, а для матриці – індекс “2”. 

Надалі індекс j  набуває значень 1 і 2. 

Під дією згинальних моментів xM
¥  і yM

¥  береги тріщин контактуватимуть, то 

розв’язок задачі розбиваємо на дві задачі: плоску задачу та задачу згину, де 

користуємось класичною теорію згину пластин.  

Згідно з формулюванням задачі отримали такі крайові умови:  

( )
1 1

(1) 2
y y

N hs  = - , 
1 1

(1) 0
x y

s  = , 1 1x LÎ ,   (1) 

1

(1) 0
y
P  = , 

1

(1)
y
M hN = , 

1 1 1

(1) 2 (1) 0x P x y
v h wé ùé ù¶ + ¶ =ê úê úë û ë û

, 1 1x LÎ , (2) 

( ) ( )1 2
r rP P= , ( ) ( )1 2

r rM M= , ( ) ( )1 2
w w= , ( ) ( )2 2

r rw w¶ = ¶ , на L , (3) 

(1) (2)
rr rrs s= , (1) (2)

r rq qs s= , (1) (2)
rP rPu u= , (1) (2)

P Pu uq q= , на L ,   (4) 

де N -  контактне зусилля між берегами тріщини; ( ) ( )
1 1 1 1
,

j j

y y x y
s s  і ( )( ), jj

rr rqs s – компоненти 

тензора напружень; а ( ) ( ),j j
P Pu v  і ( ) ( ),j j

rP Pu uq  – компоненти вектора переміщення точки у 

плоскій задачі; 
1

( )j
y
P  і ( )j

rP  – узагальнена в сенсі Кірхгофа перерізувальна сила; 
1

( )j
y
M  

і ( )j
rM  – згинальний момент ; ( )jw – прогин пластини. Квадратні дужки у формулі (2) 

вказують на стрибок відповідної величини на берегах тріщини. 
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Побудова розв’язку задачі 

Із використанням комплексних потенціалів плоскої задачі і класичної теорії 

згину пластин, розв'язок задачі зведений до задач лінійного спряження, на підставі 

яких отримано системи сингулярних інтегральних рівнянь стосовно невідомих 

функцій стрибків кутів повороту нормалі до серединної площини у задачі згину 

( )Y h  та стрибків переміщень на берегах тріщин у плоскій задачі ( )G h  

( ) ( ){ } ( )
1

1

1

, ,K L Y d ch e h e h h
-

¢+ =ò , ( ) ( ){ } ( )
1

2

1

, , 0R S G dh e h e h h
-

- =ò , (5) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )
1

2 1

1

, , 2 , ,L K Y R S G d Ph e h e h h e h e h h e
-

- + + =ò , (6) 

де 

( ) ( )
2

4 1
21 1 61 12 2

1 1

1 1
, 1

2 2

A T
K D D

T X TX

kh l
h e k k

pm l

ì æ ö æ öï ÷ ÷ï ç ç÷ ÷= - - + - + -ç çí ÷ ÷ç ç ÷çï ÷ç -è øè øïî

   


 

22 2 2
4

4 2 3
1 1

21 ATX
A T T

T T TT T

ll l læ öæ ö æ ö÷÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷- - - + - +ç ç ç÷÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷ç ç÷ç è ø è øè ø


  

( )2 22 2
3 1

42 3
1 1

31 TXA X
A T

T T XX T T T

l l kl læ æ öö üïæ æ ö- ÷÷ç ç ï÷ç ïç ÷÷ç ç ÷+ - - + - -ç ÷÷ç ýç ç ÷÷÷ç çç ç ÷ ïçç -÷÷è ø÷÷èç ç ïè è øø ïþ

  , 

( ) ( )
2 2
4 1 4 1
2

1 1

1
,

2

A A
L T T X

T T T

l k kl
h e

pm

ì æ öï ÷ï ç ÷= - - + - +çí ÷çï ÷çè øïî

  


 

( ) ( )

2
4 1 4 1

2 2 2
1 1

1A T A T T
X

T TT X T X

k k
æ ö÷ç ÷ç ÷+ + - - +ç ÷ç ÷ç ÷ç - -è ø

  
 

( )
2 2

24 1 61
31 12 2 2

1 1

1
0.5 1

A T DTX
D

X T T X

k l l
hl k

æ ö æ öüï÷ ÷ç ç ï÷ ÷+ + + - +ç ç ý÷ ÷ç ç÷ ÷ï÷ ÷ç çè ø è øïþ

    , 

( )
( )

( )
2 2

4 4
4 42 2 2

4

1
, 2 1 1

2 1

A A
R A A

TA X X

h l l
h e

p l

ì æ ö æ öïï ÷ ÷ç ç÷ ÷= + - + + +ç çí ÷ ÷ç çï ÷ ÷ç ç- è ø è øïî
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2
3

4
1 1

2 TA
A

T X X T T

l æçç+ + - +çç- è
 

2 2 2 2 2
2

2 2 3
1 1

1
1 2T T X T

T X T X T T

l l l l l
l

öüæ öæ ö æ öæ ö ï÷÷ ÷ ÷ ÷ ïç ç ç ç ÷÷ ÷ ÷ ÷+ + - - - -ç ç ç ç ý÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ÷÷ ÷ ÷ ÷ ïç ç ç ç ÷è øè ø è øè ø øïþ
, 

( ) ( )
2

2 14
4 2

1

1 1
, 1

2

A
S A T T

T T X T

l
h e l

p
-

ì æï çï= + - - - +çí çï ç- èïî
 

2 2 2

2 2
1 1

1
T T

X
X T T X

l l öæ ö æ ö÷÷ ÷ç ç ÷÷ ÷+ + - - +ç ç ÷÷ ÷ç ç ÷÷ ÷ç ç ÷è ø è øø
( ) ( )

212
4 4 4 42

1 2 1A A A A
X

l
hl

- æ öüï÷ïç ÷- + -ç ý÷ç ÷ïçè øïþ
, 

( ) ( ) ( )
1

2 3
1 4

41

1
1 1

1

g A
P gA

A
e k

m

-ì üï ïG -ï ï= - - + +í ýï ï-ï ïî þ

  
, 

0T X h= + , 0X X h= + , 0 0X x l= , 1x lh = , 1x le = , 

x

y

M

M
r

¥

¥
= , 2

1

E
n

E
= , 

R

l
l = , 2

1T XT l= - , 
( )1

1

1

2 1
m

u
=

+
, 

( )2
22 1

n
m

u
=

+


, 

3

1
j

j
j

u
k

u

-
=

+
, 1

3

1
j

j

u
k

u

+
=

-
 , 

( )
1

2 1j
j jD

m
u

=
-

 , 
( )1 2

1

2

3 1
D

u
=

-
,

( )2 2
2

2

3 1

n
D

u
=

-


, 

1 1 2 1A m m k= + , 2 2 1 2A m m k= + , 1 1 2 1A m m k= +    , 2 2 1 2A m m k= +    , 

1 2g A A= - , 1 2g A A= -   , ( ) 1
4 2 1 1A Am m -= - , ( ) 1

4 2 1 1A Am m -= -   , 

( )1
3 2 1 2 2 1A A m k m k-= - , ( )1

3 2 1 2 2 1A A m k m k-= -      , ( )1
5 2 1 11A Am k-= + , 

( )2
2 2

1

4 1D

r
u

+
G = -

+
, 

1
3

3 2
4

1

1

A g
D

A

--
=

-
, 

( )2
4 1

31
4

1

1

A
D

A

k-
=

-

 
 , ( )61 4 1 1D A k= -  , 

( ) ( ) ( ) ( )3
1 1 2yy x E h M Y x Y x iY x¥ = = + , 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
11 x yy x w i wk

- é ù= + ¶ + ¶ê úë û
 , 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2
y

h g x
G x G x iG x

M¥

¢
= = + , ( ) ( ) ( )

1

1
1

1

2

1 x P Pg x u iv
i

m
k

é ù¢ = ¶ +ê úë û+
. 
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З крайової умови (2) отримаємо  

( ) ( )( ) ( )1
1 2

1 1

1
0

1 1
G Y

k
h h

k u
+

+ =
+ +




. (7) 

Систему рівнянь (5)-(7) доповнюємо додатковими умовами  

( )
1

1

0Y dh h =ò , ( )
1

1

0G dh h =ò , ( )
1

2

1

0Y dh h h =ò ,        (8) 

де перші дві умови виражають собою однозначність кутів повороту у задачі згину та 

однозначність переміщень у плоскій задачі, а остання - однозначність прогину при 

обході контура тріщини. Умови ідеального механічного контакту на коловій межі 

поділу матеріалів (3)-(4) вдалося задовольнити аналітично. 

Зведене контактне зусилля між берегами тріщини обчислимо за формулою  

( ) ( ){ } ( )
1

*
1

1

2 , ,
y

hN
N R S G d

M
h e h e h h

¥
-

= = +ò . 

Коефіцієнти інтенсивності моментів (КІМ) 1 2K K iK= -  та зусиль (КІЗ) 

1 2k k ik= -  можна обчислити за формулами 

( ) ( )( )lim
x l

k h f x g x


¢=  , ( ) ( )2 2f x l x l= - , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
13 2

1 1 14 3 3 1 lim
x l

K E h f x y xu u
-


= + - . 
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Числовий аналіз задачі 

 Система сингулярних інтегральних рівнянь (5)-(8) розв'язана чисельно з 

використанням методу механічних квадратур при 1 2 0.3u u= = .  

 

 

Рис. 2. Графічна залежність контактного зусилля *N  між берегами тріщини при 

різних ( )1 2lg E Eb =  

 

На рис. 2 зображено графічну залежність приведеного контактного зусилля 

*
yN hN M¥=  між берегами тріщини від безрозмірної координати 1x lx =  при 

1r = , 5l = , 0 3X = . Крива 1 побудована при 1b = - , крива 2 – при 0.3b = - , 

крива 3 – при 0b = , крива 4 – при 0.3b = , крива 5 – при 1b = . При 0b <  

величина контактного зусилля є максимальною у вершині а ( )1x = - , а при 0b >  

– максимальна у вершині ( )1b x = , поблизу колової межі поділу матеріалів. При 

0b =  отримаємо випадок однієї ізольованої тріщини у пластині.  
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На рис. 3 побудовано графічну залежність КІМ ( )*
1 1 yK K M l¥=  від 

1

2

lg
E

E
b =  при 4l = , 1r = . Криві 1 побудовані при 0 0X = , криві 2 – при 

0 0.3X = , криві 3 – при 0 1.3X = , криві 4 – при 0 2X = . При 0b <  КІМ у 

вершинах тріщини а та b зростають із збільшенням b . При 0b >  величина КІМ у 

вершині тріщини b є більшою ніж у вершині а. Крім того, при наближенні вершини 

тріщини b до колової межі поділу матеріалів при 0b >  КІМ у ній збільшуються. 

 

 

Рис. 3. Графічна залежність коефіцієнтів інтенсивності моментів від b  при різних 

значеннях 0 0X x l=  

 

Зауважимо, що зведені коефіцієнти інтенсивності зусиль ( )*
1 1 yk h k M l¥=  і 

моментів *
1K  пов’язані між собою залежністю ( ) ( )* *

1 1 1 13 1 3k K u u= + + , тому 

графічні залежності для *1k  не подаємо, а *2 0k =  і *
2 0K = .  
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Висновки 

 Сформульована та розв’язана задача про двовісний згин кусково-однорідної 

пластини з пружною круговою шайбою та радіальною тріщиною у шайбі з 

урахуванням контакту її берегів. 

 Побудовані графічні залежності для контактного зусилля між берегами тріщини 

та коефіцієнтів інтенсивності моментів при різних значеннях механічних 

параметрів. 

 Аналіз графічних залежностей показав: 

1. Якщо жорсткість шайби є меншою за жорсткість матриці то величина 

контактного зусилля є максимальною у вершині більш віддаленій від межі 

поділу матеріалів і якщо жорсткість шайби більша – то максимальні 

контактні зусилля більші у ближній до межі вершині тріщини.  

2. Якщо жорсткість шайби є такою ж як і матриці, то отримаємо випадок 

однієї ізольованої тріщини 

3. Якщо 0b >  то коефіцієнти інтенсивності моментів у вершині ближчій до 

межі поділу матеріалів є більшими ніж у дальній вершині.  
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