
Олiмпiада з математики, ЛНУ iм. I.Франка, 13.02.2024
I–II курси

1. Нехай A — невироджена квадратна матриця така, що невироджена
також матриця E+A, де E — одинична матриця. Довести, що у випадку
коли матриця (E + A)−1A — дiагональна, то i A — дiагональна.

Розв’язок. Позначимо D = (E + A)−1A. Звiдси, A(E − D) = D i
матриця E −D — невироджена. Тому A = D(E −D)−1 є добутком дiа-
гональних матриць, а, отже, A дiагональна матриця.

2. Вiдомо, що
n∑

k=1

1
k
= lnn+C+ γn, де γn → 0 (n → +∞), а C — стала, що

називається сталою Ейлера. Довести, що C < 1.
Розв’язок. Зауважимо, що

n∑
k=1

1/k − lnn ≤ 1 + 1/2 +
n∑

k=3

k∫
k−1

dt

t
= 1 + 1/2 +

n∫
2

dt

t
= 1 + 1/2− ln 2.

Але e < 4, тому 1/2− ln 2 = (1− ln 4)/2 < (1− ln e)/2 = 0.

3. Чи залишиться площина лiнiйно зв’язною, якщо з неї викинути злi-
ченну кiлькiсть точок.

Розв’язок. Залишається. Справдi, нехай A злiченна пiдмножина R2

i x, y ∈ R2\A. Тодi, очевидно, iснує континуум неперервних вiдображень
{fα : [0, 1] −→ R2 : α ∈ R}, для яких fα(0) = x, fα(1) = y для всiх α,
причому fα((0, 1))

⋂
fβ((0, 1)) = ∅ для всiх α ̸= β. (Образами вiдрiзка

при цих вiдображеннях можуть бути, наприклад, дуги рiзних кiл, що
проходять через x i y.) Тодi за злiченнiстю A маємо, що A

⋂
fα((0, 1)) = ∅

для деякого α, а тому fα([0, 1]) ⊂ R2 \ A.
4. Довести, що з того, що f(x) + f ′(x) → 0 (x → +∞), випливає, що
f(x) → 0 i f ′(x) → 0 (x → +∞).

Розв’язок. Зауважимо, що

f(x) + f ′(x) =
(f(x)ex)′

(ex)′
→ 0,

тому за правилом Лопiталя f(x) = (f(x)ex)/ex → 0, а з огляду на умову,
i f ′(x) → 0.

5. Довести, що многочлен x5+αx4+βx3+2006, де α, β ∈ R, має принаймнi
два комплексних недiйсних коренi.
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Розв’язок. Зауважимо, що f ′(x) = x2(5x2 + 4αx + 3β) = x2g(x).
Якщо (∀x ∈ R) : g(x) ≥ 0, то f(x) зростає на всiй прямiй i має лише один
дiйсний корiнь. Якщо ж iснують x1 ̸= x2 такi, що g(x1) = g(x2) = 0, то f
має двi точки екстремума i, отже, не бiльше трьох дiйсних коренiв.

Олiмпiада з математики, ЛНУ iм. I.Франка, 13.02.2024
III–VI курси

1. Нехай A, B — квадратнi матрицi над полем P . Довести, що добутки
матриць AB i BA мають однаковi характеристичнi полiноми.

Розв’язок. Якщо одна з матриць A, B невироджена (нехай A), то
AB i BA подiбнi (BA = A−1(AB)A), тому вони мають однаковi характе-
ристичнi полiноми.

Припустимо, що detA = detB = 0. Розглянемо полiномiальну ма-
трицю A − tE, E — одинична матриця. A − tE невироджена над P(t),
отже, (A − tE)B i B(A − tE) мають однаковi характеристичнi полiно-
ми det((A − tE)B − λE) = det(B(A − tE) − λE) = f(λ, t). Залишається
вибрати t = 0.

2. На кожнiй бiнормалi кривої вiдкладено вiд точки кривої вiдрiзок ста-
лої довжини a. Обчислити кривину лiнiї — геометричного мiсця точок
кiнцiв цих вiдрiзкiв.

Розв’язок. Розглянемо рiвняння кривої (Γ) — геометричного мiсця
точок кiнцiв вiдрiзкiв у векторнiй формi R = r+ ab. Диференцiюючи по
s, отримаємо T dS

ds
= t − aτn, де T — одиничний вектор дотичної до (Γ),

S ї ї дуга, τ — скрут кривої. Тодi dS
ds

=
√
1 + a2τ 2 i T = t−aτn√

1+a2τ2
. Диферен-

цiюючи цю рiвнiсть по s i, замiнюючи dS на
√
1 + a2τ 2ds, отримаємо

NK
√
1 + a2τ 2 =

(k − aτ ′)n− aτ 2b+ aτkt√
1 + a2τ 2

− (t− aτn)a2ττ ′

(1 + a2τ 2)
√
1 + a2τ 2

.

Пiднесемо до скалярного квадрату обидвi частини останньої рiвностi.
Отримаємо

K2 =
1

1 + a2τ 2
(
a2τ 4(1 + a2τ 2) + (k − ak′ + a2kτ 2)2

)
.

3. Нехай (An)n∈N — така послiдовнiсть вимiрних за Лебегом множин iн-
тервалу (0, 1), що для довiльного iнтервала (α, β) ⊂ (0, 1) виконується
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умова

lim
n∈N

µ(An ∩ (α, β)) =
β − α

3
,

де µ — мiра Лебега на прямiй. Довести, що для функцiї f : [0, 1] → R
обмеженої варiацiї на [0, 1] виконується рiвнiсть

lim
n→∞

∫
An

f dµ =
1

3

1∫
0

f dµ.

Розв’язок. Легко бачити, що твердження справедливе, коли f —
функцiя стрибкiв. Оскiльки кожну монотонну функцiю можна рiвно-
мiрно наблизити функцiями стрибкiв, то твердження справедливе i для
монотонних функцiй, а, отже, i для функцiй обмеженої варiацiї.
4. Дiйснозначна функцiя f на дiйснiй прямiй є рiвномiрною границею на
всiй прямiй послiдовностi многочленiв. Чи f диференцiйовна у кожнiй
точцi?

Розв’язок. Так. Нехай послiдовнiсть Pn многочленiв з умови, тодi з
рiвномiрної збiжностi випливає, що (∀ε > 0) (∃n0) (∀n ≥ n0) (∀x ∈ R) :
|f(x) − Pn(x)| < ε. Тодi (∀n ≥ n0) : f(x) − ε ≤ Pn(x) ≤ f(x) + ε. Звiдки
для n ̸= m

−2ε = (f(x)−ε)−(f(x)+ε) ≤ Pn(x)−Pm(x) ≤ (f(x)+ε)−(f(x)−ε) = 2ε.

Тобто, для Q = Pn − Pm маємо (∀x ∈ R) : |Q(x)| ≤ 2ε. Якщо degQ =
s, то з останньої нерiвностi необхiдно s = 0. Тому рiзниця Pn − Pm є
обмеженою на R (∀ n,m ≥ n0). Отже, для всiх n ≥ n0 degPn = p,

Pn(x) = apx
p + · · · + a1x + a

(n)
0 , lim

n→+∞
a
(n)
0 = 0. Але тодi (∀n ≥ n0)(∀ x) :

|f(x)− (apx
p + · · ·+ a1x)| ≤ ε+ a

(n)
0 . Звiдси, f(x) = apx

p + · · ·+ a1x.

5. Чи iснує цiла функцiя f така, що (∀p ∈ (0,+∞)) : f ∈ Lp(−∞,+∞),
але f(x) ↛ 0 (x → ±∞)? Вiдповiдь обгрунтувати.

Розв’язок. Вiдповiдь: так, наприклад f(x) = exp{−x4 sin2 x}.
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