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Ïåðåäìîâà

Âèâ÷àþ÷è ìàòåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè òi çà-

ãàëüíi åêîíîìi÷íi ÿâèùà, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ àáî

äî äåðæàâ, àáî äî iíäèâiäóóìiâ, Ëåîí Âàëüðàñ-

ñòâîðèâ ïî ñóòi íîâó íàóêó.

Øàðëü Ïåãè "Un �e
onomiste so
ialiste, Mr

L�eon Walras�, La Revue So
ialiste, N 146, 1897.

1

Åêîíîìiêó ÿê íàóêó ïîäiëÿþòü íà ìiêðîåêîíîìiêó òà ìà-

êðîåêîíîìiêó. Ìiêðîåêîíîìiêà âèâ÷à¹ ïîâåäiíêó îêðåìèõ åêî-

íîìi÷íèõ îäèíèöü: ñïîæèâà÷iâ, ïðàöiâíèêiâ, iíâåñòîðiâ, çåìëå-

âëàñíèêiâ, îêðåìi êîìïàíi¨ � áóäü-ÿêó îñîáó ÷è îðãàíiçàöiþ,

ùî âiäiãðà¹ ïåâíó ðîëü ó �óíêöiîíóâàííi íàøî¨ åêîíîìiêè. Ìi-

êðîåêîíîìiêà ïîÿñíþ¹ òå, ÿê i ÷îìó öi îäèíèöi ïðèéìàþòü åêî-

íîìi÷íi ðiøåííÿ. Íàïðèêëàä, ÿê ñïîæèâà÷i ïðèéìàþòü ðiøåí-

íÿ ïðî êóïiâëþ i ÿê çìiíà öií i äîõîäiâ âïëèâà¹ íà ¨õ âèáið; ÿê

�iðìè âèðiøóþòü, ñêiëüêè ïðàöiâíèêiâ íàéíÿòè, ÿê ðîáiòíèêè

âèáèðàþòü ìiñöå ïðàöi i ÿêèé îáñÿã ðîáîòè âèêîíàòè.

Iíøèì âàæëèâèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ìiêðîåêîíîìiêè ¹ âiä-

ñòåæåííÿ, ÿê âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ïåðâèííèõ åêîíîìi÷íèõ îäè-

íèöü �îðìóþòüñÿ áiëüøi ïiäðîçäiëè - ðèíêè i ãàëóçi ïðîìè-

ñëîâîñòi.

Åêîíîìiêà ÿê íàóêà àíàëiçó¹ i ïðîãíîçó¹ ÿâèùà, ùî ñïî-

ñòåðiãàþòüñÿ ëþäèíîþ. ×îìó, íàïðèêëàä, �iðìè íàéìàþòü i

çâiëüíÿþòü ïðàöiâíèêiâ, êîëè çìiíþ¹òüñÿ öiíà íà ñèðîâèíó,

íåîáõiäíó äëÿ âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó? Ñêiëüêè ïðàöiâíèêiâ, çà

1

Ëåîí Âàëüðàñ (1834-1910) � �ðàíêî-øâåéöàðñüêèé åêîíîìiñò, ïðî-

�åñîð Ëîçàíñüêîãî óíiâåðñèòåòó (1870-1892), çàñíîâíèê ìàòåìàòè÷íîãî

íàïðÿìêó â åêîíîìi÷íié òåîði¨, ðîçðîáèâ ìîäåëü çàãàëüíî¨ åêîíîìi÷íî¨

ðiâíîâàãè.
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ïîïåðåäíiìè îöiíêàìè, íàéìóòü àáî çâiëüíÿòü êîìïàíi¨ ÷è ãà-

ëóçi, ÿêùî öiíà ñèðîâèíè çðîñòå, ñêàæiìî, íà 10%?

Â åêîíîìiöi, ÿê i â iíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè, àíàëiç i ïðîãíîçó-

âàííÿ ãðóíòóþòüñÿ íà òåîðiÿõ. Òåîði¨ ðîçðîáëÿþòü ç ìåòîþ ïî-

ÿñíåííÿ ÿâèù - îá'¹êòiâ ñïîñòåðåæåííÿ - â ìåæàõ áàçîâèõ ïðà-

âèë i ïðèïóùåíü. Òåîðiÿ �iðì, íàïðèêëàä, ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç

ïðîñòîãî ïðèïóùåííÿ: �iðìè íàìàãàþòüñÿ ìàêñèìiçóâàòè ñâî¨

ïðèáóòêè. Òåîðiÿ âèêîðèñòîâó¹ öå ïðèïóùåííÿ, ùîá ïîÿñíèòè,

ÿê �iðìè âèçíà÷àþòü äëÿ ñåáå êiëüêiñòü ðîáî÷î¨ ñèëè, êàïi-

òàëó é ñèðîâèíè, íåîáõiäíî¨ äëÿ âèðîáíèöòâà, à òàêîæ îáñÿã

âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨. Âîíà ïîÿñíþ¹, ÿê öåé îáñÿã çàëåæèòü

âiä öiíè íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà (íàïðèêëàä, íà ðîáî÷ó ñèëó,

êàïiòàë i ñèðîâèíó), à òàêîæ ÿê âií âïëèâà¹ íà öiíó, ÿêó �iðìà

ìîæå îòðèìàòè çà ñâîþ ïðîäóêöiþ.

Åêîíîìi÷íi òåîði¨ ¹ òàêîæ áàçîþ äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ. Íà-

ïðèêëàä, òåîðiÿ �iðìè ií�îðìó¹ ïðî òå, çðîñòàòèìå ÷è ñïàäà-

òèìå ðiâåíü âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ âíàñëiäîê çáiëüøåííÿ ðiâ-

íÿ çàðïëàòè ÷è çíèæåííÿ öiíè íà ñèðîâèíó.

�àçîì çi ñòàòèñòè÷íèìè òà åêîíîìåòðè÷íìè ìåòîäàìè, òå-

îði¨ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé, íà ïiäñòàâi ÿêèõ

çäiéñíþ¹òüñÿ êiëüêiñíå ïðîãíîçóâàííÿ. Ìîäåëü -öå ìàòåìàòè-

÷íå çîáðàæåííÿ �iðìè, êîìïàíi¨, ðèíêó ÷è áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ðå-

àëi¨, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà åêîíîìi÷íié òåîði¨. Íàïðèêëàä, ðîçðî-

áèìî ìîäåëü êîíêðåòíî¨ �iðìè òà âèêîðèñòà¹ìî ¨¨, ùîá ñïðî-

ãíîçóâàòè, íàñêiëüêè çìiíèòüñÿ ðiâåíü âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨

âíàñëiäîê, ñêàæiìî, 10%�ãî çíèæåííÿ öiíè íà ñèðîâèíó.

Ìiêðîåêîíîìiêà âèðiøó¹ ÿê ïîçèòèâíi, òàê i íîðìàòèâíi

ïðîáëåìè. Ïîçèòèâíi ïðîáëåìè ïîâ'ÿçàíi ç àíàëiçîì i ïðîãíî-

çóâàííÿì, íîðìàòèâíi - ç ïëàíóâàííÿì.. Ïðèïóñòèìî, ùî óðÿä

çàïðîâàäæó¹ êâîòó íà iìïîðò àâòîìîáiëiâ. ßê çìiíèòüñÿ öiíà

íà àâòîìîáiëi òà ðiâåíü ¨õ âèðîáíèöòâà i çáóòó? ßê öå âïëè-

âàòèìå íà ñïîæèâà÷iâ, ïðàöiâíèêiâ àâòîìîáiëüíî¨ ïðîìèñëîâî-

ñòi? Íà âñi öi çàïèòàííÿ äà¹ âiäïîâiäü ïîçèòèâíèé àíàëiç. Âií
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ïîñiäà¹ ÷iëüíå ìiñöå â ìiêðîåêîíîìiöi. Îòæå, äëÿ ïîÿñíåííÿ

ÿâèù ðîçðîáëÿþòü òåîði¨, ïåðåâiðÿþòü íà ïðàêòèöi òà âèêîðè-

ñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé, íà ïiäñòàâi ÿêèõ çäiéñíþþòü

ïðîãíîçóâàííÿ.

Âèêîðèñòàííÿ åêîíîìi÷íî¨ òåîði¨ ïiä ÷àñ ïðîãíîçóâàííÿ âà-

æëèâå ÿê äëÿ ìåíåäæåðiâ êîìïàíié, òàê i äëÿ óðÿäîâöiâ. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî óðÿä ç'ÿñîâó¹ ìîæëèâiñòü ïiäâèùåííÿ ðîçìiðó

ïîäàòêó íà áåíçèí. Öåé ïîäàòîê âïëèíå íà öiíó áåíçèíó, âè-

áið ñïîæèâà÷åì àâòîìîáiëÿ çà êðèòåði¹ì åêîíîìi÷íîñòi, iíòåí-

ñèâíiñòü éîãî åêñïëóàòàöi¨ òîùî. Ùîá ðàöiîíàëüíî ïëàíóâà-

òè ñâîþ ðîáîòó, íà�òîâi é àâòîìîáiëüíi êîìïàíi¨, âèðîáíèêè

çàï÷àñòèí i òóðèñòè÷íi êîìïàíi¨ õîòiëè á çíàòè ìîæëèâi íà-

ñëiäêè ïiäâèùåííÿ öüîãî ïîäàòêó. Óðÿäîâöÿì òàêîæ íåîáõi-

äíå êiëüêiñíå ïðîãíîçóâàííÿ íàñëiäêiâ íîâîãî ïîäàòêó ç ìå-

òîþ âèçíà÷åííÿ äîäàòêîâèõ âèòðàò, ùî ëÿãàþòü íà ñïîæèâà-

÷iâ (ÿêèõ, ìîæëèâî, çà ðiâíåì äîõîäiâ ïîäiëåíî íà ðiçíi êàòå-

ãîði¨), âïëèâó íà ðiâåíü ïðèáóòêiâ ó íà�òîâié, àâòîìîáiëüíié

ïðîìèñëîâîñòi òà òóðèñòè÷íié iíäóñòði¨, à òàêîæ ïîïåðåäíüî

ðîçðàõîâàíîãî îáñÿãó ùîði÷íèõ ïîäàòêîâèõ íàäõîäæåíü.

Iíîäi ìè ïðàãíåìî âèéòè çà ìåæi àíàëiçó òà ïðîãíîçóâàííÿ,

àáè ç'ÿñóâàòè: ùî íàéêðàùå? Öå ïîòðåáó¹ âèêîðèñòàííÿ íîð-

ìàòèâíîãî àíàëiçó, ùî ¹ âàæëèâèì ÿê äëÿ ìåíåäæåðiâ êîìïà-

íié, òàê i äëÿ îñiá, çàéíÿòèõ ðîçðîáêîþ íîâî¨ äåðæàâíî¨ ïîëi-

òèêè. Ùå ðàç çâåðíiìîñÿ äî ïðèêëàäó ç ïiäâèùåííÿì ïîäàòêó

íà áåíçèí. Àâòîìîáiëüíi êîìïàíi¨, ÿêùî âæå äi¹ íîâèé ïîäà-

òîê, ïðàãíóëè á âèçíà÷èòè îïòèìàëüíå (òå, ùî ìàêñèìiçó¹ ïðè-

áóòêè) ñïiââiäíîøåííÿ âèïóñêó àâòîìîáiëiâ ðiçíèõ êëàñiâ àáî

ñóìó êîøòiâ, íåîáõiäíó íà ïåðåîñíàùåííÿ ìàøèí åêîíîìi÷íi-

øèìè äâèãóíàìè. �îëîâíèì äëÿ óðÿäîâöiâ áóäå âèçíà÷åííÿ,

÷è âiäïîâiäà¹ ðîçìið ïîäàòêó äåðæàâíèì iíòåðåñàì. Òàêi æ

ïðîáëåìè íà óðÿäîâîìó ðiâíi (ñêàæiìî, çáiëüøåííÿ äåðæàâ-

íèõ äîõîäiâ âiä îïîäàòêóâàííÿ i çìåíøåííÿ çàëåæíîñòi âiä iì-

ïîðòó íà�òè) ìîæíà áóëî á âèðiøèòè çà ðàõóíîê çíèæåííÿ
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âèòðàò, âèêîðèñòîâóþ÷è iíøèé âèä ïîäàòêó (íàïðèêëàä, òà-

ðè� íà iìïîðò íà�òè).

Íîðìàòèâíèé àíàëiç ïåðåäáà÷à¹ íå ëèøå ìîæëèâiñòü âè-

áîðó àëüòåðíàòèâíî¨ óðÿäîâî¨ ïîëiòèêè, à é ðîçðîáêó êîíêðå-

òíèõ ïîëiòè÷íèõ êðîêiâ. Íàïðèêëàä, ÿêùî äîâåäåíî äîöiëü-

íiñòü ïiäâèùåííÿ ïîäàòêó íà áåíçèí, òî ñïiðíèì ¹ ïèòàííÿ

ùîäî éîãî ðîçìiðó. Ñêëàäàþ÷è áàëàíñ âèòðàò i ïðèáóòêiâ, ìè

õî÷åìî âèçíà÷èòè, ÿêèì ¹ îïòèìàëüíèé ðîçìið öüîãî ïîäàòêó.

Íîðìàòèâíèé àíàëiç ÷àñòî äîïîâíþ¹òüñÿ íå�îðìàëüíèìè

ìiðêóâàííÿìè ùîäî ïðiîðèòåòó öiííîñòåé. Íàïðèêëàä, ïîðiâ-

íþþ÷è ïîäàòîê íà áåíçèí i òàðè� íà iìïîðò íà�òè, ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî ïîäàòîê íà áåíçèí ëåãøå ïiääà¹òüñÿ ðåãóëþâàí-

íþ, ïðîòå áiëüøå âiä íüîãî òåðïëÿòü ñïîæèâà÷i ç íèçüêèìè

äîõîäàìè. Ó öüîìó âèïàäêó ñóñïiëüñòâî ìà¹ âèðiøèòè, ùî ¹

äëÿ íüîãî âàæëèâiøèì: ñîöiàëüíà ñïðàâåäëèâiñòü ÷è åêîíî-

ìi÷íà å�åêòèâíiñòü. ßêùî óõâàëåíî ðiøåííÿ ùîäî ïðiîðèòå-

òó öiííîñòåé, ìiêðîåêîíîìiêà áåçñèëà âèçíà÷èòè, ÿêà ïîëiòèêà

íàéêðàùà. Ïðîòå âîíà ìîæå ïîÿñíèòè ïðè÷èíè ñóïåðå÷íîñòåé

i òàêèì ÷èíîì âïëèíóòè íà âèðiøåííÿ ñïiðíèõ ïèòàíü.

Çíà÷íà ÷àñòèíà ðiøåíü ùîäî ïðiîðèòåòó öiííîñòåé, ó òiì

÷èñëi ðiøåííÿ ó ñ�åði åêîíîìi÷íî¨ ïîëiòèêè, çâîäèòüñÿ ëèøå

äî òàêî¨ ñóïåðå÷íîñòi - ñîöiàëüíà ñïðàâåäëèâiñòü ÷è åêîíîìi-

÷íà å�åêòèâíiñòü.

Îêðåìi åêîíîìi÷íi îäèíèöi çàëåæíî âiä ¨õ �óíêöié ìè ìî-

æåìî ïîäiëèòè íà äâi âåëèêi ãðóïè - ïîêóïöi òà ïðîäàâöi. Äî

ïîêóïöiâ íàëåæàòü ñïîæèâà÷i, ùî êóïóþòü òîâàðè òà ïîñëóãè,

i êîìïàíi¨, êîòði êóïóþòü ðîáî÷ó ñèëó, êàïiòàë i ñèðîâèíó, ÿêó

âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âèðîáíèöòâà òîâàðiâ i ïîñëóã. Äî ïðîäàâ-

öiâ íàëåæàòü êîìïàíi¨, ùî ïðîäàþòü ñâî¨ òîâàðè òà ïîñëóãè,

ðîáiòíèêè, ÿêi ïðîäàþòü ñâîþ ðîáî÷ó ñèëó, i âëàñíèêè ðåñóð-

ñiâ, ùî çäàþòü â îðåíäó çåìëþ àáî ïðîäàþòü �iðìàì êîðèñíi

êîïàëèíè. Áåçïåðå÷íî, áiëüøiñòü ëþäåé òà �iðì äiþòü i ÿê

ïîêóïöi, i ÿê ïðîäàâöi. Ïðîòå íàì çðó÷íiøå çà÷èñëèòè ¨õ äî
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ïîêóïöiâ, êîëè âîíè ùîñü êóïóþòü, i äî ïðîäàâöiâ, êîëè âîíè

ùîñü ïðîäàþòü.

Ïîêóïöi òà ïðîäàâöi âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ, óòâîðþþ÷è

ðèíîê, âíàñëiäîê ÷îãî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ìîæëèâiñòü îáìiíó. Çâåð-

íiòü óâàãó, ùî ðèíîê � öå áiëüøå, íiæ ãàëóçü ïðîìèñëîâîñòi,

êîòðà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóêóïíiñòü �iðì, ùî ïðîäàþòü îäíàêî-

âi àáî ñïîðiäíåíi òîâàðè. �àëóçü ¹ òi¹þ ñòîðîíîþ ðèíêó, ùî

âòiëþ¹ ïðîïîçèöiþ.

�èíîê ïåðåáóâà¹ ó öåíòði åêîíîìi÷íî¨ àêòèâíîñòi, i áåçëi÷

íàéöiêàâiøèõ çàïèòàíü i ïðîáëåì åêîíîìiêè ñòîñó¹òüñÿ òîãî,

ÿê âií ïðàöþ¹. Íàïðèêëàä, ÷îìó íà äåÿêèõ ðèíêàõ ëèøå êiëü-

êà �iðì êîíêóðó¹ ìiæ ñîáîþ, òîäi ÿê íà iíøèõ - ¨õ çíà÷íî

áiëüøå? ×è çàâæäè ñïîæèâà÷i âèãðàþòü âiä âåëèêî¨ êiëüêîñòi

�iðì? ßêùî òàê, òî ÷è ñëiä óðÿäîâi âòðó÷àòèñÿ ó �óíêöiî-

íóâàííÿ ðèíêó ç íåçíà÷íîþ êiëüêiñòþ �iðì? ×îìó íà îäíîìó

ðèíêó öiíè ðiçêî çðîñëè àáî âïàëè, à íà iíøîìó - ìàéæå íå

çìiíèëèñÿ? ßêi ç ðèíêiâ îáiöÿþòü íàéêðàùi ìîæëèâîñòi äëÿ

ïiäïðè¹ìöÿ, êîòðèé çáèðà¹òüñÿ çàéìàòèñÿ áiçíåñîì?

Ìè âèâ÷à¹ìî ïîâåäiíêó ðèíêiâ ÿê ç êîíêóðåíöi¹þ, òàê i

áåç íå¨. Íà ðèíêó ç ÷èñòîþ êîíêóðåíöi¹þ å áàãàòî ïîêóïöiâ i

ïðîäàâöiâ, îòæå, æîäåí ïîêóïåöü ÷è ïðîäàâåöü íå ìà¹ çíà÷íî-

ãî âïëèâó íà öiíó. Çäåáiëüøîãî ðèíêè ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêî¨

ïðîäóêöi¨ ìàêñèìàëüíî íàáëèæåíi äî ðèíêiâ ç ÷èñòîþ êîíêó-

ðåíöi¹þ. Íàïðèêëàä, òèñÿ÷i �åðìåðiâ âèðîùóþòü ïøåíèöþ,

ÿêó êóïóþòü òèñÿ÷i ïîêóïöiâ äëÿ âèðîáíèöòâà áîðîøíà ÷è ií-

øèõ ïðîäóêòiâ. Æîäåí �åðìåð àáî ïîêóïåöü íå ìîæå iñòîòíî

âïëèíóòè íà öiíó ïøåíèöi.

Áåçëi÷ iíøèõ ðèíêiâ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðèíêè ç ÷è-

ñòîþ êîíêóðåíöi¹þ. Íàïðèêëàä, ñâiòîâèé ðèíîê ìiäi íàðàõîâó¹

êiëüêà äåñÿòêiâ îñíîâíèõ âèðîáíèêiâ. Öüîãî äîñèòü, ùîá ïðî-

iãíîðóâàòè çìiíó öiíè â ðàçi, ÿêùî îäèí iç âèðîáíèêiâ âèéäå

ç áiçíåñó. Öå ñòîñó¹òüñÿ òàêîæ áåçëi÷i ðèíêiâ ìiíåðàëüíèõ i

ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ, òàêèõ ÿê ðèíîê âóãiëëÿ, çàëiçà, îëîâà ÷è
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ëiñîìàòåðiàëiâ.

�èíîê íàäà¹ ìîæëèâiñòü çäiéñíþâàòè îïåðàöi¨ ìiæ ïîêó-

ïöÿìè òà ïðîäàâöÿìè. Çíà÷íà êiëüêiñòü òîâàðó ïðîäàþòüñÿ çà

îêðåìèìè öiíàìè. Íà ðèíêó ç ÷èñòîþ êîíêóðåíöi¹þ çâè÷àéíî

ïåðåâàæà¹ ¹äèíà öiíà - ðèíêîâà.

Íà òîìó, ùî íå ¹ ðèíêîì ç ÷èñòîþ êîíêóðåíöi¹þ, �iðìè ìî-

æóòü âñòàíîâëþâàòè ðiçíi öiíè íà îäíîòèïíèé òîâàð, îñêiëü-

êè îäíà �iðìà íàìàãà¹òüñÿ "âiäâîþâàòè"ïîêóïöiâ ó ñâî¨õ êîí-

êóðåíòiâ àáî ïîêóïöi âiääàþòü ïåðåâàãó ïåâíié ìàðöi òîâàðó,

ùî äà¹ çìîãó äåÿêèì �iðìàì âñòàíîâëþâàòè öiíè âèùi, íiæ

ó ¨õíiõ êîíêóðåíòiâ. Íàïðèêëàä, â îäíîìó ñóïåðìàðêåòi äâi

ìàðêè ïðàëüíîãî ïîðîøêó ìîæóòü ïðîäàâàòèñÿ çà ðiçíèìè öi-

íàìè. Àáî æ ó äâîõ ñóïåðìàðêåòàõ îäíîãî ìiñòà òà æ ìàðêà

ïîðîøêó ìîæå ïðîäàâàòèñÿ çà ðiçíèìè öiíàìè. Ó òèõ âèïàä-

êàõ, êîëè ìè çâåðòà¹ìîñÿ äî ðèíêîâî¨ öiíè, ìà¹ìî íà óâàçi

ñåðåäíþ öiíó ðiçíèõ ìàðîê òîâàðó ó ðiçíèõ ñóïåðìàðêåòàõ.

�èíêîâà öiíà áiëüøîñòi òîâàðó çìiíþ¹òüñÿ ïðîòÿãîì ïåâ-

íîãî ÷àñó, i äëÿ áàãàòüîõ éîãî âèäiâ ¨¨ ðîçìið ìîæå çíà÷íî

êîëèâàòèñÿ. Öå îñîáëèâî ñòîñó¹òüñÿ òîâàðó, ùî ïðîäà¹òüñÿ íà

ðèíêó ç êîíêóðåíöi¹þ. �èíîê àêöié, íàïðèêëàä, ¹ âèñîêîêîí-

êóðåíòíèì: çà àêöiÿìè áóäü-ÿêî¨ ç êîðïîðàöié ñòî¨òü áàãàòî

ïîêóïöiâ òà ïðîäàâöiâ. Òi, õòî âêëàäà¹ êîøòè â ðèíîê àêöié,

çíàþòü, ùî öiíà ïåâíî¨ àêöi¨ çìiíþ¹òüñÿ êîæíî¨ õâèëèíè i ìî-

æå iñòîòíî çðîñòè àáî çíèçèòèñÿ ïðîòÿãîì îäíîãî äíÿ. Öiíà

íà òàêèé òîâàð, ÿê ïøåíèöÿ, áîáîâi, êàâà, íà�òà, çîëîòî, ñði-

áëî àáî ëiñîìàòåðiàëè, ìîæå òàêîæ çíà÷íî çìiíèòèñÿ ïðîòÿãîì

äíÿ àáî òèæíÿ. Òîìó íà ñó÷àñíîìó åòàïi ðîçâèòêó ìàòåìàòè-

÷íî¨ îñâiòè âèâ÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îñíîâ åêîíîìiêè ¹ áiëüø

íiæ íåîáõiäíèì.

Çàïðîïîíîâàíèé êóðñ ëåêöié íàïèñàíèé íà îñíîâi êíèã [6℄,

[10℄,[11℄,[17℄ - [24℄ i ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ: òåîðiÿ

ñïîæèâàííÿ, òåîðiÿ �iðìè, òåîðiÿ çàãàëüíî¨ ðiâíîâàãè òà òå-

îði¨ ðîñòó. Äëÿ âèâ÷åííÿ îêðåìèõ éîãî ïàðàãðà�iâ íåîáõiäíà
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�óíäàìåíòàëüíà ìàòåìàòè÷íà ïiäãîòîâêà. Ç öi¹þ öiëëþ ââåäå-

íî ðîçäië - ìàòåìàòè÷íèé äîäàòîê. Âîäíî÷àñ çíà÷íà ÷àñòèíà

ìàòåðiàëó áóäå öiëêîì çðîçóìiëîþ äëÿ ÷èòà÷iâ, çíàéîìèõ ëè-

øå ç îñíîâàìè äè�åðåíöiàëüíîãî òà iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ,

ëiíiéíî¨ àëãåáðè, åëåìåíòàìè îïóêëîãî àíàëiçó òà ìåòîäàìè

îïòèìiçàöi¨. Êóðñ íàñè÷åíî iëþñòðîâàíèì ìàòåðiàëîì, êîòðèé

áåçóìîâíî ñïðèÿòèìå êðàùîìó çàñâî¹ííþ ìàòåðiàëó. Âñi ðè-

ñóíêè ïiäãîòóâàâ àñèñòåíò �.�. �ðàá÷àê, çà ùî àâòîðè òåêñòó

öèõ ëåêöié âèñëîâëþ¹ éîìó ùèðó âäÿ÷íiñòü.
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Íàøîþ çàäà÷åþ ¹ ñòðîãà ïîáóäîâà �îðìàëiçîâàíî¨ ïîâå-

äiíêè ñïîæèâà÷à. Ïî�ïåðøå, ìè ìà¹ìî âìiòè äàòè �îðìàëüíå

çîáðàæåííÿ ëþäñüêèõ ïîòðåá, ÿêi âiäîáðàæàþòü ðiçíó ñòóïiíü

¨õ çàäîâîëåííÿ. Öå äàñòü çìîãó ïîÿñíèòè âèáið, ÿêèé çäiéñíþ-

þòü ñïîæèâà÷i, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ îêðåìi iíäèâiäóóìè

àáî ñiì'¨. Ïî�äðóãå, ìè ìà¹ìî âèâ÷èòè, ÿê áóäóòü äiÿòè ñïî-

æèâà÷i â óñòàíîâëåíié iíñòèòóöiîíàëüíié ñòðóêòóði äëÿ âñi¹¨

åêîíîìiêè ïðè ðîçãëÿäi çàãàëüíî¨ ðiâíîâàãè.

Âåäåìî ïðèïóùåííÿ âàæëèâî¨ åêîíîìi÷íî¨ ìîäåëi ïîâåäií-

êè ñïîæèâà÷à. Çà öèìè ïðèïóùåííÿìè ïðî ïåðåâàãó i áàéäó-

æiñòü ñïîæèâà÷à ó âèáîði ðiçíèõ íàáîðiâ òîâàðiâ áóäå ðîçâè-

íåíî ïîíÿòòÿ �óíêöi¨ ïîïèòó ñïîæèâà÷à òà ðèíêîâî¨ �óíêöi¨

ïîïèòó, íà ÿêèõ ãðóíòó¹òüñÿ çàãàëüíèé àíàëiç ïîïèòó. Òåîðiÿ

ñïîæèâ÷îãî âèáîðó âèêîðèñòîâó¹ ïðèïóùåííÿ, ùî ñïîæèâà÷

îïòèìiçó¹ âèáið òîâàðó ïðè îáìåæåííi äîõîäó.

�èíêîâèé ïîïèò �îðìó¹òüñÿ íà îñíîâi ðiøåíü, ÿêi ïðèéìà-

þòü îêðåìi îñîáè, ùî êåðóþòüñÿ âëàñíèìè ïîòðåáàìè i íàÿâ-

íèìè çàñîáàìè. Äëÿ òîãî, ùîá ðîçïîäiëèòè ñâî¨ äîõîäè ìiæ

ðiçíèìè òîâàðàìè, òðåáà ìàòè äåÿêó ñïiëüíó îñíîâó äëÿ ¨õ çi-

ñòàâëåííÿ. Ó êiíöi XIX ñò. åêîíîìiñòè çà òàêó îñíîâó ïðèéíÿëè

êîðèñíiñòü.

Òåðìií "êîðèñíiñòü" ââiâ àíãëiéñüêèé �iëîñî� I. Áåíòàì.

1

Çãiäíî ç Áåíòàìîì ìàêñèìiçàöiÿ êîðèñíîñòi ¹ îñíîâíèì ïñèõî-

ëîãi÷íèì ïðèíöèïîì ïîâåäiíêè ëþäåé â ¨õíüîìó áàæàííi óíè-

êíóòè ñòðàæäàíü, çáiëüøèòè çàäîâîëåííÿ àáî ùàñòÿ.

Åêîíîìiñòè, ïðèéíÿâøè óòèëiòàðíó äîêòðèíó êîðèñíîñòi,

çìîãëè ñòâîðèòè òåîðiþ ñïîæèâ÷î¨ ïîâåäiíêè (òåîðiþ ñïîæè-

âàííÿ), ÿêà áàçóâàëàñü íà ãiïîòåçi ïðî ïîðiâíÿííÿ êîðèñíîñòi

1

Áåíòàì È. Ââåäåíèå â îñíîâàíèÿ íðàâñòâåííîñòè è çàêîíîäàòåëü-

ñòâà// Èçá. ñî÷. ÑÏá.,1867-Ò.1.
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ðiçíèõ áëàã i ïîñëóã. Áóëî ïðèéíÿòî, ùî ïðè çàäàíèõ öiíàõ

ñïîæèâà÷ íàìàãà¹òüñÿ òàê ðîçïîäiëèòè ñâié äîõiä íà êóïiâëþ

ðiçíèõ òîâàðiâ, ùîá ìàêñèìiçóâàòè î÷iêóâàíå çàäîâîëåííÿ àáî

êîðèñíiòü âiä ¨õ ñïîæèâàííÿ, êåðóþ÷èñü âëàñíèìè ñìàêàìè òà

ïîãëÿäàìè.

Îòæå, âèçíà÷åíà êîðèñíiñòü ìà¹ îñîáèñòèé, ñóá'¹êòèâíèé

õàðàêòåð. Íàïðèêëàä, êóðåöü îöiíþ¹ êîðèñíiñòü öèãàðîê âè-

ñîêî, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî êóðiííÿ øêîäèòü éîãî çäîðîâ'þ i

âií ïðî öå çíà¹.

Äëÿ ìàêñèìiçàöi¨ î÷iêóâàíî¨ êîðèñíîñòi ñïîæèâà÷ ïîâèíåí

ïîðiâíþâàòè, çiñòàâëÿòè êîðèñíîñòi ðiçíèõ òîâàðiâ òà ¨õíiõ íà-

áîðiâ. Âiäîìi äâà îñíîâíi ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ïðîáëå-

ìè - êiëüêiñíèé i ïîðÿäêîâèé. Êiëüêiñíó òåîðiþ êîðèñíîñòi, â

îñíîâó ÿêî¨ ïîêëàäåíî ãiïîòåçó ïðî ìîæëèâiñòü ïîðiâíþâàòè

êîðèñíîñòi ðiçíèõ áëàã, çàïðîïîíóâàëè Ó.Äæåâîíñ, Ê.Ìåíãåð,

Ë.Âàëüðàñ, À.Ìàðøàë. Àëüòåðíàòèâíó òåîðiþ - ïîðÿäêîâó òå-

îðiþ êîðèñíîñòi, ÿêà íå òiëüêè íå äîïóñêà¹ ìîæëèâîñòi òà íå-

îáõiäíîñòi ïîðiâíþâàòè êîðèñíîñòi òîâàðiâ i ïîñëóã äëÿ ïîÿ-

ñíåííÿ ïîâåäiíêè ñïîæèâà÷iâ, à é âçàãàëi áóäü-ÿêîãî çãàäó-

âàííÿ ïðî êîðèñíiñòü, çàïðîïîíóâàëè Ô.Åäæóîðò, Â.Ïàðåòî,

I.Ôiøåð. Ó 30-õ ðîêàõ XX ñò. öÿ òåîðiÿ â ïðàöÿõ �.Àëëåíà

i Äæ.Õiêñà îòðèìàëà çàâåðøåíó �îðìó, ñòàëà çàãàëüíîïðè-

éíÿòîþ i ïîøèðåíîþ, íåçâàæàþ÷è íà âèíèêíåííÿ òàê çâàíèõ

íîâèõ òåîðié .

2

Ìè ïî÷íåìî ðîçãëÿä òåîði¨ ñïîæèâàííÿ ç ïî-

ðÿäêîâî¨ òåîði¨ êîðèñíîñòi.

2

Õèêñ Äæ., Àëëåí Ç. Ïåðåñìîòð òåîðèè öåííîñòè// Âåõè ýêîíîìè÷å-

ñêîé ìûñëè. ÑÏá.,1993.-Âèï.1
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Ñïèñîê îñíîâíèõ ïîçíà÷åíü

Ìàòåìàòèêà

� êiíåöü äîâåäåííÿ òåîðåìè

N êiíåöü ïðèêëàäó

a =) b iìïëiêàöiÿ ç ïîñèëàííÿì a òà âèñíîâêîì b

a() b åêâiâàëåíòíiñòü âèñëîâëåíü a òà b

a 2 X a ¹ åëåìåíò ìíîæèíè X

A [B îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A i B

A \B ïåðåòèí ìíîæèí A i B

A � B ìíîæèíà A ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi B

? ïîðîæíÿ ìíîæèíà

fa 2 X : �g ïiäìíîæèíà â X åëåìåíòè ÿêî¨ çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó �

f : A! B âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè A â ìíîæèíó B

a! f(a) âiäîáðàæåííÿ f ÿêå òî÷öi a ñòàâèòü ó âiä-

ïîâiäíiñòü ìíîæèíó f(a)

f(X) îáðàç ìíîæèíè X ïðè âiäîáðàæåíi f

f Æ g êîìïîçèöiÿ �óíêöié f i g

�X ìåæà ìíîæèíè X

intX âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè X

R ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë

Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë

max;min ìàêñèìóì, ìiíiìóì

P

i2I

;

L

P

i=1

ñèìâîë ñóìóâàííÿ çà iíäåêñîì i 2 I

àáî âiä 1 äî L

R

L

L - âèìiðíèé Åâêëiäîâèé ïðîñòið

x =

0

B

�

x

1

.

.

.

x

L

1

C

A

âåêòîð iç R

L

x

i

i-òà êîîðäèíàòà âåêòîðà x
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x > y x

i

> y

i

äëÿ âñiõ i = 1; : : : ; L

x > y x > y i x 6= y

x� y x

i

> y

i

äëÿ âñiõ i = 1; : : : ; L

R

L

+

íåâiä'¹ìíèé îðòàíò â R

L

;

òîáòî fx 2 R

L

: x > 0g

R

L

++

ñòðîãî äîäàòíèé îðòàíò â R

L

;

òîáòî fx 2 R

L

: x� 0g

x

�

âåêòîð òðàíñïîíîâàíèé äî x

x

�

y ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x i y

Av äîáóòîê ìàòðèöü A i v

v

�

Av êâàäðàòè÷íà �îðìà ïîðîäæåíà ìàòðèöåþ

A

kxk íîðìà âåêòîðà x

rf(x) ãðàäi¹íò �óíêöi¨ f : X ! R â òî÷öi x

C

r

, r > 0 ïðîñòið r ðàç íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ

�óíêöié

Df(x) ïîõiäíà �óíêöi¨ f : X ! R

L

â òî÷öi x

D

y

f(y; z)

(D

z

f(y; z))

÷àñòèííà ïîõiäíà çà çìiíîþ y (çà z)

âiäîáðàæåííÿ y ! f(y; z) (z ! f(y; z))

D

2

f äðóãà ïîõiäíà �óíêöi¨ f

Åêîíîìiêà

l íîìåð òîâàðó

R

L

ïðîñòið òîâàðiâ

p âåêòîð öií

X ìíîæèíà äîñòóïíèõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ

çàçâè÷àé îäíà ç ìíîæèí R

L

+

, R

L

++

w äîõiä ñïîæèâà÷à

B

p;w

áþäæåòíà ìíîæèíà

x(p;w) �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà
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h(p; u) �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà

S(p;w) ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî

u(

�

) �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

v(

�

) íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

e(

�

) �óíêöiÿ âèäàòêiâ

MU(x) âåêòîð ãðàíè÷íèõ êîðèñíîñòåé

% âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè

�, � âiäíîøåííÿ ñòðîãî¨ ïåðåâàãè i âiäíîøåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi ïîðîäæåíå %



TÅÎ�Iß ÑÏÎÆÈÂÀÍÍß





�îçäië 1

Ïåðåâàãà i âèáið

1.1 Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè: îñíîâíi

âëàñòèâîñòi

Ïîðÿäêîâèé ïiäõiä äî àíàëiçó êîðèñíîñòi òà ïîïèòó ¹ ñó÷àñíi-

øèì, ãðóíòó¹òüñÿ íà ìåíø æîðñòêèõ ïðèïóùåííÿõ íiæ êiëü-

êiñíèé. Âiä ñïîæèâà÷à íå âèìàãàþòü âìiòè âèìiðþâàòè êîðèñ-

íiñòü ïåâíîãî òîâàðó â äåÿêèõ îäèíèöÿõ âèìiðó. Äîñòàòíüî,

ùîá ñïîæèâà÷ ìiã âïîðÿäêóâàòè âñi ìîæëèâi íàáîðè çà ¨õ "ïå-

ðåâàãîþ". Â ñó÷àñíié åêîíîìi÷íié òåîði¨ öiííîñòåé ïðèéíÿòî

ââàæàòè, ùî äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ ïîâåäiíêè ñïîæèâà÷à íàéëiï-

øå âèêîðèñòîâóâàòè ïðèïóùåííÿ ïðî íàÿâíiñòü ó íüîãî ñèñòå-

ìè ïåðåâàã ñòîñîâíî ñïîæèâ÷èõ áëàã.

Ïiä òîâàðîì ðîçóìiòèìåìî äåÿêi áëàãà àáî ïîñëóãè, ÿêi íà-

äiéøëè â ïðîäàæ ó âèçíà÷åíèé ÷àñ, ó âèçíà÷åíîìó ìiñöi. Íà

ïiäñòàâi öüîãî ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî çåðíî, ÿêå ïîñòà÷àëè

â Îäåñó 1998 ð., òà çåðíî, ÿêå äîñòàâëÿëè äî Êè¹âà ó 1999 ð.,

ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê îêðåìèé òîâàð. Ââàæàòèìåìî, ùî ïåðåëiê

åêîíîìi÷íèõ òîâàðiâ i ó÷àñíèêiâ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè äëÿ ïåâ-

17
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íîãî ñóñïiëüñòâà âèçíà÷åíî. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ÷èñëî íàÿâíèõ

åêîíîìi÷íèõ òîâàðiâ ñêií÷åííå i äîðiâíþ¹ L (ïðîíóìåðîâàíi

l = 1; : : : ; L). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî âñi òîâàðè ìàþòü âëàñòè-

âiñòü äîâiëüíî¨ ïîäiëüíîñòi, òîáòî ìîæíà êóïèòè áóäü-ÿêó éî-

ãî êiëüêiñòü. Êiëüêiñòü êîæíîãî ç íèõ, êóïëåíèõ ñïîæèâà÷åì,

îïèñó¹òüñÿ ñïîæèâ÷èì íàáîðîì (âåêòîðîì) x = (x

1

; : : : ; x

L

)

�

;

äå x

i

� êiëüêiñòü òîâàðó i, i ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê òî÷êà ïðîñòîðó

R

L

; ÿêèé íàçâåìî ïðîñòîðîì òîâàðiâ.

Ôîðìàëüíî ìíîæèíó íàáîðiâ ñïîæèâ÷èõ áëàã X âèçíà÷è-

ìî ÿê ïiäìíîæèíó ïðîñòîðó òîâàðiâ R

L

; åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ âñi

óÿâíi íàáîðè x ñïîæèâ÷èõ áëàã (òîâàðiâ), ÿêi �içè÷íî äîñòóïíi

ñïîæèâà÷åâi â ðîçãëÿäóâàíîìó ñåðåäîâèùi.

Ó òåîði¨ ñïîæèâàííÿ ñóá'¹êòèâíà ïåðåâàãà ñïîæèâà÷à íà

ìíîæèíi íàáîðiâ ñïîæèâ÷èõ áëàã �îðìàëiçó¹òüñÿ ÿê áiíàðíå

âiäíîøåííÿ % íà ìíîæèíi X, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêi àêñiîìè:

(A

1

) (ðå�ëåêñèâíîñòi) äëÿ êîæíîãî íàáîðó x 2 X; x% x;

(A

2

) (òðàíçèòèâíîñòi) äëÿ áóäü-ÿêèõ íàáîðiâ x; y; z 2 X;

ÿêùî x % y i y % z; òî x % z;

(A

3

) (ïîâíîòè) äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ íàáîðiâ x; y 2 X; ìè ìà¹-

ìî àáî x % y àáî y % x:

Âiäíîøåííÿ x % y äëÿ x; y 2 X îçíà÷à¹, ùî ñïîæèâà÷ íàäà¹

ïåðåâàãó íàáîðó x ïåðåä íàáîðîì y, àáî íàáîðè ðiâíîöiííi äëÿ

ñïîæèâà÷à. Àêñiîìà (A

3

) íå âèêëþ÷à¹ ìîæëèâîñòi òîãî, ùî

îäíî÷àñíî x % y i y % x: Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî àêñiîìà (A

1

) ¹

íàñëiäêîì àêñiîìè (A

3

):

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ % íà X; ÿêå çàäî-

âîëüíÿ¹ àêñiîìè (A

1

); (A

2

); (A

3

) íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì

ïåðåâàãè íà ìíîæèíi íàáîðiâ ñïîæèâ÷èõ áëàã X; ïàðà

(X;%) íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì ïåðåâàã.
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Ïðèêëàä 1.1.1. Íåâiä'¹ìíèé îðòàíò R

L

+

ïðîñòîðó R

L

¹ íàé-

ïðîñòiøèì ïðèêëàäîì ìíîæèíè ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ, ÿêi îñîá-

ëèâî ÷àñòî ðîçãëÿäàþòü â åêîíîìi÷íî-ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòó-

ði.

Íåõàé X = R

2

+

. Ïðèêëàäîì âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ¹ âiäíî-

øåííÿ âèçíà÷åíå íàñòóïíèì ÷èíîì: ç äâîõ íàáîðiâ (x

1

; x

2

) i

(y

1

; y

2

) ñïîæèâà÷ âiääà¹ ïåðåâàãó òîìó, â ÿêîãî áiëüøà êiëü-

êiñòü ïåðøîãî òîâàðó, i òîìó, ó ÿêîãî áiëüøà êiëüêiñòü äðóãîãî

òîâàðó, ÿêùî êiëüêîñòi ïåðøîãî îäíàêîâi. N

Íåõàé çàäàíî ïîëå ïåðåâàã (X;%): Ââåäåìî äîäàòêîâi ái-

íàðíi âiäíîøåííÿ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç âiäíîøåííÿì ïåðåâàãè % :

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Íåõàé x; y 2 X. Âiäíîøåííÿ ñòðîãî¨ ïå-

ðåâàãè � âèçíà÷èìî òàê: x � y () x% y; à âiäíîøåííÿ

y% x íå âèêîíó¹òüñÿ.

Âiäíîøåííÿ áàéäóæîñòi s âèçíà÷èìî ÿê x s y ()

x% y i y% x:

Çàóâàæèìî, ùî àêñiîìó (A

3

), àêñiîìó ïîâíî¨ âïîðÿäêîâà-

íîñòi, ìîæíà òðàêòóâàòè òàê: ñïîæèâà÷ ìîæå âïîðÿäêóâàòè

âñi ñïîæèâ÷i íàáîðè òîâàðiâ çà äîïîìîãîþ âiäíîøåííÿ ñòðîãî¨

ïåðåâàãè � i âiäíîøåííÿ áàéäóæîñòi s : Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ

êîæíî¨ ïàðè ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ x i y ñïîæèâà÷ ìîæå çàçíà÷è-

òè òàêå: àáî x � y (x ìà¹ ïåðåâàãó íàä y), àáî y � x (y ìà¹

ïåðåâàãó íàä x), àáî x s y (x i y ðiâíîöiííi).

Î÷åâèäíî, ùî öÿ àêñiîìà íå äóæå æîðñòêà. Âîíà ëèøå âèê-

ëþ÷à¹ ìîæëèâiñòü âiäïîâiäi "íå çíàþ"íà çàïèòàííÿ: "ßêîìó ç

äâîõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ Âè íàäà¹òå ïåðåâàãó?".

Íàâåäåìî î÷åâèäíå òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 1.1.1. Íåõàé çàäàíî ïîëå ïåðåâàã (X;%); òîäi:

(i) � � iððå�ëåêñèâíå (äëÿ æîäíîãî x 2 X íå âèêîíó¹òüñÿ

x � x) i òðàíçèòèâíå (ÿêùî x � y i y � z, òî x � z,

x; y; z 2 X);

(ii) s � ðå�ëåêñèâíå (x s x äëÿ êîæíîãî x 2 X), òðàíçè-

òèâíå (ÿêùî x s y i y s z, òî x s z, x; y; z 2 X),

ñèìåòðè÷íå (ÿêùî x s y, òî y s x);

(iii) ÿêùî x � y% z, òî x � z, x; y; z 2 X.

Âiäíîøåííÿ áàéäóæîñòi s çàäîâîëüíÿ¹ âñi òðè àêñiîìè, ÿêi

âèçíà÷àþòü âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X: Îòæå, âiäíî-

øåííÿ s iíäóêó¹ ðîçáèòòÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè X íà êëàñè

åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi íàçâåìî ìíîæèíàìè àáî ïîâåðõíÿìè áàé-

äóæîñòi, êîæíà ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íàáîðiâ, ÿêi áàéäó-

æi çàäàíîìó íàáîðó x: E

x

= fy 2 X : y s xg:

Ïîâåðõíi áàéäóæîñòi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ãðà�i÷íî-

ãî çîáðàæåííÿ âiäíîøåííÿ %.

Ïðèêëàä 1.1.2 (Øåïëi). "Äæèí i òîíiê". Íà ðèíêó ¹ äâà

òîâàðè � äæèí x

1

i òîíiê x

2

: Êîæíèé ó÷àñíèê ðèíêó ìà¹ äåÿ-

êå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè, ÿêå îïèñó¹òüñÿ êðèâèìè áàéäóæîñòi

E

x

, ÿêi çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.1.1. Êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi, ç âiä-

äàëåííÿì âiäïîâiäíèõ ¨ì êðèâèõ áàéäóæîñòi âiä ïî÷àòêó êîîð-

äèíàò, âiäïîâiäàþòü âèùèì ðiâíÿì ïåðåâàãè. Ùîá çðîçóìiòè

öå ãðà�i÷íå çîáðàæåííÿ, ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêèé ñïîæèâà÷

ìîæå îòðèìàòè ëèøå îäíó ñêëÿíêó íàïîþ, à ÷àñòêó äæèíó i

òîíiêó â íüîìó âèçíà÷à¹ ñàì ñïîæèâà÷. Iíøèìè ñëîâàìè, ìè

ðîçãëÿäà¹ìî ìíîæèíó fx 2 R

2

+

: x

1

+ x

2

= 1g: Öÿ ìíîæèíà
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�èñ. 1.1.1.

ïåðåòèíà¹òüñÿ ïîâåðõíÿìè áàéäóæîñòi âèùèõ ðiâíiâ, êîëè âiä-

íîøåííÿ

x

1

x

2

áëèçüêå äî

1

2

àáî äî 2. Öå îçíà÷à¹, ùî ñïîæèâà÷

âèáèðà¹ íàïî¨, ÿêi ìiñòÿòü êîìïîíåíòè â öiëêîì âèçíà÷åíèõ

ïðîïîðöiÿõ, à ñàìå 1 : 2 àáî 2 : 1; ñóìiø "ïîëîâèíà íà ïîëîâè-

íó" âií âiäêèäà¹ i, éìîâiðíî, ïîâíiñòþ âiäìîâèòüñÿ âiä íàïîþ,

íiæ áóäå ïèòè "íåðîçáàâëåíå" (÷è òî ÷èñòèé äæèí, ÷è òî ÷èñ-

òèé òîíiê). N

Çàóâàæåííÿ 1.1.1. Åëåìåíòè ìíîæèíè X, ÿêi ç ïîãëÿäó ìàòå-

ìàòèêà ¹ âåêòîðàìè ïðîñòîðó R

L

, åêîíîìiñòè ÷àñòî íàçèâàþòü

ïàðòiÿìè òîâàðiâ. Ç ïîãëÿäó åêîíîìiñòà, íàïðèêëàä, ñòàëü âè-

ïëàâëåíà â öüîìó ðîöi çàãàëîì íå òà ñàìà, ÿêó âèïëàâëÿòèìóòü

ó íàñòóïíîìó ðîöi. Òîâàðè ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ ìîæíà "äàòó-

âàòè", à ìîæíà i íå "äàòóâàòè". ßêùî òîâàðè íå äàòîâàíi, òî
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ñïîæèâ÷èé íàáið (åëåìåíò ìíîæèíè X) ìà¹ çìiñò "ìåíþ ñïî-

æèâàííÿ" ïðîòÿãîì îäíîãî ïåðiîäó, íàïðèêëàä, çà ðiê, òîáòî

çîáðàæà¹ ñîáîþ âåëè÷èíó "ïîòîêîâîãî" òèïó. ßêùî æ äåÿêi

ñïîæèâ÷i íàáîðè äàòîâàíi, òîáòî ìàþòü ÷àñîâó âiäìiòêó, ÿêà

ïðîñòÿãà¹òüñÿ áiëüøå íiæ íà îäèí ïåðiîä, òî âiäïîâiäíå ïîëå

ïåðåâàã (X;%) îïèñó¹ ïåðåâàãó ñïîæèâà÷à ñåðåä ðiçíèõ âàðiàí-

òiâ "ïîòîêiâ ñïîæèâàííÿ", ÿêi îõîïëþþòü îäíî÷àñíî äåêiëüêà

ïåðiîäiâ. Êðiì òîãî, çà äîïîìîãîþ ïîëÿ ïåðåâàã ìîæíà îïèñà-

òè âèïàäêè, êîëè â ñèñòåìó âêëþ÷åíi ðiçíi òîâàðè äîâãîñòðî-

êîâîãî êîðèñòóâàííÿ, íàïðèêëàä, òåëåâiçîðè, ìåáëi, êâàðòèðè

òîùî, ÿêi ñïîæèâàþòü ïðîòÿãîì äåêiëüêîõ ïåðiîäiâ.

Çàóâàæåííÿ 1.1.2. Îïèñóþ÷è ïîâåäiíêó ñïîæèâà÷à, ââàæà-

òèìåìî, ùî äîäàòíi êîìïîíåíòè x

l

ñïîæèâ÷îãî íàáîðó x =

(x

1

; : : : ; x

L

)

�

îçíà÷àþòü, ùî ñïîæèâà÷ îòðèìàâ x

l

îäèíèöü òî-

âàðó l ó ñâî¹ êîðèñòóâàííÿ, à âiä'¹ìíi êîìïîíåíòè îçíà÷àþòü,

ùî âií âiääàâ âiäïîâiäíó êiëüêiñòü l�ãî ïðîäóêòó.

Çäåáiëüøîãî ïåðåâàãà ñïîæèâà÷à ìà¹ âëàñòèâiñòü íåïåðåðâ-

íîñòi. Íåïåðåðâíiñòü âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè îçíà÷à¹ òàêå: ÿêùî

ñïîæèâà÷ íàäà¹ ïåðåâàãó íàáîðó x

0

ïåðåä íàáîðîì y

0

, òî âií

íàäàñòü ïåðåâàãó íàáîðó x ïåðåä íàáîðîì y, ÿêùî íàáîðè x i

y áëèçüêi âiäïîâiäíî äî x

0

, y

0

:

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Íåõàé (X;%) � ïîëå ïåðåâàã. Âiäíîøåí-

íÿ ïåðåâàãè % íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨

ïàðè ïîñëiäîâíîñòåé f(x

n

; y

n

)g

1

n=1

òàêèõ, ùî x

n

% y

n

äëÿ

âñiõ n; x = lim

n!1

x

n

i y = lim

n!1

y

n

; ìè ìà¹ìî x% y:

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âiäíîøåííÿ ïå-
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ðåâàãè % åêâiâàëåíòíå òàêîìó îçíà÷åííþ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.4. Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % íà X íàçèâà¹òü-

ñÿ íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî íàáîðó x 2 X ìíîæèíè

G

x

= fy 2 X : x% yg; F

x

= fy 2 X : y% xg çàìêíóòi.

Ïðèêëàä 1.1.3. Ïðèêëàäîì âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè, ÿêå íå ¹

íåïåðåðâíèì, ¹ ëåêñèêîãðà�i÷íå âiäíîøåííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹ìî

òàê:

x � y; äå x = (x

1

; : : : ; x

L

)

�

i y = (y

1

; : : : ; y

L

)

�

;

ÿêùî x

1

> y

1

;

àáî x

1

= y

1

i x

2

> y

2

;

àáî x

1

= y

1

; x

2

= y

2

; : : : ; x

p

= y

p

i x

p+1

> y

p+1

:

Íåõàé L = 2. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíoñòi x

n

= (

1

n

; 0 )

�

i y

n

=

(0; 1)

�

: Äëÿ âñiõ n, x

n

� y

n

i lim

n!1

y

n

= (0; 1) � (0; 0) = lim

n!1

x

n

:

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ëåêñèêîãðà�i÷íå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè íå

¹ íåïåðåðâíèì. N

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. Íåõàé (X;%) � ïîëå ïåðåâàã. Âiäíîøåí-

íÿ ïåðåâàãè % íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííèì, ÿêùî x; y 2 X i

y � x, òîäi y � x:

Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ¹ ñòðîãî ìîíîòîííèì, ÿêùî y > x;

y 6= x, òî ìà¹ìî y � x:

Åêîíîìiñòè ââàæàþòü, ùî òàêèé çâ'ÿçîê ìiæ âiäíîøåííÿìè

% i� óçãîäæó¹òüñÿ ç ïîâåäiíêîþ ñïîæèâà÷à â áàãàòüîõ ñèòóà-

öiÿõ. Ïðèïóùåííÿ ïðî ìîíîòîííiñòü çà ñâî¨ì çìiñòîì îçíà÷à¹,
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ùî âñi òîâàðè ïîòðiáíi, ÷èì ¨õ áiëüøå, òèì êðàùå. Çäàâàëîñÿ

á, êîëè éäåòüñÿ ïðî ìàòåðiàëüíi òîâàðè, òî öå ïðèðîäíî, ïðîòå

íå çàâæäè. Íàïðèêëàä, iñíó¹ òîâàð "ïðàöÿ ñïîæèâà÷à" , ÿêèé

ïðàãíå çâåñòè éîãî äî ìiíiìóìó.

Îçíà÷åííÿ 1.1.6. Íåõàé (X;%) � ïîëå ïåðåâàã. Âiäíîøåí-

íÿ ïåðåâàãè % íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíèì, ÿêùî

äëÿ êîæíîãî x 2 X i êîæíîãî " > 0 iñíó¹ y 2 X òàêå, ùî

k y � x k6 " i y � x:

Íàâåäåìî î÷åâèäíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1.1.2. Íåõàé (X;%) � ïîëå ïåðåâàã.

1: ßêùî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ¹ ñòðîãî ìîíîòîííèì, òî

âîíî ìîíîòîííå.

2: ßêùî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ¹ ìîíîòîííèì, òî âîíî ëî-

êàëüíî íåíàñè÷óâàíå.

×àñòî âëàñòèâiñòü ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi âiäíîøåííÿ ïåðå-

âàãè ðîçãëÿäàþòü ÿê àêñiîìó íåíàñè÷óâàíîñòi ñïîæèâà÷à: ÿêùî

íàáið x ìiñòèòü íå ìåíøó êiëüêiñòü êîæíîãî òîâàðó, à îäíîãî

ç íèõ áiëüøå, íiæ íàáið y, òî x � y:

Îòæå, ïðèïóñêà¹ìî, ùî çáiëüøåííÿ ñïîæèâàííÿ áóäü-ÿêîãî

òîâàðó ïðè �iêñîâàíèõ îá'¹ìàõ iíøèõ òîâàðiâ ïîêðàùó¹ ñòà-

íîâèùå ñïîæèâà÷à.

Iíøèì òðàäèöiéíèì ïðèïóùåííÿì â åêîíîìiöi ñòîñîâíî

ñïîæèâ÷èõ ïåðåâàã (êðiì íåïåðåðâíîñòi) ¹ îïóêëiñòü.

Îçíà÷åííÿ 1.1.7. Íåõàé X � îïóêëà ìíîæèíà. Âiäíîøåííÿ

ïåðåâàãè % íà X íàçèâà¹òüñÿ îïóêëèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî

íàáîðó x 2 X ìíîæèíà F

x

= fy 2 X : y% xg îïóêëà, òîáòî,

ÿêùî y% x i z% x; òî �y + (1� �)z% x äëÿ âñiõ � 2 [0; 1℄:
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Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % íà X íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî îïóê-

ëèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî íàáîðó x ìíîæèíà F

x

ñòðîãî îïóê-

ëà, òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà

y% x; z% x i y 6= z =) �y + (1� �)z � x (1.1.1)

äëÿ âñiõ � 2 (0; 1).

�èñ. 1.1.2. Îïóêëå (à) òà íåîïóêëå (á) âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. Ïîëå ïåðåâàã (X;%) íàçèâà¹òüñÿ (ñòðî-

ãî) îïóêëèì, ÿêùî ìíîæèíà X îïóêëà i âiäíîøåííÿ ïåðå-

âàãè % (ñòðîãî) îïóêëå.

Ïðèêëàä 1.1.4. Ëåêñèêîãðà�i÷íå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ¹

ñòðîãî ìîíîòîííèì i ñòðîãî îïóêëèì. N
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Îïóêëiñòü � öå ãåîìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü, ÿêà ÷iòêî ïðîñòå-

æó¹òüñÿ, êîëè ðîçãëÿäàþòü ïîâåðõíi áàéäóæîñòi. Îïóêëiñòü

âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % ñâiä÷èòü, ùî ïîâåðõíi áàéäóæîñòi ïî-

âåðíóòi ââiãíóòiñòþ ââåðõ, òîáòî îáìåæóþòü îïóêëó îáëàñòü.

Ñòðîãà îïóêëiñòü öüîãî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ñâiä÷èòü, ùî æîä-

íà ç öèõ ïîâåðõîíü íå ìiñòèòü âiäðiçêà ïðÿìî¨.

Ïðèêëàä 1.1.5. Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè Ëåîíòü¹âà: x

00

; x

0

2

R

2

+

, x

00

% x

0

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè minfx

00

1

; x

00

2

g > minfx

0

1

; x

0

2

g, ¹

ìîíîòîííèì i îïóêëèì. Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ç ïðèêëàäó 1.1.2

íå ¹ îïóêëèì. N

Ëåãêî áà÷èòè, ÿêùî ïîëå ïåðåâàã (X;%) � îïóêëå, òîäi ïðà-

âèëüíå òâåðäæåííÿ:

ÿêùî x s y, x; y 2 X, òî �x + �y% x s y äëÿ âñiõ

� > 0, � > 0, � + � = 1.

Ïåðåõîäÿ÷è âiä ñïîæèâ÷îãî íàáîðó x = (x

1

; : : : ; x

L

)

�

äî çâàæå-

íî¨ êîìáiíàöi¨ äâîõ òàêèõ íàáîðiâ �x+�y; ñïîæèâà÷ âiäìîâëÿ¹-

òüñÿ âiä ÷àñòèíè ñïîæèâ÷èõ òîâàðiâ �x, îòðèìóþ÷è âçàìií �y.

Îòæå, ñ�îðìóëüîâàíå òâåðäæåííÿ çàñâiä÷ó¹, ÿêùî äâà íàáî-

ðè áàéäóæi îäèí äî îäíîãî, òî áóäü-ÿêi ¨õíi âiäïîâiäíi ÷àñòèíè

âçà¹ìîçàìiííi áåç çíèæåííÿ ðiâíÿ ñïîæèâàííÿ. Ìîæíà çàóâà-

æèòè, ùî ïðè÷èíà òîãî, ùî ïî¹äíàííÿ íàáîðó �x ç íàáîðîì �y

¹ íå ãiðøèì, íiæ ïî¹äíàííÿ �x ç �x, ïîëÿãà¹ ó âiäñóòíîñòi äi¨

âçà¹ìíîãî ïîãiðøåííÿ ÷àñòèí íàáîðó îäèí íà îäíîãî. Ïðèí-

öèï âiäñóòíîñòi äi¨ âçà¹ìíîãî ïîãiðøåííÿ ÷àñòèí êîìáiíîâà-

íîãî ìåíþ îäèí íà îäíîãî � öå îñíîâíå ïðèïóùåííÿ åêîíîìi÷-

íîãî íàïðÿìó, à ñàìå îïóêëiñòü ïîëiâ ïåðåâàãè â íîðìàëüíèõ

ñèòóàöiÿõ.
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1.2 Ïîðÿäêîâi �óíêöi¨ êîðèñíîñòi.

Òåîðåìà Äåáðå

Êiëüêiñíèé ïiäõiä äî àíàëiçó êîðèñíîñòi ãðóíòó¹òüñÿ íà óÿâi

ïðî ìîæëèâîñòi âèìiðþâàííÿ ðiçíèõ òîâàðiâ ó ãiïîòåòè÷íèõ

îäèíèöÿõ êîðèñíîñòi � þòèëàõ (âiä àíã. utility � êîðèñíiñòü).

Íàïðèêëàä, ñïîæèâà÷ ìîæå ñêàçàòè, ùî ñïîæèâàííÿ 1

ÿáëóêà äà¹ éîìó çàäîâîëåííÿ íà 15 þòèëiâ, ùîäåííå ñïîæè-

âàííÿ 2 ÿáëóê � 25 þòèëiâ i ò.ä.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî êiëüêiñíi îöiíêè êîðèñíîñòi òîãî ÷è

iíøîãî òîâàðó àáî íàáîðó òîâàðiâ ìà¹ ëèøå iíäèâiäóàëüíèé

(ñóá'¹êòèâíèé) õàðàêòåð. Êiëüêiñíèé ïiäõiä íå äà¹ çìîãè îá'¹ê-

òèâíî âèìiðþâàòè êîðèñíiñòü ïåâíîãî òîâàðó â þòèëàõ. Ó êiëü-

êiñíié òåîði¨ êîðèñíîñòi ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ñïîæèâà÷ ìîæå äà-

òè êiëüêiñíó îöiíêó â þòèëàõ êîðèñíîñòi áóäü-ÿêîãî ñïîæèâ-

÷îãî íàáîðó. Ôîðìàëüíî öå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi �óíêöi¨

êîðèñíîñòi

u = u(x

1

; : : : ; x

L

);

äå u � çàãàëüíà êîðèñíiñòü âiä ñïîæèòîãî íàáîðó x.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Íåõàé (X;%) � ïîëå ïåðåâàã. Ôóíêöiÿ

u : X ! R íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ êîðèñíîñòi, ùî çîáðàæà¹

âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè %, ÿêùî

äëÿ âñiõ x; y 2 X; x% y () u(x) > u(y): (1.2.1)

Îòæå, �óíêöiÿ êîðèñíîñòi (iíäèêàòîð ïîëÿ ïåðåâàã) äà¹

íàì ÷èñëîâå çîáðàæåííÿ ïîðÿäêîâî¨ ñòðóêòóðè ïîëÿ ïåðåâàã.

Ëåìà 1.2.1. Íåõàé �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) çîáðàæà¹ âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè %; òîäi ïîâåðõíi ðiâíiâ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi



28 �îçäië 1. Ïåðåâàãà i âèáið

¹ ïîâåðõíÿìè áàéäóæîñòi äëÿ âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Òîáòî,

äëÿ áóäü-ÿêîãî x 2 X

f y 2 X : u(y) = u(x) g = f y 2 X : y s x g:

Äîâåäåííÿ. �iâíÿííÿ u(x) = u(y) çàñâiä÷ó¹, ùî îäíî÷àñíî

u(x) > u(y) i u(x) 6 u(y): Òîäi çãiäíî ç îçíà÷åííÿì �óíêöi¨

êîðèñíîñòi ìà¹ìî x% y i y% x; òîáòî x s y:

Ëåìà 1.2.2. Íåõàé u(

�

) �óíêöiÿ êîðèñíîñòi äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã

(X;%) i f : R ! R ñòðîãî çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ, òîäi ñóïåðïî-

çèöiÿ f(u(x)) òàêîæ ¹ �óíêöi¹þ êîðèñíîñòi äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã

(X;%).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

(f(u(x)) > f(u(y)))() (u(x) > u(y))() (x% y);

òî ëåìà äîâåäåíà.

Ïðàâèëüíå çâîðîòíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1.2.3. Íåõàé u(

�

) i v(

�

) �óíêöi¨ êîðèñíîñòi äëÿ ïîëÿ ïå-

ðåâàã (X;%); òîäi iñíó¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ f(

�

), âèç-

íà÷åíà íà u(X), ùî v(x) = f(u(x)); x 2 X:

Äîâåäåííÿ. Øóêàíó �óíêöiþ f(

�

) ìîæíà ïîáóäóâàòè òàê.

Ïðèéìåìî f(t) = v(x) äëÿ t 2 u(X) i äëÿ áóäü-ÿêîãî x ç ìíî-

æèíè u

�1

(t) = fx : u(x) = tg: Çíà÷åííÿ f(t) áóäå âèçíà÷åíî
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îäíîçíà÷íî, îñêiëüêè u

�1

(t) ïîâåðõíÿ áàéäóæîñòi äëÿ %. Îò-

æå, v(x) = v(y); äëÿ âñiõ x; y 2 u

�1

(t): Äàëi �óíêöiÿ f(

�

) ñòðî-

ãî çðîñòàþ÷à, áî ÿêùî s; t 2 u(X) i s > t, òî x� y äëÿ áóäü-

ÿêèõ x 2 u

�1

(s); y 2 u

�1

(t) òàê, ùî f(s) = v(x) > v(y) = f(t):

Íàðåøòi, ñïiââiäíîøåííÿ v(x) = f(u(x)); x 2 X âèêîíó¹òüñÿ

çà ïîáóäîâîþ �óíêöi¨ f(

�

):

Iç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹ òàêå: êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî

ïîëÿ ïåðåâàã iñíó¹ õî÷à á îäíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi, òî iñíó¹

é áåçëi÷ �óíêöié êîðèñíîñòi, ÿêi îòðèìóþòü îäíó ç îäíî¨ çà

äîïîìîãîþ ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èõ ïåðåòâîðåíü; �óíê-

öiÿ êîðèñíîñòi äëÿ çàäàíîãî ïîëÿ ïåðåâàã ¹äèíà ç òî÷íiñòþ

äî âñiëÿêèõ òàêèõ ïåðåòâîðåíü. Íàïðèêëàä, �óíêöiÿ êîðèñ-

íîñòi Êîáà-Äóãëàñà u(x) = x

�

1

x

1��

2

i �óíêöiÿ v(x) = � lnx

1

+

(1��) lnx

2

, ÿêà ¹ ¨¨ ìîíîòîííîþ òðàíñ�îðìàöi¹þ, çîáðàæàþòü

îäíå i òåæ âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Çàóâàæèìî äàëi, ùî ëiíiéíi

ïåðåòâîðåííÿ f(t) = �t+� ç äîäàòíèìè êîå�iöi¹íòàìè � óòâî-

ðþþòü ïiäìíîæèíó ìíîæèíè âñiõ ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ñêàëÿð-

íèõ ïåðåòâîðåíü. ßêùî ââàæàòè äâi �óíêöi¨ êîðèñíîñòi ïîëÿ

ïåðåâàã åêâiâàëåíòíèìè, êîëè âîíè ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ëiíié-

íèì ïåðåòâîðåííÿì çàçíà÷åíîãî òèïó, òî âñi �óíêöi¨ êîðèñíîñ-

òi äëÿ çàäàíîãî ïîëÿ ïåðåâàã ðîçáèâàþòüñÿ íà êëàñè åêâiâà-

ëåíòíîñòi. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðî âèìiðíiñòü (ó ÷èñëàõ) êîðèñíîñòi

ìîæíà ãîâîðèòè, êîëè iñíó¹ òàêà âëàñòèâiñòü ïîëÿ ïåðåâàã, ÿêà

çáåðiãà¹òüñÿ ïðè âñiõ ëiíiéíèõ ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ïåðåòâîðåí-

íÿõ iíäèêàòîðiâ ïåðåâàã (�óíêöié êîðèñíîñòi), çà äîïîìîãîþ

ÿêî¨ âèäiëÿ¹òüñÿ ¹äèíèé êëàñ ñåðåä óñiõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

iíäèêàòîðiâ ïåðåâàã. Ó âèïàäêó âèìiðíî¨ êîðèñíîñòi �óíêöiÿ

êîðèñíîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíèõ

ïåðåòâîðåíü òàê, ùî äëÿ ÷èñåëüíîãî âèìiðþâàííÿ âiäíîøåííÿ

ïåðåâàãè ïîòðiáíî äîâiëüíî îáðàòè îäèíèöþ ìàñøòàáó òà ïî-

÷àòîê âiäëiêó.
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Ïîëå ïåðåâàã íå äëÿ âñiõ âèïàäêiâ ìîæíà îïèñàòè çà äîïî-

ìîãîþ �óíêöié êîðèñíîñòi. Óìîâè, çà ÿêèõ ïîëå ïåðåâàã ìà¹

�óíêöiþ êîðèñíîñòi, ñ�îðìóëüîâàíi â ïðàöi Æ.Äåáðå.

1

Òåîðåìà 1.2.1 (Äåáðå). Íåõàé ìíîæèíà X ¹ çâ'ÿçíîþ, a

âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % íåïåðåðâíèì, òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà

�óíêöiÿ êîðèñíîñòi äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (X;%):

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè Äåáðå çàãàëîì ãðîìiçäêå. Òî-

ìó ìè îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì öi¹¨ òåîðåìè äëÿ âèïàäêó, êîëè

X = R

L

+

i âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ìîíî-

òîííîñòi. Iíøå äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà çíàéòè â ïðàöi

I.�îçåíìþëëåðà.

2

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Z äiàãîíàëüíèé ïðîìiíü â

R

L

+

, òîáòî Z = f z 2 R

L

+

: z = �e; e = (1; : : : ; 1) 2 R

L

+

; � 2 R

+

g

. Íåõàé x � äîâiëüíèé ñïîæèâ÷èé íàáið, x 2 R

L

+

: Òîäi çà âëà-

ñòèâiñòþ ìîíîòîííîñòi % îäåðæó¹ìî, ùî x% 0. Çàóâàæèìî, ùî

äëÿ êîæíîãî �� òàêîãî, ùî ��e� x, ìè ìà¹ìî ��e� x.

Íåõàé A

+

= f� 2 R

+

: �e%xg; A

�

= f� 2 R

+

: x%�eg:

Ëåãêî áà÷èòè, ùî A

+

; A

�

íåïîðîæíi òà çàìêíóòi (çà âëàñòèâi-

ñòþ íåïåðåðâíîñòi %) ìíîæèíè. Ç àêñiîìè ïîâíîòè % âèïëèâà¹

R

+

� (A

+

[ A

�

): Îñêiëüêè R

+

çâ'ÿçíà çàìêíóòà ìíîæèíà, òî

A

+

\ A

�

6= ?: Îòæå, iñíó¹ � = �(x) 2 [0; ��℄ : �(x)e s x i çà

âëàñòèâiñòþ ìîíîòîííîñòi % ÷èñëî �(x) ¹äèíå.

Ôóíêöiþ êîðèñíîñòi u : R

L

+

! R âèçíà÷èìî òàê: u(x) =

�(x) äëÿ âñiõ x 2 R

L

+

: Ïåðåâiðèìî ïðàâèëüíiñòü ñïiââiäíîøåí-

íÿ (1.2.1). Ïðèïóñòèìî, ùî �(x) > �(y); òîäi çà âëàñòèâiñ-

1

Debreu G. Theory of Value. New York,1959.

2

�îçåíìþëëåð È. Êîîïåðàòèâíûå èãðû è ðûíêè. Ì.,1974
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�èñ. 1.2.3. Êîíñòðóêöiÿ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi

òþ ìîíîòîííîñòi % ìà¹ìî �(x)e%�(y)e: Îñêiëüêè x s �(x)e

i y s �(y)e; òî x% y: Íàâïàêè, íåõàé x% y; òîäi �(x)e s

x% y s �(y)e i çà ìîíîòîííiñòþ % ìà¹ìî �(x) > �(y): Îòæå,

�(x) > �(y), x% y:

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî �óíêöiÿ u(

�

) íåïåðåðâíà äëÿ

âñiõ x 2 R

L

+

; òîáòî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi fx

n

g

1

n=1

, ÿêà

çáiãà¹òüñÿ äî x, ìà¹ìî lim

n!1

�(x

n

) = �(x): Îòæå, ðîçãëÿíå-

ìî ïîñëiäîâíiñòü fx

n

g

1

n=1

, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî x. Çà âëàñòèâiñ-

òþ ìîíîòîííîñòi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % ìà¹ìî: äëÿ êîæíîãî

" > 0 i äëÿ êîæíîãî �x 2 R

L

+

òàêîãî, ùî k �x � x k6 " âèïëèâà¹

�(�x) 2 [�

0

; �

1

℄:

Îñêiëüêè fx

n

g

1

n=1

çáiãà¹òüñÿ äî x; òî iñíó¹ íîìåð N òà-

êèé, ùî �(x

n

) 2 [�

0

; �

1

℄ äëÿ âñiõ n > N: Îòîæ, iç ïîñëi-
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äîâíîñòi f�(x

n

)g

1

n=1

ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü

f�(x

m(n)

)g

1

n=1

: Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî êîæíà çáiæíà ïiä-

ïîñëiäîâíiñòü f�(x

m(n)

)g

1

n=1

çáiãà¹òüñÿ äî �(x): Ïðèïóñòèìî

ïðîòèëåæíå, ùî f�(x

m(n)

)g

1

n=1

çáiãà¹òüñÿ äî �� 6= �(x): Íåõàé

�� > �(x): Òîäi çà âëàñòèâiñòþ ìîíîòîííîñòi âiäíîøåííÿ ïå-

ðåâàãè % ìà¹ìî ��e � �(x)e: Ïðèéìåìî �̂ =

1

2

[�� + �(x)℄: Òî-

äi �̂e 2 Z i ïåðåáóâà¹ ïîìiæ òî÷îê ��e i �(x)e òà �̂e��(x)e:

Îñêiëüêè �(x

m(n)

) ! �� > �̂; òî iñíó¹

�

N òàêå, ùî �(x

m(n)

) > �̂

äëÿ âñiõ n >

�

N:

Îòîæ, äëÿ âñiõ n >

�

N; x

m(n)

s �(x

m(n)

)e� �̂e: Òîäi çà

âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹, ùî x% �̂e: Îñêiëüêè x s

�(x)e; òî �(x)e% �̂e i �(x) > �̂; ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ

�� > �(x): Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê �� < �(x):

Îòæå, âñi çáiæíi ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi f�(x

n

)g

1

n=1

çáiãàþòüñÿ äî �(x); òîáòî �óíêöiÿ u(

�

) íåïåðåðâíà.

Çàóâàæåííÿ 1.2.1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Äåáðå äëÿ íåïåðåðâíî-

ãî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % âèçíà÷åíîãî íà çâ'ÿçíié ìíîæèíi

X iñíó¹ íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u : X ! R; ÿêà éî-

ãî çîáðàæà¹. Íàâïàêè, ÿêùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u : X ! R

íåïåðåðâíà, òî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè, ùî íåþ çîáðàæà¹òüñÿ, ¹

íåïåðåðâíèì.

Ñïðàâäi, ìíîæèíà fy 2 X : y% xg ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ

fy 2 X : u(y) > u(x)g i ¹ çàìêíóòîþ, ÿêùî �óíêöiÿ u(

�

)

íåïåðåðâíà. Òå æ ñàìå ñòîñó¹òüñÿ ìíîæèíè fz 2 X : x% zg:

Çàóâàæåííÿ 1.2.2. Ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi, ÿêà çîáðàæà¹ íåïå-
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ðåðâíå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè, íå çàâæäè äè�åðåíöiéîâíà. Íàï-

ðèêëàä, �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(x) = minfx

1

; x

2

g; ÿêà çîáðàæà¹

âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè Ëåîíòü¹âà íå ¹ äè�åðåíöiéîâíîþ.

Çàóâàæåííÿ 1.2.3. Ó òåðìiíàõ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi âëàñòèâiñòü

ìîíîòîíîñòi % îçíà÷à¹, ùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

); ÿêà éîãî

çîáðàæà¹, çðîñòà¹: u(x) > u(y); ÿêùî x� y:

�îçãëÿíåìî âëàñòèâiñòü îïóêëîñòi (ñòðîãî¨ îïóêëîñòi) âiä-

íîøåííÿ ïåðåâàãè % â òåðìiíàõ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi u(

�

):

Ëåìà 1.2.4. Íåõàé (X;%) � ïîëå ïåðåâàã i X ¹ îïóêëîþ ìíî-

æèíîþ. Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % ¹ îïóêëèì òîäi i ëèøå òî-

äi, êîëè �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

); ùî çîáðàæà¹ öå âiäíîøåí-

íÿ, êâàçiââiãíóòà, òîáòî ìíîæèíè âèãëÿäó S

�

= fy 2 X :

u(y) > �g äëÿ âñiõ � 2 R îïóêëi, ùî åêâiâàëåíòíî äî âèêî-

íàííÿ íåðiâíîñòi u(�x + (1 � �)y) > minfu(x); u(y)g äëÿ âñiõ

x; y 2 X i äëÿ êîæíîãî � 2 [0; 1℄:

Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % ñòðîãî îïóêëå òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè u(

�

) � ñòðîãî êâàçiââiãíóòà, òîáòî u(�x + (1 � �)y) >

minfu(x); u(y)g äëÿ âñiõ x; y 2 X; x 6= y i äëÿ êîæíîãî � 2

(0; 1):

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % ¹ îïóêëèì i � äî-

âiëüíå ÷èñëî ç R. �îçãëÿíåìî ìíîæèíó S

�

. Òîäi ìîæëèâi äâà

âèïàäêè: a) S

�

= ? àáî S

�

= X � òàêi ìíîæèíè îïóêëi;

á) � 2 u(X), òîáòî iñíó¹ ñïîæèâ÷èé íàáið x 2 X òàêèé, ùî

u(x) = �. Íåõàé y; z 2 S

�

; òîäi çãiäíî ç îçíà÷åííÿì �óíêöi¨

êîðèñíîñòi u(

�

) ìà¹ìî, ùî y% x; z% x: Ïðîòå �y+(1��)z% x
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àáî u(�y + (1� �)z) > u(x); òîáòî �y + (1� �)z 2 S

�

äëÿ âñiõ

� 2 [0; 1℄; ùî é çàñâiä÷ó¹ îïóêëiñòü S

�

:

Íàâïàêè, ÿêùî ìíîæèíà S

�

, � = u(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî x 2

X, îïóêëà, òî ç óìîâè �y + (1 � �)z 2 S

�

äëÿ âñiõ � 2 [0; 1℄

âèïëèâà¹, ùî u(�y+(1��)z) > u(x). Çâiäêè �y+(1��)z% x

äëÿ âñiõ � 2 [0; 1℄, òîáòî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè îïóêëå. Ùîäî

äðóãîãî òâåðäæåííÿ öi¹¨ ëåìè, òî éîãî ìîæíà îäåðæàòè áåç-

ïîñåðåäíiì ïåðåêëàäîì íà ìîâó �óíêöi¨ êîðèñíîñòi ñïiââiäíî-

øåííÿ (1.1.1).

Íåõàé ìíîæèíà íàáîðiâ ñïîæèâ÷èõ áëàã X = R

L

+

:

Ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

); ÿêà çîáðàæà¹ âiä-

íîøåííÿ ïåðåâàãè %; äè�åðåíöiéîâíà.

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Âåêòîð

MU(x) =ru(x)

=

�

�u(x)

�x

1

; : : : ;

�u(x)

�x

L

�

= (MU

1

(x); : : : ;MU

L

(x) )

íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì ãðàíè÷íèõ êîðèñíîñòåé, à MU

l

(x) �

ãðàíè÷íîþ êîðèñíiñòþ òîâàðó l (MU-marginal utiliti ).

�ðàíè÷íà êîðèñíiñòü òîâàðó � öå ïðèðiñò çàãàëüíî¨ êîðèñ-

íîñòi ñïîæèâ÷îãî íàáîðó ïðè çáiëüøåííi îáñÿãó ñïîæèâàííÿ

öüîãî òîâàðó íà îäíó îäèíèöþ.

Çàóâàæèìî, ùî ó ðàçi âèêîíàííÿ àêñiîìè íåíàñè÷óâàíîñòi

(ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi %) ìà¹ìî MU(x) � 0 äëÿ âñiõ x 2 R

L

+

,

òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ïðîñòîðó òîâàðiâ R

L

+

çáiëüøåííÿ

ñïîæèâàííÿ áóäü-ÿêîãî òîâàðó ïðè íåçìiííîìó îá'¹ìi ñïîæè-

âàííÿ ðåøòè òîâàðiâ � çàãàëüíà êîðèñíiñòü, ÿêó îòðèìó¹ ñïî-

æèâà÷, çðîñòà¹: MU

l

(x) > 0 äëÿ âñiõ l = 1; : : : ; L:
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Çàóâàæèìî, ùî êâàçiââiãíóòi �óíêöi¨ äîñèòü íåçðó÷íi â

ðîáîòi; âîíè óòâîðþþòü çàíàäòî âåëèêèé êëàñ äëÿ òîãî, ùîá

óñïiøíî çàñòîñîâóâàòè íèçêó âiäïðàöüîâàíèõ ìåòîäiâ. Çíà÷íî

çðó÷íiøå ïðàöþâàòè ç ââiãíóòèìè i ñòðîãî ââiãíóòèìè �óíêöiÿ-

ìè.

Íåõàé �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåí-

öiéîâíà i ñòðîãî ââiãíóòà, òîäi ìàòðèöÿ �åñå

H(x) =

�

�

2

u(x)

�x

i

�x

j

�

L

i;j=1

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ íà R

L

+

, òîáòî

äëÿ âñiõ x 2 R

L

+

; v

�

H(x) v < 0 äëÿ âñiõ v 2 R

L

; v 6= 0:

Çâiäñè äëÿ êîæíîãî l = 1; : : : ; L ìà¹ìî

�

2

u(x)

�x

2

l

=

�

�x

l

(MU

l

(x)) < 0 äëÿ âñiõ x 2 R

L

+

: (1.2.2)

Óìîâà (1.2.2) âèðàæà¹ âiäîìèé â åêîíîìiöi ïåðøèé çàêîí �îñå-

íà, çãiäíî ç ÿêèì ãðàíè÷íà êîðèñíiñòü áóäü-ÿêîãî òîâàðó çìåí-

øó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì ñïîæèâàííÿ öüîãî òîâàðó.

Çàêîí �îñåíà � ïðèíöèï ñïàäàþ÷î¨ ãðàíè÷íî¨ êîðèñíîñòi

ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çi çáiëüøåííÿì ñïîæèâàííÿ áóäü-ÿêîãî òî-

âàðó (ïðè íåçìiííîìó îáñÿãó ñïîæèâàííÿ ðåøòè ) çàãàëüíà

êîðèñíiñòü, ÿêó îòðèìó¹ ñïîæèâà÷, çáiëüøó¹òüñÿ, ïðîòå çáiëü-

øó¹òüñÿ âñå áiëüø ïîâîëi.

Ïðèíöèï ñïàäàþ÷î¨ ãðàíè÷íî¨ êîðèñíîñòi íå ¹ óíiâåðñàëü-

íèì. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ãðàíè÷íà êîðèñíiñòü íàñòóïíèõ îäè-

íèöü òîâàðó ñïî÷àòêó çáiëüøó¹òüñÿ, äîñÿãàþ÷è ìàêñèìóìó i

ëèøå ïîòiì ïî÷èíà¹ çìåíøóâàòèñÿ. Òàêà çàëåæíiñòü õàðàêòåð-

íà äëÿ íåâåëèêèõ ïîðöié ïîäiëüíèõ òîâàðiâ. Îñêiëüêè ñïîæè-

âà÷ çàêóïîâó¹ íà ðèíêó íå îêðåìi àêòè ñïîæèâàííÿ (íàïðèê-

ëàä, ÷àñòèíó ÿáëóêà), òî ìîæåìî ââàæàòè, ùî äëÿ íàÿâíèõ íà

ðèíêó òîâàðiâ ïåðøèé çàêîí �îñåíà ïðàâèëüíèé.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.3. Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % íà X=(�1;+1)

�R

L�1

+

íàçèâà¹òüñÿ êâàçiëiíiéíèì ñòîñîâíî ïåðøîãî òîâà-

ðó (òîâàð ó öüîìó âèïàäêó âèáèðàþòü çà îäèíèöþ ðàõóíêó

� numeraire 
ommodity), ÿêùî ïðàâèëüíi óìîâè:

1

(i) x; y 2 X, x s y ) (x+ �e

1

) s (y + �e

1

) äëÿ

e

1

= (1; 0; : : : ; 0) i äëÿ âñiõ � 2 R;

(ii) òîâàð 1 áàæàíèé, òîáòî x+�e

1

� x äëÿ âñiõ x 2 X i

äëÿ êîæíîãî � > 0.

Ïðèêëàä êâàçiëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ñòîñîâíî ïåð-

øîãî òîâàðó (ó âèïàäêó íàÿâíîñòi äâîõ òîâàðiâ) çîáðàæåíî íà

ðèñ. 1.2.4.

�èñ. 1.2.4. Êâàçiëiíiéíå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè

Ëåìà 1.2.5. Íåïåðåðâíå % íà X = (�1;+1) � R

L�1

+

êâà-

çiëiíiéíå ñòîñîâíî ïåðøîãî òîâàðó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

1

Îçíà÷åííÿ êâàçiëiíiéíîñòi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ìîæíà ñ�îðìóëþâà-

òè äëÿ áóäü-ÿêîãî òîâàðó l:
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�óíêöiÿ êîðèñíîñòi, ÿêà éîãî çîáðàæà¹, ìà¹ âèãëÿä u(x) =

x

1

+ '(x

2

; : : : ; x

L

):

Íàâåäåìî íàéïîøèðåíiøi ïðèêëàäè �óíêöié êîðèñíîñòi.

Ïðèêëàä 1.2.1. Êâàäðàòè÷íà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi ìà¹ âèãëÿä

u(x) = a

�

x +

1

2

x

�

Ax;

äå x =(x

1

; : : :; x

L

)

�

; A =(a

ij

)

L

i;j=1

� ñòàëà ìàòðèöÿ, a =(a

1

; : : :; a

L

)

�

� ñòàëèé âåêòîð. Äëÿ òîãî ùîá âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè, ÿêå çî-

áðàæà¹òüñÿ öi¹þ �óíêöiþ êîðèñíîñòi, ñïðàâäæóâàëî àêñiîìó

íåíàñè÷óâàíîñòi, ïîòðiáíî, ùîá

MU(x) = a + Ax > 0; x 2 R

L

+

:

ßêùî ìàòðèöÿ A âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà, òî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè

ñòðîãî îïóêëå (�óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) � ñòðîãî ââiãíóòà). N

Ïðèêëàä 1.2.2. Ëîãàðè�ìi÷íà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi (�óíêöiÿ

êîðèñíîñòi Áåðíóëëi)

u(x) =

L

X

i=1

a

i

log(x

i

� �x

i

);

äå a

i

> 0; x

i

> �x

i

> 0; i = 1; : : : ; L: N

Ïðèêëàä 1.2.3. Ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi çi ñòàëîþ åëàñòè÷íiñ-

òþ çàìiùåííÿ (àáî CES)

u(x) = k [�

1

x

�

1

+ �

1

x

�

2

℄

1=�

;

äå k > 0; �

i

> 0; i = 1; 2; � 6 1:
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1: ßêùî � = 1; òî ìà¹ìî ëiíiéíó �óíêöiþ êîðèñíîñòi.

2: ßêùî � ! 0, òî îòðèìà¹ìî �óíêöiþ êîðèñíîñòi Êîáà-

Äóãëàñà

u(x) = kx

�

1

1

x

�

2

2

:

3: ßêùî � ! �1; òî îòðèìà¹ìî �óíêöiþ êîðèñíîñòi

Ëåîíòü¹âà

u(x) = kminf x

1

; x

2

g:

N

Çàâäàííÿ äî ðîçäiëó 1

1. �îçáèòòÿ ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ òàêèõ íåïîðî-

æíiõ ïiäìíîæèí X, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò x 2 X íà-

ëåæèòü ðiâíî îäíîìó åëåìåíòó ðîçáèòòÿ. Äîâåñòè, ùî

áóäü-ÿêå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè X ¹ ìíîæèíîþ X= s êëàñiâ

åêâiâàëåíòíîñòi, ïîðîäæåíîþ äåÿêèì âiäíîøåííÿì åêâi-

âàëåíòíîñòi s íà X.

2. Äîâåñòè, ùî âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi âiäíîøåííÿ ïåðå-

âàãè åêâiâàëåíòíà ïðèïóùåííþ, ÿêùî x

1

� x

2

� x

3

, òî

äîâiëüíà íåïåðåðâíà êðèâà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç x

1

i x

3

,

ïðîõîäèòü ÷åðåç íàáið x

4

òàêèé, ùî x

4

� x

2

.

3. Äîâåñòè, ùî âëàñòèâiñòü îïóêëîñòi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè

i çàêîí �îñåíà ¹ çàëåæíi, àëå íå åêâiâàëåíòíi.

4. Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè íàçèâà¹òüñÿ ñëàáî ìîíîòîííèì, ÿêùî

x; y 2 X i x > y, òîäi x % y. Äîâåñòè, ÿêùî % � ëîêàëüíî

íåíàñè÷óâàíå i ñëàáî ìîíîòîííå, òî âîíî ìîíîòîííå.



�îçäië 2

Ñïîæèâ÷èé âèáið:

ïîðÿäêîâèé ïiäõiä

Ïîðÿäêîâèé ïiäõiä äî àíàëiçó êîðèñíîñòi òà ïîïèòó ñó÷àñíi-

øèé i ãðóíòó¹òüñÿ íà çíà÷íî ìåíøèõ ïðèïóùåííÿõ, íiæ êiëü-

êiñíèé. Âiä ñïîæèâà÷à íå âèìàãàþòü âìiòè âèìiðþâàòè êîðèñ-

íiñòü ïåâíîãî òîâàðó â äåÿêèõ øòó÷íèõ îäèíèöÿõ âèìiðó. Äîñ-

òàòíüî ëèøå, ùîá ñïîæèâà÷ áóâ çäàòíèé âïîðÿäêóâàòè âñi äîñ-

òóïíi ñïîæèâ÷i íàáîðè çãiäíî ç ¨õíiìè ïåðåâàãàìè. Ïðè ïî-

ðÿäêîâîìó ïiäõîäi âèêîðèñòîâóþòü êðèâi òà êàðòó áàéäóæîñòi.

Êðèâi áàéäóæîñòi � öå ìíîæèíà òî÷îê, êîæíà ç ÿêèõ çîáðàæà¹

òàêèé íàáið òîâàðiâ, ùî ñïîæèâà÷åâi áàéäóæå, ÿêèé iç öèõ íà-

áîðiâ âèáèðàòè. ßêùî çàïîâíèòè R

L

+

êðèâèìè áàéäóæîñòi òàê

ùiëüíî, ÿê öå ìîæëèâî, òî îòðèìà¹ìî êàðòó áàéäóæîñòi.

Êðèâi áàéäóæîñòi ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi.

ßêùî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó íåíàñè÷ó-

âàíîñòi, òî êðèâà áàéäóæîñòi, ÿêà ëåæèòü âèùå i ïðàâiøå iíøî¨

êðèâî¨, çîáðàæà¹ íàáîðè òîâàðiâ, ÿêi ìàþòü áiëüøó ïåðåâàãó

äëÿ ñïîæèâà÷à. Êðiì òîãî, êðèâi áàéäóæîñòi íå ïåðåòèíàþ-

òüñÿ.

39
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ßêùî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ îïóêëîñòi,

òî êðèâi áàéäóæîñòi ìàþòü âiä'¹ìíèé íàõèë i îïóêëi äî ïî÷àò-

êó êîîðäèíàò.

2.1 Çàäà÷à ðàöiîíàëüíîãî âèáîðó.

Ïîïèò Âàëüðàñà

Íåõàé çàäàíî ïîëå ïåðåâàã (X;%) i ïiäìíîæèíó Y ìíîæèíè

X:

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Ñïîæèâ÷èé íàáið x 2 Y íàçèâà¹òüñÿ íà-

áîðîì, ùî ìà¹ íàéáiëüøó ïåðåâàãó (ìàêñèìàëüíèì åëåìåí-

òîì) â Y; ÿêùî x% �x äëÿ âñiõ �x 2 Y:

Ïðèïóñòèìî, ùî X � çàìêíóòà îïóêëà ìíîæèíà i ìà¹ íè-

æíþ ãðàíèöþ, òîáòî iñíó¹ âåêòîð 
 2 R

L

òàêèé, ùî x > 
 äëÿ

âñiõ x 2 X:

Çàóâàæåííÿ 2.1.1. Çàãàëîì äëÿ ñïîæèâà÷à ìîæíà âêàçàòè ìi-

íiìàëüíèé ðiâåíü ñïîæèâàííÿ ðiçíèõ ïðîäóêòiâ, ÿêèé ïîòðiá-

íèé äëÿ ïiäòðèìêè éîãî iñíóâàííÿ. Çà ñóòî �içè÷íèìè ïðè-

÷èíàìè ìîæëèâiñòü ïðîïîíóâàòè òàêi âèðîáíè÷i ïîñëóãè, ÿê

"êiëüêiñòü ïðàöi çà ðiê", îáìåæåíà. Öå i ¹ âèïðàâäàííÿì çðîá-

ëåíîãî ïðèïóùåííÿ ïðî îáìåæåííÿ çíèçó ìíîæèíè íàáîðiâ

ñïîæèâ÷èõ áëàã.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p = (p

1

; : : : ; p

L

)

�

âåêòîð öií íà òîâàðè, äå

p

l

� öiíà çà îäèíèöþ òîâàðó l. Ïðèïóñòèìî äëÿ ïðîñòîòè, ùî

p� 0, òîáòî p

l

> 0 äëÿ âñiõ l. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç w > minfp

�

x :

x 2 Xg � ðiâåíü äîõîäó (â ãðîøîâèõ îäèíèöÿõ) ñïîæèâà÷à.
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Ñïîæèâ÷èé íàáið x 2 X ìîæíà ïðèäáàòè, ÿêùî éîãî âàð-

òiñòü íå ïåðåâèùó¹ ðiâíÿ äîõîäó ñïîæèâà÷à, òîáòî

p

�

x = p

1

x

1

+ : : :+ p

L

x

L

6 w:

Âåêòîð p i ÷èñëî w âèçíà÷àþòü ãiïåðïëîùèíó H

p;w

= fx 2 R

L

:

p

�

x = wg, ÿêà ïîðîäæó¹ ïiâïðîñòið H

�

p;w

= fx 2 R

L

: p

�

x 6

wg.

Îçíà÷åííÿ 2.1.2. Êîíêóðåíòíîþ áþäæåòíîþ ìíîæèíîþ B

p;w

=

X \ H

�

p;w

= fx 2 X : p

�

x 6 wg íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ

äîñòóïíèõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ, ÿêi ìîæíà ïðèäáàòè íà ðèíêó

ïðè öiíàõ p i äîõîäó w:

Ìíîæèíà fx 2 R

L

: p

�

x = wg íàçèâà¹òüñÿ áþäæåòíîþ

ãiïåðïëîùèíîþ (ïðè L = 2 � áþäæåòíîþ ëiíi¹þ ç íàõèëîì,

ÿêèé äîðiâíþ¹ �

p

1

p

2

).

Çàäà÷à ðàöiîíàëüíîãî âèáîðó ñïîæèâà÷à: ïðè

çàäàíîìó âiäíîøåííi ïåðåâàãè % i "áþäæåòíîìó

îáìåæåííi"� öiíàõ p i äîõîäó w, çíàéòè îïòèìàëü-

íèé (òîé, ùî ìà¹ íàéáiëüøó ïåðåâàãó) íàáið òîâàðiâ

x iç B

p;w

, òîáòî çíàéòè x 2 B

p;w

òàêèé, ùî x% �x äëÿ

âñiõ �x 2 B

p;w

:

Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé çàäàíî ïîëå ïåðåâàã (X;%); äå X �

çàìêíóòà îáìåæåíà çíèçó ìíîæèíà, âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè %

íåïåðåðâíå. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w) ìíîæèíà

x(p;w) = fx 2 B

p;w

: x% �x äëÿ âñiõ �x 2 B

p;w

g íåïîðîæíÿ i

êîìïàêòíà.
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�èñ. 2.1.1. Êîíêóðåíòíà áþäæåòíà ìíîæèíà

Äîâåäåííÿ. �îçãëÿíåìî äëÿ êîæíîãî x 2 B

p;w

ìíîæèíó V

x

=

fz 2 B

p;w

: z% xg: Ïîêàæåìî, ùî ñiì'ÿ çàìêíóòèõ ïiäìíî-

æèí fV

x

: x 2 B

p;w

g ìíîæèíè B

p;w

âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ñêií-

÷åííîãî ïåðåòèíó, òîáòî áóäü-ÿêå ñêií÷åííå ÷èñëî öèõ ïiäìíî-

æèí ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ñïîæèâ÷i íàáîðè

x

1

; : : : ; x

m

iç B

p;w

i íåîáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïðèïóñ-

òèòè, ùî x

1

% x

j

äëÿ âñiõ j = 1; : : : ; m: Òîäi x

1

2

m

T

j=1

V

x

j
:

Çâiäêè ç âðàõóâàííÿì êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè B

p;w

ìà¹ìî, ùî

T

x2B

p;w

V

x

6= ?, äå ëiâà ÷àñòèíà � ñóêóïíiñòü âñiõ øóêàíèõ îïòè-

ìàëüíèõ íàáîðiâ. Öÿ ñóêóïíiñòü óòâîðþ¹ êîìïàêòíó ìíîæè-

íó, îñêiëüêè âîíà çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ïåðåòèíó çàìêíóòèõ

ïiäìíîæèí V

x

êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè B

p;w

.
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Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíié ïàði öiíà-äî-

õiä (p;w) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó x(p;w), íàçè-

âà¹òüñÿ ïîïèòîì Âàëüðàñà. ßêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè (p;w)

ìíîæèíà x(p;w) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, òî íàçâåìî

öå âiäîáðàæåííÿ �óíêöi¹þ ïîïèòó Âàëüðàñà.

Îçíà÷åííÿ 2.1.4. Ïîïèò Âàëüðàñà x(p;w) íàçèâà¹òüñÿ íà-

ïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó â òî÷öi (�p; �w), ÿêùî äëÿ êîæíî¨

ïîñëiäîâíîñòi (p

n

;w

n

) ! (�p; �w); x

n

2 x(p

n

;w

n

) äëÿ âñiõ n

i �x = lim

n!1

x

n

ìà¹ìî �x 2 x(�p; �w): Öå âiäîáðàæåííÿ íàçè-

âà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó, ÿêùî âîíî íàïiâíåïå-

ðåðâíå çâåðõó â êîæíié òî÷öi (p;w).

Íåõàé çàäàíî ïîëå ïåðåâàã (X;%). Áþäæåòíó ìíîæèíó ñïîæè-

âà÷à ïîçíà÷èìî ÷åðåç b(p;w) = fx 2 X : p

�

x 6 wg. Íåõàé S � R

L+1

ìíîæèíà ïàð öiíà-äîõiä äëÿ ÿêèõ áþäæåòíà ìíîæèíà ¹ íåïîðîæíÿ.

Òîäi b(

�

) âèçíà÷à¹ áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ iç S â intR

L

.

Ëåìà 2.1.1. Âiäîáðàæåííÿ b : S ! X ìà¹ çàìêíóòèé ãðà�iê i ¹

íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â êîæíié òî÷öi (p;w) äëÿ ÿêî¨

w > minfp

�

x : x 2 Xg.

Âiäîáðàæåííÿ x : S ! X, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

x(p;w) = fx 2 b(p;w) : x % x

0

äëÿ âñiõ x

0

2 b(p;w)g

íàçèâà¹òüñÿ ïîïèòîì.

Òåîðåìà 2.1.2.

1

Íåõàé x(p;w) 6= ? äëÿ âñiõ (p;w) 2 S i ïðè-

1

Sonnens
hein H. "Demand theory without transitive preferen
es, with

appli
ations to the theory of 
ompetitive equilibrium", in: J.S. Chipman et

al.(eds),1971- P.215-223.
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ïóñòèìî, ùî b(

�

) ¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi (p

0

;w

0

) 2 S. ßêùî âiä-

íîøåííÿ ïåðåâàãè íåïåðåðâíå, òî ïîïèò x(

�

) ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì

çâåðõó â òî÷öi (p

0

;w

0

).

Òåîðåìà 2.1.3. Íåõàé % � íåïåðåðâíå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè íà X

òàêå, ùî ìíîæèíà fx

0

2 X : x

0

� xg îïóêëà äëÿ êîæíîãî x 2 X.

Òîäi x(p;w) 6= ?, ÿêùî b(p;w) 6= ?.

Îçíà÷åííÿ 2.1.5. Ïîïèò Âàëüðàñà x(p;w) çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âó Âàëüðàñà, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w) ìà¹-

ìî p

�

x = w äëÿ âñiõ x 2 x(p;w):

Òåîðåìà 2.1.4. Íåõàé (X;%) � ïîëå ïåðåâàã, äå X � çàìêíó-

òà, îïóêëà é îáìåæåíà çíèçó ìíîæèíà, âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè

% íåïåðåðâíå. Òîäi ïîïèò Âàëüðàñà x(p;w) ìà¹ òàêi âëàñòè-

âîñòi:

(i) îäíîðiäíèé ñòåïåíÿ íóëü: x(�p; �w) = x(p;w) äëÿ âñiõ p,

w i � > 0;

(ii) ÿêùî % îïóêëå, òî x(p;w) � îïóêëà ìíîæèíà. Çîêðå-

ìà, ÿêùî % ñòðîãî îïóêëå, òî ìíîæèíà x(p;w) ñêëàäà-

¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ òî÷êè;

(iii) ÿêùî % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå, òî x(p;w) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó Âàëüðàñà;

(iv) ïîïèò Âàëüðàñà x(p;w) íàïiâíåïåðåðâíèé çâåðõó. Çîêðå-

ìà, �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w) íåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëèøå âëàñòèâîñòi (i); (ii) i (iii): Âëàñòè-

âiñòü (iv) äîâåäåìî ïiçíiøå.
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(i) Äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi B

�p;�w

=

B

p;w

äëÿ âñiõ � > 0:

(ii) Íåõàé x

1

;x

2

äîâiëüíi ñïîæèâ÷i íàáîðè ç ìíîæèíèx(p;w);

òîäi x

1

% �x i x

2

% �x äëÿ âñiõ �x 2 B

p;w

: Îñêiëüêè B

p;w

îïóê-

ëà ìíîæèíà i % ¹ îïóêëèì, òî äëÿ êîæíîãî � 2 [0; 1℄; x

�

=

�x

1

+ (1 � �)x

2

% �x äëÿ âñiõ �x 2 B

p;w

; òîáòî x

�

2 x(p;w):

Îòæå, x(p;w) îïóêëà ìíîæèíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî ¹ äâà ðiçíi îïòèìàëüíi íàáîðè x

1

i x

2

òà

% ñòðîãî îïóêëå. Òîäi x

1

s x

2

i íàáið

1

2

x

1

+

1

2

x

2

ìà¹ ñòðîãó

ïåðåâàãó íàä öèìè íàáîðàìè. Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå,

¹ ëèøå îäèí îïòèìàëüíèé ñïîæèâ÷èé âèáið.

(iii) Íåõàé âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå

i p

�

x < w äëÿ äåÿêîãî x 2 x(p;w). Òîäi iñíó¹ ñïîæèâ÷èé íàáið

y òàêèé, ùî p

�

y < w i y � x: Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü

äîâîäèòü âëàñòèâiñòü.

Ïîïèò Âàëüðàñà çàëåæèòü âiä L + 1 àðãóìåíòó. Îñêiëüêè

x(p;w) ¹ îäíîðiäíèì ñòåïåíÿ íóëü, òî, îáðàâøè äåÿêèé òîâàð

çà îäèíèöþ âèìiðó (íàïðèêëàä, ïåðøèé òîâàð) òà ïðèéìàþ-

÷è êîå�iöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi � =

1

p

1

, ïîäàìî ïîïèò ó âèãëÿäi

x(

�

) = x(1;

p

2

p

1

; : : : ;

p

L

p

1

;

w

p

1

): Öåé âèðàç ïîêàçó¹ çàëåæíiñòü ïî-

ïèòó âiä L àðãóìåíòiâ: âiäíîñíèõ öií

p

2

p

1

; : : : ;

p

L

p

1

òà ðåàëüíîãî

äîõîäó

w

p

1

; ÿêùî ïåðøèé òîâàð âèáðàòè çà îäèíèöþ âiäëiêó.

Çâè÷àéíî çà îäèíèöþ âiäëiêó ìîæíà âèáðàòè áóäü-ÿêèé òîâàð

l; 16 l6 L àáî áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæåìî ïðèéíÿòè w = 1:

Òåïåð �óíêöiþ ïîïèòó âèçíà÷èìî áåç âèêîðèñòàííÿ âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè.
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Îçíà÷åííÿ 2.1.6. Ôóíêöiÿ x : R

L

++

�R

++

! X íàçèâà¹òüñÿ

�óíêöi¹þ ïîïèòó Âàëüðàñà, ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà i äëÿ

êîæíî¨ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè:

(i) p

�

x(p;w) = w,

(ii) x(�p; �w) = x(p;w) äëÿ âñiõ � > 0:

Ïðèêëàä 2.1.1. 1: Íåõàé X = R

3

+

. Ôóíêöiþ ïîïèòó âèçíà÷è-

ìî òàê:

x

1

(p;w) =

p

2

p

1

+ p

2

+ p

3

w

p

1

;

x

2

(p;w) =

p

3

p

1

+ p

2

+ p

3

w

p

2

;

x

3

(p;w) =

�p

1

p

1

+ p

2

+ p

3

w

p

3

:

Öÿ �óíêöiÿ ïîïèòó ¹ îäíîðiäíîþ ñòåïåíÿ íóëü i ïðè � = 1

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Âàëüðàñà.

2: Íåõàé X = R

3

. Ôóíêöiþ ïîïèòó âèçíà÷èìî òàê:

x

1

(p;w) =

p

2

p

3

;

x

2

(p;w) = �

p

1

p

3

;

x

3

(p;w) =

w

p

3

:

Öÿ �óíêöiÿ ¹ îäíîðiäíîþ ñòåïåíÿ íóëü i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Âàëüðàñà.

3:Íåõàé X = R

L

+

. Ôóíêöiþ ïîïèòó âèçíà÷èìî òàê:

x

l

(p;w) =

w

L

P

i=1

p

i

äëÿ âñiõ l:
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Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ �óíêöiÿ ïîïèòó çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

îçíà÷åííÿ 2.1.6. N

2.2 Çìiíà öií i äîõîäó

Íàäàëi ïðèïóñòèìî: X = R

L

+

(îïóêëèé êîìïàêò) i x(p;w) =

(x

1

(p;w); : : : ; x

L

(p;w))

�

� �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà. Ïðèïóñ-

òèìî òàêîæ, ùî x(p;w) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà.

Å�åêò äîõîäó

Íåõàé öiíà p = �p �iêñîâàíà. Òîäi �óíêöiÿ ïîïèòó x(�p;w), ÿê

�óíêöiÿ âiä äîõîäó, íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ Åíãåëÿ. Â R

L

+

ìíî-

æèíàE

�p

=fx(�p;w) : w > 0g âèçíà÷à¹ êðèâó äîõiä-ñïîæèâàííÿ.

�èñ. 2.2.2. Êðèâà äîõiä-ñïîæèâàííÿ
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Äëÿ êîæíî¨ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w) çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨

�x

l

(p;w)=�w âèçíà÷èìî ÿê å�åêò äîõîäó äëÿ òîâàðó l:

Òîâàð l íàçâåìî öiííèì (ÿêiñíèì) äëÿ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w);

ÿêùî �x

l

(p;w)=�w>0, òîáòî, ÿêùî çi çáiëüøåííÿì äîõîäó ïî-

ïèò íà öåé òîâàð íå ñïàäà¹, i ìàëîöiííèì (òîâàðîì íèçüêî¨

ÿêîñòi ), ÿêùî �x

l

(p;w)=�w < 0: ßêùî êîæíèé òîâàð öiííèé

äëÿ âñiõ (p;w), òî ìà¹ìî ïîïèò íà öiííi òîâàðè.

Ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi å�åêò äîõîäó ìà¹ òàêå çîáðàæåííÿ:

D

w

x(p;w) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

�x

1

(p;w)

�w

�x

2

(p;w)

�w

.

.

.

�x

L

(p;w)

�w

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

2 R

L

:

Å�åêò öiíè

Äëÿ êîæíî¨ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w) çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨

�x

l

(p;w)=�p

k

âèçíà÷èìî ÿê å�åêò öiíè p

k

íà ïîïèò òîâàðó

l:

Òîâàð l íàçâåìî òîâàðîì �i�åíà (Giffen good) äëÿ ïàðè

öiíà-äîõiä (p;w), ÿêùî �x

l

(p;w)=�p

l

> 0: Íà ðèñ. 2.2.3, á òîâàð

2 ¹ òîâàðîì �i�åíà äëÿ ïàðè öiíà-äîõiä (�p

1

; �p

2

;w): Òîâàð l íà-

çèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì äëÿ ïàðè (p;w), ÿêùî �x

l

(p;w)=�p

l

6 0:

Ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi å�åêò öiíè çàïèøåìî òàê

D

p

x(p;w) =

0

B

B

B

B

�

�x

1

(p;w)

�p

1

� � �

�x

1

(p;w)

�p

L

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�x

L

(p;w)

�p

1

� � �

�x

L

(p;w)

�p

L

1

C

C

C

C

A

:
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�èñ. 2.2.3. Êðèâà öiíè-ñïîæèâàííÿ (à ); òîâàð x

2

- ìàëîöií-

íèé (á)

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé x(p;w) � �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà ,

òîäi äëÿ âñiõ p i w

L

X

k=1

�x

l

(p;w)

�p

k

p

k

+

�x

l

(p;w)

�w

w = 0 äëÿ l = 1; : : : ; L; (2.2.1)

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

D

p

x(p;w) p+ D

w

x(p;w)w = 0: (2.2.2)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà ¹ îäíîðiäíîþ

ñòåïåíÿ íóëü: x

l

(�p; �w)� x

l

(p;w) = 0 äëÿ l = 1; : : : ; L i � > 0;

òî äè�åðåíöiþþ÷è öi ðiâíîñòi çà ïàðàìåòðîì � i ïðèéìàþ÷è

� = 1, îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Àíàëiçóþ÷è ïîïèò, íàñ ÷àñòî öiêàâèòü íå éîãî àáñîëþòíèé

îáñÿã, à çìiíà ó âiäïîâiäü íà çìiíó äîõîäó àáî öiíè òîâàðó.

Ïðîòå îáñÿã ïîïèòó ðiçíèõ òîâàðiâ âèìiðþ¹òüñÿ â ðiçíèõ îäè-

íèöÿõ (ìåòðàõ, òîííàõ). Íàïðèêëàä, íåõàé x(p) �óíêöiÿ ïîïè-

òó íà öóêîð, òîäi çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ x

0

(p) çàëåæèòü âiä òîãî, â

ÿêèõ îäèíèöÿõ âèìiðþ¹òüñÿ ïîïèò íà öóêîð ó êiëîãðàìàõ ÷è â

öåíòíåðàõ. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïîõiäíó âèìiðþþòü â êã/ãðí.,

â äðóãîìó � ö/ãðí. Îòæå, çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ïðè òîìó ñàìî-

ìó çíà÷åííi öiíè áóäóòü ðiçíèìè çàëåæíî âiä îäèíèöü âèìi-

ðó âåëè÷èíè ïîïèòó. Òîìó â åêîíîìiöi äëÿ âèìiðó ÷óòëèâîñòi

çìiíè �óíêöi¨ äî çìiíè àðãóìåíòó âèêîðèñòîâóþòü ïîêàçíèêè

âiäíîñíî¨ çìiíè. Öå ïðèâîäèòü íàñ äî ïîíÿòòÿ åëàñòè÷íîñòi.

Ó ìàòåìàòèöi åëàñòè÷íiñòþ íàçèâàþòü âiäíîøåííÿ âiäíîñ-

íîãî ïðèðîñòó �óíêöi¨ äî âiäíîñíîãî ïðèðîñòó íåçàëåæíî¨ çìií-

íî¨. Êîå�iöi¹íò åëàñòè÷íîñòi "(x) �óíêöi¨

1

y = f(x) ó òî÷öi

x âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

"(x) =

x

f(x)

df(x)

dx

=

x

f(x)

f

0

(x) =

f

0

(x)

f(x)

x

=

Mf

Af

;

äå Mf � ãðàíè÷íå (ìàðæèíàëüíå) çíà÷åííÿ �óíêöi¨ f(

�

) â òî-

÷öi x, Af � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ �óíêöi¨ â òî÷öi x. Öþ åëàñòè-

÷íiñòü íàçèâàþòü ãðàíè÷íîþ àáî òî÷êîâîþ åëàñòè÷íiñòþ. Îòîæ,

1

Ó äèñêðåòíîìó âèïàäêó, à òàêîæ ïðè íàáëèæåíîìó âèçíà÷åíi åëàñòè-

÷íîñòi çà äèñêðåòíèì íàáîðîì äàíèõ, âèçíà÷åííÿ åëàñòè÷íîñòi âæå íå ¹

òàêèì îäíîçíà÷íèì, ÿê ó íåïåðåðâíîìó âèïàäêó, òîìó ðîçðiçíÿþòü

ïðîöåíòíó åëàñòè÷íiñòü "(x) =

�

y

2

� y

1

y

1

�

=

�

x

2

� x

1

x

1

�

,

äóãîâó åëàñòè÷íiñòü "(x) =

�

2(y

2

� y

1

)

y

1

+ y

2

�

=

�

2(x

2

� x

1

)

x

1

+ x

2

�

,

à òàêîæ ëîãàðè�ìi÷íó åëàñòè÷íiñòü "(x) = ln

�

y

2

y

1

�

= ln

�

x

2

x

1

�

.
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åëàñòè÷íiñòü ìîæíà âèðàçèòè ó âèãëÿäi âiäíîøåííÿ ãðàíè÷íî¨

(Mf) i ñåðåäíüî¨ (Af) âåëè÷èíè.

Îñêiëüêè d ln f = df=f , a d lnx = dx=x, òî åëàñòè÷íiñòü

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi "ëîãàðè�ìi÷íî¨ ïîõiäíî¨" "(x) =

d ln f=d lnx.

Êîëè �óíêöiÿ f ¹ �óíêöi¹þ áàãàòüîõ çìiííèõ f(x) =

f(x

1

; : : : ; x

L

); òî âæèâàþòü ÷àñòêîâi êîå�iöi¹íòè åëàñòè÷íîñ-

òi

"

i

(x) =

x

i

f(x)

�f(x)

�x

i

; i = 1; : : : ; L;

ÿêi ¹ áåçðîçìiðíèìè âåëè÷èíàìè, ÿêi ëåãêî ïîðiâíÿòè ìiæ ñî-

áîþ.

Äëÿ �óíêöi¨ ðèíêîâîãî ïîïèòó òàêèìè íåçàëåæíèìè çìií-

íèìè áóäóòü öiíà çàäàíîãî òîâàðó, öiíè âñiõ iíøèõ òîâàðiâ i

äîõiä. Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíèé ïiäõiä, ÷óòëèâiñòü ïîïèòó íà

òîâàð l ñòîñîâíî çìiíè öií p

k

òà äîõîäó w ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê

åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó x

l

(p;w) çà öiíàìè p

k

òà äîõîäîì w

"

l k

(p;w) =

�x

l

(p;w)

�p

k

p

k

x

l

(p;w)

i

"

lw

(p;w) =

�x

l

(p;w)

�w

w

x

l

(p;w)

:

Åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó çà öiíîþ "

l k

(p;w) õàðàêòåðèçó¹ âiäíîñ-

íó çìiíó (ó âiäñîòêîâîìó âèðàçi) âåëè÷èíè ïîïèòó íà òîâàð l

ïðè çìiíi öiíè p

k

íà îäèí âiäñîòîê i õàðàêòåðèçó¹ ÷óòëèâiñòü

ñïîæèâà÷à äî çìiíè öií íà ïðîäóêöiþ. ßêùî öiíîâà åëàñòè÷-

íiñòü ïîïèòó "

l l

(p;w) çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ áiëüøà âiä

îäèíèöi, òî ïîïèò íàçèâàþòü åëàñòè÷íèì, ÿêùî j "

l l

(p;w) j<

1; òî ïîïèò íàçèâàþòü íååëàñòè÷íèì. ßêùî j "

l l

(p;w) j= 1;

òî ãîâîðÿòü, ùî ïîïèò ìà¹ îäèíè÷íó åëàñòè÷íiñòü. Ïðÿìà

åëàñòè÷íiñòü "

l l

(p;w) ïîïèòó çà öiíîþ çàëåæèòü âiä íàÿâíîñòi

òîâàðiâ-çàìiííèêiâ. ×èì áiëüøå òàêèõ òîâàðiâ-çàìiííèêiâ, ÷èì
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áëèæ÷i ¨õíi îñíîâíi âëàñòèâîñòi, òèì åëàñòè÷íiøèé ïîïèò íà

öåé òîâàð. Âiäñóòíiñòü òîâàðiâ-çàìiííèêiâ âèçíà÷à¹ íååëàñòè÷-

íiñòü ïîïèòó (íàïðèêëàä, êóõîííà ñiëü). ×èì àãðåãîâàíiøó

ãðóïó òîâàðiâ ìè ðîçãëÿäà¹ìî, òèì ìåíøà åëàñòè÷íiñòü ïî-

ïèòó (íàïðèêëàä, ïîïèò íà ì'ÿñîïðîäóêòè ìåíø åëàñòè÷íèé,

íiæ ïîïèò íà êîâáàñó).

Åëàñòè÷íiñòü çàëåæèòü òàêîæ âiä êiëüêîñòi ìîæëèâîñòåé

âèêîðèñòàííÿ öüîãî òîâàðó i ÷èì áiëüøå òàêèõ ìîæëèâîñòåé,

òèì áiëüøà éîãî åëàñòè÷íiñòü.

Ïðÿìà åëàñòè÷íiñòü çàëåæèòü âiä ñòåïåíÿ íàñè÷åííÿ ïîò-

ðåá i âiä �àêòîðà ÷àñó. Ïîïèò ó äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä åëàñ-

òè÷íiøèé, íiæ â êîðîòêîñòðîêîâèé ïåðiîä.

Îñíîâíèé �àêòîð, ÿêèé âèçíà÷à¹ ïåðåõðåñíó åëàñòè÷íiñòü

"

l k

(p;w), � ïðèðîäíi âëàñòèâîñòi òîâàðó òà ¨õíÿ ìîæëèâiñòü

çàìiíÿòè îäèí îäíîãî â ñïîæèâàííi. ßêùî äâà òîâàðè ç îäíà-

êîâèì óñïiõîì ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çàäîâîëåííÿ òi¹¨ ñà-

ìî¨ ïîòðåáè, òî êîå�iöi¹íò ïåðåõðåñíî¨ åëàñòè÷íîñòi öèõ òî-

âàðiâ çà öiíîþ âèùèé i íàâïàêè. Çàóâàæèìî, ùî ïåðåõðåñíà

åëàñòè÷íiñòü ìîæå áóòè àñèìåòðè÷íîþ. ßêùî öiíà ì'ÿñà çìåí-

øèòüñÿ, òî ïîïèò íà êåò÷óï çáiëüøèòüñÿ; ÿêùî öiíà êåò÷óïà

çáiëüøèòüñÿ, òî ìàëîéìîâiðíî, ùî öå âïëèíå íà ïîïèò ì'ÿñà.

ßêùî "

l k

(p;w) > 0; (l 6= k); òî òîâàðè l i k íàçèâàþòüñÿ âçà-

¹ìîçàìiííèìè, çðîñòàííÿ öiíè òîâàðó k ïðèçâîäèòü äî çáiëü-

øåííÿ ïîïèòó íà òîâàð l (íàïðèêëàä, ðiçíi âèäè ïàëèâà).

ßêùî "

l k

(p;w) < 0; (l 6= k); òî òîâàðè l i k íàçèâàþòüñÿ

âçà¹ìîäîïîâíþþ÷èìè, çðîñòàííÿ öiíè òîâàðó k ïðèçâîäèòü äî

çìåíøåííÿ ïîïèòó íà òîâàð l (íàïðèêëàä, àâòîìàøèíè i áåí-

çèí).

ßêùî "

l k

(p;w) = 0; (l 6= k); òî òîâàðè l i k íàçèâàþòüñÿ

íåçàëåæíèìè, çðîñòàííÿ öiíè îäíîãî òîâàðó íå âïëèâà¹ íà

ïîïèò iíøîãî òîâàðó (íàïðèêëàä, õëiá i öåìåíò).

Åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó çà äîõîäîì "

lw

(p;w) õàðàêòåðèçó¹ âiä-

íîñíó çìiíó (ó âiäñîòêàõ) âåëè÷èíè ïîïèòó íà òîâàð l ïðè çìiíi
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äîõîäó w ñïîæèâà÷à íà îäèí âiäñîòîê. Äîäàòíà åëàñòè÷íiñòü

"

lw

(p;w) îïèñó¹ öiííi (ÿêiñíi) òîâàðè, âiä'¹ìíà åëàñòè÷íiñòü �

ìàëîöiííi òîâàðè (òîâàðè íèçüêî¨ ÿêîñòi). Ñåðåä öiííèõ òîâà-

ðiâ ìîæíà âèäiëèòè äâi ãðóïè: òîâàðè ïåðøî¨ íåîáõiäíîñòi,

äëÿ ÿêèõ "

lw

6 1, i òîâàðè ðîçêîøi, äëÿ ÿêèõ "

lw

> 1.

Âèñîêèé äîäàòíèé êîå�iöi¹íò ïîïèòó çà äîõîäîì ó ãàëó-

çi çàñâiä÷ó¹, ùî ¨¨ âêëàä â åêîíîìi÷íèé ðiñò ¹ áiëüøèì, íiæ

÷àñòêà â ñòðóêòóði åêîíîìiêè, i ìà¹ øàíñè íà ðîçøèðåííÿ â

ìàéáóòíüîìó. Íàâïàêè, ÿêùî êîå�iöi¹íò åëàñòè÷íîñòi ïîïèòó

íà ïðîäóêöiþ ãàëóçi çà äîõîäîì ìà¹ íåâåëèêå àáî âiä'¹ìíå çíà-

÷åííÿ, òî ¨¨ ìîæå î÷iêóâàòè çàñòié i ïåðñïåêòèâà ñêîðî÷åííÿ

âèðîáíèöòâà.

Íåõàé x(p;w) 2 R

L

++

. Òîäi âðàõîâóþ÷è �îðìóëó (2.2.1),

îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî òîâàðó ñóìà âñiõ åëàñòè÷íîñòåé

ïîâèííà áóòè íóëüîâîþ, òîáòî

L

X

k=1

"

l k

(p;w) + "

lw

(p;w) = 0 äëÿ l = 1; : : : ; L:

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé x(p;w) � �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà,

òîäi äëÿ âñiõ p i w

L

X

l=1

p

l

�x

l

(p;w)

�p

k

+ x

k

(p;w) = 0 äëÿ k = 1; : : : ; L; (2.2.3)

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

p

�

D

p

x(p;w) + x(p;w)

�

= 0

�

: (2.2.4)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ îòðèìó¹ìî áåçïîñåðåäíiì äè�åðåíöiþ-

âàííÿì óìîâè Âàëüðàñà p

�

x(p;w) = w çà çìiííîþ p

k

:

Iç ðiâíîñòi (2.2.3) îäåðæèìî

x

k

(p;w) = �

L

X

l=1

p

l

�x

l

(p;w)

�p

k

; k = 1; ::; L; (2.2.5)
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ùî çíà÷åííÿ ïîïèòó íà òîâàð k äîðiâíþ¹ çâàæåíié ñóìi çìií

çíà÷åíü ïîïèòó ñòîñîâíî öiíè òîâàðó k, â ÿêié çà âàãè âçÿòî

öiíè.

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.2.5) íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ àãðåãàöi¨ Êóð-

íî.

Òåîðåìà 2.2.3. Íåõàé x(p;w) � �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà,

òîäi âñi òîâàðè ç êîøèêà ñïîæèâà÷à îäíî÷àñíî íå ìîæóòü

áóòè ìàëîöiííèìè, òîáòî äëÿ âñiõ p i w

L

X

l=1

p

l

�x

l

(p;w)

�w

= 1; (2.2.6)

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

p

�

D

w

x(p;w) = 1: (2.2.7)

Äîâåäåííÿ. Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè óìîâó Âàëüðàñà i âðàõóâàâ-

øè, ùî p

l

> 0; l = 1; : : : ; L; îäåðæó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.2.6) íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ àãðåãàöi¨ Åíãå-

ëÿ.

Çàâäàííÿ äî ðîçäiëó 2

1. Äàòè ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ åëàñòè÷íîñòi.

2. Äîâåñòè, ùî åëàñòè÷íîñòi çà âiäíîñíèìè öiíàìè i äîõî-

äîì äîðiâíþþòü âiäïîâiäíèì åëàñòè÷íîñòÿì çà ãðîøîâè-

ìè öiíàìè i äîõîäîì.

3. Ïîêàçàòè ãåîìåòðè÷íî âïëèâ äîõîäó i âïëèâ çàìiíè äëÿ

òîâàðó �i�åíà.
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Ñëàáêà i ñèëüíà àêñiîìè

âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè

3.1 Çàêîí ïîïèòó

Ìè ïåðåêîíàëèñÿ, ùî ìîæíà âèêîðèñòàòè ií�îðìàöiþ ïðî âiä-

íîøåííÿ ïåðåâàãè ñïîæèâà÷à äëÿ âèçíà÷åííÿ éîãî ïîïèòó. Òå-

ïåð ðîçãëÿíåìî çâîðîòíèé ïðîöåñ i ïîêàæåìî, ÿê ìîæíà âè-

êîðèñòàòè ií�îðìàöiþ ïðî ïîïèò ñïîæèâà÷à äëÿ âèðàæåííÿ

éîãî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Äîòè, äîêè ìè íå ââåëè îçíà÷åííÿ

�óíêöi¨ ïîïèòó, òî ïðèïóñêàëè, ùî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ¹ çà-

äàíèì. Ïðîòå â ðåàëüíîìó æèòòi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè íå ïðî-

ñòåæó¹òüñÿ, òîìó ìè çìóøåíi âèçíà÷èòè éîãî çà ïîâåäiíêîþ

ñïîæèâà÷à. Êîëè éäåòüñÿ ïðî âèçíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ ïåðåâà-

ãè ñïîæèâà÷à çà éîãî ïîâåäiíêîþ, òî ïðèïóñêà¹ìî, øî âîíî

íåçìiííå ïðîòÿãîì ïåâíîãî ïðîìiæêó ÷àñó. Ïåðø íiæ ïåðåéòè

äî äîñëiäæåííÿ, äîìîâèìîñü, ùî øóêàíå âiäíîøåííÿ ïåðåâà-

ãè ¹ ñòðîãî îïóêëèì. Öå äàñòü çìîãó îòðèìàòè ëèøå îäèí íà-

áið òîâàðiâ ïðè êîæíîìó áþäæåòíîìó îáìåæåííi. �îçãëÿíåìî

55
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ðèñ. 3.1.1, äå çîáðàæåíî îïòèìàëüíèé âèáið ñïîæèâà÷à (x

1

; x

2

)

òà iíøèé äîâiëüíèé íàáið òîâàðiâ (y

1

; y

2

), ÿêèé ëåæèòü íèæ-

÷å âiä áþäæåòíî¨ ëiíi¨. Ùî ìè ìîæåìî ñêàçàòè ïðî ïåðåâàãó

�èñ. 3.1.1.

ìiæ öèìè äâîìà íàáîðàìè ñïîæèâà÷à? Íàáið (y

1

; y

2

) äîñòó-

ïíèé ñïîæèâà÷åâi - ïðè áàæàííi âií ìîæå éîãî êóïèòè i çáå-

ðåãòè ÷àñòèíó äîõîäó. Îñêiëüêè (x

1

; x

2

) - îïòèìàëüíèé íàáið,

òî âií ¹ êðàùèì âiä áóäü-ÿêîãî iíøîãî, ÿêèé ñïîæèâà÷ ìîæå

êóïèòè. Çîêðåìà, âií êðàùèé âiä (y

1

; y

2

). Íåõàé (x

1

; x

2

) - íàáið

òîâàðiâ çà öiíàìè (p

1

; p

2

) i äîõîäîì w, òîáòî

p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w:

Âîäíî÷àñ

p

1

y

1

+ p

2

y

2

6 w:

Îòæå,

p

1

x

1

+ p

2

x

2

> p

1

y

1

+ p

2

y

2

: (3.1.1)

ßêùî íåðiâíiñòü (3.1.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íàáîðó (y

1

; y

2

), âiä-

ìiííîãî âiä (x

1

; x

2

) i äîñòóïíîãî ñïîæèâà÷åâi, òî êàæåìî, ùî
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(x

1

; x

2

) ïðÿìî âèÿâëåíî ïåðåâàæà¹ (y

1

; y

2

). Çàóâàæèìî, ùî ïî-

íÿòòÿ "âèÿâëåíî ïåðåâàæà¹" íå ìà¹ íi÷îãî ñïiëüíîãî ç âiäíî-

øåííÿì ïåðåâàãè. Ñ�îðìóëþ¹ìî öå ÿê ïîíÿòòÿ.

Ïðèíöèï âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè. Íåõàé (x

1

; x

2

) - âèáðà-

íèé íàáið òîâàðiâ çà öiíàìè (p

1

; p

2

) i íåõàé (y

1

; y

2

) - äåÿêèé

iíøèé íàáið òîâàðiâ òàêèé, ùî p

1

x

1

+p

2

x

2

> p

1

y

1

+p

2

y

2

: ßêùî

ñïîæèâà÷ âèáèðà¹ (x

1

; x

2

) ñåðåä òèõ, ÿêi âií ìîæå äîñÿãòè,

òî ìà¹ìî (x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

).

Ïðèïóñòèìî, ùî (y

1

; y

2

) ¹ îïòèìàëüíèì íàáîðîì çà öiíà-

ìè (q

1

; q

2

) i ùî (y

1

; y

2

) ¹ âèÿâëåíîþ ïåðåâàãîþ ïåðåä íàáîðîì

(z

1

; z

2

), òîáòî

q

1

y

1

+ q

2

y

2

> q

1

z

1

+ q

2

z

2

:

Îòæå, (x

1

; x

2

) % (y

1

; y

2

) i (y

1

; y

2

) % (z

1

; z

2

). Âèÿâëåíà ïåðåâàãà i

òðàíçèòèâíiñòü ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî (x

1

; x

2

) êðàùèé íàáið íiæ

(z

1

; z

2

).

Ó öüîìó âèïàäêó (x

1

; x

2

) íåïðÿìî âèÿâëåíî ïåðåâàæà¹

(z

1

; z

2

). ßêùî íàáið ïðÿìî ÷è íåïðÿìî âèÿâëåíî ïåðåâàæà¹ ií-

øèé, òî ñêàæåìî, ùî ïåðøèé íàáið âèÿâëåíî ïåðåâàæà¹ äðó-

ãèé. �îçãëÿíåìî ðèñ. 3.1.2. Ìè ìà¹ìî äåêiëüêà îäåðæàíèõ íà-

áîðiâ ïðè ðiçíèõ áþäæåòíèõ îáìåæåííÿõ. Îñêiëüêè íàáið

(x

1

; x

2

) ¹ âèÿâëåíîþ ïåðåâàãîþ (ïðÿìîþ ÷è íåïðÿìîþ) ñòî-

ñîâíî âñiõ iíøèõ íàáîðiâ iç çàøòðèõîâàíî¨ îáëàñòi, òî (x

1

; x

2

)

ñïðàâäi ïåðåâàæà¹ öi íàáîðè. Òîáòî, êðèâà áàéäóæîñòi, ùî

ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x

1

; x

2

), ëåæàòèìå âèùå çàøòðèõîâà-

íî¨ îáëàñòi. Ïðîñòåæóþ÷è âèáið ñïîæèâà÷à, ìîæåìî âèâ÷èòè

éîãî ïåðåâàãó. Òàêà ií�îðìàöiÿ ¹ âàæëèâîþ ó ïðèéíÿòòi ði-

øåíü. Åêîíîìi÷íà ïîëiòèêà ïåðåäáà÷à¹ çàìiíó îäíèõ òîâàðiâ

iíøèìè: ÿêùî áóäå íàêëàäåíî ïîäàòîê íà âçóòòÿ i íàäàíî ñóá-

ñèäi¨ íà îäÿã, òî ìè, éìîâiðíî, ìàòèìåìî áiëüøå îäÿãó i ìåíøå

âçóòòÿ. Îòæå, âèâ÷àþ÷è âèáið ñïîæèâà÷à, îòðèìà¹ìî ií�îð-

ìàöiþ ùîäî ïåðåâàãè ñïîæèâà÷à çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ

âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè.
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Öi ìiðêóâàííÿ ïðèìóñèëè Ï.Ñàìóåëüñîíà âiäìîâèòèñÿ âiä

ïîíÿòòÿ ïåðåâàãè â òîìó âèãëÿäi, â ÿêîìó ìè éîãî âèçíà÷èëè

âèùå. Âií ðåêîìåíäóâàâ áóäóâàòè òåîðiþ ñïîæèâàííÿ áåçïî-

ñåðåäíüî íà �óíêöi¨ ïîïèòó x(p;w).

Ìîæíà ïîñòóëþâàòè, ùî ñèñòåìà âèÿâëåíèõ ïåðåâàã íå ñó-

ïåðå÷ëèâà, iíøèìè ñëîâàìè, ùî íàáîðó x

0

íå ìîæíà íàäàâàòè

ïåðåâàã ïåðåä íàáîðîì x, êîëè x ìà¹ ïåðåâàãó íàä íàáîðîì x

0

,

ùî �îðìàëüíî âèðàæà¹òüñÿ íàñòóïíîþ óìîâîþ íà �óíêöiþ

ïîïèòó x(p;w).

�èñ. 3.1.2.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Ôóíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w) çàäî-

âîëüíÿ¹ ñëàáêó àêñiîìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè (weak axiom

of revealed preferen
e - WA), ÿêùî âîíà âîëîäi¹ òàêîþ

âëàñòèâiñòþ: äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ñèòóàöié öiíà-äîõiä

(p;w) i (�p; �w); ÿêùî p

�

x(�p; �w) 6 w i x(�p; �w) 6= x(p;w),

òî �p

�

x(p;w) > �w:
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Îòîæ, ñëàáêà àêñiîìà âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè ñòâåðäæó¹, ÿêùî

ïðè öiíàõ p òà äîõîäó w ñïîæèâà÷ ìiã êóïèòè ñïîæèâ÷èé íàáið

x(�p; �w), àëå âèáðàâ íàáið x(p;w); òî ó âèïàäêó, êîëè ïðè öiíàõ

�p òà äîõîäó �w âèáðàíî íàáið x(�p; �w); íàáið x(p;w) íå ìîæå áóòè

êóïëåíèé ñïîæèâà÷åì.

Âèïàäîê L = 2 çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.1.3.

�èñ. 3.1.3. Ôóíêöiÿ ïîïèòó çàäîâîëüíÿ¹ WA (a);

�óíêöiÿ ïîïèòó íå çàäîâîëüíÿ¹ WA (á)

Ïðèêëàä 3.1.1. Âèçíà÷èìî �óíêöiþ x : R

2

++

� R

++

! R

2

+

òàê:

x(p;w) = (x

1

(p;w); x

2

(p;w))

�

; äå

x

1

(p;w) =

�w

p

1

; x

2

(p;w) =

(1� �)w

p

2

; � 2 (0; 1):

Ëåãêî áà÷èòè, ùî �óíêöiÿ x(p;w) íåïåðåðâíà, îäíîðiäíà ñòå-

ïåíÿ íóëü i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Âàëüðàñà, òîáòî ¹ �óíêöi¹þ ïî-
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ïèòó Âàëüðàñà. Ïîêàæåìî, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó àêñi-

îìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè. Ñïðàâäi, íåõàé x(p;w) 6= x(p

0

;w

0

) i

p

�

x(p

0

;w

0

) 6 w. Òîäi

w

0

(

�p

1

p

0

1

+

(1� �)p

2

p

0

2

) 6 w:

Îñêiëüêè �óíêöiÿ f(t) =

1

t

¹ ñòðîãî îïóêëà íà R

++

, òî ìà¹ìî

w

0

6

w

�

p

1

p

0

1

+ (1� �)

p

2

p

0

2

<

p

0

1

p

1

�w +

p

0

2

p

2

(1� �)w;

òîáòî �óíêöiÿ ïîïèòó çàäîâîëüíÿ¹ WA. N

Ìîæíà ïîêàçàòè, ÿêùî �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà ïîáóäî-

âàíà íà îñíîâi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè %, òî âîíà çàäîâîëüíÿ¹

WA.

�èñ. 3.1.4. Êîìïåíñîâàíà çìiíà öiíè ç (p;w) äî (p

0

;w

0

)
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Íåõàé ñïîæèâà÷ ïðè öiíàõ p i äîõîäi w âèáðàâ íàáið x(p;w):

Òîäi ïðè çìiíi öiíè äî �p äëÿ êóïiâëi öüîãî ñàìîãî íàáîðó íî-

âèé äîõiä ñïîæèâà÷à ïîâèíåí äîðiâíþâàòè �w = �p

�

x(p;w):

Âåëè÷èíà çìiíè äîõîäó ìà¹ âèãëÿä 4w

Slutsky

= 4p

�

x(p;w);

äå 4p = �p � p; i íàçèâà¹òüñÿ êîìïåíñàöi¹þ äîõîäó çà Ñëó-

öüêèì. Çìiíà öiíè, ïðè ÿêié îäíî÷àñíî çìiíèâñÿ äîõiä òàê,

ùî ïî÷àòêîâèé îïòèìàëüíèé âèáið x(p;w) çàëèøèâñÿ äîñòó-

ïíèì ñïîæèâà÷åâi, íàçèâà¹òüñÿ êîìïåíñîâàíîþ çìiíîþ öiíè

çà Ñëóöüêèì. Êîìïåíñîâàíà çìiíà öiíè öå òàêà çìiíà öiíè,

ÿêà ïðèçâîäèòü äî êîìïåíñîâàíî¨ çìiíè äîõîäó. �åîìåòðè÷íî

áþäæåòíà ãiïåðïëîùèíà, ÿêà âiäïîâiäà¹ (p

0

;w

0

), âèçíà÷à¹òüñÿ

âåêòîðîì x(p;w). Äëÿ âèïàäêó L = 2 (ðèñ. 3.1.4) áþäæåòíà

ïðÿìà, ÿêà âiäïîâiäà¹ (p

0

;w

0

), îòðèìó¹òüñÿ ïîâîðîòîì áþäæå-

òíî¨ ïðÿìî¨ fx 2 R

2

+

: p

�

x = wg íàâêîëî òî÷êè x(p;w) äî

âåëè÷èíè êóòîâîãî êîå�iöi¹íòà �

p

0

1

p

0

2

.

Òåîðåìà 3.1.1. Ôóíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w) çàäîâîëü-

íÿ¹ ñëàáêó àêñiîìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

âîíà âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ:

äëÿ âñiõ êîìïåíñîâàíèõ çìií öií äî ïî÷àòêîâî¨ ñè-

òóàöi¨ (p;w); ç íîâèì íàáîðîì öiíà-äîõiä (�p; �w) =

(�p; �p

�

x(p;w)); ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(�p� p)

�

[x(�p; �w) � x(p;w)℄ 6 0; (3.1.2)

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ ñòðîãî ïðè x(p;w) 6= x(�p; �w):

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé �óíêöiÿ ïîïèòó x(p;w) çàäî-

âîëüíÿ¹ ñëàáêó àêñiîìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè i x(p;w) 6= x(�p; �w):

Âðàõîâóþ÷è, ùî �w = �p

�

x(p;w); p

�

x(�p; �w) > w i âèêîíàííÿ
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óìîâè Âàëüðàñà �p

�

x(�p; �w) = �w; p

�

x(p;w) = w; ìà¹ìî

(�p� p)

�

[x(�p; �w) � x(p;w)℄

= �p

�

[x(�p; �w) � x(p;w)℄� p

�

[x(�p; �w) � x(p;w)℄

= � p

�

[x(�p; �w) � x(p;w)℄ < 0:

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ âñiõ êîìïåíñîâàíèõ çìií öií ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.1.2) i ñòðîãà íeðiâíiñòü ïðè x(p;w) 6=

x(�p; �w): Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè âèêîíàííÿ

òàêîãî òâåðäæåííÿ: ñëàáêà àêñiîìà âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ

êîìïåíñîâàíèõ çìií öií.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñëàáêà àêñiîìà âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè íå

ñïðàâäæó¹òüñÿ, òîáòî iñíóþòü äâi ïàðè öiíà-äîõiä (�p; �w) i

(p

00

;w

00

) òàêi, ùî x(�p; �w) 6= x(p

00

;w

00

); �p

�

x(p

00

;w

00

) 6 �w i

p

00

�

x(�p; �w) 6 w

00

: Ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê íåêîìïåíñîâàíèõ

öií, òîìó îñòàííi íåðiâíîñòi ïîâèííi âèêîíóâàòèñü ñòðîãî

�p

�

x(p

00

;w

00

) < �w i p

00

�

x(�p; �w) < w

00

: Âèáåðåìî çíà÷åííÿ � 2

(0; 1) ç óìîâè (��p+(1��)p

00

)

�

x(�p; �w) = (��p+(1��)p

00

)

�

x(p

00

;w

00

)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç p = ��p+(1��)p

00

i w =(��p+(1��)p

00

)

�

x(�p; �w):

Öÿ êîíñòðóêöiÿ çîáðàæåíà íà ðèñ. 3.1.5.

Îòæå, ìà¹ìî

��w + (1� �)w

00

> ��p

�

x(�p; �w) + (1� �)p

00

�

x(�p; �w)

= w

= p

�

x(p;w)

= ��p

�

x(p;w) + (1� �)p

00

�

x(p;w):
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�èñ. 3.1.5.

Çâiäñè âèïëèâà¹ àáî �p

�

x(p;w) < �w; àáî p

00

�

x(p;w) < w

00

:

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà íåðiâíiñòü. Òîäi ìà¹ìî

x(p;w) 6= x(�p; �w); p

�

x(�p; �w) = w i �p

�

x(p;w) < �w: Çâiäñè

îòðèìó¹ìî, ùî ñëàáêà àêñiîìà âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè äëÿ êîì-

ïåíñîâàíî¨ çìiíè öiíè (p;w) äî (�p; �w) íå ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Îòæå, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî ñëàáêà àêñiîìà âèÿâëåíî¨

ïåðåâàãè ñïðàâäæó¹òüñÿ, ÿêùî äëÿ âñiõ ïàð öiíà-äîõiä (p;w);

(�p; �w) òàêèõ, ùî p

�

x(�p; �w) = w, x(p;w) 6= x(�p; �w) ìà¹ìî

�p

�

x(p;w) > �w:

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíó¹ ïàðà öiíà-äîõiä (�p; �w) i äå-

ÿêà êîìïåíñîâàíà çìiíà öiíè (p;w) òàêà, ùî x(�p; �w) 6= x(p;w);

p

�

x(�p; �w) = w i �p

�

x(p;w) 6 �w: Îñêiëüêè x(

�

) çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âó Âàëüðàñà, òî p

�

[x(�p; �w)�x(p;w)℄ = 0 i �p

�

[x(�p; �w)�x(p;w)℄ > 0:

Îòæå, îäåðæó¹ìî (�p�p)

�

[x(�p; �w) � x(p;w)℄ > 0 i x(p;w) 6=
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x(�p; �w); ùî ñóïåðå÷èòü âèêîíàííþ íåðiâíîñòi (3.1.2) äëÿ âñiõ

êîìïåíñîâàíèõ çìií öií (i ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi ïðè x(p;w) 6=

x(�p; �w) ).

Íåðiâíiñòü (3.1.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

4p

�

4x 6 0; (3.1.3)

äå4p = �p�p; 4x = [x(�p; �w)�x(p;w)℄; i âîíà iíòåðïðåòó¹òüñÿ

ÿê (êîìïåíñîâàíèé) çàêîí ïîïèòó àáî å�åêò çàãàëüíîãî çàìi-

ùåííÿ: ïîïèò i öiíà çìiíþ¹òüñÿ â ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìàõ.

Ïîïèò íà òîâàð íå ìîæå çáiëüøóâàòèñÿ, ÿêùî éîãî öiíà

çðîñòà¹; öiíè iíøèõ òîâàðiâ çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè, à äîõiä

çáiëüøó¹òüñÿ íà ñòiëüêè, ùîá âií ìiã êîìïåíñóâàòè öå ïiäâè-

ùåííÿ öiíè.

ßêùî çìiíþ¹òüñÿ ëèøå öiíà òîâàðó l, òî âiäáóâà¹òüñÿ

å�åêò ÷àñòêîâîãî çàìiùåííÿ

4p

l

4x

l

6 0: (3.1.4)

Íåðiâíîñòi (3.1.2), (3.1.4) ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ çìií öií, ÿêi

êîìïåíñîâàíi òàê, ùî ïî÷àòêîâèé íàáið òîâàðiâ ìîæå áóòè êó-

ïëåíèì ïðè íîâîìó äîõîäi i â íîâèõ öiíàõ.

3.2 Ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî

Íåõàé �óíêöiÿ ïîïèòó x(p;w) äè�åðåíöiéîâíà. Òîäi íåðiâíiñòü

(3.1.3) ó äè�åðåíöiàëüíié �îðìi íàáóäå âèãëÿäó

dp

�

d x 6 0: (3.2.1)
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Îñêiëüêè dw = x(p;w)

�

dp (äè�åðåíöiàëüíèé àíàëîã 4w =

x(p;w)

�

4p ), òî

dx =D

p

x(p;w) dp + D

w

x(p;w) dw

=D

p

x(p;w) dp + D

w

x(p;w) [ x(p;w)

�

dp ℄

= [D

p

x(p;w) + D

w

x(p;w) x(p;w)

�

℄ dp:

Îòæå, íåðiâíiñòü (3.2.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

dp

�

[ D

p

x(p;w) + D

w

x(p;w) x(p;w)

�

℄ dp 6 0: (3.2.2)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

S(pw) =

0

B

�

s

11

(p;w) : : : s

1L

(p;w)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

s

L1

(p;w) : : : s

LL

(p;w)

1

C

A

;

äå äëÿ âñiõ (l; k)

s

lk

(p;w) =

�x

l

(p;w)

�p

k

+

�x

l

(p;w)

�w

x

k

(p;w): (3.2.3)

Ìàòðèöÿ S(p;w) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ Ñëóöüêîãî (àáî

ìàòðèöåþ çàìiùåííÿ), ¨¨ åëåìåíòè íàçèâàþòüñÿ å�åêòîì çà-

ìiùåííÿ.

Îòîæ, íåðiâíiñòü (3.2.2) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

dp

�

S(p;w) dp 6 0: (3.2.4)

Òîìó ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w) çà-

äîâîëüíÿ¹ ñëàáêó àêñiîìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè, òîäi äëÿ âñiõ

(p;w) ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî S(p;w) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

v

�

S(p;w) v 6 0 äëÿ âñiõ v 2 R

L

, òîáòî ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî

âiä'¹ìíî êâàçiíàïiââèçíà÷åíà.
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Îñêiëüêè ìàòðèöÿ S(p;w) âiä'¹ìíî êâàçiíàïiââèçíà÷åíà, òî

äëÿ âñiõ l = 1; :::; L; s

ll

(p;w) 6 0 : òîáòî, êîìïåíñîâàíå çð-

îñòàííÿ öiíè òîâàðó çàâæäè ïðèçâîäèòü äî íåçðîñòàííÿ ïîïè-

òó íà öåé òîâàð.

Ç íåðiâíîñòi

s

ll

(p;w) =

�x

l

(p;w)

�p

l

+

�x

l

(p;w)

�w

x

l

(p;w) 6 0

âèïëèâà¹ òàêå:

�x

l

(p;w)

�p

l

> 0; òî

�x

l

(p;w)

�w

< 0; òîáòî òîâà-

ðîì �i��åíà äëÿ ñèñòåìè öiíà-äîõiä (p;w) ìîæóòü áóòè ëèøå

ìàëîöiííi òîâàðè.

Ç âëàñòèâîñòåé, ÿêèì çàäîâîëüíÿ¹ �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëü-

ðàñà, âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî ¹ çàâæäè âèðîäæåíà,

òîáòî ¨¨ ðàíã ìåíøèé çà L.

Òåîðåìà 3.2.2. Íåõàé �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p:w) äè-

�åðåíöiéîâíà, òîäi p

�

S(p;w) = 0 i S(p;w)p = 0.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè L = 2 ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî

S(p;w) çàâæäè ñèìåòðè÷íà. Ïðîòå äëÿ âèïàäêó L > 2 çðî-

áëåíèõ ïðèïóùåíü ñòîñîâíî �óíêöi¨ ïîïèòó (îäíîðiäíiñòü íó-

ëüîâîãî ñòåïåíÿ, âèêîíàííÿ óìîâè Âàëüðàñà i ñëàáêî¨ àêñiîìè)

íåäîñòàòíüî äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè iíòåãðîâíîñòi, ÿêà ïîëÿãà¹ â

òîìó, ùî ìàòðèöÿ å�åêòiâ çàìiùåííÿ S(p;w) ¹ ñèìåòðè÷íîþ.

Ïîäiáíó óìîâó, íåîáõiäíó äëÿ ïîáóäîâè �óíêöi¨ êîðèñíîñòi

(îçíà÷åííÿ ÿêî¨ ïîäàíî âèùå) äà¹ ñèëüíà àêñiîìà âèÿâëåíî¨

ïåðåâàãè.

Çà ñèëüíîþ àêñiîìîþ âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè, ÿêùî íàáið x

1

ÿâíî ïåðåâàæà¹ íàáið x

2

, íàáið x

2

ÿâíî ïåðåâàæà¹ íàáið x

3

;...,

íàáið x

n�1

ÿâíî ïåðåâàæà¹ íàáið x

n

, òî íàáið x

n

íå ìîæå áóòè

ÿâíî ïåðåâàæàþ÷èì x

1

.
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Çâè÷àéíî, ñèëüíà àêñiîìà âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè âðàõîâó¹

ñëàáêó àêñiîìó (ÿê îêðåìèé âèïàäîê äëÿ L = 2). Çà ïåâíèõ äî-

äàòêîâèõ óìîâ ðåãóëÿðíîñòi öi äâi àêñiîìè åêâiâàëåíòíi. Ñèëü-

íà àêñiîìà çà äåÿêèõ óìîâ íåïåðåðâíîñòi õàðàêòåðèçó¹ òàêó

ïîñëiäîâíó ìíîæèíó ïåðåâàã, ùî çàäîâîëüíÿþòüñÿ óìîâè ií-

òåãðîâíîñòi, íåîáõiäíi äëÿ ïîáóäîâè �óíêöi¨ êîðèñíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Ôóíêöiÿ ïîïèòó x(p;w) çàäîâîëüíÿ¹ ñèëü-

íó àêñiîìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè (strong axiom of revealed

preferan
e - SA), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ñóêóïíîñòi ñèòóàöié

(p

1

;w

1

); :::; (p

N

;w

N

) òàêèõ, ùî p

n

�

x(p

n+1

;w

n+1

) 6 w

n

i

x(p

n+1

;w

n+1

) 6= x(p

n

;w

n

) äëÿ âñiõ n 6 N � 1; ìà¹ìî

p

N

�

x(p

1

;w

1

) > w

N

.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w) çàäî-

âîëüíÿ¹ ñèëüíó àêñiîìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè, òîäi iñíó¹ âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè % äëÿ ÿêîãî x(p;w) ¹ �óíêöi¹þ ïîïèòó, òîá-

òî äëÿ âñiõ (p;w), x(p;w) � y äëÿ êîæíîãî y 6= x(p;w),

y 2 B

p;w

.

1

3.3 �èíêîâà �óíêöiÿ ïîïèòó

Íåõàé T � R

L

++

� R

+

. Ôóíêöiÿ ' : T ! R

L

+

íàçèâà¹òüñÿ �óí-

êöi¹þ ïîïèòó ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ T , ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà

i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: (i) p

�

'(p;w) = w äëÿ âñiõ (pw) 2 T;

i (ii) '(�p; �w) = '(p;w) äëÿ âñiõ � > 0, (p;w) òàêèõ, ùî

(p;w) 2 T i (�p; �w) 2 T . Ïðè öüîìó '(p;w) iíòåðïðèòó¹òüñÿ

1

Ri
nter M. Revealead preferen
e theory// E
onometri
a 34.-1966.-

P.635-645.
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ÿê íàáið áëàã ÿêèé ìîæå áóòè êóïëåíèé ïðè öiíàõ p i äîõî-

äi w. Íåõàé '(p;w) �óíêöiÿ ïîïèòó ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ T

i iñíó¹ âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % òàêå, ùî äëÿ âñiõ (p;w) 2 T ,

'(p;w) - ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ðàöiîíàëüíîãî âèáîðó ñïî-

æèâà÷à, òîáòî ¹äèíèé åëåìåíò ìíîæèíè fx 2 R

L

+

: p

�

x 6

w i x % x

0

äëÿ âñiõ x

0

òàêèõ, ùî p

�

x

0

6 wg, òîäi '(

�

) íàçèâà¹-

òüñÿ �óíêöi¹þ ïîïèòó ñïîæèâà÷à. Íåõàé '(

�

) �óíêöiÿ ïîïèòó

i P âiäíîøåííÿ íà R

L

+

: xPy, ÿêùî x i y ðiçíi íàáîðè i iñíó¹

(p;w) 2 T òàêå, ùî x = '(p;w) i p

�

y 6 w. Ôóíêöiÿ ïîïè-

òó '(

�

) çàäîâîëüíÿ¹ ñëàáêó àêñiîìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè (WA),

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè P - àñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ, i '(

�

) çà-

äîâîëüíÿ¹ ñèëüíó àêñiîìó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè (SA), òîäi i ëè-

øå òîäi, êîëè P - àöèêëi÷íå âiäíîøåííÿ. ßêùî '(

�

) �óíêöiÿ

ïîïèòó ñïîæèâà÷à, òî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ SA, i ÿêùî '(

�

) çàäî-

âîëüíÿ¹ SA , òî âîíà ¹ �óíêöi¹þ ïîïèòó ñïîæèâà÷à. Íåõàé '(

�

)

�óíêöiÿ ïîïèòó ñïîæèâà÷à i íåõàé âîíà ¹ äè�åðåíöiéîâíà, òî-

äi ìàòðèöÿ D

p

'(p;w) âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà íà ïiäïðîñòîði

fz 2 R

L

: z

�

'(p;w) = 0g i �z

�

D

p

'(p;w)z = z

�

D

p

'(p;w)�z äëÿ

âñiõ z i �z ç öüîãî ïiäïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 3.3.1. Ôóíêöiÿ ïîïèòó '(

�

) íàçèâà¹òüñÿ ðèíêî-

âîþ �óíêöi¹þ ïîïèòó, ÿêùî iñíó¹ I > 1 äîäàòíèõ ÷èñåë

Æ

1

; Æ

2

; :::; Æ

I

;

P

i

Æ

i

= 1 i I �óíêöié ïîïèòó ñïîæèâà÷iâ x

1

(

�

),

x

2

(

�

),..., x

I

(

�

) òàêèõ, ùî '(p;w) =

I

P

i=1

x

i

(p; Æ

i

w) äëÿ êîæ-

íî¨ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w) â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ '(p;w).

Äå Æ

i

- iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê äîëÿ i-ãî ñïîæèâà÷à â ñóêóïíîìó

äîõîäi w.

Ïðèïóñòèìî, ùî ¹ I ñïîæèâà÷iâ, êîæíèé ç ÿêèõ ìà¹ âiä-

íîøåííÿ ïåðåâàãè %

i

i âiäïîâiäíó �óíêöiþ ïîïèòó x

i

(p;w

i

), äå

w

i

- äîõiä i -ãî ñïîæèâà÷à. Òîäi w =

P

i

w

i

- ñóêóïíèé äîõiä, à
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Æ

i

=

w

i

w

.

Îòîæ, ðèíêîâà �óíêöiÿ ïîïèòó (àáî ñóêóïíà �óíêöiÿ ïî-

ïèòó - aggregate demand) ìà¹ âèãëÿä

'(p;w) =

I

X

i=1

x

i

(p; Æ

i

w):

Ïðèêëàä 3.3.1. 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âñi ñïîæèâà÷i ìàþòü âiä-

íîøåííÿ ïåðåâàãè %

i

, ÿêi çîáðàæàþòüñÿ �óíêöiÿìè êîðèñíîñòi

Êîáà-Äóãëàñà u

i

(x

i

) = x

�

i

1i

x

1��

i

2i

, �

i

> 0, i = 1; :::; I. Òîäi �óíê-

öiþ ïîïèòó i -ãî ñïîæèâà÷à çíàõîäèìî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

u

i

(x

i

)! max; x

i

2 R

2

+

; p

1

x

1i

+ p

2

x

2i

= w

i

; i = 1; :::; I:

Ç íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñòi (4.1.4) çíàõîäèìî

x

1i

=

�

i

w

i

p

1

; x

2i

=

(1� �

i

)w

i

p

2

; i = 1; :::; I:

Îòæå, ñóêóïíèé ïîïèò íà ðèíêó êîæíîãî òîâàðó áóäå

'(p;w) =

�

p

�1

1

X

i

�

i

w

i

; p

�1

2

(w �

X

i

�

i

w

i

)

�

; w =

X

i

w

i

:

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ¹ òðè ñïîæèâà÷i, ïîïèò êîæíîãî ç ÿêèõ íà

òîâàð x âèçíà÷à¹òüñÿ ëiíiéíîþ �óíêöi¹þ:

x

1

= 10� p

x

; x

2

= 20� 6p

x

; x

3

= 50� 4p

x

:

Îñêiëüêè ïîïèò êîæíîãî ñïîæèâà÷à íå ¹ âiä'¹ìíèì, òî

'(p

x

) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

x

1

+ x

2

+ x

3

= 80� 11p

x

; 0 6 p

x

6 3; 33;

x

1

+ x

3

= 60� 5p

x

; 3; 33 < p

x

6 10;

x

3

= 50� 4p

x

; 10 < p

x

6 12; 5:

N
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Îçíà÷åííÿ 3.3.2. Âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè âîëîäi¹ âëàñòèâi-

ñòþ ãîìîòåòi¨, ÿêùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi, ÿêà éîãî çîáðà-

æà¹, îäíîðiäíà ïåðøîãî ñòåïåíÿ.

Òåîðåìà 3.3.1.

1

�èíêîâèé ïîïèò ' =

P

i

x

i

: R

L

++

�R

+

! R

L

+

íåçàëåæèòü âiä ðîçïîäiëó äîõîäó i �óíêöié ïîïèòó ñïîæè-

âà÷iâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % íà

R

L

+

, ÿêå âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ãîìîòåòi¨ i âèçíà÷à¹ �óíêöiþ

ïîïèòó äëÿ êîæíîãî ñïîæèâà÷à x

i

(

�

).

Òåîðåìà 3.3.2.

2

Íåõàé '(

�

) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà �óí-

êöiÿ ïîïèòó íà L òîâàðiâ. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ïàðè öiíà-äîõiä

(p;w) 2 R

L

++

� R

+

iñíó¹ ðèíêîâà �óíêöiÿ ïîïèòó ïîðîäæåíà

�óíêöiÿìè ïîïèòó I ñïîæèâà÷iâ fx

i

(

�

)g òàêà, ùî

'(p;w) =

I

X

i=1

x

i

(p;w=I) i

�'

l

(p;w)

�p

j

=

I

X

i=1

�x

li

(p;w=I)

�p

j

äëÿ âñiõ l; j:

1

Antonelli G. Sulla Teoria Matemati
a della E
onomia Politi
a. Pi-

sa: Nella Tipognafia del Fol
hetto. English translation: J.S.Chopman,

A.P.Kirman, in: Chipman, J.S., L. Hurwi
z, M. Ri
hter, H. Sonnens
hein,

eds., Preferen
es, utility, and demand. New York, 1971, pp. 333-360.

2

H. Sonnens
hein Do Walras' identity and 
ontinuity 
hara
terize

the 
lass of 
ommunity ex
ess demand fun
tions?// Journal of E
onomi


Theory,6,1973.- pp.345-354.
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3.4 Iíäåêñè öií i ðåàëüíîãî äîõîäó

Íàñ ÷àñòî öiêàâèòü çìiíà âàðòîñòi æèòòÿ ó çâ'ÿçêó çi çìiíîþ

äîõîäiâ i (àáî) öií.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèäàòêè ñïîæèâà÷à äîðiâíþþòü éîãî äî-

õîäàì i ñòàíîâëÿòü ó ïî÷àòêîâîìó (áàçîâîìó) ïåðiîäi

w

0

=

X

x

0

p

0

; äå x

0

2 x(p

0

;w

0

);

â ïîòî÷íîìó

w

t

=

X

x

t

p

t

; äå x

t

2 x(p

t

;w

t

);

äå âåðõíié iíäåêñ 0 âiäïîâiäà¹ ïîêàçíèêàì áàçîâîãî, iíäåêñ t

- ïîòî÷íîãî ïåðiîäó; x i p - âiäïîâiäíî êiëüêiñòü òîâàðiâ, ÿêi

êóïóþòü i ¨õíi öiíè, ïiä çíàêîì

P

ðîçóìi¹ìî ñóìó âèäàòêiâ íà

êóïiâëþ ñïîæèâ÷îãî êîøèêà.

Ùîá îöiíèòè çìiíè âàðòîñòi æèòòÿ â ïîòî÷íîìó ïåðiîäi ïî-

ðiâíÿíî ç áàçîâèì, òðåáà âèçíà÷èòè iíäåêñè íîìiíàëüíîãî äî-

õîäó i öií.

Iíäåêñ íîìiíàëüíîãî äîõîäó âèçíà÷àþòü çà �îðìóëîþ

M

w

=

w

t

w

0

:

Iíäåêñ öií ìîæíà âèçíà÷èòè äâîìà ñïîñîáàìè:

1) ÿê iíäåêñ Ëàñïåéðåñà

L

p

=

P

x

0

p

t

P

x

0

p

0

;

2) ÿê iíäåêñ Ïàøå

P

p

=

P

x

t

p

t

P

x

t

p

0

:
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Iíäåêñ Ëàñïåéðåñà ïðèïóñêà¹ çâàæóâàííÿ öií äâîõ ïåðiîäiâ çà

îáñÿãîì ñïîæèâàííÿ òîâàðiâ ó áàçîâîìó, à iíäåêñ Ïàøå - çà

îáñÿãîì ¨õ ñïîæèâàííÿ â ïîòî÷íîìó ïåðiîäi.

Öi iíäåêñè íå âðàõîâóþòü âïëèâó çìiíè öií íà ñòðóêòóðó

ñïîæèâàííÿ, òîìó íi îäèí ç íèõ íå äà¹ ïðàâèëüíîãî óÿâëåííÿ

ïðî çìiíó öií. Î÷åâèäíî, ÿêùî (â äâîïðîäóêòîâié ìîäåëi) öiíà

òîâàðó x

1

çðîñòà¹ (p

t

1

> p

0

1

), òî îáñÿã êóïiâëi éîãî çìåíøó¹òüñÿ

(x

t

1

< x

0

1

) i, íàâïàêè, çi çíèæåííÿì öiíè (p

t

1

< p

0

1

) îáñÿã êó-

ïiâëi çáiëüøó¹òüñÿ (x

t

1

> x

0

1

). Çíà÷åííÿ iíäåêñó Ëàñïåéðåñà, ó

âèçíà÷åííi ÿêîãî âèêîðèñòîâóþòü ÿê âàãîâi ìíîæíèêè îáñÿãè

ñïîæèâàííÿ x

0

, äà¹ ïåðåáiëüøóâàíå óÿâëåííÿ ïðî çìiíó öií

ó âèïàäêó ¨õ çðîñòàííÿ, àëå çàíàäòî çìåíøåíå ó âèïàäêó ¨õ

çíèæåííÿ. Íàâïàêè, çíà÷åííÿ iíäåêñó Ïàøå, äå ÿê âàãîâi ìíî-

æíèêè âèêîðèñòîâóþòü îáñÿãè ñïîæèâàííÿ x

t

, äà¹ çìåíøåíå

óÿâëåííÿ ïðî çìiíó öií ó âèïàäêó ¨õ çðîñòàííÿ, àëå ïåðåáiëü-

øåíå ó âèïàäêó ¨õ çíèæåííÿ. Â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó iíäåêñ

Ëàñïåéðåñà ¹ áiëüøèì çà iíäåêñ Ïàøå L

p

> P

p

.

�îçãëÿíåìî iíäåêñ Ëàñïåéðåñà. ßêùî

P

x

0

p

t

6 w

t

, òî ïî-

÷àòêîâèé íàáið òîâàðiâ x

0

äîñòóïíèé ñïîæèâà÷åâi ïðè ïîòî-

÷íèõ öiíàõ p

t

i äîõîäiâ w

t

. Îòæå, ïðè çìiíåíèõ óìîâàõ ñïî-

æèâà÷ ìiã áè êóïèòè ïî÷àòêîâèé íàáið x

0

. ßêùî �àêòè÷íî â

ïîòî÷íîìó ïåðiîäi ñïîæèâà÷ êóïó¹ íàáið x

t

, òî àáî

X

x

0

p

t

<

X

x

t

p

t

; (3.4.1)

ùî ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî íàáið x

t

íàëåæèòü ïîâåðõíi áàéäóæîñòi

âèùîãî ðiâíÿ ïåðåâàã, òîáòî ñïîæèâà÷ îòðèìà¹ áiëüøå çàäîâî-

ëåííÿ, íiæ âèáèðàþ÷è íàáið x

0

, àáî

X

x

0

p

t

=

X

x

t

p

t

:

Öå îçíà÷à¹, ùî íàáîðè x

0

i x

t

ìàþòü îäíàêîâó âàðòiñòü, òîá-

òî íàëåæàòü òié ñàìié áþäæåòíié ïðÿìié, àëå ñïîæèâà÷ ÿâíî

íàäà¹ ïåðåâàãó íàáîðó x

t

, ÿêèé íàëåæèòü êðèâié áàéäóæîñòi

âèùîãî ðiâíÿ ïåðåâàã.
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�îçäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.4.1) íà

P

x

0

p

0

,

îäåðæèìî

P

x

0

p

t

P

x

0

p

0

<

P

x

t

p

t

P

x

0

p

0

: (3.4.2)

Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ íåðiâíîñòi ¹ iíäåêñîì Ëàñïåéðåñà, ïðàâà -

iíäåêñîì íîìiíàëüíîãî äîõîäó. Îòæå,

L

p

<M

w

:

Òîìó ñòàíîâèùå ñïîæèâà÷à â ïîòî÷íîìó ïåðiîäi áóäå êðàùèì,

íiæ â áàçîâîìó, ïðîòå iíäåêñ Ëàñïåéðåñà âèÿâëÿ¹òüñÿ ìåíøèì

çà iíäåêñ íîìiíàëüíîãî äîõîäó.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî iíäåêñ Ïàøå. ßêùî

P

x

0

p

0

>

P

x

t

p

0

; òî

íàáið x

t

, ÿêèé âèáèðàþòü ó ïåðiîä t, äîñòóïíèé i â ïåðiîä 0.

ßêùî òîäi âií íàäàâàâ ïåðåâàãó íàáîðó x

0

, òî ëèøå òîìó, ùî

öåé íàáið íàëåæàâ êðèâié áàéäóæîñòi âèùîãî ïîðÿäêó. Ïîäi-

ëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi íà

P

x

t

p

t

; îäåðæèìî

P

x

0

p

0

P

x

t

p

t

<

P

x

t

p

0

P

x

t

p

t

; (3.4.3)

àáî

P

x

t

p

t

P

x

0

p

0

<

P

x

t

p

t

P

x

t

p

0

: (3.4.4)

Ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (3.4.4) ¹ iíäåêñîì íîìiíàëüíîãî äîõî-

äó, ïðàâà - iíäåêñîì öií Ïàøå. Îòæå,

P

p

>M

w

:

Ñòàíîâèùå ñïîæèâà÷à â ïîòî÷íîìó ïåðiîäi áóäå ãiðøèì, íiæ

ó áàçîâîìó.

Iíäåêñ ðåàëüíîãî äîõîäó õàðàêòåðèçó¹ çìiíó êóïiâåëüíî¨

ñïðîìîæíîñòi íîìiíàëüíîãî äîõîäó. ßêùî ïðè ðîçðàõóíêó ií-

äåêñó öií öiíè òîâàðiâ çâàæóþòü çà îá'¹ìàìè ¨õ ïðèäáàííÿ
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â áàçîâîìó àáî ïîòî÷íîìó ïåðiîäi, òî ïðè ðîçðàõóíêó iíäåêñó

ðåàëüíîãî äîõîäó, íàâïàêè, îá'¹ìè ñïîæèâàííÿ êîæíîãî ïåðiî-

äó çâàæóþòü çà öiíàìè áàçîâîãî àáî ïîòî÷íîãî ïåðiîäó. Iíäåêñ

ðåàëüíîãî äîõîäó Ëàñïåéðåñà ìà¹ âèãëÿä

R

L

=

P

p

0

x

t

P

p

0

x

0

; (3.4.5)

à iíäåêñ ðåàëüíîãî äîõîäó Ïàøå

R

P

=

P

p

t

x

t

P

p

t

x

0

: (3.4.6)

Çíàìåíèê (3.4.5) ¹ íîìiíàëüíèì äîõîäîì ó ïåðiîä 0, ÷èñåëü-

íèê - äîõiä, ÿêèé íåîáõiäíèé äëÿ êóïiâëi â ïåðiîä t íàáîðó x

t

ïðè öiíàõ áàçîâîãî ïåðiîäó. ×èñåëüíèê (3.4.6) ¹ íîìiíàëüíèì

äîõîäîì ó ïåðiîä t.

Âèêîðèñòàííÿ iíäåêñiâ (3.4.5) i (3.4.6) äà¹ òîé ñàìèé ðå-

çóëüòàò, ÿêùî öiíè çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè p

t

= p

0

, à çìi-

íþ¹òüñÿ ëèøå íîìiíàëüíèé äîõiä, àáî ÿêùî ïðè íåçìiííîìó

íîìiíàëüíîìó äîõîäi âñi öiíè ìiíÿþòüñÿ â îäíîìó íàïðÿìi.

ßêùî öiíè çìiíþþòüñÿ, òî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ çà �îðìó-

ëàìè (3.4.5) i (3.4.6) ìîæóòü âèÿâèòèñÿ ðiçíèìè. ßêùî îáñÿ-

ãè ñïîæèâàííÿ ðiçíèõ òîâàðiâ çìiíþþòüñÿ â ðiçíèõ íàïðÿìàõ

(ñïîæèâàííÿ îäíèõ çáiëüøó¹òüñÿ, à iíøèõ çìåíøó¹òüñÿ), òî

ìîæå òðàïèòèñü òàê, ùî îäèí iíäåêñ ñâiä÷èòèìå ïðî ðiñò, à

iíøèé - ïðî çíèæåííÿ ðåàëüíîãî äîõîäó.

Iíäåêñè äîõîäó i öií ïîâ'ÿçàíi ïåâíèì ñïiââiäíîøåííÿì. Ïî-

äiëèâøè iíäåêñ íîìiíàëüíîãî äîõîäó íà iíäåêñ öií Ïàøå, îòðè-

ìà¹ìî iíäåêñ äîõîäó Ëàñïåéðåñà

M

w

P

p

=

P

p

t

x

t

P

p

0

x

0

:

P

p

t

x

t

P

p

0

x

t

=

P

p

0

x

t

P

p

0

x

0

� R

L

:

Âiäïîâiäíî ïîäiëèâøè iíäåêñ íîìiíàëüíîãî äîõîäó íà iíäåêñ
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öií Ëàñïåéðåñà, îòðèìà¹ìî iíäåêñ ðåàëüíîãî äîõîäó Ïàøå

M

w

L

p

=

P

p

t

x

t

P

p

0

x

0

:

P

p

t

x

0

P

p

0

x

0

=

P

p

t

x

t

P

p

t

x

0

� R

P

:

Çàâäàííÿ äî ðîçäiëó 3

1.

2.

3.

4. Ïåðåâiðèòè, ùî òîâàð ¹ òîâàðîì �i�åíà, ÿêùî âií ìàëî-

öiííèé i ÷àñòêà äîõîäó, âèòðà÷åíîãî íà öåé òîâàð, ïåðå-

âèùó¹ âiäíîøåííÿ åëàñòè÷íîñòi âiä'¹ìíî¨ êîìïåíñîâàíî¨

öiíè äî åëàñòè÷íîñòi çà äîõîäîì öüîãî òîâàðó.

5. Íåõàé �óíêöiÿ êîðèñíîñòi ìà¹ âèãëÿä u(x

1

; x

2

) =

= max(minf2x

1

; x

2

g; minfx

1

; 2x

2

g). Çîáðàçèòè êëàñè åêâi-

âàëåíòíîñòi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè, ÿêå çîáðàæà¹òüñÿ �óí-

êöi¹þ êîðèñíîñòi u(

�

).
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�îçäië 4

Ñïîæèâ÷èé âèáið:

êiëüêiñíèé ïiäõiä

4.1 Çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi

Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi ïîëÿ ïåðåâàã

(R

L

+

;%), äå % - íåïåðåðâíå, ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå âiäíîøåííÿ

ïåðåâàãè.

Çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi (UMP - utili-

ty maximization problem): ïðè çàäàíèõ ñèñòåìi

öií p � 0 i ðiâíi äîõîäó w > 0 çíàéòè äîïóñòè-

ìèé ñïîæèâ÷èé íàáið, äëÿ ÿêîãî ðiâåíü êîðèñíîñòi

íàéáiëüøèé, òîáòî

u(x)! max; x 2 B

p;w

= f x 2 R

L

+

: p

�

x 6 wg: (UMP)

Òåîðåìà 4.1.1. Íåõàé p� 0 i u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ, òîäi

çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi (UMP) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

77
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Äîâåäåííÿ. ßêùî p � 0, òî áþäæåòíà ìíîæèíà B

p;w

êîìïà-

êòíà, òîáòî îáìåæåíà (äëÿ êîæíîãî l = 1; :::; L; x

l

6

w

p

l

äëÿ

âñiõ x 2 B

p;w

) òà çàìêíóòà. Òîìó çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñ-

ñà íåïåðåðâíà �óíêöiÿ u(

�

) íà êîìïàêòíié ìíîæèíi äîñÿãà¹

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Îòæå, çàäà÷à (UMP) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíié ïàði öiíà-

äîõiä (p;w) 2 R

L

++

�R

++

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó

x(p;w) = fx 2 B

p;w

: u(x) = max

�x2B

p;w

u(�x) g - îïòèìàëüíèõ

ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ çàäà÷i (UMP), íàçèâà¹òüñÿ ïîïèòîì

Âàëüðàñà. ßêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè (p;w) ìíîæèíà x(p;w)

ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, òî íàçâåìî öå âiäîáðàæåííÿ

�óíêöi¹þ ïîïèòó Âàëüðàñà.

1

Òåîðåìà 4.1.2. Íåõàé (R

L

+

;%) - ïîëå ïåðåâàã, u(

�

) íåïåðåðâ-

íà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi, ÿêà çîáðàæà¹ ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå

âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Òîäi ïîïèò Âàëüðàñà âîëîäi¹ âëàñòèâî-

ñòÿìè:

(i) îäíîðiäíèé ñòåïåíÿ íóëü: x(�p; �w) = x(p;w) äëÿ âñiõ

(p;w)� 0 i � > 0;

(ii) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Âàëüðàñà: äëÿ êîæíî¨ ïàðè (p;w)

p

�

x = w äëÿ âñiõ x 2 x(p;w);

(iii) ÿêùî % îïóêëå (u(

�

)- êâàçiââiãíóòà �óíêöiÿ), òî x(p;w)

- îïóêëà ìíîæèíà. Çîêðåìà, ÿêùî % ñòðîãî îïóêëå

1

Âèçíà÷åíó �óíêöiþ ïîïèòó íàçèâàþòü òàêîæ �óíêöi¹þ ïîïèòó Ìàð-

øàëà.
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�èñ. 4.1.1. Çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi:

ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé (a); ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ (á)

(u(

�

) - ñòðîãî êâàçiââiãíóòà), òî ìíîæèíà x(p;w) ñêëà-

äà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ òî÷êè;

(iv) íàïiâíåïåðåðâíèé çâåðõó äëÿ âñiõ (p;w) � 0. Çîêðåìà,

�óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w) íåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. (i) Îñêiëüêè äëÿ âñiõ � > 0; B

�p;�w

= f x 2 R

L

+

:

�p

�

x 6 �w g = f x 2 R

L

+

: p

�

x 6 w g = B

p;w

ìíîæèíà äî-

ïóñòèìèõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ ó çàäà÷i (UMP) ïðè çìiíi öiíè i

äîõîäó â îäíàêîâié ïðîïîðöi¨ � > 0 íå çìiíþ¹òüñÿ, òî çàëèøà-

¹òüñÿ íåçìiííîþ i ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ,

òîáòî äëÿ âñiõ � > 0; x(�p; �w) = x(p;w):

(ii) Âèêîíàííÿ óìîâè Âàëüðàñà âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi ëî-

êàëüíî¨ íåíàñè÷óâàíîñòi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè %. ßêùî p

�

x <
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w äëÿ äåÿêîãî x 2 x(p;w), òîäi iñíó¹ ñïîæèâ÷èé íàáið �x 2 R

L

+

òàêèé, ùî p

�

�x 6 w i �x � x; òîáòî u(�x) > u(x): Öå ñóïåðå÷èòü

òîìó, ùî íàáið x ¹ îïòèìàëüíèì äëÿ çàäà÷i (UMP).

(iii) Íåõàé u(

�

) - êâàçiââiãíóòà �óíêöiÿ i x òà �x; x 6= �x; äâà

äîâiëüíi ñïîæèâ÷i íàáîðè ç ìíîæèíè x(p;w): Îñêiëüêè ìíîæè-

íà B

p;w

- îïóêëà, òî x

�

= �x + (1 � �)�x 2 B

p;w

äëÿ âñiõ � 2

[0; 1℄. Ïîçíà÷èìî ìàêñèìàëüíèé ðiâåíü êîðèñíîñòi ÷åðåç u

�

,

òîáòî u

�

= u(x); äå x 2 x(p;w): Òîäi u(x

�

) > minfu(x); u(�x)g =

u

�

: Îñêiëüêè x

�

2 B

p;w

i u(x

�

) > u

�

; òî x

�

2 x(p;w). Ç öüîãî

âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà x(p;w) îïóêëà.

Ïðèïóñòèìî, ùî u(

�

) ñòðîãî êâàçiââiãíóòà �óíêöiÿ. Íåõàé

ìíîæèíà x(p;w) ìiñòèòü äâà ðiçíi ñïîæèâ÷i íàáîðè x

1

i x

2

: Òîäi

�x =

1

2

x

1

+

1

2

x

2

2 B

p;w

i u(�x) > u

�

: Îäíàê öå ñóïåðå÷èòü òîìó,

ùî x

1

2 x(p;w), x

2

2 x(p;w): Îäåðæàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü,

ùî ìíîæèíà x(p;w) ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ òî÷êè.

(iv) Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü f(p

m

;w

m

)g

1

m=1

! (�p; �w),

(�p; �w) 2 R

L

++

� R

++

, i ïîñëiäîâíiñòü fx

m

g

1

m=1

; x

m

2 x(p

m

;w

m

)

äëÿ âñiõ m òàêà, ùî x

m

! ~x i ~x 62 x(�p; �w): Îñêiëüêè p

m

�

x

m

6

w

m

äëÿ âñiõ m, òî ïðè m ! 1 ìà¹ìî �p

�

~x 6 �w: Îòæå, ñïî-

æèâ÷èé íàáið ~x ìîæå ïðèäáàòè ñïîæèâà÷. Îñêiëüêè ~x íå ¹

îïòèìàëüíèì íàáîðîì, òî u(�x) > u(~x) äëÿ äåÿêîãî �x 2 B

�p;�w

(äèâ. ðèñ. 4.1.2).

Çãiäíî ç íåïåðåðâíiñòþ �óíêöi¨ u(

�

) iñíó¹ íàáið y äîñèòü

áëèçüêèé äî íàáîðó �x òàêèé, ùî �p

�

y < �w i u(y) > u(~x):

Îñêiëüêè (p

m

;w

m

) ! (�p; �w); òî äëÿ äîñèòü âåëèêèõ m ìà¹ìî

p

m

�

y < w

m

: Îòæå, y ¹ åëåìåíòîì áþäæåòíî¨ ìíîæèíè B

p

m

;w

m
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�èñ. 4.1.2.

i u(x

m

) > u(y); áî x

m

2 x(p

m

;w

m

): Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi

m ! 1 â îñòàííié íåðiâíîñòi òà âðàõóâàâøè íåïåðåðâíiñòü

u(

�

), îäåðæèìî, ùî u(~x) > u(y); òîáòî îäåðæèìî ñóïåðå÷íiñòü.

Îòæå, ~x 2 x(�p; �w), òîáòî ïîïèò Âàëüðàñà x(p;w) íàïiâíåïå-

ðåðâíèé çâåðõó.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè âèçíà÷à¹ìî íåïåðåðâíiñòü

�óíêöi¨ ïîïèòó x(p;w) (äèâ. ìàòåìàò. äîäàòîê).

Ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) íåïåðåðâíî äè�å-

ðåíöiéîâíà. Íåîáõiäíèìè óìîâàìè îïòèìàëüíîñòi äëÿ çàäà÷i

(UMP) ¹ óìîâè Êóíà-Òàêêåðà (äèâ. ìàòåìàò. äîäàòîê): ÿêùî

x

�

2 x(p;w) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (UMP), òî iñíó¹ ìíîæíèê Ëà-

ãðàíæà � > 0 òàêèé, ùî äëÿ âñiõ i = 1; :::; L:

1

�u(x

�

)

�x

i

6 � p

i

; âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü, ÿêùî x

�

i

> 0: (4.1.1)
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Ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi óìîâè (4.1.1) ìàòèìóòü âèãëÿä

r u(x

�

) 6 � p ; (4.1.2)

x

�

�

[ r u(x

�

)� � p ℄ = 0: (4.1.3)

Çîêðåìà, ÿêùî îïòèìàëüíèé ñïîæèâ÷èé íàáið ¹ âíóòði-

øíiì äëÿ ñïîæèâ÷î¨ ìíîæèíè (òîáòî, ÿêùî x

�

� 0 - çàêó-

ïîâóþòü âñi âèäè òîâàðiâ ), òî óìîâè îïòèìàëüíîñòi íàáóäóòü

âèãëÿäó

r u(x

�

) = � p ( MU( x

�

) = � p ) : (4.1.4)

Ó âèïàäêó âíóòðiøíüîãî îïòèìóìó, óìîâà (4.1.4) çàñâiä÷ó¹,

ùî âåêòîð MU(x

�

) ãðàíè÷íî¨ êîðèñíîñòi â òî÷öi îïòèìóìó

ïðÿìî ïðîïîðöiéíèé âåêòîðó p öií.

�îçãëÿíåìî âèïàäîê äâîõ òîâàðiâ L = 2: Òîäi îïòèìàëüíèé

ñïîæèâ÷èé íàáið x

�

, çà óìîâè, ùî êîæíèé òîâàð êóïó¹òüñÿ,

çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü

MU

1

(x

�

) � � p

1

= 0;

MU

2

(x

�

) � � p

2

= 0:

(4.1.5)

1

Çàäà÷ó (UMP) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

� u(x)! min; x 2 R

L

h(x) = p

�

x� w 6 0; h

j

(x) = �x

j

6 0; j = 1; :::; L:

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i óìîâè Êóíà-Òàêêåðà âèãëÿäàòèìóòü òàê:

�

�u(x

�

)

�x

i

+ � p

i

+ �

i

= 0; i = 1; :::; L;

� (p

�

x

�

� w) = 0; �

i

(�x

�

i

) = 0; i = 1; :::; L;

äå x

�

2 fx 2 R

L

+

: p

�

x 6 w; g; � > 0; �

i

> 0; i = 1; :::; L:
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Êðiì òîãî, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (UMP) íàëåæèòü äåÿêié êðè-

âié áàéäóæîñòi u(x) = u

�

, òîäi íàõèë öi¹¨ êðèâî¨ â òî÷öi x

�

çíàõîäèìî ç âèðàçó

d u(x

1

; x

2

) = MU

1

(x

1

; x

2

) d x

1

+ MU

2

(x

1

; x

2

) d x

2

= 0

i äîðiâíþ¹

d x

2

d x

1

�

�

�

u(x)=u

�

= �

MU

1

(x

�

)

MU

2

(x

�

)

:

Âðàõóâàâøè ðiâíÿííÿ (4.1.5), îäåðæèìî, ùî â òî÷öi îïòèìóìó

x

�

áþäæåòíà ïðÿìà i âiäïîâiäíà êðèâà áàéäóæîñòi äîòèêàþ-

òüñÿ.

Öåé �àêò ñïðàâäæó¹òüñÿ i ó âèïàäêó L > 2; òîáòî ïîâåðõ-

íÿ áàéäóæîñòi â òî÷öi îïòèìóìó äîòèêà¹òüñÿ áþäæåòíî¨ ãi-

ïåðïëîùèíè.

ßêùî MU(x

�

) � 0, òî â òî÷öi îïòèìóìó ìîæíà îòðèìà-

òè äåÿêi êëàñè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ öiíàìè òà ãðàíè÷íèìè

íîðìàìè çàìiùåííÿ.

Òåîðiþ ãðàíè÷íî¨ êîðèñíîñòi ðîçðîáèëè íåçàëåæíî i ìàéæå

îäíî÷àñíî òðè åêîíîìiñòè: Ñ.Äæåâîíñ, Ê.Ìåíãåð i Ë.Âàëüðàñ.

Äæåâîíñ, Ìåíãåð i Âàëüðàñ êîðèñíiñòü òîâàðó l çîáðàæàëè çà

äîïîìîãîþ �óíêöi¨ u

l

(x

l

), ÿêà çàëåæèòü âiä ñïîæèòî¨ êiëüêî-

ñòi öüîãî òîâàðó, ÿêà ìà¹ íåïåðåðâíó ìîíîòîííî ñïàäíó ïîõi-

äíó. Êîðèñíiñòü âiä ñïîæèòîãî íàáîðó òîâàðiâ äëÿ ñïîæèâà÷à

â öüîìó âèïàäêó u(x) =

L

P

l=1

u(x

l

): Íåõàé ñïîæèâàííÿ òîâàðó k

çáiëüøèëîñü íà âåëè÷èíó d x

k

i ñïîæèâàííÿ òîâàðó l çìåíøè-

ëîñü íà âåëè÷èíó d x

l

( d x

k

äîäàòíå, d x

l

âiä'¹ìíå). Êîðèñíiñòü

ñïîæèòîãî íàáîðó çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ çà óìîâè, ÿêùî ñïî-

æèâà÷ áàéäóæèé äî ðåçóëüòàòó îäíî÷àñíî¨ çìiíè öèõ äâîõ âå-

ëè÷èí, òîáòî, ÿêùî

d u = u

0

l

d x

l

+ u

0

k

d x

k

= 0;
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àáî

�

d x

k

d x

l

�

�

�

du=0

=

u

0

l

u

0

k

:

Öå âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ íîðìîþ çàìiùåííÿ òî-

âàðó l òîâàðîì k (MRS

l k

(x) -marginal rate of substitution of

good l for good k at x): çàñâiä÷ó¹, ÿêó êiëüêiñòü òîâàðó k ñïî-

æèâà÷ ïîâèíåí âèçíà÷èòè äëÿ êîìïåíñàöi¨, ÿêùî âií çìåíøèòü

íà îäíó îäèíèöþ ñïîæèâàííÿ òîâàðó l äëÿ òîãî, ùîá ðiâåíü

êîðèñíîñòi ñïîæèâàííÿ íå çìiíèâñÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ãðà-

íè÷íà íîðìà çàìiùåííÿ òîâàðó l íà òîâàð k çàëåæèòü âiä ñïî-

æèòî¨ êiëüêîñòi òîâàðiâ k i l i íå çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi x

j

ií-

øèõ òîâàðiâ. Öÿ âëàñòèâiñòü ïîãàíî óçãîäæó¹òüñÿ ç äiéñíiñòþ.

Íàïðèêëàä, êiëüêiñòü âîäè, ÿêà êîìïåíñó¹ çàäàíå çìåíøåííÿ

êiëüêîñòi âèíà, ïîâèííà çàãàëîì çàëåæàòè âiä êiëüêîñòi ïèâà,

ÿêà ¹ íàÿâíà ó ñïîæèâà÷à.

Äëÿ òîãî ùîá çîáðàçèòè íîðìè ãðàíè÷íèõ çàìiùåíü, ÿêi

íå âîëîäiþòü çàçíà÷åíîþ âëàñòèâiñòþ, �äæâîðò ó 1881 ð. ââiâ

òàêó �îðìàëiçàöiþ. Ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi u(x

1

; :::; x

L

) çàëåæèòü

âiä L àðãóìåíòiâ x

l

: Íåõàé öÿ �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà i âiä-

áóâà¹òüñÿ çìiíà ñïîæèâàííÿ òiëüêè òîâàðiâ x

l

i x

k

âiäïîâiäíî

íà d x

l

i d x

k

áåç çìiíè ðiâíÿ êîðèñíîñòi. Òîäi

�u(x)

�x

l

d x

l

+

�u(x)

�x

k

d x

k

= 0:

Çâiäñè, ÿêùî ñïîæèâà÷ çìåíøó¹ ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

l

íà

d x

l

< 0 îäèíèöü, òî ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

k

çáiëüøèòüñÿ íà

d x

k

=

�u(x)=�x

l

�u(x)=�x

k

(�d x

l

) îäèíèöü áåç çìiíè ðiâíÿ êîðèñíîñòi.

Îòæå, ãðàíè÷íà íîðìà çàìiùåííÿ òîâàðó l íà òîâàð k âè-

çíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäíîøåííÿ

�

d x

k

d x

l

�

�

�

du=0

=

�u(x)=�x

l

�u(x)=�x

k

�

�

�

�

du=0

=

MU

l

(x)

MU

k

(x)

�

�

�

�

du=0

= MRS

l k

(x):
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�ðàíè÷íà íîðìà çàìiùåííÿ ìîæå íàáóâàòè ðiçíi çíà÷åííÿ, ìî-

æå äîðiâíþâàòè íóëþ, ìîæå áóòè ñòàëîþ àáî çìiíþâàòèñÿ, ðó-

õàþ÷èñü óçäîâæ êðèâî¨ áàéäóæîñòi. Ó âèïàäêó îïóêëîãî âiä-

íîøåííÿ ïåðåâàãè, ÿê íà ðèñ. 4.1.3, MRS ñïàäà¹ ïî ìiði çà-

ìiùåííÿ îäíîãî òîâàðó iíøèì, òîáòî ñïîæèâà÷ ïîãîäæó¹òüñÿ

âiääàâàòè âñå ìåíøó êiëüêiñòü òîâàðó, ÿêèé çàìiùó¹òüñÿ, çà òó

ñàìó êiëüêiñòü òîâàðó, ÿêèé éîãî çàìiùó¹ (àíàëîã ñïàäàþ÷î¨

ãðàíè÷íî¨ êîðèñíîñòi).

Íà ðèñ. 4.1.3,á çîáðàæåíî, ùî ñïîæèâà÷, ïåðåáóâàþ÷è â

òî÷öi A, ãîòîâèé âiääàòè x

1

2

x

2

2

ïðîäóêòó x

2

âçàìií ïðèðîñòó

ïðîäóêòó x

1

íà x

1

1

x

2

1

. Ïðîòå, ìàþ÷è íàáið C, âií çà ðiâíîâåëè-

êèé ïðèðiñò ïðîäóêòó x

1

(x

3

1

x

4

1

= x

1

1

x

2

1

) çãiäíèé âiääàòè ëèøå

x

3

2

x

4

2

ïðîäóêòó x

2

, âåëè÷èíà ÿêîãî ìåíøà çà x

1

2

x

2

2

.

Íåõàé çàäàíî ïîëå ïåðåâàã (R

2

;%) i �óíêöiþ êîðèñíîñòi

u(

�

), ÿêà çîáðàæà¹ ñòðîãî ìîíîòîííå (ñïðàâäæó¹ àêñiîìó íåíà-

ñè÷óâàíîñòi ) i ñòðîãî îïóêëå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî u(

�

) äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà. �iâíÿííÿ êðèâî¨

áàéäóæîñòi u(x

1

; x

2

) = �u âèçíà÷à¹ x

2

ÿê íåÿâíó �óíêöiþ x

1

i

d x

2

d x

1

= �

�u(x

1

; x

2

(x

1

))

�x

1

.

�u(x

1

; x

2

(x

1

))

�x

2

:

Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ñòðîãî ìîíîòîííå, òî

�u(x

1

; x

2

(x

1

))

�x

1

> 0 i

�u(x

1

; x

2

(x

1

))

�x

2

> 0;

òîáòî âçäîâæ êðèâî¨ áàéäóæîñòi

d x

2

d x

1

< 0: Îñêiëüêè âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè ñòðîãî îïóêëå, òî êðèâà áàéäóæîñòi îïóêëà i

d

2

x

2

d x

2

1

> 0: Îòæå,

d(MRS

1 2

)

d x

1

= �

d

2

x

2

d x

2

1

< 0 i ãðàíè÷íà íîðìà

çàìiùåííÿ òîâàðó x

1

íà òîâàð x

2

ñïàäà¹.

Çàóâàæèìî, ùî íîðìà ãðàíè÷íîãî çàìiùåííÿ ¹ iíâàðiàí-

òíîþ ñòîñîâíî áóäü-ÿêî¨ çìiíè iíäåêñó êîðèñíîñòi. Ñïðàâäi,
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�èñ. 4.1.3. �ðàíè÷íà íîðìà çàìiùåííÿ

íåõàé v(x) = f(u(x)); äå f(

�

) ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à i äè�åðåí-

öiéîâíà �óíêöiÿ. Òîäi

MRS

v

1 2

(x) =

MV

1

(x)

MV

2

(x)

=

f

0

(

�

)MU

1

(x)

f

0

(

�

)MU

2

(x)

=

MU

1

(x)

MU

2

(x)

=MRS

u

1 2

(x):

Ôîðìè êðèâèõ áàéäóæîñòi ñâiä÷àòü ïðî ãîòîâíiñòü çàìiíè-

òè îäèí òîâàð iíøèì.

Äëÿ äâîõ àáñîëþòíî âçà¹ìîçàìiííèõ òîâàðiâ MRS(x) =

a = 
onst: Ó öüîìó âèïàäêó êðèâi áàéäóæîñòi ¹ ïðÿìèìè ëiíi-

ÿìè (ëiíiÿ u

1

ðèñ. 4.1.4 )

dx

2

dx

1

= �a ) x

2

+ ax

1

= 
:
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�èñ. 4.1.4. Òèïè êðèâèõ áàéäóæîñòi

Çàçâè÷àé òàêi òîâàðè ðîçãëÿäàþòü ÿê îäèí òîâàð.

Ìîæëèâi âèïàäêè, êîëè òîâàðè íå ìîæóòü çàìiíþâàòè îäèí

îäíîãî, íàïðèêëàä, ëiâèé i ïðàâèé òó�åëü. Òàêi òîâàðè àáñî-

ëþòíî äîïîâíþþòü îäèí îäíîãî. Ó öüîìó âèïàäêó êðèâi áàé-

äóæîñòi âèðîäæóþòüñÿ â äâà âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi âiäðiç-

êè (u

2

ðèñ. 4.1.4 ): ÿêùî MRS

21

= 0, òî x

2

= a; ÿêùî MRS

21

=

1, òî x

1

= a (MRS

12

= 0). Iíêîëè ìîæëèâî, ùî ÷èì áiëüøå

äåÿêîãî òîâàðó ìà¹ ñïîæèâà÷, òèì áiëüøå âií õîòiâ áè éîãî

ìàòè. Òîäi êðèâà áàéäóæîñòi ââiãíóòà i íîðìà ãðàíè÷íîãî çà-

ìiùåííÿ çðîñòà¹ (u

3

ðèñ. 4.1.4). Âàðòî çàóâàæèòè , ùî íi îäèí

iç öèõ âàðiàíòiâ íå ìîæíà âèêëþ÷èòè ç ðîçãëÿäó, ïðîòå îïó-

êëiñòü êðèâèõ áàéäóæîñòi i ñïàäàííÿ ãðàíè÷íî¨ íîðìè çàìi-

ùåííÿ âiäîáðàæà¹ íàéáiëüø çàãàëüíó òà ïîøèðåíó ñèòóàöiþ.

Ïîðÿäêîâà òåîðiÿ êîðèñíîñòi êîíöåíòðó¹ óâàãó íà I êâà-

äðàíòi êàðòè áàéäóæîñòi (ðèñ. 4.1.5). Â öüîìó êâàäðàíòi àêñi-

îìà íåíàñè÷óâàíîñòi âèêîíó¹òüñÿ äëÿ îáîõ òîâàðiâ, òîäi ÿê â

III êâàäðàíòi ïîòðåáà ñïîæèâà÷à â îáîõ òîâàðàõ íàñè÷åíà i
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�èñ. 4.1.5. Àêñiîìà íåíàñè÷óâàíîñòi ñïðàâäæó¹òüñÿ ëèøå â I

êâàäðàíòi

çáiëüøåííÿ ¨õ ñïîæèâàííÿ ïðèçâåäå ëèøå äî ïåðåíàñè÷åííÿ.

Â êâàäðàíòi II íàäëèøêîâèì áóâ áè ëèøå ðiñò ñïîæèâàííÿ

òîâàðó x

2

; à â êâàäðàíòi IV - òîâàðó x

1

:

Ëèøå I êâàäðàíò öiêàâèé äëÿ ñòâîðåííÿ òåîði¨ ñïîæèâàí-

íÿ i ëèøå â íüîìó iñíó¹ ïðîáëåìà âèáîðó òà ¨¨ îïòèìàëüíå

ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ äâîõ òîâàðiâ l i k, ÿêi ñïîæèâàþòü ó òî÷öi

îïòèìóìó, íîðìà ãðàíè÷íîãî çàìiùåííÿ òîâàðó l íà òîâàð k

äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ öií p

l

äî p

k

(äèâ. ðèñ.4.1.6)

MRS

l k

(x

�

) =

MU

l

(x

�

)

MU

k

(x

�

)

�

�

�

�

u(x)=u

�

=

p

l

p

k

: (4.1.6)

�îçãëÿíåìî äâà òîâàðè k i l, äå òîâàð k ñïîæèâà¹òüñÿ. Òîäi çi

ñïiââiäíîøåííÿ (4.1.1) îäåðæó¹ìî

MRS

l k

(x

�

) =

MU

l

(x

�

)

MU

k

(x

�

)

6

p

l

p

k

:
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�ðàíè÷íà íîðìà çàìiùåííÿ òîâàðó l íà òîâàð k ìåíøà àáî äî-

ðiâíþ¹ âiäíîøåííþ öiíè p

l

äî öiíè p

k

(òîáòî öiíà p

l

äîñèòü

âèñîêà äëÿ òîãî, ùîá ñïîæèâà÷ õîòiâ êóïèòè öåé òîâàð). Íà

ðèñ. 4.1.6, á çîáðàæåíî âèïàäîê, ïðè ÿêîìó òîâàð x

2

íå ñïî-

æèâà¹òüñÿ.

Ìíîæíèê Ëàãðàíæà � â óìîâàõ îïòèìàëüíîñòi (4.1.2) i

(4.1.3) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê õàðàêòåðèñòèêó çìiíè âåëè÷è-

íè îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi u

�

= u(x(p;w))

ïðè çìiíi êîíñòàíòè îáìåæåííÿ w:

1

� =

� u

�

� w

:

Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ ïîïèòó x(p;w) äè�åðåí-

öiéîâíà i x(p;w)� 0: Âðàõîâóþ÷è âèêîíàííÿ óìîâè Âàëüðàñà

p

�

x(p;w) = w i çîêðåìà p

�

D

w

x(p;w) = 1 òà óìîâó (4.1.4),

ìà¹ìî

� u

�

� w

= ru(x(p;w))

�

D

w

x(p;w) = � p

�

D

w

x(p;w) = �:

Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè âñi òîâàðè êóïóþòüñÿ, îïòèìàëüíèé

ìíîæíèê Ëàãðàíæà �, ùî çà �îðìóëîþ (4.1.4) âèçíà÷à¹òüñÿ

ÿê âiäíîøåííÿ ãðàíè÷íî¨ êîðèñíîñòi òîâàðó äî âiäïîâiäíî¨ öi-

íè, ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ãðàíè÷íó êîðèñíiñòü äîõîäó ñïî-

æèâà÷à ( àáî ãðàíè÷íó êîðèñíiñòü ãðîøåé ). Âåëè÷èíà � çà-

ñâiä÷ó¹, íàñêiëüêè þòèëiâ çáiëüøèòüñÿ çàãàëüíà êîðèñíiñòü

ïðè çáiëüøåííi äîõîäó ñïîæèâà÷à íà 1 ãðí.

2

1

Çíàþ÷è âåëè÷èíó çíà÷åííÿ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà ìîæíà îòðèìàòè

öiííó ií�îðìàöiþ ïðî çàäà÷ó. Ìíîæíèêè Ëàãðàíæà, ÿêi âiäïîâiäàþòü

ðîçâ'ÿçêîâi çàäà÷i, âèìiðþþòü ÷óòëèâiñòü îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ öiëüî-

âî¨ �óíêöi¨ äî çìiíè êîíñòàíò îáìåæåííÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî äåÿêèé ìíî-

æíèê Ëàãðàíæà äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ìàëi çìiíè âiäïîâiäíî¨ êîíñòàíòè

îáìåæåííÿ íå ìàþòü íiÿêîãî âïëèâó íà îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ öiëüîâî¨

�óíêöi¨.
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�èñ. 4.1.6. �îçâ'ÿçîê âíóòðiøíié (a); ðîçâ'ÿçîê êóòîâèé (á)

�iâíiñòü (4.1.4) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

MU

1

(x

�

)

p

1

= ::: =

MU

L

(x

�

)

p

L

= �: (4.1.7)

Öþ ðiâíiñòü ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè òàê.ÂiäíîøåííÿMU

l

(x

�

)=p

l

- öå ïðèðiñò çàãàëüíî¨ êîðèñíîñòi ïðè çáiëüøåííi âèäàòêiâ ñïî-

æèâà÷à íà òîâàð l íà îäíó ãðîøîâó îäèíèöþ.

Îòîæ, ðiâíiñòü (4.8.25) çàñâiä÷ó¹, ùî â îïòèìóìi êîðè-

ñíiñòü, ÿêó îòðèìàëè çà ðàõóíîê îñòàííüî¨ ãðîøîâî¨ îäèíèöi

ïîòðà÷åíî¨ íà êóïiâëþ áóäü-ÿêîãî òîâàðó, îäíàêîâà, íåçàëå-

æíî âiä òîãî, íà ÿêèé ñàìå òîâàð âîíà âèòðà÷åíà. Öåé �àêò

íàçèâà¹òüñÿ äðóãèì çàêîíîì �îñåíà.

Çìiñò �îðìóëè (4.1.2) ïîëÿãà¹ â òîìó, ÿêùî 1 ãðèâíÿ, ÿêó

âèòðàòèëè íà êóïiâëþ òîâàðó l, ïðèíîñèòü íåäîñòàòíüî âåëèêó

2

ßêùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) çîáðàæà¹ ñòðîãî ìîíîòîííå âiäíîøåí-

íÿ ïåðåâàãè %, òîáòî ru(x) � 0 äëÿ âñiõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ x, òîäi ç

óìîâè (4.1.4) âèïëèâà¹, ùî � > 0 äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (UMP).
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êîðèñòü äëÿ ñïîæèâà÷à, òî âií âiäìîâëÿ¹òüñÿ âiä ñïîæèâàííÿ

öüîãî òîâàðó.

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî óìîâè (4.1.2) i (4.1.3) ¹ ëèøå

íåîáõiäíèìè óìîâàìè äëÿ òîãî, ùîá x

�

2 x(p;w): ßêùî ïðè-

ïóñòèòè, ùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) êâàçiââiãíóòà, ìîíîòîííà

i ru(x) 6= 0 äëÿ âñiõ x 2 R

L

+

, òî óìîâè Êóíà-Òàêêåðà ¹ äîñòà-

òíiìè óìîâàìè îïòèìàëüíîñòi ( äèâ. ìàòåìàò. äîäàòîê).

Ïðèêëàä 4.1.1. Ìîäåëü �.Ñòîóíà

u(x) =

L

Y

i=1

( x

i

� a

i

)

�

i

! max; x 2 B

p;w

=fx 2 R

L

+

: p

�

x 6 wg;

(4.1.8)

äå a

i

- ìiíiìàëüíî íåîáõiäíà êiëüêiñòü i-ãî òîâàðó, ÿêó êóïóþòü

â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó, i íå ¹ ïðåäìåòîì âèáîðó.

Äëÿ òîãî ùîá íàáið (a

1

; :::; a

L

) ìiã êóïèòè ñïîæèâà÷, íåîá-

õiäíî, ùîá ðiâåíü äîõîäó w ñïîæèâà÷à áóâ áiëüøèì çà

L

P

i=1

p

i

a

i

- êiëüêiñòü ãðîøåé ïîòðiáíèõ äëÿ êóïiâëi öüîãî íàáîðó. Êî-

å�iöi¹íòè ñòåïåíÿ �

i

> 0 õàðàêòåðèçóþòü âiäíîñíó öiííiñòü

òîâàðó äëÿ ñïîæèâà÷à.

Ïðè¹äíàâøè äî ðiâíÿííÿ (4:1:4) áþäæåòíå îáìåæåííÿ,

îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî

íàáîðó

�

j

u(x)

x

j

� a

j

� � p

j

= 0; j = 1; :::; L; (4.1.9)

L

X

j=1

p

j

x

j

= w (4.1.10)
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äëÿ äåÿêîãî � > 0: Ç ðiâíÿííÿ (4:1:9) çíàõîäèìî

x

j

= a

j

+

�

j

u(x)

� p

j

; j = 1; :::; L: (4.1.11)

Äîìíîæèìî êîæíå j - ðiâíÿííÿ (4:1:11) íà � p

j

òà ïiäñóìó¹ìî

çà âñiìà j, âðàõóâàâøè áþäæåòíå îáìåæåííÿ (4:1:10), ìà¹ìî

u(x)

�

=

w �

L

P

j=1

p

j

a

j

L

P

j=1

�

j

:

Çâiäêè çíàõîäèìî �óíêöiþ ïîïèòó íà òîâàðè

x

j

= a

j

+

�

j

(w �

L

P

j=1

p

j

a

j

)

p

j

L

P

j=1

�

j

; j = 1; :::; L:

Öié �óíêöi¨ ëåãêî äàòè iíòåðïðåòàöiþ. Ñïî÷àòêó êóïóþòü ìi-

íiìàëüíî íåîáõiäíó êiëüêiñòü êîæíîãî âèäó òîâàðó a

j

, ïîòiì

ñóìó ãðîøåé, ÿêà çàëèøèëàñÿ ïiñëÿ öi¹¨ ïîêóïêè, ðîçïîäiëÿ-

þòü ïðîïîðöiéíî "âàãàì" öiííîñòi �

j

: Ïîäiëèâøè êiëüêiñòü

ãðîøåé íà öiíó p

j

, îòðèìà¹ìî äîäàòêîâó êiëüêiñòü j-ãî òîâàðó

i äîäà¹ìî éîãî äî a

j

:

Ìîäåëü Ñòîóíà ìà¹ ðiçíi ÷àñòêîâi âèïàäêè, íàïðèêëàä, íå-

õàé âñi a

j

= 0, à âñi �

j

ðiâíi ìiæ ñîáîþ, òîäi x

j

=

w

Lp

j

; j =

1; :::; L (òîáòî, äîõiä äiëèòüñÿ íà L ðiâíèõ ÷àñòèí i ïîïèò íà

òîâàð j âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ÷àñòêà âiä äiëåííÿ îäåðæàíî¨ ñóìè

ãðîøåé íà öiíó òîâàðó ). Ìè áà÷èìî, ùî ïîïèò ðîñòå ïðè ðî-

ñòi äîõîäó ç åëàñòè÷íiñòþ, ÿêà äîðiâíþ¹ îäèíèöi, i çìåíøó¹-

òüñÿ ç ðîñòîì öiíè ç åëàñòè÷íiñòþ, ÿêà äîðiâíþ¹ ìiíóñ îäèíèöi.
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Òîáòî, êîæíèé òîâàð ó öié ìîäåëi íîðìàëüíèé i öiííèé, âñi òî-

âàðè íåçàëåæíi. Êðiì òîãî, ïîïèò ðîñòå äî íåñêií÷åííîñòi ïðè

íåñêi÷åííîìó ðîñòi äîõîäó, òàêi òîâàðè íàçèâàþòü òîâàðàìè

ðîçêîøi. N

Ùîá îïèñàòè ðiçíi �îðìè ïîâåäiíêè ïîïèòó íà ðiçíi òîâà-

ðè, òðåáà, ùîá ìîäåëü ìiñòèëà iíøi ñêëàäíiøi âèäè �óíêöié

êîðèñíîñòi. Íàïðèêëàä, äëÿ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi Òîðíêâiñòà

u(x

1

; x

2

) = x

a

1

x

a�b

2

(x

1

+ b � a)

�b

;

äå a; b - ïàðàìåòðè ìîäåëi, �óíêöiÿ ïîïèòó ìà¹ âèãëÿä

(i) x

1

=

aw

w + b p

1

- �óíêöiÿ ïîïèòó íà òîâàðè ïåðøî¨ íå-

îáõiäíîñòi,

(ii) x

2

=

w (w + p

1

( b � a ))

p

2

(w + b p

1

)

- �óíêöiÿ ïîïèòó íà òîâàðè

ðîçêîøi.

4.2 Íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

Äëÿ êîæíî¨ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w) 2 R

L

++

� R

++

îïòèìàëüíèé

ðiâåíü êîðèñíîñòi çàäà÷i (UMP) ïîçíà÷èìî ÷åðåç v(p;w) 2 R;

òîáòî v(p;w) = u

�

= u(x

�

) äëÿ áóäü-ÿêîãî x

�

2 x(p;w):

Îçíà÷åííÿ 4.2.1. Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíié ïàði öiíà-

äîõiä (p;w) 2 R

L

++

� R

+

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî

v(p;w) íàçèâà¹òüñÿ íåïðÿìîþ �óíêöi¹þ êîðèñíîñòi.
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Òåîðåìà 4.2.1. Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè. Òîäi íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi v(p;w) âî-

ëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

(i) îäíîðiäíà ñòåïåíÿ íóëü: v(�p; �w) = v(p;w) äëÿ âñiõ

(p;w)� 0 i � > 0;

(ii) ñòðîãî çðîñòà¹ çà çìiííîþ w i íå çðîñòà¹ çà çìiííîþ

p

l

äëÿ âñiõ l;

(iii) êâàçiîïóêëà, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ (p

i

;w

i

) � 0, i = 1; 2

i äëÿ áóäü-ÿêîãî � 2 [0; 1℄; v(�p

1

+ (1 � �)p

2

; �w

1

+

(1� �)w

2

) 6 maxfv(p

1

;w

1

) ; v(p

2

;w

2

)g;

(iv) íåïåðåðâíà çà çìiííèìè p i w.

Äîâåäåííÿ. (i) Îñêiëüêè ïîïèò Âàëüðàñà x(p;w) ¹ îäíîðiäíèì

ñòåïåíÿ íóëü, òî v(�p; �w) = u(x(�p; �w)) = u(x(p;w)) =

v(p;w) äëÿ âñiõ (p;w)� 0 i � > 0:

(ii) Îñêiëüêè % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå, òî îïòèìàëüíèé

âèáið ñïîæèâà÷à ¹ òî÷êîþ äîòèêó ïîâåðõíi ðiâíÿ �óíêöi¨ êî-

ðèñíîñòi äî áþäæåòíî¨ ãiïåðïëîùèíè. Òîäi çi çðîñòàííÿì äîõî-

äó w öåé ðîçâ'ÿçîê ïåðåáóâàòèìå íà ïîâåðõíi áàéäóæîñòi, ÿêà

âiäïîâiäà¹ âèùîìó ðiâíþ êîðèñíîñòi, òîáòî �óíêöiÿ v(p;w)

ñòðîãî çðîñòà¹ çà çìiííîþ w:

Íåõàé B

�p;w

= fx 2 R

L

+

: �p

�

x 6 wg i �p

l

> p

l

(�p

j

= p

j

;

j 6= l), l = 1; :::; L: Òîäi B

�p;w

� B

p;w

: Îòæå, max

x2B

p;w

u(x) >

max

x2B

�p;w

u(x); òîáòî v(p;w) > v(�p;w):
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(iii) Íåõàé (p

1

;w

1

) i (p

2

;w

2

) äîâiëüíi òî÷êè ìíîæèíè R

L

++

�

R

++

. �îçãëÿíåìî òî÷êó (p

�

;w

�

) = (�p

1

+ (1��)p

2

; �w

1

+ (1�

�)w

2

); � 2 [0; 1℄: Íåõàé x

�

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (UMP) äëÿ ïàðè

(p

�

;w

�

). Òîäi x

�

2 B

p

1

;w

1

àáî x

�

2 B

p

2

;w

2

. ßêùî öå íå òàê, òî

p

1

�

x

�

> w

1

i p

2

�

x

�

> w

2

. Çâiäñè ìà¹ìî (�p

1

+ (1��)p

2

)

�

x

�

>

�w

1

+ (1��)w

2

; à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî x

�

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(UMP) äëÿ ïàðè (p

�

;w

�

).

Îòîæ, ÿêùî x

�

2 B

p

1

;w

1

, òî v(p

�

;w

�

) = u(x

�

) 6 v(p

1

;w

1

);

àáî x

�

2 B

p

2

;w

2

, òî v(p

�

;w

�

) = u(x

�

) 6 v(p

2

;w

2

); òîáòî

v(p

�

;w

�

) 6 maxfv(p

1

;w

1

) ; v(p

2

;w

2

)g äëÿ âñiõ � 2 [0; 1℄:

(iv)Äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi v(p;w)=

u(x(p;w)) i âiäïîâiäíî¨ âëàñòèâîñòi ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w)

(âëàñòèâiñòü (iv) òåîðåìè 4.2).

Ïðèêëàä 4.2.1. Íåõàé ñïîæèâà÷ ñâié âèáið âèêîíó¹ çà äîïî-

ìîãîþ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi Êîáà-Äóãëàñà u(x

1

; x

2

) = k x

�

1

x

1��

2

ïðè äåÿêîìó � 2 (0; 1) i k > 0:

Òîäi çàäà÷à (UMP) ìàòèìå âèãëÿä

k x

�

1

x

1��

2

! max; x 2 R

2

+

;

p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w:

Îñêiëüêè îïòèìàëüíèé âèáið (x

1

(p;w); x

2

(p;w)) ¹ ñòðîãî äîäà-

òíèì, òîäi çãiäíî ç (1:4:4) ìà¹ìî

k� x

��1

1

x

1��

2

� � p

1

= 0;

k(1� �) x

�

1

x

��

2

� � p

2

= 0;
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äëÿ äåÿêîãî � > 0. Çâiäñè

p

1

x

1

=

�

1� �

p

2

x

2

àáî, âðàõóâàâøè áþäæåòíå îáìåæåííÿ,

p

1

x

1

=

�

1� �

(w � p

1

x

1

):

Îòæå, ïîïèò íà òîâàðè x

1

i x

2

îïèñó¹òüñÿ �óíêöiÿìè

x

1

=

�w

p

1

;

x

2

=

(1� �) w

p

2

:

Òåïåð ìîæíà çàïèñàòè íåïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíîñòi

v(p;w) = u(x(p;w)) =

�

k �

�

(1� �)

��1

�

p

1

��

p

2

��1

w:

N

4.3 Çìiíà öií i äîõîäó: âèïàäîê äâîõ

òîâàðiâ

Ïðè çàäàíèõ öiíàõ (p

1

; p

2

) i äîõîäi w îïòèìóì x

�

= (x

�

1

; x

�

2

)

ñïîæèâà÷à âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ MRS

1 2

(x

�

) =

p

1

p

2

: ßê áóäå

âåñòè ñåáå ñïîæèâà÷ ïðè çìiíi öiíè i äîõîäó?

Íà ðèñ. 4.3.7 (âãîði) ïîêàçàíî çìiíó îïòèìóìó ñïîæèâà÷à

ïðè çìiíi öiíè íà òîâàð x

1

i íå çìiííié ñòðóêòóði ïåðåâàãè òà
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�èñ. 4.3.7. Êðèâà öiíè-ñïîæèâàííÿ i çâè÷àéíà �óíêöiÿ ïîïèòó

íåçìiííîìó äîõîäi w = �w i öiíè p

2

= �p

2

íà òîâàð x

2

. Ïðè ñïà-

äàííi öiíè p

1

äî �p

1

, áþäæåòíà ïðÿìàKL (ç íàõèëîì�

p

1

p

2

) îáåð-

òà¹òüñÿ íàâêîëî òî÷êè K ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè i çàéìà¹

ïîëîæåííÿ KL

1

(ç íàõèëîì �

�p

1

p

2

). Òåïåð ñïîæèâà÷ ìîæå êó-

ïèòè áiëüøå òîâàðó x

1

, ÿêùî âií âèêîðèñòà¹ âåñü ñâié äîõiä, i,

çîêðåìà, éîìó äîñòóïíi âñi êðèâi áàéäóæîñòi, ÿêi áiëüø âiääà-

ëåíi âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Îïòèìóì ñïîæèâà÷à çìiùó¹òüñÿ

ç òî÷êè A

1

â òî÷êó A

2

: Ç'¹äíàâøè âñi ïîäiáíi òî÷êè, îäåðæè-

ìî êðèâó AA, ÿêà âèçíà÷à¹ ãðà�iê �óíêöi¨ x

�

2

= x

�

2

( x

�

1

; �p

2

; �w),
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ÿêó íàçèâàþòü êðèâîþ öiíè-ñïîæèâàííÿ. Âîíà çîáðàæà¹ ìíî-

æèíó âñiõ îïòèìàëüíèõ êîìáiíàöié òîâàðiâ x

1

i x

2

ïðè çìiíi

öiíè íà òîâàð x

1

: Íà îñíîâi êðèâî¨ öiíè-ñïîæèâàííÿ ìîæíà

îòðèìàòè êðèâó iíäèâiäóàëüíîãî ïîïèòó x

�

1

= x

�

1

(p

1

; �p

2

; �w);

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ çâè÷àéíîþ �óíêöi¹þ ïîïèòó (íèæíÿ ÷àñòè-

íà ðèñ. 4.3.7). Âîíà õàðàêòåðèçó¹ âåëè÷èíó ïîïèòó íà òîâàð

x

1

ÿê �óíêöiþ éîãî öiíè. Ïðîòå àêñiîìè âiäíîøåííÿ ïåðåâà-

ãè íå âèêëþ÷àþòü ìîæëèâîñòi çðîñòàííÿ ïîïèòó íà òîâàð ïðè

çðîñòàííi öiíè. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå ãðà�i÷íî (äèâ. ðèñ. 4.3.8 ).

�èñ. 4.3.8. Ôóíêöiÿ ïîïèòó íà òîâàð x

1

(òîâàð �i�åíà)

�îçãëÿíåìî çìiíó îïòèìóìó ñïîæèâà÷à ïðè çìiíi éîãî äî-
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õîäó (öiíè p

1

= �p

1

; p

2

= �p

2

i ïåðåâàãà çàëèøàþòüñÿ íåçìií-

íèìè). Ç ðîñòîì äîõîäó áþäæåòíà ïðÿìà KL çìiùó¹òüñÿ â

ïîëîæåííÿ K

1

L

1

i ñïîæèâà÷ ïåðåõîäèòü íà êðèâó áàéäóæîñòi

ç âèùèì ðiâíåì êîðèñíîñòi u

2

(ðèñ. 4.3.9). Î÷åâèäíî, ùî íà-

�èñ. 4.3.9. Êðèâà äîõiä-ñïîæèâàííÿ äëÿ íîðìàëüíèõ òîâàðiâ

áið B

2

ìiñòèòü áiëüøó êiëüêiñòü òîâàðó x

1

i x

2

íiæ íàáið B

1

:

Ç'¹äíàâøè âñi ïîäiáíi òî÷êè, îäåðæèìî êðèâó BB, ÿêà âèçíà-

÷à¹ ãðà�iê �óíêöi¨ x

�

2

= x

�

2

( x

�

1

; �p

1

; �p

2

), ÿêó íàçèâàþòü êðèâîþ

äîõiä-ñïîæèâàííÿ. Âîíà çîáðàæà¹ ìíîæèíó âñiõ îïòèìàëü-

íèõ íàáîðiâ àáî êîìáiíàöié òîâàðiâ ïðè çìiíi äîõîäó ñïîæèâà-

÷à i �iêñîâàíèõ öiíàõ. Íà ðèñ. 4.3.9 êðèâà äîõiä-ñïîæèâàííÿ

ìà¹ äîäàòíèé íàõèë, òîáòî, ç ðîñòîì äîõîäó ïîïèò íà îáè-

äâà òîâàðè çðîñòà¹. Òàêi òîâàðè íàçèâàþòü öiííèìè (ÿêiñíèìè

òîâàðàìè). Íà ðèñ. 4.3.10 êðèâà äîõiä-ñïîæèâàííÿ ìà¹ âiä'¹ì-

íèé íàõèë. Ç ðîñòîì äîõîäó ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

2

çðîñòà¹,

à òîâàðó x

1

ñïàäà¹. Òîâàð, ñïîæèâàííÿ ÿêîãî ç ðîñòîì äî-

õîäó çìåíøó¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ ìàëîöiííèì (òîâàðîì íèçü-

êî¨ ÿêîñòi). Êðèâà äîõiä-ñïîæèâàííÿ äà¹ çìîãó ïîáóäóâà-

òè iíäèâiäóaëüíó êðèâó Åíãåëÿ, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ çâ'ÿçîê ìiæ
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�èñ. 4.3.10. Êðèâà äîõiä-ñïîæèâàííÿ : x

1

- ìàëîöiííèé òîâàð,

x

2

- öiííèé òîâàð (a); x

1

- öiííèé òîâàð, x

2

- ìàëîöiííèé òîâàð

(á)

âåëè÷èíîþ ñïîæèâàííÿ òîâàðó i äîõîäîì ñïîæèâà÷à ïðè íå-

çìiííèõ öiíàõ i ïåðåâàçi. �ðà�iê �óíêöi¨ x

�

1

= x

�

1

(w; �p

1

; �p

2

) i

x

�

2

= x

�

1

(w; �p

1

; �p

2

) íàçèâàþòü êðèâîþ Åíãåëÿ âiäïîâiäíî òîâàðó

x

1

i x

2

: Äëÿ öiííèõ òîâàðiâ êðèâà Åíãåëÿ ìà¹ äîäàòíèé íàõèë.

Íà ïðàêòèöi ìè ÷àñòiøå öiêàâèìîñü âèäàòêàìè íà àãðåãîâà-

íi ãðóïè òîâàðiâ - ïðîäóêòîâi, ïðîìèñëîâi, ïîñëóãè i ò.ä. Òîäi

êðèâà Åíãåëÿ ìîäè�iêó¹òüñÿ â êðèâó âèäàòêiâ Åíãåëÿ, ÿêà õà-

ðàêòåðèçó¹ çàëåæíiñòü âèäàòêiâ íà òó ÷è iíøó ãðóïó òîâàðiâ

âiä ðiâíÿ äîõîäó ñïîæèâà÷à.

Íàðåøòi, ìîæíà ðîçãëÿíóòè âèïàäîê çàëåæíîñòi ñïîæè-

âàííÿ îäíîãî òîâàðó âiä öiíè iíøîãî òîâàðó, íàïðèêëàä, çà-

ëåæíiñòü ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

2

âiä öiíè íà òîâàð x

1

, êîëè

äîõiä ñïîæèâà÷à w = �w i öiíà p

2

= �p

2

�iêñîâàíi. Îòðèìà¹ìî

�óíêöiþ x

�

2

= x

�

2

(p

1

; �p

2

; �w); ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõðåñíîþ �óí-

êöi¹þ ïîïèòó. Íà ðèñ. 4.3.11 çîáðàæåíî ïiäâèùåííÿ ïîïèòó
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íà òîâàð x

2

, êîëè öiíà íà òîâàð x

1

çðîñòà¹.

�èñ. 4.3.11.

Òîäi ìîæíà ñêàçàòè, ùî x

2

¹ âàëîâèì çàìiùåííÿì x

1

; êîëè

öiíà íà òîâàð x

1

çðîñòà¹. Íàïðèêëàä, ÿêùî öiíà íà ìàðãàðèí

íå çìiíþ¹òüñÿ, òî ÷àñòèíà ñïîæèâà÷iâ çàìiíþ¹ ìàñëî ìàðãà-

ðèíîì. Îòæå, ñïîæèâàííÿ ìàðãàðèíó çáiëüøó¹òüñÿ çà óìîâè

çðîñòàííÿ öiíè íà ìàñëî. ßêùî ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

2

çìåí-

øó¹òüñÿ ïðè çðîñòàííi öiíè p

1

, òî êàæåìî, ùî x

2

âàëîâî äî-

ïîâíþ¹ x

1

: Òîäi ñïîæèâà÷ êóïó¹ ìåíøå òîâàðó x

1

i òîâàðó x

2

:

Íàïðèêëàä, ÿêùî öiíà íà êàâó çðîñòà¹, òî ÷àñòèíà ñïîæèâà÷iâ

çìåíøó¹ êóïiâëþ âåðøêiâ i öóêðó íàñòiëüêè, íàñêiëüêè ìåíøå

êóïó¹ êàâè, òîáòî âåðøêè i öóêîð äîïîâíþþòü ¨¨ ñïîæèâàííÿ.

Íà ðèñ. 4.3.12 çîáðàæåíî ïîâåäiíêó x

2

ÿê �óíêöi¨ âiä p

1

, êîëè

x

2

âàëîâî äîïîâíþ¹ x

1

:

Ïðèêëàä 4.3.1. Íåõàé ñïîæèâà÷ ðîáèòü ñâié âèáið, êîðèñòó-
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�èñ. 4.3.12.

þ÷èñü �óíêöi¹þ êîðèñíîñòi

u(x

1

; x

2

) = x

1

x

2

+ x

1

+ x

2

:

Òîäi çàäà÷à (UMP) ìà¹ âèãëÿä

u(x

1

; x

2

)! max; p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w; x 2 R

2

+

:

Ïðèïóñòèìî, ùî îáèäâà òîâàðè êóïóþòüñÿ. Òîäi çãiäíî ç (4:1:4)

îïòèìàëüíèé âèáið ñïîæèâà÷à â çàäà÷i çíàéäåìî ç ñèñòåìè

x

2

+ 1 � � p

1

= 0

x

1

+ 1 � � p

2

= 0

p

1

x

1

+ p

2

x

2

� w = 0:
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Çâiäñè � =

x

�

2

+ 1

p

1

; � =

x

�

1

+ 1

p

2

; i

x

�

2

+ 1

p

1

=

x

�

1

+ 1

p

2

; àáî

x

�

2

=

p

1

p

2

(x

�

1

+ 1 ) � 1: (4.3.1)

�iâíÿííÿ (4:3:1) ïðè �iêñîâàíèõ öiíàõ îïèñó¹ êðèâó äîõiä-

ñïîæèâàííÿ. Âðàõîâóþ÷è áþäæåòíå îáìåæåííÿ, îòðèìà¹ìî

p

1

x

1

+ p

2

�

p

1

p

2

(x

�

1

+ 1 ) � 1

�

� w = 0

àáî

x

�

1

=

w � p

1

+ p

2

2 p

1

: (4.3.2)

Òîäi çãiäíî ç (4:3:1)

x

�

2

=

w � p

2

+ p

1

2 p

2

: (4.3.3)

�iâíÿííÿ (4:3:2), (4:3:3) îïèñóþòü �óíêöi¨ ïîïèòó íà òîâàðè

x

1

i x

2

:

ßêùî çà�iêñóâàòè öiíè �p

1

, �p

2

; òî îòðèìà¹ìî êðèâi Åíãåëÿ

x

�

1

=

w � �p

1

+ �p

2

2 �p

1

; x

�

2

=

w � �p

2

+ �p

1

2 �p

2

;

çâè÷àéíi �óíêöi¨ ïîïèòó íà òîâàð x

i

: w = �w; p

j

= �p

j

; j 6= i

x

�

1

=

�w � p

1

+ �p

2

2 p

1

; x

�

2

=

�w � p

2

+ �p

1

2 p

2

;

ïåðåõðåñíi �óíêöi¨ ïîïèòó íà òîâàð x

j

: w = �w; p

j

= �p

j

x

�

1

=

�w � �p

1

+ p

2

2 �p

1

; x

�

2

=

�w � �p

2

+ p

1

2 �p

2

:

N
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4.4 Å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó.

�iâíÿííÿ Ñëóöüêîãî

Çìiíà öiíè áóäü-ÿêîãî òîâàðó âïëèâà¹ íà îáñÿã ïîïèòó ÷åðåç

å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó. Îñêiëüêè çìiíà öiíè öüîãî

òîâàðó çáiëüøó¹ (ïðè çíèæåííi öiíè) àáî çìåíøó¹ (ïðè ïiäâè-

ùåííi öiíè ) ðåàëüíèé äîõiä ñïîæèâà÷à, àáî êóïiâåëüíó ñïðî-

ìîæíiñòü, òî âèíèêà¹ å�åêò äîõîäó. Å�åêò çàìiùåííÿ âèíè-

êà¹ â ðåçóëüòàòi âiäíîñíî¨ çìiíè öií. Å�åêò çàìiùåííÿ ñïðè-

ÿ¹ ðîñòó ñïîæèâàííÿ òîâàðó, ÿêèé ñòàâ âiäíîñíî äåøåâøèì.

Å�åêò äîõîäó ìîæå ñòèìóëþâàòè çáiëüøåííÿ i çìåíøåííÿ ñïî-

æèâàííÿ òîâàðó àáî áóòè íåéòðàëüíèì.

� äâà ïiäõîäè äî âèçíà÷åííÿ ðåàëüíîãî äîõîäó, ÿêi ïîçâ'ÿ-

çàíi ç iìåíàìè àíãëiéñüêîãî åêîíîìiñòà Äæ. Õiêñà é óêðà¨í-

ñüêîãî ìàòåìàòèêà i åêîíîìiñòà �.�.Ñëóöüêîãî. Çà Õiêñîì, ði-

çíi ðiâíi äîõîäó (â ãðîøîâèõ îäèíèöÿõ), ÿêi çàáåçïå÷óþòü òîé

ñàìèé ðiâåíü êîðèñíîñòi, òîáòî äàþòü çìîãó äîñÿãíóòè òi¹¨ ñà-

ìî¨ êðèâî¨ áàéäóæîñòi, çîáðàæàþòü îäíàêîâèé ðiâåíü ðåàëü-

íîãî äîõîäó. Çà Ñëóöüêèì, ëèøå öåé ðiâåíü äîõîäó, ÿêèé ¹

äîñòàòíiì äëÿ êóïiâëi òîãî ñàìîãî íàáîðó òîâàðiâ, çàáåçïå÷ó¹

i íåçìiííèé ðiâåíü ðåàëüíîãî äîõîäó. Ïiäõiä Õiêñà áiëüøîþ

ìiðîþ âiäïîâiäà¹ îñíîâíèì ïîëîæåííÿì ïîðÿäêîâî¨ òåîði¨ êî-

ðèñíîñòi, òîäi ÿê ïiäõiä Ñëóöüêîãî äà¹ êiëüêiñíå ðîçâ'ÿçàííÿ

çàäà÷i íà îñíîâi ñòàòèñòè÷íèõ ìàòåðiàëiâ.

Å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó çà Õiêñîì

�îçêëàäåííÿ çàãàëüíîãî å�åêòó âiä çìiíè öiíè íà å�åêò äî-

õîäó é å�åêò çàìiùåííÿ çà Õiêñîì çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.4.13

Áþäæåòíà ïðÿìàKL âiäïîâiäà¹ äîõîäó w i ìà¹ íàõèë, ÿêèé

äîðiâíþ¹ �

p

1

p

2

: Òî÷êà äîòèêó öi¹¨ áþäæåòíî¨ ïðÿìî¨ i êðèâî¨
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�èñ. 4.4.13. Å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó çà Õiêñîì. Öiíà

íà òîâàð x

1

çíèæó¹òüñÿ

áàéäóæîñòi u

1

âèçíà÷à¹ îïòèìàëüíèé âèáið A

1

= (x

1

1

; x

1

2

) äëÿ

ñïîæèâà÷à. Íåõàé öiíà íà òîâàð x

1

çìåíøèëàñü äî �p

1

; òîäi ïðè

íåçìiííîìó äîõîäi áþäæåòíà ïðÿìà çàéìå ïîëîæåííÿ KL

1

i

ìà¹ íàõèë, ÿêèé äîðiâíþ¹ �

�p

1

p

2

: Âîíà â òî÷öi A

2

= (x

2

1

; x

2

2

)

äîòèêà¹òüñÿ äî êðèâî¨ áàéäóæîñòi ç âèùèì ðiâíåì êîðèñíîñòi

u

2

: Îòæå, çàãàëüíèé ðåçóëüòàò âiä çìåíøåííÿ öiíè íà òîâàð

x

1

âèðàæà¹òüñÿ ó çáiëüøåííi éîãî ñïîæèâàííÿ ç x

1

1

äî x

2

1

:

Òåïåð âèçíà÷èìî, ÿêèì ïîâèíåí áóòè ðiâåíü äîõîäó ñïîæè-

âà÷à, ùîá ïðè âiäïîâiäíié çìiíi ñïiââiäíîøåííÿ öií çàáåçïå÷è-

òè éîìó ïîïåðåäíié ðiâåíü êîðèñíîñòi. Äëÿ öüîãî ïðîâîäèìî

ïðÿìó

�

K

�

L ç íàõèëîì, ÿêèé äîðiâíþ¹ �

�p

1

p

2

; ÿêà äîòèêà¹òüñÿ

êðèâî¨ áàéäóæîñòi u

1

â òî÷öi A

3

= (x

3

1

; x

3

2

):

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïåðåõîäi âiä ïî÷àòêîâîãî îïòèìóìó A

1

äî îïòèìóìó A

3

ðåàëüíèé äîõiä ñïîæèâà÷à íå çìiíèâñÿ, ñïî-

æèâà÷ çàëèøà¹òüñÿ íà ïîïåðåäíié êðèâié áàéäóæîñòi u

1

. Òîäi
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çñóâ âiä A

1

äî A

3

õàðàêòåðèçó¹ å�åêò çàìiùåííÿ òîâàðó x

2

ñòîñîâíî òîâàðó x

1

, ÿêèé ñòàâ äåøåâøèì, i äîðiâíþ¹ x

3

1

� x

1

1

:

Îòîæ, å�åêò äîõîäó äîðiâíþ¹ x

2

1

�x

3

1

: Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî â

ðåçóëüòàòi äi¨ å�åêòó äîõîäó ñïîæèâàííÿ îáîõ òîâàðiâ ó òî÷öi

A

2

áiëüøå, íiæ â òî÷öi A

3

: Àíàëîãi÷íå ðîçêëàäåííÿ çàãàëüíî-

ãî å�åêòó ìîæíà çðîáèòè òîäi, êîëè öiíà íà òîâàð x

1

çðîñëà.

Çàãàëüíèé å�åêò âiä çðîñòàííÿ öiíè íà òîâàð x

1

çâîäèòüñÿ äî

�èñ. 4.4.14. Å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó çà Õiêñîì. Öiíà

íà òîâàð x

1

çðîñëà

çíèæåííÿ ñïîæèâàííÿ ç x

1

1

äî x

2

1

: Å�åêò çàìiùåííÿ äîðiâíþ¹

x

3

1

� x

1

1

; à å�åêò äîõîäó x

2

1

� x

3

1

: Çàóâàæèìî, ùî â îáîõ âè-

ïàäêàõ å�åêò çàìiùåííÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ðóõîì óçäîâæ òi¹¨

ñàìî¨ êðèâî¨ áàéäóæîñòi, à å�åêò äîõîäó ïåðåõîäîì iç îäíi¹¨

êðèâî¨ íà iíøó.

Å�åêò çàìiùåííÿ çàâæäè âiä'¹ìíèé. Çíèæåííÿ öiíè îäíî-

ãî òîâàðó ñïîíóêà¹ ñïîæèâà÷à çáiëüøèòè éîãî ñïîæèâàííÿ òà

çìåíøèòè ñïîæèâàííÿ iíøîãî òîâàðó, à çðîñòàííÿ öiíè òîâàðó

ñïîíóêà¹ ñïîæèâà÷à äî çàìiùåííÿ öüîãî òîâàðó òîâàðàìè, ÿêi



4.4. Å�åêòè çàìiùåííÿ é äîõîäó. �iâíÿííÿ Ñëóöüêîãî 107

�èñ. 4.4.15. Å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó çà Õiêñîì.

Öiíà íà òîâàð x

1

çðîñëà: ìàëîöiííèé òîâàð (a); òîâàð �i�åíà

(á)
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ñòàëè äåùî äåøåâøèìè.

Å�åêò äîõîäó ìîæå áóòè âiä'¹ìíèì (äèâ. ðèñ. 4.4.13,

4.4.14) (âèïàäîê öiííèõ òîâàðiâ), äîäàòíèì (ó âèïàäêó ìà-

ëîöiííèõ òîâàðiâ, êîëè êðèâà äîõiä-ñïîæèâàííÿ ìà¹ âiä'¹ì-

íèé íàõèë) àáî íåéòðàëüíèì (ÿêùî êðèâà äîõiä-ñïîæèâàííÿ

âåðòèêàëüíà). Â íàøèõ ïðèêëàäàõ å�åêò äîõîäó ïîñèëþ¹ äiþ

å�åêòó çàìiùåííÿ, çáiëüøóþ÷è ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

1

, çi çíè-

æåííÿì éîãî öiíè, i çìåíøó¹ ñïîæèâàííÿ ç ïiäâèùåííÿì öiíè.

Äëÿ ìàëîöiííèõ òîâàðiâ å�åêò äîõîäó âiä'¹ìíèé i ÷èì áiëüøà

êóïiâåëüíà ñïðîìîæíiñòü äîõîäó äëÿ ñïîæèâà÷à, òèì ìåíøå

âií ìàòèìå áàæàííÿ êóïóâàòè òàêèé òîâàð. Îäíàê äëÿ áiëüøî-

ñòi ìàëîöiííèõ òîâàðiâ âiä'¹ìíèé å�åêò çàìiùåííÿ ïåðåêðèâà¹

å�åêò äîõîäó çi çíàêîì ìiíóñ i òîäi çàãàëüíèé å�åêò âiä çìiíè

öiíè áóäå âiä'¹ìíèì. Òîìó êðèâi ïîïèòó íà òàêi òîâàðè, ÿê ó

âèïàäêó öiííèõ òîâàðiâ, ìàþòü âiä'¹ìíèé íàõèë.

ßêùî äîäàòíèé å�åêò äîõîäó çi çíàêîì ìiíóñ ïåðåêðèâà¹

âiä'¹ìíèé å�åêò çàìiùåííÿ, òîäi çàêîí ïîïèòó (çàêîí êîìïåí-

ñîâàíîãî ïîïèòó) ïîðóøó¹òüñÿ - âåëè÷èíà ïîïèòó çìiíþ¹òüñÿ â

òîìó æ íàïðÿìi, ùî é öiíà. Íà ðèñ. 4.4.15, á x

3

1

� x

2

1

> x

1

1

� x

3

1

:

Òàêi òîâàðè íàçèâàþòüñÿ òîâàðàìè �i�åíà.

Å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó çà Ñëóöüêèì

Ïiäõiä Ñëóöüêîãî äî ðîçêëàäàííÿ çàãàëüíîãî å�åêòó âiä çìi-

íè öiíè íà å�åêò äîõîäó é å�åêò çàìiùåííÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä

ïiäõîäó Õiêñà òðàêòóâàííÿì ðåàëüíîãî äîõîäó. �åàëiçàöiÿ å�å-

êòó äîõîäó äîñÿãà¹òüñÿ âèçíà÷åííÿì òàêîãî éîãî ðiâíÿ, ÿêèé

áè çàáåçïå÷èâ ñïîæèâà÷åâi ìîæëèâiñòü ïðèäáàòè ïiñëÿ çìiíè

öiíè òîé ñàìèé íàáið òîâàðiâ, ùî é äî çìiíè.

Íåõàé KL - áþäæåòíà ïðÿìà ïðè äîõîäi w i öiíàõ p

1

; p

2

(íàõèë äîðiâíþ¹ �

p

1

p

2

); KL

1

- áþäæåòíà ïðÿìà ïðè òîìó ñà-

ìîìó äîõîäi w i íîâèõ öiíàõ �p

1

; p

2

(�p

1

> p

1

; íàõèë äîðiâíþ¹
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�èñ. 4.4.16. Å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó çà Ñëóöüêèì.

Öiíà íà òîâàð x

1

çðîñëà

�

�p

1

p

2

). �óõ áþäæåòíî¨ ïðÿìî¨ KL äî ïîëîæåííÿ KL

1

(îáåð-

òàííÿ íàâêîëî òî÷êè K ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè) ìîæíà

ðîçáèòè íà äâà : ïåðøèé - öå îáåðòàííÿ áþäæåòíî¨ ïðÿìî¨

KL íàâêîëî ïî÷àòêîâîãî îïòèìàëüíîãî íàáîðó A

1

äî âåëè÷è-

íè íàõèëó �

�p

1

p

2

(áþäæåòíà ïðÿìà

�

K

�

L), à ïîòiì - ïàðàëåëüíèé

çñóâ ïîâåðíóòî¨ áþäæåòíî¨ ïðÿìî¨ äî íîâîãî îïòèìàëüíîãî íà-

áîðó A

2

. Î÷åâèäíî, ùî áþäæåòíà ïðÿìà

�

K

�

L áóäå äîòèêàòèñÿ

äî êðèâî¨ áàéäóæîñòi u

3

âèùîãî, íiæ u

2

ðiâíÿ êîðèñíîñòi. Öå

îçíà÷à¹, ùî ñïîæèâà÷ (ó âèïàäêó ïîâíî¨ êîìïåíñàöi¨ äîõîäó)

ìîæå äîñÿãòè âèùîãî ðiâííÿ êîðèñíîñòi, íiæ ó ïiäõîäi Õiêñà.

Îòæå, çàãàëüíèé å�åêò x

2

1

� x

1

1

âiä çðîñòàííÿ öiíè íà òîâàð

x

1

ðîçêëàäà¹òüñÿ íà å�åêò çàìiùåííÿ x

3

1

� x

1

1

i å�åêò äîõîäó

x

2

1

� x

3

1

:

Ïîðiâíþþ÷è öi äâà ïiäõîäè, áà÷èìî, ùî ìåòîä Õiêñà ïðè-

ïóñêà¹ çíàííÿ ñïîæèâ÷èõ ïåðåâàã, êðèâèõ áàéäóæîñòi, òîäi ÿê
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ìåòîä Ñëóöüêîãî öüîãî íå ïîòðåáó¹, âií ãðóíòó¹òüñÿ íà ñïî-

ñòåðiãàþ÷èõ i ðå¹ñòðóþ÷èõ �àêòàõ ïîâåäiíêè ñïîæèâà÷à íà

ðèíêó.

Óçàãàëüíåííÿ

Íà îäíîìó ðèñóíêó ðîçãëÿíåìî äâà ïiäõîäè: Õiêñà i Ñëóöüêî-

ãî.

�èñ. 4.4.17. Å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó çà Ñëóöüêèì i

Õiêñîì

Íåõàé

KL = fx 2 R

2

+

: p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w g;

KL

1

= fx 2 R

2

+

: �p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w g; �p

1

< p

1

;

A

1

= ( x

1

(p

1

; p

2

;w); x

2

(p

1

; p

2

;w) ) i A

2

= ( x

1

(�p

1

; p

2

;w);

x

2

(�p

1

; p

2

;w) ) - îïòèìàëüíi íàáîðè äî i ïiñëÿ çíèæåííÿ öiíè
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íà òîâàð x

1

;

�

K

�

L = fx 2 R

2

+

: �p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w

Hi
ks

g;

^

K

^

L = fx 2 R

2

+

: �p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w

Slutsky

g

áþäæåòíi ïðÿìi, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîìïåíñàöi¨ äîõîäó, âiäïî-

âiäíî çà Õiêñîì i çà Ñëóöüêèì, òîáòî âiäïîâiäàþòü âèìîçi íå-

çìiííîñòi ðåàëüíîãî äîõîäó çà Õiêñîì i çà Ñëóöüêèì.

Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ðîçêëàäàííÿ çàãàëüíîãî å�åêòó

âiä çìiíè öiíè p

1

çà Õiêñîì i Ñëóöüêèì ó âèãëÿäi

x

4

1

� x

1

1

= (x

4

1

� x

2

1

) + (x

2

1

� x

1

1

) (çà Õiêñîì); (4.4.1)

x

4

1

� x

1

1

= (x

4

1

� x

3

1

) + (x

3

1

� x

1

1

) (çà Ñëóöüêèì): (4.4.2)

Ëiâi ÷àñòèíè (4.4.1) i (4.4.2) õàðàêòåðèçóþòü çàãàëüíèé ðå-

çóëüòàò çìiíè öiíè p

1

ó âèìiði çìiíè âåëè÷èíè ïîïèòó íà òîâàð

x

1

, i â îáîõ âèïàäêàõ âîíè îäíàêîâi. Ïðàâi ÷àñòèíè çîáðàæà-

þòü ñóìè å�åêòiâ äîõîäó òà çàìiùåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ðiçíèöÿ

â çîáðàæåííi çàãàëüíîãî ðåçóëüòàòó íà å�åêò äîõîäó é å�åêò

çàìiùåííÿ ñòàíîâèòü x

3

1

� x

2

1

: Ó (4.4.1) öÿ âåëè÷èíà âõîäèòü

äî å�åêòó äîõîäó, à â (4.4.2) - å�åêò çàìiùåííÿ.

Îñêiëüêè ó âèïàäêó ïiäõîäó çà Ñëóöüêèì w

Slutsky

= �p

1

x

1

1

+

p

2

x

2

; òî ìà¹ìî êîìïåíñàöiþ äîõîäó çà Ñëóöüêèì

4w

Slutsky

= w

S

� w = ( �p

1

� p

1

) x

1

(p

1

; p

2

;w ) = 4p

1

x

1

1

:

Çàóâàæèìî, ùî çìiíà äîõîäó òà çìiíà öiíè ìàþòü òîé ñàìèé

çíàê.

Îòæå,

4 x

s

1

= x

1

(�p

1

; p

2

;w

S

) � x

1

(p

1

; p

2

;w); (4.4.3)

¹ çìiíîþ ïîïèòó ó âèïàäêó å�åêòó çàìiùåííÿ, ÿêèé iíîäi íàçè-

âàþòü êîìïåíñîâàíèì ïîïèòîì. Çîêðåìà, ñïðàâäæó¹òüñÿ çà-

êîí ïîïèòó

4 x

s

1

4p

1

6 0:
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Å�åêò äîõîäó 4 x

n

1

¹ çìiíîþ ïîïèòó íà òîâàð x

1

, êîëè äîõiä

çìiíþ¹òüñÿ âiä w

S

äî w, çàëèøàþ÷è öiíó �p

1

�iêñîâàíîþ

4 x

n

1

= x

1

(�p

1

; p

2

;w) � x

1

(�p

1

; p

2

;w

S

): (4.4.4)

Îäíàê êðàùå âèçíà÷èòè âåëè÷èíó 4 x

m

1

, ÿêà ìà¹ çíàê ïðîòè-

ëåæíèé äî å�åêòó äîõîäó

4 x

m

1

= �4 x

n

1

= x

1

(�p

1

; p

2

;w

S

) � x

1

(�p

1

; p

2

;w):

Òîäi (4.4.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

4 x

1

= 4 x

s

1

� 4 x

m

1

: (4.4.5)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè êîìïåíñàöiþ äîõîäó çà Õiêñîì

4w

Hi
ks

= (�p

1

x

2

1

+ p

2

x

2

2

)

�

�

�

u(x)=�u

� w:

Çîêðåìà, êîìïåíñîâàíèé ïîïèò ìà¹ âèãëÿä

4 x

s

1

= x

1

(�p

1

; p

2

;w +4w

H

) � x

1

(p

1

; p

2

;w)

i ñïðàâäæó¹òüñÿ çàêîí ïîïèòó 4 x

s

1

4p

1

6 0: Âèçíà÷èìî âåëè-

÷èíó

4 x

m

1

= x

1

(�p

1

; p

2

;w + 4w

H

) � x

1

(�p

1

; p

2

;w):

Òîäi (4.4.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

4 x

1

= 4 x

s

1

�

�

�

u(x)=�u

� 4 x

m

1

�

�

�

u(x)=�u

: (4.4.6)

Îñêiëüêè 4 p

1

=

4w

S

x

1

1

; òî ðiâíÿííÿ (4.4.5) i (4.4.6) ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

4 x

1

4 p

1

=

4 x

s

1

4 p

1

�

�

�

u(x)=�u

�

4 x

m

1

4w

H

4w

H

4 p

1

�

�

�

u(x)=�u

(çà Õiêñîì);

4 x

1

4 p

1

=

4 x

s

1

4 p

1

�

4 x

m

1

4w

S

x

1

(p

1

; p

2

;w) (çà Ñëóöüêèì):
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ßêùî â îñòàííiõ ðiâíÿííÿõ ñïðÿìóâàòè 4 p

1

äî íóëÿ (òîäi

4w

S

! 0 i 4w

H

! 0), òî îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ (4.4.1) i (4.4.2)

â äè�åðåíöiàëüíié �îðìi

�x

1

(p

1

; p

2

;w)

�p

1

=

�

�x

1

�p

1

�

H:
omp

�

�x

1

�w

�w

�p

1

�

�

�

�

u(x)=�u

(4.4.7)

�x

1

(p

1

; p

2

;w)

�p

1

=

�

�x

1

�p

1

�

S:
omp

�

�x

1

�w

x

1

: (4.4.8)

Ëiâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü (4.4.7) i (4.4.8) îäíàêîâi i çîáðàæàþòü çà-

ãàëüíèé ðåçóëüòàò çìiíè öiíè p

1

ïðè íåçìiííîìó ðiâíi äîõîäó

w i öiíè p

2

: Ïðàâi ÷àñòèíè çîáðàæàþòü å�åêòè çàìiùåííÿ i äî-

õîäó. Îñêiëüêè öiíà i êîìïåíñîâàíèé ïîïèò çìiíþ¹òüñÿ â ïðî-

òèëåæíèõ íàïðÿìàõ, òî çi çðîñòàííÿì öiíè p

1

å�åêò çàìiùåí-

íÿ

�

�x

1

�p

1

�

H:
omp

(çà Õiêñîì) i å�åêò çàìiùåííÿ

�

�x

1

�p

1

�

S:
omp

(çà

Ñëóöüêèì) çàâæäè âiä'¹ìíèé.

Çíàê ïåðåä äðóãèì äîäàíêîì ïðàâî¨ ÷àñòèíè (å�åêò äîõî-

äó) çàëåæèòü âiä çíàêà ìíîæíèêà

�x

1

�w

: ßêùî òîâàð x

1

öiííèé,

òî

�x

1

�w

> 0 i å�åêò äîõîäó âiä'¹ìíèé (çíèæåííÿ öiíè çáiëüøó¹

ðåàëüíèé äîõiä i ïîïèò íà öiííèé òîâàð çðîñòà¹). ßêùî òîâàð

x

1

ìàëîöiííèé, òî

�x

1

�w

< 0 é å�åêò äîõîäó ¹ äîäàòíèì (çíè-

æåííÿ öiíè çáiëüøó¹ ðåàëüíèé äîõiä i ïîïèò íà ìàëîöiííèé

òîâàð ñïàäà¹). Â öüîìó âèïàäêó å�åêòè çàìiùåííÿ i äîõîäó

ìàþòü ðiçíi íàïðÿìè. ßêùî x

1

- òîâàð �i�åíà, òî äîäàòíèé

å�åêò äîõîäó ïåðåêðèâà¹ âiä'¹ìíèé å�åêò çàìiùåííÿ òàê, ùî

çàãàëüíèé ðåçóëüòàò çìiíè öiíè p

1

¹ äîäàòíèì,

�x

1

�p

1

> 0 (çáiëü-

øåííÿ öiíè p

1

) (çðîñòàííÿ öiíè ïðèçâîäèòü äî çðîñòàííÿ ïî-

ïèòó íà òîâàð).
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Çìiíà öiíè òîâàðó âïëèâà¹ íà çìiíó ïîïèòó íå òiëüêè ñàìî-

ãî òîâàðó, é iíøèõ òîâàðiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàçíà÷åíi ìiðêó-

âàííÿ, ìîæåìî ðîçêëàñòè çàãàëüíèé å�åêò âiä çìiíè öiíè íà

òîâàð x

1

, íà å�åêò çàìiùåííÿ é å�åêò äîõîäó i çìiíó îá'¹ìó

ïîïèòó íà òîâàð x

2

. Äëÿ öüîãî çðîáèìî ìîäè�iêàöiþ ðiâíÿííÿ

Ñëóöüêîãî (4.4.8)

�x

2

(p

1

; p

2

;w)

�p

1

=

�

�x

2

�p

1

�

S:
omp

�

�x

2

�w

x

1

: (4.4.9)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (4.4.9) îïèñó¹ âïëèâ çìiíè öiíè p

1

íà âåëè÷èíó ïîïèòó íà òîâàð x

2

. Ïðàâà ÷àñòèíà çîáðàæà¹

ñóìó å�åêòiâ çàìiùåííÿ òà äîõîäó. Ó âèïàäêó äâîõ òîâàðiâ

å�åêò çàìiùåííÿ ¹ äîäàòíèì (äèâ. ðèñ. (4.4.17)). Ïðè íåçìií-

íié êîðèñíîñòi çíèæåííÿ öiíè p

1

ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ ïî-

ïèòó íà òîâàð x

2

(x

S

2

; x

H

2

< x

1

2

), ùî ¹ íàñëiäêîì ñïàäàííÿ

ãðàíè÷íî¨ íîðìè çàìiùåííÿ MRS

1 2

: Îòæå, çàãàëüíèé å�åêò

�x

2

(p

1

; p

2

;w)

�p

1

ìîæå áóòè äîäàòíèì àáî âiä'¹ìíèì çàëåæíî âiä

âåëè÷èí äâîõ å�åêòiâ. Íà ðèñ. 4.4.17

�x

2

(p

1

; p

2

;w)

�p

1

< 0, îñêiëü-

êè âiä'¹ìíèé å�åêò äîõîäó ïåðåêðèâà¹ äîäàòíèé å�åêò çàìi-

ùåííÿ, òîìó çi çíèæåííÿì öiíè p

1

äî �p

1

ïîïèò íà òîâàð x

2

çðîñòà¹ âiä x

1

2

äî x

2

2

.

�iâíÿííÿ Ñëóöüêîãî â êîå�iöi¹íòàõ åëàñòè÷íîñòi

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðiâííÿ Ñëóöüêîãî (4.4.8) çà äîïîìîãîþ ÿêîãî

ìè äîñëiäæóâàëè âïëèâ öiíè òîâàðó x

1

íà îá'¹ì ïîïèòó íà öåé

òîâàð. Çàïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ÷åðåç êîå�iöi¹íòè åëàñòè÷íîñòi.

Äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (4.4.8) íà p

1

=x

1

(p

1

; p

2

;w), îòðèìà¹ìî

p

1

x

1

�x

1

�p

1

=

p

1

x

1

�

�x

1

�p

1

�

S:
omp

� p

1

�x

1

�w

:
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Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ¹ êîå�iöi¹íòîì åëàñòè÷íîñòi ïîïèòó íà

òîâàð x

1

çà öiíîþ öüîãî òîâàðó, òîáòî "

11

(p

1

; p

2

;w). Ïåðøèé

äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè õàðàêòåðèçó¹ åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó íà

òîâàð x

1

çà óìîâè íåçìiííîãî ðåàëüíîãî äîõîäó i ïîçíà÷èìî öþ

åëñòè÷íiñòü ÷åðåç �"

1

. Äðóãèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ìîæíà

çàïèñàòè òàê:

p

1

x

1

w

w

x

1

�x

1

�w

= k

1

"

1w

;

äå k

1

- ÷àñòêà âèäàòêiâ íà òîâàð x

1

çàãàëüíèõ âèäàòêàõ ñïî-

æèâà÷à, "

1w

- åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó íà òîâàð x

1

çà äîõîäîì.

Îòæå, ðiâíÿííÿ Ñëóöüêîãî (4.4.8) ìîæíà çàïèñàòè â êîå-

�iöi¹íòàõ åëàñòè÷íîñòi

"

11

= �"

1

� k

1

"

1w

: (4.4.10)

Ç ðiâíÿííÿ (4.4.10) âèäíî, ùî êîå�iöi¹íò åëàñòè÷íîñòi ïîïèòó

òîâàðó x

1

çà öiíîþ p

1

ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèì íà äâi êîìïî-

íåíòè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü å�åêòè äîõîäó òà çàìiùåííÿ, i âiä-

íîñíà âåëè÷èíà ïåðøîãî ç íèõ çàëåæèòü âiä âèäàòêiâ íà òîâàð

x

1

ó çàãàëüíèõ âèäàòêàõ ñïîæèâà÷à. Ç öüîãî ðiâíÿííÿ òàêîæ

âèäíî, ùî äëÿ âçà¹ìîçàìiííèõ òîâàðiâ (�"

1

= 0) åëàñòè÷íiñòü

ïîïèòó çà öiíîþ ïðîïîðöiéíà åëàñòè÷íîñòi ïîïèòó çà äîõîäîì.

4.5 Çàñòîñóâàííÿ âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè

Ó ïàðàãðà�i 1.3 ìè ñ�îðìóëþâàëè ïðèíöèï âèÿâëåíî¨ ïåðåâà-

ãè, ñëàáêó i ñèëüíó àêñiîìè. �îçãëÿíåìî òåïåð ¨õ çàñòîñóâàííÿ.

Håõàé L = 2 i âiäíîøåííÿ ïåpåâàãè ñïîæèâà÷à íåïåpåpâíå òà

ìîíîòîííå.

Ïðèêëàä 4.5.1. Ïpèïóñòèìî, ùî ñïîæèâà÷ ìà¹ çìîãó âèápà-

òè ïîäàòîê, ÿêèé çáèpà¹ ópÿä:
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(i) àêöèçíèé (âèçíà÷åíèé íà äåÿêi òîâàpè);

(ii) çàãàëüíèé (âèçíà÷åíèé íà âñi òîâàðè íåçàëåæíî âiä âè-

áîðó ñïîæèâà÷à).

Håõàé ìà¹ìî äâà âèäè òîâàpó i òpè piçíi áþäæåòíi ïpÿ-

ìi: ïî÷àòêîâó � äî çáèpàííÿ ïîäàòêiâ, áþäæåòíó ïpÿìó ïiñëÿ

àêöèçíîãî çáîðó i áþäæåòíó ïpÿìó ïiñëÿ çáèpàííÿ çàãàëüíî-

ãî ïîäàòêó. Ïpèïóñòèìî, ùî âèáip ñïîæèâà÷à (x

1

1

; x

1

2

) � ïåpåä

ñïëàòîþ ïîäàòêiâ, (x

2

1

; x

2

2

) � ïiñëÿ àêöèçíîãî çáîpó i (x

3

1

; x

3

2

) �

ïiñëÿ çàãàëüíîãî ïîäàòêó. Håõàé t � ñòàâêà àêöèçíîãî çáîðó, T

� ñòàâêà çàãàëüíîãî ïîäàòêó.

Òîäi ñïpàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

p

1

x

1

1

+ p

2

x

1

2

= w; (p

1

+ t)x

2

1

+ p

2

x

2

2

= w; p

1

x

3

1

+ p

2

x

3

2

= w�T :

Çâiäñè

p

1

x

2

1

+ p

2

x

2

2

= w � tx

2

1

:

Îñêiëüêè tx

2

1

- íåïðÿìèé ïîäàòîê, ñïëà÷åíèé ïpè àêöèçíî-

ìó çáîpi, òî äëÿ çáåpåæåííÿ pi÷íî¨ ñóìè ïîäàòêiâ ïîâèííà âè-

êîíóâàòèñü piâíiñòü T = tx

2

1

. Îòæå, òî÷êà (x

3

1

; x

3

2

) ëåæèòü íà

áþäæåòíié ïðÿìié

p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w � tx

2

1

: (4.5.1)

Òî÷êà (x

2

1

; x

2

2

) òåæ ëåæèòü íà áþäæåòíié ïðÿìié (4:5:1). Âî-

äíî÷àñ òî÷êà (x

2

1

; x

2

2

) ëåæèòü íà áþäæåòíié ïpÿìié

(p

1

+ t)x

1

+ p

2

x

2

= w: (4.5.2)
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Îñêiëüêè ïpÿìi (4:5:1) i (4:5:2) ìàþòü piçíi êóòîâi êîå�iöi-

¹íòè, òî òî÷êà (x

2

1

; x

2

2

) ëåæèòü íà ïåpåòèíi áþäæåòíèõ ïpÿìèõ

(4:5:1) i (4:5:2).

Çãiäíî ç WA òî÷êè (x

2

1

; x

2

2

) i (x

3

1

; x

3

2

) çîápàæåíi íà pèñ. 4.5.18.

Òîáòî, (x

3

1

; x

3

2

) âèÿâëåíî ïåpåâàæà¹ (x

2

1

; x

2

2

); áî (x

2

1

; x

2

2

) íå ìîæå

âèÿâëåíî ïåpåâàæàòè (x

3

1

; x

3

2

), îñêiëüêè ïpè àêöèçíîìó çáîpi

íàáip (x

3

1

; x

3

2

) íåäîñÿæíèé äëÿ ñïîæèâà÷à.

�èñ. 4.5.18.

Çàóâàæèìî, ùî òî÷êà (x

2

1

; x

2

2

) ¹ òî÷êîþ äîòèêó êpèâî¨ áàé-

äóæîñòi u

2

: u(x

1

; x

2

) = u(x

2

1

; x

2

2

) äo ïpÿìî¨ (4:5:1): Iíøèìè ñëî-

âàìè, ñïîæèâà÷ íàäà¹ ïåpåâàãó çàãàëüíîìó ïîäàòêó. N
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Ïðèêëàä 4.5.2. �îçãëÿíåìî äâà âàðiàíòè íàäàííÿ óðÿäîì äî-

òàöié. Ïpèïóñòèìî, ùî ñïîæèâà÷ îòpèìó¹ òó ñàìó äîòàöiþ â

îáîõ âèïàäêàõ:

(i) äîòàöiÿ äëÿ êóïiâëi ïåâíîãî òîâàpó (ó pîçìipi s íà îäè-

íèöþ òîâàpó);

(ii) çàãàëüíà äîòàöiÿ S.

Ïîáóäó¹ìî òpè áþäæåòíi ïpÿìi: âèõiäíó � p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w;

ïiñëÿ äîòàöi¨ íà ïåpøèé òîâàp � (p

1

� s)x

1

+ p

2

x

2

= w; ïiñëÿ

çàãàëüíî¨ äîòàöi¨ � p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w+ S.

Håõàé âèáip ñïîæèâà÷à äî äîòàöié ¹ (x

1

1

; x

1

2

), ïiñëÿ äîòàöi¨

íà ïåpøèé òîâàp � (x

2

1

; x

2

2

), ïiñëÿ çàãàëüíî¨ äîòàöi¨ � (x

3

1

; x

3

2

).

Òîäi (p

1

� s)x

2

1

+ p

2

x

2

2

= w, çâiäñè p

1

x

2

1

+ p

2

x

2

2

= w + sx

2

1

.

Ïèïóñòèìî, ùî sx

2

1

= S, òîäi piâíÿííÿ áþäæåòíî¨ ïpÿìî¨

ïiñëÿ çàãàëüíî¨ äîòàöi¨ ìàòèìå âèãëÿä

p

1

x

1

+ p

2

x

2

= w + sx

2

1

: (4.5.3)

Çàóâàæèìî, ùî âèáip ñïîæèâà÷à (x

2

1

; x

2

2

) ïiñëÿ äîòàöi¨ íà

ïåpøèé òîâàp ¹ òî÷êîþ íà áþäæåòíié ïpÿìié (4:5:3) ïiñëÿ

çàãàëüíî¨ äîòàöi¨ i ¹ äîñÿæíîþ äëÿ ñïîæèâà÷à, êîëè âèáip

(x

3

1

; x

3

2

) íà ïiäñòàâi WA âèÿâëåíî ïåpåâàæà¹ (x

2

1

; x

2

2

). Òóò u

2

:

u(x

1

; x

2

) = u(x

2

1

; x

2

2

); u

3

: u(x

1

; x

2

) = u(x

3

1

; x

3

2

). Îòæå, ñïîæèâà÷

íàäà¹ ïåðåâàãó ïåpåâàãó çàãàëüíié äîòàöi¨.

N

Ó ïîïåðåäíiõ ìîäåëÿõ äîõiä ñïîæèâà÷à âèçíà÷åíî òåîðå-

òè÷íî. Ó ðåàëüíîìó æèòòi ëþäè îòðèìóþòü äîõîäè, ïðîäàþ-

÷è âëàñíó ïðàöþ, ïðåäìåòè, ÿêi âîíè âèðîáèëè, àêòèâè, ÿêi
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�èñ. 4.5.19.

íàêîïè÷èëè. Ìè ðîçãëÿíåìî ìîäè�iêàöiþ ïîïåðåäíüî¨ ìîäå-

ëi, âðàõîâóþ÷è îïèñàíó ðåàëüíiñòü. ßê i ðàíiøå, îáìåæèìîñÿ

äâîìà âèäàìè òîâàðó. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïîæèâà÷ ðîçïî÷èíà¹

ñâîþ äiÿëüíiñòü ç ïî÷àòêîâèì çàïàñîì ó âèãëÿäi äâîõ òîâàðiâ

(a

1

; a

2

): Íàïðèêëàä, �åðìåð, ÿêèé âèõîäèòü íà ðèíîê ç êiëü-

êiñòþ ìîðêâè (a

1

) i êàðòîïëi (a

2

). Ôåðìåð âèâ÷à¹ ðèíêîâi öiíè

òà âèðiøó¹, ñêiëüêè öüîãî òîâàðó ïðîäàòè ÷è êóïèòè.

Çàçíà÷èìî ðiçíèöþ ìiæ äâîìà âèäàìè ïîïèòó: âàëîâèì i

÷èñòèì. Âàëîâèé ïîïèò � öå êiëüêiñòü òîâàðó, ÿêó ñïîæèâà÷

ïðèíåñå äîäîìó ç ðèíêó. ×èñòèé ïîïèò � öå ðiçíèöÿ ìiæ âàëî-

âèì ïîïèòîì i ïî÷àòêîâèìè çàïàñàìè ñïîæèâà÷à àáî êiëüêiñòü

òîâàðó, ïðîäàíîãî ÷è êóïëåíîãî íà ðèíêó. ßêùî (x

1

; x

2

) � âà-

ëîâèé ïîïèò, òî (x

1

� a

1

; x

2

� a

2

) � ÷èñòèé ïîïèò. Çàóâàæèìî,

ùî ÷èñòèé ïîïèò íà òîâàð áóâà¹ i âiä'¹ìíèì. ßêùî ÷èñòèé ïî-

ïèò íà ïåðøèé òîâàð âiä'¹ìíèé, òî öå îçíà÷à¹, ùî ñïîæèâà÷

õî÷å âèêîðèñòàòè öüîãî òîâàðó ìåíøå, íiæ âií ìà¹, òîáòî õî÷å

çàïðîïîíóâàòè ïåðøèé òîâàð íà ðèíîê.
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�îçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèãëÿä áþäæåòíîãî îáìåæåííÿ. Ó

öüîìó âèïàäêó âàðòiñòü íàáîðó òîâàðiâ, ÿêèé ñïîæèâà÷ ïðè-

íåñå äîäîìó, äîðiâíþâàòèìå âàðòîñòi íàáîðó òîâàðiâ, ç ÿêèì

âií ïåðåáóâàâ íà ðèíêó

p

1

x

1

+ p

2

x

2

= p

1

a

1

+ p

2

a

2

(4.5.4)

àáî

(x

1

� a

1

)p

1

+ (x

2

� a

2

)p

2

= 0:

ßêùî x

1

�a

1

> 0; òî íàçâåìî ñïîæèâà÷à ÷èñòèì ïîêóïöåì

ïåðøîãî òîâàðó.

ßêùî x

1

� a

1

< 0; òî íàçèâàòèìåìî ñïîæèâà÷à ÷èñòèì

ïðîäàâöåì ïåðøîãî òîâàðó.

ßêùî öiíè �iêñîâàíi, òî äîõiä ñïîæèâà÷à ñòàëèé i íàõèë

áþäæåòíî¨ ëiíi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ âiäíîøåííÿì öií �p

1

=p

2

: Êðiì

òîãî, áþäæåòíà ëiíiÿ, î÷åâèäíî, ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ïî÷à-

òêîâèõ çàïàñiâ (a

1

; a

2

) (äèâ ðèñ. 4.5.20).

Òóò (x

�

1

; x

�

2

) � îïòèìàëüíèé âèáið ñïîæèâà÷à. Ó öüîìó âè-

ïàäêó x

�

1

> a

1

i x

�

2

< a

2

; òîáòî ñïîæèâà÷ ¹ ÷èñòèì ïîêóïöåì

ïåðøîãî òîâàðó i ÷èñòèì ïðîäàâöåì äðóãîãî.

�îçãëÿíåìî ÿê çìiíþ¹òüñÿ ñïîæèâàííÿ òîâàðiâ ïðè çìiíi

ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ i íåçìiííèõ öiíàõ. Íåõàé ïî÷àòêîâi çàïàñè

çìiíÿòüñÿ âiä (a

1

; a

2

) äî (a

1

1

; a

1

2

) òàê, ùî

p

1

a

1

+ p

2

a

2

> p

1

a

1

1

+ p

2

a

1

2

:

Òîäi äîõiä ñïîæèâà÷à çìåíøèòüñÿ i áþäæåòíà ïðÿìà çñóíåòüñÿ

ïàðàëåëüíî äî âèõiäíî¨ ó íàïðÿìi ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ó öüîìó

âèïàäêó ïîïèò íà êîæíèé òîâàð çìiíèòüñÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî

ïåðøèé òîâàð ìàëîöiííèé, òî ïîïèò íà íüîãî çðîñòå.

�îçãëÿíåìî âèïàäîê çi çìiíîþ öií. Òîäi çìiíèòüñÿ i äîõiä

ñïîæèâà÷à. ßêùî öiíà ïåðøîãî òîâàðó çìåíøèòüñÿ, òî áþäæå-

òíà ïðÿìà ñòàíå ïîõèëiøîþ. Îñêiëüêè ïî÷àòêîâi çàïàñè çàâ-

æäè ëåæàòü íà áþäæåòíié ëiíi¨, òî âîíà ïîâåðíåòüñÿ íàâêîëî

òî÷êè ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ, ÿê çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.5.21.
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�èñ. 4.5.20.

Òóò (�x

1

; �x

2

) � ïî÷àòêîâèé îïòèìàëüíèé íàáið òîâàðiâ,

(x

�

1

; x

�

2

) � îïòèìàëüíèé íàáið òîâàðiâ ïiñëÿ çìiíè öiíè p

1

: Ó

öüîìó âèïàäêó ñïîæèâà÷ áóâ ïðîäàâöåì ïåðøîãî òîâàðó i çà-

ëèøèâñÿ íèì ïiñëÿ çìiíè öiíè. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî äîáðî-

áóò ñïîæèâà÷à? Ó íàâåäåíîìó ïðèêëàäi ñïîæèâà÷ îïèíèâñÿ íà

íèæ÷ié êðèâié áàéäóæîñòi (çìåíøèëàñü êîðèñíiñòü). ×è çàâ-

æäè òàê áóäå? Âiäïîâiäü îòðèìà¹ìî iç çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó

âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè. ßêùî öiíà íà ïåðøèé òîâàð çìåíøèëàñÿ

i ñïîæèâà÷ çàëèøèâñÿ ïðîäàâöåì, òî îïòèìàëüíèé íàáið ïi-

ñëÿ çìiíè öiíè äëÿ íüîãî äîñÿæíèé. Îòæå, (�x

1

; �x

2

) âèÿâëåíî

ïåðåâàæà¹ (x

�

1

; x

�

2

) i äîáðîáóò ñïîæèâà÷à ïîãiðøèâñÿ. ßêùî çi

çìåíøåííÿì öiíè íà ïåðøèé òîâàð ñïîæèâà÷ ç ïðîäàâöÿ ïå-

ðåòâîðèâñÿ ó ïîêóïöÿ, òî íi÷îãî ñêàçàòè íå ìîæíà.

ßêùî ñïîæèâà÷ çàëèøà¹òüñÿ ÷èñòèì ïîêóïöåì òîâàðó, öi-

íà ÿêîãî çðîñòà¹, òî éîãî äîáðîáóò ïîãiðøó¹òüñÿ. ßêùî çð-

îñòàííÿ öiíè ñïðè÷èíÿ¹ ïåðåõiä ñïîæèâà÷à ó ïðîäàâöi, òî äî-

áðîáóò ìîæå ïîãiðøèòèñÿ àáî ïîëiïøèòèñÿ. Öåé âèñíîâîê âè-

ïëèâà¹ ç ïðîñòîãî çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè.
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�èñ. 4.5.21.

Ïðèïóñòèìî (äèâ. ðèñ. 4.5.22), ùî ñïîæèâà÷ ¹ ÷èñòèì ïî-

êóïöåì ïåðøîãî òîâàðó i öiíà íà íüîãî çìåíøèëàñÿ, òîäi ñïî-

æèâà÷ çàëèøèòüñÿ ÷èñòèì ïîêóïöåì ïåðøîãî òîâàðó. Òåïåð

ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå � ñïîæèâà÷ ñòàâ ïðîäàâöåì. Òîäi éîãî

íîâèé îïòèìàëüíèé íàáið (x

�

1

; x

�

2

) ëåæàòèìå íà ïåðåòèíi íîâî¨

áþäæåòíî¨ ïðÿìî¨ ç âèõiäíèì áþäæåòíèì îáìåæåííÿì. Îòæå,

íàáið (x

�

1

; x

�

2

) áóäå äîñÿæíèì äëÿ ñïîæèâà÷à ïðè ïî÷àòêîâié

áþäæåòíié ïðÿìié i âií çíåõòó¹ éîãî, îñêiëüêè îïòèìàëüíèì ¹

âèáið (�x

1

; �x

2

): Ïðîòå ïðè íîâié áþäæåòíié ïðÿìié íàáið (�x

1

; �x

2

)

äîñÿæíèé äëÿ ñïîæèâà÷à i ãiðøèé íiæ (x

�

1

; x

�

2

). Òîìó, ç îäíî-

ãî áîêó, (�x

1

; �x

2

) âèÿâëåíî ïåðåâàæà¹ (x

�

1

; x

�

2

), ç iíøîãî, íàâ-

ïàêè, ùî íåìîæëèâî. Âiäïîâiäíî ÷èñòèé ïðîäàâåöü òîâàðó çi

çðîñòàííÿì öiíè íà íüîãî çàëèøèòüñÿ ïðîäàâöåì.

Ó âèïàäêó �iêñîâàíîãî äîõîäó îäíi¹¨ ç öií ìè îòðèìàëè

êðèâó öiíè-ñïîæèâàííÿ i çâè÷àéíó êðèâó ïîïèòó. Àíàëîãi÷íi

êðèâi ìîæíà ïîáóäóâàòè i çà óìîâè íàÿâíîñòi ïî÷àòêîâèõ çà-

ïàñiâ. �îçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ðèñ. ??, ÿêèé iëþñòðó¹ êðè-
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�èñ. 4.5.22.

âó öiíè-ñïîæèâàííÿ i çâè÷àéíó êðèâó ïîïèòó. Êðèâà öiíè-

ñïîæèâàííÿ çàâæäè ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ïî÷àòêîâèõ çàïà-

ñiâ, îñêiëüêè ó äåÿêèõ âèïàäêàõ îïòèìàëüíèì âèáîðîì ñïî-

æèâà÷à áóäå ïðèïèíåííÿ òîðãiâëi. Îòæå, ñïîæèâà÷ âèðiøó¹

êóïóâàòè ïåðøèé òîâàð çà äåÿêèìè öiíàìè ÷è ïðîäàâàòè çà

iíøèìè. Òîìó êðèâà öiíè-ñïîæèâàííÿ l

1

ïðîéäå ëiâîðó÷ i ïðà-

âîðó÷ âiä òî÷êè (a

1

; a

2

): Çâè÷àéíà êðèâà ïîïèòó l

2

, çîáðàæåíà

íà ðèñ. ??, ¹ êðèâîþ âàëîâîãî ïîïèòó.

Âîíà çàçíà÷à¹ çàãàëüíó êiëüêiñòü ñïîæèòîãî ïåðøîãî òî-

âàðó. Âèçíà÷èìî çâè÷àéíó êðèâó ÷èñòîãî ïîïèòó ÿê ãðà�iê

�óíêöi¨

d

1

(p

1

; p

2

) =

(

x

1

(p

1

; p

2

)� a

1

; ÿêùî ÷èñòèé ïîïèò äîäàòíèé,

0; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó;

i çâè÷àéíó êðèâó ÷èñòî¨ ïðîïîçèöi¨

s

1

(p

1

; p

2

) =

(

a

1

� x

1

(p

1

; p

2

); ÿêùî ÷èñòèé ïîïèò âiä'¹ìíèé,

0; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó:
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Öåé ïðèêëàä çîáðàæåíî íà ðèñ. ??, äå l

1

� êðèâà ÷èñòîãî

ïîïèòó, l

2

� êðèâà ÷èñòî¨ ïðîïîçèöi¨, l � êðèâà âàëîâîãî ïîïèòó.

Çàñòîñóâàííÿ âèÿâëåíî¨ ïåðåâàãè ¹ çðó÷íèì, îäíàê âîíî íå

äà¹ âiäïîâiäi íà çàïèòàííÿ: ÿê çìiíþ¹òüñÿ ïîïèò íà òîâàð çà

çìiíîþ öiíè? Ó ïîïåðåäíiõ ïàðàãðà�àõ îïèñàíî ðiâíÿííÿ Ñëó-

öüêîãî, ÿêå ðîçêëàäà¹ çìiíó ïîïèòó ó âèïàäêó çìiíè öiíè íà

å�åêò çàìiíè òà å�åêò äîõîäó. Å�åêò äîõîäó âèíèêà¹ ó çâ'ÿç-

êó çi çìiíîþ êóïiâåëüíî¨ ñïðîìîæíîñòi ó âèïàäêó çìiíè öiíè.

Îäíàê ¹ äâà øëÿõè çìiíè êóïiâåëüíî¨ ñïðîìîæíîñòi ñïîæèâà-

÷à. Ïî-ïåðøå, êîëè öiíà íà òîâàð çìåíøó¹òüñÿ, òî ìîæíà êó-

ïèòè òîé íàáið òîâàðiâ, ùî é ðàíiøå, i ìàòè çàëèøîê ãðîøåé.

Íàçâåìî öå çâè÷àéíèì å�åêòîì äîõîäó. Ïðîòå äðóãèé å�åêò

íîâèé. ßêùî öiíà íà òîâàð çìiíþ¹òüñÿ, òî çìiíþ¹òüñÿ i âàð-

òiñòü ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ. Îòæå, çìiíþ¹òüñÿ äîõiä. Íàïðèêëàä,

ÿêùî âè ÷èñòèé ïðîäàâåöü òîâàðó, òî çíèæåííÿ öiíè çìåíøèòü

âàø äîõiä. Îäåðæèìî ïîïåðåäíié å�åêò ïëþñ âïëèâ âàðòîñòi

ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ. Íàçâåìî öå å�åêòîì äîõîäó ïî÷àòêîâèõ

çàïàñiâ.

Îòæå, ðiâíÿííÿ Ñëóöüêîãî âèãëÿäà¹ òàê: çàãàëüíà çìiíà

ïîïèòó äîðiâíþ¹ ñóìi å�åêòó çàìiíè, çâè÷àéíîãî å�åêòó äî-

õîäó é å�åêòó äîõîäó ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ. Äâà ïåðøèõ ïîêà-

çíèêè àíàëîãi÷íi äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó. Òîìó

�x

1

�p

1

=

�x

s

1

�p

1

� x

1

�x

i

1

�w

+ EIE;

äå EIE � å�åêò äîõîäó ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ. Êîëè öiíà ïî÷à-

òêîâèõ çàïàñiâ çìiíþ¹òüñÿ, òî äîõiä òåæ çìiíþ¹òüñÿ i öÿ çìiíà

ñïðè÷èíÿ¹ çìiíó ïîïèòó.

Íåõàé öiíà ïåðøîãî òîâàðó çìiíèëàñÿ âiä p

1

äî p

0

1

i íåõàé

w

00

ïîçíà÷à¹ íîâèé äîõiä çà öiíîþ p

0

1

, ïîâ'ÿçàíèé ç âàðòiñòþ

ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî öiíà òîâàðó äðóãîãî çà-

ëèøà¹òüñÿ �iêñîâàíîþ. Çà îçíà÷åííÿì w

00

ìà¹ìî

w

00

� w = a

1

�p

1

:
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Çàïèøåìî î÷åâèäíó ðiâíiñòü

x

1

(p

0

1

;w

00

)� x

1

(p

1

;w)

�p

1

=

x

1

(p

0

1

;w

0

)� x

1

(p

1

;w)

�p

1

(å�åêò çàìiíè)

�

x

1

(p

0

1

;w

0

)� x

1

(p

0

1

;w)

�p

1

(çâè÷àéíèé å�åêò äîõîäó)

+

x

1

(p

0

1

;w

00

)� x

1

(p

0

1

;w)

�p

1

(å�åêò äîõîäó ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ).

Çà îçíà÷åííÿì çâè÷àéíîãî å�åêòó äîõîäó

�p

1

=

w

0

� w

x

1

i çà îçíà÷åííÿì å�åêòó äîõîäó ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ

�p

1

=

w

00

� w

a

1

:

Òîäi ðiâíÿííÿ Ñëóöüêîãî íàáóâà¹ âèãëÿäó

x

1

(p

0

1

;w

00

)� x

1

(p

1

;w)

�p

1

=

x

1

(p

0

1

;w

0

)� x

1

(p

1

;w)

�p

1

�

� x

1

x

1

(p

0

1

;w

0

)� x

1

(p

0

1

;w)

w

0

� w

+ a

1

x

1

(p

0

1

;w

00

)� x

1

(p

0

1

;w)

w

00

� w

àáî

�x

1

�p

1

=

�x

s

1

�p

1

� x

1

�x

i

1

�w

+ a

1

�x

a

1

�w

0

: (4.5.5)

�îçãëÿíåìî íåçíà÷íó çìiíó öiíè, ÿêà çóìîâëÿ¹ òàêó ñàìó

çìiíó äîõîäó. ßêùî �w = w

0

�w � w

00

�w = �w

0

; òî ðiâíÿííÿ

Ñëóöüêîãî (4.5.5) âèãëÿäàòèìå òàê:

�x

1

�p

1

=

�x

s

1

�p

1

+ (a

1

� x

1

)

�x

i

1

�w

: (4.5.6)
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Âèêîíà¹ìî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó öié ðiâíîñòi, êîëè �p

1

! 0:

Íåõàé x

1

(p

1

;w(p

1

)) � �óíêöiÿ ïîïèòó íà ïåðøèé òîâàð ïðè �i-

êñîâàíié öiíi íà äðóãèé, äå w(p

1

) = a

1

p

1

+a

2

p

2

: Òîäi çàïèøåìî

dx

1

(p

1

;w(p

1

))

dp

1

=

�x

1

(p

1

;w)

�p

1

+

�x

1

(p

1

;w)

�w

dw(p

1

)

dp

1

:

Îñêiëüêè

dw

dp

1

= a

1

;

�x

1

(p

1

;w)

�p

1

=

�x

s

1

(p

1

;w)

�p

1

� x

1

�x

1

(p

1

;w)

�w

;

òî

dx

1

(p

1

;w(p

1

))

dp

1

=

�x

1

(p

1

)

�p

1

+ (a

1

� x

1

)

�x

1

(p

1

;w)

�w

(4.5.7)

i ¹ øóêàíèì ðiâíÿííÿì Ñëóöüêîãî.

�iâíÿííÿ (4.5.6) âèêîðèñòîâóþòü äëÿ àíàëiçó ïîïèòó. Ìè

çíà¹ìî, ùî

�x

s

1

�p

1

< 0: Ïðèïóñòèìî, ùî òîâàð öiííèé, òîáòî

�x

i

1

�p

1

> 0: Òîäi çíàê ëiâî¨ ÷àñòèíè (7.7) çàëåæèòü âiä çíàêà òà

âåëè÷èíè ðiçíèöi a

1

� x

1

: ßêùî ñïîæèâà÷ ¹ ÷èñòèì ïîêóïöåì,

òî çi çðîñòàííÿì öiíè íà ïåðøèé òîâàð ïîïèò íà íüîãî ñïàäà¹.

ßêùî æ ñïîæèâà÷ ÷èñòèé ïðîäàâåöü íîðìàëüíîãî òîâàðó, òî

çíàê

�x

1

�p

1

çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè a

1

� x

1

:

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïîæèâà÷ ïðîäà¹ ÿáëóêà òà àïåëüñèíè, ÿêi

âèðîñòèâ ñàì. Ìè ãîâîðèëè, ùî âíàñëiäîê çðîñòàííÿ öiíè íà

ÿáëóêà ñïîæèâà÷ çáiëüøèòü ¨õ ñïîæèâàííÿ (ÿáëóêà äëÿ íüîãî

¹ òîâàðîì �i�åíà). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ñëóöüêîãî, ëåã-

êî â öüîìó ïåðåêîíàòèñÿ. Íåõàé x

1

� �óíêöiÿ ïîïèòó ñïîæè-

âà÷à íà ÿáëóêà, à p

1

� ¨õíÿ öiíà. Îñêiëüêè

�x

s

1

�p

1

< 0; a

1

�x

1

> 0
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i ÿáëóêà äëÿ ñïîæèâà÷à öiííèé òîâàð, òî âíàñëiäîê çðîñòàííÿ

öiíè âií ñïîæèâà¹ áiëüøå ÿáëóê çàâäÿêè å�åêòó äîõîäó.

Çàñòîñó¹ìî iäåþ ç ïî÷àòêîâèìè çàïàñàìè äëÿ àíàëiçó ïðî-

ïîçèöi¨ ïðàöi. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïîæèâà÷ ìà¹ äåÿêèé äîõiä M

íåçàëåæíî âiä òîãî ïðàöþ¹ âií ÷è íi. Íàçâåìî öåé äîõiä íåòðó-

äîâèì (íàïðèêëàä, äîõiä âiä àêöié). Ïðèïóñòèìî, ùî M > 0:

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x âåëè÷èíó ñïîæèâàííÿ i p � öiíó ñïîæè-

âàííÿ. Íåõàé w � âåëè÷èíà çàðîáiòíî¨ ïëàòè i L � êiëüêiñòü

çàïðîïîíîâàíî¨ ïðàöi. Òîäi áþäæåòíà ïðÿìà ìàòèìå âèãëÿä

px =M + wL: (4.5.8)

Ñïðîáó¹ìî ïîðiâíÿòè (4.5.8) ç ïðèêëàäàìè ïîïåðåäíiõ áþ-

äæåòíèõ îáìåæåíü. Ïîäàìî (4.5.8) ó âèãëÿäi

px� wL =M (4.5.9)

i ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ìàêñèìàëüíà âåëè÷èíà êiëüêîñòi ïðàöi

� 24 ãîä íà äîáó, 7 äíiâ íà òèæäåíü ÷è iíøi îáìåæåííÿ. Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç L êiëüêiñòü ðîáî÷îãî ÷àñó i äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí

ðiâíîñòi (4.5.9) çíà÷åííÿ wL

px+ w(L� L) =M + wL: (4.5.10)

Âèçíà÷èìî x =

M

p

ÿê äîõiä, ÿêèé ñïîæèâà÷ îòðèìó¹ íå ïðàöþ-

þ÷è çîâñiì. Îòæå, x ïî÷àòêîâèé çàïàñ ñïîæèâà÷à. Çàïèøåìî

ðiâíÿííÿ (4.5.10) ó âèãëÿäi

px+ w(L� L) = px + wL: (4.5.11)

Îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ïîäiáíå äî (4.5.4). Ïîêàçíèê L � L ìî-

æíà òðàêòóâàòè ÿê äîçâiëëÿ, òîáòî ÷àñ áåç ïðàöi. Ïîçíà÷èìî

l = L � L: Òîäi çàãàëüíà êiëüêiñòü ÷àñó íà äîçâiëëÿ l = L i

áþäæåòíà ïðÿìà (4.5.11) ìàòèìå âèãëÿä

px + wl = px + wl: (4.5.12)
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Çàóâàæèìî, ùî ó ðiâíÿííi (4.5.12) w � íå ëèøå ìiðà ïðàöi,

à é ìiðà äîçâiëëÿ. Ïðàâà ÷àñòèíà (4.5.12) iíîäi íàçèâà¹òüñÿ

ïîâíèì àáî íåÿâíèì äîõîäîì ñïîæèâà÷à. Áþäæåòíà ïðÿìà

(4.5.12) òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ïî÷àòêîâèõ çàïàñiâ (l; x)

i ìà¹ íàõèë �w=p; ÿêèé çàçíà÷à¹ íîðìó, çà ÿêîþ ðèíîê îáìi-

íþ¹ îäèí òîâàð íà iíøèé. Îïòèìàëüíèé âèáið ñïîæèâà÷à âiä-

áóäåòüñÿ òàì, äåMRS = w=p (w=p � ðåàëüíà çàðîáiòíà ïëàòà).

�åàëüíà çàðîáiòíà ïëàòà � öå êiëüêiñòü òîâàðiâ, ÿêó ñïîæèâà÷

ìîæå êóïèòè, ÿêùî çìåíøèòü ñâî¹ äîçâiëëÿ íà îäíó ãîäèíó.

4.6 Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ âèäàòêiâ

Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi, ÿêà çîáðàæà¹ ëî-

êàëüíî íåíàñè÷óâàíå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè %, ùî ¹ âèçíà÷åíèì

íà ìíîæèíi ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ R

L

+

. Íåõàé çàäàíî âåêòîð öií

p� 0 i ÷èñëî u > u(0):

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ âèäàòêiâ (EMP

- expenditure minimization problem )

p

�

x! min; x 2 f x 2 R

L

+

: u(x) > u g: (EMP)

Ïîçàÿê çàäà÷à (UMP) âèçíà÷à¹ ìàêñèìàëüíèé ðiâåíü êîðè-

ñíîñòi ïðè çàäàíîìó äîõîäi w, òî çàäà÷à (EMP) âèçíà÷à¹ ìi-

íiìàëüíèé ðiâåíü äîõîäó, ÿêèé ïîòðiáíî äëÿ äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ

êîðèñíîñòi u: Çàäà÷à (EMP) ¹ "äâî¨ñòîþ� çàäà÷åþ äî çàäà÷i

(UMP).

Çàäà÷à (EMP) çîáðàæåíà íà ðèñ. 4.6.23. Îïòèìàëüíèé ñïî-

æèâ÷èé íàáið x

�

ìà¹ íàéìåíøó âàðòiñòü i äà¹ çìîãó ñïîæè-

âà÷åâi äîñÿãíóòè ðiâíÿ êîðèñíîñòi u: �åîìåòðè÷íî ìíîæèíó

îïòèìàëüíèõ íàáîðiâ îòðèìó¹ìî øëÿõîì ïàðaëåëüíîãî çñóâó
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�èñ. 4.6.23. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ âèäàòêiâ

ãiïåðïëîùèíè f x 2 R

L

: p

�

x = 
 g â íàïðÿìi âåêòîðà �p äî-

òè, äîêè öÿ ïëîùèíà ìà¹ õî÷ îäíó ñïiëüíó òî÷êó ç ìíîæèíîþ

f x 2 R

L

+

: u(x) > u g:

1

Òåîðåìà 4.6.1. Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè % ¹ ëîêàëü-

íî íåíàñè÷óâàíèì. Íåõàé p 2 R

L

++

çàäàíèé âåêòîð öií. Òîäi

ìà¹ìî:

(i) ÿêùî x

�

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (UMP) ïðè ðiâíi äîõîäó

w, òîäi x

�

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (EMP) ç ðiâíåì êîðèñíî-

ñòi u = u(x

�

). Çîêðåìà, ìiíiìàëüíèé ðiâåíü âèäàòêiâ

â çàäà÷i (EMP) ñòàíîâèòü ñàìå w;

1

ßêùî u(

�

) êâàçiââiãíóòà, òî çàäà÷à (EMP ) ¹ çàäà÷åþ ìiíiìiçàöi¨ ëi-

íiéíî¨ �óíêöi¨ íà îïóêëié ìíîæèíi. Öå ïðèçâîäèòü äî âèâ÷åííÿ îïîðíèõ

�óíêöié ìíîæèíè fx 2 R

L

+

: u(x) > u g:
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(ii) ÿêùî x

�

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (EMP) ç ðiâíåì êîðèñíîñòi u >

u(0), òîäi x

�

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (UMP) ïðè ðiâíi äîõîäó

w = p

�

x

�

: Çîêðåìà, ìàêñèìàëüíèé ðiâåíü êîðèñíîñòi â

çàäà÷i (UMP) ñòàíîâèòü ñàìå u:

Äîâåäåííÿ. (i) Ïðèïóñòèìî, ùî x

�

íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(EMP) ç ðiâíåì êîðèñíîñòi u = u(x

�

): Òîäi iñíó¹ ñïîæèâ÷èé

íàáið �x òàêèé, ùî u(�x) > u(x

�

) i p

�

�x < p

�

x

�

6 w: Ç óìîâè ëî-

êàëüíî¨ íåíàñè÷óâàíîñòi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ìîæåìî çíàéòè

ñïîæèâ÷èé íàáið x̂ äîñèòü áëèçüêèé äî �x òàêèé, ùî u(x̂) > u(�x)

i p

�

x̂ < w: Öå îçíà÷à¹, ùî x̂ 2 B

p;w

i u(x̂) > u(x

�

). Îäåðæà-

íà íåðiâíiñòü ñóïåðå÷èòü îïòèìàëüíîñòi x

�

â çàäà÷i (UMP).

Òîìó ñïîæèâ÷èé íàáið x

�

ïîâèíåí áóòè îïòèìàëüíèì ó çàäà-

÷i (EMP) ç ðiâíåì êîðèñíîñòi u = u(x

�

), ìiíiìàëüíèé ðiâåíü

âèòðàò ñòàíîâèòü p

�

x

�

:

Ïîçàÿê x

�

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (UMP) ïðè ðiâíi äîõîäó w, òî

ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà Âàëüðàñà p

�

x

�

= w:

(ii) Îñêiëüêè u > u(0), òî x

�

6= 0: Îòæå, p

�

x

�

> 0: Ïðè-

ïóñòèìî, ùî x

�

íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (UMP) ç ðiâíåì äîõîäó

w = p

�

x

�

: Òîäi iñíó¹ ñïîæèâ÷èé íàáið �x òàêèé, ùî u(�x) >

u(x

�

) i p

�

�x 6 p

�

x

�

: �îçãëÿíåìî íàáið x

�

= ��x, äå � 2 (0; 1):

Çãiäíî ç íåïåðåðâíiñòþ �óíêöi¨ u(

�

) (ïðè � äîñèòü áëèçüêîìó

äî 1) ìàòèìåìî u(x

�

) > u(x

�

) i p

�

x

�

< p

�

x

�

: Öå ñóïåðå÷èòü

îïòèìàëüíîñòi íàáîðó x

�

â çàäà÷i (EMP). Îòæå, x

�

ìóñèòü áó-

òè îïòèìàëüíèì ñïîæèâ÷èì íàáîðîì çàäà÷i (UMP) äëÿ ðiâíÿ

äîõîäó w = p

�

x

�

i ìàêñèìàëüíèé ðiâåíü êîðèñíîñòi ¹ u(x

�

):
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Ïðèïóñòèìî, ùî u(x

�

) > u: �îçãëÿíåìî íàáið x

�

= �x

�

; äå

� 2 (0; 1): Òîäi çãiäíî ç íåïåðâíiñòþ �óíêöi¨ u(

�

) (ïðè � äî-

ñèòü áëèçüêîìó äî 1), u(x

�

) > u i p

�

x

�

< p

�

x

�

; ùî ñóïåðå÷èòü

îïòèìàëüíîñòi x

�

â çàäà÷i (EMP) ç ðiâíåì êîðèñíîñòi u:

Òàê ñàìî ÿê ó çàäà÷i (UMP), êîëè p � 0 ðîçâ'ÿçîê çàäà-

÷i (EMP) iñíó¹ ïðè äîñèòü çàãàëüíèõ ïðèïóùåííÿõ. Çîêðåìà,

äîïóñòèìà ìíîæèíà f x 2 R

L

+

: u(x) > u g ïîâèíà áóòè íå-

ïîðîæíüîþ, à öå ñïðàâäæó¹òüñÿ, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî x 2 R

L

+

;

u(x) > u; íàïðèêëàä, îñòàííÿ íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ

êîæíîãî u > u(0); ÿêùî u(

�

) íåîáìåæåíà çâåðõó.

4.7 Ôóíêöiÿ âèäàòêiâ

Íåõàé p� 0; u 2 U = f u 2 u(R

L

+

) : u > u(0) g.

Îçíà÷åííÿ 4.7.1. Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíié ïàði (p;u) ñòà-

âèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî p

�

x

�

, äå x

�

áóäü-ÿêèé ðîç-

â'ÿçîê çàäà÷i (EMP), íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ âèäàòêiâ

(expenditure fun
tion). Ïîçíà÷èìî �óíêöiþ âèäàòêiâ ÷å-

ðåç e(p; u): e(p; u) = minf p

�

x : u(x) > u; x 2 R

L

+

g:

Òåîðåìà 4.7.1. Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè. Òîäi �óíêöiÿ âèäàòêiâ e(p; u) âîëîäi¹ âëàñòè-

âîñòÿìè:

(i) îäíîðiäíà ñòåïåíÿ îäèí çà çìiííîþ p : e(�p; u) = �e(p; u)

äëÿ âñiõ (p; u) 2 R

L

++

� U i � > 0;
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(ii) ñòðîãî çðîñòà¹ çà çìiííîþ u i ¹ íå
ïàäíîþ çà çìiííîþ

p

l

äëÿ êîæíîãî l;

(iii) ââiãíóòà çà çìiííîþ p;

(iv) íåïåðåðâíà çà çìiííîþ p i u.

Äîâåäåííÿ. (i) Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ çà-

äà÷i (EMP) çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ ïðè çìiíi öiíè. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî � > 0 ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ

çàäà÷i (�p)

�

x ! min; x 2 f x 2 R

L

+

: u(x) > u g òà ñàìà, ùî

é ó çàäà÷i (EMP). Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî îïòèìàëüíîãî íàáîðó

x

�

e(�p; u) = (� p)

�

x

�

= � (p

�

x

�

) = � e(p; u):

(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî e(p; u) íå çðîñòà¹ ñòðîãî çà çìiííîþ u

i íåõàé �x i x̂ îïòèìàëüíi ñïîæèâ÷i íàáîðè çàäà÷i (EMP) äëÿ

ðiâíiâ êîðèñíîñòi, âiäïîâiäíî, �u i û; äå û > �u i p

�

�x > p

�

x̂ > 0:

�îçãëÿíåìî íàáið x

�

= �x̂; äå � 2 (0; 1): Çãiäíî ç íåïåðåðâíi-

ñòþ �óíêöi¨ u(

�

) iñíó¹ òàêå ÷èñëî � (äîñòàòíüî áëèçüêå äî 1),

ùî u(x

�

) > �u i p

�

�x > p

�

x

�

: Ïðîòå öå ñóïåðå÷èòü îïòèìàëüíî-

ñòi �x â çàäà÷i (EMP) ç ðiâíåì êîðèñíîñòi �u.

Ïîêàæåìî , ùî �óíêöiÿ e(p; u) ¹ íåñïàäíîþ çà çìiííîþ p

j

äëÿ âñiõ j: Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè öií p̂ i �p òàêi, ùî p̂

j

> �p

j

i p̂

k

= �p

k

äëÿ âñiõ k 6= j: Íåõàé x̂ îïòèìàëüíèé íàáið çàäà÷i

(EMP) äëÿ öiíè p̂: Òîäi

e(p̂; u) = p̂

�

x̂ > �p

�

x̂ > e(�p; u);

äå îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ �óíêöi¨ e(�p; u):
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(iii) Çà�iêñó¹ìî ðiâåíü êîðèñíîñòi �u i ðîçãëÿíåìî p

�

=

�p + (1 � �)�p äëÿ � 2 [0; 1℄: Ïðèïóñòèìî, ùî x

�

îïòèìàëü-

íèé íàáið ó çàäà÷i (EMP) äëÿ öiíè p

�

: Oñêiëüêè u(x

�

) > �u i çà

îçíà÷åííÿì �óíêöi¨ âèäàòêiâ: p

�

x

�

> e(p; �u) i �p

�

x

�

> e(�p; �u),

òî

e(p

�

; �u) = p

�

�

x

�

= �p

�

x

�

+ (1� �)�p

�

x

�

>�e(p; �u) + (1� �)e(�p; �u);

òîáòî �óíêöiÿ âèäàòêiâ ¹ ââiãíóòîþ.

(iv) Âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi �óíêöi¨ âèäàòêiâ e(p; u) çà

çìiííîþ p i u âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî ìàêñèìóì (äèâ. ìàòåìàò.

äîäàòîê).

Òåîðåìà 1.4.4 äà¹ çìîãó çðîáèòè âàæëèâèé âèñíîâîê ùîäî

çâ'ÿçêó ìiæ �óíêöi¹þ âèäàòêiâ e(

�

) i íåïðÿìîþ �óíêöi¹þ êî-

ðèñíîñòi v(

�

): Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíèõ p � 0; w > 0 i u 2 U

ìà¹ìî

e( p; v(p;w) ) � w i v( p; e(p; u) ) � u: (4.7.1)

Óìîâà (4.7.1) çàñâiä÷ó¹, ùî ó âèïàäêó �iêñîâàíîãî âåêòîðà öií

�p, �óíêöi¨ e( �p;

�

) i v( �p;

�

) âçà¹ìíî îáåðíåíi. Êðiì òîãî, òåîðåìó

1.4.5 ìîæíà îäåðæàòè ç òåîðåìè 1.4.3 i íàâïàêè.

Îñêiëüêè �óíêöiÿ v(

�

) íåïåðåðâíà çà çìiííîþ w, òî �óí-

êöiÿ e(

�

) íåïåðåðâíà çà çìiííîþ u: Êðiì òîãî, �óíêöiÿ e(

�

) ââi-

ãíóòà çà çìiííîþ p. Òîìó öÿ �óíêöiÿ íåïåðåðâíà i çà çìiííîþ

p:

4.8 Ïîïèò Õiêñà

Íåõàé (p; u) 2 R

L

++

� U.
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Îçíà÷åííÿ 4.8.1. Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíié ïàði (p; u)

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (EMP)

h(p; u) = f x 2 R

L

+

; u(x) > u : p

�

x = e(p; u) g íàçèâà¹òüñÿ

ïîïèòîì Õiêñà. ßêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè (p;u) ìíîæèíà h(p;u)

ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, òî íàçâåìî öå âiäîáðàæåííÿ

�óíêöi¹þ ïîïèòó Õiêñà (àáî êîìïåíñàöiéíîþ �óíêöi¹þ ïî-

ïèòó).

�èñ. 4.8.24. Ôóíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà

Òåîðåìà 4.8.1. Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå âiäíîøåí-

íÿ ïåðåâàãè. Òîäi ïîïèò Õiêñà h(p; u) âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

(i) îäíîðiäíèé ñòåïåíÿ íóëü çà çìiííîþ p :

h(�p; u) = h(p; u) äëÿ âñiõ (p; u) 2 R

L

++

� U i � > 0;
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(ii) íåìà¹ íàäëèøêó êîðèñíîñòi: äëÿ âñiõ x 2 h(p; u),

u(x) = u;

(iii) ÿêùî % îïóêëå (u(

�

)- êâàçiââiãíóòà �óíêöiÿ), òî ìíî-

æèíà h(p; u) ¹ îïóêëîþ. Çîêðåìà, ÿêùî % ñòðîãî îïó-

êëå (u(

�

) ¹ ñòðîãî êâàçiââiãíóòà); òîäi äëÿ âñiõ òî÷îê

(p; u) ìíîæèíà h(p; u) ìiñòèòü ëèøå îäíó òî÷êó;

(iv) íàïiâíåïåðåðâíèé çâåðõó â êîæíié òî÷öi (p; u). Çîê-

ðåìà, �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà íåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. (i) Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ

âiäïîâiäíî¨ âëàñòèâîñòi �óíêöi¨ âèäàòêiâ (ï.(i) òåîðåìà 1.4.5).

(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ îïòèìàëüíèé íàáið x 2 h(p; u)

òàêèé, ùî u(x) > u: �îçãëÿíåìî íàáið x

�

= �x; äå � 2 (0; 1):

Çãiäíî ç íåïåðåðâíiñòþ �óíêöi¨ u(

�

) iñíó¹ òàêå ÷èñëî �; áëèçüêå

äî 1, ùî u(x

�

) > u i p

�

x

�

= �p

�

x < p

�

x: Îäíàê öå ñóïåðå÷èòü

îïòèìàëüíîñòi íàáîðó x ó çàäà÷i (EMP) ç ðiâíåì êîðèñíîñòi u:

(iii) Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ âiäïî-

âiäíî¨ âëàñòèâîñòi ïoïèòó Âàëüðàñà ( ï.(iii) òåîðåìà 1.4.2).

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi

v(p;w

�

) = maxfu(x) : p

�

x

�

6 w

�

; x 2 R

L

+

g:

Íåõàé x

�

ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i i íåõàé u

�

= u(x

�

). �îçãëÿíåìî

çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ âèäàòêiâ

e(p; u

�

) = minfp

�

x : u(x) > u

�

; x 2 R

L

+

g:
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�èñ. 4.8.25. Ìàêñèìàëüíà êîðèñíiñòü i ìiíiìàëüíi âèäàòêè

Ç òåîðåìè 1.4.4 âèïëèâà¹ âàæëèâà òîòîæíiñòü ìiæ ïî-

ïèòîì Õiêñà i Âàëüðàñà:

h(p; u) � x(p; e(p; u)) - çíà÷åííÿ ïîïèòó Õiêñà ïðè ðiâíi

êîðèñíîñòi uòàêå ñàìå, ÿê i çíà÷åííÿ ïîïèòó Âàëüðàñà

ïðè ðiâíi äîõîäó e(p; u);

(4.8.1)

x(p;w) � h(p; v(p;w)) - çíà÷åííÿ ïîïèòó Âàëüðàñà ïðè

ðiâíi äîõîäó w òàêå ñàìå, ÿê i çíà÷åííÿ ïîïèòó Õiêñà

ïðè ðiâíi êîðèñíîñòi v(p; u):

(4.8.2)

Ïîïèò Õiêñà (ÿêèé ùå íàçèâàþòü êîìïåíñàöiéíèì ïîïè-

òîì) h(p; u) âiäîáðàæà¹ âïëèâ íà âåëè÷èíó ïîïèòó å�åêòó çà-

ìiùåííÿ, òîáòî, êîëè ïðè çìiíi öiíè îäíî÷àñíî çìiíþ¹òüñÿ ði-

âåíü äîõîäó ó ñïîæèâà÷à òàê, ùî ðiâåíü êîðèñíîñòi çàëèøà¹-
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òüñÿ íåçìiííèì. Äëÿ öiíè p i ðiâíÿ êîðèñíîñòi u âàðòiñòü îïòè-

ìàëüíîãî íàáîðó h(p; u) â çàäà÷i (EMP) äîðiâíþ¹ e(p; u) =

p

�

h(p; u): Òîäi äëÿ âåêòîðà öií p i ðiâíÿ äîõîäó w = e(p; u)

çíà÷åííÿ ïîïèòó Âàëüðàñà i ïîïèòó Õiêñà ñïiâïàäà¹ x(p;w) =

h(p; u) i u(x(p;w)) = u: Íåõàé ñèñòåìà öií p çìiíèëàñÿ i íîâà

ñèñòåìà öií ¹ �p: Òîäi âàðòiñòü îïòèìàëüíîãî íàáîðó h(�p; u) â

çàäà÷i (EMP), áåç çìiíè ðiâíÿ êîðèñíîñòi, äîðiâíþ¹ e(�p; u) =

�p

�

h(�p; u): Äëÿ òîãî ùîá çíà÷åííÿ ïîïèòó Âàëüðàñà i ïîïèòó

Õiêñà ñïiâïàëè ïðè íîâèõ öiíàõ �p, ïîòðiáíî êîìïåíñóâàòè äî-

õiä w íà âåëè÷èíó 4w

Hi
ks

= e(�p; u) � w; ÿêà íàçèâà¹òüñÿ

êîìïåíñàöi¹þ äîõîäó çà Õiêñîì.

�èñ. 4.8.26. Êîìïåíñàöiÿ äîõîäó çà Õiêñîì i Ñëóöüêèì

Íåõàé äëÿ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi u(

�

) i äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ñèòó-
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àöi¨ (�p; �w) îïòèìàëüíèì íàáîðîì ¹ �x = x(�p; �w), i �u = u(�x):

Ïðèïóñòèìî, ùî öiíà �p çìiíèëàñÿ i íîâà öiíà �p. Òîäi êîìïåí-

ñàöiÿ äîõîäó çà Ñëóöüêèì: 4w

S

= �p

�

x(�p; �w) � �w, à çà Õiêñîì

: 4w

H

= e(�p; �u) � �w = �p

�

x(�p; �w) � �w i 4w

H

6 4w

S

:

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ïîïèòó Õiêñà ¹ òå, ùî âií ñïðàâ-

äæó¹ (êîìïåíñàöiéíèé) çàêîí ïîïèòó: ïîïèò i öiíà çìiíþ¹-

òüñÿ â ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìàõ, ÿêùî çìiíà öiíè ñóïðîâîäæó¹-

òüñÿ êîìïåíñàöi¹þ äîõîäó çà Õiêñîì. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî-

âåäåìî äëÿ âèïàäêó �óíêöi¨ ïîïèòó Õiêñà.

Òåîðåìà 4.8.2. Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå, ñòðî-

ãî îïóêëå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Òîäi �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà

h(p; u) ñïðàâäæó¹ (êîìïåíñàöiéíèé) çàêîí ïîïèòó: äëÿ âñiõ

p i �p;

( �p � p )

�

[ h( �p ; u ) � h( p ; u ) ℄ 6 0: (4.8.3)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî p � 0 ñïîæèâ÷èé íàáið h(p; u) ¹

îïòèìàëüíèì â çàäà÷i (EMP) i ìà¹ íàéìåíøó âàðòiñòü ñåðåä

âñiõ äîïóñòèìèõ ñïîæèâ÷èõ íàáîðiâ ïðè öiíi p i ðiâíi êîðèñíî-

ñòi u: Îòæå, ìà¹ìî

�p

�

h( �p ; u ) 6 �p

�

h( p ; u )

i

� p

�

h( �p ; u ) 6 �p

�

h( p ; u ):

Äîäàâøè îáèäâi íåðiâíîñòi, îäåðæèìî íåðiâíiñòü (4.8.3).

Íåõàé u(

�

) � íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ . Òîäi íå-

îáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó � óìîâè Êóíà-

Òàêåðà äëÿ çàäà÷i (EMP) ìàòèìóòü âèãëÿä: ÿêùî x

�

2 h(p; u),
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òî iñíó¹ ìíîæíèê Ëàãðàíæà � > 0 òàêèé, ùî äëÿ âñiõ j =

1; :::; L

1

�

�u(x

�

)

�x

j

6 p

j

; âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü, ÿêùî x

�

j

> 0: (4.8.4)

Ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi óìîâè (4.8.4) ìàòèìóòü âèãëÿä

�r u(x

�

) 6 p ; (4.8.5)

x

�

�

[ p � �r u(x

�

) ℄ = 0 (4.8.6)

äëÿ äåÿêîãî � > 0:

Çîêðåìà, ÿêùî îïòèìàëüíèé ñïîæèâ÷èé íàáið ¹ âíóòði-

øíiì äëÿ ñïîæèâ÷î¨ ìíîæèíè (òîáòî, ÿêùî x

�

� 0 - çàêó-

ïîâóþòü âñi âèäè òîâàðiâ ), òîäi óìîâè îïòèìàëüíîñòi ìàþòü

âèãëÿä

�r u(x

�

) = p ( �MU( x

�

) = p ) : (4.8.7)

Ïðèêëàä 4.8.1. Íåõàé ñïîæèâà÷ âèáèðà¹ çà äîïîìîãîþ �óí-

êöi¨ êîðèñíîñòi Êîáà-Äóãëàñà u(x

1

; x

2

) = k x

�

1

x

1��

2

ïðè äåÿ-

êîìó � 2 (0; 1) i k > 0:

1

Çàäà÷ó (EMP) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

x

�

p! min; x 2 R

L

h(x) = u � u(x) 6 0; h

j

(x) = �x

j

6 0; j = 1; :::; L:

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i óìîâè Êóíà-Òàêêåðà ìàþòü âèãëÿä

p

j

� �

�u(x

�

)

�x

i

� �

i

= 0; i = 1; :::; L;

� (u � u(x

�

)) = 0; �

i

(�x

�

i

) = 0; i = 1; :::; L;

äå x

�

2 fx 2 R

L

: u(x) > u; x > 0g; � > 0; �

i

> 0; i = 1; :::; L:
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Òîäi çàäà÷à (EMP ) ìàòèìå âèãëÿä

p

1

x

1

+ p

2

x

2

! min; x 2 R

2

+

; k x

�

1

x

1��

2

> u:

Ç íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñèòi (4:8:7) ìà¹ìî

� k � x

��1

1

x

1��

2

� p

1

= 0;

� k (1� �) x

�

1

x

��

2

� p

2

= 0

äëÿ äåÿêîãî � > 0: Ç îñòàíüî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü âèïëèâà¹, ùî

x

1

=

�

1� �

p

2

p

1

x

2

;

àáî âðàõóâàâøè âiäñóòíiñòü íàäëèøêó êîðèñíîñòi

k

�

�

1� �

p

2

p

1

�

�

x

2

= u:

Îòæå, �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà íà òîâàð x

1

i x

2

ìà¹ âèãëÿä

h

1

(p; u) =

1

k

�

�p

2

(1� �)p

1

�

1��

u;

h

2

(p; u) =

1

k

�

(1� �)p

1

�p

2

�

�

u:

Òîäi �óíêöiÿ âèäàòêiâ âèãëÿäàòèìå òàê:

e(p; u) = p

1

h

1

(p; u) + p

2

h

2

(p; u)

=

1

k

�

�

��

(1� �)

��1

�

p

�

1

p

1��

2

u:

N
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Âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ

ïîïèòîì, âèäàòêàìè òà

íåïðÿìîþ êîðèñíiñòþ

Ìè ïðîñòåæèìî âçà¹ìîçâ'ÿçîê: ìiæ �óíêöi¹þ ïîïèòó Õiêñà i

�óíêöi¹þ âèäàòêiâ, ìiæ �óíêöiÿìè ïîïèòó Õiêñà i Âàëüðàñà,

ìiæ �óíêöi¹þ ïîïèòó Âàëüðàñà òà íåïðÿìîþ �óíêöi¹þ êîðè-

ñíîñòi.

Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi äëÿ ïîëÿ ïåðå-

âàã (R

L

+

;%), % - ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå, ñòðîãî îïóêëå âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè i p� 0:

141
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5.1 Îïîðíi �óíêöi¨ i òåîðåìà

äâî¨ñòîñòi

Äóæå ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ðîçãëÿäàòè åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó íà

çíàõîäæåííÿ ìiíiìóìó (ìàêñèìóìó) ëiíiéíî¨ �óíêöi¨ p

�

x íà

îïóêëié ìíîæèíi V � R

L

; òîáòî çàäà÷ó âèãëÿäó

p

�

x! min(max); x 2 V:

Äîñèòü óñïiøíèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîëÿãà¹ ó

âèâ÷åííi ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó ïðè çìiíi p. Öå é ïðèçâîäèòü äî

ðîçãëÿäó �óíêöié, ÿêi âèðàæàþòü çàëåæíiñòü íèæíüî¨ (âåðõ-

íüî¨) ãðàíi âiä p, òîáòî äî âèâ÷åííÿ îïîðíèõ �óíêöié �

V

(

�

) âiä

V:

1

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Îïîðíó �óíêöiþ íåïîðîæíüî¨ çàìêíóòî¨

ìíîæèíè V âèçíà÷èìî òàê:

äëÿ âñiõ p 2 R

L

; �

V

(p) = inf f p

�

x : x 2 V g:

Îïîðíà �óíêöiÿ îïèñó¹ âñi çàìêíóòi ïiäïðîñòîðè, ÿêi ìi-

ñòÿòü ìíîæèíó V: Ñïðàâäi,

V � f x 2 R

L

: p

�

x > � g

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

� 6 �

V

(p):

Çàìêíóòó îïóêëó ìíîæèíó V ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ìíîæèíó

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè íåðiâíîñòåé, ÿêi ïîðîäæåíi îïîðíîþ �óí-

êöi¹þ

V = f x 2 R

L

: p

�

x > �

V

(p) äëÿ âñiõ p 2 R

L

g;

1

�îêà�åëëàð �. Âûïóêëûé àíàëèç. Ì.,1973.
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òîáòî îïóêëà çàìêíóòà ìíîæèíà ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¹þ

îïîðíîþ �óíêöi¹þ.

Çîêðåìà, ÿêùî V íå ¹ îïóêëà ìíîæèíà, òî


onvV = f x 2 R

L

: p

�

x > �

V

(p) äëÿ âñiõ p 2 R

L

g

îïóêëà îáîëîíêà öi¹¨ ìíîæèíè.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïîðíà �óíêöiÿ îäíîðiäíà ïåðøîãî ñòå-

ïåíÿ. Öiêàâiøîþ âëàñòèâiñòþ ¹ ââiãíóòiñòü îïîðíî¨ �óíêöi¨.

Íàñïðàâäi, íåõàé p

�

= �p

1

+ (1 � �)p

2

, äå � 2 [0; 1℄, ïðèïó-

ñòèìî, ùî ií�iìóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi z 2 V , òîáòî �

V

(p

�

) =

p

�

�

z: Òîäi ìà¹ìî

�

V

(p

�

) = �p

1

�

z + (1� �)p

2

�

z > ��

V

(p

1

) + (1� �)�

V

(p

2

):

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îïîðíà �óíêöiÿ ââiãíóòà.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äëÿ îïîðíèõ �óíêöié ¹ òåîðåìà äâî-

¨ñòîñòi.

Òåîðåìà 5.1.1 (Òåîðåìà äâî¨ñòîñòi ). Íåõàé V íåïîðîæíÿ

çàìêíóòà ìíîæèíà i �

V

(

�

) ¨¨ îïîðíà �óíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ ¹äè-

íèé åëåìåíò �x 2 V òàêèé, ùî �

V

(�p) = �p

�

�x, ÿêùî i òiëüêè

ÿêùî, �

V

(

�

) ¹ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi �p: Çîêðåìà, â öüîìó

âèïàäêó

r�

V

(�p) = �x:

5.2 Ôóíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà i �óíêöiÿ

âèäàòêiâ

Íåõàé �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà h(p; u) âèçíà÷åíà, òîäi �óíêöiþ

âèäàòêiâ çíàõîäèìî çà �îðìóëîþ e(p; u) = p

�

h(p; u):
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Òåîðåìà 5.2.1. Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå òà ñòðîãî

îïóêëå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Òîäi äëÿ âñiõ p i u

h(p; u) = r

p

e(p; u): (5.2.1)

Äîâåäåííÿ. Íàâåäåìî äâà äîâåäåííÿ òåîðåìè.

1. Îñêiëüêè �óíêöiÿ âèäàòêiâ e(p; u) îïîðíà �óíêöiÿ ìíî-

æèíè V = f x 2 R

L

+

: u(x) > ug i h(p; u) ¹äèíèé îïòèìiçà-

öiéíèé âåêòîð òàêèé, ùî e(p; u) = p

�

h(p; u), òîäi çà òåîðåìîþ

äâî¨ñòîñòi ìà¹ìî h(p; u) = r

p

e(p; u):

2.Ïðèïóñòèìî, ùî h(p; u) � 0 i �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà äè-

�åðåíöiéîâíà äëÿ âñiõ (p; u): Îñêiëüêè e(p; u) = p

�

h(p; u), òî

îòðèìà¹ìî

r

p

e(p; u) = h(p; u) + [ p

�

D

p

h(p; u) ℄

�

: (5.2.2)

Çàãàëüíèé å�åêò �óíêöi¨ âèäàòêiâ âiä çìiíè öiíè ðîçêëàäà¹-

òüñÿ íà äâà å�åêòè: áåçïîñåðåäíié å�åêò íà âèäàòêè, îäåð-

æàíèé çìiíîþ öiíè ïðè �iêñîâàíîìó ïîïèòi, i íåïðÿìèé å�åêò

íà âèäàòêè, çóìîâëåíèé çìiíîþ ïîïèòó.

Âðàõîâóþ÷è óìîâó îïòèìàëüíîñòi Êóíà-Òàêåðà äëÿ çàäà÷i

(EMP): �r u(h(p; u)) = p; ìà¹ìî

r

p

e(p; u) = h(p; u) + � [r u(h(p; u))

�

D

p

h(p; u) ℄

�

:

Îñêiëüêè �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà h(p; u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó âiä-

ñóòíîñòi íàäëèøêó êîðèñíîñòiu(h(p; u)) = u äëÿ âñiõ p, òî

r u(h(p; u))

�

D

p

h(p; u) = 0, i îäåðæèìî r

p

e(p; u) = h(p; u):
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Òåîðåìà 5.2.2. Íåõàé u(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i % ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå òà ñòðî-

ãî îïóêëå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî �óí-

êöiÿ ïîïèòó Õiêñà h(p; u) ¹ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíîþ äëÿ

âñiõ (p; u), òîäi:

(i) D

p

h(p; u) = D

2

p

e(p; u);

(ii) D

p

h(p; u) ¹ âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà ìàòðèöÿ;

(iii) D

p

h(p; u) - ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ;

(iv) D

p

h(p; u) p = 0:

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü (i) îòðèìó¹ìî ç òåîðåìè 1.5.2 áåçïîñå-

ðåäíiì äè�åðåíöiþâàííÿì. Âëàñòèâîñòi (ii) i (iii) âèïëèâàþòü

iç âëàñòèâîñòi (i) ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî �óíêöiÿ âèäàòêiâ

e(p; u) äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà i ââiãíóòà çà çìiííîþ

p: Îñêiëüêè �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà h(p; u) îäíîðiäíà ñòåïåíÿ

íóëü çà çìiííîþ p, òî âëàñòèâiñòü (iv) îòðèìó¹ìî ç òåîðåìè

Åéëåðà.

Âiä'¹ìíà íàïiââèçíà÷åíiñòü ìàòðèöi D

p

h(p; u) ¹ äè�åðåíöi-

àëüíèì àíàëîãîì êîìïåíñàöiéíîãî çàêîíó ïîïèòó. Ñïðàâäi, â

äè�åðåíöiàëüíié �îðìi (4.8.3) ìà¹ âèãëÿä dp

�

dh 6 0: Îñêiëü-

êè dh = D

p

h(p; u) dp; òî dp

�

D

p

h(p; u) dp 6 0 äëÿ âñiõ dp,

òîáòî D

p

h(p; u) ¹ âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà.

Ç âiä'¹ìíî¨ íàïiââèçíà÷åíîñòi ìàòðèöi D

p

h(p; u) âèïëèâà¹,

ùî âñi ÷àñòêîâi çíà÷åííÿ å�åêòiâ çàìiùåííÿ íåäîäàòíi:

�h

j

(p; u)

�p

j

6 0 äëÿ âñiõ j = 1; :::; L: Öå îçíà÷à¹, ùî êîìïåíñîâà-

íå çðîñòàííÿ öiíè íà òîâàð çàâæäè ïðèçâîäèòü äî íåçðîñòàííÿ

ïîïèòó íà öåé òîâàð.
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Ñèìåòðè÷íiñòü ìàòðèöi D

p

h(p; u) îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-

ÿêèõ äâîõ òîâàðiâ j òà i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

�h

j

(p; u)

�p

i

=

�h

i

(p; u)

�p

j

, òîáòî �óíêöi¨ êîìïåíñàöiéíîãî ïîïèòó òàêi, ùî

å�åêò çàìiùåííÿ òîâàðó j íà òîâàð i äîðiâíþ¹ å�åêòó çàìi-

ùåííÿ òîâàðó i íà òîâàð j.

Iç âëàñòèâîñòi (iv) òåîðåìè 1.5.3 âèïëèâà¹, ùî

L

X

i=1

p

i

�h

j

(p; u)

�p

i

= 0 äëÿ âñiõ j = 1; :::; L:

Îñêiëüêè âñi öiíè äîäàòíi, òî äëÿ òîãî ùîá öÿ óìîâà âèêî-

íóâàëàñü, íåîáõiäíî, ùîá õî÷à á îäèí åëåìåíò êîæíîãî ðÿäêà

ìàòðèöi D

p

h(p; u) ìàâ çíàê âiäìiííèé âiä iíøèõ. Àëå æ åëå-

ìåíò

�h

j

(p; u)

�p

j

6 0. Òîìó ùîíàéìåíøå õî÷ îäèí åëåìåíò êî-

æíîãî ðÿäêà ìàòðèöi D

p

h(p; u) ¹ íåâiä'¹ìíèì, òîáòî äëÿ âñiõ

j = 1; :::; L iñíó¹ i 6= j òàêå, ùî

�h

j

(p; u)

�p

i

> 0: (5.2.3)

Íà ïiäñòàâi ñèìåòði¨ âåëè÷èí å�åêòó çàìiùåííÿ, Õiêñ çðîáèâ

òàêi âèçíà÷åííÿ âçà¹ìîçàìiíþâàíîñòi òà âçà¹ìîäîïîâíþâàíî-

ñòi.

Äâà òîâàðè j òà i íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìîçàìiííèìè äëÿ ïà-

ðè öiíà-ðiâåíü êîðèñíîñòi (p; u), ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ (5.2.3),

òîáòî êîìïåíñîâàíå çðîñòàííÿ öiíè òîâàðó j ïðèçâîäèòü äî íå

çìåíøåííÿ ïîïèòó íà òîâàð i:

Îòæå, êîæíîìó òîâàðó âiäïîâiäà¹ õî÷ áè îäèí òîâàð, ÿêèé

óòâîðþ¹ ç íèì âçà¹ìîçàìiíþâàíó ïàðó. Çîêðåìà äëÿ âèïàäêó

äâîõ òîâàðiâ âîíè îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííi áóòè âçà¹ìîçàìiííèìè.

Ó âèïàäêó, êîëè

�h

j

(p; u)

�p

i

6 0; òî êàæóòü, ùî òîâàðè j
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òà i óòâîðþþòü âçà¹ìîäîïîâíþâàíó ïàðó äëÿ ïàðè öiíà-ðiâåíü

êîðèñíîñòi (p; u).

Äëÿ ïîïèòó Âàëüðàñà ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ âàëîâîãî çàìi-

ùåííÿ òà âàëîâîãî äîïîâíåííÿ:

òîâàð j íàçèâà¹òüñÿ âàëîâèì çàìiùåííÿì òîâàðó i äëÿ ïà-

ðè öiíà-äîõiä (p;w), ÿêùî

�x

j

(p;w)

�p

i

> 0; i íàçèâà¹òüñÿ âàëî-

âèì äîïîâíåííÿì òîâàðó i äëÿ ïàðè öiíà-äîõiä (p;w), ÿêùî

�x

j

(p;w)

�p

i

< 0: Òóò ñëîâî "âàëîâî� ïðèçâàíî âiäîáðàçèòè âðà-

õóâàííÿ âñiõ å�åêòiâ, çîêðåìà å�åêòó äîõîäó, íàâiäìiííî âiä

÷èñòîãî å�åêòó çàìiùåííÿ â ãðàíèöÿõ ïîâåðõíi áàéäóæîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî ïîíÿòòÿ âçà¹ìîçàìiííîñòi òà âçà¹ìîäîïîâ-

íþâàíîñòi, à òàêîæ âàëîâî¨ çàìiííîñòi òà äîïîâíþâàëüíîñòi

âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ çàäàíîãî iíäèâiäóàëüíîãî ñïîæèâà÷à i äëÿ

çàäàíî¨ ïàðè öiíà-ðiâåíü êîðèñíîñòi (p; u) i äîõîäî-öiíîâî¨ êîí-

�iãóðàöi¨ (p;w): Ïðîòå ìîæíà ââåñòè àíàëîãè öèõ ÷îòèðüîõ

ïîíÿòü i äëÿ �óíêöié ñóêóïíîãî ïîïèòó - â òåðìiíàõ çíàêiâ

ñóì âåëè÷èí iíäèâiäóàëüíèõ å�åêòiâ çàìiùåííÿ i ñóìè âåëè-

÷èí çàãàëüíèõ å�åêòiâ.

5.3 �iâíÿííÿ Ñëóöüêîãî

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà íå áåçïîñåðåäíüî

ñïîñòåðåæóâàíà (âîíà ìà¹ ÿê àðãóìåíò ëèøå ðiâåíü êîðèñíî-

ñòi ñïîæèâà÷à), ìè ïîêàæåìî, ùî D

p

h(p; u) ìîæíà îá÷èñëèòè

÷åðåç �óíêöiþ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w):

Òåîðåìà 5.3.1 (�iâíÿííÿ Ñëóöüêîãî). Íåõàé u(

�

) íåïå-

ðåðâíà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i % ëî-

êàëüíî íåíàñè÷óâàíå òà ñòðîãî îïóêëå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî �óíêöiÿ ïîïèòó Õiêñà h(p; u) íåïå-
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ðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà äëÿ âñiõ (p; u). Òîäi äëÿ âñiõ (p;w) i

u = v(p;w) ìàòèìåìî

�h

j

(p; u)

�p

i

=

�x

j

(p;w)

�p

i

+

�x

j

(p;w)

�w

x

i

(p;w) äëÿ âñiõ j òà i;

(5.3.1)

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

D

p

h(p; u) = D

p

x(p;w) + D

w

x(p;w) x(p;w)

�

: (5.3.2)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ ïàðè öiíà-äîõiä (�p; �w) ñïîæèâà÷ äîñÿãà¹

ðiâíÿ êîðèñíîñòi �u = v(�p; �w) i �w = e(�p; �u): Îñêiëüêè çà óìîâîþ

(4.8.1) äëÿ âñiõ (p; u), h

j

(p; u) = x

j

(p; e(p; u)); òîäi, äè�åðåí-

öiþþ÷è öþ ðiâíiñòü çà çìiííîþ p

i

â òî÷öi (�p; �u); îäåðæèìî

�h

j

(�p; �u)

�p

i

=

�x

j

(�p; e(�p; �u))

�p

i

+

�x

j

(�p; e(�p; �u))

�w

�e(�p; �u)

�p

i

;

àáî ç âðàõóâàíÿì ðiâíîñòi (5.2.1), îòðèìà¹ìî

�h

j

(�p; �u)

�p

i

=

�x

j

(�p; e(�p; �u))

�p

i

+

�x

j

(�p; e(�p; �u))

�w

h

i

(�p; �u):

Îñêiëüêè �w = e(�p; �u) i h

i

(�p; �u) = x

i

(�p; e(�p; �u)) = x

i

(�p; �w); òî

ìàòèìåìî

�h

j

(�p; �u)

�p

i

=

�x

j

(�p; �w)

�p

i

+

�x

j

(�p; �w)

�w

x

i

(�p; �w):

Íà ðèñ. 5.3.1 çîáðàæåíî ãðà�iêè �óíêöié ïîïèòó Õiêñà i

Âàëüðàñà äëÿ òîâàðó j ÿê �óíêöi¨ âiä öiíè p

j

; êîëè öiíà íà
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�èñ. 5.3.1. Ôóíêöi¨ ïîïèòó Õiêñà i Âàëüðàñà äëÿ òîâàðó j:

òîâàð öiííèé (a); òîâàð ìàëîöiííèé (á)

iíøi òîâàðè �iêñîâàíà �p

�j

( �p

�j

- âåêòîð öií áåç öiíè p

j

, òîäi

p = (p

j

; �p

�j

) ). �iâíÿííÿ Ñëóöüêîãî îïèñó¹ âçà¹ìîçàëåæíiñòü

ìiæ íàõèëîì äâîõ �óíêöié äëÿ öiíè �p

j

: Íà ðèñ. 5.3.1, a íàõèë

êðèâî¨ ïîïèòó Âàëüðàñà â òî÷öi �p

j

¹ âiä'¹ìíèì i ìåíøèì çà

íàõèë êðèâî¨ ïîïèòó Õiêñà. �iâíÿííÿ Ñëóöüêîãî îïèñó¹ âiä-

ïîâiäíó ñèòóàöiþ äëÿ öiííîãî òîâàðó j ïðè (�p; �w): Êîëè öiíà

p

j

çðîñòà¹ äî çíà÷åííÿ �p

j

, òî ïîâèíåí çðîñòàòè äîõiä 
ïîæèâà-

÷à òàê, ùîá çáåðåãòè ðiâåíü êîðèñíîñòi. Çîêðåìà, ÿêùî òîâàð

j öiííèé, òî ïîïèò çìåíøèòüñÿ ó ðàçi âiäñóòíîñòi êîìïåíñà-

öi¨. Íà ðèñ. 5.3.1, á íàõèë êðèâî¨ ïîïèòó Âàëüðàñà â òî÷öi �p

j

âiä'¹ìíèé i áiëüøèé çà íàõèë êðèâî¨ ïîïèòó Õiêñà.

Ç òåîðåìè 1.5.4. âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ D

p

h(p; u) çáiãà¹òüñÿ

ç ìàòðèöåþ çàìiùåííÿ Ñëóöüêîãî

S(p;w) =

�

s

ji

(p;w)

�

L

j;i=1

;

äå s

ji

(p;w) = �x

j

(p;w)=�p

i

+ [�x

j

(p;w)=�w℄ x

i

(p;w):
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Çîêðåìà, ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëþ¹òüñÿ ÷å-

ðåç �óíêöiþ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w), îäåðæàíà ÿê ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi, îñêiëüêè S(p;w) = D

p

h(p; u),

òî âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè: âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà, ñèìåòðè÷-

íà i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó S(p;w) p = 0:

Ïðèêëàä 5.3.1. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ñëóöüêîãî äëÿ âèïàäêó

�óíêöi¨ êîðèñíîñòi Êîáà-Äóãëàñà. Â ðîçãëÿíóòèõ íèæ÷å ïðè-

êëàäàõ çíàéäåíî

v(p

1

; p

2

;w) = mp

��

1

p

��1

2

w

e(p

1

; p

2

; u) =

1

m

p

�

1

p

1��

2

u; m = k�

�

(1� �)

1��

x

1

(p

1

; p

2

;w) =

�w

p

1

h

1

(p

1

; p

2

; u) =

�

m

p

��1

1

p

1��

2

u:

Òîäi

�x

1

(p;w)

�p

1

= �

�w

p

2

1

�x

1

(p;w)

�w

=

�

p

1

�h

1

(p; u)

�p

1

=

�(�� 1)

m

p

��2

1

p

1��

2

u

�h

1

(p; v(p;w))

�p

1

= �(�� 1)wp

�2

1

:
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Îòæå, ðiâíÿííÿ Ñëóöüêîãî ìà¹ âèãëÿä

�h

1

(p; v(p;w))

�p

1

�

�x

1

(p;w)

�w

x

1

(p;w)

=�(�� 1)wp

�2

1

�

�

p

1

�w

p

1

=

[�(�� 1)� �

2

℄w

p

2

1

=

��w

p

2

1

=

�x

1

(p;w)

�p

1

:

N

5.4 Òîòîæíiñòü �îÿ

Ìè âæå îäåðæàëè äåÿêi òîòîæíîñòi (4.7.1),(4.8.1) i (4.8.2). Âè-

êîðèñòà¹ìî ¨õ äëÿ îòðèìàííÿ íîâî¨ âàæëèâî¨ òîòîæíîñòi.

Òåîðåìà 5.4.1 (Òîòîæíiñòü �îÿ). Íåõàé u(

�

) � íåïåðåðâíà

�óíêöiÿ êîðèñíîñòi äëÿ ïîëÿ ïåðåâàã (R

L

+

;%) i % � ëîêàëüíî

íåíàñè÷óâàíå òà ñòðîãî îïóêëå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè. Ïðèïó-

ñòèìî òàêîæ, ùî íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi v(p;w) ¹ íå-

ïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíîþ â òî÷öi (�p; �w). Òîäi

x

i

(�p; �w) = �

�v(�p; �w)=�p

i

�v(�p; �w)=�w

äëÿ âñiõ i = 1; :::; L;

àáî ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi

x(�p; �w) = �

1

r

w

v(�p; �w)

r

p

v(�p; �w):
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Äîâåäåííÿ. Íàâåäåìî äâà äîâåäåííÿ òåîðåìè.

1. Íåõàé �u = v(�p; �w): Îñêiëüêè òîòîæíiñòü v(p; e(p; �u)) = �u

ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ öií p, òî äè�åðåíöiþþ÷è ¨¨ çà çìiííîþ p i

ïðèéìàþ÷è p = �p, îòðèìà¹ìî

r

p

v(�p; e(�p; �u)) +

�v(�p; e(�p; �u))

�w

r

p

e(�p; �u) = 0;

àáî âðàõóâàâøè ðiâíiñòü r

p

e(�p; �u) = h(�p; �u); ìà¹ìî

r

p

v(�p; e(�p; �u)) +

�v(�p; e(�p; �u))

�w

h(�p; �u) = 0:

Îñêiëüêè �w = e(�p; �u) i h(�p; �u) = x(�p; e(�p; �u)); òî îäåðæèìî ðå-

çóëüòàò

r

p

v(�p; �w) +

�v(�p; �w)

�w

x(�p; �w) = 0:

2. Íåõàé x(�p; �w)� 0 i �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w) äè�å-

ðåíöiéîâíà. Çà îçíà÷åííÿì íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi

v(p;w) = u(x(p;w)): (5.4.1)

Ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî îñòàííþ ðiâíiñòü çà çìiííîþ p

j

i ïðèéìà-

¹ìî p = �p; w = �w; òîäi îäåðæèìî

�v(�p; �w)

�p

j

=

L

X

k=1

�u(x(�p; �w))

�x

k

�x

k

(�p; �w)

�p

j

: (5.4.2)

Îñêiëüêè �óíêöiÿ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w) çàäîâîëüíÿ¹ íåîá-

õiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi Êóíà-Òàêåðà ru(x(p;w)) = � p, òî

�v(�p; �w)

�p

j

= �

L

X

k=1

p

k

�x

k

(�p; �w)

�p

j

: (5.4.3)
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Ôóíêöiÿ ïîïèòó x(p;w) çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ óìîâó Âàëüðàñà

p

�

x(p;w) = w: Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè öþ ðiâíiñòü çà çìiííîþ

p

j

, îòðèìà¹ìî

x

j

(p;w) +

L

X

k=1

p

k

�x

k

(�p; �w)

�p

j

= 0: (5.4.4)

Ïiäñòàâèâøè (5.4.4) â (5.4.3), ìàòèìåìî

�v(�p; �w)

�p

j

= �� x

j

(�p; �w): (5.4.5)

Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè (5.4.1) çà çìiííîþ w, îäåðæèìî

�v(�p; �w)

�w

=

L

X

k=1

�u(x(�p; �w))

�x

k

�x

k

(�p; �w)

�w

= �

L

X

k=1

p

k

�x

k

(�p; �w)

�w

:

(5.4.6)

Ç óìîâè Âàëüðàñà âèïëèâà¹, ùî

L

X

k=1

p

k

�x

k

(�p; �w)

�w

= 1: (5.4.7)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.4.7) â (5.4.6), îäåðæèìî

�v(�p; �w)

�w

= �: (5.4.8)

Óìîâè (5.4.5) i (5.4.8) âèçíà÷àþòü òîòîæíiñòü �îÿ.
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5.5 Äè�åðåíöiéîâíèé ïîïèò

Ó ï. 4.1 ìè ðîçãëÿíóëè îïòèìàëüíó ïîâåäiíêó ñïîæèâà÷à ïðè

âèáîði ñïîæèâ÷îãî íàáîðó çà óìîâè íåçìiííèõ öií p i íåçìiííî-

ãî äîõîäó w. Ìè áà÷èëè, ÿêùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) çîáðà-

æà¹ íåïåðåðâíå, ñòðîãî îïóêëå i ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíå âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè %, ÿêå âèçíà÷åíå íà ñïîæèâ÷ié ìíîæèíi R

L

+

,

òîäi �óíêöiÿ ïîïèòó x(p;w) ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) ñòðîãî êâàçiââi-

ãíóòà, äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà i ru(x) 6= 0 äëÿ âñiõ

x 2 R

L

+

.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïîæèâà÷ çàêóïîâó¹ âñi âèäè òîâàðiâ, òîäi

óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ çàäà÷i (UMP) âè-

çíà÷àþòü ¹äèíèé ñïîæèâ÷èé íàáið x(p;w) � 0 ç âiäïîâiäíèì

ìíîæíèêîì Ëàãðàíæà � = �(p;w). Öi L + 1 �óíêöi¨ ìîæíà

ðîçãëÿäàòè ÿê ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè L+ 1 ðiâíÿíü

f(x; �; p;w) =ru(x)� �p = 0

g(x; �; p;w) = p

�

x� w = 0:

(5.5.1)

Ç òåîðåìè ïðî íåÿâíó �óíêöiþ âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî ìàòðèöÿ

ßêîái ñèñòåìè (5.5.1)

�

D

2

u(x) �p

p

�

0

�

ìà¹ âèçíà÷íèê âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-

çîê x(p;w), �(p;w) öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêèé ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi

ïîõiäíi. Îñêiëüêè ru(x) = �p i � > 0, òî ßêîáiàí ñèñòåìè

âiäìiííèé âiä íóëÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè îáâåäåíèé �åñiàí

�óíêöi¨ u(x) â òî÷öi x âiäìiííèé âiä íóëÿ

�D

2

u(x) �ru(x)

(ru(x))

�

0

6= 0:
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Îñêiëüêè �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) ñòðîãî êâàçiâiâãíóòà, òî ¨¨

îáâiäíà ìàòðèöÿ �åñå íåâèðîäæåíà.

Îòæå, �óíêöiÿ ïîïèòó x(p;w) äè�åðåíöiéîâíà òîäi i ëè-

øå òîäi, êîëè îáâiäíèé �åñiàí �óíêöi¨ u(

�

) íåíóëüîâèé â òî÷öi

x(p;w). Çâiäêè ìà¹ìî, ÿêùî x(p;w) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi

(p;w), òî ìàòðèöÿ çàìiùåííÿ Ñëóöüêîãî S(p;w) ìà¹ ìàêñè-

ìàëüíî ìîæëèâèé ðàíã, òîáòî rankS(p;w) = L� 1.
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�îçäië 6

�ðîøîâà ìiðà

6.1 �ðîøîâà ìiðà �óíêöi¨ êîðèñíîñòi

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi áåçïîñå-

ðåäíüî íå çâ'ÿçàíà ç âiäíîøåííÿì ïåðåâàãè, ¨¨ ìîæíà âèêîðè-

ñòàòè äëÿ âèìiðó çìiíè äîõîäó â ãðîøîâèõ îäèíèöÿõ.

Íåõàé ñïîæèâà÷ ðîáèòü ñâié âèáið, âèêîðèñòóþ÷è �óíêöiþ

êîðèñíîñòi u(

�

); ÿêà çîáðàæà¹ ñòðîãî îïóêëå, ëîêàëüíî íåíàñè-

÷óâàíå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè %. �îçãëÿíåìî äåÿêèé âåêòîð öií

p i âèçíà÷èìî äåÿêèé íàáið òîâàðiâ x: Âèíèêà¹ òàêå çàïèòàííÿ:

ñêiëüêè ãðîøåé ïîòðiáíî ìàòè ñïîæèâà÷åâi, ùîá êóïèòè íàáið

òîâàðiâ, ïðèíàéìi, òàêèé õîðîøèé ÿê íàáið x?

Ùîá âiäïîâiñòè íà öå öå çàïèòàííÿ, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìi-

íiìiçàöi¨ âèäàòêiâ

p

�

z ! min; z 2 f z 2 R

L

+

: u(z) > u(x) g: (6.1.1)

Íåõàé z = h(p; u(x)) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1.1), òîäi e(p; u(x)) =

p

�

h(p; u(x)):

Ñàìóåëüñîí ââiâ ãðîøîâó ìiðó �óíêöi¨ êîðèñíîñòi - money

157
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�èñ. 6.1.1. �ðîøîâà ìiðà �óíêöi¨ êîðèñíîñòi

metri
 utility fun
tion ( ¨¨ òàêîæ íàçèâàþòü �óíêöiÿ ìiíiìàëü-

íîãî äîõîäó àáî ïðÿìà êîìïåíñàöiéíà �óíêöiÿ )

1

w(p; x) � e(p; u(x)):

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ �iêñîâàíîãî x; u(x) ¹ �iêñîâàíå, òîäi

�óíêöiÿ w(p; x) çà çìiííîþ p ïîâîäèòü ñåáå ÿê �óíêöiÿ âè-

äàòêiâ: ìîíîòîííî íåñïàäíà, îäíîðiäíà ïåðøîãî ñòåïåíÿ, ââi-

ãíóòà i òàê äàëi. Î÷åâèäíî, êîëè âåêòîð öií p �iêñîâàíèé, òî

w(p; x) íàñïðàâäi �óíêöiÿ êîðèñíîñòi. Äîâåäåííÿ ïðîñòå, ïðè

�iêñîâàíîìó âåêòîði öií �óíêöiÿ âèäàòêiâ çðîñòà¹ çà ðiâíåì

êîðèñíîñòi: ÿêùî âè áàæà¹òå çáiëüøèòè ðiâåíü êîðèñíîñòi,

òî âè ïîâèííi áiëüøå âèòðàòèòè ãðîøåé. Ñïðàâäi, �óíêöiÿ âè-

äàòêiâ ( äëÿ ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíîãî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè )

íåïåðåðâíà ñòðîãî çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ çà çìiííîþ u: Îòæå,

äëÿ �iêñîâàíîãî âåêòîðà p �óíêöiÿ w(p; x) íàñïðàâäi ìîíî-

1

Samuelson P. Complement: An essay on the 40th anniversary of

the Hi
ks-Allen revolution in demand theory// Jornal of E
onomi
 Li-

terature, 1974, 64(4). P.1255-1289.
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òîííà òðàíñ�îðìàöiÿ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi i òîìó ïîâîäèòü ñåáå

ÿê �óíêöiÿ êîðèñíîñòi.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè ãðîøîâó ìiðó íåïðÿìî¨ �óí-

êöi¨ êîðèñíîñòi. Íåõàé ñïîæèâà÷ äëÿ âåêòîðà öií q i ðiâíÿ äî-

õîäó w îäåðæàâ ðiâåíü êîðèñíîñòi u = v(q;w) ( ðîçâ'ÿçàâøè

çàäà÷ó u(x)! max; x 2 B

q;w

).

Âèíèêà¹ òàêà çàäà÷à: ÿêèé äîõiä ïîâèíåí ìàòè ñïîæèâà÷,

ùîá ïðè öiíàõ p êóïèòè íàáið òîâàðiâ ç ðiâíåì êîðèñíîñòi íå

ìåíøèì çà v(q;w)?

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ âèäàòêiâ

p

�

z ! min; z 2 f z 2 R

L

+

: u(z) > v(q;w) g: (6.1.2)

Íåõàé z = h(p; v(q;w)) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1.2), òîäi

e(p; v(q;w)) = p

�

h(p; v(q;w)): Îòæå, ãðîøîâó ìiðó íåïðÿìî¨

�óíêöi¨ êîðèñíîñòi - money metri
 indire
t utility fun
tion ( íåïðÿìà

êîìïåíñàöiéíà �óíêöiÿ ) âèçíà÷à¹ìî òàê:

�(p; q;w) � e(p; v(q;w)):

ßêùî ñèñòåìà öiíà-äîõiä (q;w)�iêñîâàíà, òî �óíêöiÿ �(p; q;w)

ÿê �óíêöiÿ âiä p âîëîäi¹ âñiìà âëàñòèâîñòÿìè �óíêöi¨ âèäà-

òêiâ. Êîëè çà�iêñóâàòè âåêòîð öií p, òî �(p; q;w) - ìîíîòîíà

òðàíñ�îðìàöiÿ íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi.

Îäåðæàíi âëàñòèâîñòi ïðÿìî¨ i íåïðÿìî¨ êîìïåíñàöiéíî¨

�óíêöi¨ ¹ êîðèñíèìè ïðè ðîçãëÿäi òåîði¨ iíòåãðîâíîñòi é åêî-

íîìiêè äîáðîáóòó.

Ïðèêëàä 6.1.1. Íåõàé ñïîæèâà÷ ðîáèòü ñâié âèáið, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è �óíêöiþ êîðèñíîñòi Êîáà-Äóãëàñà

u(x

1

; x

2

) = k x

�

1

x

1��

2

ïðè äåÿêîìó � 2 (0; 1) i k > 0:

Ó ïðèêëàäàõ 4.2.1 i 5.5.1 áóëî çíàéäåíî íåïðÿìó �óíêöiþ

êîðèñíîñòi òà �óíêöiþ âèäàòêiâ

v(p

1

; p

2

;w) =

�

k �

�

(1� �)

1��

�

p

1

��

p

2

��1

w; (6.1.3)
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�èñ. 6.1.2. �ðîøîâà ìiðà íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi

e(p

1

; p

2

; u) =

1

k

�

�

��

(1� �)

��1

�

p

�

1

p

1��

2

u: (6.1.4)

Ïðèéíÿâøè w = e(p

1

; p

2

; u) i u = v(p

1

; p

2

;w), îòðèìà¹ìî

v(p

1

; p

2

; e(p

1

; p

2

; u)) = u; e(p

1

; p

2

; v(p

1

; p

2

;w)) = w:

�ðîøîâà ìiðà �óíêöi¨ êîðèñíîñòi òà íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðè-

ñíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

w(p; x) =

1

k

�

�

��

(1� �)

1��

�

p

�

1

p

1��

2

u(x

1

; x

2

)

=

�

�

��

(1� �)

1��

�

p

�

1

p

1��

2

x

�

1

x

1��

2

i

�(p; q;w) =

1

k

�

�

��

(1� �)

1��

�

p

�

1

p

1��

2

v(q

1

; q

2

;w)

= p

�

1

p

1��

2

q

1

��

q

2

��1

w:
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N

Ïðèêëàä 6.1.2. Íåõàé ñïîæèâà÷ ðîáèòü ñâié âèáið, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è �óíêöiþ êîðèñíîñòi CES: u(x

1

; x

2

) = (x

�

1

+ x

�

2

)

1=�

.

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ âèäàòêiâ

p

1

x

1

+ p

2

x

2

! min; x 2 R

2

+

;

çà óìîâè, ùî ( x

�

1

+ x

�

2

) > u

�

:

Óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó òà óìîâà âiäñóòíîñòi

íàäëèøêó êîðèñíîñòi ìàþòü âèãëÿä

p

1

� � � x

��1

1

= 0

p

2

� � � x

��1

2

= 0

x

�

1

+ x

�

2

= u

�

:

Çâiäêè çíàõîäèìî x

�

1

i x

�

1

x

�

1

= p

�

��1

1

(��)

��

��1

; x

�

2

= p

�

��1

2

(��)

��

��1

(6.1.5)

i ïiäñòàâëÿ¹ìî â óìîâó âiäñóòíîñòi íàäëèøêó êîðèñíîñòi

(��)

��

��1

h

p

�

��1

1

+ p

�

��1

2

i

= u

�

:

�îçâ'ÿçàâøè öå ðiâíÿííÿ ñòîñîâíî (��)

��

��1

i ïiäñòàâèâøè éîãî

â ñèñòåìó (6.1.5), çíàõîäèìî �óíêöi¨ ïîïèòó Õiêñà íà îáèäâà

òîâàðè

h

1

(p

1

; p

2

; u) =p

1

��1

1

h

p

�

��1

1

+ p

�

��1

2

i

�

1

�

u

h

2

(p

1

; p

2

; u) =p

1

��1

2

h

p

�

��1

1

+ p

�

��1

2

i

�

1

�

u:
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Îòæå, �óíêöiÿ âèäàòêiâ ìà¹ âèãëÿä

e(p

1

; p

2

; u) =p

1

h

1

(p

1

; p

2

; u) + p

2

h

2

(p

1

; p

2

; u)

= u

h

p

�

��1

1

+ p

�

��1

2

i h

p

�

��1

1

+ p

�

��1

2

i

�

1

�

= u

h

p

�

��1

1

+ p

�

��1

2

i

��1

�

= u [ p

r

1

+ p

r

2

℄

1

r

;

äå r = �=�� 1:

Ïðèéìàþ÷è w = e(p

1

; p

2

; u) i u = v(p

1

; p

2

;w), çíàõîäèìî

íåïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíîñòi

v(p

1

; p

2

;w) = [ p

r

1

+ p

r

2

℄

�

1

r

w:

Ôóíêöi¨ ïîïèòó çíàõîäèìî ç ðiâíîñòi �îÿ

x

1

(p;w) =

��v(p;w)=�p

1

�v(p;w)=�w

=

p

r�1

1

w

p

r

1

+ p

r

2

x

2

(p;w) =

��v(p;w)=�p

2

�v(p;w)=�w

=

p

r�1

2

w

p

r

1

+ p

r

2

:

�ðîøîâà ìiðà �óíêöi¨ êîðèñíîñòi òà íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðè-

ñíîñòi ìà¹ âèãëÿä

w(p; x) = ( p

r

1

+ p

r

2

)

1=r

(x

�

1

+ x

�

2

)

1=�

�(p; q;w) = ( p

r

1

+ p

r

2

)

1=r

( q

r

1

+ q

r

2

)

�1=r

w:

N
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6.2 Çàäà÷à iíòåãðîâíîñòi

Çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi íàêëàäà¹ äåÿêi îáìåæåííÿ íà

ïîâåäiíêó ñïîæèâà÷à. Çîêðåìà âiäîìî, ùî ìàòðèöÿ çàìiùåííÿ

Ñëóöüêîãî

D

p

h(p; u) =

�

�h

i

(p; u)

�p

j

�

L

i;j=1

=

�

�x

i

(p;w)

�p

j

+

�x

i

(p;w)

�w

x

j

(p;w)

�

L

i;j=1

= S(p;w)

ïîâèííà áóòè ñèìåòðè÷íîþ òà âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî ñèñòåìó �óíêöié ïîïèòó

f x

i

(p;w) g

L

i;j

, äëÿ ÿêèõ ìàòðèöÿ çàìiùåííÿ Ñëóöüêîãî ñèìå-

òðè÷íà i âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà. Âèíèêà¹ çàäà÷à: çíàéòè

�óíêöiþ êîðèñíîñòi, ÿêà âèçíà÷à¹ öi �óíêöi¨ ïîïèòó. Òàêó çà-

äà÷ó íàçèâàþòü çàäà÷åþ iíòåãðîâíîñòi.

Âiäîìî, ùî ¹ äåêiëüêà ðiâíîñèëüíèõ øëÿõiâ îïèñàòè ñïî-

æèâ÷èé âèáið: çà äîïîìîãîþ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi àáî íåïðÿìî¨

�óíêöi¨ êîðèñíîñòi, àáî �óíêöi¨ âèäàòêiâ i ò.ä. Íåïðÿìà �óí-

êöiÿ êîðèñíîñòi i �óíêöiÿ âèäàòêiâ íàéçðó÷íiøi äëÿ ðîçâ'ÿ-

çàííÿ çàäà÷i iíòåãðîâíîñòi.

Íàïðèêëàä, iç ðiâíîñòi �îÿ

x

i

(p;w) = �

�v(p;w)=�p

i

�v(p;w)=�w

; i = 1; :::; L (6.2.1)

âèçíà÷à¹ìî �óíêöi¨ ïîïèòó, ÿêùî âiäîìà íåïðÿìà �óíêöiÿ êî-

ðèñíîñòi. Ïðîòå çàäà÷à iíòåãðîâíîñòi ìà¹ ïðîòèëåæíèé çìiñò:

çàäàíî �óíêöi¨ ïîïèòó òà ñïiââiäíîøåííÿ (6.2.1), òðåáà çíàéòè

�óíêöiþ v(p;w):

Ñèñòåìà (6.2.1) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

ïåðøîãî ïîðÿäêó. Çàäà÷à iíòåãðîâíîñòi ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåí-

íi ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü. ßêùî íåïðÿìó �óíêöiþ



164 �îçäië 6. �ðîøîâà ìiðà

êîðèñíîñòi v(p;w) çíàéäåíî, òî �óíêöiþ êîðèñíîñòi u(x) âè-

çíà÷à¹ìî ÿê ðîçâ'ÿçîê äâî¨ñòî¨ çàäà÷i

u(x) = min

p: p
�
x=1

v(p)

.

Öþ çàäà÷ó ïðîñòiøå ñ�îðìóëþâàòè â òåðìiíàõ �óíêöi¨ âè-

äàòêiâ, íiæ ó òåðìiíàõ íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíî ìíîæèíó �óíêöié ïîïèòó

f x

i

(p;w) g

L

i;j

. Íåõàé x

0

= x(p

0

;w) - äåÿêèé ñïîæèâ÷èé íàáið

äëÿ ñèñòåìè öiíà-äîõiä (p

0

;w) i u

0

äîâiëüíî âèçíà÷åíèé ðiâåíü

êîðèñíîñòi. Ïîòðiáíî çíàéòè êiëüêiñòü ãðîøåé ïðè çàäàíîìó

âåêòîðó öií p, ÿêó ïîâèíåí ìàòè ñïîæèâà÷, ùîá êóïèòè íàáið

òîâàðiâ ç êîðèñíiñòþ, ïðèíàéìi íå ìåíøîþ çà u

0

, òîáòî çíà-

éòè e(p; u

0

): ßê òiëüêè ìè çíàéøëè �óíêöiþ âèäàòêiâ, ñóìiñíó

ç �óíêöiÿìè ïîïèòó, òî ìîæåìî íåÿâíî âèçíà÷èòè íåïðÿìó

�óíêöiþ êîðèñíîñòi àáî �óíêöiþ êîðèñíîñòi.

ßêùî �óíêöiÿ âèäàòêiâ iñíó¹, òî âîíà ïîâèíà çàäîâîëüíÿòè

ñèñòåìó äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

�e(p; u

0

)

�p

i

= h

i

(p; u

0

) = x

i

(p; e(p; u

0

)); i = 1; :::; L; (6.2.2)

i ïî÷àòêîâó óìîâó

e(p

0

; u

0

) = p

0

�

x(p

0

;w) = w: (6.2.3)

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ çàìiùåííÿ Ñëóöüêîãî äëÿ çàäàíî¨ ìíî-

æèíè �óíêöié ïîïèòó ñèìåòðè÷íà, òî äëÿ ñèñòåìè (6.2.2)

ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè iíòåãðîâíîñòi.

1

Îòæå, îáìåæåííÿ íà �óíêöi¨ ïîïèòó (ìàòðèöÿ Ñëóöüêî-

ãî ñèìåòðè÷íà) ¹ óìîâàìè iíòåãðîâíîñòi i äàþòü çìîãó çíàéòè

1

Ñèñòåìà äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó

�f(p)

�p

i

= g

i

(p); i = 1; :::; L;
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ñóìiñíó ç íèìè �óíêöiþ âèäàòêiâ, ùîá îïèñàòè ïîâåäiíêó âè-

áîðó.

Çîêðåìà, �óíêöiÿ âèäàòêiâ ìà¹ áóòè ââiãíóòà çà çìiííîþ

p: Îñêiëüêè ìàòðèöÿ �åñå �óíêöi¨ âèäàòêiâ e(p; u

0

) ñïiâïàäà¹

ç ìàòðèöåþ çàìiùåííÿ Ñëóöüêîãî, òîäi, ÿêùî ìàòðèöÿ çàìi-

ùåííÿ âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà, òî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6.2.2) ¹

ââiãíóòîþ �óíêöi¹þ.

Îòîæ, ÿêùî ìíîæèíà �óíêöié ïîïèòó f x

i

(p;w) g

L

i;j

òàêà,

ùî ìàòðèöÿ çàìiùåííÿ ñèìåòðè÷íà i âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà,

òî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.2.2) âèçíà÷à¹ �óíêöiþ âèäà-

òêiâ ñóìiñíó ç öèìè �óíêöiÿìè ïîïèòó.

Íåõàé äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà öií q i ðiâíÿ äîõîäó w âèáðà-

íî ñïîæèâ÷èé íàáið ç ðiâíåì êîðèñíîñòi u

0

= v(q;w): Òîäi

äëÿ âèçíà÷åííÿ �óíêöi¨ âèäàòêiâ îäåðæèìî ñèñòåìó äè�åðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü

�e(p; v(q;w)))

�p

i

= x

i

(p; e(p; v(q;w))); i = 1; :::; L;

i ïî÷àòêîâà óìîâà

e(q; v(q;w)) = w:

Îñêiëüêè �(p; q;w) � e(p; v(q;w)), òî ìà¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü:

��(p; q;w))

�p

i

= x

i

(p; �(p; q;w)); i = 1; :::; L;

�(q; q;w) =w:

ìà¹ (ëîêàëüíèé) ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî,

�g

j

(p)

�p

i

=

�g

i

(p)

�p

j

äëÿ âñiõ i òà j.
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Ôóíêöiÿ �(p; q;w), ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i iíòåãðîâíîñòi, âèçíà-

÷à¹ íåïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíîñòi (ìîíîòîííó òðàíñ�îðìàöiþ

íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi).

Ïðèêëàä 6.2.1. Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó �óíêöié ïîïèòó

x

1

(p

1

; p

2

;w) =

�w

p

1

x

2

(p

1

; p

2

;w) =

�w

p

2

;

äå � > 0; � > 0 i � + � 6 1:

Ïåðåâiðèìî ÷è ¹ ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî ñèìåòðè÷íîþ i âiä'¹ì-

íî íàïiââèçíà÷åíîþ

s

11

=

(�

2

� �)w

p

2

1

; s

22

=

(�

2

� �)w

p

2

2

;

s

12

=

��w

p

1

p

2

; s

21

=

��w

p

2

p

1

; s

12

= s

21

;

4

1

=

(�

2

� �)w

p

2

1

< 0; 4

2

=

��w

2

p

2

2

p

2

1

(1� �� �) > 0;

4

3

=

(�

2

� �)w

2

p

2

2

< 0:

Îòæå, ìàòðèöÿ Ñëóöüêîãî

S(p;w) =

0

B

B

B

B

�

(�

2

� �)w

p

2

1

��w

p

1

p

2

��w

p

2

p

1

(�

2

� �)w

p

2

2

1

C

C

C

C

A

ñèìåòðè÷íà i âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà.
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Ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ãðîøîâî¨ ìiðè íåïðÿìî¨

�óíêöi¨ êîðèñíîñòi ìà¹ âèãëÿä

��(p; q;w)

�p

1

=

��(p; q;w)

p

1

��(p; q;w)

�p

2

=

� �(p; q;w)

p

2

�(q; q;w) = w:

Iç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè îäåðæó¹ìî

1

�

��

�p

1

=

�

p

1

àáî ln� = � ln p

1

+ ln 


1

(p

2

);

�(p; q;w) = 


1

(p

2

) p

�

1

;

(6.2.4)

äå 


1

(p

2

) äåÿêà êîíñòàíòà iíòåãðóâàííÿ, ÿêà çàëåæèòü âiä çìií-

íî¨ p

2

: Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè ðiâíÿííÿ (6.2.4) çà çìiííîþ p

2

i

ïiäñòàâèâøè éîãî â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, ìàòèìåìî




0

1

(p

2

) =

�

p

2




1

(p

2

) àáî 


1

(p

2

) = 


2

p

�

2

;

i çíàõîäèìî

�(p; q;w) = 


2

p

�

1

p

�

2

;

äå 


2

êîíñòàíòà iíòåãðóâàííÿ, ÿêó çíàõîäèìî ç ïî÷àòêîâî¨ óìî-

âè

�(q; q;w) = 


1

q

�

1

q

�

2

= w; àáî 


2

= q

��

1

q

��

2

w:

Îòîæ, ãðîøîâà ìiðà íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi ìà¹ âèãëÿä

�(p; q;w) = p

�

1

p

�

2

q

��

1

q

��

2

w:
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Çâiäêè íåïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíîñòi çàïèøåìî ó âèãëÿäi

v(q

1

; q

2

;w) = q

��

1

q

��

2

w:

N

Ïðèêëàä 6.2.2. �îçãëÿíåìî âèïàäîê äâîõ òîâàðiâ. Íåõàé öi-

íà äðóãîãî òîâàðó íîðìîâàíà p

2

= 1, à öiíà ïåðøîãî òîâàðó -

p i �óíêöiÿ ïîïèòó íà öåé òîâàð x(p;w): Òîäi ìà¹ìî ëèøå îäíå

ðiâíÿííÿ iíòåãðîâíîñòi ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

d�(p; q;w)

dp

= x(p; �(p; q;w))

�(q; q;w) = w:

Íåõàé, íàïðèêëàä, �óíêöiÿ ïîïèòó íà ïåðøèé òîâàð ìà¹ âè-

ãëÿä

x(p;w) = 
p

a

w

b

; a > 0; b > 0; b 6= 1; 
 > 0:

Òîäi ðiâíÿííÿ iíòåãðîâíîñòi ìàòèìå âèãëÿä

d�(p; q;w)

dp

= 
p

a

�

b

:

Ïåðåãðóïóâàâøè, ìà¹ìî

�

�b

d�(p; q;w)

dp

= 
p

a

:

Ïðîiíòåãðóåìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ

Z

q

p

�

�b

d�

dt

dt = 


Z

q

p

t

a

dt

�

1�b

1� b

�

q

p

=

q

a+1

� p

a+1

a + 1


:
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Çâiäêè çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

w

1�b

� �(p; q;w)

1�b

1� b

=

q

a+1

� p

a+1

a+ 1


;

àáî

�(p; q;w) =

�

w

1�b

+

b� 1

1 + a


 (q

a+1

� p

a+1

)

�

1

1�b

:

N

6.3 Äâî¨ñòiñòü ó ñïîæèâàííi

Ñïîñòåðiãàþ÷è çà �óíêöiÿìè ïîïèòó, ìè âèÿâèëè, ùî ìîæíà

âiäíîâèòè íåïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíîñòi ÷åðåç ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

iíòåãðîâíîñòi. Òåïåð ç'ÿçó¹ìî ÿê ìîæíà çíàéòè �óíêöiþ êîðè-

ñíîñòi.

Âiäïîâiäü îòðèìó¹ìî ç äâî¨ñòîãî çâ'ÿçêó ìiæ ïðÿìîþ i íå-

ïðÿìîþ �óíêöi¹þ êîðèñíîñòi. Íàéçðó÷íiøå çðó÷íî îïèñàòè

îá÷èñëåííÿ â òåðìiíàõ íîðìîâàíî¨ íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíî-

ñòi, êîëè ìà¹ìî öiíó ïîäiëåíó íà äîõiä òàê, ùî âèäàòêè äîðiâ-

íþþòü îäèíèöi. Îòæå, íîðìoâàíó íåïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíî-

ñòi âèçíà÷èìî òàê:

v(p) = max

x

u(x)

çà óìîâè p

�

x = 1:

Íàâïàêè, ÿêùî íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi âèçíà÷åíà, òî âè-

çíà÷èìî (ïðÿìó) �óíêöiþ êîðèñíîñòi ÿê ðîçâ'ÿçîê äâî¨ñòî¨ çà-

äà÷i

u(x) = min

p

v(p)

çà óìîâè p

�

x = 1:
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Äîâåäåííÿ ïðîñòå. Íåõàé x - îïòèìàëüíèé ñïîæèâ÷èé íàáið

äëÿ âåêòîðà öiíè p. Òîäi âèçíà÷èìî v(p) = u(x): Íåõàé �p ùå

îäèí âåêòîð öií òàêèé, ùî çàäîâîëüíÿ¹ áþäæåòíå îáìåæåííÿ

�p

�

x = 1: Îñêiëüêè x ¹ çàâæäè äîïóñòèìèì ñïîæèâ÷èì íàáî-

ðîì äëÿ âåêòîðà öií �p (àëå âií íåîáîâ'ÿçêîâî ¹ îïòèìàëüíèì

íàáîðîì äëÿ âåêòîðà öií �p), òî v(�p) > u(x) = v(p):

Îòîæ, ìiíiìóì íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi çà âñiìà p, ùî

çàäîâîëüíÿþòü áþäæåòíå îáìåæåííÿ p

�

x = 1, âèçíà÷à¹ �óí-

êöiþ êîðèñíîñòi âiä x:

Ïðèêëàä 6.3.1. Ó ïðèêëàäi 6.2.1 áóëî çíàéäåíî íåïðÿìó �óí-

êöiþ êîðèñíîñòi v(p) = p

��

1

p

��

2

: Òîäi ïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíî-

ñòi çíàõîäèìî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

u(x) = min

p

p

��

1

p

��

2

çà óìîâè p

1

x

1

+ p

2

x

2

= 1:

Çàïèøåìî �óíêöiþ Ëàãðàíæà öi¹¨ çàäà÷i

L(p; �) = p

��

1

p

��

2

+ � (p

1

x

1

+ p

2

x

2

� 1):

Òîäi óìîâè îïòèìàëüíîñòi ìàòèìóòü âèãëÿä

��p

���1

1

p

��

2

+ �x

1

= 0

��p

��

1

p

���1

2

+ �x

2

= 0

p

1

x

1

+ p

2

x

2

= 1:

Çâiäêè çíàõîäèìî

p

1

=

�

�+ �

1

x

1

; p

2

=

�

� + �

1

x

2

:
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Îòîæ, ïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi ìà¹ âèãëÿä

u(x) = v(p(x)) =

(�+ �)

�+�

�

�

�

�

x

�

1

x

�

2

= kx

�

1

x

�

2

:

Òàêèì ÷èíîì, �óíêöi¨ ïîïèòó ïðèêëàäó 6.2.1 âèçíà÷àþòü �óí-

êöiþ êîðèñíîñòi Êîáà-Äóãëàñà. N
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�îçäië 7

Ñïîæèâ÷èé íàäëèøîê

Íåõàé x(p) �óíêöiÿ ïîïèòó íà äåÿêèé òîâàð. Íàäëèøîê ñïî-

æèâà÷à (
onsumer's surplus - CS) ïðè çìiíi öií âiä p

0

äî p

1

äîðiâíþ¹ ïëîùi �iãóðè îáìåæåíî¨ �óíêöi¹þ x(p) i ëiíiÿìè

p = p

0

, p = p

1

, òîáòî

CS =

p

1

Z

p

0

x(p) dp:

Iíîäi öåé íàäëèøîê íàçèâàþòü ìàðøàëiàíñüêèì ñïîæèâ÷èì

íàäëèøêîì (Marshallian 
onsumer surplus). Öå ïîíÿòòÿ âèêî-

ðèñòîâóþòü äëÿ îöiíêè â ãðîøîâîìó âèðàçi çìiíè äîáðîáóòó

ñïîæèâà÷à, ÿêà çóìîâëåíà çìiíàìè öií, ãðîøîâîãî äîõîäó, ïî-

äàòêiâ i ò.ä.

Ìàðøàëiàíñüêèé ñïîæèâ÷èé íàäëèøîê ìà¹ îäèí ñóòò¹âèé

íåäîëiê. Ó ñèòóàöi¨, êîëè îäíî÷àñíî çìiíþþòüñÿ äîõîäè ñïî-

æèâà÷iâ i öiíà îäíîãî ç òîâàðiâ àáî êîëè îäíî÷àñíî çìiíþ¹-

òüñÿ äåêiëüêà öií, òî âåëè÷èíà ìàðøàëiàíñüêîãî ñïîæèâ÷îãî

íàäëèøêó âòðà÷à¹ ñâîþ "âèçíà÷åíiñòü", âîíà ñòà¹ çàëåæíîþ

âiä ïîñëiäîâíîñòi ðîçðàõóíêiâ. Òîìó äëÿ îöiíêè çìiíè äîáðî-

173
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áóòó ñïîæèâà÷iâ âèêîðèñòîâóþòü é iíøi, ÿêi çà çìiñòîì áëèçü-

êi äî ìàðøàëiàíñüêîãî ñïîæèâ÷îãî íàäëèøêó, ïîíÿòòÿ, ÿêi íå

ìàþòü öüîãî íåäîëiêó.

�îçãëÿíåìî âèïàäîê äâîõ òîâàðiâ L = 2. Íåõàé âiäíîøåííÿ

ïåðåâàãè êâàçiëiíiéíå ñòîñîâíî äðóãîãî òîâàðó, òîäi �óíêöiÿ

êîðèñíîñòi, ÿêà çîáðàæà¹ öå âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè, ìà¹ âèãëÿä

U(x

1

; x

2

) = x

2

+ u(x

1

);

äå x

2

ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê âèäàòêè ñïîæèâà÷à íà òîâàð 2.

Ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ êîðèñíîñòi u(

�

) ñòðîãî ââiãíóòà i äè-

�åðåíöiéîâíà. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi

x

2

+ u(x

1

)! max; p

1

x

1

+ x

2

= w; (x

1

; x

2

) 2 R

+

� R:

Öþ çàäà÷ó ìîæíà ïåðåïèñàòè â òàêîìó âèãëÿäi

u(x

1

) + w � p

1

x

1

! max; x

1

2 R

+

:

Óìîâà îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä

u

0

(x

1

) = p

1

;

òîáòî â îïòèìóìi ãðàíè÷íà êîðèñíiñòü ïåðøîãî òîâàðó ïîâèíà

äîðiâíþâàòè öiíi öüîãî òîâàðó.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî �óíêöiÿ ïîïèòó íà ïåðøèé òîâàð çà-

ëåæèòü ëèøå âiä öiíè öüîãî òîâàðó, òîáòî x

1

= x

1

(p

1

). Ôóí-

êöiþ ïîïèòó íà òîâàð 2 âèçíà÷àþòü ç áþäæåòíîãî îáìåæåííÿ,

x

2

= w � p

1

x

1

(p

1

). Òåïåð íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi ìà¹ âè-

ãëÿä

V (p

1

;w) = w � p

1

x

1

(p

1

) + u(x

1

(p

1

)) = v(p

1

) + w;

äå v(p

1

) = u(x

1

(p

1

))� p

1

x

1

(p

1

).

Öåé ïiäõiä íå ïîêàçó¹ ïîòåíöiéíî¨ ïðîáëåìè. Àíàëiçóþ÷è,

ñòà¹ çðîçóìiëèì, ùî ïîïèò íà òîâàð 1 íå ìîæå áóòè íåçàëå-

æíèì âiä äîõîäó äëÿ âñiõ ðiâíiâ öií òà äîõîäó. ßêùî äîõiä
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äîñèòü ìàëèé, òî ïîïèò íà òîâàð 1 ïîâèíåí âèçíà÷àòèñÿ äîõî-

äîì. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ êîðèñíîñòi âðàõîâó¹

íåâiä'¹ìíiñòü x

2

x

2

+ u(x

1

)! max; p

1

x

1

+ x

2

= w; (x

1

; x

2

) 2 R

2

+

:

Òîäi îäåðæó¹ìî äâà âèäè ðîçâ'ÿçêiâ çàëåæíî âiä òîãî, àáî

x

2

> 0, àáî x

2

= 0. ßêùî x

2

> 0, òî ìà¹ìî âèùå îòðèìà-

íèé âèãëÿä ïîïèòó íà òîâàð 1, ÿêèé çàëåæèòü ëèøå âiä öiíè

íà öåé òîâàð. ßêùî æ x

2

= 0, òî íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi

íàáóâà¹ âèãëÿäó v(p

1

;w) = u(w=p

1

).

Ïðèïóñòèìî, ùî öiíà p

1

�iêñîâàíà i çðîñòàííÿ äîõîäó ñïî-

æèâà÷à ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ïðè w = 0 íà íåçíà÷íó âåëè÷èíó. Òîäi

ïðèðiñò êîðèñíîñòi ñòàíîâèòèìå u

0

(w=p

1

)=p

1

. ßêùî öÿ âåëè÷è-

íà áiëüøà çà 1, òî ñïîæèâà÷åâi âàðòî ïîòðàòèòè îäèí äîäàòêî-

âèé äîëàð äîõîäó íà êóïiâëþ òîâàðó x

1

íiæ íà êóïiâëþ òîâàðó

x

2

. Ìè ïðîäîâæó¹ìî âèòðà÷àòè ãðîøi íà êóïiâëþ òîâàðó x

1

äî-

òè, äîêè ãðàíè÷íà êîðèñíiñòü íàñòóïíîãî äîëàðà ïîòðà÷åíîãî

íà öåé òîâàð íå äîðiâíþâàòèìå 1; öå áóäå òîäi, êîëè ãðàíè-

÷íà êîðèñíiñòü âiä ñïîæèâàííÿ äîðiâíþâàòèìå öiíi. Äàëi âåñü

äîäàòêîâèé äîõiä áóäå âèòðà÷àòèñÿ íà òîâàð x

2

.

Ó âèïàäêó êâàçiëiíiéíî¨ êîðèñíîñòi çàäà÷à iíòåãðîâíîñòi

âèäà¹òüñÿ äóæå ïðîñòîþ. Îáåðíåíà �óíêöiÿ ïîïèòó âèçíà÷à-

¹òüñÿ ÿê p

1

(x

1

) = u

0

(x

1

), ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî êîðèñíiñòü, ÿêà

çâ'ÿçàíà ç ïåâíèì ðiâíåì ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

1

, ìîæå áóòè

âèçíà÷åíà ÷åðåç îáåðíåíó �óíêöiþ ïîïèòó

u(x

1

)� u(0) =

x

1

Z

0

u

0

(t) dt =

x

1

Z

0

p(t) dt:

Çàãàëüíà êîðèñíiñòü âiä ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

1

âðàõîâóâàòèìå

êîðèñíiñòü âiä ñïîæèâàííÿ öüîãî òîâàðó ïëþñ êîðèñíiñòü âiä
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ñïîæèâàííÿ òîâàðó x

2

V (p

1

;w) =u(x

1

(p

1

)) + w � p

1

x

1

(p

1

)

=

x

1

Z

0

p(t) dt+ w � p

1

x

1

(p

1

):

ßêùî ìè çíåõòó¹ìî ÷èñëîì w, òî âèðàç ó ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨

ðiâíîñòi ¹ ïëîùåþ ïiä êðèâîþ ïîïèòó íà òîâàð x

1

. Öåé âèðàç

ìîæíà îäåðæàòè ïî-iíøîìó. Çà ðiâíiñòþ �îÿ x

1

(p

1

) = �v

0

(p

1

).

Òîäi

v(p

1

) + w =

1

Z

p

1

x

1

(t) dt + w:

Îñêiëüêè äëÿ êâàçiëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ñòîñîâíî òî-

âàðó x

2

�óíêöiÿ ïîïèòó íà òîâàð x

1

(p

1

) íå çàëåæèòü âiä äîõî-

äó, òî ðiâíÿííÿ iíòåãðîâíîñòi ìà¹ âèãëÿä

d�(t; q;w)

dt

= x

1

(t)

�(q; q;w) = w:

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ãðîøîâà ìiðà íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíî-

ñòi òàêà:

�(p; q;w) =

p

Z

q

x

1

(t)d t+ w:

Âèðàç ïðàâîðó÷ ¹ ñïîæèâ÷èì íàäëèøêîì ïîâ'ÿçàíèì iç çìi-

íîþ öiíè âiä q äî p ïëþñ äîõiä, òîáòî

�(p; q;w) = CS(q; p;w) + w:

�îãëÿíåìî äâà ïîíÿòòÿ äëÿ îöiíêè çìiíè äîáðîáóòó ñïî-

æèâà÷iâ íà ïðèêëàäi êâàçiëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè.
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�èñ. 7.0.1. Êîìïåíñóþ÷à é åêâiâàëåíòíà âàðiàöiÿ äîõîäó

Áþäæåòíà ëiíiÿ p

1

x

1

+ x

2

= w çàéìà¹ ïîëîæåííÿ K

1

L

1

(ðèñ. 7.0.2). Äîâæèíà âiäðiçêà OK

1

äîðiâíþ¹ äîõîäó ñïîæèâà-

÷à w, à íàõèë áþäæåòíî¨ ëiíi¨ äîðiâíþ¹ �p

1

. Ïðèïóñòèìî, ùî

ñïîæèâà÷ ìà¹ çìîãó çàêóïèòè áóäü-ÿêó êiëüêiñòü òîâàðó x

1

çà

öiíîþ p

1

. Òîäi âií âèáèðà¹ ñïîæèâ÷èé íàáið, ÿêèé âiäïîâiäà¹

òî÷öi A

1

(ðèñ. 7.0.2). Öåé íàáið ìiñòèòü x

0

1

îäèíèöü òîâàðó x

1

(u

0

(x

0

1

) = p

1

). Ñóìà âèäàòêiâ íà òîâàð x

2

äîðiâíþ¹ OK

0

. Cóìà

âèäàòêiâ íà x

0

1

îäèíèöü òîâàðó x

1

äîðiâíþ¹ K

0

K

1

.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñïîæèâà÷ íå ìà¹ çìîãè êóïèòè òî-

âàð x

1

. Òîäi âií ïåðåáóâà¹ â òî÷öi K

1

. ßêó äîäàòêîâó ñóìó

äîõîäó éîìó ïîòðiáíî íàäàòè, ùîá éîãî äîáðîáóò íå çìiíèâñÿ

ïîðiâíÿíî ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì? Îñêiëüêè òî÷êà B ïåðåáóâà¹

íà òié ñàìié êðèâié áàéäóæîñòi, ùî i A, òî íåîáõiäíà äîäàòêîâà

ñóìà êîìïåíñàöi¨ äîõîäó äîðiâíþ¹ K

1

B. Öÿ âåëè÷èíà íàçèâà¹-

òüñÿ êîìïåíñóþ÷îþ âàðiàöi¹þ äîõîäó (
ompensating variation

- CV ).

Çíîâó ïðèïóñòèìî, ùî ñïîæèâà÷ ïåðåáóâà¹ â òî÷öi A

1

. ßêó

ìàêñèìàëüíó ñóìó äîõîäó âií ãîòîâèé âiääàòè äëÿ òîãî, ùîá
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éîãî íå ïîçáàâèëè çìîãè êóïèòè òîâàð x

1

? Ïðîâåäåìî äîïî-

ìiæíó áþäæåòíó ëiíiþ K

2

L

2

ç íàõèëîì, ÿêèé äîðiâíþ¹, �p

1

,

ÿêà äîòèêà¹òüñÿ äî êðèâî¨ áàéäóæîñòi u

1

, ùî âèõîäèòü iç òî-

÷êè K

1

. Ñïîæèâà÷ íå ïîãîäèòüñÿ âiääàòè ÷àñòèíó äîõîäó, ùî

ïåðåâèùó¹ K

2

K

1

, iíàêøå êðèâà áàéäóæîñòi u

1

áóäå äëÿ íüîãî

íåäîñÿæíîþ. Áóäü-ÿêà âòðàòà äîõîäó, ùî ¹ ìåíøà çà K

2

K

1

,

äà¹ çìîãó ñïîæèâà÷åâi çáiëüøèòè ñâié äîáðîáóò ïîðiâíÿíî çi

ñòàíîì K

1

. Îòæå, ìàêñèìàëüíà ñóìà äîõîäó, ÿêó ñïîæèâà÷ ãî-

òîâèé âiääàòè äëÿ òîãî, ùîá éîãî íå ïîçáàâèëè çìîãè êóïèòè

òîâàð x

1

, äîðiâíþ¹ K

2

K

1

. Öÿ âåëè÷èíà íàçèâà¹òüñÿ åêâiâà-

ëåíòíîþ âàðiàöi¹þ äîõîäó (equivalent variation -EV ).

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ïðè âèçíà÷åííi CV çà îñíîâó ïðèé-

ìåìî ïî÷àòêîâó êðèâó áàéäóæîñòi u

0

, à ïðè âèçíà÷åííi EV -

ïðèéìà¹ìî íàñòóïíó êðèâó áàéäóæîñòi u

1

.

�îçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíî¨ òà êîìïåíñóþ÷î¨ âàðià-

öi¨ äîõîäó äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäíîøåí-

íÿ ïåðåâàãè % ¹ íåïåðåðâíèì i ëîêàëüíî íåíàñè÷óâàíèì. Ïðè-

ïóñòèìî òàêîæ, ùî �óíêöiÿ âèäàòêiâ e(

�

) i íåïðÿìà �óíêöiÿ

êîðèñíîñòi v(

�

) äè�åðåíöiéîâíi. Íåõàé ñïîæèâà÷ ìà¹ �iêñîâà-

íèé ðiâåíü äîõîäó w > 0 i çàäàíî ïî÷àòêîâèé âåêòîð öií p

0

. Ìè

õî÷åìî îöiíèòè çìiíó äîáðîáóòó ñïîæèâà÷à âiä çìiíè ñèñòåìè

öií p

0

äî íîâî¨ ñèñòåìè öií p

1

.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïîæèâà÷ íàäà¹ ïåðåâàãó âèáîðó çà äîïî-

ìîãîþ âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè %. Íàïðèêëàä, çíàþ÷è %, ñïîæè-

âà÷ ìîæå ïîáóäóâàòè �óíêöiþ ïîïèòó Âàëüðàñà x(p;w). ßêùî

v(p;w) íåïðÿìà �óíêöiÿ êîðèñíîñòi, ÿêó îäåðæàëè äëÿ %, òî

ñïîæèâà÷ âòðàòèòü âiä çìiíè öií òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

v(p

1

;w)� v(p

0

;w) < 0:

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî êîæíó íåïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíîñòi

äëÿ % ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ òîãî, ùîá çðîáèòè òàêå ïîðiâ-

íÿííÿ, îäèí êëàñ íåïðÿìèõ �óíêöié êîðèñíîñòi öiêàâèé òîìó,

ùî äà¹ çìîãó âèçíà÷èòè ìiðó çìiíè äîáðîáóòó â ãðîøèâèõ îäè-
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íèöÿõ. Òàêèì êëàñîì �óíêöié ¹ ãðîøîâà ìiðà íåïðÿìèõ �óí-

êöié êîðèñíîñòi. ßêùî ñïîæèâà÷ áàæà¹ äîñÿãòè ðiâíÿ êîðèñíî-

ñòi v(p;w) ïðè ñèñòåìi öií �p � 0, òî ðiâåíü äîõîäó ñïîæèâà-

÷à, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ éîìó öåé ðiâåíü êîðèñíîñòi, âèçíà÷à¹òüñÿ

�óíêöi¹þ âèäàòêiâ e(

�

) i äîðiâíþ¹ �(�p; p;w) � e(�p; v(p;w)).

Ôóíêöiÿ âèäàòêiâ, ÿê �óíêöiÿ âiä (p;w), ìîíîòîííà òðàíñ�îð-

ìàöiÿ íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi i ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

íåïðÿìó �óíêöiþ êîðèñíîñòi äëÿ % i

�(�p; p

1

;w)� �(�p; p

0

;w)

= e(�p; v(p

1

;w))� e(�p; v(p

0

;w))

ïåðåäáà÷à¹ ðiâåíü çìiíè äîáðîáóòó â ãðîøîâèõ îäèíèöÿõ. �ðî-

øîâà ìiðà íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi âèçíà÷åíà äëÿ êîæíî-

ãî âåêòîðà öií �p � 0. �îçãëÿíåìî äâà âèáîðè âåêòîðà öií �p:

ïî÷àòêîâèé âåêòîð öií p

0

i íîâèé âåêòîð öií p

1

. Öi äâà âåêòî-

ðè öií ïîðîäæóþòü äâi ìiðè çìiíè äîáðîáóòó: åêâiâàëåíòíó

âàðiàöiþ äîõîäó EV i êîìïåíñóþ÷ó âàðiàöiþ äîõîäó CV . Íå-

õàé u

0

= v(p

0

;w), u

1

= v(p

1

;w), òîäi e(p

0

; u

0

) = e(p

1

; u

1

) = w i

âèçíà÷à¹ìî

EV (p

0

; p

1

;w) =�(p

0

; p

1

;w)� �(p

0

; p

0

;w)

=�(p

0

; p

1

;w)� w

(7.0.1)

i

CV (p

0

; p

1

;w) =�(p

1

; p

1

;w)� �(p

1

; p

0

;w)

=w � �(p

1

; p

0

;w):

(7.0.2)

Åêâiâàëåíòíà âàðiàöiÿ äîõîäó EV âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü ãðîøåé,

íà ÿêó ìà¹ çìiíèòèñÿ äîõiä ñïîæèâà÷à, ùîá âií ïðè ïî÷àòêîâié

ñèñòåìi öií p

0

ìiã çàáåçïå÷èòè ðiâåíü êîðèñíîñòi u

1

. Âåëè÷èíà

EV áóäå âiä'¹ìíîþ, ÿêùî çìiíà öií ïðèçâîäèòü äî ïîãiðøåííÿ

ñòàíîâèùà ñïîæèâà÷à.
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�èñ. 7.0.2. Êîìïåíñóþ÷à é åêâiâàëåíòíà âàðiàöiÿ äîõîäó

Êîìïåíñóþ÷à âàðiàöiÿ äîõîäó CV âèçíà÷à¹ âåëè÷èíó, íà

ÿêó ìà¹ çìiíèòèñÿ äîõiä ñïîæèâà÷à, ùîá ïðè íîâié ñèñòåìi öií

p

1

âií ìiã çàáåçïå÷èòè ïî÷àòêîâèé ðiâåíü êîðèñíîñòi u

0

. Âåëè-

÷èíà CV áóäå âiä'¹ìíîþ, ÿêùî áè ïëàíóþ÷èé àãåíò çàïëàòèâ

ñïîæèâà÷åâi äîäàòíèé ðiâåíü êîìïåíñàöi¨ çà ïîãiðøåííÿ éîãî

ñòàíîâèùà.

Îñêiëüêè EV i CV âiäïîâiäàþòü ìiðàì çìií ó ãðîøîâèõ

îäèíèöÿõ íåïðÿìî¨ �óíêöi¨ êîðèñíîñòi, òî ñïîæèâà÷ áóäå â

êðàùîìó ñòàíîâèùi ïðè ñèñòåìi öií p

1

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

öi ìiðè äîäàòíi.

Åêâiâàëåíòíó i êîìïåíñóþ÷ó âàðiàöiþ äîõîäó ìîæíà çîáðà-

çèòè ÷åðåç �óíêöiþ ïîïèòó Õiêñà. Äëÿ ïðîñòîòè ïðèïóñòè-

ìî, ùî çìiíþ¹òüñÿ öiíà ëèøå ïåðøîãî òîâàðó, òîáòî p

0

1

6= p

1

1

i

p

0

l

= p

1

l

= �p

l

äëÿ l = 2; :::; L. Îñêiëüêè w = e(p

0

; u

0

) = e(p

1

; u

1

)

i h

1

(p; u) = �e(p; u)=�p

1

, òî ìà¹ìî

EV (p

0

; p

1

;w) = �(p

0

; p

1

;w)� w =

= e(p

0

; u

1

)� e(p

1

; u

1

) =
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=

p

0

1

Z

p

1

1

h

1

(p

1

; �p

�1

; u

1

) dp

1

;

äå �p

�1

= (�p

2

; :::; �p

L

).

�èñ. 7.0.3. Åêâiâàëåíòíà âàðiàöiÿ (a); êîìïåíñóþ÷à âàðiàöiÿ (á)

Îòæå, ìiðà çìiíè äîáðîáóòó ñïîæèâà÷à, ÿêó íàçèâà¹ìî

åêâiâàëåíòíîþ âàðiàöi¹þ, õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïëîùåþ �iãóðè,

ÿêà îáìåæåíà ëiíiÿìè p

1

= p

0

1

, p

1

= p

1

1

i �óíêöi¹þ ïîïèòó

Õiêñà íà ïåðøèé òîâàð äëÿ ðiâíÿ êîðèñíîñòi u

1

. EV äîðiâíþ¹

ïëîùi öi¹¨ �iãóðè, ÿêùî p

0

1

> p

1

1

i äîðiâíþ¹ âiä'¹ìíié âåëè÷èíi,

p

0

1

< p

1

1

(ðèñ. 7.0.3,a).

Àíàëîãi÷íî êîìïåíñóþ÷ó âàðiàöiþ äîõîäó ìîæíà çàïèñàòè
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ó âèãëÿäi

CV (p

0

; p

1

;w) =

p

0

1

Z

p

1

1

h

1

(p

1

; �p

�1

; u

0

) dp

1

:

Ó öüîìó âèïàäêó âèêîðèñòîâó¹ìî ïî÷àòêîâèé ðiâåíü êîðèñíî-

ñòi u

0

(ðèñ. 7.0.3,á).

Íà ðèñ. 7.0.3 çîáðàæåíî ñèòóàöiþ , êîëè ïåðøèé òîâàð öií-

íèé. Ïðèïóñòèìî, ùî êàðòà áàéäóæîñòi òàêà, ùî òîâàð x

1

çàâ-

æäè öiííèé, íåçàëåæíî âiä äîõîäó ñïîæèâà÷à i öiíè òîâàðó

x

1

. ßê âèäíî ç ðèñ. 7.0.3 EV (p

0

; p

1

;w) > CV (p

0

; p

1

;w). Ìî-

æíà ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî öÿ íåðiâíiñòü ïðàâèëüíà òîäi, êîëè

p

1

1

> p

0

1

. Öå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ EV i CV ìàòèìå ïðîòèëå-

æíèé çíàê, ÿêùî òîâàð x

1

ìàëîöiííèé. Çà âiäñóòíiñòþ å�åêòó

äîõîäó, íàïðèêëàä, êîëè âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè ¹ êâàçiëiíiéíèì

äëÿ äåÿêîãî òîâàðó l 6= 1, çíà÷åííÿ CV i EV ¹ îäíàêîâi, òîìó

ùî

h

1

(p

1

; �p

�1

; u

0

) = x

1

(p

1

; �p

�1

;w) = h

1

(p

1

; �p

�1

; u

1

):

Öå òàêîæ âèäíî ç ðîçãëÿíóòîãî âèùå ïðèêëàäó, êîëè âiäíî-

øåííÿ ïåðåâàãè êâàçiëiíiéíå ñòîñîâíî äðóãîãî òîâàðó. Ñïðàâ-

äi,

EV (p

0

; p

1

;w) =�(p

0

; p

1

;w)� �(p

0

; p

0

;w)

=CS(p

1

; p

0

;w) + w � w

=CS(p

1

; p

0

;w)

CV (p

0

; p

1

;w) =�(p

1

; p

1

;w)� �(p

1

; p

0

;w)

=w � CS(p

0

; p

1

;w)� w = �CS(p

0

; p

1

;w)

=CS(p

1

; p

0

;w):

Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè íåìà¹ å�åêòó äîõîäó, çíà÷åííÿ åêâiâà-

ëåíòíî¨ òà êîìïåíñóþ÷î¨ âàðiàöi¨ îäíîêîâå i äîðiâíþ¹ ìàðøà-

ëiàíñüêîìó ñïîæèâ÷îìó íàäëèøêó.
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Ìàòåìàòè÷íèé äîäàòîê

�îçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ, ÿêi ¹ âàæëèâèìè äëÿ ðiçíèõ ðîçäiëiâ ìà-

òåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè.

8.1 Âiäíîøåííÿ ïåðåäïîðÿäêó

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà â R

L

.

1

Íàãàäàéìî, ùî áiíàðíèì

âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà ïiäìíîæèíà

P � X�X. ×àñòî çàìiñòü (x; y) 2 P ïèøóòü xPy. Ïðèêëàäîì

âiäíîøåíü, ÿêi âèçíà÷åíi íà R

L

, ¹ =, >, >.

Ìíîæèíà 4

X

= f(x; x) : x 2 Xg íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëëþ.

Âiäíîøåííÿ P íà X íàçèâà¹òüñÿ ðå�ëåêñèâíèì, ÿêùî 4

X

�

P , òîáòî äëÿ âñiõ x 2 X ïðàâèëüíå xPx.

Êîìïîçèöi¹þ âiäíîøåíü P i S íà ìíîæèíi X íàçèâàþòü

âiäíîøåííÿ

P Æ S = f(x; y) 2 X �X : iñíó¹ z 2 X òàêå, ùî

(x; z) 2 P; (z; y) 2 Sg:

1

Âèçíà÷åííÿ ñòðóêòóðè ïðîñòîðó R

L

ïîäà¹ìî â íàñòóïíîìó ïàðàãðà-

�i.

183



184 �îçäië 8. Ìàòåìàòè÷íèé äîäàòîê

Îáåðíåíèì äî âiäíîøåííÿ P íà ìíîæèíi X íàçèâàþòü âiäíî-

øåííÿ

P

�1

= f(x; y) : (y; x) 2 Pg:

Âiäíîøåííÿ P íà ìíîæèíi X íàçèâàþòü:

(i) ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî P

�1

= P; òîáòî , ÿêùî ç xPy âè-

ïëèâà¹ yPx;

(ii) àíòèñèìåòðè÷íèì, ÿêùî P \ P

�1

� 4

X

, òîáòî, ÿêùî ç

xPy i yPx âèïëèâà¹, ùî x = y äëÿ äîâiëüíèõ x; y 2 X;

(iii) òðàíçèòèâíèì, ÿêùî P Æ P = P , òîáòî, ÿêùî äëÿ âñiõ

x; y; z 2 X iç xPy i yPz âèïëèâà¹ xPz;

(iv) ïîâíèì, ÿêùî P[P

�1

= X, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ x; y 2 X

ïðàâèëüíå àáî xPy àáî yPx, àáî îáèäâà öi âiäíîøåííÿ.

Âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íàçèâàþòü âiäíîøåííÿ, ùî ¹

îäíî÷àñíî ðå�ëåêñèâíèì, ñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì, íà-

ïðèêëàä =. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi P âèêîðèñòîâóþòü

äëÿ ïîáóäîâè êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî ìíîæèí âèãëÿäó

fx 2 X : xPyg, äå y 2 X - äåÿêi çàäàíi åëåìåíòè X. Âiäíîøåí-

íÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì ïåðåäïîðÿäêó, ÿêùî âîíî ¹ îäíî-

÷àñíî ðå�ëåêñèâíèì i òðàíçèòèâíèì. Âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ

âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó, ÿêùî âîíî ¹ îäíî÷àñíî ðå�ëåêñèâíèì,

òðàíçèòèâíèì i àíòèñèìåòðè÷íèì, íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ >.

Äëÿ ïîçíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó (ïåðåäïîðÿäêó) âæèâà-

þòü ïåðåâàæíî ñèìâîë %. Âiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåí-

íÿì ñòðîãî ïîðÿäêó, ÿêùî âîíî ¹ îäíî÷àñíî òðàíçèòèâíèì i

àíòèñèìåòðè÷íèì, íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ >. Äëÿ ïîçíà÷åííÿ

âiäíîøåííÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêó âæèâàþòü ïåðåâàæíî ñèìâîë �.

Âiäíîøåííÿ ïåðåäïîðÿäêó íà X ïîðîäæó¹ âiäíîøåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi s íà X: x s y, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî x % y i y % x, i
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âiäíîøåííÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêó � íà X: x � y, ÿêùî x % y, àëå

íå x s y.

Íåõàé íà X çàäàíî âiäíîøåííÿ ïåðåäïîðÿäêó % i ïiäìíî-

æèíà Y ìíîæèíè X. Åëåìåíò x 2 Y íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëü-

íèì åëåìåíòîì â Y , ÿêùî x % y äëÿ êîæíîãî y 2 Y .

Îçíà÷åííÿ 8.1.1. �å�ëåêñèâíå i ïîâíå âiäíîøåííÿ % íà

ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ àöèêëi÷íèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ñêií-

÷åííî¨ ïiäìíîæèíè Y � X iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò â

Y .

Òåîðiÿ ñïîæèâàííÿ âèâ÷à¹ ïðîáëåìó ðàöiîíàëüíîãî âèáî-

ðó ñïîæèâà÷à ïðè çàäàíèõ öiíàõ i âiäîìîìó äîõîäi. Âèáið ñïî-

æèâà÷åì äåÿêîãî íàáîðó òîâàðiâ ÷àñòêîâî çàëåæèòü âiä éîãî

ñìàêiâ. Âîíè õàðàêòåðèçóþòüñÿ âiäíîøåííÿì ïåðåäïîðÿäêó. Â

òåîði¨ ñïîæèâàííÿ âiäíîøåííÿ ïåðåäïîðÿäêó %, ÿêå ¹ ïîâíèì,

íàçèâàþòü âiäíîøåííÿì ïåðåâàãè .

Âiäíîøåííÿ f , ÿêå âèçíà÷åíå íà X � Y , íàçèâà¹òüñÿ �óí-

êöi¹þ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x 2 X iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà y 2 Y òàêà,

ùî xfy, òîáòî, ÿêùî (x; y) 2 f i (x; y

0

) 2 f , òî y = y

0

. Îòæå,

y = f(x) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (x; y) 2 f:

Ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ �óíêöi¨ f(

�

), à

ìíîæèíà Y - îáëàñòþ çíà÷åíü�óíêöi¨. Îáðàçîì �óíêöi¨ íàçè-

âà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê îáëàñòi çíà÷åíü, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè,

âèêîðèñòàâøè çàäàíó �óíêöiþ

fy 2 Y : y = f(x) äëÿ äåÿêîãî x 2 Xg:

Ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ "âiäîáðàæåííÿì íà", ÿêùî ¨¨ îáðàç ñïiâ-

ïàäà¹ ç îáëàñòþ çíà÷åíü. Ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ âçà¹ìîîäíîçíà-

÷íîþ, ÿêùî äâi ðiçíi òî÷êè íiêîëè íå âiäîáðàæàþòüñÿ íåþ â

òó ñàìó òî÷êó

f(x) = f(x

0

) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x = x

0

:
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ßêùî �óíêöiÿ f(

�

) ¹ âçà¹ìîîäíîçíà÷íèì "âiäîáðàæåííÿì

íà", òî iñíó¹ îáåðíåíà �óíêöiÿ f

�1

(y). Öå îçíà÷à¹.

ßêùî f

�1

(y) = x; òî y = f(x):

8.2 Êîìïàêòíi ìíîæèíè i íåïåðåðâíi

�óíêöi¨

Ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç R

L

� L- âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið,

åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ âåêòîð�ñòîâïöi ç L äiéñíèìè êîîðäèíàòà-

ìè

x =

0

B

�

x

1

.

.

.

x

L

1

C

A

:

Ïðîñòið R

L

íàäiëåíèé äâîìà ñòðóêòóðàìè: ëiíiéíîþ òà òîïî-

ëîãi÷íîþ. Ëiíiéíà ñòðóêòóðà â R

L

ïîñòóëþ¹òüñÿ øëÿõîì ââå-

äåííÿ îïåðàöié íàä âåêòîðàìè. Íåõàé x; y 2 R

L

i � 2 R , òîäi

ñóìà x+ y äâîõ âåêòîðiâ, äîáóòîê �x âåêòîðà íà äiéñíå ÷èñëî

òà ñêàëÿðíèé äîáóòîê âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

x+ y =

0

B

�

x

1

+ y

1

.

.

.

x

L

+ y

L

1

C

A

; �x =

0

B

�

�x

1

.

.

.

�x

L

1

C

A

; x

�

y =

L

X

i=1

x

i

y

i

:

Òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà â R

L

ââîäèòüñÿ íà îñíîâi ïîíÿòòÿ çái-

æíîñòi â òåðìiíàõ âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè x i y

�(x; y) =k x� y k=

"

L

X

i=1

(x

i

� y

i

)

2

#

1

2

:

Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi fx

n

g òî÷îê ç R

L

äî òî÷êè x çàïèñó¹ìî

x

n

! x (n!1)
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i âèçíà÷à¹ìî óìîâîþ

lim

n!1

�(x

n

; x) = 0;

òîáòî äëÿ êîæíîãî " > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî N òàêå, ÿêùî

n > N , òî �(x

n

; x) < ". Òî÷êà x íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïî-

ñëiäîâíîñòi fx

n

g, ùî çàïèñó¹òüñÿ òàê:

x = lim

n!1

x

n

:

Âåêòîð-ðÿäîê, ÿêèé îäåðæàíî òðàíñïîíóâàííÿì âåêòîðà-

ñòîâïöÿ x, ïîçíà÷èìî ÷åðåç x

�

= (x

1

; : : : ; x

L

). Òàì, äå íå ìîæå

âèíèêíóòè íåïîðîçóìiííÿ, âåêòîð-ñòîâïåöü àáî âåêòîð-ðÿäîê

iç R

L

áóäåìî íàçèâàòè âåêòîðîì àáî òî÷êîþ, à çíàê òðàíñïî-

íóâàííÿ îïóñêàòèìåìî.

Óìîâó, ùî òî÷êà z íàëåæèòü ìíîæèíi X, à òî÷êà y íå íà-

ëåæèòü X, çàïèñó¹ìî

z 2 X; y 62 X:

Îçíà÷åííÿ 8.2.1. Íåõàé X � R

L

. Ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ

îáìåæåíîþ, ÿêùî iñíó¹ ÷èñëî r 2 R òàêå, ùî k x k6 r äëÿ

âñiõ x 2 X.

Îçíà÷åííÿ 8.2.2. Òî÷êà x íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ

ìíîæèíè X, ÿêùî iñíó¹ "- îêië x: V

"

(x) = fy 2 R

L

: kx �

yk < "g, " > 0 òàêèé, ùî V

"

(x) � X.

Ìíîæèíó âñiõ âíóòðiøíiõ òî÷îê X � ïîçíà÷èìî intX. Ìíî-

æèíà X íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî âîíà ñïiâïàäà¹ ç ìíî-

æèíîþ ñâî¨õ âíóòðiøíiõ òî÷îê, òîáòî X = intX. Ìíîæèíà X

íàçèâà¹òüñÿ çàìêíóòîþ, ÿêùî äîïîâíåííÿ X = R

L

nX = fz 2

R

L

: z 62 Xg � âiäêðèòà ìíîæèíà.
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Îçíà÷åííÿ 8.2.3. Òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ

ìíîæèíè X, ÿêùî áóäü-ÿêèé " � îêië a ìiñòèòü òî÷êè ç X

òà X.

Ìíîæèíà X çàìêíóòà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ìiñòèòü

âñi ñâî¨ ãðàíè÷íi òî÷êè.

Ïîäàìî äâà åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ êîìïàêòíîñòi ìíîæè-

íè.

Îçíà÷åííÿ 8.2.4. Ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ, ÿê-

ùî âîíà îáìåæåíà i çàìêíóòà â R

L

.

Îçíà÷åííÿ 8.2.5. Ñiì'ÿ fG

k

: k 2 �g ïiäìíîæèí ìíîæèíè

X âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ñêií÷åíîãî ïåðåòèíó, ÿêùî áóäü-

ÿêå ñêií÷åíå ÷èñëî öèõ ïiäìíîæèí ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó.

Îçíà÷åííÿ 8.2.6. ÌíîæèíàX íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ, ÿêùî

äëÿ êîæíî¨ ñiì'¨ ¨¨ çàìêíóòèõ ïiäìíîæèí, ÿêi âîëîäiþòü

âëàñòèâiñòþ ñêií÷åííîãî ïåðåòèíó, çíàéäåòüñÿ òî÷êà ç X;

ÿêà íàëåæèòü êîæíîìó åëåìåíòîâi öi¹¨ ñiì'¨.

Îçíà÷åííÿ 8.2.7. Ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíîþ, ÿêùî

¨¨ íå ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïåðå-

òèííèõ íåïîðîæíiõ çàìêíóòèõ â X ïiäìíîæèí.

Òåîðåìà 8.2.1. Íåõàé X � R

L

êîìïàêòíà ìíîæèíà. Òî-

äi êîæíà ïîñëiäîâíiñòü fx

n

g (x

n

2 X äëÿ âñiõ n) ìà¹ çái-

æíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, òîáòî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü fx

n(m)

g

ïîñëiäîâíîñòi fx

n

g òàêà, ùî lim

m!1

x

n(m)

= x i x 2 X.
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Îçíà÷åííÿ 8.2.8. Ôóíêöiÿ f : X ! R íàçèâà¹òüñÿ íåïå-

ðåðâíîþ íà X, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x 2 X i êîæíî¨

ïîñëiäîâíîñòi x

n

! x ( x

n

2 X äëÿ âñiõ n) âèêîíó¹òüñÿ

f(x

n

) ! f(x). Ôóíêöiÿ f : X ! R

m

íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâ-

íîþ, ÿêùî êîæíà êîîðäèíàòà f

i

(

�

) íåïåðåðâíà �óíêöiÿ.

Òåîðåìà 8.2.2. Íåïåðåðâíà �óíêöiÿ f(

�

) íà êîìïàêòíié ìíî-

æèíi X äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, òîáòî iñíó¹

x 2 X òàêå, ùî f(x

0

) 6 f(x) äëÿ âñiõ x

0

2 X.

Äëÿ �óíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ ïîõiäíà �óíêöi¨ f(

�

) â òî÷öi x

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ

df(x)

dx

= lim

h!0

f(x+ h)� f(x)

h

çà óìîâè, ùî âîíà iñíó¹. Îïåðàöiÿ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨ �óíêöi¨

íàçèâà¹òüñÿ äè�åðåíöiþâàííÿì. Ó âèïàäêó �óíêöi¨ âåêòîðíî-

ãî àðãóìåíòó ðîçãëÿäà¹ìî f(x) ÿê �óíêöiþ òiëüêè îäíi¹¨ êîì-

ïîíåíòè âåêòîðà x, íàïðèêëàä x

l

, ââàæàþ÷è çíà÷åííÿ iíøèõ

êîìïîíåíò �iêñîâàíèìè. Òîäi âèçíà÷èìî

lim

h!0

f(x

1

; : : : ; x

l

+ h; : : : ; x

L

)� f(x

1

; : : : ; x

l

; : : : ; x

L

)

h

(ÿêùî âîíà iñíó¹) ÿê ÷àñòèííó ïîõiäíó �óíêöi¨ f(x) ñòîñîâ-

íî çìiííî¨ x

l

â òî÷öi x i ïîçíà÷èìî ÷åðåç

�f(x)

�x

l

� f

x

l

(x). �¨

îá÷èñëþþòü, ïðèïóñêàþ÷è êîæíó êîìïîíåíòó âåêòîðà x, ÿêà

âiäìiííà âiä x

l

, �iêñîâàíîþ i äè�åðåíöiþþòü çà çìiííîþ x

l

.

Ôóíêöiÿ f(x

1

; : : : ; x

L

) íàçèâà¹òüñÿ äè�åðåíöiéîâíîþ â òî÷öi

x

0

, ÿêùî âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi f

x

i

, i = 1; : : : ; L âèçíà÷åíi â îêîëi

òî÷êè x

0

i íåïåðåðâíi â òî÷öi x

0

. Ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ äè�å-

ðåíöiéîâíîþ, ÿêùî âîíà äè�åðåíöiéîâíà â óñiõ òî÷êàõ îáëàñ-

òi âèçíà÷åííÿ. Ó öüîìó âèïàäêó âåêòîð ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ
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�óíêöi¨

rf(x) = (f

x

1

(x); : : : ; f

x

L

(x))

íàçèâà¹òüñÿ ãðàäi¹íòîì. Êîæíà ÷àñòèííà ïîõiäíà ¹ �óíêöi¹þ

àðãóìåíòó x. ßêùî êîæíà ÷àñòèííà ïîõiäíà ¹ íåïåðåpâíîþ

�óíêöi¹þ, òî ãîâîðÿòü, ùî �óíêöiÿ íåïåðåðâíî äè�åðåíöi-

éîâíà àáî íàëåæèòü êëàñó C

1

. Íåõàé f : R

L

! R

N

âåêòîð-

çíà÷íà äè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ, òîäi äëÿ êîæíîãî x 2 R

L

÷å-

ðåç Df(x) ïîçíà÷èìî N�L ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè �f

n

(x)=�x

l

.

Çîêðåìà, ÿêùî N = 1, òî Df(x) ¹ 1 � L ìàòðèöÿ i rf(x) =

Df(x). Íàðåøòi, ÿêùî f : R

L+K

! R

N

�óíêöiÿ àðãóìåíòiâ

x 2 R

L

i y 2 R

K

; òî D

x

f(x; y) - N � L ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè

�f

n

(x; y)=�x

l

. Íåõàé f : R

L

! R �óíêöiÿ êëàñó C

1

òà iñíó¹

âiäïîâiäíà ãðàíèöÿ, òî ìîæíà ïðîäè�åðåíöiþâàòè f

x

l

çà çìií-

íî¨ x

l

àáî çà áóäü-ÿêîþ iíøîþ êîìïîíåíòîþ âåêòîðà x. Òîäi

îòðèìà¹ìî ÷àñòèííó ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó

f

jl

(x) =

�

�x

j

�

�f(x)

�x

l

�

=

�

2

f(x)

�x

j

�x

l

:

ßêùî âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó íåïåðåâíi �óí-

êöi¨, òî ãîâîðÿòü, ùî �óíêöiÿ äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâ-

íà àáî íàëåæèòü êëàñó C

2

i ìàòðèöÿ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó

D

2

f(x) = D[rf(x)℄

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ �åñå. Ïîâíèì äè�åðåíöiàëîì �óíêöi¨

f : R

L

! R íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

df(x) = f

x

1

(x)dx

1

+ : : :+ f

x

L

(x)dx

L

= rf(x)

�

dx:

Äðóãèì ïîâíèì äè�åðåíöiàëîì �óíêöi¨ f(

�

) ¹ êâàäðàòè÷íà

�îðìà

d

2

f(x) = dx

�

D

2

f(x)dx:

Íàâåäåìî äåÿêi �îðìóëè äè�åðåíöiþâàííÿ.
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1: Íåõàé g : R

s

! R

n

i f : R

n

! R

m

äè�åðåíöiéîâíi �óí-

êöi¨. Òîäi êîìïîçèöiÿ �óíêöié f(g(

�

)) òàêîæ äè�åðåíöiéîâíà

i

D

x

f(g(x)) = Df(g(x))Dg(x):

2: Íåõàé f : R

n

! R ¹ äîáóòêîì äâîõ �óíêöié f(x) =

g(x)h(x) âiä n çìiííèõ (g : R

n

! R, h : R

n

! R), òîäi

Df(x) = h(x)Dg(x) + g(x)Dh(x):

3: Íåõàé f : R

n

! R ìà¹ âèãëÿä f(x) = g(x)h(x), äå

g : R

n

! R

m

, h : R

n

! R

m

, òîäi

Df(x) = h(x)

�

Dg(x) + g(x)

�

Dh(x):

Çàóâàæèìî, ùî h(x)

�

Dg(x) = [h(x)℄

�

Dg(x) ¹ 1� n ìàòðèöÿ.

Îçíà÷åííÿ 8.2.9. Ìíîæèíà âèãëÿäó

�

x 2 R

L

: f(x) = 


	

íà-

çèâà¹òüñÿ ïîâåðõíåþ (L = 2, ëiíi¹þ) ðiâíÿ �óíêöi¨ f(

�

).

Âàæëèâiñòü äè�åðåíöiàëà df(x) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âií ¹

ëiíiéíîþ �óíêöi¹þ dx i íàáëèæåííÿì äëÿ ðiçíèöi f(x+dx)�

f(x), òîìó âåêòîð dx, äëÿ ÿêîãî df(x) = 0, çîáðàæà¹ íàïðÿì

äîòè÷íî¨ äî ïîâåðõíi ðiâíÿ. Íåõàé df(x) = 0, òîäi

df(x) = rf(x)

�

dx = 0;

òîáòî âåêòîð ãðàäi¹íòà îðòîãîíàëüíèé äî êîæíîãî íàïðÿìó,

ÿêèé äîòè÷íèé äî ïîâåðõíi ðiâíÿ. �åîìåòðè÷íî, âåêòîð ãðàäi-

¹íòà ¹ íîðìàëëþ äî ïîâåðõíi ðiâíÿ â òî÷öi x.

8.3 Òåîðåìà ïðî íåÿâíó �óíêöiþ

�îçãëÿíåìî âåêòîð �óíêöiþ f : R

L

! R

L

. Äè�åðåíöiàë êî-

æíî¨ êîìïîíåíòè f

i

(

�

) äîðiâíþ¹

df

i

(x) =

X

j

�f

i

(x)

�x

j

dx

j

= rf

i

(x)

�

dx:



192 �îçäië 8. Ìàòåìàòè÷íèé äîäàòîê

Ìàòðèöÿ F = (�f

i

=�x

j

) (ðÿäêàìè ÿêî¨ ¹ êîìïîíåíòè ãðàäi¹í-

òà rf

i

) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ßêîái âiäîáðàæåííÿ f . Âèçíà-

÷íèê J = detF íàçèâà¹òüñÿ ÿêîáiàíîì âiäîáðàæåííÿ.

Îòæå, ìîæíà çàïèñàòè âåêòîð-äè�åðåíöiàë

df = Fdx:

ßêùî J 6= 0, òî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ñòîñîâíî

dx

dx = F

�1

df:

Çà öi¹¨ óìîâè âiäîáðàæåííÿ df ! dx îäíîçíà÷íå. Öå îçíà÷à¹,

ùî êîæíà òî÷êà ç îêîëó f ïåðåõîäèòü â ¹äèíó òî÷êó â îêîëi

x, òîáòî îòðèìó¹ìî âiäîìèé ðåçóëüòàò: âiäìiííiñòü âiä íóëÿ

ÿêîáiíà ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ îäíî-

çíà÷íîãî îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ R

L

! R

L

:

Â åêîíîìi÷íié òåîði¨ äîñèòü ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ òàêà çàäà-

÷à. �îçãëÿäàþòüñÿ L ñïiââiäíîøåíü âiä L+N çìiííèõ. Iç íèõ

N çìiííèõ ïðèïóñêà¹òüñÿ çàäàíèìè. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèáîði

ðåøòè L çìiííèõ. Òàêèé ðîçâ'ÿçîê çàçâè÷àé âèçíà÷à¹ ðiâíîâà-

ãó ñèñòåìè.

�îçãëÿíåìî ñèñòåìó ç L ðiâíÿíü, ÿêi çàëåæàòü âiä L çìií-

íèõ x = (x

1

; : : : ; x

L

) i N ïàðàìåòðiâ y = (y

1

; : : : ; y

N

)

f

1

(x

1

; : : : ; x

L

;y

1

; : : : ; y

N

) = 0

.

.

.

f

L

(x

1

; : : : ; x

L

;y

1

; : : : ; y

N

) = 0;

(8.3.1)

äå x 2 X j R

L

, y 2 Y j R

N

.

Íåõàé �x = (�x

1

; : : : ; �x

L

) 2 X i �y = (�y

1

; : : : ; �y

N

) 2 Y çàäîâîëü-

íÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü (8.3.1), òîáòî f

l

(�x; �y) = 0 äëÿ âñiõ l.

Âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè �x 2 R

L

íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó

V

"

(�x) = fx 2 R

L

: kx� �xk < "g;
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äå " - äîäàòíå ÷èñëî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W

"

(�y) âiäêðèòèé îêië

òî÷êè �y 2 R

N

.

Îçíà÷åííÿ 8.3.1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü

(8.3.1) âèçíà÷à¹ â V

"

(�x)� W

"

(�y) çìiííi x

1

; : : : ; x

L

ÿê íåÿâ-

íi �óíêöi¨ çìiííèõ y

1

; : : : ; y

N

, ÿêùî äëÿ êîæíîãî y 2 W

"

(�y)

çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé x 2 V

"

(�x), òîáòî âèçíà÷åíi �óíêöi¨

x

l

= �

l

(y), l = 1; : : : ; L òàêi, ùî

f

l

(�

1

(y); : : : ; �

L

(y); y) = 0 äëÿ âñiõ y 2 W

"

(�y) i äëÿ êîæíîãî l;

i

�

l

(�y) = �x

l

äëÿ êîæíîãî l:

Òåîðåìà 8.3.1 (Òåîðåìà ïðî íåÿâíó �óíêöiþ). Íåõàé

ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(i) �óíêöi¨ f

l

(x; y); l = 1; : : : ; L � íåïåðåðâíî äè�åðåíöi-

éîâíi â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè (�x; �y);

(ii) f

l

(�x; �y) = 0 äëÿ âñiõ l;

(iii) ìàòðèöÿ ßêîái ñèñòåìè (8:3:1) íåâèðîäæåíà â òî÷öi

(�x; �y); òîáòî

detD

x

f(�x; �y) =

�f

1

(�x; �y)

�x

1

: : :

�f

1

(�x; �y)

�x

L

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�f

L

(�x; �y)

�x

1

: : :

�f

L

(�x; �y)

�x

L

6= 0:
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Òîäi iñíóþòü îêîëè V

"

(�x) i W

"

(�y) òàêi, ùî â V

"

(�x) � W

"

(�y)

ñèñòåìà ðiâíÿíü (8:3:1) âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíi

�óíêöi¨ x

l

= �

l

(y), l = 1; : : : ; L. Çîêðåìà

D

y

�(�y) = �[D

x

f(�x; �y)℄

�1

D

y

f(�x; �y):

Òåîðåìà íå äà¹ êîíñòðóêòèâíî¨ ïîáóäîâè ÿâíîãî ðîçâ'ÿçêó,

àëå äà¹ çìîãó çíàéòè ÷àñòèííi ïîõiäíi âiä �(

�

).

8.4 Îïóêëi ìíîæèíè òà òåîðåìè

âiäîêðåìëåííÿ

Îçíà÷åííÿ 8.4.1. Ìíîæèíà X � R

L

íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ,

ÿêùî x

�

= �x

1

+ (1 � �)x

2

2 X äëÿ âñiõ x

1

; x

2

2 X, � 2

[0; 1℄. Ç ãåîìåòðè÷íîãî ïîãëÿäó ìíîæèíà X îïóêëà, ÿêùî

âîíà ðàçîì ç áóäü-ÿêèìè äâîìà ñâî¨ìè òî÷êàìè x

1

i x

2

ìiñòèòü âiäðiçîê, ÿêèé ¨õ ç'¹äíó¹, òîáòî ìíîæèíó âèãëÿ-

äó

[x

2

; x

1

℄ = fx 2 R

L

: x = x

2

+ �(x

1

� x

2

); 0 6 � 6 1g:

Îçíà÷åííÿ 8.4.2. Ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî îïóêëîþ,

ÿêùî x

�

= �x

1

+ (1 � �)x

2

2 intX äëÿ âñiõ x

1

; x

2

2 X,

x

1

6= x

2

, � 2 (0; 1).

Ïðèêëàäàìè îïóêëèõ ìíîæèí â ïðîñòîði R

L

¹ ñàìèé ïðî-

ñòið, áóäü-ÿêèé éîãî ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, íàïðèêëàä R

L

+

=

fx 2 R

L

: x > 0g, R

L

++

= fx 2 R

L

: x

i

> 0 äëÿ âñiõ i =
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1; : : : ; Lg, îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà, êóëÿ, âiäðiçîê, à òàêîæ òàêi

ìíîæèíè:

l

x

0

h

= fx 2 R

L

: x = x

0

+ �h; � > 0g

� ïðîìiíü, ÿêèé âèõîäèòü iç òî÷êè x

0

â íàïðÿìi âåêòîðà h;

p 2 R

L

; p 6= 0; � 2 R; H

p;�

= fx 2 R

L

: p

�

x = �g

� ãiïåðïëîùèíà ç íîðìàëëþ p;

H

+

p;�

= fx 2 R

L

: p

�

x > �g; H

�

p;�

= fx 2 R

L

: p

�

x 6 �g

� ïiâïðîñòîðè, ÿêi ïîðîäæåíi ãiïåðïëîùèíîþ H

p;�

;

S

L�1

= fx 2 R

L

+

:

L

X

l=1

x

l

= 1g

� L� 1 -âèìiðíèé ñèìïëåêñ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âñi ïåðåëi÷åíi ìíîæèíè, êðiì êóëi, ¹ ÷àñ-

òêîâèìè âèïàäêàìè îïóêëî¨ ìíîæèíè âèãëÿäó

X = fx 2 R

L

: Ax 6 bg = fx 2 R

L

: a

i

�

x 6 b; i = 1; : : : ; Ng;

(8.4.1)

äå A � äåÿêà ìàòðèöÿ ðîçìiðó N � L ç ðÿäêàìè a

1

; : : : ;

a

N

2 R

L

; b = (b

1

; : : : ; b

N

) 2 R

N

: Ìíîæèíè âèãëÿäó (8.4.1)

ïðèéíÿòî íàçèâàòè ïîëiåäðàìè. Îòæå, ïîëiåäð � öå ìíîæèíà

ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨ ñèñòåìè ñêií÷åííîãî ÷èñëà ëiíiéíèõ íåðiâíî-

ñòåé, àáî, öå æ ñàìå, ïåðåòèí ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïiâïðîñòîðiâ.

Íèæ÷å íàâåäåìî äâi íàéïðîñòiøi îïåðàöi¨ íàä îïóêëèìè

ìíîæèíàìè, ðåçóëüòàòîì ÿêèõ ¹ òàêîæ îïóêëi ìíîæèíè.

Òåîðåìà 8.4.1. Íåõàé I � áóäü-ÿêà, ñêií÷åííà àáî íåñêií÷åí-

íà, ìíîæèíà iíäåêñiâ, X

i

(i 2 I) � îïóêëi ìíîæèíè. Òîäi ¨õ

ïåðåòèí X =

T

i2I

X

i

îïóêëà ìíîæèíà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé x

1

; x

2

2 X, � 2 [0; 1℄. Çà îçíà÷åííÿì ïåðå-

òèíó äëÿ êîæíîãî i 2 I ìà¹ìî x

1

; x

2

2 X

i

i îñêiëüêèX

i

îïóêëà,

òî x = �x

1

+ (1 � �)x

2

2 X

i

. Îòîæ, x 2

T

i2I

X

i

= X, òîáòî X

îïóêëà ìíîæèíà.

Äîñèòü ïðîñòî äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.4.2. Íåõàé X

1

; : : : ; X

m

� îïóêëi ìíîæèíè, �

1

; : : : ;

�

m

� äîâiëüíi ÷èñëà. Òîäi ìíîæèíà

m

X

i=1

�

i

X

i

=

(

x =

m

X

i=1

�

i

x

i

; x

i

2 X

i

; i = 1; : : : ; m

)

;

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìíîæèí X

1

; : : : ; X

m

,

îïóêëà.

Çîêðåìà, ñóìà i ðiçíèöÿ îïóêëèõ ìíîæèí X

1

i X

2

, òîáòî

ìíîæèíè

X

1

�X

2

= fx : x = x

1

� x

2

; x

1

2 X

1

; x

2

2 X

2

g

îïóêëi.

Ñåðåä ÷èñëåííèõ âëàñòèâîñòåé îïóêëèõ ìíîæèí çâåðíåìî

óâàãó íà âëàñòèâiñòü çâ'ÿçíîñòi. Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.4.3. Îïóêëà ìíîæèíà çâ'ÿçíà.

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî îïóêëiñòü ¹ áiëüø ñïåöè�i÷íîþ

ñòðóêòóðíîþ âëàñòèâiñòþ ìíîæèíè, íiæ çâ'ÿçíiñòü, òîìó òî-

ïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi îïóêëèõ ìíîæèí ïðîñòi. Çóïèíèìîñÿ íà

ïðîñòèõ ñòðóêòóðàõ çàìèêàííÿ, âíóòðiøíîñòi òà ãðàíèöi îïó-

êëî¨ ìíîæèíè.

Òåîðåìà 8.4.4. Íåõàé X îïóêëà ìíîæèíà, òîäi ¨¨ çàìèêàííÿ

�

X i âíóòðiøíiñòü intX � îïóêëà ìíîæèíà.
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Íàñëiäîê 8.4.5. Íà êîæíîìó ïðîìåíi, ÿêèé âèõîäèòü iç äî-

âiëüíî¨ âíóòðiøíüî¨ òî÷êè îïóêëî¨ ìíîæèíè, ¹ ñàìå áiëüøå

îäíà ãðàíè÷íà òî÷êà.

Òåîðåìà 8.4.6. Áóäü-ÿêi äâà îïóêëi êîìïàêòè â R

L

ãîìåî-

ìîð�íi, òîáòî ìiæ íèìè ìîæíà âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíî-

çíà÷íå i âçà¹ìíî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ.

Âàæëèâèì ïiäêëàñîì îïóêëèõ ìíîæèí ¹ îïóêëi êîíóñè.

Îçíà÷åííÿ 8.4.3. Ìíîæèíà X � R

L

íàçèâà¹òüñÿ:

(i) êîíóñîì, ÿêùî �x 2 X äëÿ âñiõ x 2 X, � > 0, òîáòî,

ÿêùî X ðàçîì ç áóäü-ÿêîþ ñâî¹þ òî÷êîþ x ìiñòèòü

ïðîìiíü, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç íå¨ ç ïî÷àòêîì â íóëi;

(ii) oïóêëèì êîíóñîì, ÿêùî �

1

x

1

+ �

2

x

2

2 X äëÿ âñiõ x

1

;

x

2

2 X, �

1

> 0; �

2

> 0, òîáòî, ÿêùî X îäíî÷àñíî ¹

îïóêëîþ ìíîæèíîþ i êîíóñîì.

Îçíà÷åííÿ 8.4.4. Íåõàé x

1

; : : : ; x

m

� òî÷êè ç R

L

. �õíÿ ëi-

íiéíà êîìáiíàöiÿ

m

P

i=1

�

i

x

i

íàçèâà¹òüñÿ:

(i) îïóêëîþ, ÿêùî �

i

> 0; i = 1; : : : ; m,

m

P

i=1

�

i

= 1;

(ii) íåâiä'¹ìíîþ, ÿêùî �

i

> 0.

Òåîðåìà 8.4.7. Ìíîæèíà X îïóêëà (îïóêëèé êîíóñ) òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè âîíà ìiñòèòü âñi îïóêëi (íåâiä'¹ìíi) êîì-

áiíàöi¨ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñâî¨õ òî÷îê.
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Íàñëiäîê 8.4.8. Ìíîæèíà X îïóêëèé êîíóñ òîäi i ëèøå òî-

äi, êîëè âîíà çàìêíóòà ñòîñîâíî äîäàâàííÿ ñâî¨õ åëåìåíòiâ

i ìíîæåííÿ åëåìåíòà íà íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, òîáòî

(i) x

1

+ x

2

2 X äëÿ âñiõ x

1

; x

2

2 X;

(ii) �x 2 X äëÿ âñiõ x 2 X, � 2 R

+

.

Îçíà÷åííÿ 8.4.5. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà â R

L

. Ïåðå-

òèí âñiõ îïóêëèõ ìíîæèí (êîíóñiâ) iç R

L

, ÿêi ìiñòÿòü

ìíîæèíó X, íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ îïóêëîþ (êîíi÷íîþ) îáîëîí-

êîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç 
onvX (
oneX).

Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè X � R

L

¨¨ îïóêëà îáîëîíêà 
onvX

íåïîðîæíÿ îïóêëà ìíîæèíà. Iíøèìè ñëîâàìè, 
onvX ¹ íàé-

ìåíøà (çà âêëþ÷åííÿì) îïóêëà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü X. Ëåã-

êî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà X îïóêëà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè


onvX = X.

Àíàëîãi÷íå çàóâàæåííÿ ìîæíà âèñëîâèòè ïðî âiäïîâiäíiñòü

ïîíÿòü îïóêëîãî êîíóñà i êîíi÷íî¨ îáîëîíêè.

Çàçíà÷èìî çâ'ÿçîê îáîëîíîê çàäàíî¨ ìíîæèíè ç âiäïîâiäíè-

ìè êîìáiíàöiÿìè ¨¨ òî÷îê.

Òåîðåìà 8.4.9. Îïóêëà (êîíi÷íà) îáîëîíêà äîâiëüíî¨ ìíîæè-

íè X çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ óñÿêèõ ìîæëèâèõ îïóêëèõ

(íåâiä'¹ìíèõ) êîìáiíàöié òî÷îê iç X.

Öÿ òåîðåìà ñòâåðäæó¹, ùî äîâiëüíà òî÷êà ç 
onvX çîáðà-

æà¹òüñÿ ó âèãëÿäi îïóêëî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêèõ òî÷îê iç X, ÷è-

ñëî ÿêèõ ñêií÷åíå, àëå çàãàëîì êàæó÷è ÿê çàâãîäíî âåëèêå.

Îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ ðåçóëüòàòiâ ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïó-

êëîãî àíàëiçó ¹ òåîðåìà Êàðàòåîäîðè, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî öå

÷èñëî çàâæäè ìîæíà îáìåæèòè âåëè÷èíîþ L+1. Îòæå, áóäü-

ÿêó òî÷êó ç 
onvX ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi îïóêëî¨ êîìái-

íàöi¨ íå áiëüøå, íiæ L+1 òî÷îê iç X. Ùîäî êîíi÷íî¨ îáîëîíêè
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oneX, òî äîâiëüíó ¨¨ òî÷êó ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi íåâi-

ä'¹ìíî¨ êîìáiíàöi¨ íå áiëüøå íiæ, L òî÷îê iç X.

Â îïóêëîìó àíàëiçi êîðèñíèì ¹ òàêi äâà ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 8.4.6. Îïóêëà (êîíi÷íà) îáîëîíêà ìíîæèíè, ÿêà

ñêëàäà¹òüñÿ ç ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê, íàçèâà¹òüñÿ îïóê-

ëèì áàãàòîãðàííèêîì (áàãàòîãðàííèì êîíóñîì), íàòÿãíóòèì

íà öi òî÷êè.

Îòæå, ç âðàõóâàííÿì òåîðåìè 8.4.9 îïóêëèé áàãàòîãðàííèê

ìà¹ âèãëÿä

X =
onvfx

1

; : : : ; x

m

g

=

(

x 2 R

L

: x =

m

X

i=1

�

i

x

i

; �

i

2 R

+

; i = 1; : : : ; m;

m

X

i=1

�

i

= 1

)

;

à áàãàòîãðàííèé êîíóñ � âèãëÿä

X =
onefx

1

; : : : ; x

m

g

=

(

x 2 R

L

: x =

m

X

i=1

�

i

x

i

; �

i

2 R

+

; i = 1; : : : ; m

)

:

Îïóêëèé áàãàòîãðàííèê � êîìïàêò, à áàãàòîãðàííèé êîíóñ çà-

ìêíóòà ìíîæèíà.

Îçíà÷åííÿ 8.4.7. Ìíîæèíè X

1

i X

2

iç R

L

íàçèâàþòüñÿ:

(i) âiäîêðåìëþâàíèìè, ÿêùî iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð

p 2 R

L

i ÷èñëî w òàêi, ùî

p

�

x

1

> w > p

�

x

2

äëÿ âñiõ x

1

2 X

1

; x

2

2 X

2

;
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(ii) ñèëüíî âiäîêðåìëþâàíèìè, ÿêùî iñíóþòü p 2 R

L

,

p 6= 0 i w 2 R òàêi, ùî

inf

X

1

p

�

x

1

> w > sup

X

2

p

�

x

2

:

Îñêiëüêè íåíóëüîâèé âåêòîð p i ÷èñëî w âèçíà÷àþòü ãiïåð-

ïëîùèíó H

p;w

, ÿêà ïîðîäæó¹ ïiâïðîñòîðè H

+

p;w

, H

�

p;w

, òî âëà-

ñòèâiñòü âiäîêðåìëþâàíîñòi ìíîæèí X

1

i X

2

îçíà÷à¹, ùî ¨õ

ìîæíà ïîìiñòèòè â ðiçíi ïiâïðîñòîðè, ÿêi ïîðîäæåíi äåÿêîþ

ãiïåðïëîùèíîþ H

p;w

, òîáòî X

1

� H

+

p;w

, X

2

� H

�

p;w

. �îâîðÿòü,

ùî ãiïåðïëîùèíà H

p;w

âiäîêðåìëþ¹ X

1

i X

2

. Ñèëüíà âiäîêðåì-

ëþâàíiñòü îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíè ïåðåáóâàþòü ÿê íà äîäàòíié

âiäñòàíi âiä ãiïåðïëîùèíè, ùî ¨õ âiäîêðåìëþ¹, òàê i îäíà âiä

îäíî¨.

Òåîðåìà 8.4.10. Îïóêëi ìíîæèíè X

1

i X

2

ñèëüíî âiäîêðåì-

ëþâàíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âiäñòàíü ìiæ íèìè äîäàòíà.

Íàñëiäîê 8.4.11. Íåõàé X

1

i X

2

� çàìêíóòi, îïóêëi ìíîæè-

íè â R

L

, X

1

\X

2

= ? i õî÷à á îäíà ç íèõ îáìåæåíà. Òîäi âîíè

ñèëüíî âiäîêðåìëþâàíi.

Íàñëiäîê 8.4.12. Íåõàé X � çàìêíóòà îïóêëà ìíîæèíà â

R

L

i z 62 X. Òîäi X i z ñèëüíî âiäîêðåìëþâàíi, òîáòî iñíó¹

âåêòîð p 2 R

L

, p 6= 0 i ÷èñëî w 2 R òàêi, ùî p

�

z > w i

p

�

x < w äëÿ âñiõ x 2 X.

Òåîðåìà 8.4.13. Íåõàé X

1

i X

2

îïóêëi ìíîæèíè â R

L

i X

1

\

X

2

= ?. Òîäi iñíóþòü p 2 R

L

, p 6= 0 i ÷èñëî w 2 R òàêi, ùî

p

�

x

1

> w > p

�

x

2

äëÿ âñiõ x

1

2 X

1

, x

2

2 X

2

.
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Îçíà÷åííÿ 8.4.8. �iïåðïëîùèíà H

p;w

íàçèâà¹òüñÿ îïîðíîþ

äî ìíîæèíè X � R

L

â òî÷öi a 2 �X, ÿêùî a ëåæèòü â H

p;w

;

à X � â îäíîìó ç ïiâïðîñòîðiâ, ÿêi ïîðîäæåíi H

p;w

,

íàïðèêëàä, â H

+

p;w

; òîáòî p

�

x > w = p

�

a äëÿ âñiõ x 2 X.

Òåîðåìà 8.4.14. Íåõàé X îïóêëà ìíîæèíà â R

L

i a 62 intX.

Òîäi iñíó¹ âåêòîð p 2 R

L

, p 6= 0 òàêèé, ùî p

�

a > p

�

x äëÿ âñiõ

x 2 X.

Â òåîði¨ îïóêëèõ ìíîæèí âàæëèâå ìiñöå çàéìà¹ ïîíÿòòÿ

åêñòðåìàëüíî¨ òî÷êè.

Îçíà÷åííÿ 8.4.9. Òî÷êà x îïóêëî¨ ìíîæèíè X íàçèâà¹òü-

ñÿ åêñòðåìàëüíîþ (êóòîâîþ), ÿêùî ¨¨ íå ìîæíà çîáðàçèòè

ó âèãëÿäi x = �x

1

+ (1 � �)x

2

, äå x

1

; x

2

2 X, x

1

6= x

2

,

� 2 (0; 1).

Ñóêóïíiñòü åêñòðåìàëüíèõ òî÷îê ïîçíà÷èìî ÷åðåç E(X).

Tåîðåìà 8.4.15 ïîêàçó¹, ùî îïóêëèé êîìïàêò ìîæíà âiäíîâèòè

çà éîãî åêñòðåìàëüíèìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 8.4.15. Íåõàé X � îïóêëèé êîìïàêò â R

L

. Òîäi X =


onvE(X), òîáòî êîæíó òî÷êó x 2 X ìîæíà çîáðàçèòè ó

âèãëÿäi îïóêëî¨ êîìáiíàöi¨ íå áiëüøå, íiæ L+1 åêñòðåìàëüíî¨

òî÷êè ìíîæèíè X.

Òåîðåìà 8.4.16 ¹ âàæëèâîþ â òåîði¨ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàí-

íÿ.

Òåîðåìà 8.4.16. Íåõàé X � îïóêëà, îáìåæåíà àáî çâåðõó àáî

çíèçó (àáî îáìåæåíà) ìíîæèíà â R

L

. Òîäi êîæíà ¨¨ îïîðíà

ãiïåðïëîùèíà ìiñòèòü ¨¨ åêñòðåìàëüíó òî÷êó.
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8.5 Ââiãíóòi �óíêöi¨

Ïðèïóñòèìî íàäàëi, ùî X � îïóêëà ìíîæèíà â R

L

.

Îçíà÷åííÿ 8.5.1. Ôóíêöiÿ f : X ! R íàçèâà¹òüñÿ ââiãíó-

òîþ íà X, ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(�x

1

+ (1� �)x

2

) > �f(x

1

) + (1� �)f(x

2

) (8.5.1)

äëÿ âñiõ x

1

; x

2

2 X, � 2 [0; 1℄.

ßêùî ïðè âñiõ x

1

; x

2

2 X, x

1

6= x

2

, � 2 (0; 1) íåðiâíiñòü

(8.5.1) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñòðîãî, òî f(

�

) íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî

ââiãíóòîþ íà X.

Ôóíêöiÿ f(

�

) íàçèâà¹òüñÿ (ñòðîãî) îïóêëîþ íà X, ÿêùî

�f(

�

) (ñòðîãî) ââiãíóòà íà X.

�åîìåòðè÷íî ââiãíóòiñòü �óíêöi¨ f(

�

) îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêà

òî÷êà äîâiëüíî¨ õîðäè ãðà�iêà f(

�

) ïåðåáóâà¹ íå âèùå âiäïîâi-

äíî¨ òî÷êè ñàìîãî ãðà�iêà. Äëÿ îïóêëî¨ �óíêöi¨ âçà¹ìíå ðîç-

òàøóâàííÿ õîðäè i ãðà�iêà ¹ çâîðîòíèì. Çâiäêè ìà¹ìî, ùî

�óíêöi¨ f(x) = x

2

, f(x) = e

x

îïóêëi íà R; f(x) = ln x � ââiãíó-

òà íà intR

+

. Ôóíêöiÿ f(x) = �kxk � ââiãíóòà, f(x) = �kxk

2

�

ñòðîãî ââiãíóòà íà R

L

. Ôóíêöiþ âèãëÿäó

f(x) = a

�

x+ b;

äå a 2 R

L

, b 2 R íàçèâàþòü ëiíiéíîþ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ëi-

íiéíî¨ �óíêöi¨ íåðiâíiñòü (8.5.1) ñïðàâäæó¹òüñÿ ÿê ðiâíiñòü.

Îòîæ, âîíà îäíî÷àñíî ââiãíóòà é îïóêëà íà R

L

.

Çàçíà÷èìî, ùî íåðiâíiñòü (8.5.1), ÿêà âèçíà÷à¹ ââiãíóòiñòü

�óíêöi¨, ìîæíà ïîøèðèòè íà äîâiëüíó êiëüêiñòü òî÷îê.
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Òåîðåìà 8.5.1 (Íåðiâíiñòü É¹íñåíà). Íåõàé f(

�

) � ââiãíó-

òà �óíêöiÿ íà îïóêëié ìíîæèíi X. Òîäi

f

 

m

X

i=1

�

i

x

i

!

>

m

X

i=1

�

i

f(x

i

)

äëÿ âñiõ m = 1; 2; : : :, x

i

2 X, �

i

> 0, i = 1; : : : ; m,

m

P

i=1

�

i

= 1.

Iç íåðiâíîñòi É¹íñåíà ìîæíà îäåðæàòè áàãàòî âiäîìèõ íå-

ðiâíîñòåé. Îáìåæèìîñÿ òàêèì ïðèêëàäîì.

Ïðèêëàä 8.5.1. Ôóíêöiÿ f(x) = � ln x îïóêëà íà intR

+

.

Îòîæ, äëÿ äîâiëüíèõ m = 1; 2; : : :, x

i

> 0, �

i

> 0; i = 1; : : : ; m,

m

P

i=1

�

i

= 1 ìà¹ìî

� ln

 

m

X

i=1

�

i

x

i

!

6 �

m

X

i=1

�

i

ln x

i

= � ln

 

m

Y

i=1

x

�

i

i

!

:

Çâiäêè

m

X

i=1

�

i

x

i

>

m

Y

i=1

x

�

i

i

: (8.5.2)

Çîêðåìà, ïðè �

i

= 1=m (i = 1; : : : ; m) îòðèìó¹ìî êëàñè÷íó

íåðiâíiñòü ìiæ ñåðåäíiì àðè�ìåòè÷íèì i ñåðåäíiì ãåîìåòðè-

÷íèì

1

m

m

X

i=1

x

i

>

m

v

u

u

t

m

Y

i=1

x

i

:

N

Çàçíà÷èìè äåêiëüêà íàéïðîñòiøèõ îïåðàöié íàä ââiãíóòè-

ìè �óíêöiÿìè, ðåçóëüòàòîì ÿêèõ ¹ òàêîæ ââiãíóòà �óíêöiÿ.
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Òåîðåìà 8.5.2. Íåõàé f

1

; : : : ; f

m

� ââiãíóòi �óíêöi¨ íà îïó-

êëi ìíîæèíi X � R

L

, �

1

; : : : ; �

m

� íåâiä'¹ìíi ÷èñëà. Òîäi

�óíêöiÿ f(x) =

m

P

i=1

�

i

f

i

(x) ââiãíóòà íà X.

Òåîðåìà 8.5.3. Íåõàé X � îïóêëà ìíîæèíà, Y � äîâiëüíà

ìíîæèíà, '(x; y) � �óíêöiÿ íà X�Y , ââiãíóòà çà x íà X ïðè

êîæíîìó y 2 Y i îáìåæåíà çíèçó çà y íà Y ïðè êîæíîìó

x 2 X. Òîäi �óíêöiÿ f(x) = inf

Y

'(x; y) ââiãíóòà íà X.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ x

1

; x

2

2 X, � 2 [0; 1℄ ìà¹ìî

f(�x

1

+ (1� �)x

2

) = inf

Y

'(�x

1

+ (1� �)x

2

; y)

> inf

Y

(�'(x

1

; y) + (1� �)'(x

2

; y))

> inf

Y

(�'(x

1

; y)) + inf

Y

((1� �)'(x

2

; y))

=�f(x

1

) + (1� �)f(x

2

):

Çîêðåìà, �óíêöiÿ f(x) = min

i=1;:::;m

f

i

(x) ââiãíóòà íà X, ÿêùî

�óíêöi¨ f

1

; : : : ; f

m

ââiãíóòi íà X.

Òåîðåìà 8.5.4. Íåõàé g

1

; : : : ; g

m

� ââiãíóòi �óíêöi¨ íà îïóêëi

ìíîæèíi X � R

L

, g = (g

1

; : : : ; g

m

) � óòâîðåíà iç íèõ âåêòîð

�óíêöiÿ, '(

�

) � ìîíîòîííî íåñïàäíà ââiãíóòà �óíêöiÿ íà

îïóêëié ìíîæèíi V � R

m

i g(X) � V . Òîäi �óíêöiÿ f(x) =

'(g(x)) ââiãíóòà íà X.

1

1

Óìîâà ìîíîòîííîãî íåñïàäàííÿ �óíêöi¨ îçíà÷à¹, ùî '(v

1

) > '(v

2

),

ÿêùî v

1

6 v

2

, v

1

; v

2

2 V:
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ x

1

; x

2

2 X, � 2 [0; 1℄ ìà¹ìî

f(�x

1

+ (1� �)x

2

) ='(g(�x

1

+ (1� �)x

2

))

>'(�g(x

1

) + (1� �)g(x

2

))

>�'(g(x

1

)) + (1� �)'(g(x

2

))

=�f(x

1

) + (1� �)f(x

2

);

äå ïåðøà íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ââiãíóòîñòi g i ìîíîòîííîãî

íåñïàäàííÿ ', äðóãà � ç ââiãíóòîñòi '.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ íà ìàêðî òà ìiêðîåêîíîìi÷íîìó ðiâ-

íi ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âèðîáíè÷à �óíêöiÿ âèãëÿäó q =

f(K;L) = �

0

K

�

1

L

�

2

, äå �

i

> 0; i = 0; 1; 2; �

1

+ �

2

= 1 � ïà-

ðàìåòðè âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨, K � êàïiòàë, L � êiëüêiñòü ïðà-

öiâíèêiâ. Âèðîáíè÷à �óíêöiÿ òiëüêè ùî íàâåäåíîãî âèãëÿäó

íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ Êîáà�Äóãëàñà (âiä iìåí äâîõ àìåðèêàí-

ñüêèõ åêîíîìiñòiâ, ÿêi çàïðîïîíóâàëè ¨¨ â 1929 ð.) Öþ �óí-

êöiþ àêòèâíî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíèõ òåîðå-

òè÷íèõ i ïðèêëàäíèõ çàäà÷, òîìó ùî âîíà ñòðóêòóðíî ïðîñòà.

ßê iëþñòðàöiÿ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ �

1

; �

2

ìàêðîåêîíîìi÷íî¨

âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ Êîáà�Äóãëàñà äëÿ åêîíîìiêè ÑØÀ äëÿ

áàçîâîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó 1909-1949 ðð., ðîçðàõîâàíi Ñîëîó,

¹ òàêi: �

1

= 0; 35, �

2

= 0; 65:

Íåõàé çàäàíî ÷èñëà �

1

> 0; : : : ; �

m

> 0,

m

P

i=1

�

i

= 1. Ïîêà-

æåìî, ùî �óíêöiÿ Êîáà-Äóãëàñà

f(x) =

m

Y

i=1

x

�

i

i

ââiãíóòà íà R

L

+

.
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�îçãëÿíåìî ìíîæèíó Y =

�

y 2 R

L

:

m

Q

i=1

y

�

i

i

= 1

�

i �óí-

êöiþ '(x; y) =

m

P

i=1

�

i

x

i

y

i

. Äëÿ äîâiëüíèõ x > 0 i y 2 Y ç íåðiâ-

íîñòi (8.5.2) îòðèìà¹ìî

f(x) =

m

Y

i=1

x

�

i

i

=

m

Y

i=1

(x

i

y

i

)

�

i

6

m

X

i=1

�

i

x

i

y

i

= '(x; y):

Êðiì òîãî, äëÿ çàäàíîãî x > 0 i �y = f(x)(

1

x

1

; : : : ;

1

x

L

) 2 Y ìà¹-

ìî f(x) = '(x; �y). Îòæå, f(x) = min

Y

'(x; y) äëÿ âñiõ x 2 X. Òî-

äi çà òåîðåìîþ 8.5.3 �óíêöiÿ f(

�

) ââiãíóòà íà intR

L

+

. Îñêiëüêè

f(

�

) íåïåðåðâíà íà R

L

+

, òî íåðiâíiñòü, ÿêà âèçíà÷à¹ ââiãíóòiñòü

�óíêöi¨, çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ òî÷îê iç R

L

+

.

Ôóíêöiÿ f(

�

), ÿêà âèçíà÷åíà íà îïóêëié ìíîæèíi X ïðîñòî-

ðó R

L

, áóäå ââiãíóòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíà f(x; �) :

x 2 X; f(x) > �g îïóêëà â R

L+1

.

ßêùî f(

�

) ââiãíóòà �óíêöiÿ íà îïóêëié ìíîæèíi X, òîäi

ìíîæèíè âèãëÿäó

X

�

= fx 2 X : f(x) > �g; � 2 R

î÷åâèäíî îïóêëi. Öi ìíîæèíè ïðèéíÿòî íàçèâàòè ìíîæèíàìè

Ëåáåãà �óíêöi¨ f(

�

). Çâîðîòíå òâåðäæåííÿ, òîáòî, ÿêùî äëÿ

êîæíîãî � 2 R ìíîæèíà X

�

îïóêëà, òî �óíêöiÿ f(

�

) ââiãíóòà,

íåïðàâèëüíå, íàïðèêëàä, f(x) = x

3

.

Îçíà÷åííÿ 8.5.2. Ôóíêöiÿ f(

�

) âèçíà÷åíà íà îïóêëié ìíî-

æèíi X � R

L

íàçèâà¹òüñÿ (ñòðîãî) êâàçiââiãíóòîþ, ÿêùî

âñi ¨¨ ìíîæèíè Ëåáåãà (ñòðîãî) îïóêëi.

Íåõàé f(

�

) êâàçiââiãíóòà �óíêöiÿ íà X i x

1

; x

2

2 X, � 2

[0; 1℄. Ïðèïóñòèìî, ùî f(x

1

) > f(x

2

) = �. Òîäi �x

1

+(1��)x

2

2
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X

�

, òîáòî

f(�x

1

+ (1� �)x

2

) > � = f(x

2

) = minff(x

1

); f(x

2

)g: (8.5.3)

Íàâïàêè, íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (8.5.3). Äëÿ äîâiëü-

íîãî � 2 R ìà¹ìî àáî X

�

= ?, àáî X

�

= X, àáî X

�

� X.

Äëÿ ïåðøèõ äâîõ âèïàäêiâ ìíîæèíà X

�

îïóêëà. Äîâåäåìî

îïóêëiñòü, êîëè X

�

� X

f(�x

1

+ (1� �)x

2

) > minff(x

1

); f(x

2

)g = �

äëÿ âñiõ x

1

; x

2

2 X

�

i � 2 [0; 1℄, òîáòî X

�

� îïóêëà.

Îòæå, êâàçiââiãíóòiñòü �óíêöi¨ ðiâíîñèëüíà âèêîíàííþ íå-

ðiâíîñòi

f(�x

1

+ (1� �)x

2

) > minff(x

1

); f(x

2

)g (8.5.4)

äëÿ âñiõ x

1

; x

2

2 X i � 2 [0; 1℄:

Ôóíêöiÿ f(

�

) íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî êâàçiââiãíóòîþ, ÿêùî íå-

ðiâíiñòü (8.5.4) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñòðîãî äëÿ âñiõ x

1

6= x

2

i � 2

(0; 1). Ôóíêöiÿ f(

�

) � (ñòðîãî) êâàçiîïóêëà, ÿêùî �f(

�

) (ñòðî-

ãî) êâàçiââiãíóòà. Íàïðèêëàä, áóäü-ÿêà ìîíîòîííî íåñïàäíà

�óíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨ ¹ êâàçiââiãíóòîþ.

Îçíà÷åííÿ 8.5.3. Ïðîåêöi¹þ òî÷êè a 2 R

L

íà ìíîæèíó X �

R

L

íàçèâà¹òüñÿ òî÷êà �

X

(a) 2 X òàêà, ùî k�

X

(a) � ak 6

kx � ak äëÿ âñiõ x 2 X, òîáòî òî÷êà, ÿêà íàéáëèæ÷à äî

a ñåðåä òî÷îê iç X.

Òåîðåìà 8.5.5. Íåõàé X � íåïîðîæíà, îïóêëà, çàìêíóòà

ìíîæèíà i a 62 X.

1: Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ïðîåêöiÿ òî÷êè a íà ìíîæèíó X.
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2: Òî÷êà �

X

(a) 2 X ¹ ïðîåêöi¹þ òî÷êè a íà ìíîæèíó X

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(x� �

X

(a))

�

(�

X

(a)� a) > 0 äëÿ âñiõ x 2 X:

Çîêðåìà (�

X

(a)�a)

�

(x�a) > k�

X

(a)�ak

2

äëÿ âñiõ x 2 X.

Âèçíà÷èìî �óíêöiþ âiäñòàíi 
 : R

L

! R


(z) =

1

2

min

x2X

kz � xk

2

:

ßêùî ìíîæèíà X îïóêëà, òîäi äëÿ êîæíîãî z iñíó¹ ¹äèíà òî-

÷êà �(z) 2 X òàêà, ùî 
(z) =

1

2

min

x2X

kz � �(z)k

2

:

Îçíà÷åííÿ 8.5.4. Ôóíêöiÿ f : U 7! R

m

; U � R

n

çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó Ëiïøèöÿ â òî÷öi x 2 U; ÿêùî iñíó¹ " > 0 i k > 0

òàêi, ùî kf(z)� f(y)k 6 kkz � yk, êîëè z; y 2 B

"

(x) = fz 2

U : kz�xk < "g. Ôóíêöiÿ f(

�

) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ,

ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ â êîæíié òî÷öi ìíîæè-

íè U. ×èñëî k íàçèâà¹òüñÿ êîíñòàíòîþ Ëiïøèöÿ.

Íåõàé X îïóêëà çàìêíóòà ìíîæèíà, òîäi ìíîæèíà âèãëÿ-

äó X

�

= fp 2 R

L

: p

�

X < s äëÿ äåÿêîãî s 2 Rg íàçèâà¹òüñÿ

íîðìàëüíèì êîíóñîì. Ìíîæèíà X

�

îïóêëa. Âèçíà÷èìî �óí-

êöiþ � : X

�

! R

�(p) = sup

x2X

p

�

X;

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ ïðèáóòêó. Ìiæ �óíêöiÿìè �(

�

), �(

�

)

i 
(

�

) âèêîíó¹òüñÿ òàêèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê.
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Òåîðåìà 8.5.6.

1

(i) Ôóíêöiÿ ïðîåêöi¨ �(

�

) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ç êîí-

ñòàíòîþ k = 1; òîáòî k�(x) � �(y)k 6 kx � yk äëÿ

âñiõ x; y 2 R

L

: Ôóíêöiÿ âiäñòàíi 
 : R

L

! R

+

¹ íåïå-

ðåðâíî äè�åðåíöiéîâíîþ i îïóêëîþ. Êðiì òîãî, r
(x) =

x� �(x) â êîæíié òî÷öi x 2 R

L

:

(ii) Íåõàé 
(

�

) � äâi÷i äè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ, òîäi ìà-

òðèöi D

2


(x) i D�(x) = I� D

2


(x) ¹ äîäàòíî íàïiâ-

âèçíà÷åíi. Çîêðåìà, D�(x)v = 0 i D

2


(x)v = v äëÿ

v = x� �(x):

(iii) �(x� �(x)) = (x� �(x))

�

�(x) äëÿ âñiõ x:

(iv) ßêùî p

�

x = �(p) i x 2 X, òî x = �(p+ x):

Òåîðåìà 8.5.7. Íåõàé X îïóêëà ìíîæèíà i intX 6= ?. Òîäi

ââiãíóòà �óíêöiÿ f(

�

) â óñiõ âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ìíîæèíè X

íåïåðåðâíà. Çîêðåìà, �óíêöiÿ, ââiãíóòà íà âñüîìó ïðîñòîði

R

L

, íåïåðåðâíà â óñiõ òî÷êàõ.

Äè�åðåíöiàëüíi êðèòåði¨ i õàðàêòåðèñòèêà

ââiãíóòîñòi �óíêöi¨

Íàâåäåìî õàðàêòåðèñòè÷íó âëàñòèâiñòü i êðèòåðié (êâàçi)ââiã-

íóòîñòi ãëàäêèõ �óíêöié òà êðèòåðié îïòèìàëüíîñòi ãëàäêèõ

(êâàçi)ââiãíóòèõ �óíêöié.

Íåõàé X � îïóêëà ìíîæèíà â R

L

.

1

�îêà�åëëàð �. Âûïóêëûé àíàëèç.� Ì.:Ìèð,1973.
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Òåîðåìà 8.5.8 (Õàðàêòåðèñòè÷íà âëàñòèâiñòü). Ôóíêöiÿ

f 2 C

1

(X) ââiãíóòà íà X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

f(x+ z) 6 f(x) +rf(x)

�

z (8.5.5)

äëÿ âñiõ x 2 X, z 2 R

L

òàêèõ, ùî x + z 2 X. Ôóíêöiÿ f(

�

)

ñòðîãî ââiãíóòà íà X, ÿêùî íåðiâíiñòü (8:5:5) ñïðàâäæó¹-

òüñÿ ñòðîãî äëÿ âñiõ x 2 X, z 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé �óíêöiÿ f(

�

) ââiãíóòà i x 2 X, z 2 R

L

, x +

z 2 X. Ïðèéìåìî x

0

= x + z i x

�

= x + �(x

0

� x), � 2 (0; 1℄.

Òîäi ìà¹ìî

f(x

�

) > �f(x

0

) + (1� �)f(x)

àáî

f(x+ z) 6 f(x) +

f(x+ �z)� f(x)

�

:

Çàñòîñóâàâøè äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi �îðìóëó ïðî ñêií-

÷åíi ïðèðîñòè,

2

îäåðæèìî

f(x+ z) 6 f(x) +rf(x+ ��z)

�

z; � 2 [0; 1℄:

Ñïðÿìóâàâøè �! 0, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (8.5.5).

Íàâïàêè, íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (8.5.5). Òîäi äëÿ

äîâiëüíèõ x

0

; x 2 X ìà¹ìî

f(x

0

) 6 f(x) +rf(x)

�

(x

0

� x): (8.5.6)

2

Íåõàé f 2 C

1

(X), x; x + h 2 X , h 6= 0. Òîäi f(x + h) � f(x) =

rf(x+ �h)

�

h; äå � 2 [0; 1℄:
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Ïðèéìåìî x

�

= x + �(x

0

� x), � 2 [0; 1℄. Iç (8.5.6) îäåðæèìî

f(x) 6 f(x

a

) +rf(x

�

)

�

(x� x

�

)

f(x

0

) 6 f(x

a

) +rf(x

�

)

�

(x

0

� x

�

):

Ïîìíîæèâøè ïåðøó íåðiâíiñòü íà 1��, äðóãó � � i äîäàâøè,

îäåðæèìî

�f(x

0

) + (1� �)f(x) 6 f(x

�

) +rf(x

�

)

�

(�x

0

+ (1� �)x� x

�

)

= f(x

�

);

ùî ¹ ðiâíîñèëüíèì íåðiâíîñòi (8.5.1).

Íàãàäà¹ìî, ùî ãðà�iê ëiíiéíî¨ �óíêöi¨ 
(z) = f(x)+

rf(x)

�

z íàçèâà¹òüñÿ äîòè÷íîþ ãiïåðïëîùèíîþ äî ãðà�iêà

�óíêöi¨ f(

�

) â òî÷öi (x; f(x)). Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (8.5.5)

îçíà÷à¹, ùî ãðà�iê �óíêöi¨ f(

�

) ëåæèòü íå âèùå äîòè÷íî¨ ãi-

ïåðïëîùèíè äî íüîãî â òî÷öi (x; f(x)).

Îïèðàþ÷èñü íà õàðàêòåðèñòè÷íó âëàñòèâiñòü, ìîæíà îäåð-

æàòè êðèòåðié ââiãíóòîñòi â òåðìiíàõ ïåðøèõ ïîõiäíèõ.

Òåîðåìà 8.5.9. Íåõàé f 2 C

1

(X). Ôóíêöiÿ f(

�

) ââiãíóòà

ìíîæèíi X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(f

0

(x

0

)� f(x))

�

(x

0

� x) 6 0 äëÿ âñiõ x

0

; x 2 X:

Äëÿ �óíêöi¨ f(

�

) ÷èñëîâîãî àðãóìåíòó (L = 1) îñòàííÿ íå-

ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî ïîõiäíà f

0

(

�

) ìîíîòîííî íå çðîñòà¹ íà X.

Çàçíà÷èìî òåïåð êðèòåðié ââiãíóòîñòi â òåðìiíàõ äðóãèõ

ïîõiäíèõ.
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Îçíà÷åííÿ 8.5.5. L� L ìàòðèöÿ H íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíî

íàïiââèçíà÷åíîþ, ÿêùî

z

�

Hz 6 0

äëÿ âñiõ z 2 R

L

. ßêùî íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ ñòðîãî

äëÿ âñiõ z 6= 0, òî ìàòðèöÿ H íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíî âèç-

íà÷åíîþ.

Ìàòðèöÿ H äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíà (äîäàòíî âèçíà÷åíà)

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè �H âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà (âiä'¹ìíî

âèçíà÷åíà). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

�

i

1

:::i

k

=

h

i

1

i

1

: : : h

i

1

i

k

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h

i

k

i

1

: : : h

i

k

i

k

; �

k

=

h

11

: : : h

1k

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h

k1

: : : h

kk

ãîëîâíi ìiíîðè ìàòðèöi H.

Òåîðåìà 8.5.10. Íåõàé H � L� L ìàòðèöÿ.

1: Ìàòðèöÿ H âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ H +H

�

âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà.

2: Íåõàé H ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ. Ìàòðèöÿ H âiä'¹ìíî

âèçíà÷åíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (�1)

k

�

k

> 0 äëÿ âñiõ

k = 1; : : : ; L.

3: Íåõàé H ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ. Ìàòðèöÿ H âiä'¹ìíî

íàïiââèçíà÷åíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (�1)

k

�

i

1

:::i

k

> 0

äëÿ âñiõ 1 6 i

1

< : : : < i

k

6 L, k = 1; : : : ; L.

Òåîðåìà 8.5.11. Íåõàé f 2 C

2

(X) i intX 6= ?. Ôóíêöiÿ

f(

�

) ââiãíóòà íà îïóêëié ìíîæèíi X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
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ìàòðèöÿ �åñå D

2

f(x) âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà äëÿ êîæíîãî

x 2 X. ßêùî ìàòðèöÿ D

2

f(x) âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà íà X, òî

�óíêöiÿ f(

�

) ñòðîãî ââiãíóòà.

Çâîðîòíå òâåðäæåííÿ äî äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè íåïðà-

âèëüíå. Íàïðèêëàä, �óíêöiÿ f(x) = �x

4

ñòðîãî ââiãíóòà äëÿ

x 2 R, àëå d

2

f(0)=dx

2

= 0.

Ïðèêëàä 8.5.2. Íåõàé f(x

1

; x

2

) äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåíöi-

éîâíà íà îïóêëié ìíîæèíi X. Çà òåîðåìîþ 8.5.11 �óíêöiÿ f(

�

)

ñòðîãî ââiãíóòà, ÿêùî ìàòðèöÿ �åñå

D

2

f(x

1

; x

2

) =

0

�

f

11

(x

1

; x

2

) f

12

(x

1

; x

2

)

f

21

(x

1

; x

2

) f

22

(x

1

; x

2

)

1

A

âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ (x

1

; x

2

) 2 X. Çà òåîðåìîþ 8.5.10

ìàòðèöÿ �åñå D

2

f(x

1

; x

2

) âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè

�

1

= jf

11

(x

1

; x

2

)j < 0; �

2

=

f

11

(x

1

; x

2

) f

11

(x

1

; x

2

)

f

21

(x

1

; x

2

) f(x

1

; x

2

)

> 0:

Íåõàé f(x

1

; x

2

) = x

�

1

x

�

2

, x 2 intR

2

+

. Òîäi

�

1

=�(�� 1)x

��2

1

x

�

2

< 0;

�

2

=

�(�� 1)x

��2

1

x

�

2

��x

��1

1

x

��1

2

��x

��1

1

x

��1

2

�(� � 1)x

�

1

x

��2

2

> 0

â intR

2

+

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

� 2 (0; 1); � 2 (0; 1); � + � < 1:
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Çà òåîðåìîþ 8.5.11 �óíêöiÿ f(

�

) ââiãíóòà, ÿêùî ìàòðèöÿ

�åñå D

2

f(x

1

; x

2

) âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà äëÿ âñiõ (x

1

; x

2

) 2 X.

Çà òåîðåìîþ 8.5.10 ìàòðèöÿ �åñå D

2

f(x

1

; x

2

) âiä'¹ìíî íàïiââè-

çíà÷åíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

�

11

= jf

11

(x

1

; x

2

)j 6 0; �

22

= jf

22

(x

1

; x

2

)j 6 0;

�

12

=

f

11

(x

1

; x

2

) f

11

(x

1

; x

2

)

f

21

(x

1

; x

2

) f(x

1

; x

2

)

> 0:

Äëÿ �óíêöi¨ f(x) = x

�

1

x

�

2

öå îçíà÷à¹

�

11

= �(�� 1) x

��2

1

x

�

2

6 0; �

22

= �(� � 1) x

�

1

x

��2

2

6 0;

�

12

=

�(�� 1) x

��2

1

x

�

2

�� x

��1

1

x

��1

2

�� x

��1

1

x

��1

2

�(� � 1) x

�

1

x

��2

2

> 0;

òîáòî, êîëè � 2 [0; 1℄; � 2 [0; 1℄; � + � 6 1: N

�îçãëÿíåìî âiäïîâiäíi òåîðåìè äëÿ êâàçiââiãíóòèõ �óíêöié.

Òåîðåìà 8.5.12. Íåõàé f 2 C

1

(X). Ôóíêöiÿ f(

�

) êâàçiââiãíó-

òà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

rf(x)

�

(x

0

� x) > 0 (8.5.7)

äëÿ âñiõ x

0

; x 2 X òàêèõ, ùî f(x

0

) > f(x). ßêùî íåðiâíiñòü

(8.5.7) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñòðîãî äëÿ âñiõ x

0

; x 2 X, x

0

6= x òà-

êèõ, ùî f(x

0

) > f(x), òî �óíêöiÿ f(

�

) ñòðîãî êâàçiââiãíóòà.

Íàâïàêè, ÿêùî �óíêöiÿ f(

�

) ñòðîãî êâàçiââiãíóòà i rf(x) 6= 0
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äëÿ âñiõ x 2 X, òîäi rf(x)

�

(x

0

� x) > 0 äëÿ x

0

6= x òàêèõ, ùî

f(x

0

) > f(x).

Íåðiâíiñòü (8.5.7) îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ êâàçiââiãíóòî¨

�óíêöi¨ f(

�

) i äëÿ âñiõ ïàð òî÷îê x

0

i x òàêèõ, ùî f(x

0

) > f(x),

êóò ìiæ âåêòîðàìè rf(x) i (x

0

� x) íå òóïèé, à ó âèïàäêó

ñòðîãî êâàçiââiãíóòî¨ �óíêöi¨ öåé êóò ãîñòðèé.

Òåîðåìà 8.5.13. Íåõàé f 2 C

2

(X). Ôóíêöiÿ f(

�

) êâàçiââiãíó-

òà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ âñiõ x 2 X ìàòðèöÿ D

2

f(x)

âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà íà ïiäïðîñòîði fz 2 R

L

: rf(x)

�

z =

0g, òîáòî

z

�

D

2

f(x)z 6 0 äëÿ z

�

rf(x) = 0

äëÿ êîæíîãî x 2 X. ßêùî ìàòðèöÿ �åññå D

2

f(x) âiä'¹ìíî

âèçíà÷åíà íà ïiäïðîñòîði fz 2 R

L

: rf(x)

�

z = 0g äëÿ âñiõ

x 2 X, òî �óíêöiÿ f(

�

) ñòðîãî êâàçiââiãíóòà.

Òåîðåìà 8.5.14. Íåõàé H � L � L ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, a

B � L�N ìàòðèöÿ, N 6 L i rankB = N .

1: Ìàòðèöÿ H âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà íà ïiäïðîñòîði fz 2 R

L

:

Bz = 0g (òîáòî z

�

Hz < 0 äëÿ êîæíîãî z 2 R

L

òàêîãî,

ùî Bz = 0 i z 6= 0) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(�1)

k

4

k

B

k

(B

k

)

�

0

> 0 äëÿ âñiõ k = N + 1; : : : ; L;

äå B

k

- k � N ïiäìàòðèöÿ B ñêëàäåíà ëèøå ç ïåðøèõ

k 6 L ðÿäêiâ.
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2: Ìàòðèöÿ H âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà íà ïiäïðîñòîði

fz 2 R

L

: Bz = 0g òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(�1)

k

�

i

1

:::i

k

B

�

k

(B

�

k

)

�

0

> 0 äëÿ âñiõ k = N + 1; : : : ; L;

äå

Ïðèêëàä 8.5.3. Íåõàé f 2 C

2

(X), X îïóêëà ìíîæèíà â R

2

i

rf(x) 6= 0 äëÿ âñiõ x. Ç òåîðåìè 8.5.13 i 8.5.14 âèïëèâà¹, ùî

�óíêöiÿ f(

�

) ¹ ñòðîãî êâàçiââiãíóòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

f

11

(x

1

; x

2

) f

12

(x

1

; x

2

) f

1

(x

1

; x

2

)

f

21

(x

1

; x

2

) f

22

(x

1

; x

2

) f

2

(x

1

; x

2

)

f

1

(x

1

; x

2

) f

2

(x

1

; x

2

) 0

> 0 äëÿ âñiõ x 2 X:

(8.5.8)

Äëÿ �óíêöi¨ f(x

1

; x

2

) = x

1

x

2

+x

1

+x

2

âèçíà÷íèê (8.5.8) äîðiâ-

íþ¹ 2(x

1

+1)(x

2

+1). Îòæå, öÿ �óíêöiÿ ¹ ñòðîãî êâàçiââiãíóòîþ

íà ìíîæèíi R

2

+

. Àíàëîãi÷íî, �óíêöiÿ f(x

1

; x

2

) êâàçiââiãíóòà íà

îïóêëié ìíîæèíi X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

f

11

(x

1

; x

2

) f

12

(x

1

; x

2

) f

1

(x

1

; x

2

)

f

21

(x

1

; x

2

) f

22

(x

1

; x

2

) f

2

(x

1

; x

2

)

f

1

(x

1

; x

2

) f

2

(x

1

; x

2

) 0

> 0;

f

22

(x

1

; x

2

) f

21

(x

1

; x

2

) f

2

(x

1

; x

2

)

f

12

(x

1

; x

2

) f

11

(x

1

; x

2

) f

1

(x

1

; x

2

)

f

2

(x

1

; x

2

) f

1

(x

1

; x

2

) 0

> 0
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äëÿ âñiõ x 2 X: Äëÿ �óíêöi¨ f(x

1

; x

2

) = x

1

x

2

öi âèçíà÷íèêè

äîðiâíþþòü 2x

1

x

2

. Îòîæ, öÿ �óíêöiÿ êâàçiâââiãíóòà íà R

2

+

: N

Òåîðåìà 8.5.15. Íåõàé H ¹ L � L ìàòðèöÿ i äëÿ äåÿêîãî

p 2 R

L

++

ìà¹ìî, ùî Hp = 0 i H

�

p = 0: Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

T

p

= fz 2 R

L

: p

�

z = 0g i

^

H � (L � 1) � (L � 1) ìàòðèöþ

îòðèìàíó ç ìàòðèöi H âèêðåñëåííÿì îäíîãî ðÿäêà i âiäïîâi-

äíîãî ñòîâïöÿ.

1: ßêùî rankH = L� 1, òî rank

^

H = L� 1.

2: ßêùî z

�

Hz < 0 äëÿ âñiõ z 2 T

p

, z 6= 0, òîäi z

�

Hz < 0

äëÿ âñiõ z 2 R

L

íå ïðîïîðöiéíèõ âåêòîðó p.

3: Ìàòðèöÿ H âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà íà T

p

òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè

^

H âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà.

8.6 Îäíîðiäíi �óíêöi¨.

Ôîðìóëà Åéëåðà

Îçíà÷åííÿ 8.6.1. Ôóíêöiÿ f : R

L

+

! R íàçèâà¹òüñÿ îäíî-

ðiäíîþ ñòåïåíÿ n, n 2 Z, ÿêùî äëÿ âñiõ t > 0 ñïðàâä-

æó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(tx

1

; : : : ; tx

L

) = t

n

f(x

1

; : : : ; x

L

): (8.6.1)

Íàïðèêëàä, �óíêöiÿ f(x

1

; x

2

) = x

1

=x

2

îäíîðiäíà ñòåïåíÿ

íóëü, à f(x

1

; x

2

) = x

1

3

1

x

2

3

2

� îäíîðiäíà ñòåïåíÿ îäèí.
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ßêùî f(

�

) îäíîðiäíà ñòåïåíÿ íóëü, òî, ïðèéíÿâøè t =

1

x

L

äëÿ îáëàñòi x

L

> 0, ìà¹ìî, ùî

f(tx

1

; : : : ; tx

L

) = f(x

1

=x

L

; : : : ; x

L�1

=x

L

; 1):

Íåõàé �óíêöiÿ f(

�

) äè�åðåíöiéîâíà é îäíîðiäíà ñòåïåíÿ n, òî-

äi, ïðîäè�åðåíöiþâàâøè ðiâíiñòü (8.6.1) çà çìiííîþ x

j

, îòðè-

ìà¹ìî

�f(tx

1

; : : : ; tx

L

)

�x

j

= t

n�1

�f(x

1

; : : : ; x

L

)

�x

j

;

òîáòî ÷àñòèííà ïîõiäíà

�f(x

1

; : : : ; x

L

)

�x

j

¹ îäíîðiäíîþ �óíêöi¹þ

ñòåïåíÿ n� 1.

Äëÿ îäíîðiäíî¨ �óíêöi¨ f(

�

) áóäü-ÿêîãî ñòåïåíÿ, ÿêùî

f(x) = f(x

0

), òî f(tx) = f(tx

0

) äëÿ âñiõ t > 0 i íàõèë ïîâåðõíi

ðiâíÿ â òî÷öi x i tx îäíàêîâèé.

Òåîðåìà 8.6.1 (Ôîðìóëà Åéëåðà). Íåõàé f 2 C

1

(R

L

+

) i

îäíîðiäíà ñòåïåíÿ n, òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

L

X

j=1

�f(x

1

; : : : ; x

L

)

�x

j

x

j

= nf(x

1

; : : : ; x

L

)

àáî ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi

rf(x)

�

x = nf(x):

Äîâåäåííÿ. Ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî ðiâíiñòü (8.6.1) çà t, îäåðæèìî

L

X

j=1

�f(tx

1

; : : : ; tx

L

)

�x

j

x

j

� nt

n�1

f(x

1

; : : : ; x

L

) = 0:

Ïðèéíÿâøè â îñòàííié ðiâíîñòi t = 1, îòðèìà¹ìî �îðìóëó

Åéëåðà.
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Çîêðåìà, äëÿ �óíêöi¨ f 2 C

2

(R

L

+

) îäíîðiäíî¨ ñòåïåíÿ n ìà¹

ìiñöå ðiâíiñòü

n(n� 1)f(x) = x

�

D

2

f(x)x:

Íåõàé f(

�

) � îäíîðiäíà ñòåïåíÿ n, à '(

�

) ìîíîòîííî çðîñòàþ-

÷à �óíêöiÿ, òîäi �óíêöiÿ '(f(x)) íàçèâà¹òüñÿ ãîìîòåòè÷íîþ.

8.7 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ îïòèìiçàöi¨

Íåõàé çàäàíî ìíîæèíóX

0

� R

L

, �óíêöiþ f : X

0

! R i äåÿêó

ïiäìíîæèíó X ìíîæèíè X

0

. Çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ àáî åêñòðå-

ìàëüíà çàäà÷à �îðìóëþ¹òüñÿ òàê: çíàéòè òî÷êè ìàêñèìóìó àáî

ìiíiìóìó �óíêöi¨ f(

�

) íà ìíîæèíi X. Òî÷êè ìàêñèìóìó i ìiíi-

ìóìó �óíêöi¨ íàçèâàþòü òî÷êàìè åêñòðåìóìó. Ìàòåìàòè÷íó

�îðìàëiçàöiþ öi¹¨ çàäà÷i çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

f(x) �! max (min); x 2 X: (8.7.1)

Ïðè öüîìó f(

�

) íàçèâàþòü öiëüîâîþ �óíêöi¹þ, X � ìíîæèíîþ

äîïóñòèìèõ òî÷îê àáî ïðîñòî îáìåæåííÿì, áóäü-ÿêó òî÷êó x 2

X � äîïóñòèìîþ òî÷êîþ çàäà÷i (8.7.1).

Çàçíà÷èìî, ùî ñàìå ïîíÿòòÿ òî÷êè ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó),

òîáòî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (8.7.1), íåîäíîçíà÷íå i ïîòðåáó¹ óòî-

÷íåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 8.7.1. Òî÷êà x

�

2 X íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëî-

êàëüíîãî ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó) �óíêöi¨ f(

�

) íà ìíîæèíi

X; àáî ëîêàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8.7.1), ÿêùî iñíó¹

÷èñëî " > 0 òàêå, ùî

f(x

�

) > f(x) (f(x

�

) 6 f(x)) äëÿ âñiõ x 2 X \ V

"

(x

�

);

(8.7.2)

äå V

"

(x

�

) = fy 2 R

L

: kx� x

�

k 6 "g.
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Îçíà÷åííÿ 8.7.2. Òî÷êà x

�

2 X íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ãëî-

áàëüíîãî àáî àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó) �óíêöi¨

f(

�

) íà ìíîæèíi X; àáî ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8.7.1), ÿêùî

f(x

�

) > f(x) (f(x

�

) 6 f(x)) äëÿ âñiõ x 2 X: (8.7.3)

ßêùî íåðiâíiñòü (8.7.2) àáî (8.7.3) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñòðîãî

ïðè x 6= x

�

, òî òî÷êà x

�

íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ñòðîãî ìàêñèìó-

ìó (ìiíiìóìó) �óíêöi¨ f(

�

) â ëîêàëüíîìó àáî â ãëîáàëüíîìó

ðîçóìiííi.

Íàäàëi çàïèñ

f(x

�

) = max

x2X

f(x) (f(x

�

) = min

x2X

f(x))

áóäå îçíà÷àòè, ùî äîïóñòèìà òî÷êà x

�

çàäà÷i ¹ òî÷êîþ ãëî-

áàëüíîãî ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó) íà ìíîæèíi X.

Î÷åâèäíî, ùî çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ �óíêöi¨ f(

�

) íà ìíîæèíi

X åêâiâàëåíòíà çàäà÷i

�f(x) �! max ; x 2 X:

â òîìó ðîçóìiííi, ùî ìíîæèíè ãëîáàëüíèõ i ëîêàëüíèõ, ñòðî-

ãèõ i íåñòðîãèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âiäïîâiäíî çáiãàþòüñÿ. Öå

äà¹ çìîãó ïåðåíîñèòè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ çàäà÷i ìàêñè-

ìiçàöi¨, íà çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ i íàâïàêè. Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî

çàäà÷ó ìàêñèìiçàöi¨.

Ïðè âèâ÷åíi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ïåðåäóñiì âèíèêà¹ çàïè-

òàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. ßêùî ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî

ðîçâ'ÿçîê iñíó¹, òî ÿêi óìîâè âií ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè. Íàðå-

øòi, ÿê çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i? ×àñòêîâó âiäïîâiäü íà ïåðøå

çàïèòàííÿ äà¹ òåîðåìà 8.2.2. Iíîäi êîðèñíîþ ¹ iíøà �îðìà öi¹¨

òåîðåìè.

Òåîðåìà 8.7.1. Íåõàé X � çàìêíóòà ìíîæèíà â R

L

, f(

�

)

� íåïåðåðâíà �óíêöiÿ íà X i äëÿ äåÿêîãî x

0

2 X ìíîæèíà
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N(x

0

) = fx 2 X : f(x) > f(x

0

)g îáìåæåíà. Òîäi iñíó¹ òî÷êà

ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìó �óíêöi¨ f(

�

) íà X.

Äîâåäåííÿ. Iç çàìêíóòîñòi ìíîæèíè X i íåïåðåðâíîñòi �óí-

êöi¨ f(

�

) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà N(x

0

) êîìïàêòíà. Òîäi çà òåî-

ðåìîþ 8.2.2 òî÷êà ìàêñèìóìó �óíêöi¨ f(

�

) íà N(x

0

) iñíó¹, à ç

âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè N(x

0

) öÿ òî÷êà áóäå òî÷êîþ ìàêñèìóìó

f(

�

) íà X.

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó ìàêñèìiçàöi¨, ÿêà çàëåæèòü âiä ïàðàìå-

òðà a

f(x; a)! max; x 2 X(a): (8.7.4)

Òåîðåìà 8.7.2. Íåõàé äîïóñòèìà ìíîæèíà X(a) íåïîðîæíà

i êîìïàêòíà â R

L

, f(

�

)�íåïåðåðâíà �óíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿ-

çîê çàäà÷i (8:7:4):

Òåîðåìà 8.7.3. Íåõàé äîïóñòèìà ìíîæèíà X(a) îïóêëà â

R

L

, f(

�

) � ñòðîãî ââiãíóòà �óíêöiÿ. ßêùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(8:7:4) iñíó¹, òî âií ¹äèíèé.

Íåõàé x(a) ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (8.7.4). Òîäi âiäîáðà-

æåííÿ a ! x(a), ÿêå êîæíîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòðà a ñòàâèòü

ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (8.7.4) çàãàëîì áà-

ãàòîçíà÷íå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f

a

= f(x) äëÿ x 2 x(a).

Ó çâ'ÿçêó ç óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ âiäîáðàæåííÿ òðåáà

ñ�îðìóëþâàòè âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi äëÿ áàãà-

òîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi ìîãëè á äëÿ âèïàäêó îäíîçíà÷íèõ

âiäîáðàæåíü ïåðåéòè â çâè÷àéíå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi.

Íåõàé X � R

L

, Y � R

N

i äëÿ êîæíîãî x 2 X çíà÷åííÿ

F (x) íåïîðîæíà ìíîæèíà â Y , F (x) � Y .
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Îçíà÷åííÿ 8.7.3. Íåõàé Y çàìêíóòà ìíîæèíà â R

N

; òî âi-

äîáðàæåííÿ F : X ! Y íàçèâà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâíèì

çâåðõó, ÿêùî GraphF = f(x; y) 2 X�Y : y 2 F (x)g çàìêíóòà

ìíîæèíà i çíà÷åííÿ íà êîìïàêòíié ìíîæèíi îáìåæåíå, òîá-

òî, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè B � X ìíîæèíà

F (B) = fy 2 Y : y 2 F (x) äëÿ äåÿêîãî x 2 Bg îáìåæåíà.

ßêùî ìíîæèíà Y êîìïàêòíà, òî íàïiâíåïåðåðâíiñòü çâåðõó

âiäîáðàæåííÿ F åêâiâàëåíòíà çàìêíóòîñòi GraphF .

Çîêðåìà, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ ¹ îäíîçíà÷íèì, òî öå îçíà-

÷åííÿ ïåðåõîäèòü ó çâè÷àéíå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 8.7.4. Âiäîáðàæåííÿ F : X ! Y íàçèâà¹òüñÿ

íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â òî÷öi x 2 X , ÿêùî äëÿ êîæíî¨

ïîñëiäîâíîñòi x

m

! x 2 X (x

m

2 X äëÿ âñiõ m) i äëÿ

êîæíîãî y 2 F (x) çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ

y

m

2 F (x

m

); ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî y. Âiäîáðàæåííÿ F íàçè-

âà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó, ÿêùî öÿ âëàñòèâiñòü ïðà-

âèëüíà äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x 2 X.

Áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F íåïåðåðâíå, ÿêùî âîíî îäíî-

÷àñíî íàïiâíåïåðåðâíå çâåðõó i íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó.

Òåîðåìà 8.7.4 (Òåîðåìà ïðî ìàêñèìóì). Íåõàé f(

�

) íåïå-

ðåðâíà �óíêöiÿ i äëÿ êîæíîãî a ìíîæèíà X(a) íåïîðîæíà i

êîìïàêòíà, áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ a ! X(a) íåïåðåðâ-

íå. Òîäi:

(i) �óíêöiÿ a! f

a

íåïåðåðâíà;

(ii) âiäîáðàæåííÿ a! x(a) íàïiâíåïåðåðâíå çâåðõó.
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8.8 Çàäà÷à áåçóìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨

Îçíà÷åííÿ 8.8.1. Çàäà÷à (8.7.1) íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ áå-

çóìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨, ÿêùî X = R

L

, òîáòî

f(x)! max; x 2 R

L

: (8.8.1)

Ïåðøèé çàãàëüíèé ïðèíöèï îòðèìàííÿ íåîáõiäíèõ óìîâ

â åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ áåç îáìåæåíü çíàéøîâ Ôåðìà. Iäåÿ

Ôåðìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê ãëàäêî¨ çàäà÷i f(x)! max

òðåáà øóêàòè ñåðåä ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê �óíêöi¨ f(

�

), òîáòî ñå-

ðåä ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ rf(x) = 0. Öåé ðåçóëüòàò íàçèâàþòü

òåîðåìîþ Ôåðìà.

Íàãàäà¹ìî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi ðîç-

â'ÿçêó çàäà÷i (8.8.1).

Òåîðåìà 8.8.1. Íåõàé �óíêöiÿ f(

�

) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi

x

�

2 R

L

. ßêùî x

�

� ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8:8:1), òî

rf(x

�

) = 0: (8.8.2)

Òî÷êà x

�

, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (8.8.2), íàçèâà¹òüñÿ ñòà-

öiîíàðíîþ òî÷êîþ çàäà÷i (8.8.1) àáî �óíêöi¨ f(

�

). Âiäîìî, ùî

íå êîæíà ñòàöiîíàðíà òî÷êà çàäà÷i (8.8.1) ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì. Äëÿ

âèÿâëåííÿ "ñòîðîííiõ" ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê ìîæíà âèêîðèñòà-

òè íåîáõiäíó óìîâó îïòèìàëüíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 8.8.2. Íåõàé �óíêöiÿ f(

�

) äâi÷i äè�åðåíöiéîâíà â

òî÷öi x

�

2 R

L

. ßêùî x

�

� ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8:8:1),

òî ìàòðèöÿ D

2

f(x

�

) âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà, òîáòî

z

�

D

2

f(x

�

)z 6 0 äëÿ âñiõ z 2 R

L

:
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Äîñòàòíÿ óìîâà ëîêàëüíî¨ îïòèìàëüíîñòi ìiñòèòü õàðàêòåð-

íå ïîñèëåííÿ âèìîã äî ìàòðèöi D

2

f(x

�

):

Òåîðåìà 8.8.3. Íåõàé �óíêöiÿ f(

�

) äâi÷i äè�åðåíöiéîâíà â

òî÷öi x

�

2 R

L

. Ïðèïóñòèìî, ùî rf(x

�

) = 0, à ìàòðèöÿ

D

2

f(x

�

) âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà, òîáòî

z

�

D

2

f(x

�

)z < 0 äëÿ âñiõ z 2 R

L

; z 6= 0:

Òîäi x

�

� ñòðîãèé ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8:8:1).

Ïðèêëàä 8.8.1. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó

f(x) = 3x

1

x

2

� x

3

1

� x

3

2

! max; ; x 2 R

2

:

Óìîâà (8:8:2) ìà¹ âèãëÿä

rf(x) = (3x

2

� 3x

2

1

; 3x

1

� 3x

2

2

) = 0:

Ñòàöiîíàðíèìè òî÷êàìè çàäà÷i ¹ x

1

= (0; 0) i x

2

= (1; 1). Ïðè

öüîìó

D

2

f(x) =

 

�6x

1

3

3 �6x

2

!

;

D

2

f(x

1

) =

 

0 3

3 0

!

; D

2

f(x

2

) =

 

�6 3

3 �6

!

:

Çà òåîðåìîþ 8.5.10 ìàòðèöÿ D

2

f(x

1

) íå ¹ âiä'¹ìíî íàïiââè-

çíà÷åíà, à ìàòðèöÿ D

2

f(x

2

) � âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà. Îòæå, çãiäíî

ç òåîðåìîþ 8.8.2 òî÷êà x

1

íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i, à çà òåîðåìîþ

8.8.3 òî÷êà x

2

¹ ñòðîãèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i. N
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8.9 Çàäà÷à óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨

Îçíà÷åííÿ 8.9.1. Çàäà÷à (8.7.1) íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ

óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨, ÿêùî X � X

0

� R

L

i X 6= X

0

.

Ïðè ñòðîãîìó �îðìóëþâàííi çàäà÷i ïîâèíåí áóòè òî÷íî

îïèñàíèé êëàñ äîïóñòèìèõ åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíà öi-

ëüîâà �óíêöiÿ. Îáìåæåííÿ â åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ íàìàãà-

þòüñÿ çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé. Òàêi îáìåæåí-

íÿ íàçèâàþòü �óíêöiîíàëüíèìè. Êðiì �óíêöiîíàëüíèõ îáìå-

æåíü, òðàïëÿþòüñÿ îáìåæåííÿ òèïó âêëþ÷åííÿ: x 2 A � X

0

,

íå �óíêöiîíàëüíîãî õàðàêòåðó. Â ðåçóëüòàòi åêñòðåìàëüíà çà-

äà÷à íàáóâà¹ òàêî¨ �îðìè:

f(x) ! max;

h

j

(x) 6 


j

; j = 1; : : : ; k;

g

i

(x) = b

i

; i = 1; : : : ; m;

x 2 A:

(8.9.1)

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i çáåðiãàþòü ñèëó òâåðäæåííÿ òåîðåì 8.8.1 �

8.8.3, ÿêùî ¨¨ ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê x

�

¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ

äîïóñòèìî¨ ìíîæèíè

X = fx 2 X

0

: h

j

(x) 6 


j

; j = 1; : : : ; k;

g

i

(x) = b

i

; i = 1; : : : ; m; x 2 Ag:

Îäíàê äëÿ áiëüøîñòi çàäà÷ óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨ ìàêñèìóì äî-

ñÿãà¹òüñÿ íà ãðàíèöi ìíîæèíè X.

�åîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ çàäà÷ óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨ ïîáó-

äîâàíà íà ïîíÿòi ëiíi¨ (àáî ïîâåðõíi) ðiâíÿ �óíêöi¨ f(

�

), òîáòî

ìíîæèí âèãëÿäó

E

�

= fx 2 R

L

: f(x) = �g; � 2 R:
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Äëÿ ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ çàäà÷i òðåáà çîáðàçèòè ¨¨ äî-

ïóñòèìó ìíîæèíó X i äåêiëüêà õàðàêòåðíèõ ëiíié ðiâíÿ öiëüî-

âî¨ �óíêöi¨ f(

�

). ßêùî �óíêöiÿ f(

�

) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x,

òîäi ãðàäi¹íòrf(x) îðòîãîíàëüíèé â òî÷öi x äî ëiíi¨ ðiâíÿ, ÿêà

ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó, i ñïðÿìîâàíèé, ÿêùî rf(x) 6= 0;

â ñòîðîíó çðîñòàííÿ �óíêöi¨. Â ãåîìåòðè÷íîìó ïëàíi ïîøóê

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷è-

ñëà �

�

ñåðåä ÷èñåë òàêèõ, ùî ëiíiÿ ðiâíÿ E

�

ìà¹ íåïîðîæíié

ïåðåòèí iç X. Áóäü-ÿêà òî÷êà x

�

2 E

�

�

\ X ¹ ðîçâ'ÿçêîì çà-

äà÷i, à ÷èñëî �

�

= f(x

�

) � ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì öiëüîâî¨

�óíêöi¨ f(

�

) íà X.

�èñ. 8.9.1. �åîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ çàäà÷ îïòèìiçàöi¨
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Ïðèêëàä 8.9.1. Íåõàé çàäàíî çàäà÷ó

�x

2

! max; x 2 R

2

;

g

1

(x) = x

2

1

+ x

2

2

6 1; g

2

(x) = �x

1

+ x

2

2

6 0;

g

3

(x) = �x

1

� x

2

6 0:

Ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ çàäà÷i âèäíî, ùî ðîçâ'ÿçêîì çà-

äà÷i ¹ "íèæíÿ" òî÷êà ïåðåòèíó êîëà g

1

(x) = 1 i ïðÿìî¨ g

3

(x) =

0, òîáòî òî÷êà x

�

= (

p

2=2; �

p

2=2). N

Äëÿ çàäà÷ ç îáìåæåííÿìè çàãàëüíèé ïðèíöèï îòðèìàííÿ

íåîáõiäíèõ óìîâ åêñòðåìóìó çàïðîïîíóâàâ Ëàãðàíæ. �îçãëÿ-

íåìî �óíêöiþ

L(x; �

0

; �; �) = �

0

f(x) +

k

X

j=1

�

j

(


j

� h

j

(x)) +

m

X

i=1

�

i

(b

i

� g

i

(x));

äå x 2 A; �

0

2 R; � = (�

1

; : : : ; �

m

) 2 R

m

;

� =(�

1

; : : : ; �

k

) 2 R

k

+

:

×èñëà �

0

, �

1

; : : : ; �

m

, �

1

; : : : ; �

k

íàçèâàþòüñÿ ìíîæíèêàìè Ëà-

ãðàíæà. Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà áóäó¹òüñÿ ç âðàõóâàííÿì òiëüêè

�óíêöiîíàëüíèõ îáìåæåíü, òîáòî òèõ îáìåæåíü, ÿêi çàïèñó-

þòü ó âèãëÿäi ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé. Ïðèíöèï Ëàãðàíæà ïî-

ëÿãà¹ â òàêîìó:

Íåõàé òî÷êà x

�

¹ ëîêàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8.9.1). Òî-

äi çíàéäóòüñÿ òàêi ìíîæíèêè Ëàãðàíæà �

0

, �

i

, i = 1; : : : ; m i

�

j

> 0, j = 1; : : : ; k, ÿêi îäíî÷àñíî íåäîðiâíþþòü íóëþ, ùî x

�

çàäîâîëüíÿ¹ íåîáõiäíó óìîâó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó â çàäà÷i

L(x;

�

)! max; x 2 A;
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i ïðè öüîìó

�

j

(


j

� h

j

(x

�

)) = 0; j = 1; : : : ; k: (8.9.2)

Iíøèìè ñëîâàìè, íåîáõiäíi óìîâè ìàêñèìóìó ó âèõiäíié çàäà-

÷i çáiãàþòüñÿ ç íåîáõiäíèìè óìîâàìè ìàêñèìóìó �óíêöi¨ Ëà-

ãðàíæà íà ìíîæèíi x 2 A, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç îáìåæåíü, ùî íå

âõîäÿòü ó �óíêöiþ Ëàãðàíæà. Ñïiââiäíîøåííÿ (8.9.2) íàçèâà-

þòüñÿ óìîâàìè äîïîâíþþ÷î¨ íåæîðñòêîñòi. Âîíè îçíà÷àþòü,

ùî âiäìiííi âiä íóëÿ ìíîæíèêè Ëàãðàíæà ïîòðiáíî ïðèïèñó-

âàòè ëèøå òèì îáìåæåííÿì òèïó íåðiâíîñòi, ÿêi ñóòò¹âi â öié

òî÷öi, òîáòî òàì, äå h

j

(x

�

) = 


j

.

8.10 Êëàñè÷íà çàäà÷à íà óìîâíèé

åêñòðåìóì

Ó êëàñè÷íié çàäà÷i íà óìîâíèé åêñòðåìóì äîïóñòèìà ìíîæèíà

âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ðiâíÿíü

f(x)! max; x 2 X = fx 2 R

L

: g

i

(x) = b

i

; i = 1; : : : ; mg:

(8.10.1)

Ïðèïóñòèìî, ùî êiëüêiñòü çìiííèõ áiëüøà çà ÷èñëî îáìåæåíü

L > m.

Iíîäi ç ðiâíÿíü, ÿêi âèçíà÷àþòü îáìåæåííÿ, âäà¹òüñÿ âè-

ðàçèòè ÿêi� íåáóäü m çìiííèõ x

i

÷åðåç ðåøòó çìiííèõ. Òîäi,

ïiäñòàâèâøè çàìiñòü âiäïîâiäíèõ çìiííèõ x

i

¨õ âèðàç ÷åðåç ðå-

øòó L �m çìiííèõ â �óíêöiþ f(

�

), îòðèìà¹ìî �óíêöiþ F (

�

)

âiä L�m çìiííèõ.

Çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ òî÷îê ìàêñèìóìó �óíêöi¨ f(

�

)

ïðè íàÿâíîñòi îáìåæåíü çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ áåç-

óìîâíîãî ìàêñèìóìó �óíêöi¨ F (

�

), ÿêà çàëåæèòü âiä L � m

çìiííèõ.
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Ïðèêëàä 8.10.1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

f(x) = 1� x

2

1

� x

2

2

! max; x 2 fx 2 R

2

: g(x) = x

1

+ x

2

= 1g:

Ç ðiâíÿííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹ îáìåæåííÿ, çíàõîäèìî x

2

= 1 � x

1

.

Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç äëÿ x

2

â �óíêöiþ f(x) = 1 � x

2

1

� x

2

2

,

îòðèìà¹ìî, ùî F (x

1

) = 1�x

2

1

� (1�x

1

)

2

= 2x

1

� 2x

2

1

: Ôóíêöiÿ

F (x

1

) ìà¹ ìàêñèìóì ïðè x

1

= 1=2. Òî÷êà x

�

= (1=2; 1=2) ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i, çîêðåìà f

�

= f(x

�

) = 1=2. N

Òàêèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ óìîâíîãî ìàêñèìóìó (åêñòðåìó-

ìó) íàçèâàþòü ïðÿìèì ìåòîäîì i âií ðiäêî áóâà¹ å�åêòèâíèì,

îñêiëüêè âèíèêàþòü òðóäíîùi ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü îáìåæåíü

ñòîñîâíî ÿêî¨-íåáóäü ãðóïè çìiííèõ.

Íàéå�åêòèâíiøèé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (8.10.1) � ïðèí-

öèï Ëàãðàíæà. Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà çàäà÷i (8.10.1) ìà¹ âèãëÿä

L(x; �

0

; �) =�

0

f(x) +

m

X

i=1

�

i

(b

i

� g

i

(x)); x 2 R

L

;

�

0

2 R; � = (�

1

; : : : ; �

m

) 2 R

m

;

äå �

0

,�

1

; : : : ; �

m

� ìíîæíèêè Ëàãðàíæà.

×àñòèííi ïîõiäíi �óíêöi¨ Ëàãðàíæà çà êîîðäèíàòàìè âå-

êòîðà x ìàþòü âèãëÿä

�L(x; �

0

; �)

�x

j

= �

0

�f(x)

�x

j

�

m

X

i=1

�

i

�g

i

(x)

�x

j

; j = 1; : : : ; L:

Òîäi ãðàäi¹íò çàïèøåìî òàê:

r

x

L(x; �

0

; �) = �

0

rf(x)�

m

X

i=1

�

i

rg

i

(x): (8.10.2)
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Òåîðåìà 8.10.1 äà¹ íåîáõiäíi óìîâè ëîêàëüíî¨ îïòèìàëüíîñòi â

çàäà÷i (8.10.1).

Òåîðåìà 8.10.1. Íåõàé �óíêöi¨ f(

�

); g

1

(

�

); : : : ; g

m

(

�

) íåïåðåðâ-

íî äè�åðåíöiéîâíi â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x

�

2 R

L

. ßêùî òî-

÷êà x

�

� ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8:10:1), òîäi iñíóþòü

ìíîæíèêè Ëàãðàíæà �

�

0

2 R, �

�

2 R

m

, ÿêi íåäîðiâíþþòü

íóëþ, îäíî÷àñíî i òàêi, ùî

r

x

L(x

�

; �

�

0

; �

�

) = 0: (8.10.3)

ßêùî ïðè öüîìó ãðàäi¹íòè rg

1

(x

�

); : : : ;rg

m

(x

�

) ëiíiéíî íå-

çàëåæíi (óìîâà ðåãóëÿðíîñòi), òî �

�

0

6= 0.

Óìîâà (8.10.3) ç âðàõóâàííÿì (8.10.2) îçíà÷à¹, ùî ãðàäi-

¹íòè rf(x

�

); rg

1

(x

�

); : : : ; rg

m

(x

�

) ëiíiéíî çàëåæíi. Áóäü-ÿêà

òî÷êà x

�

2 R

L

, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïðè äåÿêèõ �

�

0

i �

�

, (�

�

0

; �

�

) 6= 0

óìîâó (8.10.3), à òàêîæ óìîâè äîïóñòèìîñòi

g

i

(x

�

) = b

i

; i = 1; : : : ; m (8.10.4)

íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîþ çàäà÷i (8.10.1). Äëÿ ðå-

ãóëÿðíî¨ çàäà÷i çàâæäè ìîæíà ââàæàòè �

�

0

= 1. Íàäàëi ìè

ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ðåãóëÿðíi çàäà÷i. Îòæå, ñòàöiîíàðíi òî-

÷êè ðåãóëÿðíî¨ çàäà÷i âèçíà÷àþòüñÿ ñèñòåìîþ L +m ðiâíÿíü

ç òàêîþ ñàìîþ êiëüêiñòþ íåâiäîìèõ

rf(x

�

)�

m

X

i=1

�

�

i

rg

i

(x

�

) = 0

b

i

� g

i

(x

�

) = 0; i = 1; : : : ; m:

(8.10.5)

Ïåðøi L iç îòðèìàíèõ ðiâíÿíü ïîêàçóþòü, ùî ãðàäi¹íò öi-

ëüîâî¨ �óíêöi¨ ïîâèíåí äîðiâíþâàòè âåêòîðó ìíîæíèêiâ Ëà-
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ãðàíæà ïîìíîæåíîìó íà ìàòðèöþ ßêîái äëÿ �óíêöié îáìå-

æåíü

rf(x

�

) =

m

X

i=1

�

�

i

rg

i

(x

�

) = �

�

Dg(x

�

):

Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi ßêîái Dg(x

�

) äîðiâíþ¹ m

(óìîâà äîïóñòèìîñòi îáìåæåíü).

Îòæå, óìîâè (8.10.5) ïîêàçóþòü, ùî òî÷êà x

�

ëåæèòü íà

äîïóñòèìié ìíîæèíi X i ùî íàïðÿì íàéøâèäøîãî ðîñòó â x

�

(âåêòîð ãðàäi¹íòà öiëüîâî¨ �óíêöi¨) çîáðàæà¹ ñîáîþ ëiíiéíó

êîìáiíàöiþ íîðìàëåé äî êðèâèõ îáìåæåíü, äå ÿê çâàæåíèé êî-

å�iöi¹íò âçÿòî ìíîæíèêè Ëàãðàíæà �

�

. ßêùî x

�

ñïðàâäæó¹

äåÿêi äîñòàòíi óìîâè, ÿêi çàçíà÷èìî íèæ÷å, òî çíà÷åííÿ çìií-

íèõ x

�

äàþòü ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8.10.1). Öå âèäíî,

ÿêùî âðàõóâàòè, ùî x

�

çàäîâîëüíÿ¹ îáìåæåííÿ i ìàêñèìiçó¹

�óíêöiþ Ëàãðàíæà L(x; �

�

) íà R

L

, ÿêà â òî÷öi (x

�

; �

�

) ïðîñòî

çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì öiëüîâî¨ �óíêöi¨

L(x

�

; �

�

) = f(x

�

):

Íåîáõiäíà óìîâà îïòèìàëüíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó ïîëÿãà¹ â òî-

ìó, ùîá ìàòðèöÿ �åñå, ÿêà ñêëàäåíà ç äðóãèõ ïîõiäíèõ �óíêöi¨

Ëàãðàíæà çà êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x, áóëà âiä'¹ìíî íàïiââè-

çíà÷åíà â òî÷öi ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó (x

�

; �

�

) çà òi¹¨ óìîâè,

ùî Dg(x

�

)dx = 0:

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

D

2

x

L(x; �) = D

2

f(x)�

m

X

i=1

�

i

D

2

g

i

(x)

ìàòðèöþ �åñå �óíêöi¨ Ëàãðàíæà. Îòîæ, ïðàâèëüíi òàêi òåîðå-

ìè.

Òåîðåìà 8.10.2. Íåõàé �óíêöi¨ f(

�

); g

1

(

�

); : : : ; g

m

(

�

) � äâi÷i äè-

�åðåíöiéîâíi â òî÷öi x

�

2 R

L

i íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíi â
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äåÿêîìó ¨¨ îêîëi, êðiì òîãî ãðàäi¹íòè rg

1

(x

�

); : : : ; rg

m

(x

�

) ëi-

íiéíî íåçàëåæíi. ßêùî x

�

� ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(8:10:1), òî ìàòðèöÿ D

2

x

L(x

�

; �

�

) âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà äëÿ

âñiõ �

�

, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (8:10:3), íà ïiäïðîñòîði fz 2 R

L

:

Dg(x

�

)z = 0g.

ßêùî ïðè çàçíà÷åíèõ óìîâàõ ìàòðèöÿ �åñå âiä'¹ìíî âè-

çíà÷åíà, òî óìîâà îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó (8:10:3) ¹

äîñòàòíüîþ äëÿ iñíóâàííÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó.

Òåîðåìà 8.10.3. Íåõàé �óíêöi¨ f(

�

); g

1

(

�

); : : : ; g

m

(

�

) � äâi÷i äè-

�åðåíöiéîâíi â òî÷öi x

�

2 R

L

, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (8:10:4). Íåõàé

ïðè äåÿêîìó �

�

ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (8:10:3) i ìàòðèöÿ �å-

ñå D

2

x

L(x

�

; �

�

) âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà íà ïiäïðîñòîði fz 2 R

L

:

Dg(x

�

)z = 0g äëÿ z 6= 0. Òîäi x

�

� ëîêàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i.

Óìîâà, ùî ìàòðèöÿ �åñå D

2

x

L(x

�

; �

�

) âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà íà

ïiäïðîñòîði fz 2 R

L

: Dg(x

�

)z = 0g, z 6= 0, ìîæå áóòè çîáðà-

æåíà ó �îðìi L � m óìîâ (äèâ. òåîðåìó 8.5.14), ÿêi íàêëà-

äàþòüñÿ íà çíàêè äåÿêèõ ãîëîâíèõ ìiíîðiâ ìàòðèöi ðîçìiðó
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(L +m)� (L+m)

 

D

2

x

L(x

�

; �

�

) (Dg(x

�

))

�

Dg(x

�

) 0

!

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

�

2

L

�x

2

1

�

2

L

�x

1

�x

2

� � �

�

2

L

�x

1

�x

L

�g

1

�x

1

� � �

�g

m

�x

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

2

L

�x

L

�x

1

�

2

L

�x

L

�x

2

� � �

�

2

L

�x

2

L

�g

1

�x

L

� � �

�g

m

�x

L

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�g

1

�x

1

�g

1

�x

2

� � �

�g

1

�x

L

0 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�g

m

�x

1

�g

m

�x

2

� � �

�g

m

�x

L

0 � � � 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(8.10.6)

îòðèìàíî¨ ç ìàòðèöi �åñå, òîáòî ìàòðèöi, ÿêà îáâiäíà ìàòðèöÿ-

ìè ßêîái äëÿ �óíêöié îáìåæåíü. Óìîâè ëîêàëüíîãî ìàêñèìó-

ìó â òàêié �îðìi ïîëÿãàþòü â òîìó, ùî îñòàííi L�m ãîëîâíi

ìiíîðè öi¹¨ îáâiäíî¨ ìàòðèöi �åñå ìàþòü çíàêè, ÿêi ÷åðãóþòüñÿ

i ïðè öüîìó çíàê ïåðøîãî ç íèõ çáiãà¹òüñÿ çi çíàêîì (�1)

m+1

.

Ïðèêëàä 8.10.2. Çíàéòè ëîêàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

f(x)= �

1

2

ax

2

1

�

1

2

bx

2

2

! max; x 2 fx 2 R

2

: g(x) =x

3

1

+x

3

2

= 1g;

äå a > 0; b > 0 � çàäàíi ÷èñëà. N

Çàïèøåìî �óíêöiþ Ëàãðàíæà

L(x; �) = �

1

2

ax

2

1

�

1

2

bx

2

2

+ �(1� x

3

1

+ x

3

2

); x 2 R

2

; � 2 R

+

:
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Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê ìà¹

âèãëÿä

ax

1

+ 3�x

2

1

= 0; bx

2

+ 3�x

2

2

= 0; x

3

1

+ x

3

2

= 1:

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè:

1)x

�1

= (0; 1); �

�1

= �

b

3

;

2)x

�2

= (1; 0); �

�2

= �

a

3

;

3)x

�3

= (

a

p

a

3

+ b

3

;

b

p

a

3

+ b

3

); �

�3

= �

p

a

3

+ b

3

3

:

Äàëi ìà¹ìî

D

2

x

L(x; �) =

 

�a� 6�x

1

0

0 �b� 6�x

2

!

; Dg(x) = ( 3x

2

1

; 3x

2

2

):

Îòîæ, ìàòðèöÿ (8.10.6) ìà¹ âèãëÿä

0

B

B

�

�a� 6�x

1

0 3x

2

1

0 �b� 6�x

2

3x

2

2

3x

2

1

3x

2

2

0

1

C

C

A

:

Äëÿ çàçíà÷åíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíi ãîëîâíi ìiíîðè íàáóâà-

þòü âèãëÿäó

�a 0 0

0 b 3

0 3 0

= 9a > 0;

a 0 3

0 �b 0

3 0 0

= 9b > 0;

a 0 3a

2

=(a

2

+ b

2

)

2=3

0 b 3b

2

=(a

2

+ b

2

)

2=3

3a

2

=(a

2

+ b

2

)

2=3

3b

2

=(a

2

+ b

2

)

2=3

0

= �9ab=

p

a

2

+ b

2

< 0:
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Îòæå, òî÷êè x

�1

i x

�2

- ñòðîãi ëîêàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i, à äëÿ

òî÷êè x

�3

íå ñïðàâäæó¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà îïòèìàëüíîñòi

äðóãîãî ïîðÿäêó.

8.11 Çàäà÷à ìàòåìàòè÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ

Âàæëèâèé êëàñ çàäà÷ óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨ ñòàíîâëÿòü çàäà÷i

ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Òàê ïðèéíÿòî íàçèâàòè çàäà-

÷ó (8.9.1), ÿêùî äîïóñòèìà ìíîæèíà X ìà¹ âèãëÿä

X = fx 2 X

0

: h

i

(x) 6 


i

; i = 1; : : : k; g

j

(x) = b

j

; j = 1; : : :mg;

òîáòî âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà íåðiâíîñòåé i

ðiâíÿíü, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàãàëîì íà äåÿêié ìíîæèíi X

0

�

R

L

. Î÷åâèäíî, êëàñè÷íà çàäà÷à óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨ ¹ ÷àñòêî-

âèì âèïàäêîì çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, êîëè

X

0

= R

L

i k = 0.

Çàçâè÷àé ÿê X

0

áåðóòü ìíîæèíó "ïðîñòî¨" ñòðóêòóðè, íà-

ïðèêëàä, êîîðäèíàòíèé ïàðàëåëåïiïåä

X

0

= fx 2 R

L

: a

i

6 x

i

6 d

i

; i = 1; : : : ; Lg;

çîêðåìà òóò íå âèêëþ÷à¹òüñÿ, ùî a

i

= �1 àáî d

i

= +1 äëÿ

òèõ àáî iíøèõ i. Îñîáëèâî ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü X

0

= R

L

+

(êîëè a

i

= 0, d

i

= +1 äëÿ âñiõ i) àáî X

0

= R

L

. Ñ�îðìóëþ¹-

ìî íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi äëÿ çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ

f(x)! max; x 2 X; (8.11.1)

äå

X = fx 2 X

0

: h

i

(x) 6 


i

; i = 1; : : : k; g

j

(x) = b

j

; j = 1; : : :mg:
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Ïðèïóñòèìî, ùî L > k+m: Íàãàäà¹ìî, ùî óìîâîþ ðåãóëÿðíî-

ñòi íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà äîäàòêîâà óìîâà ïðî çàäà÷ó (8.11.1),

ïðè ÿêié â òåîðåìi, ÿêà âèçíà÷à¹ íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíî-

ñòi, ïåðåä öiëüîâîþ �óíêöi¹þ ó âèðàçi �óíêöi¨ Ëàãðàíæà ìíî-

æíèê

�

0

= 1. Çàãàëîì óìîâîþ ðåãóëÿðíîñòi â çàäà÷i (8.11.1) ïðè

x

�

2 intX

0

¹ ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü ãðàäi¹íòiâ frg

j

(x

�

) : j =

1; : : : ; mg[frh

i

(x

�

) : h

i

(x

�

) = 


i

g. Íà æàëü, óìîâè ðåãóëÿðíî-

ñòi ïîäiáíîãî òèïó âàæêî ïåðåâiðÿþòüñÿ, îñêiëüêè âîíè �îð-

ìóëþþòüñÿ â òåðìiíàõ ñàìî¨ òî÷êè ìàêñèìóìó x

�

, ÿêó ïîòði-

áíî çíàéòè. Çðó÷íiøi óìîâè ðåãóëÿðíîñòi îòðèìóþòü ó ðàì-

êàõ çàäà÷i ç îïóêëèìè îáìåæåííÿìè-íåðiâíîñòÿìè i ëiíiéíèìè

îáìåæåííÿìè�ðiâíîñòÿìè.

Òåîðåìà 8.11.1. Íåõàé â çàäà÷i (8:11:1) ìíîæèíà X

0

îïóêëà,

�óíêöi¨ f(

�

), h

1

(

�

),. . . ,h

k

(

�

) äè�åðåíöiéîâíi â òî÷öi x

�

, �óíêöi¨

h

1

(

�

); : : : ; h

k

(

�

) îïóêëi íà X

0

, �óíêöi¨ g

1

(

�

),. . . , g

m

(

�

) ëiíiéíi.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ õî÷ îäíà ç òàêèõ óìîâ:

(i) îáìåæåííÿ�ðiâíîñòi íåìà¹ (m = 0)

1

é iñíó¹ òî÷êà

�x 2 X

0

òàêà, ùî h

j

(�x) < 


j

äëÿ âñiõ i;

(ii) ìíîæèíà X

0

� ïîëiåäð

2

, �óíêöi¨ h

1

(

�

); : : : ; h

k

(

�

) ëiíiéíi.

Òîäi çàäà÷à (8:11:1) ðåãóëÿðíà.

1

Éäåòüñÿ ïðî çàäà÷ó

f(x)! max; x 2 X

0

; h

j

(x) 6 


j

; j = 1; : : : ; k:

2

Äèâ. (8.4.1)
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Iç çàäà÷åþ (8:11:1) ïîâ'ÿæåìî ìíîæèíó

� = f(�; �) 2 R

m+k

: �

j

> 0; j = 1; : : : ; kg:

Çàïèøåìî �óíêöiþ Ëàãðàíæà çàäà÷i (8.11.1)

L(x; �; �) = f(x)+

k

X

j=1

�

j

(


j

� h

j

(x)) +

m

X

i=1

�

i

(b

i

� g

i

(x));

x 2 X

0

; (�; �) 2 �:

Òåîðåìà 8.11.2 (Óìîâè Êóíà-Òàêêåðà). Íåõàé â çàäà÷i

(8:11:1) ìíîæèíà X

0

îïóêëà, �óíêöi¨ f(

�

), h

1

(

�

),. . . ,h

k

(

�

) äè�å-

ðåíöiéîâíi â òî÷öi x

�

2 X, �óíêöi¨ g

1

(

�

),. . . ,g

m

(

�

) íåïåðåðâíî

äè�åðåíöiéîâíi â äåÿêîìó îêîëi x

�

. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ ðåãóëÿðíîñòi. ßêùî x

�

� ëîêàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8:11:1), òî iñíóþòü ìíîæíèêè Ëàãðàíæà

(�

�

; �

�

) 2 � òàêi, ùî

r

x

L(x

�

; �

�

; �

�

)

�

(x� x

�

) 6 0 äëÿ âñiõ x 2 X

0

; (8.11.2)

�

�

i

(b

i

� h

i

(x

�

)) = 0; i = 1; : : : ; k: (8.11.3)

Êîíêðåòèçó¹ìî óìîâó (8:11:2) äëÿ ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ.

Ëåìà 8.11.1. 1: ßêùî x

�

2 intX

0

, òî (8:11:2) åêâiâàëåíòíà

óìîâi

r

x

L(x

�

; �

�

; �

�

) = 0; òîáòî

�L(x

�

; �

�

; �

�

)

�x

j

= 0; j = 1; : : : ; L:

(8.11.4)

2: ßêùî X

0

ìà¹ âèãëÿä

X

0

= fx 2 R

L

: a

i

6 x

i

6 d

i

; i = 1; : : : ; Lg;
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äå �1 6 a

i

< d

i

6 +1; i = 1; : : : ; L, òî (8:11:2) åêâiâàëåí-

òíà óìîâi

�L(x

�

; �

�

; �

�

)

�x

j

8

>

>

>

<

>

>

>

:

= 0; ÿêùî a

j

< x

�

j

< d

j

;

6 0; ÿêùî x

�

j

= a

j

6= �1;

> 0; ÿêùî x

�

j

= d

j

6= +1:

3: ßêùî X

0

ìà¹ âèãëÿä

X

0

= fx 2 R

L

: x

i

> 0; i = 1; : : : ; Ng;

äå 0 6 N 6 L, òî (8:11:2) åêâiâàëåíòíà ñóêóïíîñòi óìîâ

�L(x

�

; �

�

; �

�

)

�x

j

6 0; x

�

j

�L(x

�

; �

�

; �

�

)

�x

j

= 0; j = 1; : : : ; N;

�L(x

�

; �

�

; �

�

)

�x

j

= 0 j = N + 1; : : : ; L:

Çîêðåìà, ÿêùî X

0

= R

L

+

, òî (8:11:2) åêâiâàëåíòíà ñóêóïíîñòi

óìîâ

r

x

L(x

�

; �

�

; �

�

) 6 0; x

�

�

r

x

L(x

�

; �

�

; �

�

) = 0: (8.11.5)

Ïîâåðíåìîñÿ äî êëàñè÷íî¨ çàäà÷i óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨. �îç-

â'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (8.10.5), ÿêà çîáðàæà¹ óìîâè îïòèìàëü-

íîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó, ìiñòèòü, êðiì âåêòîðà ëîêàëüíîãî îïòè-

ìóìó x

�

, ùå i âåêòîð ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà �

�

. ßêùî ìàòðèöÿ

ßêîái äëÿ �óíêöié îáìåæåíü íåâèðîäæåíà, òî iñíó¹ ¹äèíèé

âåêòîð �

�

, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ëîêàëüíîìó ðîçâ'ÿçêó x

�

. Çíàííÿ

çíà÷åíü ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà âàæëèâi, ç ¨õ äîïîìîãîþ ìî-

æíà îòðèìàòè öiííó ií�îðìàöiþ ïðî çàäà÷ó. Ìíîæíèêè Ëà-

ãðàíæà, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, âèìiðþþòü ÷óòëè-

âiñòü îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ �óíêöi¨ f

�

(b) = f(x

�

),
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äå x

�

2 x(b) = fx

�

2 X : f(x

�

) = max

X

f(x)g, äî çìiíè êîíñòàíò

îáìåæåííÿ

�

�

= rf

�

(b); òîáòî �

�

i

=

�f

�

(b)

�b

i

; i = 1; : : : ; m: (8.11.6)

Äëÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (8.11.6) ðîçãëÿíåìî óìîâè îï-

òèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó (8.10.5) ÿê ñèñòåìó L +m ðiâ-

íÿíü ç L+m íåâiäîìèìè (x; �) im ïàðàìåòðàìè b=(b

1

; : : : ; b

m

)

�

;

ÿêùî ââàæàòè b çìiííèìè âåëè÷èíàìè

 

1

(x; �; b) = rf(x)� �

�

Dg(x) = 0;

 

2

(x; �; b) = b� g(x) = 0:

(8.11.7)

Ìàòðèöÿ ßêîái öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

 

D

2

x

L(x; �) �(Dg(x))

�

�Dg(x) 0

!

:

�àíã ìàòðèöi ßêîái äîðiâíþ¹ m, ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ äîñòà-

òíi óìîâè, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ íà îáâiäíó ìàòðèöþ �åññå (8.10.6).

Çà òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó �óíêöiþ ç ñèñòåìè (8.11.7) ìîæíà

çíàéòè çìiííi x i ìíîæíèêè Ëàãðàíæà � ÿê �óíêöi¨ âiä êîí-

ñòàíò îáìåæåííÿ b

x

�

= x(b); �

�

= �(b):

�îçãëÿíåìî òåïåð �óíêöiþ Ëàãðàíæà ÿê �óíêöiþ âiä êîí-

ñòàíò îáìåæåííÿ b

L(x(b); �(b)) = f(x(b)) + �(b)

�

(b� g(x(b)):

Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè öþ �óíêöiþ çà çìiííîþ b, îòðèìà¹ìî

r

b

L(x(b); �(b)) =rf(x(b))

�

Dx(b)� �(b)

�

Dg(x(b)) Dx(b)

+ (b� g(x(b))

�

(r�(b))

�

+ �(b)

= (rf(x(b))� �(b)

�

Dg(x(b))) Dx(b)

+ (b� g(x(b))

�

(r�(b))

�

+ �(b):
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Ïåðøi äâà äîäàíêè â òî÷öi (x

�

; �

�

) äîðiâíþþòü íóëþ ç-çà óìîâ

îïòèìàëüíîñòi (8.10.5). Îòîæ,

r

b

L(x(b); �(b)) = �(b):

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ �óíêöi¨ Ëàãðàíæà â òî÷öi (x

�

; �

�

) çáiãà¹-

òüñÿ ç îïòèìàëüíèì çíà÷åííÿì öiëüîâî¨ �óíêöi¨

L(x

�

; �

�

) = f(x

�

) = f

�

(b);

òî

r

b

L(x(b); �(b)) = rf

�

(b) = �(b):

Êðiì òîãî, ùî ïðèíöèï Ëàãðàíæà äà¹ ðîçâ'ÿçîê êëàñè÷íî¨

çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨, âií äà¹ çìîãó òàêîæ ïðîàíàëiçóâàòè íà-

ñêiëüêè îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ �óíêöi¨ ÷óòëèâå äî çìi-

íè êîíñòàíò îáìåæåííÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî äåÿêèé ìíîæíèê

Ëàãðàíæà äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ìàëi çìiíè âiäïîâiäíî¨ êîíñòàíòè

îáìåæåííÿ íå ìàþòü íiÿêîãî âïëèâó íà îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ

öiëüîâî¨ �óíêöi¨. Îñîáëèâî âàæëèâà iíòåðïðåòàöiÿ ìíîæíè-

êiâ Ëàãðàíæà â çàäà÷àõ ðàöiîíàëüíî¨ åêîíîìi÷íî¨ äiÿëüíîñòi.

Â åêîíîìi÷íèõ çàäà÷àõ òåîði¨ ñïîæèâàííÿ òà òåîði¨ �iðìè, â

ïåðøié � ìàêñèìiçó¹òüñÿ �óíêöiÿ êîðèñíîñòi ïðè áþäæåòíîìó

îáìåæåííi, äå êîíñòàíòîþ îáìåæåííÿ ¹ ðiâåíü äîõîäó ñïîæè-

âà÷à, â äðóãié � ìiíiìiçóþòüñÿ âèòðàòè âèðîáíèöòâà äëÿ çàäà-

íîãî ðiâíÿ ïðîäóêöi¨, êîíñòàíòîþ îáìåæåííÿ ¹ ðiâåíü âèïóñêó,

òî ìíîæíèê Ëàãðàíæà â çàäà÷i ñïîæèâàííÿ ¹ ãðàíè÷íîþ êî-

ðèñíiñòþ ãðîøåé, à â çàäà÷i äëÿ �iðìè � ãðàíè÷íi âèòðàòè.

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó (8.11.1). ßê i äëÿ êëàñè÷íî¨ çàäà÷i ìíî-

æíèêè Ëàãðàíæà ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê õàðàêòåðèñòèêè

çìiíè îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ �óíêöi¨ ïðè çìiíi êîí-

ñòàíò îáìåæåííÿ

�

�

= r




f

�

(
; b); �

�

= r

b

f

�

(
; b):



8.11. Çàäà÷à ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ 241

Äëÿ äîâåäåííÿ òðåáà ïîêàçàòè, ùî x

�

, �

�

i �

�

ìîæíà çîáðàçè-

òè ó âèãëÿäi �óíêöié âiä êîíñòàíò îáìåæåííÿ 
 = (


1

; : : : ; 


k

)

�

i b, à ïîòiì ïðîäè�åðåíöiþâàòè �óíêöiþ Ëàãðàíæà çà öè-

ìè êîíñòàíòàìè. Â çàäà÷àõ åêîíîìiêè íàé÷àñòiøå ìíîæèíà

X

0

= R

L

+

. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ i çìiííi ïðîíóìå-

ðîâàíi òàê, ùî â òî÷öi îïòèìóìó ïåðøi k

1

iç íèõ âèêîíóþ-

òüñÿ ÿê ðiâíîñòi, à ðåøòó k � k

1

ÿê íåðiâíîñòi (0 6 k

1

6 k) i

ïåðøi L

1

çìiííèõ äîäàòíi, à ðåøòà L � L

1

äîðiâíþþòü íóëþ

(0 6 L

1

6 L): Âåêòîðè çàïèøåìî òàê:

h(x) =

 

h

1

(x)

h

2

(x)

!

; 
 =

 




1




2

!

; x =

 

x

1

x

2

!

; � = (�

1

; �

2

);

äå h

1

(

�

), 


1

i �

1

ñêëàäàþòüñÿ ç ïåðøèõ k

1

åëåìåíòiâ âåêòîðiâ

h(

�

), 
 i � âiäïîâiäíî, x

1

� iç ïåðøèõ L

1

êîîðäèíàò âåêòîðà x.

Òîäi óìîâè îïòèìàëüíîñòi Êóíà-Òàêêåðà ìîæíà çàïèñàòè òàê:

r

x

1

L(x

�

; �

�

; �

�

) =r

x

1

f(x

�

)� �

1

�

r

x

1

h

1

(x

�

)

��

�

�

r

x

1

g(x

�

) = 0;

x

�2

= 0;

h

1

(x

�

)� 


1

= 0;

�

2

= 0:

(8.11.8)

Î÷åâèäíî, ùî

�

�

i

=

�f

�

(
; b)

�


i

= 0; i = k

1

+ 1; : : : ; k:

Îñòàííi k � k

1

îáìåæåíü ñïðàâäæóþòüñÿ ÿê íåðiâíîñòi, òîìó

ìàëi çìiíè âiäïîâiäíèõ êîíñòàíò îáìåæåííÿ íå ìîæóòü çìiíè-

òè îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ �óíêöi¨. Ùîäî ïåðøèõ k

1

ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà �

�

i

i m ìíîæíèêiâ �

�

j

, òî çàäà÷à ïðèâå-
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äåíà äî �îðìè êëàñè÷íî¨ çàäà÷i óìîâíîãî åêñòðåìóìó

f(x

1

; 0)! max; x

1

2 intR

L

1

h

1

(x

1

; 0) = 


1

; g(x

1

; 0) = b;

òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî x

�1

; �

�1

i �

�

ìîæíà çîáðàçèòè ÿê �óí-

êöi¨ âiä 


1

i b, à ïîòiì ïðîäè�åðåíöiþâàòè �óíêöiþ Ëàãðàíæà

çà 


1

i b. Â ðåçóëüòàòi ìàòèìåìî, ùî

�

�

i

=

�f

�

(
; b)

�


i

> 0; i = 1; : : : ; k

1

; �

�

j

=

�f

�

(
; b)

�b

j

; j = 1; : : : ; m:

Ïîâåðíåìîñÿ äî âëàñòèâîñòåé ââiãíóòèõ �óíêöié. Ââiãíóòi

�óíêöi¨ íà îïóêëié ìíîæèíi íå ìîæóòü ìàòè ëîêàëüíèõ ìà-

êñèìóìiâ. Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.11.3. Íåõàé �óíêöiÿ f(

�

) ââiãíóòà íà îïóêëié

ìíîæèíi X, òîäi âñÿêà òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó f(

�

) ¹

îäíî÷àñíî òî÷êîþ ¨¨ ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìó íà X, çîêðåìà

ìíîæèíà

X

�

= fx

�

2 X : f

�

= f(x

�

) = max

X

f(x)g

îïóêëà. ßêùî f(

�

) 
òðîãî ââiãíóòà íà X, òî X

�

ìiñòèòü íå

áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè.

Ç õàðàêòåðèñòè÷íî¨ âëàñòèâîñòi ââiãíóòèõ �óíêöié îòðè-

ìó¹ìî òåîðåìó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ êðèòåði¹ì îïòèìàëüíîñòi äëÿ

ââiãíóòèõ �óíêöié. Âîíà äà¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ìàêñè-

ìóìó ãëàäêèõ ââiãíóòèõ �óíêöié íà îïóêëié ìíîæèíi.

Òåîðåìà 8.11.4. Íåõàé X � îïóêëà ìíîæèíà, �óíêöiÿ f 2

C

1

(X) i íåõàé X

�

� ìíîæèíà òî÷îê ìàêñèìóìó f(

�

) íà X.
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Òîäi ÿêùî x

�

2 X

�

, òî

rf(x

�

)

�

(x� x

�

) 6 0 äëÿ âñiõ x 2 X; (8.11.9)

à äëÿ âèïàäêó x

�

2 intX íåðiâíiñòü (8:11:9) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ

â ðiâíiñòü rf(x

�

) = 0. ßêùî, êðiì òîãî, �óíêöiÿ f(

�

) ââi-

ãíóòà íà X, òî óìîâà (8:11:9) ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá

x

�

2 X

�

.

Òåîðåìà 8.11.5. Íåõàé â çàäà÷i (8:11:1) ìíîæèíà X

0

îïó-

êëà, �óíêöi¨ f(

�

), h

j

(

�

), j = 1; : : : ; k, äè�åðåíöiéîâíi â òî÷öi

x

�

2 X, îáìåæåííÿ�ðiâíîñòi íåìà¹ (m = 0). Ïðèïóñòèìî,

ùî �óíêöi¨ h

j

(

�

), j = 1; : : : ; k, êâàçiîïóêëi, à �óíêöiÿ f(

�

) êâà-

çiââiãíóòà i rf(x

�

) 6= 0. ßêùî ïðè äåÿêîìó �

�

çàäîâîëüíÿ-

þòüñÿ óìîâè (8:11:2) (1:7:17), òî x

�

� ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (8:11:1): ßêùî �óíêöiÿ f(

�

) ñòðîãî êâàçiââiãíóòà, òî

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8:11:1) ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òî÷êà x

0

2 X òàêà, ùî

f(x

0

) > f(x

�

). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç z = x

0

�x

�

. Òîäi çãiäíî ç òåîðå-

ìîþ 8.5.7 rf(x

�

)

�

z > 0. ßêùî �

�

j

> 0, òî ç óìîâ îïòèìàëüíî-

ñòi Êóíà-Òàêêåðà âèïëèâà¹, ùî h

j

(x

�

) = 


j

. Îñêiëüêè �óíêöiÿ

h

j

(

�

) êâàçiîïóêëà i h(x

j

) 6 


j

= h

j

(x

�

), òî rh

j

(x

�

)

�

z 6 0: Îò-

æå, ìà¹ìî, ùî rf(x

�

)

�

z > 0 i �

P

j

�

�

j

rh

j

(x

�

)

�

z > 0. Ùî

ñóïåðå÷èòü óìîâi Êóíà-Òàêêåðà

(rf(x

�

)�

X

j

�

�

j

rh

j

(x

�

))

�

z 6 0:
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Íåõàé �óíêöiÿ f(

�

) ñòðîãî êâàçiââiãíóòà. ßêùî x

0

i x

�

6= x

0

äâà ãëîáàëüíèõ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (8:11:1), òîäi òî÷êà x

�

= �x

0

+

(1� �)x

�

2 X äëÿ âñiõ � 2 (0; 1) i f(x

�

) > minff(x

0

); f(x

�

)g =

f(x

�

). Ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî x

�

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8:11:1).
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