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Âñòóï

Íàñòóïíèì îñíîâíèì ïîíÿòòÿì ìiêðîåêîíîìi÷íî¨ òåîði¨ ¹

�iðìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äåÿêà îðãàíiçàöiÿ, ùî çàéìà¹òüñÿ

ïåðåòâîðåííÿì åêîíîìi÷íèõ �àêòîðiâ òàêèõ, íàïðèêëàä, ÿê

ïðàöÿ i êàïiòàë, äëÿ âèãîòîâëåííÿ ïðîäóêöi¨ òà ïîñëóã, ÿêi âîíà

ïðîäà¹ ñïîæèâà÷àì àáî iíøèì �iðìàì. Òåîðiÿ �iðìè âèâ÷à¹

íàñàìïåðåä ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êiëüêiñòþ âõiäíèõ ðåñóðñiâ i

îáñÿãîì âèïóñêó. Ïîâåäiíêà êîæíî¨ �iðìè âèçíà÷à¹òüñÿ çàäà-

÷åþ âèçíà÷åííÿ îáñÿãó ïðîäóêöi¨ òà ðîçðàõóíêó íåîáõiäíèõ

äëÿ ¨¨ âèïóñêó ÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà ç âðàõóâàííÿì òåõíîëî-

ãi¨ òà öií íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà.

Àíàëîãi÷íî, ÿê â òåîði¨ ñïîæèâàííÿ âiäiãðà¹ ðîëü �óíêöiÿ

êîðèñíîñòi, òàê â êëàñè÷íîìó ïiäõîäi âèâ÷åííÿ âèðîáíèöòâà

 ðóíòó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨, êîòðà îïèñó¹ ÷è-

ñòî òåõíi÷íó çàëåæíiñòü ìiæ âõiäíèìè �àêòîðàìè âèðîáíè-

öòâà i êiëüêiñòþ âèðîáëåíî¨ ïðîäóêöi¨. Ñó÷àñíèé ïiäõiä â òåîði¨

âèðîáíèöòâà  ðóíòó¹òüñÿ íà �îðìàëiçàöi¨ ïîíÿòòÿ òåõíîëîãi-

÷íî¨ ìíîæèíè. Â ñòðóêòóði òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè âiäîáðàæà-

þòüñÿ âàæëèâi îñîáëèâîñòi âèðîáíè÷î¨ òåõíîëîãi¨. Îòîæ, âèâ-

÷åííÿ âèðîáíè÷î¨ òåõíîëîãi¨ ç åêîíîìi÷íîãî ïîãëÿäó çâîäèòüñÿ

äî âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðíèõ õàðàêòåðèñòèê âiäïîâiäíî¨ òåõíîëî-

ãi÷íî¨ ìíîæèíè.



4 Âñòóï

Ñïèñîê îñíîâíèõ ïîçíà÷åíü

Ìàòåìàòèêà

� êiíåöü äîâåäåííÿ òåîðåìè

N êiíåöü ïðèêëàäó

a =) b iìïëiêàöiÿ ç ïîñèëàííÿì a òà âèñíîâêîì b

a() b åêâiâàëåíòíiñòü âèñëîâëåíü a òà b

a 2 X a ¹ åëåìåíò ìíîæèíè X

A [B îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A i B

A \B ïåðåòèí ìíîæèí A i B

A � B ìíîæèíà A ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi B

; ïîðîæíÿ ìíîæèíà

fa 2 X : �g ïiäìíîæèíà â X åëåìåíòè ÿêî¨ çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó �

f : A! B âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè A â ìíîæèíó B

a! f(a) âiäîáðàæåííÿ f ÿêå òî÷öi a ñòàâèòü ó âiä-

ïîâiäíiñòü ìíîæèíó f(a)

f(X) îáðàç ìíîæèíè X ïðè âiäîáðàæåíi f

f Æ g êîìïîçèöiÿ �óíêöié f i g

�X ìåæà ìíîæèíè X

intX âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè X

R ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë

Z ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë

max;min ìàêñèìóì, ìiíiìóì
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L

P

i=1

ñèìâîë ñóìóâàííÿ çà iíäåêñîì i 2 I

àáî âiä 1 äî L
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L � âèìiðíèé Åâêëiäîâèé ïðîñòið
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L
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âåêòîð iç R

L

y
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i-òà êîîðäèíàòà âåêòîðà y
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x > y x

i

> y

i

äëÿ âñiõ i = 1; : : : ; L

x > y x > y i x 6= y

x� y x

i

> y

i

äëÿ âñiõ i = 1; : : : ; L

R

L
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íåâiä'¹ìíèé îðòàíò â R

L
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òîáòî fx 2 R

L

: x > 0g

R

L
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ñòðîãî äîäàòíèé îðòàíò â R
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;

òîáòî fx 2 R

L

: x� 0g

x

�

âåêòîð òðàíñïîíîâàíèé äî x

x

�

y ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x i y

Av äîáóòîê ìàòðèöü A i v

v

�

Av êâàäðàòè÷íà �îðìà ïîðîäæåíà ìàòðèöåþ

A

kxk íîðìà âåêòîðà x

rf(x) ãðàäi¹íò �óíêöi¨ f : X ! R â òî÷öi x

C

r

, r > 0 ïðîñòið r ðàç íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ

�óíêöié

Df(x) ïîõiäíà �óíêöi¨ f : X ! R

L

â òî÷öi x

D

y

f(y; z)

(D

z

f(y; z))

÷àñòèííà ïîõiäíà çà çìiíîþ y (çà z)

âiäîáðàæåííÿ y ! f(y; z) (z ! f(y; z))

D

2

f äðóãà ïîõiäíà �óíêöi¨ f

Åêîíîìiêà

l íîìåð ïðîäóêòó

j íîìåð �iðìè

R

L

ïðîñòið ïðîäóêòiâ

R

L

+

ïðîñòið �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

p âåêòîð öií

Y òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà

w âåêòîð öií íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà

F (

�

) �óíêöiÿ ïåðåòâîðåííÿ

f(

�

) âèðîáíè÷à �óíêöiÿ

V (q) ìíîæèíà âõiäíèõ ïîòðåá âèðîáíèöòâà

Q(q) içîêâàíòà

�(p) �óíêöiÿ ïðèáóòêó

y(p) ïðîïîçèöiÿ �iðìè

MP(z) âåêòîð ãðàíè÷íèõ ïðîäóêòiâ

MRT

lk

ãðàíè÷íà íîðìà ïåðåòâîðåííÿ ïðîäóêòó l

íà ïðîäóêò k

MRTS

lk

ãðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ ÷èí-

íèêà l íà ÷èííèê k
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(w; q) �óíêöiÿ âèòðàò

z(w; q) ïîïèò íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà

z

�

(w; p) �óíêöiÿ ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà

q

�

(w; p) �óíêöiÿ ïðîïîçèöi¨ âèïóñêó

C(q) �óíêöiÿ âèòðàò

AC(q)(MC(q)) �óíêöiÿ ñåðåäíiõ (ãðàíè÷íèõ) âèòðàò

R(q) äîõiä

AR(q)(MR(q)) ñåðåäíié (ãðàíè÷íèé) äîõiä



�îçäië 1

Òåõíîëîãi÷íi ìíîæèíè

Âàæëèâèõ åëåìåíòîì åêîíîìiêè ¹ âèðîáíèöòâî. Ïiä âèðîáíèö-

òâîì ðîçóìiòèìåìî ïåðåòâîðåííÿ äåÿêî¨ êiëüêîñòi ïðîäóêòiâ �

âèðîáíè÷èõ �àêòîðiâ (ÿêi íàçèâàþòü òàêîæ âõiäíèìè �àêòî-

ðàìè âèðîáíèöòâà) â äåÿêó êiëüêiñòü âèðîáëåíèõ ïðîäóêòiâ

� âèïóñêiâ (âèõiäíî¨ ïðîäóêöi¨) âiäïîâiäíî äî çàäàíî¨ òåõíî-

ëîãi¨. Ç åêîíîìi÷íîãî ïîãëÿäó öiêàâèì ¹ âèâ÷åííÿ êiëüêiñíèõ

ñïiââiäíîøåíü ìiæ �àêòîðàìè âèðîáíèöòâà i âèïóñêàìè, ÿêi

çóìîâëåíi öi¹þ òåõíîëîãi¹þ. Âèïóñê ïðîäóêöi¨ çàâæäè çàáåçïå-

÷ó¹òüñÿ çà ðàõóíîê âèðîáíè÷îãî ñïîæèâàííÿ äåÿêèõ âèõiäíèõ

ïðîäóêòiâ. Äëÿ åêîíîìiñòiâ íàéâàæëèâiøèì ¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê

ìiæ êiëüêîñòÿìè ïðîäóêòiâ, ÿêi âèïóñêàþòüñÿ, i êiëüêîñòÿìè

ïðîäóêòiâ, ÿêi âèòðà÷àþòüñÿ ó âèãëÿäi ðåñóðñiâ.

1.1 Òåõíîëîãi÷íi ìíîæèíè. Ïðèêëàäè

Íåõàé â åêîíîìiöi ðîçãëÿäà¹òüñÿ L ïðîäóêòiâ.

Ó ìàòåìàòè÷íié åêîíîìiöi êîæíèé êîíêðåòíèé ñïîñiá �óíê-

öiîíóâàííÿ âèðîáíèöòâà ïðèéíÿòî çîáðàæàòè àáî ïàðîþ (z; q),

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðà �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà z i âåêòîðà

âèïóñêó q; i íàçèâà¹òüñÿ âèðîáíè÷èì (òåõíîëîãi÷íèì) ïðîöå-

7



8 �îçäië 1. Òåõíîëîãi÷íi ìíîæèíè

ñîì, àáî âèðîáíè÷èì âåêòîðîì y = (y

1

; :::; y

L

) 2 R

L

, â ÿêîãî

÷àñòèíà êîîðäèíàò äîäàòíà, ùî âiäïîâiäàþòü âèïóñêó, ÷àñòè-

íà êîîðäèíàò âiä'¹ìíà, ùî âiäïîâiäàþòü âõiäíèì �àêòîðàì âè-

ðîáíèöòâà, à äåÿêi êîîðäèíàòè ìîæóòü äîðiâíþâàòè íóëþ �

ðåøòà ïðîäóêòàì.

Ïðèêëàä 1.1.1. Íåõàé L = 5. Äëÿ âèðîáíè÷îãî âåêòîðà y =

(�6; 3;�4; 7; 0) îçíà÷à¹, ùî âèðîáëÿ¹òüñÿ 3 i 7 îäèíèöü, âiäïî-

âiäíî, ïðîäóêòó 2 i 4 i âèêîðèñòîâóþòü 6 òà 4 îäèíèöi, âiäïîâiä-

íî, ïðîäóêòó 1 òà 3. Ïðîäóêò 5 ó÷àñòi ó âèðîáíèöòâi íå áåðå.

N

Ïðè çàäàíié âèðîáíè÷ié òåõíîëîãi¨ ìîæå ðåàëiçóâàòèñÿ áà-

ãàòî ðiçíèõ âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ. Òîìó ç åêîíîìi÷íîãî ïîãëÿ-

äó âèðîáíè÷à òåõíîëîãiÿ öiëêîì îïèñó¹òüñÿ ïåðåðàõóâàííÿì

âñiõ âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ, ÿêi âîíà äîçâîëÿ¹. Ó çâ'ÿçêó ç öèì

ââîäÿòü ïîíÿòòÿ òåõíîëîãi÷íî¨ (âèðîáíè÷î¨) ìíîæèíè, ÿêó

âèçíà÷àþòü ÿê ìíîæèíó âñiõ âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ, ÿêi ìîæíà

ðåàëiçóâàòè ïðè çàäàíié òåõíîëîãi¨. Âèâ÷åííÿ âèðîáíè÷î¨ òåõ-

íîëîãi¨ çâîäèòüñÿ äî âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé âiä-

ïîâiäíî¨ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè.

ßêùî çàäàíî âèðîáíè÷èé ïðîöåñ (z; q), òî ìîæå áóòè òàê,

ùî äåÿêi ïðîäóêòè áåðóòü ó÷àñòü ó âèãëÿäi �àêòîðiâ âèðîáíèö-

òâà òà ó âèãëÿäi âèïóñêó. Íàéöiêàâiøèì ¹ âèïàäîê, êîëè êîæ-

íèé ïðîäóêò áåðå ó÷àñòü i ó âèãëÿäi �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà,

i ó âèãëÿäi âèïóñêó. Â öüîìó âèïàäêó âåêòîðè z i q ìàþòü

îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü, ¨õíi âiäïîâiäíi êîìïîíåòè âiäïîâiäàþòü

òèì ñàìèì ïðîäóêòàì. Íåõàé z = (z

1

; :::; z

L

), q = (q

1

; :::; q

L

),

òîäi q

j

� z

j

� ÷èñòèé âèïóñê ïðîäóêòó j â öüîìó ïðîöåñi. Òîäi

q� z � âåêòîð ÷èñòèõ âèïóñêiâ. Ó âèïàäêó, êîëè òåõíîëîãi÷íà

ìíîæèíà îïèñó¹òüñÿ âèðîáíè÷èìè ïðîöåñàìè âèãëÿäó (z; q),

òî êàæóòü, ùî òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà îïèñó¹òüñÿ â òåðìiíàõ
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çàïàñiâ; ÿêùî â òåðìiíàõ âåêòîðiâ ÷èñòîãî âèïóñêó � òåðìiíàõ

ïîòîêiâ.

Ïðèêëàä 1.1.2. Ó 30�õ ðîêàõ Â.Ëåîíòü¹â âèâ÷àâ ñòðóêòóðó

íàöiîíàëüíî¨ åêîíîìiêè �îñi¨ â äåçàãðåãîâàíîìó âèãëÿäi. Âè-

ðîáíè÷i ïðîöåñè â åêîíîìiöi âií ðîçáèâàâ äî ðiâíÿ L ãàëóçåé

âèðîáíèöòâà i âèâ÷àâ ïåðåòiê òîâàðiâ òà ïîñëóã ìiæ öèìè ãà-

ëóçÿìè.

Îñíîâíi ïðèïóùåííÿ äëÿ àíàëiçó òàêi:

1) â åêîíîìi÷íié ñèñòåìi âèðîáëÿþòü, ïðîäàþòü, iíâåñòó-

þòü i ñïîæèâàþòü L âèäiâ òîâàðiâ i ïîñëóã;

2) êîæíà ãàëóçü âèðîáëÿ¹ òiëüêè îäèí âèä ïðîäóêòó i ðiçíi

ãàëóçi âèðîáëÿþòü ðiçíi âèäè ïðîäóêòiâ, òîáòî L ãàëóçåé i L

ïðîäóêòiâ ïåðåáóâàþòü ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi;

3) ÿêùî äëÿ âèðîáíèöòâà îäíi¹¨ îäèíèöi ïðîäóêòó j -¨ ãà-

ëóçi ïîòðiáíî âèòðàòèòè a

ij

> 0 îäèíèöü i -ãî ïðîäóêòó, òî

äëÿ âèïóñêó x

j

îäèíèöü j -ãî ïðîäóêòó òðåáà âèòðàòèòè a

ij

x

j

îäèíèöü ïðîäóêòó âèäó i:

Íåõàé x

i

� âàëîâèé âèïóñê (iíòåíñèâíiñòü ðîáîòè) ãàëóçi ç

íîìåðîì i, òîäi âåêòîð iíòåíñèâíîñòåé x = (x

1

; : : : ; x

L

) íàçè-

âàþòü âåêòîðîì âàëîâîãî âèïóñêó.

Ìàòðèöÿ A = (a

ij

) íàçèâà¹òüñÿ òåõíîëîãi÷íîþ ìàòðèöåþ

(ìàòðèöåþ ïðÿìèõ âèòðàò) i ìiñòèòü ií�îðìàöiþ ïðî ñòðóê-

òóðó ìiæãàëóçåâèõ çâ'ÿçêiâ, ïðî iñíóþ÷ó â öié åêîíîìiêî-âèðîá-

íè÷ié ñèñòåìi òåõíîëîãiþ âèðîáíèöòâà.

×àñòêó âàëîâîãî âèïóñêó, âèòðà÷åíó íà âèðîáíè÷i ïîòðåáè

åêîíîìiêè, îïèñó¹ âåêòîð âèðîáíè÷èõ âèòðàò Ax, ÿêèé äîðiâ-
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íþ¹ (

P

j

a

1j

x

j

; : : : ;

P

j

a

Lj

x

j

): Òîäi x� Ax � âåêòîð ÷èñòèõ âè-

ïóñêiâ. Öåé âåêòîð ÷èñòèõ âèïóñêiâ ïðèðiâíþ¹ìî äî âåêòîðà

êiíöåâîãî ïîïèòó 
 i îòðèìó¹ìî ñèñòåìó

x � Ax = 
; x > 0: (1.1.1)

Ñèñòåìó (1.1.1), äå ïàðàìåòðè A, x; 
 ìàþòü âèùåâèêëàäåíó

åêîíîìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ, íàçèâàþòü ìîäåëëþ Ëåîíòü¹âà.

Íåõàé a

j

¹ j�èé ñòîâïåöü ìàòðèöi A. Òîäi òåõíîëîãi÷íà ìíî-

æèíà â òåðìiíàõ çàïàñiâ äëÿ ãàëóçi ç íîìåðîì j ìà¹ âèãëÿä

Y

j

=

�

( x

j

a

j

; x

j

) : x

j

> 0

	

;

à òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà íàöiîíàëüíî¨ åêîíîìiêè (â öiëîìó) â

òåðìiíàõ ïîòîêiâ íàáóâà¹ âèãëÿäó

Y = f x � Ax : x > 0 g

i çîáðàæà¹ áàãàòîãðàííèé îïóêëèé êîíóñ.

Íåõàé x

i

(t) � âàëîâèé âèïóñê i-¨ ãàëóçi â ïåðiîä ÷àñó t, 


i

(t)

� êiíöåâèé âèïóñê i-¨ ãàëóçi â ïåðiîä ÷àñó t. Òîäi äèíàìi÷íà

ìîäåëü Ëåîíòü¹âà ìà¹ âèãëÿä

x(t) = Ax(t + 1) + 
(t+ 1):

Ïîâåðíåìîñÿ äî ñòàòè÷íî¨ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà (1.1.1).

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Íåõàé A = (a

ij

) > 0 � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

ðîçìiðó L � L. Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäíîþ, ÿêùî

iñíó¹ âëàñíà ïiäìíîæèíà I � f1; : : : ; Lg = N ; I 6= ;;

I 6= N òàêà, ùî a

ij

= 0 äëÿ âñiõ i 6=2 I òà j 2 I:
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ßêùî òåõíîëîãi÷íà ìàòðèöÿ ðîçêëàäíà, òî iñíó¹ ïiäñèñòå-

ìà ãàëóçåé I, ÿêà íåçàëåæèòü âiä ðåøòè ãàëóçåé, òîáòî íå âè-

êîðèñòîâó¹ ¨õ ïðîäóêöiþ.

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A > 0 íàçèâà¹òüñÿ íåðîçêëàäíîþ, ÿêùî

âîíà íå ¹ ðîçêëàäíîþ àáî íóëüîâîþ ìàòðèöåþ ïåðøîãî ïîðÿä-

êó.

ßêùî ìàòðèöÿ A > 0 íåðîçêëàäíà, òî ÷èñëî Ôðîáåíióñà

�

A

> 0 i áóäü-ÿêèé âåêòîð Ôðîáåíióñà x

A

� 0; äå Ax

A

= �

A

x

A

:

ßêùî òåõíîëîãi÷íà ìàòðèöÿ A òàêà, ùî çàáåçïå÷ó¹òüñÿ êî-

æíèé íåâiä'¹ìíèé âåêòîð êiíöåâîãî ïîïèòó 
, òî ìîäåëü Ëåîí-

òü¹âà ïðîäóêòèâíà.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðîäóêòèâíiñòü ìîäåëi Ëåîíòü¹âà ïîâíi-

ñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ âåëè÷èíîþ ÷èñëà Ôðîáåíióñà �

A

òåõíîëîãi-

÷íî¨ ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 1.1.1. Íåõàé ìàòðèöÿ A > 0 íåðîçêëàäíà. Ìîäåëü

Ëåîíòü¹âà ïðîäóêòèâíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè �

A

< 1. Çîêðå-

ìà

x = (I � A)

�1


 = 
+ A
 + A(A
) + � � � : (1.1.2)

�ÿä (1.1.2) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèìè âèòðàòàìè íà âèðîáíèö-

òâî êiíöåâîãî ïîïèòó 
, à ìàòðèöþ (I �A)

�1

íàçèâàþòü ìàò-

ðèöåþ ïîâíèõ âèòðàò.

N

Ïðèêëàä 1.1.3. Ó ñåðåäèíi 30�õ ðîêiâ �îí Íåéìàí çðîáèâ

àíàëiç íàêîïè÷åííÿ êàïiòàëó â áàãàòîñåêòîðiàëüíié ìîäåëi åêî-

íîìiêè. Ïîáóäîâàíà íèì ìîäåëü ìàëà íå ëèøå âïëèâ íà òåîðiþ
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åêîíîìi÷íîãî ðîñòó i íàêîïè÷åííÿ êàïiòàëó, àëå i â çíà÷íié ìi-

ði ñòèìóëþâàëà ñó÷àñíèé ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè. Â

ìîäåëi �îí Íåéìàíà âèðîáíè÷èé ïðîöåñ îçíà÷à¹ ïåðåòâîðåííÿ

îáñÿãiâ çàïàñiâ äåÿêèõ ïðîäóêòiâ, ÿêi áóëè íàÿâíi íà ïî÷àòêó

ïåðiîäó, â äåÿêi iíøi (à ìîæëèâî i òi æ ñàìi) îáñÿãè çàïàñiâ

äî êiíöÿ öüîãî ïåðiîäó. �içíèöÿ ìiæ öèìè îáñÿãàìè âiäïîâiäà¹

iíâåñòèöiÿì (íàêîïè÷åííþ). �îçãëÿíåìî îñíîâíi ïðèïóùåííÿ,

ÿêi ëåæàòü â îñíîâi ìîäåëi.

1: Íàÿâíèì ¹ m âèäiâ ïðîäóêòiâ, ÿêi ïîçíà÷èìî iíäåñàìè

i = 1; : : : ; m.

2: Ó âèðîáíè÷îìó ñåêòîði åêîíîìiêè ¹ n áàçèñíèõ ëiíiéíèõ

âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ çi ñòàëèìè òåõíîëîãi÷íèìè êîå�iöi¹íòà-

ìè; öi ïðîöåñè ïîçíà÷èìî iíäåêñàìè j = 1; : : : ; n. Ïðè öüî-

ìó j�èé áàçèñíèé ïðîöåñ ïðè �óíêöiîíóâàííi ç îäèíè÷íîþ

iíòåíñèâíiñòþ ïåðåòâîðþ¹ íàáið (çàïàñ) a

j

= (a

1j

; : : : ; a

mj

),

ÿêèé ìiñòèòü a

ij

îäèíèöü i �ãî ïðîäóêòó, â iíøèé íàáið b

j

=

(b

1j

; : : : ; b

mj

) (à ìîæå i â öåé ñàìèé). Äëÿ êîæíîãî ïðîöåñó

j ìîæå áóòè âiäìiííèì âiä íóëÿ áiëüøå íiæ îäíà ç âåëè÷èí

b

ij

, òàê ùî ìîæëèâå ñïiëüíå âèðîáíèöòâî äåêiëüêà ïðîäóêòiâ

â îäíîìó ïðîöåñi.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ìàòðèöi A = (a

ij

); B = (b

ij

); A > 0,

B > 0. Âåêòîðè a

j

òà b

j

âèçíà÷àþòü áàçèñíèé âèðîáíè÷èé ïðî-

öåñ (a

j

; b

j

) i ¹ ñòîâá÷èêàìè ìàòðèöü A òà B âiäïîâiäíî. Ìàòðè-

öþ A íàçèâàþòü ìàòðèöåþ âèòðàò, à B � ìàòðèöåþ âèïóñêó.
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Òåõíîëîãiÿ ìîäåëi â òåðìiíàõ çàïàñiâ ìà¹ âèãëÿä

Y = f(Ax;Bx) : x > 0g; (1.1.3)

äå x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

+

� âåêòîð iíòåíñèâíîñòåé.

Íåõàé ðiçíi òåõíîëîãi÷íi ïðîöåñè âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ðiâ-

íÿõ, çàäàíèõ âåêòîðîì iíòåíñèâíîñòåé x. Òîäi ÷èñòèé âèïóñê

ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðîì 
 = (B � A) x, äå B � A

� òåõíîëîãi÷íà ìàòðèöÿ. Àíàëiç âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ çâîäè-

òüñÿ äî âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y =

f(B � A) x : x 2 R

n

+

g âåêòîðiâ âèïóñêó i ìíîæèíè âåêòî-

ðiâ iíòåíñèâíîñòåé âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ x ïðè çàäàíèõ ïðè-

ïóùåííÿõ ïðî òåõíîëîãi÷íi ìàòðèöi òà iíøèõ îáìåæåííÿõ, ÿêi

ìîæóòü çóñòðiòèñÿ â òèïîâèõ åêîíîìi÷íèõ ñèñòåìàõ.

Òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà âèïóñêó Y ¹ âiäîáðàæåííÿì ïðè äî-

ïîìîçi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ y = (B � A) x âñüîãî äîäàòíîãî

îðòàíòà. Ç ëiíiéíî¨ ïðèðîäè ïåðåòâîðåííÿ âèïëèâà¹ äâi âëà-

ñòèâîñòi ìíîæèíè Y :

a) Y � çàìêíóòà îïóêëà ìíîæèíà. Äîäàòíèé îðòàíò R

n

+

çàìêíóòà îïóêëà ìíîæèíà. Öÿ âëàñòèâiñòü çáåðiãà¹òüñÿ ïðè

ëiíiéíîìó ïåðåòâîðåíi.

á) Y � âèïóêëèé áàãàòîãðàííèé êîíóñ. N

Ïðîiëþñòðó¹ìî ïîíÿòòÿ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè íà äåÿêèõ

ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 1.1.4. 1. Íåõàé ¹ äâà ïðîäóêòè. Âèðîáíè÷à ìíîæè-

íà, ÿêà çîáðàæåíà íà ðèñ. 1:1:1, ïîêàçó¹, ùî �iðìà âèðîáëÿ¹
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ïðîäóêò 2 iç ïðîäóêòó 1. Çàóâàæèìî, ùî òî÷êè ìíîæèíè Y ,

ÿêi ìàþòü çàäàíó êîîðäèíàòó y

1

< 0, óòâîðþþòü âiäðiçîê ïðÿ-

ìî¨ âiä òî÷êè (y

1

; 0) äî òî÷êè (y

1

; y

max

2

). Öå îçíà÷à¹, ùî ç îäíi¹¨

i òi¹¨ æ êiëüêîñòi z

1

= �y

1

ïðîäóêòó 1 ìîæíà âèðîáèòè ðiçíó

êiëüêiñòü ïðîäóêòó 2 âiä íóëÿ äî y

max

2

. Î÷åâèäíî, ùî ñïîñiá

âèðîáíèöòâà, ÿêèé çîáðàæåíèé òî÷êîþ (y

1

; y

max

2

), âèêîðèñòî-

âó¹ ìàêñèìóì òåõíi÷íèõ ìîæëèâîñòåé, à ñïîñiá âèðîáíèöòâà,

çîáðàæåíèé òî÷êîþ (y

1

; 0); âiäïîâiäà¹ ÷èñòîìó çíèùåííþ ïðî-

äóêòó 1.

�èñ. 1.1.1. Âèðîáíè÷à ìíîæèíà Y äëÿ âèïàäêó äâîõ ïðîäóêòiâ

2. Äëÿ âèðîáíè÷î¨ ìíîæèíè, ÿêà çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.1.2,a,

äåÿêi äîïóñòèìi âèðîáíè÷i ïðîöåñè ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi

òî÷êàìè, â ÿêèõ îáèäâi êîîðäèíàòè âiä'¹ìíi. Öå îçíà÷à¹, ùî

öi äâà ïðîäóêòè ìîæóòü âiäiãðàâàòè ðîëü �àêòîðiâ âèðîáíè-

öòâà, íå ïðèâîäÿ÷è äî âiäïîâiäíîãî âèïóñêó. Îòæå, éäåòüñÿ

ïðî îäíî÷àñíå çíèùåííÿ îáîõ ïðîäóêòiâ. Ó òàêîìó âèïàäêó

ãîâîðÿòü, ùî �iðìà ìîæå âiëüíî âèòðà÷àòè ïðîäóêòè 1 i 2.
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�èñ. 1.1.2. Âèðîáíè÷à ìíîæèíà Y äëÿ âèïàäêó äâîõ ïðîäóêòiâ

Âîíà ìîæå çíèùóâàòè äåÿêi êiëüêîñòi öèõ ïðîäóêòiâ ó çàìêíó-

òîìó öèêëi. ßêùî âèðîáíè÷à ìíîæèíà ìà¹ âèãëÿä 1.1.2,á, òî

öå îçíà÷à¹, ùî �óíêöiîíóâàííÿ âèðîáíèöòâà îáîðîòíå: �iðìà

ìîæå âèðîáèòè ïðîäóêò 2 iç ïðîäóêòó 1 (òî÷êà A) àáî ïðîäóêò

1 iç ïðîäóêòó 2 (òî÷êà B). N

Ïðèêëàä 1.1.5. �îçãëÿíåìî ïðèêëàä òðüîõ ïðîäóêòiâ. Íåõàé

çàâîä âèðîáëÿ¹ ïðîäóêò 3, âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ öüîãî ïðîäó-

êòè 1 i 2 ó �iêñîâàíié ïðîïîðöi¨ k. Òîäi âèðîáíè÷èé ïðîöåñ

îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

1

y

3

= �my

1

= �mky

2

:

1

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïàðàìåòð m çàäàíèé.
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Çàóâàæèìî, ùî âõiäíi �àêòîðè y

1

i y

2

� âiä'¹ìíi, à âèïóñê y

3

� äîäàòíèé. ßêùî, �y

1

> �ky

2

, òî ¹ íàäëèøîê ïðîäóêòó 1 â

êiëüêîñòi �y

1

+ ky

2

. Öåé íàäëèøîê íå âèêîðèñòîâóþòü ó ïðî-

öåñi âèðîáíèöòâà i íàéêðàùèé âèõiä äëÿ çàâîäó � ïîçáóòèñÿ

éîãî. Òå ñàìå âiäáóâà¹òüñÿ, ÿêùî �ky

2

> �y

1

, òîäi ¹ íàäëèøîê

ïðîäóêòó 2 â êiëüêîñòi�y

2

+(1=k) y

1

. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî çà-

âîä âiëüíî ìîæå óñóâàòè íàäëèøîê, òî òåõíîëîãi÷íó ìíîæèíó

ìîæíà îïèñàòè ñèñòåìîþ íåðiâíîñòåé

y

3

+my

1

6 0; ÿêùî y

3

> 0; y

1

� ky

2

> 0;

y

3

+mky

2

6 0; ÿêùî y

3

> 0; ky

2

� y

1

> 0;

y

1

6 0; y

2

6 0; ÿêùî y

3

6 0:

N

Ç íàâåäåíèõ ïðèêëàäiâ âèïëèâàþòü äåÿêi áiëüø çàãàëüíiøi

âëàñòèâîñòi òåõíîëîãi÷íèõ ìíîæèí. Ìîæíà çðîáèòè çàãàëüíå

ïðèïóùåííÿ, ùî òåõíîëîãi÷íi ìíîæèíè çàìêíóòi â ïðîñòîði

R

L

. Öå ïðèïóùåííÿ äà¹ çìîãó îáiéòè ìàòåìàòè÷íi òðóäíîñòi

i íå ìà¹ ìàéæå íiÿêîãî åêîíîìi÷íîãî çìiñòó. Â ðîçãëÿíóòèõ

ïðèêëàäàõ òåõíîëîãi÷íi ìíîæèíè ìiñòÿòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò,

ùî ç åêîíîìi÷íîãî ïîãëÿäó âiäïîâiäà¹ íàÿâíîñòi ïðîöåñó áåç-

äiÿëüíîñòi, çîêðåìà çàêðèòòþ ïiäïðè¹ìñòâà.

Iíêîëè çðó÷íî òåõíîëîãi÷íó ìíîæèíó îïèñóâàòè çà äîïî-

ìîãîþ �óíêöi¨ F (

�

), ÿêó íàçèâàþòü �óíêöi¹þ ïåðåòâîðåííÿ

(transformation fun
tion). Ôóíêöiÿ ïåðåòâîðåííÿ F (

�

) âîëîäi¹

âëàñòèâiñòþ, ùî Y = fy 2 R

L

: F (y) 6 0 g i F (y) = 0 ÿêùî

i òiëüêè ÿêùî, âèðîáíè÷èé ïðîöåñ íàëåæèòü ãðàíèöi ìíîæèíè

Y; y 2 �Y .

Íåõàé �óíêöiÿ F (

�

) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà i âèðîáíè-

÷èé âåêòîð �y çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó F (�y) = 0, òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ
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òîâàðiâ l i k âiäíîøåííÿ

1

MRT

lk

(�y) =

�F (�y)=�y

l

�F (�y)=�y

k

íàçèâàþòü ãðàíè÷íîþ íîðìîþ ïåðåòâîðåííÿ (MRT) òîâàðó l

íà òîâàð k äëÿ âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó �y.

�ðàíè÷íà íîðìà ïåðåòâîðåííÿ � öå ìiðà, ÿêà çàñâiä÷ó¹, íà-

ñêiëüêè îäèíèöü çáiëüøèòüñÿ ÷èñòèé âèïóñê ïðîäóêòó k, ÿêùî

÷èñòèé âèïóñê ïðîäóêòó l çìåíøèòè íà îäíó îäèíèöþ.

Äiéñíî, äëÿ F (�y) = 0 ìà¹ìî

�F (�y)

�y

k

dy

k

+

�F (�y)

�y

l

dy

l

= 0

i íàõèë äîòè÷íî¨ â òî÷öi �y, ÿêà íàëåæèòü ãðàíèöi òåõíîëîãi÷íî¨

ìíîæèíè, äîðiâíþ¹ �MRT

lk

(�y) (äèâ. ðèñ.2).

Íåõàé �iðìà âèðîáëÿ¹ ëèøå îäèí âèä ïðîäóêòó, íàïðè-

êëàä, ïðîäóêò L i âèêîðèñòîâó¹ ïðè öüîìó L � 1 ïðîäóêòiâ.

Òîäi òåõíîëîãi÷íó ìíîæèíó ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

Y = f y 2 R

L

: y = (�z; q); z 2 R

L�1

+

; q 2 R

+

g;

äå (�z; q) îçíà÷à¹, ùî äëÿ ÷èñòîãî âèïóñêó q îäèíèöü ïðîäóêòó

L âèêîðèñòîâóþòü âåêòîð ÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà z: Äëÿ öüîãî

âèïàäêó ìîæíà ââåñòè îçíà÷åííÿ ìíîæèíè âõiäíèõ ïîòðåá

âèðîáíèöòâà (input requirement sets)(äèâ.ðèñ.2)

V (q) = f z 2 R

L�1

+

: (�z; q) 2 Y g:

Ìíîæèíà âõiäíèõ ïîòðåá âèðîáíèöòâà âèçíà÷à¹ îáñÿãè âõi-

äíèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, ïðè ÿêèõ âiäïîâiäíi âèðîáíè÷i

ïðîöåñè çàáåçïå÷óþòü âèïóñê ïðèíàéìíi q îäèíèöü ïðîäóêòó.

1

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî �F (�y)=�y

k

6= 0:
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�èñ. 1.1.3.

Äëÿ âèïàäêó, êîëè âèïóñêàþòü ëèøå îäèí ïðîäóêò, ìîæíà

òàêîæ âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ içîêâàíòè

Q(q) = f z 2 R

L�1

+

: z 2 V (q) i z =2 V (�q); �q > q g:

Içîêâàíòà âèçíà÷à¹ ìíîæèíó ìiíiìàëüíî ïîòðiáíèõ êîìáiíàöié

âèðîáíè÷èõ ðåñóðñiâ, ïðè ÿêèõ âiäïîâiäíi âèðîáíè÷i ïðîöåñè

çàáåçïå÷óþòü ñàìå q îäèíèöü ïðîäóêòó. ×èì äàëi âiä ïî÷àòêó

êîîðäèíàò ïåðåáóâà¹ içîêâàíòà, òèì áiëüøèé ðiâåíü âèïóñêó

âîíà çîáðàæà¹.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âèðîáíèöòâà äåÿêîãî ïðîäóêòó �iðìà

âèêîðèñòîâó¹ äâà âèäè �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà: ïðàöþ i êàïi-

òàë. Òîäi âèðîáíè÷èé ïðîöåñ ìàòèìå âèãëÿä y = (�l;�k; q),

äå q � ðiâåíü âèïóñêó ïðîäóêöi¨, k � êiëüêiñòü êàïiòàëó, l �
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�èñ. 1.1.4.

êiëüêiñòü ïðàöi. Íåõàé îáñÿã êàïiòàëó �iêñîâàíèé k =

�

k, òîäi

Y (

�

k) = f y 2 Y : y = (�l;�

�

k; q) g

òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà äëÿ êîðîòêîñòðîêîâîãî ïåðiîäó.

Òåõíîëîãiþ âèðîáíèöòâà îäíîãî âèäó ïðîäóêòó ìîæíà òà-

êîæ îïèñàòè çà äîïîìîãîþ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ f(z), ÿêà âè-

çíà÷à¹ ìàêñèìàëüíèé ðiâåíü âèïóñêó q äëÿ âåêòîðà �àêòîðiâ

âèðîáíèöòâà z > 0.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Âiäîáðàæåííÿ f : R

L�1

+

! R

+

íàçèâà¹òüñÿ

âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ, ÿêà âèçíà÷à¹ òåõíîëîãiþ Y , ÿêùî

äëÿ êîæíîãî z 2 R

L�1

+

âåëè÷èíà f(z) ¹ îïòèìàëüíèì çíà÷åí-

íÿì öiëüîâî¨ �óíêöi¨ çàäà÷i

q ! max

q

; (�z; q) 2 Y:

Îòæå,

f(z) = maxf q 2 R

+

: z 2 V (q) g:
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Òîäi òåõíîëîãi÷íó ìíîæèíó ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

Y = f (�z; q) 2 R

L

: q � f(z) 6 0; z 2 R

L�1

+

; q 2 R

+

g:

Çàóâàæèìî, ÿêùî äëÿ êîæíîãî z 2 R

L�1

+

ìíîæèíà Y (z) =

fq 2 R

+

: (�z; q) 2 Y g çàìêíóòà i îáìåæåíà çâåðõó, òî Y

âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî içîêâàíòà � öå ëiíiÿ ðiâíÿ âèðîáíè÷î¨

�óíêöi¨.

Ïðèêëàä 1.1.6. 1: Íåõàé � > 0 i � > 0 ïàðàìåòðè. Òåõíîëîãiþ

Êîáà-Äóãëàñà âèçíà÷èìî òàê:

Y = f (�z

1

;�z

2

; q) 2 R

3

: q � z

�

1

z

�

2

6 0 g;

V (q) = f (z

1

; z

2

) 2 R

2

+

: q 6 z

�

1

z

�

2

g;

Q(q) = f (z

1

; z

2

) 2 R

2

+

: q = z

�

1

z

�

2

g;

Y (�z

2

) = f (�z

1

;�z

2

; q) 2 R

3

: q � z

�

1

z

�

2

6 0; z

2

= �z

2

g;

F (y) = q � z

�

1

z

�

2

; y = (�z

1

;�z

2

; q);

f(z) = z

�

1

z

�

2

; z = (z

1

; z

2

):

2. Íåõàé a > 0 i b > 0 ïàðàìåòðè. Òåõíîëîãiþ Ëåîíòü¹âà

âèçíà÷èìî òàê:

Y = f (�z

1

;�z

2

; q) 2 R

3

: q �min( az

1

; bz

2

) 6 0 g;

V (q) = f (z

1

; z

2

) 2 R

2

+

: q 6 min( az

1

; bz

2

) g;

Q(q) = f (z

1

; z

2

) 2 R

2

+

: q = min( az

1

; bz

2

) g;

Y (�z

2

) = f (�z

1

;�z

2

; q) 2 R

3

: q �min( az

1

; bz

2

) 6 0; z

2

= �z

2

g;

F (y) = q � min( az

1

; bz

2

); y = (�z

1

;�z

2

; q);

f(z) = min( az

1

; bz

2

); z = (z

1

; z

2

):
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N

�èñ. 1.1.5. Òåõíîëîãiÿ Ëåîíòü¹âà i Êîáà-Äóãëàñà

1.2 Ñòðóêòóðíi âëàñòèâîñòi òåõíîëîãi÷-

íèõ ìíîæèí

Ó òåðìiíàõ ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé òåõíîëîãi÷íèõ ìíîæèí

ìîæíà âiäîáðàçèòè äåÿêi �óíäàìåíòàëüíi çàêîíè âèðîáíèöòâà.

�îçãëÿíåìî öi âëàñòèâîñòi.

1. Òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y íåïîðîæíÿ. Ïðèéíÿòî ãîâî-

ðèòè, ùî �iðìà, êîëèñü ìà¹ íàìið íàëàãîäèòè âèðîáíèöòâî,

iíàêøå íåìà¹ ïîòðåáè âèâ÷àòè ïèòàííÿ ïîâåäiíêè �iðìè.

2. Çàìêíóòiñòü òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y: Äëÿ áiëüøî-

ñòi åêîíîìi÷íèõ ñèòóàöié ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè: ÿêùî äåÿêèé

âèðîáíè÷èé âåêòîð ìîæíà ç áóäü-ÿêîþ ñòåïiíþ òî÷íîñòi íà-

áëèçèòè òåõíîëîãi÷íî ìîæëèâèì ïðîöåñîì, òîäi i ñàì ïðîöåñ

òàêîæ òåõíîëîãi÷íî ìîæëèâèé; ó ìàòåìàòè÷íèõ ñèìâîëaõ
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y

n

! y i y

n

2 Y , òîäi y 2 Y: Öÿ âëàñòèâiñòü ãîâîðèòü, ùî

òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà ìiñòèòü ñâîþ ãðàíèöþ.

3. Âiäñóòíiñòü "ðîãó äîñòàòêó" � íåìîæëèâî âèðîáè-

òè ùîñü ç íi÷îãî. Ó òåðìiíàõ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè öþ âëà-

ñòèâiñòü �îðìóëþþòü òàê:

(i) Òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà ó âàðiàíòi ç çàïàñàìè: ÿêùî

(z; q) 2 Y i z = 0; òî q = 0:

(ii) Òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà ó âàðiàíòi ç ïîòîêàìè: ÿêùî

y 2 Y i y > 0, òî y = 0: �åîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹ Y \R

L

+

� f0g:

ßêùî çíàéäåòüñÿ âèðîáíè÷èé ïðîöåñ y òàêèé, ùî y > 0, òî-

äi öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ öüîãî âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó îòðèìóþòü

â äîäàòíèõ êiëüêîñòÿõ äåÿêèé ïðîäóêò áåç áóäü-ÿêèõ âèòðàò

�àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. Öÿ âëàñòèâiñòü âèêëþ÷à¹ öþ ìîæëè-

âiñòü, òîáòî äëÿ âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ â äîäàòíèõ êiëüêîñòÿõ

íåîáõiäíi ÷èííèêè âèðîáíèöòâà â íåíóëüîâèõ îáñÿãàõ.

Iíîäi öþ âëàñòèâiñòü äëÿ òåõíîëîãi¨, ÿêà îïèñó¹òüñÿ âèðî-

áíè÷îþ �óíêöi¹þ f(

�

), âæèâàþòü ó ïiäñèëåíîìó âàðiàíòi, êîëè

ââàæàþòü, ùî ïðîñòið âõiäíèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà R

L�1

+

íå

íàäëèøêîâèé i òóäè âõîäÿòü ëèøå öi âèäè �àêòîðiâ âèðîá-

íèöòâà, ÿêi ïîòðiáíi äëÿ âèïóñêó öi¹¨ ïðîäóêöi¨. Òîäi äëÿ âå-

êòîðiâ âõiäíèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà z, ÿêi íàëåæàòü äî ãðà-

íèöi �R

L�1

+

ïðîñòîðó R

L�1

+

, �R

L�1

+

={z 2 R

L�1

+

: iñíó¹ õî÷à

á îäíà êîìïîíåíòà z

j

, ùî z

j

= 0}, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(z) = 0. Öÿ âëàñòèâiñòü çàñâiä÷ó¹, ùî íå âèòðà÷àþ÷è êîì-

ïëåêñíî ïîòðiáíèõ äëÿ âèïóñêó ïðîäóêöi¨ âèðîáíè÷èõ ðåñóðñiâ

j = 1; :::; L� 1; íåìîæëèâî çàáåçïå÷èòè ¨¨ äîäàòíèé âèïóñê.

4. Íåîáîðîòíiñòü âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ. ßêùî äåÿêèé âè-

ðîáíè÷èé ïðîöåñ òåõíîëîãi÷íî ìîæëèâèé, òî çâîðîòíèé ïðî-

öåñ, â ÿêîìó âèðîáëÿþòü ñàìå òi ïðîäóêòè, ÿêi âèòðà÷àþòü ó

öüîìó ïðîöåñi i ñïîæèâàþòü ñàìå òi ïðîäóêòè, ÿêi âèðîáëÿ-

þòü â äàíîìó ïðîöåñi, ïîâèíåí áóòè òåõíîëîãi÷íî íåìîæëè-

âèì. Âiäïîâiäíi óìîâè äëÿ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè �îðìóëþ-

þòü òàê.
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(i) Íåîáîðîòíiñòü ó âàðiàíòi ç çàïàñàìè: âèðîáíè÷èé ïðî-

öåñ (z; q) íåîáîðîòíèé, ÿêùî (z; q) 2 Y , àëå (q; z) =2 Y:

(ii) Íåîáîðîòíiñòü ó âàðiàíòi ç ïîòîêàìè: âèðîáíè÷èé ïðî-

öåñ y íåîáîðîòíèé, ÿêùî y 2 Y , y 6= 0; àëå �y =2 Y: �åîìåòðè-

÷íî öå ìîæíà çàïèñàòè òàê: Y \ (�Y ) � f0g:

Âàæëèâîþ ïðè÷èíîþ íåîáîðîòíîñòi ¹ íàÿâíiñòü òàêèõ �à-

êòîðiâ âèðîáíèöòâà, áåç ÿêèõ âèðîáíèöòâî íåìîæëèâå, íàïðè-

êëàä, òàêèì �àêòîðîì ¹ ïðàöÿ.

5. 0 2 Y: Íóëüîâèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ âiäïîâiäà¹ áåçäi-

ÿëüíîñòi. Ïðèðîäíî, ùî áåçäiÿëüíiñòü ìîæëèâà äëÿ áóäü-ÿêî¨

òåõíîëîãi¨.

6. Âiëüíå ðîçìiùåííÿ (óñóíåííÿ) â Y:

1

(i) Ó âàðiàíòi ç çàïàñàìè: ÿêùî (z; q) 2 Y , u > z; q > v;

òî (u; v) 2 Y:

(ii) Ó âàðiàíòi ç ïîòîêàìè: ÿêùî y 2 Y , y > �y, òî �y 2 Y:

Êîðîòêî, òî Y � R

L

+

� Y:

�èñ. 1.2.6. Òåõíîëîãiÿ ç âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ

Ïðîöåñ âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ âiäïîâiäà¹ ïðîöåñó âèëó÷åí-

íÿ ç ñèñòåìè äåÿêî¨ êiëüêîñòi ïðîäóêòiâ. Äëÿ òåõíîëîãi÷íî¨

1

Ó êíèçi Ê.Ëàíêàñòåð Ìàòåìàòè÷åñêàÿ åêîíîìèêà.Ì.,1972. Ñ. 118 �

öþ âëàñòèâiñòü íàçèâàþòü íàÿâíiñòü çáèòêîâîãî âèðîáíèöòâà.
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ìíîæèíè ó âàðiàíòi ç çàïàñàìè òàêèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ ìî-

æíà óÿâëÿòè ñîái òàê: ðåàëiçàöiÿ ïðîöåñó (u; v) ðîçïàäà¹òüñÿ

íà òðè åòàïè � âiëüíå ðîçìiùåííÿ íàäëèøêó âõiäíîãî �àêòî-

ðà u � z, ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðà ÷èííèêiâ z ó âåêòîð âèïóñêó

q ó âèðîáíè÷îìó ïðîöåñi (z; q) i âiëüíå ðîçìiùåííÿ íàäëèøêó

âèïóñêó q � v: Àíàëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ ìîæíà äàòè i äëÿ

âàðiàíòó ç ïîòîêàìè.

Ïðîïîçèöiÿ Y � R

L

+

� Y îçíà÷à¹, ùî òåõíîëîãiÿ äà¹ çìî-

ãó çíèùèòè áóäü-ÿêó êiëüêiñòü ïðîäóêòiâ. Öå ïðèïóùåííÿ äó-

æå ñèëüíå, îñêiëüêè âîíî äîïîìàãà¹ îäðàçó âèëó÷èòè íåáàæà-

íi ïðîäóêòè. Ôàêòè÷íî ìè ïîâåðòà¹ìîñü äî ñèòóàöi¨, êîëè âñi

ïðîäóêòè áàæàíi. Â öüîìó ðîçóìiííi, ïðèïóùåííÿ ïðî âiëü-

íå ðîçìiùåííÿ ïðîäóêòiâ âiäïîâiäà¹ ïðèïóùåííþ ìîíîòîííî-

ñòi âiäíîøåííÿ ïåðåâàãè â òåîði¨ ñïîæèâàííÿ. Öi ïðèïóùåí-

íÿ äàþòü çìîãó îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì äîäàòíî¨ ñèñòåìè öií.

Âiä'¹ìíi öiíè íå ìàþòü çìiñòó, âîíè âiäîáðàæàþòü êîìïåíñà-

öiþ çà íàÿâíiñòü íåáàæàíèõ òîâàðiâ. ßêùî íåìà¹ íåáàæàíèõ

òîâàðiâ àáî ¨õ äàðîì ìîæíà çíèùèòè, òîäi íåìà¹ îñíîâè äëÿ

êîìïåíñàöi¨. Ñàìå öüîãî ïîãëÿäó ìè áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ,

êîëè ïðèéìåìî ïðèïóùåííÿ Y � R

L

+

� Y i p� 0.

Âëàñòèâiñòü âiëüíîãî óñóíåííÿ äëÿ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæè-

íè Y ó âèïàäêó ìíîæèíè âõiäíèõ ïîòðåá V (q) íàçèâàþòü âëà-

ñòèâiñòþ ìîíîòîííîñòi i �îðìóëþþòü òàê: ÿêùî z 2 V (q)

i z

0

> z; òî z

0

2 V (q):

ßêùî òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óí-

êöi¹þ f(

�

), òî iç âëàñòèâîñòi âiëüíîãî óñóíåííÿ âèïëèâà¹, ùî

f(

�

) ìîíîòîííî íåñïàäíà �óíêöiÿ. Iíøèìè ñëîâàìè, â R

L�1

+

iñíó¹ ïiäìíîæèíà
, 
 � R

L�1

+

, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ åêîíîìi÷íîþ

(àáî òåõíi÷íî å�åêòèâíîþ) îáëàñòþ, â ÿêié çáiëüøåííÿ áóäü-

ÿêîãî âèäó �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà íå ñïðè÷èíÿ¹ çìåíøåííÿ

âèïóñêó ïðîäóêöi¨.

Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà.

Òîäi åêîíîìi÷íó îáëàñòü ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ïåðøèõ
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÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ãðà-

íè÷íèìè ïðîäóêòàìè �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

�f(z)

�z

j

= MP

j

(z) > 0; j = 1; :::; L� 1:

Íà ìîâi ãðàíè÷íèõ ïðîäóêòiâ âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi îçíà-

÷à¹, ùî â åêîíîìi÷íié îáëàñòi 


MP(z) = (MP

1

(z); :::;MP

L�1

(z)) > 0;

i, îòæå, 
 = f z 2 R

L�1

+

: MP(z) > 0 g:

7. Àäèòèâíiñòü òåõíîëîãi¨. Íåõàé âèðîáíè÷i ïðîöåñè y i

�y äîïóñòèìi äëÿ òåõíîëîãi¨ Y , òîäi âèðîáíè÷èé ïðîöåñ �y = y+�y

òàêîæ äîïóñòèìèé äëÿ öi¹¨ òåõíîëîãi¨. Â òåðìiíàõ �óíêöi¨ ïå-

ðåòâîðåííÿ öÿ âëàñòèâiñòü ìà¹ òàêèé âèãëÿä: ÿêùî F (y) 6

0; F (�y) 6 0; òî F (y+�y) = F (�y) 6 0: Êîðîòêî, òî Y + Y � Y: Öÿ

âëàñòèâiñòü öiëêîì ïðèðîäíà. Ç ¨¨ âèêîíàííÿ, íàïðèêëàä, âè-

ïëèâà¹, ùî ky 2 Y äëÿ âñiõ k 2 N : Åêîíîìi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ

óìîâè àäèòèâíîñòi òàêà: çàâæäè ìîæíà ðåàëiçóâàòè âèðîáíè-

÷èé ïðîöåñ �y, ðåàëiçóþ÷è íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî ïðîöåñè

y i �y:

8. Íåçðîñòàþ÷à âiääà÷à âiä ìàñøòàáó. Âèðîáíè÷à òåõíî-

ëîãiÿ Y âèÿâëÿ¹ íåçðîñòàþ÷ó âiääà÷ó âiä ìàñøòàáó, ÿêùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó y 2 Y i áóäü-ÿêîãî ÷èñëà

� 2 [0; 1℄ ìà¹ìî �y 2 Y: Öÿ âëàñòèâiñòü äîïóñêà¹ ñêîðî÷åííÿ

âñÿêîãî âèðîáíèöòâà i âèêîíàííÿ éîãî â ìåíøèõ ìàñøòàáàõ,

çáåðiãàþ÷è ïðîïîðöi¨ ìiæ ðåñóðñàìè i âèðîáëåíîþ ïðîäóêöi¹þ.

Â áóêâàëüíîìó ðîçóìiííi öÿ âëàñòèâiñòü ðiäêî êîëè ñïðàâä-

æó¹òüñÿ. Äëÿ âñÿêîãî âèðîáíèöòâà iñíó¹ ïîðiã, íèæ÷å ÿêîãî

âîíî íå ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíèì çà òèõ ñàìèõ óìîâ. Ïðîòå

öÿ âëàñòèâiñòü áiëüøîþ àáî ìåíøîþ ìiðîþ ìîæå âèÿâèòèñÿ i

äëÿ áiëüøîñòi iíäóñòðiàëüíèõ âèðîáíèöòâ, àëå öi¹þ âëàñòèâiñ-

òþ íåõòóþòü.
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ßêùî òåõíîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ, òî

âëàñòèâiñòü íåçðîñòàþ÷î¨ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó ìîæíà çàïèñà-

òè ó âèãëÿäi f(�z) 6 �f(z) äëÿ âñiõ � > 1:

Çàóâàæèìî, ùî ç öi¹¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü íà-

ÿâíîñòi ïðîöåñó áåçäiÿëüíîñòi f(0) > 0.

Çàçíà÷èìî, ÿêùî òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y çàìêíóòà, âî-

ëîäi¹ âëàñòèâiñòþ íåçðîñòàþ÷î¨ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó i âiä-

ñóòíîñòi "ðîãó äîñòàòêó", òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èííèêà âèðîá-

íèöòâà z 2 R

L�1

+

ìíîæèíà Y (z) � çàìêíóòà é îáìåæåíà çâåðõó.

Çîêðåìà, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èííèêà âèðîáíèöòâà z 2 R

L�1

+

ìíîæèíà Y (z) çàìêíóòà i îáìåæåíà çâåðõó, òî òåõíîëîãiÿ âèç-

íà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ.

9. Íåñïàäàþ÷à âiääà÷à âiä ìàñøòàáó. Âèðîáíè÷à òåõíî-

ëîãiÿ Y âèÿâëÿ¹ íå
ïàäàþ÷ó âiääà÷ó âiä ìàñøòàáó, ÿêùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó y 2 Y i áóäü-ÿêîãî ÷èñëà

� > 1 ìà¹ìî �y 2 Y:

ßêùî òåõíîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ, òî

âëàñòèâiñòü íåñïàäàþ÷î¨ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó ìîæíà çàïèñàòè

ó âèãëÿäi f(�z) > �f(z) äëÿ âñiõ � > 1:

�èñ. 1.2.7. a) Íåçðîñòàþ÷à âiääà÷à, á) íåñïàäàþ÷à âiääà÷à.
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10. Ñòàëà âiääà÷à âiä ìàñøòàáó. Âèðîáíè÷à òåõíîëîãiÿ

Y âèÿâëÿ¹ ñòàëó âiääà÷ó âiä ìàñøòàáó, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó y 2 Y i áóäü-ÿêîãî ÷èñëà � > 0 ìà¹ìî

�y 2 Y: �åîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî Y êîíóñ.

Ó âèïàäêó ìíîæèíè V (q) öÿ âëàñòèâiñòü íàáóâà¹ âèãëÿäó:

ÿêùî z 2 V (q), òî �z 2 V (�q) äëÿ âñiõ � > 0.

ßêùî òåõíîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ, òî

âëàñòèâiñòü ñòàëî¨ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó ìîæíà çàïèñàòè ó âèã-

ëÿäi f(�z) = �f(z) äëÿ âñiõ � > 0, òîáòî âèðîáíè÷à �óíêöiÿ

f(

�

) îäíîðiäíà ñòåïåíÿ îäèíèöÿ.

�èñ. 1.2.8. Ñòàëà âiääà÷à.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âèêîíàííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi ïðèçâîäèòü

äî âèêîíàííÿ âëàñòèâîñòåé 8 i 9. Íàâïàêè, ÿêùî ñïðàâäæó¹-

òüñÿ âëàñòèâiñòü àäèòèâíîñòi òà íåçðîñòàþ÷î¨ âiääà÷i âiä ìàñ-

øòàáó, òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü ñòàëî¨ âiääà÷i âiä ìàñ-

øòàáó. Íåõàé k � öiëà ÷àñòèíà �: Ìè ìîæåìî, áàãàòîêðàòíî

âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü àäèòèâíîñòi, äîâåñòè, ùî ïðîöå-

ñè 2y; 3y; ..., ky äîïóñòèìi äëÿ òåõíîëîãi¨. Îñêiëüêè òåõíîëîãiÿ

äîïóñêà¹ íåçðîñòàþ÷ó âiääà÷ó (�� k)y 2 Y , òî â ñèëó àäèòèâ-

íîñòi �y = (�� k)y + ky 2 Y:
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11. Îïóêëiñòü òåõíîëîãi¨. Öå îñíîâíå ïðèïóùåííÿ â ìiê-

ðîåêîíîìiöi. Öÿ âëàñòèâiñòü îçíà÷à¹, ùî òåõíîëîãi÷íà ìíîæè-

íà Y îïóêëà ìíîæèíà, òîáòî, ÿêùî y

1

; y

2

2 Y i � 2 [0; 1℄;

òî �y

1

= (1� �)y

2

2 Y: Îïóêëà êîìáiíàöiÿ äâîõ âèðîáíè÷èõ

ïðîöåñiâ y

1

i y

2

ç âàãàìè � i 1� �,� 2 [0; 1℄ îïèñó¹ îäíî÷àñíå

i íåçàëåæíå �óíêöiîíóâàííÿ öèõ ïðîöåñiâ ç iíòåíñèâíîñòÿìè

� òà 1� �: Ïðèéíÿâøè, íàïðèêëàä, � =

1

2

, îäåðæó¹ìî òðåòié

òåõíîëîãi÷íî ìîæëèâèé ñïîñiá �óíêöiîíóâàííÿ âèðîáíèöòâà.

ßêùî âçÿòè ïîëîâèíó �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà ïðîöåñiâ y

1

i y

2

,

òîäi äëÿ âiäøêîäóâàííÿ âòðàò òðåáà âçÿòè òi ñàìi ÷àñòêè âè-

ïóñêiâ öèõ ïðîöåñiâ. Âñå âiäáóâà¹òüñÿ òàê, ÿê áè �iðìà ìîãëà

ïîäiëèòèñÿ íà äâi äî÷iðíi �iðìè, êîæíà ç ÿêèõ ïîäiáíà äî âè-

õiäíî¨, ïðîòå îäíà ç íèõ �óíêöiîíó¹ çãiäíî ç ïðîöåñîì

y

1

2

, à

iíøà � çãiäíî ç ïðîöåñîì

y

2

2

:

ßêùî âèðîáíè÷èé ïðîöåñ y ñêîìáiíóâàòè ç ïðîöåñîì y = 0

(çà óìîâè, ùî 0 2 Y ), òî îäåðæèìî âèðîáíè÷èé ïðîöåñ �y,

ÿêèé íàëåæèòü ìíîæèíi Y äëÿ âñiõ � 2 [0; 1℄, òîáòî ìíîæèíà

Y âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ íåçðîñòàþ÷î¨ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó.

Ëåãêî áà÷èòè, ÿêùî òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y îïóêëà i âè-

çíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ f(

�

), òî �óíêöiÿ f(

�

) ââiã-

íóòà i âiäïîâiäíà ìíîæèíà âõiäíèõ ïîòðåá âèðîáíèöòâà V (q)

îïóêëà. Çîêðåìà, V (q) îïóêëà ìíîæèíà òîäi i ëèøå òîäi, êî-

ëè âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

), ÿêà âèçíà÷à¹ òåõíîëîãiþ, êâàçiâ-

âiãíóòà.

Iíîäi öþ âëàñòèâiñòü ïîñèëþþòü, ïðèïóñêàþ÷è, ùî iñíó¹

îñîáëèâà îáëàñòü D � 
; ÿêà îïóêëà, i íà ÿêié âèðîáíè÷à

�óíêöiÿ f(

�

) ñòðîãî ââiãíóòà. ßêùî ïðèïóñòèòè, øî âèðîáíè÷à

�óíêöiÿ f(

�

) äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà, òîäi ìàòðèöÿ

�åñå âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨

H(z) =

�

�

2

f(z)

�z

i

�z

j

�

L�1

i;j=1

(1.2.1)
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âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ z ç îñîáëèâî¨ îáëàñòi D.

Ó öié îáëàñòi ìíîæèíà V (q) îïóêëà äëÿ êîæíîãî q > 0 i

ñïðàâäæó¹òüñÿ çàêîí ñïàäíî¨ âiääà÷i

�

2

f(z)

�z

2

j

=

�

�z

j

(MP

j

(z)) < 0; j = 1; :::; L� 1

� ç îãëÿäó íà òå, ÿê âõiäíèé �àêòîð âèðîáíèöòâà îäíîãî âè-

äó äîäà¹òüñÿ äî âèçíà÷åíèõ îáñÿãiâ iíøèõ �àêòîðiâ âèðîá-

íèöòâà, äîñÿãà¹òüñÿ îñîáëèâà îáëàñòü, â ÿêié ãðàíè÷íèé ïðî-

äóêò âiäïîâiäíîãî ÷èííèêà âèðîáíèöòâà çìåíøó¹òüñÿ.

Îòæå, ÿêùî òåõíîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi-

¹þ, òî ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî âèðîáíè÷à �óíêöiÿ çàäîâîëü-

íÿ¹ äâi àêñiîìè: ïåðøà � iñíó¹ åêîíîìi÷íà îáëàñòü, äå �óíê-

öiÿ ìîíîòîííî íåñïàäíà, äðóãà � iñíó¹ îñîáëèâà îáëàñòü, ÿêà ¹

îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ åêîíîìi÷íî¨ îáëàñòi, äå �óíêöiÿ ââiã-

íóòà. Çãiäíî ç íàâåäåíèìè àêñiîìàìè, iñíó¹ îïóêëà îáëàñòü

÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

D = fz 2 R

L�1

+

: MP(z) > 0; H(z)� âiä'¹ìíî âèçíà÷åíàg:

Íàâåäåìî äåÿêi âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ ñòðóêòóðíèìè âëàñòèâîñ-

òÿìè òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè.

Òåîðåìà 1.2.1. 1: Íåõàé òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y çàìê-

íóòà, îïóêëà i �R

L

+

� Y , òîäi òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà

âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ.

2: Òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ àäèòèâ-

íîñòi i íåçðîñòàþ÷î¨ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè Y � îïóêëèé êîíóñ.

3: Òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y îïóêëà i 0 2 Y , òîäi Y âîëî-

äi¹ âëàñòèâiñòþ íåçðîñòàþ÷î¨ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó é
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iñíó¹ îïóêëà òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y

0

� R

L+1

ç âëàñ-

òèâiñòþ ñòàëî¨ âiääà÷i òàêà, ùî

Y = fy 2 R

L

: (y;�1) 2 Y

0

g:

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÿê âïðàâó.

Âàæëèâiñòü âëàñòèâîñòi îïóêëîñòi òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè

ïðîiëþñòðó¹ìî íà ïðèêëàäi äâîõ òîâàðiâ.

�èñ. 1.2.9. L = 2.Äâà ïðèêëàäè îïóêëèõ òåõíîëîãi÷íèõ ìíîæèí

Íà ðèñ. 1.2.9,a,á òåõíîëîãi÷íi ìíîæèíè îïóêëi. Ç öüîãî âèï-

ëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ

y

max

2

�y

1

ñïàäà¹ ïðè �y

1

! +1 (äëÿ âè-

ïàäêó á öå âiäíîøåííÿ ñòàëå ). Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ êiëüêîñòi

âèðîáëåíî¨ ïðîäóêöi¨ äî êiëüêîñòi âèòðà÷åíèõ �àêòîðiâ âèðîá-

íèöòâà ¹ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîþ ïðîäóêòèâíiñòþ, ÿêà âèêî-

ðèñòîâó¹ �àêòîð âèðîáíèöòâà �y

1

, òî ç ðîñòîì îáñÿãó ÷èííè-

êà âèðîáíèöòâà ïðîäóêòèâíiñòü ñïàäà¹ (àáî çàëèøà¹òüñÿ ñòà-

ëîþ). Òîáòî, ïðîäóêòèâíiñòü áóäå îáìåæåíîþ
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�èñ. 1.2.10. L = 2. Ïðèêëàä íå îïóêëî¨ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè

Íà ðèñ. 1.2.10 òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà íå îïóêëà i ïðîäó-

êòèâíiñòü

y

max

2

�y

1

çðîñòà¹ äî íåñêií÷åíîñòi ç ðîñòîì îáñÿãiâ �à-

êòîðiâ âèðîáíèöòâà. �àëóçi ïðîìèñëîâîñòi, íàïðèêëàä, àâòî-

ìîáiëüíà, ìåòàëóðãiéíà, äå ñêîíöåòðîâàíî âåëèêèé îáñÿã êàïi-

òàëó, ìàþòü âèðîáíè÷i ìíîæèíè ñàìå òàêîãî òèïó. Òîìó çðî-

ñòàþ÷à ïðîäóêòèâíiñòü ïðèõèëüíà âåëèêèì âèðîáíèêàì ó çáè-

òîê ìàëèì, îñêiëüêè âèòðàòè íà îäèíèöþ âèïóñêó ìåíøi äëÿ

ïåðøèõ, íiæ äëÿ äðóãèõ.



�îçäië 2

Ìàêñèìiçàöiÿ ïðèáóòêó

�iðìè

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî åêîíîìiêó ç L ïðîäóêòàìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà �iðìè âèçíà÷à¹òüñÿ

âèðîáíè÷îþ ìíîæèíîþ Y , ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè: íåïî-

ðîæíÿ, çàìêíóòà i Y � R

L

+

� Y .

2.1 Çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó (PMP)

Íåõàé p = (p

1

; :::; p

L

) � 0 �iêñîâàíà ñèñòåìà öií íà ïðîäóê-

òè (p

i

� öiíà çà îäèíèöþ ïðîäóêòó i). Öå òi öiíè, çà ÿêèìè

âèðîáíèê êóïó¹ âõiäíi �àêòîðè âèðîáíèöòâà i ïðîäà¹ âèõiäíi

�àêòîðè (òîâàðè, ÿêi âèðîáëÿ¹). Íåõàé y 2 Y , òîäi äîõiä (âè-

òîðã) �iðìè âiä ïðîäàæó âèõiäíèõ �àêòîðiâ âèðîáíè÷îãî ïðî-

öåñó y äîðiâíþ¹

R =

X

y

i

>0

p

i

y

i

;

à âèòðàòè âèðîáíèöòâà

C =

X

y

i

<0

p

i

(�y

i

):

32
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Ïðèáóòêîì �iðìè ¹ ðiçíèöÿ öèõ âåëè÷èí: (âèòîðã) � (âèòðà-

òè), àáî

�(y) = p

�

y = R � C =

L

X

i=1

p

i

y

i

;

òîáòî òå, ùî çàëèøà¹òüñÿ âëàñíèêàì �iðìè ïiñëÿ âiäøêîäó-

âàííÿ âèòðàò âèðîáíèöòâà.

Îòîæ, ïðèáóòîê �iðìè � ëiíiéíà �óíêöiÿ (êîå�iöi¹íòè

p

1

; :::; p

L

�iêñîâàíi), ÿêà âèçíà÷åíà íà âèðîáíè÷èõ âåêòîðàõ

y 2 Y . Íàïðèêëàä, ÿêùî âñi öiíè çáiëüøèòè ó äâà ðàçè, à

âèðîáíè÷èé ïðîöåñ y çàëèøèòè áåç çìiíè, òî ïðèáóòîê çáiëü-

øèòüñÿ ó äâà ðàçè. Ñëîâî "ïðèáóòîê" íå ïîâèííî ââîäèòè â

îìàíó: öiëêîì ìîæå òðàïèòèñÿ, ùî âåëè÷èíà p

�

y áóäå âiä'¹ì-

íà i â öüîìó âèïàäêó êðàùå ãîâîðèòè ïðî çáèòêè.

Öiêàâèì ¹ ïîðiâíÿííÿ ïðèáóòêó p

�

y äëÿ ðiçíèõ âèðîáíè÷èõ

ïðîöåñiâ y çàäàíî¨ òåõíîëîãi¨ Y: Öå ïðèçâîäèòü äî çíàõîäæåí-

íÿ òàêîãî âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó, ÿêèé áè çàáåçïå÷èâ íàéáiëü-

øèé ïðèáóòîê. Òàêèé ïðîöåñ íàçèâàþòü íàéêðàùèì (îïòè-

ìàëüíèì) âèðîáíè÷èì ïðîöåñîì òåõíîëîãi¨, õî÷à âií ìîæå áó-

òè íå ¹äèíèì, ïðîòå ñàìå éîãî âèáèðàòèìå âèðîáíèê. Ìàêñè-

ìiçàöiÿ ïðèáóòêó íàéïðîñòiøèé ïðèíöèï, ÿêèé âèçíà÷à¹ ïîâå-

äiíêó �iðìè.

Îòæå, íåîêëàñè÷íà òåîðiÿ �iðìè ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ çà-

äàíî¨ ñèñòåìè öií p = (p

1

; :::; p

l

) âèáèðà¹òüñÿ ñàìå òàêèé âè-

ðîáíè÷èé ïðîöåñ (àáî òàêi âèðîáíè÷i ïðîöåñè) òåõíîëîãi÷íî¨

ìíîæèíè Y äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà p

�

y ¹ ìàêñèìàëüíîþ.

Çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó (profit maximization problem)

(PMP)

p

�

y ! max; y 2 Y: (PMP)

ßêùî âèðîáíè÷à ìíîæèíà âèçíà÷à¹òüñÿ �óíêöi¹þ ïåðåòâî-

ðåííÿ F (

�

), òîäi åêâiâàëåíòíå �oðìóëþâàííÿ çàäà÷i (PMP)



34 �îçäië 2. Ìàêñèìiçàöiÿ ïðèáóòêó �iðìè

ìà¹ âèãëÿä

p

�

y ! max; y 2 R

L

; F (y) 6 0: (2.1.1)

Äëÿ òåõíîëîãi¨ Y âèçíà÷èìî �óíêöiþ ïðèáóòêó �(

�

) � �óíê-

öiþ, ÿêà êîæíîìó âåêòîðó öií p ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî

�(p) = maxf p

�

y : y 2 Y g (îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ öiëüîâî¨

�óíêöi¨ çàäà÷i (PMP)). Âiäïîâiäíî, ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i

(PMP) ïîçíà÷èìî ÷åðåç y(p) = f y 2 Y : p

�

y = �(p) g, à

âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíîìó âåêòîðó öií p ñòàâèòü ó âiäïîâiä-

íiñòü ìíîæèíó y(p); íàçâåìî ïðîïîçèöi¹þ �iðìè.

�èñ. 2.1.1. L = 2.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà y(p) íå çàëåæèòü âiä ìàñøòàáó

öií, òîáòî, ÿêùî âñi öiíè çáiëüøèòè ó äâà ðàçè, òî öå ðiâíî-

ñèëüíî ìíîæåííþ íà äâà îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi â îçíà÷åííi ìíî-

æèíè y(p): Çàãàëîì âèêîíó¹òüñÿ

y(�p) = y(p) äëÿ âñiõ � > 0:
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Îòæå, ìè ïîáóäóâàëè âiäîáðàæåííÿ p ! y(p). Òîáòî äëÿ

çàäàíî¨ ñèñòåìè öií p çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó ìàêñèìiçàöi¨

ïðèáóòêó äà¹ çìîãó âèçíà÷èòè ìíîæèíó âèðîáíè÷èõ âåêòîðiâ

y 2 y(p), ñåðåä ÿêèõ òðåáà âèáèðàòè.

Çàãàëîì y(p)øâèäøå ¹ ìíîæèíà, íiæ îäíèì âåêòîðîì. Êðiì

òîãî, íå çàâæäè iñíóþòü äîïóñòèìi âèðîáíè÷i ïðîöåñè, ÿêi ìà-

êñèìiçóþòü ïðèáóòîê. Öi ðiçíi ñèòóàöi¨ ðîçãëÿíåìî äëÿ âèïàä-

êó äâîõ ïðîäóêòiâ.

Íåõàé �iðìà âèðîáëÿ¹ ïðîäóêò 2 ç ïðîäóêòó 1; ÿêùî âåëè-

÷èíà ÷èííèêà äîðiâíþ¹ y

1

6 0, òî ðiâåíü âèïóñêó áóäå äîðiâ-

íþâàòè ñàìå áiëüøå y

2

= f(y

1

). Ôóíêöiÿ f : R

�

! R

+

îïèñó¹

�óíêöiîíóâàííÿ �iðìè ç ïîâíîþ ïðîäóêòèâíiñòþ. Çâè÷àéíî,

äëÿ çàäàíî¨ êiëüêîñòi �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà y

1

�iðìà ìîæå

âèïóñòèòè ïðîäóêöi¨ ìåíøå íiæ f(y

1

), àëå áiëüøå âèïóñòèòè

¹ òåõíi÷íî íå ìîæëèâèì. ßêùî íàäàòè çìîãó �iðìi âiëüíî

ðîçìiùàòè ðåñóðñè, òî ¨¨ âèðîáíè÷à ìíîæèíà áóäå ñêëàäàòè-

ñÿ ç òî÷îê ïëîùèíè R

2

, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ïiä ãðà�iêîì �óíêöi¨

f(

�

)

Y = fy 2 R

2

: y

2

6 f(y

1

); y

1

6 0g:

�îçãëÿíåìî òåõíîëîãiþ âèðîáíèöòâà, ÿêà îïèñó¹òüñÿ âèðîáíè-

÷îþ ìíîæèíîþ Y = f(y

1

; y

2

) : y

2

6 �ay

1

; y

1

6 0; a > 0 g

(êiëüêiñòü ïðîäóêòó 2, ÿêó �iðìà ìîæå âèðîáèòè, ïðîïîðöiéíà

íàÿâíîìó îáñÿãó ïðîäóêòó 1: ïðîäóêòèâíiñòü ñòàëà i äîðiâíþ¹

a). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà Y çàìêíóòà i âîëîäi¹ âëàñòè-

âiñòþ âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ.

Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó öií p = (p

1

; p

2

). �îçãëÿíåìî çàäà÷ó

ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó

p

1

y

1

+ p

2

y

2

! max; y 2 Y; (2.1.2)

ÿêà ãåîìåòðè÷íî îçíà÷à¹: ñåðåä ñiì'¨ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ

p

1

y

1

+ p

2

y

2

= �̂ � içîïðî�iò,

1

ÿêi ïåðåòèíàþòü ìíîæèíó Y ,
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ïîòðiáíî çíàéòè òàêó ïðÿìó, äëÿ ÿêî¨ �̂ ìà¹ íàéáiëüøå çíà÷åí-

íÿ.

Îñêiëüêè p

2

> 0; òîäi äëÿ çàäàíî¨ êiëüêîñòi �àêòîðà âè-

ðîáíèöòâà y

1

ïîòðiáíî âèáðàòè ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åí-

íÿ y

2

, ÿêå äîðiâíþ¹ �ay

1

: Òåïåð çàäà÷ó (2.1.2) ìîæíà ïåðåïè-

ñàòè ó âèãëÿäi

( p

1

� ap

2

)y

1

! max; y

1

6 0:

Òóò ìîæëèâi òðè âèïàäêè, ÿêi çîáðàæåìî íà ðèñ. 2.1.2.

�èñ. 2.1.2. L = 2. Òðè âèïàäêè ìîæëèâîãî ðîçòàøóâàííÿ âå-

êòîðà öií p ñòîñîâíî òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y

(i) p

1

� ap

2

> 0: "Ïðèáóòîê" �̂ òîäi ¹ âiä'¹ìíèì, òîáòî

�iðìà �óíêöiîíó¹ çi çáèòêàìè i íàéêðàùèé äëÿ íå¨ âèõiä �

íi÷îãî íå âèðîáëÿòè y

1

= 0:

1

Ïîâåðõíi ðiâíÿ öiëüîâî¨ �óíêöi¨ çàäà÷i (PMP) íàçèâàþòüñÿ içîïðî-

�iòàìè. Çîêðåìà, ìíîæèíà ïðîïîçèöi¨ �iðìè íàëåæèòü içîïðî�iòi.
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(ii) p

1

� ap

2

< 0: Âåëè÷èíà �̂ = (p

1

� ap

2

)y

1

> 0 i çîáðàæà¹

ïðèáóòîê. Öåé ïðèáóòîê ïðîïîðöiéíèé êiëüêîñòi âõiäíîãî �àê-

òîðà âèðîáíèöòâà y

1

: ÷èì áiëüøèé âèïóñê, òèì áiëüøèé ïðè-

áóòîê. Îòæå, ìîæëèâèé ïðèáóòîê ¹ íåîáìåæåíèì �(p) = +1

i ìàêñèìiçóþ÷îãî âåêòîðà y 2 Y íåìà¹, y(p) = ;:

(iii) p

1

� ap

2

= 0: Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi

�àêòîðà âèðîáíèöòâà y

1

ïðèáóòîê �̂ = 0. Òîìó �iðìà íåçàöi-

êàâëåíà íàäàâàòè ïåðåâàãó îäíîìó �àêòîðó âèðîáíèöòâà ïå-

ðåä iíøèì: çóïèíèòè âèðîáíè÷ó äiÿëüíiñòü y

1

= 0 òà çáiëüøè-

òè âèðîáíèöòâî (�y

1

äóæå âåëèêå), âîíè îäíàêîâî âèãiäíi äëÿ

íå¨.

Îòîæ, âiäïîâiäíó ìíîæèíó ïðîïîçèöi¨ �iðìè ìîæíà çàïè-

ñàòè ó âèãëÿäi

y(p) =

8

>

<

>

:

f0g; ÿêùî p

1

� ap

2

> 0; �(p) = 0

;; ÿêùî p

1

� ap

2

< 0; �(p) = +1

f(y

1

;�ay

1

) : y

1

6 0g; ÿêùî p

1

� ap

2

= 0; �(p) = 0:

ßê âiäîìî, âiäíîøåííÿ p

1

=p

2

� öå âiäíîñíà öiíà ïðîäóêòó 1.

�iâíiñòü âiäíîñíî¨ öiíè ïðîäóêòèâíîñòi p

1

=p

2

= a âiäîêðåì-

ëþ¹ îáëàñòü ðåíòàáåëüíîñòi p

1

=p

1

< a (ïðîäóêò 1 âèãiäíèé) i

îáëàñòü p

1

=p

1

> a (ïðîäóêò 1 äóæå äîðîãèé). Çàóâàæèìî, ùî

ó âèïàäêó p

1

=p

2

= a ìàêñèìiçàöiÿ ïðèáóòêó äà¹ çìîãó óñóíóòè

âñi íåå�åêòèâíi âèðîáíè÷i ïðîöåñè, òîáòî òàêi, ùî y

2

< �ay

1

.

ßêùî âèðîáíè÷à ìíîæèíà Y âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ íåñïà-

äàþ÷î¨ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó, òî �(p) 6 0 àáî �(p) = +1.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ÿêùî òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà ìiñòèòü âè-

ðîáíè÷èé ïðîöåñ y = 0, òî �(p) > p

�

0 = 0, òîáòî ìàêñèìàëü-

íèé ïðèáóòîê �iðìè çàâæäè íåâiä'¹ìíèé. Îäíàê, ïðèáóòîê

�(p) íå çàâæäè äîäàòíèé; íàÿâíiñòü àáî âiäñóòíiñòü äîäàòíîãî

ïðèáóòêó âèçíà÷à¹òüñÿ ñòðóêòóðîþ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè.

Òèïîâèì ïðèêëàäîì áåçïðèáóòêîâîñòi ¹ âèïàäîê, êîëè òåõíî-

ëîãi÷íà ìíîæèíà � êîíóñ. Ñïðàâäi, ÿêùî Y � êîíóñ, òîäi ïðè-

áóòîê �iðìè ïîâèíåí äîðiâíþâàòè íóëþ, îñêiëüêè â ïðîòèëåæ-
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íîìó âèïàäêó ïðè �(p) = p

�

y > 0 ìà¹ìî, ùî �y 2 Y , � > 0 i

p

�

(�y) = �(p

�

y) ! 1 ïðè � ! 1, ùî ñóïåðå÷èòü iñíóâàííþ

ñêií÷åííîãî ìàêñèìóìó ïðèáóòêó, ÿêèé äîðiâíþ¹ �(p). Ïîäiá-

íà ñèòóàöiÿ âèíèêà¹ òîäi, êîëè êîíóñîì ¹ ñóêóïíà òåõíîëîãi÷íà

ìíîæèíà Y =

J

P

j=1

Y

j

, äå Y

j

� òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà �iðìè j.

Îñêiëüêè âåêòîð y =

J

P

j=1

y

j

2 Y ìàêñèìiçó¹ ïðèáóòîê íà Y

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè y

j

2 y(p) äëÿ âñiõ j, òî íi îäíà �iðìà íå

ìîæå ìàòè äîäàòíèé ïðèáóòîê, òîáòî �

j

(p) = 0 äëÿ êîæíîãî

j.

2.2 Óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (PMP)

Ñóòò¹âà âiäìiííiñòü çàäà÷i (PMP) âiä çàäà÷i ðàöiîíàëüíîãî

âèáîðó ñïîæèâà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ¨¨ äîïóñòèìà ìíîæè-

íà ðîçâ'ÿçêiâ Y çäåáiëüøîãî íåîáìåæåíà. Äëÿ òåõíîëîãié ç

íåñïàäàþ÷îþ âiääà÷åþ âiä ìàñøòàáó iñíóâàííÿ òåõíîëîãi÷íèõ

ïðîöåñiâ ç äîäàòíèì ïðèáóòêîì îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ äîïóñòèìèõ

ïðîöåñiâ, ÿêi äàþòü ÿê çàâãîäíî âåëèêèé ïðèáóòîê.

Îòîæ, iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (PMP) ìîæíà ãàðàíòó-

âàòè ëèøå ïðè äîäàòêîâèõ ïðèïóùåííÿõ ñòîñîâíî âèáîðó öií

p i ñòðóêòóðè òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y .

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé äëÿ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y iñíó¹

êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà Y

0

òàêà, ùî

Y

0

� Y i Y � Y

0

� R

L

+

: (2.2.1)

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (PMP) iñíó¹ äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîð öií

p 2 R

L

+

.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî çàäà÷à (PMP) äëÿ òåõíîëîãi¨ Y â

äåÿêîìó ðîçóìiííi åêâiâàëåíòíà çàäà÷i (PMP) äëÿ òåõíîëîãi¨

Y

0

. Íåõàé y 2 Y i y 62 Y

0

: Òîäi çà óìîâîþ (2.2.1) iñíó¹ âåêòîð

y

0

2 Y

0

òàêèé, ùî y

0

> y, y

0

6= y:Îòæå, ìè çíàéøëè äîïóñòèìèé

âèðîáíè÷èé ïðîöåñ, äëÿ ÿêîãî ïðèáóòîê íå ìåíøèé íiæ äëÿ

y. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ëèøå ïðîöåñè y 2

Y

0

.

Îñêiëüêè Y

0

êîìïàêòíà ìíîæèíà, à p

�

y � íåïåðåðâíà �óíê-

öiÿ çà çìiííîþ y, òî çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà çàäà÷à (PMP)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íà Y

0

.

Ïðèïóùåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàêëàäà¹ äîñèòü ñèëüíå îáìå-

æåííÿ íà ñòðóêòóðó òåõíîëîãi¨, âîíî íå äà¹ çìîãè äîâåñòè

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (PMP), íàïðèêëàä, äëÿ òåõíîëî-

ãi¨ Êîáà-Äóãëàñà Y = fy = (�z; q) 2 R

3

: q � z

�

1

z

�

2

6 0;

z 2 R

2

+

; � + � < 1g çi ñïàäàþ÷îþ âiääà÷åþ.

Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó â öüîìó

âèïàäêó âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî íà âñiõ ðåöåñèâíèõ íàïðÿìàõ �

íàïðÿìàõ "âiääàëåííÿ â íåñêií÷åíiñòü"

1

� çàäàíî¨ òåõíîëîãi÷-

íî¨ ìíîæèíè �óíêöiÿ ïðèáóòêó íàáóâà¹ âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y çàìêíóòà

i ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà

�

y

n

2 Y; jjy

n

jj ! 1;

y

n

jjy

n

jj

! �y

�

)

�

�y 2 �R

L

+

�

: (2.2.2)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè öií p� 0 ïðèáóòîê äîñÿãà¹ ìàê-

ñèìóìó íà Y ïðèíàéìíi â îäíié òî÷öi, òîáòî äëÿ âñiõ

1

Âåêòîð y íàçèâà¹òüñÿ ðåöåñèâíèì íàïðÿìîì, ÿêùî �y 2 Y äëÿ âñiõ

� 2 R

+

:
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p 2 R

L

++

; y(p) 6= ;:

Äîâåäåííÿ. Íåõàé �(p) = max

y2Y

p

�

y (çîêðåìà ìîæå áóòè

�(p) = +1) i ïîñëiäîâíiñòü y

n

2 Y òàêà, ùî

p

�

y

n

! �(p) ïðè n!1: (2.2.3)

Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü y

n

îáìåæåíà. Ïðèïóñòèìî ïðî-

òèëåæíå. Òîäi ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü y

n

0

òàêó,

ùî jjy

n

0

jj ! +1: Îñêiëüêè íîðìà âñiõ âåêòîðiâ

y

n

jjy

n

jj

äîðiâíþ¹

îäèíèöi, à îäèíè÷íà êóëÿ â R

L

êîìïàêòíà, òî ìîæíà âèäiëèòè

iíøó íîâó ïiäïîñëiäîâíiñòü y

n

00

òàêó, ùî

y

n

00

jjy

n

00

jj

áóäå çáiãàòèñÿ

äî äåÿêîãî âåêòîðà �y i �y 2 �R

L

+

(óìîâà (2.2.2)). Âðàõîâóþ÷è,

ùî p� 0 i p

�

�y < 0; ìà¹ìî

p

�

y

n

00

= jjy

n

00

jj

�

p

�

y

n

00

jjy

n

00

jj

�

! �1: (2.2.4)

Ïîðiâíþþ÷è (2.2.3) i (2.2.4), îäåðæèìî, ùî �(p) = �1, òîá-

òî îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü y

n

îáìåæåíà.

Òîäi ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü y

n

m

iñíó¹ âåêòîð ŷ òàêèé, ùî : y

n

m

! ŷ: (2.2.5)

Îñêiëüêè òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y çàìêíóòà i y

n

m

2 Y , òî

ŷ 2 Y . Âðàõóâàâøè �îðìóëè (2.2.3) i (2.2.5), îäåðæèìî, ùî

�(p) = p

�

ŷ; òîáòî ŷ ìàêñèìiçó¹ ïðèáóòîê p

�

y íà ìíîæèíi Y:
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Åêîíîìi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ óìîâè (2.2.2) òàêà.

Âåêòîð �y çîáðàæà¹ "âèðîáíèöòâî íà íåñêií÷åííîñòi": êîëè

ðiâåíü âèïóñêó �iðìè äóæå âåëèêèé (òîáòî jjy

n

jj äóæå âåëè-

êå), êîîðäèíàòè âåêòîðà �y ïðèáëèçíî äîðiâíþþòü âiäíîñíèì

÷àñòêàì ðiçíèõ òîâàðiâ ó âèðîáíè÷îìó ïðîöåñi. Òå, ùî �y 2

�R

L

+

= R

L

�

, îçíà÷à¹, ùî íàáið âèïóñêiâ ïîñòóïîâî ïîðîæíi¹

çi çáiëüøåííÿì âèðîáíèöòâà. Iíøèìè ñëîâàìè, çi çðîñòàííÿì

ðiâíÿ äiÿëüíîñòi ïðîäóêòèâíiñòü ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Iç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ÿêùî ìíîæèíà ðåöåñèâíèõ

íàïðÿìiâ çáiãà¹òüñÿ ç R

L

�

, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (PMP) iñíó¹ äëÿ

âñiõ p 2 R

L

++

: Ïðèêëàäîì ¹ òåõíîëîãiÿ Êîáà-Äóãëàñà ç íåçðî-

ñòàþ÷îþ âiääà÷åþ.

2.3 Óìîâè îïòèìàëüíîñòi â

çàäà÷i (PMP)

Íàäàëi ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà âåêòîðiâ öií p, äëÿ ÿêèõ iñíó¹

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (PMP), çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ R

L

++

.

Íåõàé òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y âèçíà÷à¹òüñÿ íåïåðåðâíî

äè�åðåíöiéîâíîþ �óíêöi¹þ ïåðåòâîðåííÿ F (

�

) i rF (y) 6= 0

1

äëÿ âñiõ y 2 Y . Òîäi óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó â

çàäà÷i (2.1.1) âèçíà÷àþòüñÿ òåîðåìîþ Êóíà-Òàêåðà. Ôóíêöiÿ

Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷i (2.1.1) ìà¹ âèãëÿä

L(y; �) = p

�

y � �F (y);

äå � � ìíîæíèê Ëàãðàíæà, ÿêèé âiäïîâiäà¹ òåõíîëîãi÷íîìó

îáìåæåííþ.

Çà òåîðåìîþ Êóíà-Òàêåðà, ÿêùî y

�

2 y(p), òîäi iñíó¹ ìíî-

1

Óìîâà ðåãóëÿðíîñòi çàäà÷i (2.1.1).
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æíèê Ëàãðàíæà � > 0 òàêèé, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè

p

l

� �

�F (y

�

)

�y

l

= 0; l = 1; :::; L;

F (y

�

) = 0:

àáî ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi

p = �rF (y

�

); F (y

�

) = 0: (2.3.1)

ßêùî �óíêöiÿ F (

�

) îïóêëà, òî óìîâè (2.3.1) çàäàþòü ñèñòåìó

ðiâíÿíü, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ � îïòèìàëüíèé âèðîáíè÷èé

ïðîöåñ.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî äëÿ îïòèìàëüíîãî âèðîáíè÷îãî ïðî-

öåñó y

�

2 y(p) ãðàíè÷íà íîðìà ïåðåòâîðåííÿ ïðîäóêòó l íà

ïðîäóêò k äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ öií íà öi òîâàðè, òîáòî

MRT

lk

(y

�

) =

p

l

p

k

äëÿ âñiõ l; k:

Íåõàé òåõíîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíîþ

âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ f(

�

): Òîäi çàäà÷à (2.1.1) çâîäèòüñÿ äî

òàêî¨ çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó

pf(z)� w

�

z ! max; z 2 R

L�1

+

; (2.3.2)

äå p > 0 � öiíà âèïóñêó ïðîäóêöi¨, w � 0 � âåêòîð öií

íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà. Çà òåîðåìîþ Êóíà-Òàêåðà, ÿêùî z

�

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.3.2), òî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè

p

�f(z

�

)

�z

j

6 w

j

; (=; ÿêùî z

�

j

> 0) äëÿ j = 1; : : : ; L� 1;

àáî ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi

prf(z

�

) 6 w; [prf(z

�

)� w℄

�

z

�

= 0:
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ßêùî z

�

� 0, òî ãðàíè÷íèé ïðîäóêò êîæíîãî �àêòîðà âèðîá-

íèöòâà äîðiâíþ¹ éîãî âiäíîñíié öiíi (ïðîïîðöi¨ îáìiíó öüîãî

âèðîáíè÷îãî �àêòîðà íà ïðîäóêò)

MP

j

(z

�

) =

w

j

p

; j = 1; : : : ; L� 1:

2.4 Âëàñòèâîñòi �óíêöi¨ ïðèáóòêó i

ïðîïîçèöi¨ �iðìè

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y çàìêíóòà i

âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ. Íåõàé �(

�

) � �óíê-

öiÿ ïðèáóòêó, à y(

�

) � ïðîïîçèöiÿ �iðìè äëÿ òåõíîëîãi¨ Y:

Òîäi:

(i) �(

�

) � îäíîðiäíà ïåðøîãî ñòåïåíÿ;

(ii) �(

�

) � îïóêëà i íåïåðåðâíà;

(iii) ÿêùî Y � îïóêëà, òî Y = f y 2 R

L

: p

�

y 6 �(p) äëÿ

âñiõ p� 0g;

(iv) âiäîáðàæåííÿ p! y(p) îäíîðiäíå ñòåïåíÿ íóëü;

(v) ÿêùî Y îïóêëà ìíîæèíà, òî äëÿ êîæíîãî p ìíîæè-

íà y(p) îïóêëà. Çîêðåìà, ÿêùî Y ñòðîãî îïóêëà, òîäi

ìíîæèíà y(p) ñêëàäà¹òüñÿ íå áiëüøå, íiæ ç îäíîãî âè-

ðîáíè÷îãî ïðîöåñó i �óíêöiÿ y(

�

) íåïåðåðâíà;

(vi) (Hotelling's lemma) ÿêùî y(�p) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âè-

ðîáíè÷îãî ïðîöåñó, òîäi �(

�

) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi �p i

r�(�p) = y(�p);
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(vii) ÿêùî �óíêöiÿ p ! y(p) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi p = �p,

òîäi Dy(�p) = D

2

�(�p) � ñèìåòðè÷íà i äîäàòíî íàïiââè-

çíà÷åíà ìàòðèöÿ i Dy(�p) �p = 0;

(viii) �(

�

) íå ñïàäà¹ çà öiíîþ âèïóñêó i íå çðîñòà¹ çà öiíîþ

�àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, òîáòî, ÿêùî p

0

i

> p

i

äëÿ âñiõ

âèïóñêiâ i p

0

j

6 p

j

äëÿ âñiõ ÷èííèêiâ, òîäi �(p

0

) > �(p):

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé (i); (ii) òà (vi) ìîæíà îòðè-

ìàòè, âèêîðèñòàâøè ðåçóëüòàòè ïàðàãðà�à ??. Ñïðàâäi, ç îãëÿ-

äó íà çðîáëåíi ïðèïóùåííÿ, �óíêöiÿ ïðèáóòêó �(

�

) ¹ îïîð-

íîþ �óíêöi¹þ ìíîæèíè �Y , �(p) = ��

�Y

(p); äå �

�Y

(p) =

minfp

�

(�y) : y 2 Y g: Îòæå, �(

�

) � îïóêëà é îäíîðiäíà ïåðøî-

ãî ñòåïåíÿ �óíêöiÿ äëÿ âñiõ p� 0: Çîêðåìà, îïóêëà �óíêöiÿ

�(

�

) íåïåðåðâíà â R

L

++

.

(iii) Âëàñòèâîñòi: çàìêíóòiñòü, îïóêëiñòü i âiëüíå ðîçìi-

ùåííÿ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y çàáåçïå÷óþòü ¨¨ äâî¨ñòå îïè-

ñàííÿ çà äîïîìîãîþ �óíêöié ïðèáóòêó �(

�

) òà ïðîïîçèöi¨ y(

�

).

Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Y

�

= f y 2 R

L

: p

�

y 6 �(p) äëÿ âñiõ p� 0 g;

ÿêà ¹ îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè Y i âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ

âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî Y � Y

�

i y(

�

) ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (PMP) ç òåõíîëîãi¹þ Y

�

ïðè öiíàõ p 2 R

L

++

.

Îòæå, ìè ïîáóäóâàëè (ìàêñèìàëüíó) òåõíîëîãi÷íó ìíîæè-

íó, ÿêà ¹ ïîðîäæåíà �óíêöiÿìè �(

�

) i y(

�

). Âèíèêà¹ çàïèòàííÿ:

÷è çáiãà¹òüñÿ ìíîæèíà Y

�

ç òåõíîëîãi÷íîþ ìíîæèíîþ Y ? Âiä-

ïîâiäü çàëåæèòü âiä ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé òåõíîëîãi¨ Y ,
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îñêiëüêè ïîáóäîâàíà ìíîæèíà îïóêëà i âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ

âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ.

Íåõàé Y � îïóêëà, çàìêíóòà i âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî

ðîçìiùåííÿ. Íåõàé ~y 62 Y: Òîäi çà íàñëiäêîì ?? iñíó¹ âåêòîð

~p 2 R

L

, ~p 6= 0 i ÷èñëî � òàêi, ùî

~p

�

~y > � > ~p

�

y äëÿ âñiõ y 2 Y: (2.4.1)

Äîâåäåìî, ùî ~p 2 R

L

++

: Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî i 2

f1; : : : ; Lg, ~p

i

< 0: �îçãëÿíåìî äåÿêèé âåêòîð y

0

2 Y i ïðî-

ìiíü y�

~

le

i

, äå

~

l 2 R

+

i e

i

= (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0); ÿêèé íàëåæèòü

ìíîæèíi Y , îñêiëüêè âîíà âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî ðîçìi-

ùåííÿ. Âåëè÷èíà ~p

�

y

0

�

~

l~p

i

íåîáìåæåíà çâåðõó. Öå ñóïåðå÷èòü

òîìó, ùî ~p

�

~y > � > ~p

�

y äëÿ âñiõ y 2 Y . Îòæå, ~p 2 R

L

+

:

Ìîæíà âèáðàòè âåêòîð ~p òàê, ùî â íüîãî âñi êîîðäèíà-

òè áóäóòü äîäàòíèìè. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî âåêòîð ~p + "p

0

, äå

p

0

2 R

L

++

� äîâiëüíèé âåêòîð öií. Îñêiëüêè âåëè÷èíà p

0

�

y äëÿ

y 2 Y îáìåæåíà çâåðõó çíà÷åííÿì �(p

0

), òî äëÿ äîñèòü ìàëîãî

" áóäå ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

(~p+ "p

0

)

�

~y > � > (~p+ "p

0

)

�

y äëÿ âñiõ y 2 Y:

Îòæå, iñíó¹ âåêòîð öií p 2 R

L

++

òàêèé, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ

(2.4.1).

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ~p

�

~y > �(~p), i îòæå, ~y 62 Y

�

:

Îòîæ, ìè ïîêàçàëè, ùî áóäü-ÿêà òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü

Y , íå íàëåæèòü i Y

�

. Öå îçíà÷à¹, ùî Y

�

� Y:
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Âëàñòèâiñòü (iv) âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi (i): Âëàñòèâiñòü

(vi), ÿêà ¹ àíàëîãîì òîòîæíîñòi �îÿ â òåîði¨ ñïîæèâàííÿ, ¹ ðå-

çóëüòàòîì âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè ??. Âëàñòèâiñòü (vii) � íàñ-

ëiäîê âëàñòèâîñòåé (vi), (ii) i �îðìóëè Åéëåðà.

(v) Íåõàé Y îïóêëà ìíîæèíà i y

1

; y

2

2 y(p) òà � 2 [0; 1℄,

òîäi �y

1

+ (1� �)y

2

2 Y i p

�

(�y

1

+ (1� �)y

2

) = �p

�

y

1

+ (1�

�)p

�

y

2

= ��(p) + (1� �)�(p) = �(p): Îòæå, �y

1

+ (1� �)y

2

2

y(p), òîáòî y(p) - îïóêëà ìíîæèíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî Y ñòðîãî îïóêëà ìíîæèíà â R

L

: Íåõàé â

y(p) ¹ äâà ðiçíi âèðîáíè÷i ïðîöåñè y

1

i y

2

: y

1

; y

2

2 Y; p

�

y

1

=

p

�

y

2

= �(p): �îçãëÿíåìî âåêòîð �y =

1

2

(y

1

+ y

2

): Î÷åâèäíî, ùî

p

�

�y = �(p): Îñêiëüêè Y ñòðîãî îïóêëà ìíîæèíà, òî âåêòîð

�y ¹ öåíòðîì êóëi B äîñèòü ìàëîãî ðàäióñà " > 0, ÿêà öiëêîì

ìiñòèòüñÿ â Y , B � Y:

Îòæå, ìà¹ìî

�̂ = max

y2B

p

�

y 6 max

y2Y

p

�

y = �(p):

Ç iíøîãî áîêó âèïëèâà¹, ùî

�̂ > p

�

�y + "

1

jjpjj

2

= �(p) + "

1

jjpjj

2

> �(p);

äå 0 < "

1

< ":

Îòîæ, ìè îäåðæàëè ïîòðiáíó ñóïåðå÷íiñòü: â y(p) íå ìîæíà

âèáðàòè äâà ðiçíi âèðîáíè÷i ïðîöåñè.

(viii) Íåõàé y 2 y(p) i y

0

2 y(p

0

). Òîäi p

0

�

y 6 p

0

�

y

0

. Îñêiëü-

êè p

0

i

> p

i

äëÿ âñiõ y

i

> 0 i p

0

j

6 p

j

äëÿ âñiõ y

j

6 0, òîäi ìà¹ìî
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p

0

�

y > p

�

y. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî �(p

0

) = p

0

�

y

0

> p

�

y = �(p).

Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî íåîáõiäíi âèìîãè äî �óí-

êöi¨ ïðèáóòêó òàêi: îïóêëiñòü, îäíîðiäíiñòü ïåðøîãî ñòåïåíÿ i

íåïåðåðâíiñòü. Îäíàê öi âèìîãè ¹ i äîñòàòíiìè äëÿ òîãî, ùîá

äîâiëüíà �óíêöiÿ � : R

L

++

! R áóëà �óíêöi¹þ ïðèáóòêó äëÿ

äåÿêî¨ òåõíîëîãi¨. Çà òàêó òåõíîëîãi÷íó ìíîæèíó ìîæíà âçÿòè

âèùå ðîçãëÿíóòó ìíîæèíó Y

�

:

Ïåðåðàõó¹ìî íåîáõiäíi óìîâè

íà �óíêöiþ �(

�

) : (P1) îïóêëà, (P2) îäíîðiäíà ïåðøîãî

ñòåïåíÿ i (P3) äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà;

íà �óíêöiþ y(

�

) : (S1) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà,

(S2) îäíîðiäíà ñòåïåíÿ íóëü i (S3) ìàòðèöÿ Dy = (�y

l

(p)=�p

j

)

� ñèìåòðè÷íà i äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíà.

Òåîðåìà 2.4.2. (i) Íåõàé y(p) = r�(p), äå �óíêöiÿ �(

�

) çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè (P1); (P2); (P3). Òîäi �óíêöiÿ y(

�

) çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè (S1); (S2); (S3), ÿêèì çàäîâîëüíÿ¹ �óí-

êöiÿ ïðîïîçèöi¨.

(ii) Íåõàé y(

�

) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (S1); (S2); (S3). Òîäi �óí-

êöiÿ �(

�

) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (P1); (P2); (P3):

(iii) Íåõàé �óíêöiÿ �(

�

) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (P1); (P2); (P3).

Òîäi ìíîæèíà Y

�

= f y 2 R

L

: p

�

y 6 �(p) äëÿ âñiõ

p � 0 g ¹ òåõíîëîãi÷íîþ ìíîæèíîþ, ÿêà ïîðîäæåíà

�óíêöi¹þ ïðèáóòêó �(

�

).

Äîâåäåííÿ. (i) Äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÿê âïðàâó.
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(ii) Ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî �(p) = p

�

y çà çìiííîþ p

j

, îòðèìà-

¹ìî

��(p)

�p

j

= y

j

(p) +

L

X

l=1

p

l

�y

l

(p)

�p

j

= y

j

(p) +

L

X

l=1

p

l

�y

j

(p)

�p

l

:

Îñêiëüêè �óíêöiÿ y(

�

) îäíîðiäíà, òî çà �îðìóëîþ Åéëåðà îñòàí-

íié äîäàíîê ó âèðàçi äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå,

��(p)

�p

j

= y

j

(p):

Äàëi ç iñíóâàííÿ ìàòðèöi Dy = (�y

l

(p)=�p

j

) òà ¨¨ âëàñòèâîñòåé

ìà¹ìî, ùî �óíêöiÿ �(

�

) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (P1); (P2); (P3):

(iii)Ïîçíà÷èìî ÷åðåç y(p) = r�(p): Òîäi çà �îðìóëîþ Åé-

ëåðà

�(p) = p

�

y(p):

Îñêiëüêè p

�

y(p) = �(p), òî â òî÷öi y(p) ïðè çàäàíié ñèñòåìi

öií p ìà¹ìî, ùî p

�

y(p) > p

�

y äëÿ âñiõ y 2 Y

�

. Ç iíøîãî áîêó,

çà õàðàêòåðèñòè÷íîþ âëàñòèâiñòþ îïóêëèõ �óíêöié ìà¹ìî

�(p

0

) > �(p) +r�(p)(p

0

� p):

Îñêiëüêè r�(p) = y(p) i p

�

y(p) = �(p), òî ìà¹ìî

�(p

0

) > �(p) + y(p)(p

0

� p) = y(p)

�

p

0

:

Îòæå, äëÿ âñiõ p

0

2 R

L

++

ìà¹ìî, ùî y(p) 2 Y

�

, òîáòî �(

�

) �

�óíêöiÿ ïðèáóòêó, ÿêà âiäïîâiäà¹ òåõíîëîãi¨ Y

�

.
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Ç âëàñòèâîñòi (vii) òåîðåìè 2.4.1 âèïëèâà¹ çàêîí ïðîïîçèöi¨

�y

i

(p)

�p

i

> 0; i = 1; :::; L;

ÿêùî öiíà âèïóñêó ïðîäóêöi¨ çðîñòà¹, òîäi çðîñòà¹ ïðîïîçè-

öiÿ âèïóñêó; ÿêùî öiíà ÷èííèêà âèðîáíèöòâà çðîñòà¹, òîäi

ïîïèò íà öåé ÷èííèê ñïàäà¹.

Ïðèêëàä 2.4.1. Íåõàé ìíîæèíà âõiäíèõ ïîòðåá âèðîáíèöòâà

ìà¹ âèãëÿä V (q) = fz 2 R

+

: q 6 z

�

g. Òîäi çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨

ïðèáóòêó âèãëÿäà¹ ÿê

�(z) = pf(z)� wz = pz

�

� wz ! max; z > 0:

Çàïèøåìî óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó

p�z

��1

= w

é óìîâè îïòèìàëüíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó

p�(�� 1)z

��2

< 0:

Çâiäêè çíàõîäèìî óìîâó íà ïàðàìåòð �: � 2 (0; 1) i �óíêöiþ

ïîïèòó íà �àêòîð âèðîáíèöòâà

z(w; p) =

�

w

�p

�

1

��1

:

Îòæå, ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó, ïðîïîçèöiÿ �iðìè i �óíêöiÿ ïðè-

áóòêó ìà¹ âèãëÿä

q(w; p) =

�

w

�p

�

�

��1

; y(w; p) = (�z(w; p); q(w; p))

�(w; p) = pq(w; p)� wz(w; p) = w

�

1� �

�

��

w

�p

�

1

��1

:
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî �óíêöiÿ ïðèáóòêó îäíîðiäíà ïåðøîãî ñòå-

ïåíÿ é îïóêëà (ìàòðèöÿ �åñå äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíà). N

Ïðèêëàä 2.4.2. Íåõàé ìíîæèíà âõiäíèõ ïîòðåá âèðîáíèöòâà

ìà¹ âèãëÿä V (q) = f z 2 R

2

+

: q 6

p

az

1

+ bz

2

g, äå a > 0, b > 0.

Òîäi çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó âèãëÿäà¹ ÿê

�(z) = p

p

az

1

+ bz

2

� w

1

z

1

� w

2

z

2

! max; z 2 R

2

+

:

Çàïèøåìî óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó

pa

2

p

az

1

+ bz

2

� w

1

6 0;

pb

2

p

az

1

+ bz

2

� w

2

6 0:

(2.4.2)

Îñêiëüêè öiëüîâà �óíêöiÿ çàäà÷i ââiãíóòà, òî (2:4:2) îäíî÷àñíî

¹ äîñòàòíiìè óìîâàìè îïòèìàëüíîñòi. Ç öèõ óìîâ çíàõîäèìî

�óíêöi¨ ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà

z

1

(w; p) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

p

2

a

4w

2

1

; ÿêùî

w

1

a

<

w

2

b

;

áóäü-ÿêå z

1

i z

2

òàêå, ùî z

1

+ z

2

=

�

p a

2w

1

�

2

;

ÿêùî

w

1

a

=

w

2

b

;

0; ÿêùî

w

1

a

>

w

2

b

;

z

2

(w; p) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

p

2

b

4w

2

2

; ÿêùî

w

2

b

<

w

1

a

;

áóäü-ÿêå z

2

i z

1

òàêå, ùî z

1

+ z

2

=

�

p b

2w

2

�

2

;

ÿêùî

w

2

b

=

w

1

a

;

0; ÿêùî

w

2

b

>

w

1

a

:
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Îòæå, ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó i �óíêöiÿ ïðèáóòêó ìàþòü âèãëÿä

q(w; p) =

p

2minf

w

1

a

;

w

2

b

g

; �(p; w) =

p

2

4minf

w

1

a

;

w

2

b

g

:

N
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Ìiíiìiçàöiÿ âèòðàò �iðìè

Òåîðiþ �iðìè ÷àñòî ðîçãëÿäàþòü ç ïîçèöi¨ �óíêöi¨ âèòðàò. Òà-

êèé ïiäõiä äåùî ñïðîùó¹ ïðîâåäåííÿ àíàëiçó. Ïðîòå éîãî ìîæ-

íà êðèòèêóâàòè.

Ç îäíîãî áîêó, ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âàðòiñòþ âõiäíèõ �àê-

òîðiâ âèðîáíèöòâà i ðiâíåì âèïóñêó çàëåæèòü âiä öií ðiçíèõ

�àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, òîìó �óíêöiÿ âèòðàò çìiíþ¹òüñÿ çi

çìiíîþ öèõ öií. Îñêiëüêè âèðîáíè÷à �óíêöiÿ âiäîáðàæà¹

òåõíîëîãi÷íi îáìåæåííÿ íåçàëåæíî âiä ñèñòåìè öií, òî âîíà

âiäîáðàæà¹ áiëüø �óíäàìåíòàëüíå ïîíÿòòÿ íiæ �óíêöiÿ

âèòðàò.

Ç iíøîãî áîêó, òåîðiÿ �iðìè, ïîáóäîâàíà íà àíàëiçi âèòðàò,

ïîãàíî âïèñó¹òüñÿ â òåîðiþ çàãàëüíî¨ ðiâíîâàãè, ïîçàÿê öiíè

ðîçãëÿíóòi â íié åíäîãåííi, à íåâèçíà÷åíi íàïåðåä.

�îçãëÿä �óíêöi¨ âèòðàò äà¹ çìîãó ðîçãëÿíóòè áàãàòî âàæ-

ëèâèõ âëàñòèâîñòåé.

Ó ìiêðîåêîíîìiöi òåõíîëîãiþ âèðîáíèöòâà ìîæíà îïèñóâà-

òè ÷åðåç �óíêöiþ ïðèáóòêó, à ìîæíà îïèñàòè i ÷åðåç �óí-

êöiþ âèòðàò, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó â äâà

åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàïi çíàõîäÿòü ìiíiìàëüíi âèòðàòè âèðîá-

íèöòâà (i âiäïîâiäíi ¨ì òåõíîëîãi÷íi ïðîöåñè), ÿêi äàþòü çìî-

ãó âèðîáèòè çàäàíèé îáñÿã ïðîäóêöi¨. Âiäïîâiäíà çàëåæíiñòü

52
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ìiæ âèïóñêîì i öèìè (ìiíiìàëüíèìè) âèòðàòàìè íàçèâà¹òüñÿ

�óíêöi¹þ âèòðàò. Íà äðóãîìó åòàïi ïðè âiäîìié �óíêöi¨ âèò-

ðàò i çàäàíèõ öiíàõ íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà òà âèïóñê ïðî-

äóêöi¨ çíàõîäèòü òîé îáñÿã âèïóñêó, ïðè ÿêîìó ïðèáóòîê áóäå

íàéáiëüøèì. Òàêèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i "ïëàíóâàí-

íÿ" âèðîáíèöòâà çðó÷íèé ïðè äîñëiäæåííi ìîäåëåé ðiâíîâàãè

â âèðîáíèöòâi, à òàêîæ ïðè àíàëiçi ìîäåëåé íåäîñêîíàëî¨ êîí-

êóðåíöi¨, êîëè ïîâåäiíêà âèðîáíèêà ìà¹ âïëèâ íà ðèíêîâi öiíè.

3.1 Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò

�îçãëÿäà¹ìî âèïàäîê âèðîáíèöòâà îäíîãî âèäó ïðîäóêöi¨. Íå-

õàé òåõíîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ

Y = f (�z; q) : q � f(z) 6 0; z 2 R

L�1

+

g � çàìêíóòà i âîëî-

äi¹ âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ, ùî äëÿ âèïóñêó îçíà-

÷à¹: ÿêùî q

0

> q, òî V (q

0

) � V (q): Íåõàé w = (w

1

; :::; w

L�1

)

� âåêòîð öií íà öi �àêòîðè âèðîáíèöòâà. Ââàæàòèìåìî, ùî

ðèíîê �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ çàêîíàì äî-

ñêîíàëî¨ êîíêóðåíöi¨, òîìó öiíè w

l

, l = 1; :::; L � 1 çàäàíi äëÿ

�iðìè åêçîãåííî.

1

Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò âèðîáíèöòâà (
ost minimi-

zation problem) (CMP)

w

�

z ! min; z 2 V (q): (CMP)

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà öií �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, íà ÿêié

iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (CMP) ïðè çàäàíîìó îáñÿãó âèïóñêó,

çáiãà¹òüñÿ ç R

L�1

++

:

Äëÿ âèðîáíè÷î¨ ìíîæèíè Y âèçíà÷èìî �óíêöiþ âèòðàò


(w; q), ÿêà êîæíîìó âåêòîðó (w; q) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

1

Ïðèïóùåííÿ ñòîñîâíî îðãàíiçàöi¨ ðèíêó â óìîâàõ äîñêîíàëî¨ êîíêó-

ðåíöi¨ ðîçãëÿíåìî ïiçíiøå.
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÷èñëî 
(w; q) = minfw

�

z : z 2 V (q) g (îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ

öiëüîâî¨ �óíêöi¨ çàäà÷i (CMP)). Âiäïîâiäíî ìíîæèíó ðîçâ'ÿç-

êiâ çàäà÷i (CMP) ïîçíà÷èìî ÷åðåç z(w; q) = f z 2 V (q) :

w

�

z = 
(w; q) g i íàçâåìî ïîïèòîì íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà

(àáî �óíêöi¹þ ïîïèòó , ÿêùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà (w; q) ìíî-

æèíà z(w; q) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè).

�îçãëÿíåìî ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ çàäà÷i (CMP). Ïî-

âåðõíÿ ðiâíÿ H

w;
̂

= fz 2 R

L�1

+

: w

�

z = 
̂g öiëüîâî¨ �óíêöi¨

çàäà÷i (CMP), ÿêi íàçèâàþòü içîêîñòàìè, óòâîðþþòü ñiì'þ

ïàðàëåëüíèõ ãiïåðïëîùèí. �ðàäi¹íò öiëüîâî¨ �óíêöi¨ âñþäè

îäíàêîâèé i äîðiâíþ¹ w òà ¹ íîðìàëëþ äî êîæíî¨ ç öèõ ãiïåð-

ïëîùèí. Ïîøóê ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ

ìiíiìàëüíîãî ÷èñëà 
 ñåðåä âñiõ òàêèõ ÷èñåë 
̂, ùî ãiïåðïëî-

ùèíà H

w;
̂

ìà¹ íåïîðîæíèé ïåðåòèí iç V (q), òîáòî 
 = minf
̂ :

H

w;
̂

\V (q) 6= ;g. Ïðè öüîìó z(w; q) = H

w;


\V (q) � ìíîæèíà

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (CMP).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïîøóêó ÷èñëà 
 íiáè âiäáóâà¹òüñÿ ïåðå-

ìiùåííÿ ãiïåðïëîøèíè H

w;
̂

â íàïðÿìi ïðîòèëåæíîìó äî âåê-

òîðà w: Íà ðèñ. 3.1.1 ïîêàçàíî ïîøóê ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (CMP)

äëÿ âèïàäêó äâîõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà.

Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) äè�åðåíöiéîâíà çà ñóêóïíiñ-

òþ çìiííèõ. Íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó

âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè Êóíà-Òàêåðà: ÿêùî z

�

¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (CMP), òîáòî z

�

2 z(w; q), òîäi iñíó¹ ìíîæíèê Ëàãðàí-

æà � > 0 òàêèé, ùî

w

l

> �

�f(z

�

)

�z

l

(=; ÿêùî z

�

l

> 0); l = 1; : : : ; L� 1; (3.1.1)

àáî ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi

w > �rf(z

�

) i [w � �rf(z

�

)℄

�

z

�

= 0: (3.1.2)

ßêùî âèðîáíè÷à ìíîæèíà Y îïóêëà (íàïðèêëàä, ÿêùî f(

�

)

êâàçiââiãíóòà), òî óìîâè (3.1.2) íå òiëüêè íåîáõiäíi, à é äîñòàò-

íi äëÿ òîãî, ùîá z

�

2 z(w; q):
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�èñ. 3.1.1. L = 3. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò

Îñêiëüêè âèðîáëÿ¹òüñÿ ëèøå îäèí âèä ïðîäóêöi¨, òî ìîæíà

ââàæàòè, ùî ïðîñòið �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà R

L�1

+

íå ¹

íàäëèøêîâèì. Òîäi äëÿ ðiâíiâ âèïóñêó q > 0 âåêòîð âèòðàò

z

�

2 R

L�1

++

. Ó öüîìó âèïàäêó óìîâà îïòèìàëüíîñòi íàáóâà¹ âèã-

ëÿäó

w = �PM(z

�

); (3.1.3)

òîáòî âåêòîð ãðàíè÷íèõ ïðîäóêòiâ ó òî÷öi îïòèìóìó ïðîïîð-

öiéíèé âåêòîðó öií íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà.

Äëÿ íàøî¨ òåõíîëîãi¨ �óíêöiÿ ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ âèãëÿä

F (y) = q�f(z), äå y = (�z; q). Îñêiëüêè ðiâåíü âèïóñêó q �iê-

ñîâàíèé, òî ãðàíè÷íó íîðìó ïåðåòâîðåííÿ l-ãî ÷èííèêà â k-é

÷èííèê MRT

lk

(y) = MP

l

(z)=MP

k

(z) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ìi-

ðó, ÿêà ïîêàçó¹ íàñêiëüêè îäèíèöü çáiëüøèòüñÿ (çìåíøèòüñÿ)

âèêîðèñòàííÿ k-ãî ÷èííèêà, ÿêùî âèêîðèñòàííÿ l-ãî ÷èííèêà

çìåíøèòè (çáiëüøèòè) íà îäíó îäèíèöþ áåç çìiíè ðiâíÿ âè-

ïóñêó ïðîäóêöi¨. Iíøèìè ñëîâàìè, öå ¹ ìiðà çàìiùåííÿ l-ãî

÷èííèêà k-òèì ÷èííèêîì ïðè íåçìiííîìó ðiâíi âèïóñêó i ïîç-

íà÷à¹òüñÿ ÷åðåç MRTS

lk

(z).
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Çîêðåìà ç (3.1.3) âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî äëÿ äâîõ �àêòîðiâ

âèðîáíèöòâà l i k (z

�

l

; z

�

k

)� 0, òî MRTS

l k

(z

�

) =

w

l

w

k

:

Ìíîæíèê Ëàãðàíæà �, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

(CMP), âèìiðþ¹ ÷óòëèâiñòü îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ öiëüîâî¨

�óíêöi¨ 
(w; q) äî çìiíè êîíñòàíòè îáìåæåííÿ q

� =

�
(w; q)

�q

;

òîáòî ìíîæíèê � äîðiâíþ¹ ãðàíè÷íèì âèòðàòàì âèðîáíèöò-

âà

�
(w; q)

�q

:

Ïðèêëàä 3.1.1. Ôóíêöiÿ âèòðàò äëÿ òåõíîëîãi¨ Êîáà-Äóãëàñà.

Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò ìà¹ âèãëÿä


(w; q) = min

z

1

;z

2

w

1

z

1

+ w

2

z

2

çà óìîâè kz

�

1

z

�

2

= q:

Ç óìîâè îáìåæåííÿ çíàõîäèìî z

2

i ïiäñòàâëÿ¹ìî â öiëüîâó

�óíêöiþ, îòðèìà¹ìî

min

z

1

w

1

z

1

+ w

2

k

�

1

�

q

1

�

z

�

�

�

1

:

Iç óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó

w

1

�

�

�

w

2

k

�

1

�

q

1

�

z

�

�+�

�

1

= 0

çíàõîäèìî

z

1

(w

1

; w

2

; q) = k

�

1

�+�

�

�w

2

�w

1

�

�

�+�

q

1

�+�

;

z

2

(w

1

; w

2

; q) = k

�

1

�+�

�

�w

2

�w

1

�

�

�

�+�

q

1

�+�

:
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Îòæå, �óíêöiÿ âèòðàò ìà¹ âèãëÿä


(w

1

; w

2

; q) =w

1

z

1

(w

1

; w

2

; q) + w

2

z

2

(w

1

; w

2

; q)

= k

�

1

�+�

"

�

�

�

�

�

�+�

+

�

�

�

�

�

�

�+�

#

w

�

�+�

1

w

�

�+�

2

q

1

�+�

:

N

Ïðèêëàä 3.1.2. Ôóíêöiÿ âèòðàò äëÿ òåõíîëîãi¨ CES. Íåõàé

âèðîáíè÷à �óíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä f(z) = (z

�

1

+ z

�

2

)

1

�

. Òîäi çàäà÷à

ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò âèãëÿäà¹ ÿê

min

z

1

;z

1

w

1

z

1

+ w

2

z

2

çà óìîâè z

�

1

+ z

�

2

= q

�

:

Óìîâè îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàþòü âèãëÿä

w

1

� � � z

��1

1

= 0

w

2

� � � z

��1

2

= 0

z

�

1

+ z

�

2

= q

�

:

Çâiäêè çíàõîäèìî z

�

1

i z

�

1

z

�

1

= w

�

��1

1

(��)

��

��1

; z

�

2

= w

�

��1

2

(��)

��

��1

(3.1.4)

i ïiäñòàâëÿ¹ìî ó âèðîáíè÷ó �óíêöiþ

(��)

��

��1

h

w

�

��1

1

+ w

�

��1

2

i

= q

�

:

�îçâ'ÿçàâøè öå ðiâíÿííÿ ñòîñîâíî (��)

��

��1

i ïiäñòàâèâøè éîãî â

ñèñòåìó (3.1.4), çíàõîäèìî �óíêöi¨ ïîïèòó íà îáèäâà �àêòîðè



58 �îçäië 3. Ìiíiìiçàöiÿ âèòðàò �iðìè

âèðîáíèöòâà

z

1

(w

1

; w

2

; q) =w

1

��1

1

h

w

�

��1

1

+ w

�

��1

2

i

�1

�

q

z

2

(w

1

; w

2

; q) =w

1

��1

2

h

w

�

��1

1

+ w

�

��1

2

i

�1

�

q:

Îòæå, �óíêöiÿ âèòðàò ìà¹ âèãëÿä


(w

1

; w

2

; q) =w

1

z

1

(w

1

; w

2

; q) + w

2

z

2

(w

1

; w

2

; q)

= q

h

w

�

��1

1

+ w

�

��1

2

i h

w

�

��1

1

+ w

�

��1

2

i

�

1

�

= q

h

w

�

��1

1

+ w

�

��1

2

i

��1

�

= q [w

r

1

+ w

r

2

℄

1

r

;

äå r = �=�� 1: N

Ïðèêëàä 3.1.3. Ôóíêöiÿ âèòðàò äëÿ òåõíîëîãi¨ Ëåîíòü¹âà.

Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä f(z) = minfaz

1

; bz

2

g.

Òîäi çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò âèãëÿäà¹ ÿê

min

z

1

;z

1

w

1

z

1

+ w

2

z

2

çà óìîâè minfaz

1

; bz

2

g = q:

Îñêiëüêè öiíè íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà äîäàòíi, òî äëÿ ðiâ-

íÿ âèïóñêó q îïòèìàëüíèì âèáîðîì �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà ¹

âåêòîð z(w; q) = (

q

a

;

q

b

): Îòæå, �óíêöiÿ âèòðàò ìà¹ âèãëÿä


(w

1

; w

2

; q) = w

1

q

a

+ w

2

q

b

= q

�

w

1

a

+

w

2

b

�

:

N
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Ïðèêëàä 3.1.4. Ôóíêöiÿ âèòðàò äëÿ ëiíiéíî¨ òåõíîëîãi¨. Íå-

õàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä f(z) = az

1

+ bz

2

, a > 0,

b > 0. Òîäi çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò ìà¹ âèãëÿä

min

z

1

;z

1

w

1

z

1

+ w

2

z

2

çà óìîâè az

1

+ bz

2

= q:

Îñêiëüêè öiíè íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà äîäàòíi, òî äëÿ ðiâ-

íÿ âèïóñêó q îïòèìàëüíèì âèáîðîì �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà ¹

òàêèé:

z

1

= q=a, z

2

= 0, ÿêùî w

1

=w

2

< a=b; z

2

= q=b, z

1

= 0,

ÿêùî w

1

=w

2

> a=b; áóäü-ÿêà êîìáiíàöiÿ z

1

i z

2

, ùî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó az

1

+ bz

2

= q, ÿêùî w

1

=w

2

= a=b. Ôóíêöiÿ âèòðàò ìà¹

âèãëÿä 
(w

1

; w

2

; q) = minfw

1

=a; w

2

=bgq.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ òåõíîëîãi¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîá-

íè÷îþ �óíêöi¹þ f(z) =

p

az

1

+ bz

2

, �óíêöiÿ âèòðàò ìà¹ âèã-

ëÿä


(w; q) = q

2

minf

w

1

a

;

w

2

b

g:

N

Çíàéäåìî âèãëÿä �óíêöi¨ âèòðàò äëÿ âèïàäêó îäíîðiäíî¨

âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨.

Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) îäíîðiäíà ñòåïåíÿ k i äè�å-

ðåíöiéîâíà. Òîäi çà �îðìóëîþ Åéëåðà ìà¹ìî

kf(z

�

) = rf(z

�

)

�

z

�

; (3.1.5)

äå z

�

2 z(w; q). Ïðèïóñòèìî, ùî z

�

� 0. Òîäi ç (3.1.5) i (3.1.3)

âèïëèâà¹

kq =

w

�

�

z

�

() kq� = w

�

z

�
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àáî

kq

�
(w; q)

�q

= 
(w; q):

Çâiäêè îòðèìà¹ìî


(w; q) = C

0

q

1

k

;

äå C

0

= C

0

(w) � âèòðàòè çà îäèíèöþ âèïóñêó ïðîäóêöi¨.

3.2 Âëàñòèâîñòi �óíêöi¨ âèòðàò i

ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y = f(�z; q) 2

R

L

: q � f(z) 6 0; z 2 R

L�1

+

; q > 0g � çàìêíóòà i âîëîäi¹

âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ. Íåõàé 
(w; q) ��óíêöiÿ

âèòðàò i z(w; q) � ïîïèò íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà äëÿ òåõ-

íîëîãi¨ Y . Òîäi:

(i) 
(

�

) � îäíîðiäíà ïåðøîãî ñòåïåíÿ çà çìiííîþ w;

(ii) 
(w; q) � íåñïàäíà çà çìiííîþ w i çà çìiííîþ q;

(iii) 
(

�

) � ââiãíóòà çà çìiííîþ w;

(iv) ÿêùî V (q) îïóêëà äëÿ êîæíîãî q (�óíêöiÿ f(

�

) � êâà-

çiââiãíóòà), òî Y = f (�z; q) 2 R

L

: w

�

z > 
(w; q)

äëÿ âñiõ w� 0g;

(v) âiäîáðàæåííÿ (w; q) ! z(w; q) ¹ îäíîðiäíèì íóëüîâîãî

ñòåïåíÿ çà çìiííîþ w;

(vi) ÿêùî ìíîæèíà V (q) îïóêëà , òî z(w; q) � îïóêëà ìíî-

æèíà. Çîêðåìà, ÿêùî V (q) ñòðîãî îïóêëà ìíîæèíà, òî

ìíîæèíà z(w; q) ìà¹ ëèøå îäíó òî÷êó;
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(vii) (Shepard's lemma) ÿêùî z( �w; q) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âåê-

òîðà, òî 
(w; q) äè�åðåíöiéîâíà çà çìiííîþ w ó òî÷öi

�w i r

w


( �w; q) = z( �w; q);

(viii) ÿêùî �óíêöiÿ (w; q) ! z(w; q) äè�åðåíöiéîâíà çà çìií-

íîþ w ó òî÷öi �w, òîäi D

w

z( �w; q) = D

2

w


( �w; q) � ñèìåò-

ðè÷íà i âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà ìàòðèöÿ, äëÿ ÿêî¨

D

w

z( �w; q) �w = 0;

(ix) ÿêùî f(

�

) � îäíîðiäíà ïåðøîãî ñòåïåíÿ (òåõíîëîãiÿ õà-

ðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòàëîþ âiääà÷åþ âiä ìàñøòàáó), òîäi


(w; q) = q
(w; 1) i z(w; q) = qz(w; 1);

(x) ÿêùî f(

�

) � ââiãíóòà �óíêöiÿ, òî 
(

�

) � îïóêëà �óíêöiÿ

çà çìiííîþ q (çîêðåìà, ãðàíè÷íi âèòðàòè íå ñïàäàþòü

çà çìiííîþ q);

(xi) 
(

�

) � íåïåðåðâíà çà çìiííèìè w i q:

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî �óíêöiÿ âèòðàò 
(w; q) ¹ îïîð-

íîþ �óíêöi¹þ ìíîæèíè V (q). Çâiäêè âèïëèâàþòü âëàñòèâîñòi

(i), (iii) i (vii).

(iv) Ïîáóäó¹ìî çà äîïîìîãîþ �óíêöi¨ âèòðàò ïðè çàäàíîìó

ðiâíi âèïóñêó òàêó ìíîæèíó

V




(q) = fz 2 R

L�1

+

: w

�

z > 
(w; q) äëÿ âñiõ w 2 R

L�1

+

g:

Ïðè áóäü-ÿêîìó ðiâíi âèïóñêó q öÿ ìíîæèíà îïóêëà i V




(q) =


onvV (q). Îñêiëüêè öiíè íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà ¹ íåâiä'¹ìíi,

òî ìíîæèíà V




(q) çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü âiëüíîãî ðîçìiùåí-

íÿ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà (âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi)

V




(q) � V




(q)� R

L�1

+

;



62 �îçäië 3. Ìiíiìiçàöiÿ âèòðàò �iðìè

òîáòî, ÿêùî z 2 V




(q) i z

0

> z; òî z

0

2 V




(q).

Îòîæ, ìíîæèíè V (q) i V




(q) ìîæóòü íå çáiãàòèñÿ, ÿêùî

âèõiäíà ìíîæèíà âõiäíèõ ïîòðåá V (q) íå ¹ îïóêëîþ àáî ìîíî-

òîííîþ. Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè ìíîæèíà V (q) çàìêíó-

òà, îïóêëà i çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi, òî V (q) =

V




(q).

Âëàñòèâiñòü (viii) ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi (vii), ÿêùî �óíê-

öiÿ ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà äè�åðåíöiéîâíà. Âëàñ-

òèâiñòü (vi)äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî âëàñòèâîñòi (v) òåîðåìè

2.4.1.

(ii) Íåõàé z i z

0

� îïòèìàëüíi íàáîðè �àêòîðiâ âèðîáíèöò-

âà ïðè öiíàõ w i w

0

. Òîäi äëÿ w 6 w

0

ìà¹ìî


(w; q) = w

�

z 6 w

�

z

0

6 w

0

�

z

0

= 
(w

0

; q):

Íåõàé q > q

0

, òîäi V (q) � V (q

0

) i 
(w; q) = min

z2V (q)

w

�

z >

min

z2V (q

0

)

w

�

z = 
(w; q

0

).

(ix) Íåõàé z

�

2 z(w; 1). Îñêiëüêè òåõíîëîãiÿ õàðàêòåðè-

çó¹òüñÿ ñòàëîþ âiääà÷åþ âiä ìàñøòàáó, òî äëÿ âèïóñêó q ïðî-

äóêöi¨ íåîáõiäíî qz

�

�àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. Íåõàé 
(w; q) =

w

�

z

0

< w

�

(qz

�

). Òîäi w

�

z

0

=q < w

�

z

�

, ùî ñóïåðå÷èòü îïòèìàëü-

íîñòi ÷èííèêiâ z

�

äëÿ îäèíè÷íîãî âèïóñêó. Îòæå, 
(w; q) =

q
(w; 1) i z(w; q) = qz(w; 1).

(x) Íåõàé q

1

i q

2

äîâiëüíi ðiâíi âèïóñêó i q

�

= �q

1

+(1��)q

2

äëÿ � 2 [0; 1℄. Íåõàé


(w; q

j

) = minfw

�

z : z 2 V (q

j

)g = w

�

z

j

; j = 1; 2:
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ßêùî �óíêöiÿ f(

�

) � ââiãíóòà, òî z

�

= �z

1

+(1��)z

2

2 V (q

�

).

Îòæå,


(w; q

�

) = minfw

�

z : z 2 V (q

�

)g = w

�

�z

6w

�

z

�

= �(w

�

z

1

) + (1� �)(w

�

z

2

)

=�
(w; q

1

) + (1� �)
(w; q

2

);

òîáòî �óíêöiÿ âèòðàò 
(w; q) îïóêëà çà çìiííîþ q.

Âëàñòèâiñòü (xi) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî ìàêñèìóì ?? .

Çàóâàæèìî, ÿêùî íàâiòü ìíîæèíè V (q) i V




(q) íå çáiãàþ-

òüñÿ, òî öÿ âiäìiííiñòü íå ¹ ñóòò¹âîþ ç ïîãëÿäó îïèñó ïîâå-

äiíêè âèðîáíèêà, îñêiëüêè V




(q) ïîðîäæó¹ òó ñàìó �óíêöiþ

âèòðàò, ùî i V (q).

Ñïðàâäi, íåõàé 


�

(w; q) = min

z2V




(q)

w

�

z. Òîäi 


�

(w; q) 6 
(w; q).

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà öií w

0

íåðiâíiñòü âè-

êîíó¹òüñÿ ñòðîãî, òîáòî iñíó¹ âåêòîð �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

z

0

2 V




(q) òàêèé, ùî w

0

�

z

0

= 


�

(w

0

; q) < 
(w

0

; q). Öå ñóïåðå÷èòü

âèçíà÷åííþ ìíîæèíè V




(q), îñêiëüêè w

0

�

z

0

> 
(w

0

; q).

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè îá ðóíòîâóþòü îòðèìàííÿ äåÿêî¨ ìíî-

æèíè âõiäíèõ ïîòðåá âèðîáíèöòâà V




(q) çà äîïîìîãîþ �óíêöi¨

âèòðàò 
(w; q). Òå, ùî V (q) i V




(q) çáiãàþòüñÿ ìîæëèâî ëèøå ó

âèïàäêó, êîëè V (q) îïóêëà i âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ìîíîòîííîñòi.

Çîêðåìà, ÿêùî �óíêöiÿ âèòðàò òàêà, ùî 
(w; q) = q
(w; 1),

òî V (q) âèçíà÷à¹ òåõíîëîãiþ, ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòàëîþ âiä-

äà÷åþ âiä ìàñøòàáó.

ßê âïðàâó ïîêàçàòè òàêå: ÿêùî �óíêöiÿ âèòðàò ââiãíóòà

i 
(w; 0) = 0, òî öÿ �óíêöiÿ âèòðàò ïîðîäæåíà âèðîáíè÷îþ

�óíêöi¹þ, ÿêà â òî÷êàõ îïòèìóìó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ çðîñòàþ-

÷îþ âiääà÷åþ âiä ìàñøòàáó.
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3.3 Äîñòàòíi óìîâè âèçíà÷åííÿ

�óíêöi¨ âèòðàò

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé �óíêöiÿ '(w; q) � äè�åðåíöiéîâíà i

ïðàâèëüíi óìîâè

(i) '(�w; q) = '(w; q) äëÿ âñiõ � > 0;

(ii) '(w; q) > 0 äëÿ w > 0 i q > 0;

(iii) '(w

0

; q) > '(w; g) äëÿ w

0

> w;

(iv) '(w; q) � ââiãíóòà çà çìiííîþ w:

Òîäi '(w; q) � �óíêöiÿ âèòðàò äëÿ òåõíîëîãi¨

V

'

(q) =

�

z 2 R

L�1

+

: w

�

z > '(w; q) äëÿ âñiõ w > 0

	

:

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ïðèéìåìî

z(w; q) = r

w

'(w; q) äëÿ w > 0:

Îñêiëüêè '(w; q) îäíîðiäíà ïåðøîãî ñòåïåíÿ çà çìiííîþ w,

òîäi çà �îðìóëîþ Åéëåðà ìà¹ìî

'(w; q) = r

w

'(w; q)

�

w = z(w; q)

�

w:

Ç âëàñòèâîñòi (iii) âèïëèâà¹, ùî z(w; q) > 0. Çà õàðàêòåðèñ-

òè÷íîþ âëàñòèâiñòþ ââiãíóòèõ �óíêöié ìà¹ìî

'(w

0

; q) 6 '(w; q) +r

w

'(w; q)

�

(w

0

� w) äëÿ âñiõ w

0

> 0:

Çâiäêè îòðèìà¹ìî, ùî

'(w

0

; q) 6 w

0

�

z(w; q);

òîáòî z(w; q) 2 V

'

(q).
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ßêùî z 2 V

'

(q), òî

'(w; q) 6 w

�

z:

Ç iíøîãî áîêó,

'(w; q) = w

�

z(w; q):

Îòæå, '(w; q) �óíêöiÿ âèòðàò äëÿ òåõíîëîãi¨ V

'

(q).

3.4 Ôóíêöiÿ ïîïèòó íà �àêòîðè

âèðîáíèöòâà

Íåõàé çàäàíî ñóêóïíiñòü �óíêöié ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîá-

íèöòâà fz

i

(w; q)g

L�1

i=1

, ÿêi ¹ îäíîðiäíèìè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ çà

çìiííîþ w i ìàòðèöÿ

D

w

z(w; q) =

�

�z

i

�w

j

�

L�1

i;j=1

ñèìåòðè÷íà i âiä'¹ìíî íàïiââèçíà÷åíà.

Âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: äëÿ ÿêî¨ òåõíîëîãi¨ �óíêöi¨ fz

i

(w; q)g

L�1

i=1

¹ �óíêöiÿìè ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà?

�îçãëÿíåìî �óíêöiþ

'(w; q) =

L�1

X

i=1

w

i

z

i

(w; q):

Ïîêàæåìî, ùî öÿ �óíêöiÿ ¹ �óíêöi¹þ âèòðàò, òîáòî çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè (i)� (iv) òåîðåìè 3.3.1.

(i)

'(�w; q) =

L�1

X

i=1

(�w

i

) z

i

(�w; q) = �

L�1

X

i=1

w

i

z

i

(w; q) = �'(w; q):
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(ii) Îñêiëüêè z

i

(w; q) > 0 äëÿ âñiõ w > 0, òî '(w; q) > 0

äëÿ âñiõ w > 0.

(iii)

�'(w; q)

�w

i

= z

i

(w; q) +

L�1

X

j=1

w

j

�z

j

(w; q)

�w

i

= z

i

(w; q) +

L�1

X

j=1

w

j

�z

i

(w; q)

�w

j

= z

i

(w; q) + w

�

r

w

z

i

(w; q)

= z

i

(w; q) > 0 äëÿ âñiõ w > 0;

òîáòî �óíêöiÿ '(w; q) íå ñïàäà¹ çà çìiííîþ w.

(iv) Îñêiëüêè ìàòðèöÿ �åñå �óíêöi¨ '(w; q) çà çìiííîþ w

çáiãà¹òüñÿ ç ìàòðèöåþ D

w

z(w; q), ÿêà ñèìåòðè÷íà i âiä'¹ìíî

íàïiââèçíà÷åíà, òî �óíêöiÿ '(w; q) ââiãíóòà çà çìiííîþ w.

Îòæå, ïîáóäîâàíà �óíêöiÿ '(w; q) ¹ �óíêöi¹þ âèòðàò äëÿ

òåõíîëîãi¨

V

'

(q) =

�

z 2 R

L�1

+

: w

�

z > '(w; q) äëÿ âñiõ w > 0

	

:

Ïðèêëàä 3.4.1. Íåõàé

z

1

(w; q) = �qw

��1

1

w

1��

2

; z

2

(w; q) = (1� a)qw

�

1

w

��

2

:

Ëåãêî áà÷èòè, ùî �óíêöi¨ ¹ îäíîðiäíèìè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ çà

çìiííîþ w i ìàòðèöÿ D

w

z(w; q) ñèìåòðè÷íà i âiä'¹ìíî íàïiâ-

âèçíà÷åíà.

Ôóíêöiÿ âèòðàò ìà¹ âèãëÿä


(w; q) = w

1

z

1

(w; q) + w

2

z

2

(w; q) = qw

�

1

w

1��

2

:
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Êðiì òîãî, ìà¹ìî

w

2

w

1

=

�

z

1

�q

�

1

1��

;

w

2

w

1

=

�

z

2

(1� �)q

�

�

1

�

:

Çâiäêè

z

��

1

�

��

q

��

=

z

1��

2

(1� �)

1��

q

1��

àáî

q = [�

��

(1� �)

��1

℄z

�

1

z

1��

2

= kz

�

1

z

1��

2

:

Îòæå, ìà¹ìî òåõíîëîãiþ Êîáà-Äóãëàñà. N



�îçäië 4

Ìàêñèìiçàöiÿ ïðèáóòêó

êîíêóðåíòíî¨ �iðìè

4.1 Ïîáóäîâà ðèíêó

Äîñêîíàëà êîíêóðåíöiÿ � öå òàêà îðãàíiçàöiÿ ðèíêó, êîëè êîæ-

íà �iðìà ìîæå ïðîäàòè çà çàäàíîþ ðèíêîâîþ öiíîþ ñòiëüêè

ïðîäóêöi¨, ñêiëüêè âîíà õî÷å, à íà ðiâåíü ðèíêîâî¨ öiíè âïëè-

íóòè íå ìîæå íi îäèí ïðîäàâåöü, íi îäèí ïîêóïåöü òîâàðó.

1

Ìîäåëü äîñêîíàëî¨ êîíêóðåíöi¨  ðóíòó¹òüñÿ íà äåÿêèõ ïðè-

ïóùåííÿõ ñòîñîâíî îðãàíiçàöi¨ ðèíêó.

1. Îäíîðiäíiñòü ïðîäóêöi¨. Îäíîðiäíiñòü ïðîäóêöi¨ îçíà÷à¹,

ùî âñi ¨¨ îäèíèöi ç ïîãëÿäó ïîêóïöÿ, àáñîëþòíî îäíàêîâi, òîáòî

òîâàðè ðiçíèõ �iðì àáñîëþòíî âçà¹ìîçàìiííi. Öå îçíà÷à¹, ùî

1

Å.×åáåðëèí çàïðîïîíóâàâ äëÿ êëàñè�iêàöi¨ ðèíêiâ äâà êðèòåði¨ �

âçà¹ìîçàìiííiñòü òîâàðiâ, ÿêi ïðîïîíóþòü ðiçíi �iðìè, i âçà¹ìîçàëåæ-

íiñòü öèõ �iðì. Ïåðøèé êðèòåðié � êîå�iöi¹íò öiíîâî¨ ïåðåõðåñíî¨ åëàñ-

òè÷íîñòi ïîïèòó íà òîâàðè, ÿêi çàïðîïîíóâàëè �iðìè i òà j "

p

ij

=

p

j

q

i

dq

i

dp

j

;

äðóãèé � êîå�iöi¹íòîì êiëüêiñíî¨ ïåðåõðåñíî¨ åëàñòè÷íîñòi "

q

ij

=

q

j

p

i

dp

i

dq

j

:

68
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äëÿ êîæíîãî ïîêóïöÿ êðèâà áàéäóæîñòi ìà¹ �îðìó ïðÿìî¨, à

äëÿ âèðîáíèêiâ ïåðåõðåñíà åëàñòè÷íiñòü ïîïèòó çà öiíîþ äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ïàðè �iðì áëèçüêà äî íåñêií÷åííîñòi

"

ij

=

p

j

q

i

dq

i

dp

j

!1;

äå i; j � �iðìè, ÿêi âèðîáëÿþòü îäíîðiäíó ïðîäóêöiþ, òîáòî

íåâåëèêå ïiäâèùåííÿ öiíè ïîíàä ðèíêîâèé ðiâåíü îäíi¹þ �ið-

ìîþ ïðèçâîäèòü äî ïîâíîãî ïåðåâåäåííÿ ïîïèòó íà öþ ïðîäóê-

öiþ iíøèõ �iðì.

Îäíîðiäíèìè ïðîäóêòàìè ¹, íàïðèêëàä, êàâà, ïøåíèöÿ,

íà�òà äåÿêèõ ñîðòiâ àáî íàïiâ�àáðèêàòè (ñòàëü, çîëîòî òîùî),

òîâàðè ÿêi ïðîäàþòü íà ñïåöiàëiçîâàíèõ òîâàðíèõ áiðæàõ.

Â óìîâàõ äîñêîíàëî¨ êîíêóðåíöi¨ êîæíèé ïðîäàâåöü öiíî-

îäåðæóâà÷: îáåðíåíà êðèâà ïîïèòó p(q) = �p íà éîãî ïðîäóê-

öiþ ¹ ïðÿìà ïàðàëåëüíà äî îñi âèïóñêó; �iðìà ìîæå ïðî-

äàâàòè áóäü-ÿêèé îáñÿã ïðîäóêöi¨ çà iñíóþ÷îþ ðèíêîâîþ öi-

íîþ. Îñêiëüêè äîõiä �iðìè ïðîïîðöiéíèé âèïóñêó ïðîäóêöi¨

R(q) = �pq; òî ñåðåäíié AR(q) =

R(q)

q

i ãðàíè÷íèé äîõiä

dR(q)

dq

âiä ¨¨ ïðîäàæó îäíàêîâèé i äîðiâíþ¹ ðèíêîâié öiíi

AR(q) = MR(q) = �p:

Òîìó â óìîâàõ äîñêîíàëî¨ êîíêóðåíöi¨ îáåðíåíà êðèâà ïîïèòó

íà ïðîäóêöiþ �iðìè ¹ îäíî÷àñíî êðèâîþ ñåðåäíüîãî òà ãðà-

íè÷íîãî äîõîäó.

2. Ñâîáîäà âõîäó òà âèõîäó ç ðèíêó. Âñi ïðîäàâöi i ïîêóï-

öi âîëîäiþòü ïîâíèì ïðàâîì âõîäèòè òà âèõîäèòè ç ðèíêó. Öå

îçíà÷à¹, ùî �iðìè âîëîäiþòü ïðàâîì ïî÷àòè âèðîáíèöòâî ïðî-

äóêöi¨, ïðîäîâæèòè àáî çóïèíèòè éîãî. Ïîêóïöi òàêîæ ìàþòü

öi ïðàâà, âîíè ìîæóòü âiëüíî êóïóâàòè òîâàð ó áóäü-ÿêié êiëü-

êîñòi.

Ç iíøîãî áîêó, íi îäíà ç �iðì íåçîáîâ'ÿçàíà çàëèøàòèñÿ

íà ðèíêó, ÿêùî öå íå âiäïîâiäà¹ ¨¨ áàæàííþ. Ñâîáîäà âõîäó òà
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âèõîäó ç ðèíêó çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ìîáiëüíiñòþ âèðîáíè÷èõ ðåñóð-

ñiâ, ñâîáîäîþ ¨õ ïåðåòîêó ç îäíi¹¨ ãàëóçi â iíøó, òóäè äå âèùà

àëüòåðíàòèâíà öiííiñòü.

3. Äîñêîíàëà ií�îðìàöiÿ. Ñóá'¹êòè ðèíêó (ïðîäàâöi, ïî-

êóïöi, âëàñíèêè �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà) ìàþòü äîñêîíàëó ií-

�îðìàöiþ ïðî âñi ïàðàìåòðè ðèíêó. Ií�îðìàöiÿ ïîøèðþ¹òüñÿ

ìèòò¹âî i ¹ áåçêîøòîâíîþ.

4.2 Ôiðìà â óìîâàõ äîñêîíàëî¨

êîíêóðåíöi¨

Â óìîâàõ äîñêîíàëî¨ êîíêóðåíöi¨ �iðìà ¹ öiíîîäåðæóâà÷åì.

Âîíà ìîæå ìàêñèìiçóâàòè ñâié ïðèáóòîê, ïðèñòîñóâàâøè ði-

âåíü âèïóñêó äî óìîâ òîâàðíîãî ðèíêó i (àáî) äî çóìîâëå-

íèõ òåõíîëîãi¹þ âëàñíèìè âèòðàòàìè. Ïðîòå âîíà íå ìîæå

âïëèíóòè íà öiíó ïðîäóêöi¨. Çíàéäåìî âèïóñê, ÿêèé çàáåçïå-

÷ó¹ ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê êîíêóðåíòíî¨ �iðìè ïðè çàäàíèõ

óìîâàõ ðèíêó i òåõíîëîãi¨. Çàóâàæèìî ëèøå, ùî åêîíîìiñòè

íàçèâàþòü ìàêñèìóìîì ïðèáóòêó ìàêñèìóì äîäàòíî¨ ðiçíèöi

ìiæ äîõîäîì (âèòîðãîì) i âèòðàòàìè âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨

òà ìiíiìóì âiä'¹ìíî¨ ðiçíèöi ìiæ öèìè âåëè÷èíàìè. Ìiíiìóì

çáèòêiâ �iðìà ìîæå ðîçãëÿäàòè ÿê ìàêñèìóì ïðèáóòêó, ÿêùî

îòðèìàòè äîäàòíèé ïðèáóòîê íå ìîæíà.

Îñêiëüêè ïðèáóòîê �iðìè ¹ ðiçíèöåþ ìiæ âèòîðãîì i âèò-

ðàòàìè, à êðèâà âèòðàò 
(w; q) õàðàêòåðèçó¹ ìiíiìàëüíi âèò-

ðàòè ïðè ðiçíèõ ðiâíÿõ âèïóñêó i çàäàíèõ öiíàõ íà �àêòîðè

âèðîáíèöòâà, òî îïòèìàëüíèì ðiâíåì âèïóñêó q

�

¹ ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó

�(q) = p q � 
(w; q)! max; q > 0: (4.2.1)
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Íåîáõiäíîþ óìîâîþ îïòèìàëüíîñòi äëÿ q

�

ó çàäà÷i (4.2.1) ¹

d�(q

�

)

dq

= p �

�
(w; q

�

)

�q

6 0; (=; ÿêùî q

�

> 0): (4.2.2)

Çîêðåìà, ÿêùî q

�

> 0, òî óìîâà (4.2.2) âèìàãà¹, ùîá ãðàíè÷íi

âèòðàòè äîðiâíþâàëè ðèíêîâié öiíi

�
(w; q

�

)

�q

= p: (4.2.3)

ßêùî 
(w; q) � îïóêëà çà çìiííîþ q, òî (4.2.2) ¹ òàêîæ äîñ-

òàòíüîþ óìîâîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ òîãî, ùîá q

�

áóâ îïòè-

ìàëüíèì ðiâíåì âèïóñêó äëÿ �iðìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(q) = 
(w; q) � �óíêöiþ âèòðàò âèðîá-

íèöòâà ïðè �iêñîâàíèõ öiíàõ w, a ÷åðåç MC(q) =

�
(w; q)

�q

�

�óíêöiþ ãðàíè÷íèõ âèòðàò.

Îñêiëüêè äëÿ êîíêóðåíòíî¨ �iðìè öiíà, ñåðåäíié i ãðàíè÷-

íèé äîõiä îäíàêîâi, òîáòî p = AR = MR, òî íåîáõiäíà óìîâà

ïåðøîãî ïîðÿäêó ìîæå áóòè ïîäàíà i ÿê ðiâíiñòü ãðàíè÷íîãî

âèòîðãó ãðàíè÷íèì âèòðàòàì

MR(q

�

) = MC(q

�

): (4.2.4)

Äëÿ ñèòóàöi¨, ÿêó çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.2.1, óìîâà ïåðøîãî

ïîðÿäêó ñïðàâäæó¹òüñÿ äâi÷i, â òî÷êàõ A i C, äëÿ ÿêèõ âiä-

ïîâiäàþòü ðiâíi âèïóñêó ¹ q̂ i q

�

: Ïðîòå â ïåðøîìó âèïàäêó ¹

ìàêñèìàëüíi çáèòêè, â äðóãîìó � ïðèáóòîê. Äëÿ ðîçïiçíàâàí-

íÿ öèõ âèïàäêiâ âèêîðèñòîâóþòü äîñòàòíþ óìîâó îïòèìàëü-

íîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî â òî÷öi ìàêñèìóìó

ïðèáóòêó �(

�

) ãðàíè÷íi âèòðàòè ïîâèííi çðîñòàòè, òîáòî êðèâà

ãðàíè÷íèõ âèòðàò ïåðåòèíà¹ êðèâó ãðàíè÷íîãî äîõîäó çíèçó

(â òî÷öi C, à íå â òî÷öi A íà ðèñ.4.2.1)

dMC(q

�

)

dq

> 0: (4.2.5)
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�èñ. 4.2.1. Âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî âèïóñêó ÷åðåç äîõiä i êðèâi

âèòðàò
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Òîìó îïòèìàëüíèé âèïóñê íà ðèñ. 4.2.1 ïåðåáóâà¹ â òî÷öi

q

�

, i õàðàêòåðèçó¹ îïòèìàëüíèé ðiâåíü ïðîïîçèöi¨ âèïóñêó ïðè

öiíàõ âèïóñêó p i çàäàíèõ ïëàòàõ w çà �àêòîðè âèðîáíèöòâà,

ÿêi âèêîðèñòàëè äëÿ ïîáóäîâè êðèâèõ âèòðàò. Âåëè÷èíó ïðè-

áóòêó ïðè îïòèìàëüíîìó âèïóñêó q

�

ìîæíà çíàéòè ÿê ïëîùó

çàøòðèõîâàíîãî ïðÿìîêóòíèêà çà ãðà�iêàìè ñåðåäíiõ âèòðàò

AC(q) =


(w; q)

q

i ñåðåäíüîãî äîõîäó. (Âåðøèíè ïðÿìîêóòíè-

êà ïåðåáóâàþòü ó òî÷êàõ ç êîîðäèíàòàìè (q

�

; p), (q

�

; AC(q

�

));

(0; AC(q

�

)); (0; p) ).

Ïðèáóòîê �iðìè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

�(q) = q[p� AC(q)℄:

Îòæå, ÿêùî p < min

q

AC(q), òî íàéêðàùèé âèõiä äëÿ �iðìè

íi÷îãî íå âèðîáëÿòè, à ó âèïàäêó p > min

q

AC(q) ïðîïîçèöiÿ

âèïóñêó âèçíà÷à¹òüñÿ êðèâîþ ãðàíè÷íèõ âèòðàò MC(q) (äèâ.

ðèñ. 4.2.1).

Ïðèêëàä 4.2.1. Ó ïðèêëàäi 3.1.1 äëÿ òåõíîëîãi¨ Êîáà-Äóãëàñà

q = z

�

1

z

�

2

; � > 0; � > 0 çíàéøëè �óíêöi¨ ïîïèòó íà �àêòîðè

âèðîáíèöòâà z

i

(w

1

; w

2

; q), i = 1; 2 i �óíêöiþ âèòðàò


(w

1

; w

2

; q) = m (w

1

; w

2

)q

1

�+�

; (4.2.6)

äå

m = k

�

1

�+�

"

�

�

�

)

�

�

�+�

+

�

�

�

�

�

�

�+�

#

;  (w

1

; w

2

) = w

�

�+�

1

w

�

�+�

2

:

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó (4.2.1)

�(q) = p

�

q �m (w

1

; w

2

)q

1

�+�

! max; q > 0: (4.2.7)
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Íåîáõiäíà óìîâà îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ öi¹¨ çà-

äà÷i ìà¹ âèãëÿä

p 6 m (w

1

; w

2

)

1

� + �

q

1����

�+�

(=; ÿêùî q > 0): (4.2.8)

ßêùî �+ � 6 1, òî �óíêöiÿ âèòðàò 
(w; q) îïóêëà çà çìiííîþ

q i óìîâà (4.2.8) äîñòàòíÿ óìîâà ìàêñèìóìó ïðèáóòêó.

Íåõàé �+� < 1, òîäi ç (4.2.8) çíàõîäèìî ¹äèíèé îïòèìàëü-

íèé ðiâåíü âèïóñêó

q(w

1

; w

2

; p) =

�

(�+ �)p

m (w

1

; w

2

)

�

�+�

1����

:

Çîêðåìà, �óíêöi¨ ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà òà �óíêöiÿ

ïðèáóòêó ìàþòü âèãëÿä

z

i

(w

1

; w

2

; p) = z

i

(w

1

; w

2

; q(w

1

; w

2

; p)); i = 1; 2;

�(w

1

; w

2

; p) = pq(w

1

; w

2

; p)� w

�

z(w

1

; w

2

; q(w

1

; w

2

; p)):

Íåõàé �+� = 1 (òåõíîëîãiÿ çi ñòàëîþ âiääà÷åþ âiä ìàñøòàáó),

òîäi �óíêöiÿ âèòðàò 
(w; q) = q
(w; 1) = q[m (w

1

; w

2

)℄ ¹ ëiíié-

íîþ çà çìiííîþ q i ïðè p < m (w

1

; w

2

) îïòèìàëüíèì ðiâíåì

âèïóñêó ¹ q = 0; ïðè p > m (w

1

; w

2

) óìîâà îïòèìàëüíîñòi

(4.2.8) íå ñïðàâäæó¹òüñÿ i çàäà÷à (4.2.7) ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹; ïðè

p = m (w

1

; w

2

) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷ (4.2.7) ¹ êîæíèé íåâiä'¹ìíèé

ðiâåíü âèïóñêó i ïðèáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íåõàé � + � > 1, òîäi �óíêöiÿ âèòðàò 
(w; q) ââiãíóòà çà

çìiííîþ q i ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.2.8) ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó öi-

ëüîâî¨ �óíêöi¨ çàäà÷i (4.2.7). Çîêðåìà â öié òî÷öi ïðèáóòîê
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âiä'¹ìíèé, ùî âiäïîâiäà¹ íàéáiëüøèì âòðàòàì �iðìè. Òîìó

íàéêðàùå äëÿ �iðìè � çóïèíèòè âèðîáíèöòâî. N



�îçäië 5

Ñóêóïíà òåõíîëîãiÿ

5.1 Òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà iíäóñòði¨

Íåõàé âèðîáíè÷èé ñåêòîð åêîíîìiêè ñêëàäà¹òüñÿ ç J �iðì,

êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ñâîþ òåõíîëîãi÷íó ìíîæèíó Y

1

; :::; Y

J

: Ïðè-

ïóñòèìî, ùî êîæíà ìíîæèíà Y

j

íåïîðîæíÿ, çàìêíóòà i âîëîäi¹

âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî ðîçìiùåííÿ.

Îñíîâíîþ �óíêöi¹þ åêîíîìiêè ¹ ðîçïîäië ñóêóïíîãî âè-

ðîáíèöòâà çà îêðåìèìè âèðîáíèêàìè. �îçïîäië âèðîáíèöòâà

âiäáóâà¹òüñÿ âèáîðîì ïðîöåñó y

j

iç òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y

j

äëÿ êîæíîãî j = 1; :::; J: Òîäi ñóìà

y =

J

X

j=1

y

j

çîáðàæà¹ âiäïîâiäíèé ñóêóïíèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ. Òàêi ñó-

êóïíi âèðîáíè÷i ïðîöåñè óòâîðþþòü ñóêóïíó òåõíîëîãi÷íó

ìíîæèíó

Y =

J

X

j=1

Y

j

=

(

y 2 R

L

: y =

J

X

j=1

y

j

; y

j

2 Y

j

; j = 1; :::; J

)

;

76
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ÿêó îòðèìóþòü ÿê àëãåáðà¨÷íó ñóìó ìíîæèí Y

j

, i ¹ â öiëîìó

òåõíîëîãi÷íîþ ìíîæèíîþ âñi¹¨ iíäóñòði¨.

Íåõàé �

j

(

�

) i y

j

(

�

) âiäïîâiäíî �óíêöiÿ ïðèáóòêó i ïðîïîçè-

öiÿ �iðìè j äëÿ òåõíîëîãi¨ Y

j

: Òîäi ñóêóïíà ïðîïîçèöiÿ �iðì

(ñóêóïíà ïðîïîçèöiÿ iíäóñòði¨) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóìà iíäèâi-

äóàëüíèõ ïðîïîçèöié

y(p) =

J

X

j=1

y

j

(p): (5.1.1)

Îáåðíåíà �óíêöiÿ ïðîïîçèöi¨ iíäóñòði¨ p(

�

) âèçíà÷à¹ ìiíiìàëü-

íó öiíó iíäóñòði¨ äëÿ êîæíîãî ðiâíÿ âèïóñêó, à êîæíà ç �iðì

âèáèðà¹ ðiâåíü âèïóñêó ç óìîâè ðiâíîñòi ðèíêîâî¨ öiíè ãðà-

íè÷íèì âèòðàòàì.

Òèì÷àñîâî ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî p ìíîæèíà y

j

(p);

j = 1; :::; J ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó i

�óíêöiÿ p ! y(p) äè�åðåíöiéîâíà. Òîäi ÿê âiäîìî ìàòðèöÿ

Dy

j

(p) � ñèìåòðè÷íà i äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíà. Öi äâi âëàñòè-

âîñòi çáåðiãàþòüñÿ i äëÿ ñóêóïíî¨ ïðîïîçèöi¨, òîáòî ìàòðèöÿ

Dy(p) ñèìåòðè÷íà i äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíà.

Òàê ñàìî, ÿê i äëÿ iíäèâiäóàëüíîãî âèðîáíèöòâà, ç äîäàòíî¨

íàïiââèçíà÷åíîñòi ìàòðèöi Dy(p) âèïëèâà¹ çàêîí ñóêóïíî¨ ïðî-

ïîçèöi¨: ÿêùî öiíà çðîñòà¹, òîäi ñóêóïíà ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó

çðîñòà¹, à ñóêóïíèé ïîïèò íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà ñïàäà¹.

Ó íåäè�åðåíöiàëüíié �îðìi çàêîí ïðîïîçèöi¨ äëÿ �iðìè j

ìà¹ âèãëÿä

(p� p

0

)

�

[ y

j

(p) � y

j

(p

0

) ℄ > 0 (5.1.2)

äëÿ âñiõ p; p

0

, i j = 1; :::; J: Òîäi ïðîñóìóâàâøè (5.1.2) çà âñiìà

j, äiñòàíåìî çàêîí ñóêóïíî¨ ïðîïîçèöi¨

(p� p

0

)

�

[ y(p) � y(p

0

) ℄ > 0 äëÿ âñiõ p; p

0

:
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5.2 Ôóíêöiÿ ïðîïîçèöi¨ iíäóñòði¨

Íåõàé �

�

(p) = maxfp

�

y : y 2 Y g i y

�

(p) = f y 2 Y : p

�

y =

�

�

(p) g âiäïîâiäíî � �óíêöiÿ ïðèáóòêó i ñóêóïíà ïðîïîçèöiÿ

âñi¹¨ iíäóñòði¨.

Òåîðåìà 5.2.1. Äëÿ âñiõ p� 0; ìà¹ìî

(i) �

�

(p) =

J

X

j=1

�

j

(p); (ii) y

�

(p) =

J

X

j=1

y

j

(p):

Äîâåäåííÿ. (i) Çàçíà÷èìî, ÿêùî âèðîáíè÷èé ïðîöåñ y 2 Y ,

òî y =

P

j

y

j

, äå y

j

2 Y

j

; j = 1; :::; J: Îñêiëüêè �

�

(

�

) �

�óíêöiÿ ïðèáóòêó äëÿ ñóêóïíî¨ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y; òîäi

�

�

(p) > p

�

y = p

�

(

P

j

y

j

) =

P

j

p

�

y

j

äëÿ êîæíîãî y 2 Y:Îòæå,

�

�

(p) >

P

j

�

j

(p): Íàâïàêè, äëÿ êîæíîãî âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó

y 2 Y , y =

P

j

y

j

ìà¹ìî, ùî p

�

y = p

�

(

P

j

y

j

) =

P

j

(p

�

y

j

) 6

P

j

�

j

(p): Çâiäêè �

�

(p) 6

P

j

�

j

(p): Çiñòàâèâøè îòðèìàíi íåðiâ-

íîñòi, ìà¹ìî, ùî �

�

(p) =

P

j

�

j

(p):

(ii) Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ

âêëàäåííÿ

P

j

y

j

(p) � y

�

(p) i y

�

(p) �

P

j

y

j

(p): Íåõàé y

j

2 y

j

(p);

j = 1; :::; J: Òîäi p

�

(

P

j

y

j

) =

P

j

(p

�

y

j

) =

P

j

�

j

(p) = �

�

(p):

Îòæå, y =

P

j

y

j

2 y

�

(p) i çîêðåìà

P

j

y

j

(p) � y

�

(p). Íàâ-

ïàêè. Íåõàé y 2 y

�

(p); y =

P

j

y

j

; äå y

j

2 Y

j

, äëÿ âñiõ j:

Òîìó p

�

(

P

j

y

j

) = �

�

(p) =

P

j

�

j

(p) i äëÿ êîæíîãî j ìà¹ìî,

ùî p

�

y

j

6 �

j

(p): Îòîæ, p

�

y

j

= �

j

(p) äëÿ êîæíîãî j: Çâiäêè
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y

j

2 y

j

(p) äëÿ âñiõ j i y 2

P

j

y

j

(p); òîáòî y

�

(p) �

P

j

y

j

(p):

Òëóìà÷åííÿ òåîðåìè äà¹ ðåçóëüòàò äåöåíòðàëiçàöi¨: âèðîá-

íè÷i ïðîöåñè, ÿêi îïòèìàëüíi ç ïîãëÿäó âñüîãî âèðîáíè÷îãî

ñåêòîðà åêîíîìiêè, îïòèìàëüíi i ç ïîãëÿäó êîæíîãî âèðîáíèêà

(�iðìè).

Çàóâàæèìî, ÿêùî f

j

(

�

) � âèðîáíè÷à �óíêöiÿ j-¨ �iðìè, òî

àãðåãîâàíà �iðìà ìàòèìå âèðîáíè÷ó �óíêöiþ f(

�

), ÿêà îòðè-

ìó¹òüñÿ ÿê çíà÷åííÿ çàäà÷i

X

j

f

j

(z

j

)! max; z

j

2 R

L�1

+

;

X

j

z

j

= z:

Ïîáóäîâàíà òàê �óíêöiÿ f(

�

) áóäå âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ, âiä-

ïîâiäíî¨ ñóêóïíî¨ òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè Y .

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî 


j

(

�

)��óíêöiÿ âèòðàò j-¨ �iðìè, òî àãðå-

ãîâàíà �iðìà áóäå ìàòè �óíêöiþ âèòðàò 
(

�

), ÿêà îòðèìó¹òüñÿ

ÿê çíà÷åííÿ òàêî¨ çàäà÷i

X

j




j

(w; q

j

)! max; q

j

> 0;

X

j

q

j

= q:

Ïðèêëàä 5.2.1. �îçãëÿíåìî êîíêóðåíòíó iíäóñòðiþ ç äâîõ

�iðì. Ôóíêöiÿ âèòðàò ïåðøî¨ �iðìè 


1

(q

1

) = q

2

1

, äðóãî¨ �




2

(q

2

) = 2q

2

2

. Òîäi �óíêöiÿ ïðîïîçèöi¨ �iðì, âiäïîâiäíî, q

1

=

p=2, q

2

= p=4, à ñóêóïíà ïðîïîçèöiÿ iíäóñòði¨ q = 3p=4. Äëÿ

ðiâíÿ âèïóñêó iíäóñòði¨ q ãðàíè÷íi âèòðàòè òàêi 4q=3:

Öå ñàìå ìîæíà îòðèìàòè òàê. Ôóíêöiþ âèòðàò iíäóñòði¨

çíàõîäèìî ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

q

2

1

+ 2q

2

2

max; q

1

> 0; q

2

> 0; q

1

+ q

2

= q:
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Çâiäêè ìà¹ìî: q

1

= q=3; q

2

= 2q=3; 


1

(q) = q

2

=9; 


2

(q) = 8q

2

=9;

à �óíêöiÿ âèòðàò iíäóñòði¨ òàêà 
(q) = 2q

2

=3: Çâiäñè çíàõîäèìî

ïðîïîçèöiþ iíäóñòði¨ q = 3p=4. N
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Ïîðiâíÿëüíà ñòàòèêà �iðìè

Ìåòîäîì ïîðiâíÿëüíî¨ ñòàòèêè âèçíà÷èìî ÷óòëèâiñòü îïòè-

ìàëüíîãî ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà òà ïðîïîçèöi¨ âèïóñ-

êó �iðìè äî çìií ïàðàìåòðiâ çàäà÷i. Öåé ìåòîä çàñòîñîâóþòü

ó íåîêëàñè÷íié òåîði¨ �iðìè äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè ÿê âïëè-

âà¹ íà îïòèìàëüíi êiëüêîñòi ïðîäóêòiâ çìiíà L ïàðàìåòðiâ �

öií ÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà i âèïóñêó.

6.1 Äîâãîñòðîêîâà çàäà÷à äëÿ �iðìè

Íåõàé òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà îïèñó¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ

�óíêöi¹þ f(

�

): Ïðèïóñòèìî, ùî òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà âèçíà-

÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ Y = f (�z; q) : q � f(z) 6

0; z 2 R

L�1

+

g � çàìêíóòà i âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ âiëüíîãî ðîçìi-

ùåííÿ. Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) äâi÷i íåïåðåðâíî äè�å-

ðåíöiéîâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ i ñòðîãî ââiãíóòà â îñîáëèâié

îáëàñòi D.

Íåõàé p > 0 � öiíà çà îäèíèöþ âèïóñêó i w 2 R

L�1

++

�

âåêòîð öií çà îäèíèöþ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. Öiëü �iðìè �

ìàêñèìiçóâàòè ïðèáóòîê øëÿõîì âèáîðó îáñÿãó �àêòîðiâ âè-

ðîáíèöòâà ç ïðîñòîðó �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà R

L�1

+

ïðè çàäàíié

81
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âèðîáíè÷ié �óíêöi¨ f(

�

) i çàäàíèõ öiíàõ (w; p).

Äîâãîñòðîêîâà çàäà÷à äëÿ �iðìè ìà¹ âèãëÿä

�(z) = p f(z) � w

�

z ! max; z 2 R

L�1

+

: (6.1.1)

Íåîáõiäíèìè óìîâàìè äëÿ ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó ¹ óìîâè Êóíà-

Òàêåðà:

ÿêùî z

�

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.1.1), òî

pMP

i

(z

�

) = p

�f(z

�

)

�z

i

6 w

i

(= ; ÿêùî z

�

i

> 0); (6.1.2)

àáî ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi

prMP(z

�

) 6 w; z

�

�

[ prMP(z

�

) � w ℄ = 0;

äå pMP

i

(z) � âàðòiñòü ãðàíè÷íîãî ïðîäóêòó âèäó i â òî÷öi z

ïðîñòîðó �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, òîáòî âàðòiñòü äîäàòêîâîãî

âèïóñêó îòðèìàíîãî ïðè âèêîðèñòàííi äîäàòêîâîãî ÷èííèêà

âèðîáíèöòâà âèäó i.

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi �àêòîðè âèðîáíèöòâà âèêîðèñòîâóþòü

äëÿ âèïóñêó ïðîäóêöi¨, òîáòî z

�

� 0;

1

òîäi óìîâè îïòèìàëü-

íîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàþòü âèãëÿä

prf(z

�

) = pMP(z

�

) = w; (6.1.3)

òîáòî îïòèìàëüíèé ïðèáóòîê �iðìè äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè

âàðòiñòü ãðàíè÷íèõ ïðîäóêòiâ äîðiâíþ¹ ïëàòi çà âõiäíi �àêòî-

ðè âèðîáíèöòâà.

1

Îñêiëüêè �iðìà âèðîáëÿ¹ ëèøå îäèí âèä ïðîäóêöi¨, òîäi âõiäíèé âè-

ðîáíè÷èé �àêòîð, ÿêèé íå áåðå ó÷àñòi ó âèïóñêó ïðîäóêöi¨, ìîæíà âèê-

ëþ÷èòè ç ðîçãëÿäó, çìåíøèâøè âèìið ïðîñòîðó �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

íà îäèíèöþ.
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Òî÷êà z

�

ç îñîáëèâî¨ îáëàñòi D, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(6.1.3), ñïðàâäæó¹ äîñòàòíþ óìîâó îïòèìàëüíîñòi äðóãîãî ïî-

ðÿäêó: ìàòðèöÿ �åñå öiëüîâî¨ �óíêöi¨ D

2

�(z

�

) = pH(z

�

) ¹

âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà, òîáòî z

�

� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1.1).

Îòæå, îïòèìàëüíèé âèáið �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà z

�

çíàõî-

äèìî ÿê ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

 

j

(z; w; p) = pMP

j

(z) � w

j

= 0; j = 1; :::; L� 1; (6.1.4)

äëÿ ÿêî¨ ìàòðèöÿ ßêîái J = pH(z) â îñîáëèâié îáëàñòi D

íåâèðîäæåíà. Îòæå, îïòèìàëüíi îáñÿãè �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

ìîæíà çíàéòè ÿê �óíêöi¨ âiä öií (w; p)

z

�

i

= z

�

i

(w; p); i = 1; :::; L� 1: (6.1.5)

Çîêðåìà, �óíêöi¨ z

�

j

(w; p), j = 1; :::; L� 1 � íåïåðåðâíî äè�å-

ðåíöiéîâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. �iâíÿííÿ (6.1.5) âèçíà÷à-

þòü �óíêöi¨ ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà. Ïiäñòàâëÿþ÷è

öi �óíêöi¨ ïîïèòó ó âèðîáíè÷ó �óíêöiþ f(

�

), çíàõîäèìî îïòè-

ìàëüíèé ðiâåíü âèïóñêó ÿê �óíêöiþ âiä öií (w; p)

q

�

= f(z

�

(w; p)) = q

�

(w; p); (6.1.6)

òîáòî �óíêöiþ ïðîïîçèöi¨ âèïóñêó.

Îòîæ, �óíêöiÿ ïðèáóòêó i �óíêöiÿ ïðîïîçèöi¨ �iðìè ìà¹

âèãëÿä

�(w; p) = p q

�

(w; p)� w

�

z(w; p) (6.1.7)

(w; p)

y(
�
)

�! y(w; p) = (�z

�

(w; p); q

�

(w; p) ): (6.1.8)

Çîêðåìà, çà òåîðåìîþ ïðî íåÿâíó �óíêöiþ, �óíêöiÿ ïðîïîçè-
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öi¨ �iðìè äè�åðåíöiéîâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ i ìà¹ âèãëÿä

Dy(w; p) =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

�

�z

�

1

�w

1

: : : �

�z

�

1

�w

L�1

�

�z

�

1

�p

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

�z

�

L�1

�w

1

: : : �

�z

�

L�1

�w

L�1

�

�z

�

L�1

�p

�q

�

�w

1

: : :

�q

�

�w

L�1

�q

�

�p

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

 

�D

w

z

�

�D

p

z

�

D

w

q

�

D

p

q

�

!

=

0

B

�

�

1

p

H

�1

1

p

H

�1

MP

�

1

p

H

�1

MP

�

1

p

MP

�

H

�1

MP

�

1

C

A

:

Öÿ ìàòðèöÿ õàðàêòåðèçó¹ â ÿâíîìó âèãëÿäi ïîêàçíèêè ïîðiâ-

íÿëüíî¨ ñòàòèêè â òåðìiíàõ öiíè ïðîäóêöi¨, ìàòðèöi îáåðíåíî¨

äî ìàòðèöi �åñå i âåêòîðà ãðàíè÷íîãî ïðîäóêòó.

6.2 Ïîðiâíÿëüíà ñòàòèêà

Çà âëàñòèâiñòþ (vii) òåîðåìè 2.4.1, ìàòðèöÿ Dy(w; p) � ñèìåò-

ðè÷íà i äîäàòíî íàïiââèçíà÷åíà

1

. Çâiäêè ìà¹ìî

�z

�

j

�w

j

6 0; j = 1; :::; L� 1;

�q

�

�p

> 0:

Îòæå, çáiëüøåííÿ ïëàòè çà âõiäíèé �àêòîð âèðîáíèöòâà äå-

ÿêîãî âèäó çàâæäè ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ ïîïèòó íà öåé

1

Öå òàêîæ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ìàòðèöÿ H

�1

(z

�

), ÿêà îáåðíåíà äî

ìàòðèöi H(z

�

), âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà.
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�àêòîð, à çðîñòàííÿ öiíè âèïóñêó ïðîäóêöi¨ çàâæäè ïðèçâî-

äèòü äî çáiëüøåííÿ ïðîïîçèöi¨ âèïóñêó. Îñêiëüêè, íà âiäìi-

íó âiä ñïîæèâà÷à, �iðìà íå çàäîâîëüíÿ¹ áþäæåòíå îáìåæåí-

íÿ, òî äëÿ �iðìè íåìà¹ ÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà, ÿêi áóëè á

"ïðîäóêòàìè �i�åíà". Òîìó êðèâi ïîïèòó íà �àêòîðè âèðîá-

íèöòâà çàâæäè ñïàäàþòü.

Îñêiëüêè

�q

�

�p

=

L�1

X

i=1

�f(z

�

)

�z

i

�z

�

i

�p

=

L�1

X

i=1

MP

i

(z

�

)

�z

�

i

�p

> 0; (6.2.1)

òî â îñîáëèâié îáëàñòi, äå ãðàíè÷íi ïðîäóêòè íåâiä'¹ìíi, äåÿêi

�z

�

j

�p

ïîâèííi áóòè äîäàòíèìè

�z

�

j

�p

> 0 äëÿ äåÿêîãî j; j = 1; :::; L� 1:

Îòîæ, çðîñòàííÿ öiíè íà ïðîäóêöiþ çàâæäè ñïðè÷èíÿ¹ çáiëü-

øåííÿ îïòèìàëüíîãî ðiâíÿ âèïóñêó ïðîäóêöi¨ (êðèâà ïðîïîçè-

öi¨ ïðîäóêöi¨ ìà¹ çðîñòàòè) i, îòæå, äî çáiëüøåííÿ ïîïèòó

íà äåÿêi âèäè �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà.

Íàçâåìî âõiäíèé �àêòîð âèðîáíèöòâà j ìàëîöiííèì, ÿêùî

�z

�

j

�p

< 0:

Ç ñèìåòðè÷íîñòi ìàòðèöi Dy(w; p) âèïëèâà¹, ùî

�q

�

�w

i

= �

�z

�

i

�p

; i = 1; :::; L� 1; (6.2.2)

òîìó çðîñòàííÿ öiíè íà ïðîäóêöiþ çóìîâëþ¹ çáiëüøåííÿ

(çìåíøåííÿ) ïîïèòó íà ïåâíi âèäè �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà
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òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïiäâèùåííÿ ïëàòè çà öåé âèä �àê-

òîðiâ ñïðè÷èíÿ¹ ñêîðî÷åííÿ (íàðîùóâàííÿ) îïòèìàëüíîãî âè-

ïóñêó. Çîêðåìà, ïiäâèùåííÿ ïëàòè çà ìàëîöiííi �àêòîðè âè-

ðîáíèöòâà ñïðè÷èíÿ¹ íàðîùóâàííÿ âèïóñêó ïðîäóêöi¨. Ç (6.2.1)

i (6.2.2) ìà¹ìî

�q

�

�p

= �

L�1

X

i=1

MP

i

(z

�

)

�q

�

�w

i

> 0; (6.2.3)

òîìó â îñîáëèâié îáëàñòi

�q

�

�w

i

< 0 äëÿ äåÿêîãî i; i = 1; :::; L� 1;

òîáòî ïiäâèùåííÿ ïëàòè çà äåÿêèé âèä �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

ñïðè÷èíèòü ñêîðî÷åííÿ âèïóñêó ïðîäóêöi¨.

Ç ñèìåòðè÷íîñòi ìàòðèöi Dy(w; p) ìà¹ìî, ùî

�z

�

i

�w

j

=

�z

�

j

�w

i

; i; j = 1; :::; L� 1;

òîìó âïëèâ çìiíè îïëàòè çà �àêòîðè âèðîáíèöòâà j-ãî âèäó íà

ïîïèò, ÿêèé çàïðîïîíîâàíî íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà i-ãî âè-

äó, i âïëèâ çìiíè îïëàòè çà �àêòîðè âèðîáíèöòâà i-ãî âèäó íà

ïîïèò, ÿêèé çàïðîïîíîâàíî íà �àêòîðè j-ãî âèäó, îäíàêîâi. Çà

îçíà÷åííÿì âõiäíi �àêòîðè âèðîáíèöòâà j-ãî i i-ãî âèäiâ âçà-

¹ìîçàìiííi (âçà¹ìîäîïîâíþþ÷i), ÿêùî

�z

�

i

�w

j

> 0 (

�z

�

i

�w

j

< 0 ):

Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, êîëè îïëàòà çà âõiäíèé �àêòîð âèðîá-

íèöòâà j-ãî âèäó çáiëüøó¹òüñÿ òàê, ùî ðîçìiðè ïîïèòó íà öi

�àêòîðè çìåíøó¹òüñÿ, òî ïîïèò íà âõiäíèé �àêòîðè i-ãî âè-

äó çáiëüøó¹òüñÿ (çìåíøó¹òüñÿ), ÿêùî �àêòîðè âèðîáíèöòâà

âçà¹ìîçàìiííi (âçà¹ìîäîïîâíþþ÷i).
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Å�åêòèâíi âèðîáíè÷i

ïðîöåñè i öiíè

7.1 Å�åêòèâíèé ðîçïîäië i öiíè

Íåõàé òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà îïèñó¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ ìíî-

æèíîþ Y .

Îçíà÷åííÿ 7.1.1. Âèðîáíè÷èé ïðîöåñ y 2 Y íàçèâà¹òüñÿ

å�åêòèâíèì (òåõíi÷íî å�åêòèâíèì), ÿêùî íåìà¹ iíøîãî âè-

ðîáíè÷îãî ïðîöåñó �y 2 Y òàêîãî, ùî �y > y i �y 6= y:

Äëÿ âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ ó òåðìiíàõ çàïàñiâ ïðîöåñ (z; q)

íàçèâà¹òüñÿ å�åêòèâíèì äëÿ òåõíîëîãi¨ Y , ÿêùî íåìà¹ iíøîãî

ïðîöåñó ç çàïàñàìè (v; u) 2 Y òàêîãî, ùî (�v; u) > (�z; q):

Ïîíÿòòÿ å�åêòèâíîñòi íå ïîòðåáó¹ ïiäðàõóíêó ïðèáóòêó â

ÿêié-íåáóäü ñèñòåìi öií. Âèçíà÷åííÿ å�åêòèâíîñòi  ðóíòó¹òüñÿ

íà ïîðiâíÿííi êiëüêîñòi �içè÷íèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà i âè-

ïóñêó. Ïðîòå íå ìîæíà ãîâîðèòè, ùî ïiäðàõóíîê ïðèáóòêó íå

ïîâ'ÿçàíèé ç îöiíêîþ å�åêòèâíîñòi ïðîöåñó. Ïðè âiäïîâiäíîìó

87
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âèáîði ñèñòåìè öií öi äâà ïiäõîäè äî îöiíêè ïðîöåñó åêâiâà-

ëåíòíi. Iñíóâàííÿ òàêî¨ ñèñòåìè öií äà¹ çìîãó ïî¹äíàòè êîí-

öåïöiþ å�åêòèâíîñòi òà ïðèáóòêîâîñòi. Âiäïîâiäíå �îðìàëüíå

îá ðóíòóâàííÿ äàþòü òàêi òåîðåìè.

Òåîðåìà 7.1.1. Íåõàé Y � òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà â R

L

. Òî-

äi ïðàâèëüíi òâåðäæåííÿ:

(i) ÿêùî ïðîöåñ y 2 Y ìàêñèìiçó¹ ïðèáóòîê y 2 y(p) ïðè

äåÿêîìó âåêòîði öií p � 0, òî y � å�åêòèâíèé âèðîáíè÷èé

ïðîöåñ;

(ii) íåõàé Y � îïóêëà ìíîæèíà, òîäi êîæíèé å�åêòèâ-

íèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ y 2 Y ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìàêñèìiçà-

öi¨ ïðèáóòêó ïðè äåÿêîìó íåíóëüîâîìó âåêòîði öií p > 0:

Äîâåäåííÿ. (i) Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi iñíó¹ �y 2 Y òà-

êèé, ùî �y > y i �y 6= y: Îñêiëüêè p � 0, òî p

�

�y > p

�

y, ùî

ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî y ìàêñèìiçó¹ ïðèáóòîê.

(ii) Íåõàé y 2 Y å�åêòèâíèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ. �îçãëÿ-

íåìî ìíîæèíó Z = f �y 2 R

L

: �y � y g: Ìíîæèíà Z îïóêëà.

Îñêiëüêè y å�åêòèâíèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ, òî Y \Z = ;: Òîäi

çà òåîðåìîþ ïðî âiäîêðåìëåííÿ îïóêëèõ ìíîæèí iñíó¹ âåêòîð

p 2 R

L

; p 6= 0 òàêèé, ùî p

�

�y > p

�

y

00

äëÿ âñiõ �y 2 Z i y

00

2 Y:

Çîêðåìà ìà¹ìî, ùî p

�

�y > p

�

y äëÿ âñiõ �y 2 Z. Çâiäêè âèïëè-

âà¹, ùî p > 0: Ñïðàâäi, ÿêùî iñíó¹ p

j

< 0 äëÿ äåÿêîãî j, òî

ìàòèìåìî, ùî p

�

�y < p

�

y äëÿ äåÿêîãî �y � y òàêîãî, ùî �y

j

� y

j

äîñèòü âåëèêà.

Âiçüìåìî áóäü-ÿêèé ïðîöåñ y

00

2 Y . Òîäi p

�

�y > p

�

y

00

äëÿ

âñiõ �y 2 Z. Îñêiëüêè �y ìîæíà âèáðàòè äîñèòü áëèçüêèì äî y,
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òî â çàìèêàííi ìà¹ìî, ùî p

�

y > p

�

y

00

äëÿ âñiõ y

00

2 Y . Îòæå,

y 2 y(p), òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó äëÿ

âåêòîðà öií p > 0:

Çàóâàæåííÿ 7.1.1. Òåîðåìà 2.5.1 (ii) íå ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ

äîäàòíîãî âåêòîðà öií p � 0: Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî âèðîáíè-

÷èé ïðîöåñ ŷ = (1;�1; 0), ÿêèé å�åêòèâíèé äëÿ òåõíîëîãi÷íî¨

ìíîæèíè Y = f y 2 R

3

: y

1

+ y

2

+ y

2

3

6 0; y

3

> 0 g: Ùîá

öå ïåðåâiðèòè, ïðèïóñòèìî y > ŷ äëÿ äåÿêîãî y 2 Y . Òîäi

y

1

> 1; y

2

> �1; y

3

> 0 i 0 6 y

1

+ y

2

+ y

2

3

6 0: Çâiäêè ìà¹-

ìî y

1

+ y

2

= y

2

3

= 0; ùî â ïî¹äíàííi ç y

1

> 1; y

2

> �1, äà¹

y

1

= 1 y

2

= �1; y

3

= 0: Îòæå, íåìà¹ íi îäíîãî ïðîöåñó ìíî-

æèíè Y òàêîãî, ùî y > ŷ i y 6= ŷ: Íåõàé p = (p

1

; p

2

; p

3

) > 0

âåêòîð öií, ÿêèé âiäïîâiäà¹ å�åêòèâíîìó ïðîöåñó ŷ çãiäíî ç

òåîðåìîþ. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

p

1

� p

2

> p

1

y

1

+ p

2

y

2

+ p

3

y

3

äëÿ âñiõ y 2 Y; (7.1.1)

çîêðåìà äëÿ âåêòîðà y, êîîðäèíàòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âè y

1

= 1; y

2

= �1�y

2

3

; äå y

3

> 0 - äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî. Äëÿ

öüîãî âåêòîðà ç íåðiâíîñòi (7.1.1) ïiñëÿ äiëåííÿ íà y

3

ìà¹ìî

p

2

y

3

> p

3

> 0:

Îñêiëüêè ÷èñëî y

3

> 0 äîâiëüíå, òî îäåðæó¹ìî, ùî p

3

= 0:

Îòîæ, íåìà¹ íi îäíîãî äîäàòíîãî âåêòîðà öií p, äëÿ ÿêîãî

çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó íà Y ìà¹ ðîçâ'ÿçêîì âèðîáíè-

÷èé ïðîöåñ ŷ:

Íàñïðàâäi, øóêàíèì âåêòîðîì öií ¹ p = (1; 1; 0):
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Íåçâàæàþ÷è íà ïðàâèëüíiñòü çðîáëåíîãî çàóâàæåííÿ, â äå-

ÿêèõ îêðåìèõ ñèòóàöiÿõ å�åêòèâíèì âèðîáíè÷èì ïðîöåñàì

çàâæäè ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü äîäàòíèé âåêòîð öií

p� 0:

Òåîðåìà 7.1.2. Íåõàé òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y � çàìêíó-

òèé îïóêëèé êîíóñ i âèðîáíè÷èé ïðîöåñ y = 0 å�åêòèâíèé â

Y , òîäi iñíó¹ âåêòîð öií p� 0 òàêèé, ùî 0 2 y(p):

Çàóâàæåííÿ 7.1.2. Å�åêòèâíiñòü íóëüîâîãî âèðîáíè÷îãî ïðî-

öåñó â Y , ïðî ÿêèé éäåòüñÿ â òåîðåìi, ðiâíîñèëüíà íåçäiéñíåí-

íîñòi "ðîãó äîñòàòêó".

Îïèñóâàòè âèðîáíèöòâî â òåðìiíàõ òåõíîëîãi÷íèõ ìíîæèí,

ÿêå ìè ðîçãëÿíóëè ðàíiøå, çàïðîïîíóâàëè ïîðiâíÿíî íåäàâíî.

Íàòîìiñòü êëàñè÷íi ðîáîòè ç ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè  ðóíòó-

þòüñÿ íà ïîíÿòòi âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨.

Íåõàé òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà Y çàìêíóòà é îïóêëà. Ëåã-

êî áà÷èòè, ùî êîæíèé å�åêòèâíèé ïðîöåñ â Y ¹ ãðàíè÷íîþ

òî÷êîþ ìíîæèíè Y . Îòæå, ìíîæèíà âñiõ å�åêòèâíèõ ïðîöå-

ñiâ ¹ ÷àñòèíîþ ãðàíèöi ìíîæèíè Y � çàãàëîì âîíà çîáðàæà¹

äåÿêó ãiïåðïîâåðõíþ â ïðîñòîði R

L

:

Íåõàé ðiâíÿííÿ öi¹¨ ãiïåðïëîùèíè ìà¹ âèãëÿä

F (z

1

; : : : ; z

k

; q

1

; : : : ; q

m

) = 0; k +m = L:

Ôóíêöiÿ F (

�

), ñòîñîâíî ÿêî¨ ïðèïóñêà¹ìî, ùî âîíà äîñòàòíüî

ðàç íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà, ¹ íåîêëàñè÷íîþ âèðîáíè÷îþ

�óíêöi¹þ i îäíèì iç ñïîñîáiâ îïèñó áàãàòîïðîäóêòîâî¨ �ið-

ìè. Äëÿ òîãî ùîá âiäîáðàçèòè çàãàëüíi çàêîíîìiðíîñòi âèðîá-

íèöòâà ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî

�F

�z

j

6 0;

�F

�q

i

> 0; j = 1; : : : ; k; i = 1; : : : ; m:
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Ïðèïóñòèìî, ùî âèðîáëÿ¹òüñÿ ëèøå îäèí âèä ïðîäóêöi¨ i

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ L � 1 âõiäíèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. Òîäi

ðiâíÿííÿ öi¹¨ ãiïåðïîâåðõíi âèçíà÷à¹ âèðîáíè÷ó �óíêöiþ

q � f(z

1

; :::; z

L�1

) = 0:

Ó êëàñè÷íié ìàòåìàòè÷íié åêîíîìiöi �óíêöiÿ f(

�

) çàãàëîì ïðè-

ïóñêà¹òüñÿ ââiãíóòîþ. Öå ïðèïóùåííÿ ïîâíiñòþ âiäïîâiäà¹

îïóêëîñòi òåõíîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè.

Ïðèïóñòèìî, ùî òåõíîëîãiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ââiãíóòîþ âèðîá-

íè÷îþ �óíêöi¹þ f(z). Íåõàé �z �iêñîâàíèé âåêòîð �àêòîðiâ

âèðîáíèöòâà i �q = f(�z) � âiäïîâiäíèé ðiâåíü âèïóñêó. Íåõàé

�óíêöiÿ f(

�

) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi z = �z i rf(�z) � 0. Òîäi

âèðîáíè÷èé ïðîöåñ �y = (��z; �q) å�åêòèâíèé. Ñïðàâäi, íåõàé

iñíó¹ äîïóñòèìèé äëÿ çàäàíî¨ òåõíîëîãi¨ âèðîáíè÷èé ïðîöåñ

y

0

= (�z

0

; q

0

) òàêèé, ùî y

0

> �y, y

0

6= �y, òîáòî z

0

6 �z, z 6= �z i

q

0

> �q. Òîäi çà õàðàêòåðèñòè÷íîþ âëàñòèâiñòþ ââiãíóòèõ �óíê-

öié ìà¹ìî

f(z

0

) 6 f(�z) +rf(�z)

�

(z

0

� �z)

àáî

q

0

6 �q +rf(�z)

�

(z

0

� �z):

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî q

0

< �q. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü,

ùî �y å�åêòèâíèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ.

Íåõàé öiíà âèïóñêó äîðiâíþ¹ 1. Òîäi äëÿ å�åêòèâíîãî âè-

ðîáíè÷îãî ïðîöåñó, ÿêèé ìàêñèìiçó¹ ïðèáóòîê, âåêòîð öií ÷èí-

íèêiâ âèðîáíèöòâà äîðiâíþ¹ ãðàíè÷íié ïðîäóêòèâíîñòi, òîáòî

w = rf(�z).

7.2 Òåîðåìà ïðî çàìiùåííÿ

ßê ìè áà÷èëè, iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê ìiæ âèáîðîì å�åêòèâíî-

ãî âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó i ìàêñèìiçàöi¹þ ïðèáóòêó �iðìè ïðè
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äåÿêié ñèñòåìi öií. Â åêîíîìiöi âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü öi-

íè, òîìó âèáið å�åêòèâíèõ ïðîöåñiâ âiäáóâà¹òüñÿ ç ïðèíöèïó

ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó. Å�åêòèâíèé ïðîöåñ, ÿêèé ðåàëiçó¹òüñÿ

â òié ÷è iíøi ìiði, áóäå çàëåæàòè âiä ñèñòåìè öií, òîìó ïðè

çìiíi öií âiäáóäåòüñÿ çìiíà âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó.

Ç öüîãî ïîãëÿäó ìîäåëü Ëåîíòü¹âà õàðàêòåðíà òèì, ùî âî-

íà  ðóíòó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi: êîæíà ãàëóçü ìà¹ îäèí i ëè-

øå îäèí âèðîáíè÷èé ïðîöåñ. Çìîãà âèáîðó êåðiâíèêîì ãàëóçi

çâîäèòüñÿ äî âèáîðó ëèøå ðiâíÿ iíòåíñèâíîñòi, ç ÿêèì áóäå

ðåàëiçîâàíèé ïðîöåñ. Îòîæ, ó ìîäåëi Ëåîíòü¹âà íåìà¹ àëüòåð-

íàòèâíèõ ïðîöåñiâ.

Òåîðåìà Ñàìóåëüñîíà ïðî çàìiùåííÿ, ÿêó íàâåäåìî íèæ-

÷å, äëÿ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà ñòâåðäæó¹, ÿêùî â êîæíié ãàëóçi

ïðèïóñòèòè íàÿâíiñòü àëüòåðíàòèâ íà ìíîæèíi âèðîáíè÷èõ

ïðîöåñiâ, òî äîñòàòíüî äëÿ êîæíî¨ ãàëóçi îáìåæèòèñÿ âèêî-

ðèñòàííÿì îäíîãî ïðîöåñó. Ñàìå â êîæíié ç L ãàëóçåé ìî-

æíà âèäiëèòè òàêèé ïðîöåñ, ùî ñïiëüíå �óíêöiîíóâàííÿ öèõ L

�iêñîâàíèõ ïðîöåñiâ áóäå äîñòàòíiì äëÿ òîãî, ùîá ïðè âiäïî-

âiäíîìó âèáîði iíòåíñèâíîñòåé îòðèìàòè âñi å�åêòèâíi âåêòî-

ðè âèïóñêiâ i ÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà, ÿêi äîïóñòèìi äëÿ çàäàíî¨

òåõíîëîãi¨. Äîäàòêîâî äî çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü ìîäåëi, ïðè-

ïóñòèìî, ùî ïðàöÿ ¹ ¹äèíèì àáñîëþòíî íåîáõiäíèì ÷èííèêîì

âèðîáíèöòâà.

Íåõàé Y

j

� òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà j-¨ ãàëóçi, ÿêà ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ïðîöåñiâ ó òåðìiíàõ çàïàñiâ (l

j

; z

j

; q

j

), äå l

j

2 R

+

�

êiëüêiñòü òðóäîâèõ ðåñóðñiâ, z

j

= x

j

a

j

2 R

L

+

� âåêòîð âàëî-

âèõ âèòðàò, q

j

2 R

L

+

� âåêòîð âàëîâîãî âèïóñêó, êîîðäèíàòè

ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: q

j

i

= 0, ÿêùî i 6= j (âiäñóòíiñòü

ñïiëüíîãî âèïóñêó). Ïðèïóñòèìî, ùî Y

j

� çàìêíóòèé îïóêëèé

êîíóñ i (l

j

; z

j

; q

j

) 2 Y

j

, l

j

= 0, òî q

j

= 0:

Òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà íàöiîíàëüíî¨ åêîíîìiêè Y =

P

j

Y

j

,

à ìíîæèíà

Y

+

= f(l; q � z) 2 Y : q > zg
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� "ïðîäóêòèâíà ÷àñòèíà" ìíîæèíè Y , äå l � âåêòîð âè-

òðàò òðóäîâèõ ðåñóðñiâ, q � z âåêòîð ÷èñòèõ âèïóñêiâ.

Òåîðåìà 7.2.1 (Òåîðåìà ïðî çàìiùåííÿ). Íåõàé òåõíîëî-

ãiÿ Y ïðîäóêòèâíà â òîìó ðîçóìiííi, ùî ìíîæèíà Y

+

ìiñòèòü ïðîöåñ ç äîäàòíèì âåêòîðîì ÷èñòèõ âèïóñêiâ, òî-

äi iñíóþòü áàçèñíi ïðîöåñè (1; ~z

j

; ~q

j

) 2 Y

j

, j = 1; : : : ; L, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

(i) ìíîæèíà Y

e

+

âñiõ å�åêòèâíèõ ïðîöåñiâ iç Y

+

¹ êîíi÷íà

îáîëîíêà ìíîæèíè, ÿêà ñêëàäàþòüñÿ ç áàçèñíèõ ïðîöå-

ñiâ, òîáòî Y

e

+

= 
onef(1; ~z

1

; ~q

1

); : : : ; (1; ~z

L

; ~q

L

)g;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî íåâiä'¹ìíîãî âåêòîðà êiíöåâîãî ïîïèòó 


iñíó¹ íåâiä'¹ìíèé âåêòîð òðóäîâèõ âèòðàò l òàêèé, ùî

(l; 
) 2 Y

e

+

:



�îçäië 8

Âèðîáíè÷i �óíêöi¨

Âèðîáíè÷à �óíêöiÿ õàðàêòåðèçó¹ ñóòî òåõíi÷íó çàëåæíiñòü

ìiæ êiëüêiñòþ âõiäíèõ ÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà é îáñÿãîì âèãî-

òîâëåíî¨ çà îäèíèöþ ÷àñó (äåíü, ìiñÿöü, ðiê) ïðîäóêöi¨. Âîíà

îïèñó¹ ìíîæèíó òåõíi÷íî å�åêòèâíèõ âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî âèðîáíè÷èé ïðîöåñ y òåõíi÷íî å�åêòèâíi-

øèé ïîðiâíÿíî ç ïðîöåñîì �y äëÿ çàäàíî¨ òåõíîëîãi¨, ÿêùî âií

ïåðåäáà÷à¹ âèêîðèñòàííÿ õî÷ îäíîãî ÷èííèêà âèðîáíèöòâà ìåí-

øå, à âñiõ iíøèõ íå â áiëüøié êiëüêîñòi íiæ ïðîöåñ �y. ßêùî âè-

ðîáíè÷èé ïðîöåñ y ïåðåäáà÷à¹ âèêîðèñòàííÿ îäíèõ ÷èííèêiâ ó

áiëüøié, à iíøèõ ó ìåíøié êiëüêîñòi, íiæ âèðîáíè÷èé ïðîöåñ

�y, òî öi ïðîöåñè íå ìîæíà ïîðiâíÿòè çà òåõíi÷íîþ å�åêòèâ-

íiñòþ i ¨õ ðîçãëÿäàþòü ÿê òåõíi÷íî å�åêòèâíi òà âêëþ÷àþòü

ó âèðîáíè÷ó �óíêöiþ. ßêèé iç öèõ âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ âè-

êîðèñòîâóþòü ó âèðîáíèöòâi çàëåæèòü âiä ñïiââiäíîøåííÿ öií

íà âiäïîâiäíi ÷èííèêè âèðîáíèöòâà.

94
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8.1 Äâî�àêòîðíi âèðîáíè÷i �óíêöi¨

Ó òåîði¨ âèðîáíèöòâà òðàäèöiéíî âèêîðèñòîâóþòü äâî�àêòîð-

íó âèðîáíè÷ó �óíêöiþ

q = f(k; l);

ÿêà îïèñó¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèì ðiâíåì

âèïóñêó q i êiëüêîñòÿìè ÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà êàïiòàëó k i

ïðàöi l: Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ íå òiëüêè çðó÷íiñòþ ãðà�i÷íîãî çîá-

ðàæåííÿ, à é òèì, ùî ïèòîìi âèòðàòè ìàòåðiàëiâ ó áàãàòüîõ

âèïàäêàõ ìàëî çàëåæàòü âiä ðiâíÿ âèïóñêó, à òàêèé ÷èííèê,

ÿê âèðîáíè÷i ïëîùi ðîçãëÿäàþòü ðàçîì iç êàïiòàëîì.

�ðà�i÷íî êîæíèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ ìîæíà çîáðàçèòè òî÷-

êîþ, êîîðäèíàòè ÿêî¨ îïèñóþòü ìiíiìàëüíî íåîáõiäíi îáñÿãè

ðåñóðñiâ k i l äëÿ âèðîáíèöòâà çàäàíîãî ðiâíÿ âèïóñêó q, à âè-

ðîáíè÷ó �óíêöiþ � içîêâàíòîþ, ïîäiáíî äî òîãî ÿê â òåîði¨

ñïîæèâàííÿ êðèâà áàéäóæîñòi îïèñó¹ òîé ñàìèé ðiâåíü êîðèñ-

íîñòi äëÿ ðiçíèõ êîìáiíàöié íàáîðiâ ïðîäóêòiâ.

Îòæå, íà êàðòi âèïóñêó êîæíà içîêâàíòà çîáðàæà¹ ìíîæè-

íó òåõíi÷íî å�åêòèâíèõ ïðîöåñiâ âèðîáíèöòâà çàäàíîãî ðiâíÿ

âèïóñêó ïðîäóêöi¨.

Âèðîáíè÷i �óíêöi¨ äâîõ àðãóìåíòiâ ¹ îñîáëèâèì êëàñîì

êâàçiââiãíóòèõ �óíêöié. Çäåáiëüøîãî ðîçãëÿäàþòü ëèøå îäíî-

ðiäíi �óíêöi¨. �õíi àïðiîðíi âëàñòèâîñòi (ìîíîòîííiñòü çà êîæ-

íèì àðãóìåíòîì), ÿêi ïîñòóëþþòü íà îñíîâi çìiñòîâíèõ ãiïî-

òåç, íàêëàäàþòü çíà÷íi îáìåæåííÿ íà �îðìó �óíêöi¨ i äîïóñ-

òèìi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ. Îñîáëèâî öå ñòîñó¹òüñÿ �óíêöié

òèïó �óíêöi¨ CES. Ìè ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàãàëüíi âëàñòèâîñòi

âèðîáíè÷èõ �óíêöié äâîõ àðãóìåíòiâ.

Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) äâi÷i íåïåðåðâíî äè�åðåí-

öiéîâíà i äëÿ âñiõ k > 0; l > 0

f(k; l) > 0; r =

�f(k; l)

�k

> 0; w =

�f(k; l)

�l

> 0: (8.1.1)
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Ñàìà �óíêöiÿ òà ¨¨ ÷àñòèííi ïîõiäíi ìîæóòü áóòè äîâèçíà-

÷åíi çà íåïåðåðâíiñòþ íà ãðàíèöþ îðòàíòà R

2

+

. Ïðèïóñòèìî

òàêîæ, ùî äëÿ âñiõ òî÷îê (k; l) 2 R

2

++

âèðîáíè÷à �óíêöiÿ çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè ñòðîãî¨ ââiãíóòîñòi çà êîæíèì àðãóìåíòîì

r

2

=

�

2

f(k; l)

�k

2

< 0; w

2

=

�

2

f(k; l)

�l

2

< 0; (8.1.2)

à òàêîæ ñòðîãî¨ êâàçiââiãíóòîñòi, òîáòî ñòðîãî¨ îïóêëîñòi içîê-

âàíò. Öi ïðèïóùåííÿ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê å�åêò ñïàäà-

þ÷î¨ âiääà÷i i ãðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ êàïiòàëó

íà ïðàöþ ñïàäà¹.

�îçãëÿäàòèìåìî ëèøå îäíîðiäíi âèðîáíè÷i �óíêöi¨ �iêñî-

âàíîãî ñòåïåíÿ 


f(tk; tl) = t




f(k; l) äëÿ âñiõ t > 0:

Ëîãàðè�ìi÷íi ïîõiäíi âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ ìàþòü âèãëÿä

� =

� ln f(k; l)

� lnk

=

rk

q

; � =

� ln f(k; l)

� ln l

=

wl

q

i íàçèâàþòü �àêòîðíèìè åëàñòè÷íîñòÿìè.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî 0 < � < 1, 0 < � < 1 äëÿ k; l > 0.

Ñïðàâäi, çà�iêñó¹ìî îäèí iç ïàðàìåòðiâ, íàïðèêëàä, l =

�

l i

ðîçãëÿíåìî �óíêöiþ g(k) = f(k;

�

l). Îñêiëüêè âîíà ñòðîãî ââi-

ãíóòà äëÿ âñiõ k > 0, òî, äîâèçíà÷èâøè ¨¨ çà íåïåðåðâíiñòþ â

òî÷öi íóëü i âðàõîâóþ÷è õàðàêòåðèñòè÷íó âëàñòèâiñòü, ìà¹ìî

g(0)� g(k) < �kg

0

(k) àáî � < 1� g(0)=g(k) 6 1:

Iç �îðìóëè Åéëåðà âèïëèâà¹


q = rk + wl àáî 
 = �+ �:

Îòæå, ñòåïiíü îäíîðiäíîñòi çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 
 6 2.
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Ìiæ ñòðîãîþ ââiãíóòiñòþ çà êîîðäèíàòàìè òà ñòðîãîþ êâà-

çiââiãíóòiñòþ ¹ ïðîñòèé çâ'ÿçîê. Íåõàé K(l) � ðiâíÿííÿ içî-

êâàíòè f(k; l) 2 R

2

++

: f(k; l) = �qg, òîäi r dk + w dl = 0: Çâiäêè

çíàõîäèìî íàõèë içîêâàíòè i ëîãàðè�ìi÷íà ïîõiäíó

dk

dl

�

�

�

�

df=0

= K

0

(l) = �w=r = R; �� =

d lnK(l)

d ln l

= �

�

�

=

R

t

ÿê �óíêöiþ âiä àðãóìåíòà t = k=l:

Êðiì òîãî, íà içîêâàíòi r; w > 0, òîìó dk i dl ìàþòü ðiçíi

çíàêè: ÿêùî dl < 0, ùî âiäïîâiäà¹ çìåíøåííþ îáñÿãó ïðàöi, òî

dk > 0, òîáòî çìåíøåííÿ îáñÿãó ïðàöi íà âåëè÷èíó jdlj çàìiùà-

¹òüñÿ (êàïiòàëîì) �îíäàìè â îáñÿçi dk. Òîìó ïðèðîäíèì ¹ òàêå

ïîíÿòòÿ. �ðàíè÷íîþ íîðìîþ òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ MRTS

lk

ïðàöi êàïiòàëîì íàçèâàþòü âiäíîøåííÿ ãðàíè÷íèõ ïðîäóêòiâ

MRTS

lk

=

w

r

= �R:

Îñêiëüêè âèðîáíè÷à �óíêöiÿ îäíîðiäíà ñòåïåíÿ 
, òî

f(k; l) = l




f(k=l; 1) = l




g(t), äå g(t) = f(t; 1), t � �îíäîîçáðî¹-

íiñòü. Òîäi

w = 
l


�1

g(t)� l




g

0

(t)k=l

2

= l


�1

[
g(t)� tg

0

(t)℄;

r = l




g

0

(t)=l = l


�1

g

0

(t):

Çâiäêè

R = t� 


g(t)

g

0

(t)

: (8.1.3)

Ìiðîþ îïóêëîñòi içîêâàíò ¹ åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ âèðîáíè-

÷î¨ �óíêöi¨

� =

R

t

dt

dR

: (8.1.4)
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Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè (8.1.3), îäåðæèìî ðiâíiñòü

dR

dt

= 1� 
 + 


gg

00

(g

0

)

2

: (8.1.5)

Iç öi¹¨ ðiâíîñòi i íåðiâíîñòi (8.1.1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíî¨

âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ iñíó¹ 1=�(t) äëÿ âñiõ t 2 (0;1).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî óìîâà ñòðîãî¨ êâàçiââiãíóòîñòi K

00

(l) > 0

åêâiâàëåíòíà R

0

(t) < 0 àáî 1=�(t) > 0.

Ëåìà 8.1.1. Äëÿ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ ïðè 
 > 1 iç (8:1:2) âè-

ïëèâà¹ ñòðîãà êâàçiââiãíóòiñòü (�(t) iñíó¹ i äîäàòíà), à ïðè


 6 1 iç �(t) > 0 âèïëèâà¹ (8:1:2):

Äîâåäåííÿ. ßêùî r

2

< 0, òî g

00

< 0. Îòæå, çà ðiâíiñòþ (8.1.5)

ìà¹ìî, ùî R

0

(t) < 0 ïðè 
 > 1. ßêùî R

0

(t) < 0, òî g

00

(t) < 0

ïðè 
 6 1, à îòæå, r

2

< 0. Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿíóâøè �óíêöiþ

 (�) = f(1; �), äå � = l=k, îäåðæèìî w

2

< 0.

Îáåðíåíå äî ïåðøîãî òâåðäæåííÿ ëåìè íåïðàâèëüíå. Öå

âèäíî íà ïðèêëàäi �óíêöi¨ Êîáà-Äóãëàñà q = z

3=2

1

z

3=2

2

:

R = �t, R

0

= �1 < 0. Àëå 
 = 3 > 2, òîáòî (8.1.2) íå

ñïðàâäæó¹òüñÿ. Îáåðíåíå äî äðóãîãî òâåðäæåííÿ ëåìè ïðà-

âèëüíå äëÿ øèðîêîãî êëàñó âèðîáíè÷èõ �óíêöié � ìàéæå äëÿ

âñiõ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ó ìiêðî- i ìàêðîåêîíîìi÷íèõ äîñëiä-

æåííÿõ.

Iç (8.1.3) âèïëèâà¹, ùî

R = t

�

1�




�

�

:

Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü i âðàõóâàâøè âèãëÿä

�, îòðèìà¹ìî

d�

dt

= �

�(�� 
)

t


; (8.1.6)
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äå � =

1

� � 1

.

Ïðîäè�åðåíöiþâàâøè r = �q=k i âðàõóâàâøè (8.1.6), îòðè-

ìà¹ìî

r

2

= qk

�2

(

d�

dt

t + �

2

� �):

Àíàëîãi÷íî

w

2

= ql

�2

(

d�

dt

t+ �

2

� �):

Çâiäêè âèïëèâà¹, ÿêùî 0 < � 6 1 äëÿ âñiõ k; l > 0, òî íå-

ðiâíîñòi 0 < � < 1 i 0 < � < 1 ¹ íå ëèøå íåîáõiäíèìè, à

é äîñòàòíiìè óìîâàìè ñòðîãî¨ ââiãíóòîñòi âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨

çà êîîðäèíàòàìè.

Åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ ââiâ Äæ. Õiêñ ó 1932 ð. Âèðîáíè÷i

�óíêöi¨ ÷àñòî áóäóþòü âðàõîâóþ÷è ãiïîòåçó ïðî äèíàìiêó �.

Îñîáëèâó ðîëü âiäiãðà¹ âèïàäîê, êîëè � áëèçüêå äî îäèíèöi.

×èì áiëüøå çíà÷åííÿ �, òèì ìåíøå òðåáà êîæíîãî ç �àêòîðiâ

âèðîáíèöòâà äëÿ çàìiùåííÿ iíøîãî áåç çìiíè ðiâíÿ âèïóñêó.

Öå îçíà÷à¹, ùî ç ðîñòîì � çìåíøó¹òüñÿ êðèâèçíà içîêâàíòè.

Êëàñ âèðîáíè÷èõ �óíêöié çi ñòàëîþ åëàñòè÷íiñòþ çàìi-

ùåííÿ ìà¹ òàêèé âèãëÿä: (8.1.4) � =

R

t

dt

dR

= 
onst; çâiäêè

R = 
 t

1=�

; äe 
 � äîâiëüíà ñòàëà.

Íåõàé � = 1, òîäi ç (8.1.3) ìà¹ìî t � 


g(t)

g

0

(t)

= 
t: Çâiäêè

g(t) = A t




1�


; äå A � äîâiëüíà ñòàëà.

Îòæå, f(k; l) = l




g(k=l) = Ak




1�


l

�



1�


: Âðàõîâóþ÷è, ùî �à-

êòîðíèìè åëàñòè÷íîñòÿìè ¹ � i �, òî � =




1� 


, � =

�



1� 


;


 < �1.

Çâiäêè ìà¹ìî çàãàëüíèé âèãëÿä (ìóëüòèïëiêàòèâíà �îð-

ìà) �óíêöi¨ Êîáà-Äóãëàñà f(k; l) = Ak

�

l

�

, äå A � êîå�iöi¹íò

íåéòðàëüíîãî òåõíi÷íîãî ïðîãðåñó, öåé êîå�iöi¹íò ñïiââèìiðþ¹

�àêòîðè âèðîáíèöòâà ç âèïóñêîì.
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Ìóëüòèïëiêàòèâíà �îðìà âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ

çà ÷àñîâèì ðÿäîì âèïóñêiâ i âèòðàò �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

(q

�

; k

�

; l

�

), � = 1; : : : ; T , T � äîâæèíà ÷àñîâîãî ðÿäó i ïðèïóñ-

êà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ T ñïiââiäíîøåíü q

�

= e

"

�

Ak

�

�

l

�

�

; äå "

�

� âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ïðèâîäèòü ó âiäïîâiäíiñòü �àêòè÷-

íèé i ðîçðàõóíêîâèé âèïóñê, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÿêî¨ äî-

ðiâíþ¹ 0. Íàïðèêëàä, çà äàíèìè 1960-1995 ðð. âèðîáíè÷à �óíê-

öiÿ âàëîâîãî âíóòðiøíüîãî ïðîäóêòó ÑØÀ òàêà:

f(k; l) = 2; 248 k

0;404

l

0;803

:

Ó âiäíîñíèõ ïîêàçíèêàõ ìóëüòèïëiêàòèâíà âèðîáíè÷à �óíêöiÿ

ìà¹ âèãëÿä

q

q

0

=

�

k

k

0

�

�

�

l

l

0

�

�

; (8.1.7)

äå q

0

; k

0

; l

0

� çíà÷åííÿ âèïóñêó é îáñÿãiâ �îíäiâ i ïðàöi â áà-

çîâèé ðiê, A =

q

0

k

�

0

l

�

0

:

ßêùî ïîçíà÷èòè âèïóñê i �àêòîðè âèðîáíèöòâà â âiäíîñ-

íèõ îäèíèöÿõ âèìiðó ÷åðåç ~q;

~

k;

~

l; òî âèðîáíè÷ó �óíêöiþ ó

âèãëÿäi (8.1.7) çàïèøåìî òàê:

~q =

~

k

�

~

l

�

:

Íàãàäà¹ìî, ùî å�åêòèâíiñòü åêîíîìiêè � öå âiäíîøåííÿ ðå-

çóëüòàòó äî îáñÿãó �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. Îòîæ, ìà¹ìî äâà

÷àñòèííèõ ïîêàçíèêè å�åêòèâíîñòi: ~q=

~

k � �îíäîâiääà÷à, ~q=

~

l

� ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi. Óçàãàëüíåíèé ïîêàçíèê åêîíîìi÷íî¨

å�åêòèâíîñòi ¹ çâàæåíå ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå ÷àñòèííèõ ïî-

êàçíèêiâ å�åêòèâíîñòi

E =

�

~q

~

k

�

�

�

~q

~

l

�

1��

; (8.1.8)

äå ðîëü âàã âèêîíóþòü âiäíîñíi åëàñòè÷íîñòi � = �=(� + �),

1� � = �=(�+ �).
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Iç (8.1.8) âèïëèâà¹, ùî âèðîáíè÷ó �óíêöiþ ìîæíà ïåðåïè-

ñàòè òàê:

~q = E

~

k

�

~

l

1��

;

äå E � íå ñòàëèé êîå�iöi¹íò, à �óíêöiÿ âiä �àêòîðiâ âèðîáíè-

öòâà k i l.

Ìàñøòàá âèðîáíèöòâà M âèçíà÷à¹òüñÿ îáñÿãîì âèòðà÷å-

íèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, òîìó

M =

~

k

�

~

l

1��

:

Îòæå, ðiâåíü âèïóñêó ~q ¹ äîáóòêîì åêîíîìi÷íî¨ å�åêòèâíîñòi

i ìàñøòàáó âèðîáíèöòâà

~q = EM:

Âàëîâèé âíóòðiøíié ïðîäóêò ÑØÀ, ÿêèé âèìiðþ¹òüñÿ â ìëðä.

äîë. â öiíàõ 1987ð. çðiñ ç 1960 � 1995 ð. â 2,82 ðàçà, òîáòî

~q = 2; 82, îñíîâíi âèðîáíè÷i �îíäè çà öåé ïåðiîä çáiëüøèëèñÿ

â 2,88 ðàçà,

~

k = 2; 88, à êiëüêiñòü çàéíÿòèõ ó âèðîáíèöòâi �

â 1,93 ðàçà,

~

l = 1; 93. Äëÿ ðîçãëÿíóòîãî ïðèêëàäó çíàõîäèìî

âiäíîñíi ïîêàçíèêè åëàñòè÷íîñòi

� =

�

� + �

=

0; 404

0; 404 + 0; 803

= 0; 3347; 1� � = 0; 6653:

Çíàõîäèìî ÷àñòèííi å�åêòèâíîñòi �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

E

k

=

~q

~

k

=

2; 82

2; 88

= 0; 98; E

l

=

~q

~

l

=

2; 82

1; 93

= 1; 46:

Òåïåð çíàõîäèìî óçàãàëüíåíèé ïîêàçíèê åêîíîìi÷íî¨ å�åêòèâ-

íîñòi

E = E

�

k

E

1��

l

= 0; 98

0;3347

�

1; 46

0;6653

= 1; 278;

à ìàñøòàá âèðîáíèöòâà

M =

~

k

�

~

l

1��

= 2; 88

0;3347

�

1; 93

0;6653

= 2; 207:
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Îòæå, çàãàëüíèé ïðèðiñò ÂÂÏ ç 1960 � 1995 ð. â 2; 82 =

= 1; 273

�

2; 207 ðàçà âiäáóâñÿ çà ðàõóíîê ðîñòó ìàñøòàáó âè-

ðîáíèöòâà â 2, 207 ðàçà i çà ðàõóíîê ïiäâèùåííÿ å�åêòèâíîñòi

âèðîáíèöòâà â 1, 278 ðàçà.

Âàæëèâèì ïðèêëàäîì âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ ¹ �óíêöiÿ CES,

ÿêó ìîæíà îòðèìàòè, ðîçâ'ÿçàâøè äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

t� 


g(t)

g

0

(t)

= 
 t

1=�

, ÿêà ìà¹ òàêèé âèãëÿä

q = a

�

bk

��

+ (1� b)l

��

�

�
=�

;

äå a > 0, 0 < b < 1, � i 
 � ïàðàìåòðè, çîêðåìà � = 1=� � 1.

Ôóíêöiÿ CES çàâæäè çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (8.1.1), òîìó íå-

ðiâíîñòi � > 0 i 
 6 1 åêâiâàëåíòíi óìîâàì (8.1.2). Åëàñòè÷íîñ-

òi �(t) i �(t) ìîíîòîííi �óíêöi¨ âiä t i ìàþòü âèãëÿä

�(t) =




1 +

1� b

b

t

�

; �(t) =




1 +

1� b

b

t

��

:

Ïðè � !1 �óíêöiÿ CES ñòà¹ �óíêöi¹þ ç ëiíiéíèìè içîêâàí-

òàìè

q = a [bk + (1� b)l℄




:

Ïðè � ! 0+ �óíêöiÿ CES íàáóâà¹ âèãëÿäó

q = aminfk; lg




i íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ Ëåîíòü¹âà-Õàððîäà-Äîìàðà.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî � ! 0�, òî �óíêöiÿ CES íàáóâà¹ âèãëÿ-

äó

q = amaxfk; lg




:

Ïðè � ! 1 íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ �óíêöi¨ CES äà¹ �óíêöiþ

Êîáà-Äóãëàñà

q = ak

�

l

�

;

äå a > 0, � i � � âiäïîâiäíi �àêòîðíi åëàñòè÷íîñòi.
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8.2 Äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä.

Âiääà÷à âiä ìàñøòàáó

Íåõàé òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà îïèñó¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíê-

öi¹þ f(

�

), Y = f (�z; q) : q�f(z) 6 0; z 2 R

L�1

+

g � çàìêíóòà i

âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè âiäñóòíîñòi "ðîãa äîñòàòêó" òà âiëüíî-

ãî ðîçìiùåííÿ. Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) äâi÷i íåïåðåðâ-

íî äè�åðåíöiéîâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ i ñòðîãî ââiãíóòà â

îñîáëèâié îáëàñòi.

Íàõèë içîêâàíò õàðàêòåðèçó¹ ãðàíè÷íó íîðìó òåõíi÷íîãî çà-

ìiùåííÿ MRTS ( marginal rate of te
hni
al substitution) îäíîãî

÷èííèêà âèðîáíèöòâà iíøèì òàê ñàìî, ÿê íàõèë êðèâî¨ áàéäó-

æîñòi îïèñó¹ ãðàíè÷íó íîðìó çàìiùåííÿ îäíîãî òîâàðó iíøèì

(MRS).

�ðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ ÷èííèêà âèðîáíèöòâà

i íà ÷èííèê j â òî÷öi �z âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

MRTS

i j

(�z) =

�f(�z)=�z

i

�f(�z)=�z

j

=

MP

i

(�z)

MP

j

(�z)

:

Âåëè÷èíà MRTS

i j

(�z) � ìiðà äîäàòêîâî¨ êiëüêîñòi ÷èííèêà j,

ÿêà ïîòðiáíà äëÿ ðiâíÿ âèïóñêó �q = f(�z), ÿêùî êiëüêiñòü ÷èí-

íèêà i çìåíøèòè íà îäíó îäèíèöþ.

Ïðèêëàä 8.2.1. Íåõàé òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà âèçíà÷à¹òüñÿ

�óíêöi¹þ Êîáà-Äóãëàñà f(z

1

; z

2

) = z

�

1

z

�

2

; äå �; � > 0: �ðà-

íè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ ìiæ äâîìà ÷èííèêàìè â

òî÷öi z = (z

1

; z

2

) ìà¹ âèãëÿä

MRTS

1 2

(z) =

�z

2

�z

1

:

N
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Âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) â îñîáëèâié îáëàñòi D õàðàêòå-

ðèçó¹òüñÿ âiääà÷åþ âiä ðîçøèðåííÿ ìàñøòàáó âèðîáíèöòâà i

"çäàòíiñòþ äî çàìiùåííÿ".

�îçøèðþâàòè âèðîáíèöòâî ìîæíà ðiçíèìè øëÿõàìè. Çáå-

ðiãàþ÷è íåçìiííîþ òåõíi÷íó áàçó, ðiâåíü âèïóñêó ìîæíà çáiëü-

øèòè øëÿõîì çáiëüøåííÿ îáñÿãó âèêîðèñòàííÿ âõiäíèõ �àêòî-

ðiâ âèðîáíèöòâà.

À.Ìàðøàë ââiâ ïîíÿòòÿ òðüîõ ïåðiîäiâ: äóæå êîðîòêîãî,

êîðîòêîñòðîêîâîãî i äîâãîñòðîêîâîãî, äîñëiäæóþ÷è çàãàëüíi

çàêîíîìiðíîñòi ðîçøèðåííÿ âèðîáíèöòâà.

Ó äóæå êîðîòêèé ïåðiîä îáñÿãè âèêîðèñòàííÿ êîæíîãî ÷èí-

íèêà âèðîáíèöòâà çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè, òîìó â öåé ïåðiîä

ðîçøèðþâàòè âèðîáíèöòâî íåìîæëèâî.

Ó äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä ìîæåìî çáiëüøóâàòè âèêîðèñòàí-

íÿ âñiõ âèäiâ âõiäíèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. Â öüîìó âèïàäêó

çáiëüøó¹òüñÿ ìàñøòàá âèðîáíèöòâà i äëÿ éîãî àíàëiçó âèêî-

ðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ âiääà÷i âiä ìàñøòàáó. Â êîðîòêîñòðîêî-

âîìó ïåðiîäi ìîæåìî çáiëüøóâàòè âèêîðèñòàííÿ ëèøå çìií-

íîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà, ðîçøèðåííÿ âèðîáíèöòâà äîñëiä-

æó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ ñïàäàþ÷î¨ âiääà÷i çìiííîãî

÷èííèêà âèðîáíèöòâà.

�îçøèðþâàòè âèðîáíèöòâî ìîæíà øëÿõîì çìiíè éîãî òåõ-

íi÷íî¨ áàçè, òîáòî çà äîïîìîãîþ íàóêîâî-òåõíi÷íîãî ïðîãðåñó.

Íåõàé âèáðàíî òåõíi÷íî å�åêòèâíèé âèðîáíè÷èé ïðîöåñ,

òîäi çáiëüøèòè ðiâåíü âèïóñêó ïðîäóêöi¨ ìîæíà øëÿõîì ïðî-

ïîðöiéíîãî çáiëüøåííÿ îáñÿãó âèêîðèñòàííÿ âñiõ âèäiâ �àêòî-

ðiâ âèðîáíèöòâà. Öå i ¹ çìiíîþ ìàñøòàáó âèðîáíèöòâà.

Ïîíÿòòÿ ñïàäàþ÷î¨, çðîñòàþ÷î¨ òà ñòàëî¨ âiääà÷i âiä ìàñ-

øòàáó ðîçãëÿäàëè ïðè îïèñàííi ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé òåõ-

íîëîãi÷íî¨ ìíîæèíè.

�îçãëÿíåìî ùå îäíó õàðàêòåðèñòèêó âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨

� îäíîðiäíiñòü. Íåõàé çi çáiëüøåííÿì îáñÿãó âñiõ �àêòîðiâ

âèðîáíèöòâà â t ðàçiâ, t > 1, òî âèïóñê ïðîäóêöi¨ çáiëüøèòüñÿ
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â t

k

ðàçiâ, òîáòî

f(t z) = t

k

f(z) äëÿ âñiõ t > 1:

Ñòåïiíü îäíîðiäíîñòi k ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ õàðàêòåðèñ-

òèêè òèïó âiääà÷i âiä ìàñøòàáó.

ßêùî k = 1; òî âiääà÷à âiä ìàñøòàáó ñòàëà, à âèðîáíè÷à

�óíêöiÿ â öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî-îäíîðiäíîþ.

ßêùî k < 1, òî ¹ ñïàäàþ÷à âiääà÷à âiä ìàñøòàáó.

ßêùî k > 1, òîäi � çðîñòàþ÷à âiääà÷à âiä ìàñøòàáó.

Äëÿ îäíîðiäíî¨ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ ïîêàçíèêîì âiäääà÷i

âiä ìàñøòàáó ìîæå áóòè âiäñòàíü óçäîâæ ïðîìåíÿ, ïðîâåäå-

íîãî ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ìiæ içîêâàíòàìè, ÿêi çîáðàæàþòü

êðàòíi q ðiâíi âèïóñêó � 2q; 3q i ò.ä.

�èñ. 8.2.1. Âiääà÷à âiä ìàñøòàáó.

Ñòàëà âiääà÷à âiä ìàñøòàáó ïðîñòåæó¹òüñÿ â òèõ âèðîá-

íèöòâàõ, äå �àêòîðè âèðîáíèöòâà îäíîðiäíi (â òåõíi÷íîìó ðî-

çóìiííi), ¨õíi îáñÿãè ìîæíà çìiíþâàòè ïðîïîðöiéíî. Â òàêèõ
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âèðîáíèöòâàõ çáiëüøåííÿ âèïóñêó ïðîäóêöi¨ ìîæíà äîñÿãíó-

òè øëÿõîì êðàòíîãî çáiëüøåííÿ âèêîðèñòàííÿ âñiõ âèðîáíè-

÷èõ ÷èííèêiâ. Ñïàäàþ÷à âiääà÷à çäåáiëüøîãî ïðîñòåæó¹òüñÿ ó

âèïàäêàõ îáìåæåííÿ ìîæëèâîñòåé êåðóâàííÿ âåëèêèì âèðîá-

íèöòâîì.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ õàðàêòåð âiä-

äà÷i âiä ìàñøòàáó çìiíþ¹òüñÿ ïðè äîñÿãíåííi ïåâíèõ ðiâíiâ

âèïóñêó.Äî äåÿêîãî ðiâíÿ âèïóñêó ðiñò âèðîáíèöòâà ìîæå ñóï-

ðîâîäæóâàòèñÿ çðîñòàþ÷îþ, ÿêà ïîòiì çìiíþ¹òüñÿ ñòàëîþ, à

äàëi ñïàäàþ÷îþ âiääà÷åþ.

Ïðîìåíi, ÿêi ïðîâåäåíî ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà ðèñ. 8.2.1,

íàçèâàþòü ëiíiÿìè ðîñòó. Âîíè õàðàêòåðèçóþòü òåõíi÷íî ìîæ-

ëèâi øëÿõè ðîçøèðåííÿ âèðîáíèöòâà, òîáòî ïåðåõiä âiä íèæ-

÷î¨ äî âèùî¨ içîêâàíòè. Ñåðåä ìîæëèâèõ ëiíié ðîñòó ¹ òàêi,

âçäîâæ ÿêèõ ãðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ äëÿ áóäü-

ÿêîãî ðiâíÿ âèïóñêó ¹ ñòàëîþ. Òàêi ëiíi¨ íàçèâàþòü içîêëèíà-

ëàìè. Äëÿ îäíîðiäíî¨ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ içîêëèíàëîþ ¹ ïðî-

ìiíü, ÿêèé ïðîâåäåíî ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò, óçäîâæ ÿêîãî ãðà-

íè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ i ñïiââiäíîøåííÿ k=l ìà¹

òåæ ñàìå çíà÷åííÿ.

Îòîæ, içîêëèíàëàìè íàçèâàþòü ëiíi¨ íàéáiëüøîãî ðîñòó âè-

ðîáíè÷î¨ �óíêöi¨. Îñêiëüêè �óíêöiÿ çðîñòà¹ â íàïðÿìi ãðà-

äi¹íòà, òî içîêëèíàëè îðòîãîíàëüíi äî ëiíié íóëüîâîãî ðîñòó,

òîáòî äî içîêâàíò. Òîìó ðiâíÿííÿ içîêëèíàëè ìà¹ âèãëÿä

dk

�f(k; l)=�k

=

dl

�f(k; l)=�l

:

Çîêðåìà, äëÿ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ Êîáà-Äóãëàñà äè�åðåíöiàëü-

íå ðiâíÿííÿ, ç ÿêîãî âèçíà÷àþòü içîêëèíàëè, ìà¹ âèãëÿä

1

�

k dk =

1

�

l dl:

Çâiäêè

k

2

=

�

�

l

2

+ 


0

; äå 


0

= k

2

0

�

�

�

l

2

0

;
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äå (k

0

; l

0

) � êîîðäèíàòè òî÷êè, ÷åðåç ÿêó ïðîõîäèòü içîêëèíà-

ëà. Íàéáiëüø ïðîñòà içîêëèíàëà ïðè 


0

= 0 ìà¹ âèãëÿä ïðÿìî¨

k =

r

�

�

l:

Îñêiëüêè â ðiçíèõ òî÷êàõ ïðîñòîðó �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

R

L�1

+

âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) ìîæå õàðàêòåðèçóâàòèñÿ ïî-ðiç-

íîìó, òî ââîäèòüñÿ ëîêàëüíèé ïîêàçíèê âèìiðó âiääà÷i âiä ìàñ-

øòàáó âèðîáíèöòâà, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ â äåÿêié òî÷öi

z 2 R

L�1

+

; i íàçèâà¹òüñÿ åëàñòè÷íiñòü âèðîáíèöòâà (àáî åëà-

ñòè÷íiñòü âèïóñêó ñòîñîâíî ïàðàìåòðà ìàñøòàáó � )

"(z) = lim

�!1

�

f(�z)

�f(�z)

��

= lim

�!1

� ln f(�z)

� ln�

: (8.2.1)

Âèçíà÷èìî åëàñòè÷íiñòü âèïóñêó ñòîñîâíî çìiíè ÷èííèêà

i-ãî âèäó "

i

(z) ÿê

"

i

(z) =

z

i

f(z)

� f(z)

�z

i

:

Îòîæ, åëàñòè÷íiñòü âèðîáíèöòâà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

"(z) = lim

�!1

�

f(�z)

L�1

X

i=1

�f(�z)

�z

i

z

i

=

1

f(z)

L�1

X

i=1

MP

i

(z)z

i

=

L�1

X

i=1

"

i

(z);

òîáòî åëàñòè÷íiñòü âèðîáíèöòâà â áóäü-ÿêié òî÷öi z 2 R

L�1

+

äî-

ðiâíþ¹ ñóìi åëàñòè÷íîñòåé âèïóñêó ñòîñîâíî ðiçíèõ �àêòîðiâ

âèðîáíèöòâà â öié òî÷öi.

Ïðèêëàä 8.2.2. Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) îäíîðiäíà ñòå-

ïåíÿ k, òîäi çà �îðìóëîþ Åéëåðà äëÿ îäíîðiäíèõ �óíêöié
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ìà¹ìî

L�1

X

i=1

�f(z)

�z

i

z

i

= kf(z);

çâiäêè

"(z) =

1

f(z)

L�1

X

i=1

�f(z)

�z

i

z

i

= k:

Îòæå, ïðè "(z) > 1 ìà¹ìî çðîñòàþ÷ó, ïðè "(z) < 1� ñïàäàþ÷ó,

à ïðè "(z) = 1 � ñòàëó âiääà÷ó âiä ìàñøòàáó. N

Ïðèêëàä 8.2.3. Íåõàé f(z) = z

�

1

z

�

2

: Òîäi f(tz) = (tz

1

)

�

(tz

2

)

�

= t

�+�

z

�

1

z

�

2

= t

�+�

f(z

1

; z

2

) äëÿ âñiõ t > 0: Îòîæ, �óíêöiÿ

Êîáà-Äóãëàñà îäíîðiäíà ñòåïåíÿ � + � i "

1

(z) = �; "

2

(z) = �;

"(z) = � + �: N

�ðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ MRTS ìà¹ íåäîëiê:

âîíà çàëåæèòü âiä îäèíèöü, â ÿêèõ âèìiðþþòüñÿ îáñÿãè âõiä-

íèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. Ç îãëÿäó íà öå ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ

åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ, ÿêå çàñâiä÷ó¹ íà ñêiëüêè âiäñîòêiâ

ïîâèííî çìiíèòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êiëüêîñòÿìè �àêòî-

ðiâ âèðîáíèöòâà, ùîá ãðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ

çìiíèëàñÿ íà îäèí âiäñîòîê. Åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ � âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÿê âiäñîòêîâà çìiíà â ãðàíè÷íié íîðìi òåõíi÷íîãî çàìi-

ùåííÿ: åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ ìiæ �àêòîðàìè âèðîáíèöòâà

i òà j, êîëè óñi iíøi �àêòîðè âèðîáíèöòâà çàëèøàþòüñÿ ñòà-

ëèìè ó òî÷öi z, âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

�

i j

(z) =

MRTS

ji

(z)

(z

i

=z

j

)

d(z

i

=z

j

)

d(MTRS)

ji

(z)

=

d ln z

i

=z

j

d lnMRTS

ji

(z)

: (8.2.2)

Â îñîáëèâié îáëàñòi D åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ �

i j

(z) > 0:
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�åîìåòðè÷íî, äëÿ äâî�àêòîðíî¨ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨, ãðà-

íè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ âèçíà÷à¹ íàõèë içîêâàíòè,

åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ � ìiðó îïóêëîñòi içîêâàíòè.

Ïðèêëàä 8.2.4. Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ìîæíà ïåðåêî-

íàòèñÿ, ùî äëÿ äâî�àêòîðíî¨ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ ïðàâèëüíà

ðiâíiñòü

MRTS

12

(z) =

"

1

(z)

"

2

(z)

z

2

z

1

;

òîáòî ãðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ ïåðøîãî �àêòîðà

âèðîáíèöòâà äðóãèì äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ åëàñòè÷íîñòi âèïóñ-

êó çà ïåðøèì i äðóãèì �àêòîðîì âèðîáíèöòâà, ïîìíîæåíî-

ìó íà âiäíîøåííÿ îáñÿãó äðóãîãî �àêòîðà äî îáñÿãó ïåðøîãî

�àêòîðà âèðîáíèöòâà. ßêùî z

1

= l z

2

= k, òî âiäíîøåííÿ

z

2

z

1

=

k

l

íàçèâà¹òüñÿ �îíäîîçáðî¹íiñòþ ïðàöi (âåëè÷èíà êàïi-

òàëó íà îäíîãî ïðàöiâíèêà). Â öüîìó âèïàäêó ãðàíè÷íà íîðìà

òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ ïðàöi êàïiòàëîì äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ

åëàñòè÷íîñòåé âèïóñêó ñòîñîâíî ïðàöi òà êàïiòàëó ïîìíîæå-

íîìó íà �îíäîîçáðî¹íiñòü ïðàöi.

Åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ ïðàöi êàïiòàëîì

�

lk

=

MRTS

lk

k=l

d(k=l)

dMRTS

lk

=

d ln k=l

d lnMRTS

lk

çàñâiä÷ó¹, íà ñêiëüêè âiäñîòêiâ çìiíèòüñÿ �îíäîîçáðî¹íiñòü

k

l

ïðè çìiíi íîðìè òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ ïðàöi êàïiòàëîìMRTS

lk

íà îäèí âiäñîòîê. N

Ïðèêëàä 8.2.5. Åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ äëÿ �óíêöi¨ Êîáà-

Äóãëàñà f(z) = z

�

1

z

�

2

: Çíàõîäèìî ãðàíè÷íó íîðìó òåõíi÷íîãî
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çàìiùåííÿ

MRTS

12

=

�z

2

�z

1

àáî

z

2

z

1

=

�

�

MRTS

12

(z):

Çâiäêè

ln

z

2

z

1

= lnMRTS

12

+ ln

�

�

:

Îòæå,

�

21

=

d ln

z

2

z

1

d lnMRTS

12

= 1:

Åëàñòè÷íiñòü çàìiùåííÿ äëÿ �óíêöi¨ CES

f(z) = (z

�

1

+ z

�

2

)

1=�

; � 6 1:

Çâiäêè ãðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ

MRTS

12

(z) =

�

z

1

z

2

�

��1

àáî

z

1

z

2

= (MRTS

12

(z))

1

��1

:

Çâiäêè

ln

z

1

z

2

=

1

�� 1

lnMRTS

12

=

1

�� 1

lnMRTS

21

:

Îòæå,

�

12

=

d ln

z

2

z

1

d lnMRTS

12

=

1

1� �

:

N
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8.3 Êîðîòêîñòðîêîâèé ïåðiîä. Ñïàäàþ-

÷à âiääà÷à çìiííîãî ÷èííèêà

Ó êîðîòêîñòðîêîâèé ïåðiîä �iðìà çìóøåíà âèáèðàòè âåêòîð

�àêòîðiâ âèðîáíèöòâà z iç çàäàíî¨ ìíîæèíè ïðîñòîðó �àêòî-

ðiâ âèðîáíèöòâà, òîìó â çàäà÷i äëÿ �iðìè ¹ äîäàòêîâi îáìå-

æåííÿ

�(z) = p f(z) � w

�

z ! max; z 2 R

L�1

+

;

çà óìîâ g

k

(z) 6 0; k = 1; : : : ; m:

(8.3.1)

Îñòàííi m íåðiâíîñòåé âèçíà÷àþòü îáìåæåííÿ íà �àêòîðè âè-

ðîáíèöòâà äëÿ äåÿêîãî êîðîòêîñòðîêîâîãî ïåðiîäó.

�îçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê êîðîòêîñòðîêîâîãî ïåðiîäó,

äëÿ ÿêîãî êiëüêiñòü äðóãîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà �iêñîâàíà

íà ðiâíi �z

2

; òîäi ÿê êiëüêiñòü ïåðøîãî ìîæå çìiíþâàòèñÿ.

Ó êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi ëiíi¹þ ðîñòó ¹ ïðÿìà ïàðà-

ëåëüíà äî îñi çìiííîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà (äèâ. ðèñ.8.3.2,

a). Ñïiââiäíîøåííÿ

�z

2

z

1

óçäîâæ öi¹¨ ëiíi¨ ðîñòó çìåíøó¹òüñÿ.

Îòæå, â êîðîòêîñòðîêîâèé ïåðiîä ðiñò ðiâíÿ âèïóñêó âiäáó-

âà¹òüñÿ ïðè çìiíi ïðîïîðöié ìiæ êiëüêîñòÿìè �iêñîâàíîãî òà

çìiííîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà. Âïëèâ çìiíè ïðîïîðöié íà ðiñò

âèïóñêó äîñëiäæóþòü çà äîïîìîãîþ êðèâî¨ ïðîäóêöi¨ P

1

(z

1

) =

= f(z

1

; �z

2

), êðèâî¨ ñåðåäíüîãî AP

1

(z

1

) =

P (z

1

)

z

1

i ãðàíè÷íîãî

MP

1

(z

1

) =

dP (z

1

)

dz

1

ïðîäóêòó ïåðøîãî çìiííîãî �àêòîðà âèðî-

áíèöòâà. Êðèâà ïðîäóêöi¨ P

1

(z

1

) îïèñó¹ çàëåæíiñòü âèïóñêó

âiä ïåðøîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà ïðè íåçìiííîìó îáñÿçi öüî-

ãî �àêòîðà; êðèâà ñåðåäíüîãî ïðîäóêòó AP

1

(z

1

) õàðàêòåðèçó¹

âèïóñê ïðîäóêöi¨ íà îäèíèöþ ïåðøîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà;

MP

1

(z

1

) � îïèñó¹ ïðèðiñò çàãàëüíîãî ïðîäóêòó çi çáiëüøåííÿì

âèêîðèñòàííÿ çìiííîãî �àêòîðà íà îäíó îäèíèöþ.
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�èñ. 8.3.2. Çàãàëüíèé, ñåðåäíié i ãðàíè÷íèé ïðîäóêò çìiííîãî ðå-

ñóðñó
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�ðà�i÷íî âåëè÷èíà ãðàíè÷íîãî ïðîäóêòó âèçíà÷à¹òüñÿ òàí-

ãåíñîì êóòà íàõèëó äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ ïðîäóêöi¨ â òî÷öi, ÿêà

âiäïîâiäà¹ âèçíà÷åíîìó îáñÿãó öüîãî ïðîäóêòó; âåëè÷èíà ñå-

ðåäíüîãî ïðîäóêòó � òàíãåíñîì êóòà íàõèëó ïðîìåíÿ, ïðîâå-

äåíîãî ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî öi¹¨ òî÷êè.

�ðàíè÷íèé ïðîäóêò çìiííîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà ìîæå

áóòè äîäàòíèì, íóëüîâèì i âiä'¹ìíèì. Ïðîòå åêîíîìi÷íà

òåîðiÿ ïðèäiëÿ¹ óâàãó ëèøå åêîíîìi÷íié (òåõíi÷íî å�åêòèâíié)

îáëàñòi âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨, òîáòî òié ÷àñòèíi êðèâî¨ P

1

(z

1

), äå

ãðàíè÷íèé ïðîäóêò öüîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà ¹ äîäàòíèì.

Íà ãðà�iêó (äèâ. ðèñ.8.3.2, á) êðèâî¨ ïðîäóêöi¨ ìîæíà âèäiëè-

òè òðè ñåãìåíòè. Ïåðøèé ñåãìåíò âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî

òî÷êè a

2

. Âií âiäîáðàæà¹ çðîñòàþ÷ó âiääà÷ó çìiííîãî �àêòî-

ðà âèðîáíèöòâà i ãðàíè÷íèé ïðîäóêò âiäïîâiäíîãî �àêòîðà íà

öié ÷àñòèíi çðîñòà¹

d

2

P

1

(z

1

)

dz

2

1

=

dMP

1

(z

1

)

dz

1

> 0;

òîáòî êðèâà ïðîäóêöi¨ P

1

(z

1

) îïóêëà äëÿ z

1

2 [0; �z

1

℄:

Äðóãèé ñåãìåíò êðèâî¨ P

1

(z

1

) âiä òî÷êè a

2

äî òî÷êè a

4

âiäîáðàæà¹ ñïàäàþ÷ó âiääà÷ó çìiííîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà

i ãðàíè÷íèé ïðîäóêò MP

1

(z

1

) äëÿ z

1

2 [�z

1

;

�

�

�z

1

℄ ñïàäà¹, ïðî-

òå çàëèøà¹òüñÿ äîäàòíèì. Êðèâà ãðàíè÷íîãî ïðîäóêòó äëÿ

z

1

2 [�z

1

;

�

�

�z

1

℄ ìà¹ âiä'¹ìíèé íàõèë

d

2

P

1

(z

1

)

dz

2

1

=

dMP

1

(z

1

)

dz

1

< 0;

òîáòî êðèâà ïðîäóêöi¨ P

1

(z

1

) ââiãíóòà íà ïðîìiæêó z

1

2 [�z

1

;

�

�

�z

1

℄.

Òðåòié ñåãìåíò, ïðàâiøå âiä òî÷êè a

4

, òàêîæ âiäîáðàæà¹

ñïàäàþ÷ó âiääà÷ó çìiííîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà, äå ãðàíè÷-

íèé ïðîäóêò MP

1

(z

1

) âiä'¹ìíèé.

Îòîæ, êðèâà ïðîäóêöi¨ ìà¹ S �îðìó, ÿêà çîáîâ'ÿçàíà çà-

êîíó ñïàäàþ÷î¨ âiääà÷i: ïðè äîäàâàííi çìiííîãî �àêòîðà âè-
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ðîáíèöòâà z

1

äî âèçíà÷åíîãî îáñÿãó iíøîãî �àêòîðà �z

2

; âíàñ-

ëiäîê ÷îãî äîñÿãà¹òüñÿ îñîáëèâà îáëàñòü, äå ïðèðiñò ïðîäóê-

òèâíîñòi çìåíøó¹òüñÿ.

Íà ðèñ. 8.3.2,â çîáðàæåíî òðè êðèòè÷íi òî÷êè: ïåðøà �z

1

� òî÷êà ïåðåãèíó �óíêöi¨ P

1

(z

1

), äå êðèâà MP

1

(z

1

) äîñÿãà¹

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ; äðóãà

�

�z

1

� òî÷êà äîòèêó ïðîìåíÿ

ïðîâåäåíîãî ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî �óíêöi¨ P

1

(z

1

), äå êðèâà

ñåðåäíüîãî ïðîäóêòó AP

1

(z

1

) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ

i AP

1

(

�

�z

1

) = MP

1

(

�

�z

1

); òðåòÿ

�

�

�z

1

� òî÷êà ìàêñèìóìó êðèâî¨

ïðîäóêöi¨ P

1

(z

1

) i MP

1

(

�

�

�z

1

) = 0:

Íà ðèñ. 8.3.2,á çîáðàæåíî òðè ñòàäi¨ âèðîáíèöòâà. Ïåðøà

ñòàäiÿ âèðîáíèöòâà òðèâà¹ äî äðóãî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè i íà öié

ñòàäi¨ ãðàíè÷íèé ïðîäóêò ïåðåâèùó¹ ñåðåäíié

ñòàäiÿ 1 : MP

1

(z

1

) > AP

1

(z

1

) > 0: (8.3.2)

Äðóãà ñòàäiÿ òðèâà¹ ìiæ äðóãîþ i òðåòüîþ êðèòè÷íèìè òî÷êà-

ìè. Íà öié ñòàäi¨ ñåðåäíié ïðîäóêò ïåðåâèùó¹ ãðàíè÷íèé, à âií

¹ äîäàòíèì

ñòàäiÿ 2 : AP

1

(z

1

) > MP

1

(z

1

) > 0; (8.3.3)

àáî

dP

1

(z

1

)

dz

1

> 0;

d

2

P

1

(z

1

)

dz

2

1

< 0;

òîáòî ãðàíè÷íèé ïðîäóêò �àêòîðà z

1

äîäàòíèé, à éîãî êðèâà

ïðîäóêöi¨ ìà¹ âiä'¹ìíèé íàõèë.

Òðåòÿ ñòàäiÿ ðîçòàøîâàíà çà òðåòüîþ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ.

Íà öié ñòàäi¨ ãðàíè÷íèé ïðîäóêò âiä'¹ìíèé

ñòàäiÿ 3 : MP

1

(z

1

) < 0; (8.3.4)

òîáòî çi çáiëüøåííÿì îáñÿãó çìiííîãî �àêòîðà ïîíàä

�

�

�z

1

ðiâåíü

âèïóñêó ïðîäóêöi¨ çìåíøó¹òüñÿ.
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Îòæå, ïðè ðàöiîíàëüíié ïîâåäiíöi �iðìà ïðàãíå ïåðåáóâà-

òè íà äðóãié ñòàäi¨, äå çàëó÷åííÿ äîäàòêîâî¨ îäèíèöi çìiííîãî

�àêòîðà âèðîáíèöòâà äà¹ õî÷ i ñïàäàþ÷èé, ïðîòå äîäàòíèé

ïðèðiñò âèïóñêó. Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ �iðìè, ÿêà çîði¹íòîâà-

íà íà ìàêñèìiçàöiþ ïðèáóòêó, âèáið îáñÿãó âèðîáíèöòâà îáìå-

æåíèé åêñòåíñèâíîþ (AP

1

max

) é iíòåíñèâíîþ (MP

1

max

) ãðàíè-

öÿìè âèêîðèñòàííÿ çìiííîãî ÷èííèêà.

1

ßêùî âèðîáíè÷à �óíêöiÿ âèçíà÷à¹ òåõíîëîãiþ çi ñòàëîþ

âiääà÷åþ âiä ìàñøòàáó, òî ñòàäi¨¨ 1 i 3 ñèìåòðè÷íi. Ñïðàâäi, çà

�îðìóëîþ Åéëåðà

q = z

1

MP

1

+ z

2

MP

2

àáî

MP

2

=

z

1

z

2

(AP

1

�MP

1

):

Îòæå, ïåðøó ñòàäiþ âèðîáíèöòâà, äå MP

1

> AP

1

, ìîæíà îõà-

ðàêòåðèçóâàòè ñïiââiäíîøåííÿì MP

2

< 0. Òîäi

ñòàäiÿ 1 : MP

2

< 0;

ñòàäiÿ 3 : MP

1

< 0:

(8.3.5)

Öå i çàñâiä÷ó¹ ñèìåòðè÷íiñòü ñòàäié 1 i 3.

8.4 Ñòàäi¨ âèðîáíèöòâà â äîâãîñòðî-

êîâîìó ïåðiîäi

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä i óçàãàëüíèìî ïîíÿò-

òÿ ñòàäié âèðîáíèöòâà íà ìíîæèíi içîêâàíò.

1

Â óìîâàõ äîñêîíàëî¨ êîíêóðåíöi¨ íà ðèíêó ïðîäóêöi¨ òà �àêòîðiâ âè-

ðîáíèöòâà.
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Àíàëiçóþ÷è âèðîáíèöòâî â äîâãîñòðîêîâîìó ïåðiîäi, ðàöiî-

íàëüíèé ïiäïðè¹ìåöü ïðèäiëÿ¹ óâàãó ëèøå å�åêòèâíié ÷àñ-

òèíi içîêâàíòè (òié ÷àñòèíi, ÿêà ëåæèòü â îñîáëèâié îáëàñ-

òi), â ãðàíèöÿõ ÿêî¨ ãðàíè÷íi ïðîäóêòè êîæíîãî ç äâîõ ÷èí-

íèêiâ âèðîáíèöòâà ñïàäàþòü, ïðîòå çàëèøàþòüñÿ äîäàòíèìè.

Ìíîæèíà òî÷îê íà içîêâàíòàõ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ íóëüî-

âèì ðîçìiðîì ãðàíè÷íîãî ïðîäóêòó, óòâîðþþòü ãðàíèöi òåõíi÷-

íî å�åêòèâíî¨ îáëàñòi (îñîáëèâî¨ îáëàñòi). Ùîá âèçíà÷èòè öi

ãðàíèöi (ÿêi ùå íàçèâàþòü âiäîêðåìëþþ÷èìè ëiíiÿìè), òðåáà

ïðîâåñòè äîòè÷íi äî içîêâàíò, ÿêi ïàðàëåëüíi îñÿì êîîðäèíàò

i ç'¹äíàòè öi òî÷êè äîòèêó ëiíiÿìè OA i OB

OA = f z 2 R

2

+

: MP

2

(z) = 0 g; OB = f z 2 R

2

+

: MP

1

(z) = 0 g:

Ëiíiÿ OA ïîêàçó¹ íà ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü z

1

, ÿêà íåîáõiäíà

�èñ. 8.4.3. Òåõíi÷íî å�åêòèâíà îáëàñòü

äëÿ âèðîáíèöòâà ðiçíèõ ðiâíiâ âèïóñêó. Íàïðèêëàä, ùîá âèðî-

áèòè q

1

ïîòðiáåí õî÷à á

�

�z

1

÷èííèê âèðîáíèöòâà. Àíàëîãi÷íî,

ëiíiÿ OB ïîêàçó¹ íà ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü z

2

íåîáõiäíó äëÿ
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âèïóñêó ðiçíèõ îáñÿãiâ ïðîäóêöi¨. Íàïðèêëàä, äëÿ òîãî ùîá

âèðîáèòè q

3

, ïîòðiáíî õî÷à á �z

2

÷èííèêà.

Îòîæ, òåõíi÷íî å�åêòèâíà îáëàñòü îáìåæåíà ëiíiÿìè íó-

ëüîâîãî ãðàíè÷íîãî ïðîäóêòó, âîíà îõîïëþ¹ ëèøå ÷àñòèíè

içîêâàíò iç âiä'¹ìíèì íàõèëîì. Íàõèë içîêâàíòè (â ãðàíèöÿõ

òåõíi÷íî¨ îáëàñòi) ñïàäà¹ â íàïðÿìi ðóõó � óçäîâæ íå¨ âíèç i

âïðàâî, ùî õàðàêòåðèçó¹ çðîñòàþ÷ó òðóäíiñòü çàìiùåííÿ îäíî-

ãî ðåñóðñó iíøèì. Îñêiëüêè óçäîâæ içîêâàíòè âèïóñê çàëè-

øà¹òüñÿ íåçìiííèì, òî

dq =

� f(z

1

; z

2

)

�z

1

dz

1

+

� f(z

1

; z

2

)

�z

2

dz

2

= MP

1

dz

1

+MP

2

dz

2

= 0:

Çâiäêè

�

dz

2

dz

1

�

�

�

dq=0

= MTRS

12

(z) =

MP

1

(z)

MP

2

(z)

; (8.4.1)

ãðàíè÷íà íîðìà òåõíi÷íîãî çàìiùåííÿ ïåðøîãî ÷èííèêà äðó-

ãèì äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ãðàíè÷íèõ ïðîäóêòiâ öèõ ðåñóðñiâ.

Ó ìåæàõ òåõíi÷íî å�åêòèâíî¨ îáëàñòi, ÿêà îáìåæåíà âi-

äîêðåìëþþ÷èìè ëiíiÿìè OA i OB, ãðàíè÷íi ïðîäóêòè îáîõ

�àêòîðiâ âèðîáíèöòâà ¹ äîäàòíèìè i öÿ îáëàñòü âiäïîâiäà¹

äðóãié ñòàäi¨ ðîñòó âèðîáíèöòâà. Â îáëàñòi, ÿêà ëåæèòü âèùå

OA, ãðàíè÷íèé ïðîäóêò äðóãîãî ÷èííèêà âiä'¹ìíèé, à ãðàíè÷-

íèé ïðîäóêò ïåðøîãî ÷èííèêà âèðîáíèöòâà áiëüøèé âiä éîãî

ñåðåäíüîãî ïðîäóêòó. Öÿ îáëàñòü âiäïîâiäà¹ òðåòié ñòàäi¨ ðîñ-

òó äëÿ z

2

i ïåðøié ñòàäié ðîñòó äëÿ z

1

: Íàâïàêè, â îáëàñòi, ÿêà

ëåæèòü íèæ÷å, ãðàíè÷íèé ïðîäóêò ïåðøîãî ÷èííèêà âiä'¹ì-

íèé, à ãðàíè÷íèé ïðîäóêò äðóãîãî ÷èííèêà áiëüøèé çà éîãî

ñåðåäíié ïðîäóêò. Öÿ îáëàñòü âiäïîâiäà¹ òðåòié ñòàäi¨ äëÿ z

1

i

ïåðøié � äëÿ z

2

:
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8.5 Äîâãîñòðîêîâèé øëÿõ ðîçøèðåí-

íÿ �iðìè

Âèçíà÷åííÿ �iðìîþ îïòèìàëüíèõ êîìáiíàöié �àêòîðiâ âèðîá-

íèöòâà àíàëîãi÷íî äî âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî íàáîðó ïðî-

äóêòiâ ñïîæèâà÷åì. ßê ìè çíà¹ìî, îïòèìóì ñïîæèâà÷à âèçíà-

÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ ãðàíè÷íî¨ íîðìè çàìiùåííÿ òîâàðiâ (MRS)

âiäíîøåííþ ¨õ öií, ãðà�i÷íî � òî÷êîþ äîòèêó êðèâî¨ áàéäó-

æîñòi i áþäæåòíî¨ ïðÿìî¨.

Ó òåîði¨ âèðîáíèöòâà îïòèìóì �iðìè âèçíà÷àþòü ç óìîâè

îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó (6.1.3). �îçãëÿíåìî âèïàäîê

äâîõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. Òîäi óìîâè (6.1.3) ìàòèìóòü âèã-

ëÿä

pMP

1

(z

�

) = w

1

; pMP

2

(z

�

) = w

2

(8.5.1)

àáî

MP

1

(z

�

)

MP

2

(z

�

)

=

w

1

w

2

= MRTS

12

(z

�

); (8.5.2)

òîáòî â òî÷öi îïòèìóìó ¹ ðiâíiñòü ãðàíè÷íî¨ íîðìè òåõíi÷íîãî

çàìiùåííÿ ÷èííèêiâ z

1

i z

2

âiäíîøåííþ ¨õíiõ öií.

Âiäíîøåííÿ öií �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà õàðàêòåðèçó¹ íîð-

ìó, çà ÿêîþ �iðìà ìîæå çàìiíÿòè îäèí ÷èííèê iíøèì, êóïó-

þ÷è ¨õ íà ðèíêó �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà. �ðàíè÷íà íîðìà òåõ-

íi÷íîãî çàìiùåííÿ õàðàêòåðèçó¹ íîðìó, çà ÿêîþ �iðìà ìîæå

çàìiíþâàòè îäèí ÷èííèê iíøèì ó âèðîáíèöòâi. Äîêè öÿ ðiâ-

íiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ, �iðìà ìîæå ïîêðàùèòè ñâî¹ ñòàíîâèùå,

çìiíèâøè ñòðóêòóðó âèêîðèñòàííÿ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà.

Îòæå, ÿêùî

MP

1

(z

�

)

MP

2

(z

�

)

>

w

1

w

2

;

òî âèïóñê ìîæíà çáiëüøèòè (ïðè òèõ ñàìèõ âèòðàòàõ) øëÿõîì
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çàìiùåííÿ z

2

íà z

1

. Íàâïàêè, ÿêùî

MP

1

(z

�

)

MP

2

(z

�

)

<

w

1

w

2

;

òî âèïóñê ìîæíà çáiëüøèòè øëÿõîì çàìiùåííÿ z

1

íà z

2

. ßêùî

ðiâíiñòü (8.5.2) ñïðàâäæó¹òüñÿ, òî áóäü-ÿêà çìiíà êîìáiíàöié

�àêòîðiâ âèðîáíèöòâà íå ïîêðàùó¹ ñòàíîâèùà �iðìè.

Óìîâè îïòèìàëüíîñòi (8.5.2) ìîæíà çàïèñàòè

MP

1

(z

�

)

w

1

=

MP

2

(z

�

)

w

2

; (8.5.3)

òîáòî îïòèìóì �iðìè äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè âiäíîøåííÿ ãðà-

íè÷íîãî ïðîäóêòó ïåðøîãî ÷èííèêà äî éîãî öiíè äîðiâíþ¹ âiä-

íîøåííþ ãðàíè÷íîãî ïðîäóêòó äðóãîãî ÷èííèêà äî éîãî öiíè

àáî, iíàêøå, êîëè îñòàííÿ ãðîøîâà îäèíèöÿ âèòðà÷åíà íà z

1

äà¹ òàêèé ñàìèé ïðèðiñò âèïóñêó, ùî é îñòàííÿ ãðîøîâà îäè-

íèöÿ, âèòðà÷åíà íà z

2

.

�ðà�i÷íà iíòåðïðåòàöiÿ îïòèìóìó �iðìè òàêîæ íå âiäðiç-

íÿ¹òüñÿ âiä ãðà�i÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ îïòèìóìó ñïîæèâà÷à. �îëü

áþäæåòíî¨ ïðÿìî¨ â òåîði¨ �iðìè âèêîíó¹ ëiíiÿ ðiâíèõ âèòðàò

� içîêîñòà, ÿêà çîáðàæà¹ ìíîæèíó âñiõ êîìáiíàöié �àêòîðiâ

âèðîáíèöòâà, ÿêi ìîæå êóïèòè �iðìà ïðè âèçíà÷åíié ñóìi ãðî-

øîâèõ âèòðàò, òîáòî

H

w;�


= f z 2 R

2

+

: w

1

z

1

+ w

2

z

2

= �
g:

Îñêiëüêè w

1

i w

2

ïðèïóñêà¹ìî çàäàíèìè, òî içîêîñòè öå ïàðà-

ëåëüíi ëiíi¨ ç íàõèëîì

dz

2

dz

1

�

�

�

içîêîñòà

= �

w

1

w

2

:

Içîêâàíòè çãiäíî ç (8.4.1) ìàþòü íàõèë

dz

2

dz

1

�

�

�

içîêâàíòà

= �

MP

1

(z)

MP

2

(z)

:
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Âðàõîâóþ÷è (8.5.2), îäåðæó¹ìî, ùî â òî÷öi îïòèìóìó �ið-

ìè íàõèë içîêîñòè é içîêâàíòè îäíàêîâèé, òîáòî içîêîñòà é

içîêâàíòà â òî÷öi îïòèìóìó �iðìè äîòèêàþòüñÿ.

�åîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê äîòèêó içîêîñò i içîêâàíò, òîá-

òî ñóêóïíiñòü îïòèìàëüíèõ êîìáiíàöié �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà,

ÿêi âèçíà÷åíi äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî ðiâíÿ ñóêóïíèõ âèòðàò,

ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ íà âèðîáíè÷ó �óíêöiþ, çîáðà-

æà¹ ñîáîþ äåÿêó êðèâó, ÿêà âèçíà÷à¹ äîâãîñòðîêîâèé øëÿõ

ðîçøèðåííÿ �iðìè. �iâíÿííÿ êðèâî¨, ÿêà îïèñó¹ òî÷êè äîòèêó

içîêîñòè é içîêâàíòè äëÿ îïòèìàëüíî¨ êîìáiíàöi¨ âõiäíèõ �àê-

òîðiâ âèðîáíèöòâà äëÿ êîæíîãî ðiâíÿ âèïóñêó, ìà¹ âèãëÿä

G(z

�

1

; z

�

2

; w

1

; w

2

) =

MP

1

(z

�

)

w

1

�

MP

2

(z

�

)

w

2

= 0: (8.5.4)

Äîâãîñòðîêîâèé øëÿõ ðîçøèðåííÿ �iðìè ñâiä÷èòü ïðî âõiä-

íi �àêòîðè âèðîáíèöòâà, ÿêi ìàêñèìiçóþòü âèïóñê ïðîäóêöi¨

çà óìîâè äîâiëüíî âèçíà÷åíîãî ðiâíÿ âèòðàò, àáî ïðî �àêòîðè

âèðîáíèöòâà, ÿêi ìiíiìiçóþòü âèòðàòè çà óìîâè ïåâíîãî ðiâíÿ

âèïóñêó, äå ðiâåíü âèòðàò âèçíà÷à¹ içîêîñòà, à ðiâåíü âèïóñêó

� içîêâàíòà.

Îñêiëüêè â äîâãîñòðîêîâîìó ïåðiîäi âñi ðåñóðñè çìiííi, òî-

ìó íå ìà¹ ìåæi ðîçøèðåííþ âèðîáíèöòâà. Çàäà÷à äëÿ �ið-

ìè â öüîìó âèïàäêó çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i âèáîðó îïòèìàëüíîãî

øëÿõó ðîñòó. Ïðè çàäàíié âèðîáíè÷ié �óíêöi¨ i çàäàíèõ öi-

íàõ íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà, îïòèìàëüíèé ðiñò âèçíà÷à¹òüñÿ

äîâãîñòðîêîâèì øëÿõîì ðîçøèðåííÿ �iðìè. Çîêðåìà, ÿêùî

âèðîáíè÷à �óíêöiÿ îäíîðiäíà, òî îïòèìàëüíèé øëÿõ ðîñòó

âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîìåíåì, ÿêèé âèõîäèòü iç ïî÷àòêó êîîðäèíàò,

íàõèë ÿêîãî âèçíà÷à¹ îïòèìàëüíå âiäíîøåííÿ z

2

=z

1

i çàëåæèòü

âiä âiäíîøåííÿ öií íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà. Íà ðèñ. 8.5.4,á

ïðè âiäíîøåííi öií w

1

=w

2

îïòèìàëüíèé øëÿõ ðîñòó âèçíà÷à-

¹òüñÿ ïðîìåíåì OA, à ïðè âiäíîøåííi öií w

0

1

=w

0

2

- ïðîìåíåì

OB. Ïðè çìiíi âiäíîøåííÿ öií âiäáóäåòüñÿ i çìiíà îïòèìàëü-

íîãî øëÿõó ðîñòó.
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�èñ. 8.5.4. Øëÿõ ðîçøèðåííÿ �iðìè: a) çàãàëüíèé âèïàäîê; á)

îäíîðiäíèé âèïàäîê
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Ó êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi êiëüêiñòü äðóãîãî �àêòîðà

âèðîáíèöòâà z

2

�iêñîâàíà íà ðiâíi �z

2

i �iðìà ìîæå ðîçøè-

ðþâàòè âèðîáíèöòâî ëèøå çà ðàõóíîê çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi

çìiííîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà z

1

, òîáòî âçäîâæ ãîðèçîíòàëü-

íî¨ ïðÿìî¨ z

2

= �z

2

. Ïðè çàäàíèõ öiíàõ íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà

¨õíÿ îïòèìàëüíà êîìáiíàöiÿ ¹ íåäîñÿæíîþ.

Ïðèêëàä 8.5.1. Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä q =

z

�

1

z

�

2

; � > 0; � > 0: Äîâãîñòðîêîâèé øëÿõ ðîçøèðåííÿ �iðìè

øóêà¹ìî çà �îðìóëîþ (8.5.4)

G(z

�

1

; z

�

2

; w

1

; w

2

) =

�z

�

1

��1

z

�

2

�

w

1

�

�z

�

1

�

z

�

2

��1

w

2

= 0;

àáî

z

�

2

=

�

�

w

1

w

2

z

�

1

:

N

8.6 Ïiäñóìîê êîíöåïöi¨ âèòðàò

Ïiäñóìó¹ìî ðåçóëüòàòè îñòàííiõ ïàðàãðà�iâ äëÿ òåõíîëîãi¨,

ÿêùî âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ q = f(k; l) i îõîï-

ëþ¹ ÿê àðãóìåíòè êàïiòàë k i ïðàöþ l. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r i w

öiíè êàïiòàëó i ïðàöi. Ïðèéìà¹ìî öiíè �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà

çàäàíèìè çîâíi (åêçîãåííî) i ñòàëèìè.

Ïîøóê îïòèìàëüíî¨ êîìáiíàöi¨ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà ¹

áëèçüêèì äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî âèáîðó ñïîæè-

âà÷à. Ñïðàâäi, �iêñîâàíèé ðiâåíü âèòðàò ìîæíà iíòåðïðåòóâà-

òè ÿê áþäæåòíå îáìåæåííÿ �iðìè, ÿêå âèçíà÷à¹ ïåâíèé áþä-

æåò íà çàêóïêó ðåñóðñiâ. Òîìó âèïóñê çàäàíî¨ òåõíîëîãi¨ ìà¹

çìiñò ìàêñèìiçóþ÷î¨ âåëè÷èíè i âiäîáðàæà¹ êàðòó içîêâàíò, à â
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öiëîìó çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ âèïóñêó ïðè �iêñîâàíèõ âèòðàòàõ

òàêà:

f(k; l)! max; rk + wl = C; k; l > 0:

Äëÿ ñòðîãî ââiãíóòèõ âèðîáíè÷èõ �óíêöié íåîáõiäíà i äîñòàò-

íÿ óìîâà îïòèìàëüíîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó içîêîñòè

òà içîêâàíòè

�

MP

k

MP

l

= MPTS

kl

(k

�

; l

�

) = �

r

w

:

Êîðèñòóþ÷èñü òåîði¹þ äâî¨ñòîñòi, ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè

äâî¨ñòó çàäà÷ó

rk + wl! min; f(k; l) = q; k; l > 0:

Ïîðiâíÿíî ç çàäà÷åþ ìàêñèìiçàöi¨ âèïóñêó çàäà÷à ìiíiìiçà-

öi¨ âèòðàò ìà¹ ïðîçîðiøó åêîíîìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ: ìiíiìi-

çàöiÿ âèòðàò ïðè çàäàíîìó ðiâíi âèïóñêó äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ

ç ïðèíöèïîì ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó. Äëÿ ñòðîãî ââiãíóòèõ âè-

ðîáíè÷èõ �óíêöié íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà îïòèìàëüíîñòi

âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó içîêîñòè òà içîêâàíòè

�

r

w

= MPTS

kl

(k

�

; l

�

); f(k

�

; l

�

) = q:

Ââàæàþ÷è òåïåð, ùî r; w; q çìiííèìè ïàðàìåòðàìè, ìîæíà

çíàéòè îïòèìàëüíi êîìáiíàöi¨ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà k

�

(r; w; q),

l

�

(r; w; q) äëÿ âñiõ âèïóñêiâ q i âñiëÿêèõ ìîæëèâèõ öií r; w.

ßêùî ïiäðàõóâàòè ìiíiìàëüíi âèòðàòè, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç âèïóñ-

êîì q, ìè îòðèìà¹ìî �óíêöiþ äîâãîñòðîêîâèõ çàòðàò


(r; w; q) = rk

�

(r; w; q) + wl

�

(r; w; q):

Öÿ �óíêöiÿ õàðàêòåðèçó¹ âèòðàòè ðàöiîíàëüíîãî âèðîáíèêà,

ÿêèé äîòðèìó¹òüñÿ óìîâ òåõíîëîãi÷íî¨ å�åêòèâíîñòi i ïðèíöè-

ïó åêîíîìi÷íî¨ å�åêòèâíîñòi, âèáèðàþ÷è (â äîâãîñòðîêîâîìó



124 �îçäië 8. Âèðîáíè÷i �óíêöi¨

ïåðiîäi) òó òåõíîëîãiþ (ïðîïîðöiþ ñïiââiäíîøåííÿ �àêòîðiâ),

ÿêà çàáåçïå÷ó¹ íàéìåíøi çàòðàòè ïðè êîæíîìó ðiâíi âèïóñêó.

Ó êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi äâî�àêòîðíî¨ ìîäåëi ïðèéíÿ-

òî ââàæàòè êàïiòàë k � �iêñîâàíèì, à òðóäîâi ðåñóðñè l �

çìiííèìè. Ôîðìàëüíî êîðîòêîñòðîêîâèé ïåðiîä âiäðiçíÿ¹òüñÿ

âiä äîâãîñòðîêîâîãî ââåäåííÿì äîäàòêîâîãî îáìåæåííÿ âèãëÿ-

äó k =

�

k. Îòîæ, çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ âèòðàò ó êîðîòêîñòðîêî-

âîìó ïåðiîäi òàêà:

r

�

k + wl! min; f(

�

k; l) = q; l > 0:

Î÷åâèäíî òàêà çàäà÷à ìà¹ âèðîäæåíèé ðîçâ'ÿçîê, îñêiëüêè

îáìåæåííÿ f(

�

k; l) = q îäíîçíà÷íî (äëÿ ââiãíóòèõ i ìîíîòîííèõ

çà êîæíèì àðãóìåíòîì âèðîáíè÷èõ �óíêöié) âèçíà÷à¹ çíà÷åí-

íÿ l

�

= l(q;

�

k), ÿêå íåîáõiäíå äëÿ âèïóñêó q ïðè íàÿâíîñòi êà-

ïiòàëó

�

k.

Íà öié îñíîâi ìîæíà ïîáóäóâàòè �óíêöiþ êîðîòêîñòðîêî-

âèõ âèòðàò 
(r; w; q) = r

�

k+wl(q;

�

k), äå r

�

k � �iêñîâàíi âèòðàòè

�iðìè, wl(q;

�

k) � çìiííi âèòðàòè, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç êiëüêiñòþ

ïðàöi, ùî çàáåçïå÷ó¹ çàäàíèé ðiâåíü âèïóñêó.



�îçäië 9

Ôóíêöiÿ âèòðàò i

ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó

9.1 �åîìåòðiÿ âèòðàò i ïðîïîçèöiÿ

âèïóñêó

Íåõàé òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà âèçíà÷à¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ ìíî-

æèíîþ Y = f(�z; q) : q � f(z) 6 0; z 2 R

L�1

+

; q > 0g. Ïðîäîâ-

æèìî àíàëiç âçà¹ìîçâ'ÿçêó ìiæ òåõíîëîãi¹þ �iðìè, �óíêöi¹þ

âèòðàò i ïðîïîçèöi¹þ âèïóñêó îäíîãî âèäó ïðîäóêòó. Íàäàëi

âåêòîð öií íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà �iêñîâàíèé w = �w � 0:

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî �óíêöiþ âèòðàò �iðìè ÷åðåç C(q) =


( �w; q):Ôóíêöiþ C(

�

) íàçèâàþòü òàêîæ �óíêöi¹þ äîâãîñòðîêî-

âèõ âèòðàò C(q) � LRC(q) (lonq-run 
ost).

1

Ôóíêöiþ âèòðàò

ìîæíà îòðèìàòè íà îñíîâi ìíîæèíè içîêâàíò, ÿêi çîáðàæàþòü

äåÿêó âèðîáíè÷ó �óíêöiþ, òà içîêîñò, ùî õàðàêòåðèçóþòü âàð-

òiñòü ðåñóðñiâ ïðè çàäàíèõ öiíàõ, òîáòî íà îñíîâi äîâãîñòðî-

1

�îçðiçíÿòèìåìî âèòðàòè â äîâãîñòðîêîâîìó ïåðiîäi òà âèòðàòè â êî-

ðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi.

125
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êîâîãî øëÿõó ðîçøèðåííÿ �iðìè (äèâ.ðèñ. 9.1.1).

�èñ. 9.1.1.

Äëÿ ðiâíÿ âèïóñêó q > 0 âèçíà÷èìî �óíêöiþ ñåðåäíiõ âèò-

ðàò

AC(q) =

C(q)

q

(�óíêöiþ äîâãîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ âèòðàò � long-run average


ost AC(q) � LRAC(q)) i ÿêùî �óíêöiÿ C(

�

) äè�åðåíöiéîâíà,

òî âèçíà÷èìî �óíêöiþ ãðàíè÷íèõ âèòðàò

MC(q) =

dC(q)

d q

(�óíêöiþ äîâãîñòðîêîâèõ ãðàíè÷íèõ âèòðàò � long-run margi-

nal 
ost, MC(q) � LRMC(q)).

Ñåðåäíi âèòðàòè AC(

�

) õàðàêòåðèçóþòü ïèòîìi âèòðàòè â

ðîçðàõóíêó íà îäèíèöþ âèïóñêó çà óìîâè, ùî âñi âèðîáíè÷i
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ðåñóðñè çìiííi. �ðà�i÷íî ñåðåäíi âèòðàòè âèçíà÷àþòüñÿ òàí-

ãåíñîì êóòà íàõèëó ïðîìåíÿ, ïðîâåäåíîãî ç ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò äî êðèâî¨ âèòðàò C(

�

) ó òî÷öi, ÿêà âiäïîâiäà¹ çàäàíîìó

ðiâíþ âèïóñêó.

�ðàíè÷íi âèòðàòè MC(

�

) õàðàêòåðèçóþòü ïðèðiñò âèòðàò

çi çáiëüøåííÿì ðiâíÿ âèïóñêó íà îäèíèöþ çà óìîâè, ùî âñi ðå-

ñóðñè çìiííi. �ðà�i÷íî ãðàíè÷íi âèòðàòè âèçíà÷àþòüñÿ òàí-

ãåíñîì êóòà íàõèëó äîòè÷íî¨ äî êðèâî¨ âèòðàò C(

�

) â òî÷öi,

ÿêà âiäïîâiäà¹ çàäàíîìó ðiâíþ âèïóñêó.

Ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ âèòðàò C(

�

) äè�åðåíöiéîâíà. Íà-

ãàäà¹ìî, ùî ïðè çàäàíié öiíi p íà ïðîäóêöiþ âñi îïòèìàëüíi

ðiâíi âèïóñêó q 2 q(p) (q(p) � ãåîìåòðè÷íå ìiñöå ðiâíiâ âè-

ïóñêó, ÿêi ìàêñèìiçóþòü ïðèáóòîê ïðè öiíi p) çàäîâîëüíÿþòü

íåîáõiäíó óìîâó îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó (4.2.2)

p 6 MC(q); ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü, ÿêùî q > 0: (9.1.1)

ßêùî âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(z) ââiãíóòà, òî �óíêöiÿ âèòðàò

C(q) îïóêëà i ãðàíè÷íi âèòðàòè íå ñïàäàþòü (òåîðåìà 3.2.1).

Ó öüîìó âèïàäêó óìîâà (9.1.1) ¹ òàêîæ äîñòàòíüîþ óìîâîþ

äëÿ òîãî, ùîá ðiâåíü âèïóñêó q ïðè öiíi p ìàêñèìiçóâàâ ïðèáó-

òîê �iðìè. Íà ðèñ. 9.1.2 i 9.1.3 äëÿ âèïàäêó îïóêëî¨ òåõíîëîãi¨

çîáðàæåíî ïðîïîçèöiþ âèïóñêó q(p):

Ïðèêëàä 9.1.1. Íåõàé òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà îïèñó¹òüñÿ

âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ Êîáà-Äóãëàñà q = z

�

1

z

�

2

; � > 0; � > 0:

Ó ïðèêëàäi 3.1.1 îòðèìàíî �óíêöiþ âèòðàò C(q) = � q

1

�+�

;

äå � = k

�

1

�+�

h

(�=�)

�

�+�

+ (�=�)

�

�+�

i

�w

�

�+�

1

�w

�

�+�

2

: Òîäi

AC(q) =� q

1����

�+�

; MC(q) =

�

� + �

q

1����

�+�

;

q(p) =

�

q > 0 : p 6

�

�+ �

q

1����

�+�

(= ; ÿêùî q > 0)

�

:
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�èñ. 9.1.2. a) Y - ñòðîãî îïóêëà òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà; á) �óíêöiÿ

âèòðàò; â) �óíêöi¨ ñåðåäíiõ, ãðàíè÷íèõ âèòðàò i ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó

N

Íàâåäåíèé ïðèêëàä iëþñòðó¹ âàæëèâi âëàñòèâîñòi �óíêöi¨

âèòðàò äëÿ âèïàäêó îäíîðiäíî¨ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ f(

�

):

Íåõàé âèðîáíè÷à �óíêöiÿ f(

�

) îäíîðiäíà ñòåïåíÿ k: f(�z) =

�

k

f(z); � > 0: Òîäi çà óìîâè çðîñòàííÿ îáñÿãiâ ðåñóðñiâ â �

(� > 1) ðàçiâ, âèïóñê çðîñòà¹ â �

k

ðàçiâ à âèòðàòè (ç âðàõó-

âàííÿì âëàñòèâîñòi âiäñóòíîñòi "ðîãà äîñòàòêó ") â � ðàçiâ,

òîáòî

C(q) = �q

1

k

;

äå ïàðàìåòð � > 0:

Îòæå, ÿêùî k > 1 � çðîñòàþ÷à âiääà÷à âiä ìàñøòàáó, òî

�óíêöiÿ âèòðàò ââiãíóòà, à �óíêöi¨ ñåðåäíiõ i ãðàíè÷íèõ âèò-

ðàò � îïóêëi i ñïàäíi, òà AC(q) > MC(q). ßêùî k < 1 �

ñïàäàþ÷à âiääà÷à âiä ìàñøòàáó, òî �óíêöiÿ âèòðàò îïóêëà,

�óíêöi¨ ñåðåäíiõ i ãðàíè÷íèõ âèòðàò îïóêëi i çðîñòàþ÷i, òà

MC(q) > AC(q): ßêùî k = 1 � ñòàëà âiääà÷à âiä ìàñøòàáó,
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�èñ. 9.1.3. a) Y - òåõíîëîãi÷íà ìíîæèíà ç âëàñòèâiñòþ ñòàëî¨ âiä-

äà÷i; á) �óíêöiÿ âèòðàò; â) �óíêöi¨ ñåðåäíiõ, ãðàíè÷íèõ âèòðàò i

ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó

òî C(q) = �q i AC(q) = MC(q) = �: ßê áà÷èìî, âàæëè-

âèì �àêòîðîì, ÿêèé âèçíà÷à¹ êîí�iãóðàöiþ �óíêöi¨ âèòðàò

C(q), ¹ õàðàêòåð âiääà÷i âiä ìàñøòàáó. Îñêiëüêè â äîâãîñòðî-

êîâîìó ïåðiîäi íå ìà¹ ñòàëèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, òî êðèâi

âèòðàò, çà áóäü-ÿêîãî õàðàêòåðó âiääà÷i âiä ìàñøòàáó, âèõî-

äÿòü iç ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ó áàãàòüîõ âèðîáíèöòâàõ çðîñòàþ-

÷à âiääà÷à âiä ìàñøòàáó ïðè äîñÿãíåííi ïåâíîãî ðiâíÿ âèïóñ-

êó çìiíþ¹òüñÿ íà ñïàäàþ÷ó. Òåõíîëîãi¨ âèðîáíèöòâà ç òàêèì

çìiííèì õàðàêòåðîì âiääà÷i âiä ìàñøòàáó âiäïîâiäà¹ i çìiíþ-

þ÷à êîí�iãóðàöiÿ êðèâî¨ âèòðàò. Äî ïåâíîãî ðiâíÿ âèïóñêó

êðèâà âèòðàò C(

�

) � ââiãíóòà, à ïiñëÿ íüîãî � îïóêëà. Ç ií-

øîãî áîêó, �óíêöiÿ ñåðåäíiõ âèòðàò AC(

�

) ìîæå ñïàäàòè äî

îäèíîêîãî ìiíiìóìó, à ïîòiì çðàçó æ çðîñòàòè. Òîäi ãîâîðèìî,

ùî �óíêöiÿ ñåðåäíiõ âèòðàò AC(

�

) ìà¹ U � �îðìó. �èñ. 9.1.7

iëþñòðó¹ �óíêöiþ âèòðàò, êîëè �óíêöiÿ ñåðåäíiõ âèòðàò ìà¹

U � �îðìó. Êîëè òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà íå îïóêëà, òî óìîâà
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�èñ. 9.1.4. Âèïàäîê k > 1

(9.1.1) ëèøå íåîáõiäíà óìîâà îïòèìàëüíîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó

â çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó (6.1.3). Äîñòàòíÿ óìîâà îïòè-

ìàëüíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó ñòâåðäæó¹, ùî ãðàíè÷íi âèòðàòè â

òî÷öi q 2 q(p) ïîâèííi çðîñòàòè

d

2

C(q)

dq

2

=

dMC(q)

dq

> 0: (9.1.2)

Îñêiëüêè ïðèáóòîê �iðìè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà �îðìóëîþ

�(q) = p q � C(q) = q( p � AC(q) ); òî ïðîïîçèöiÿ âèïóñ-

êó çàëåæèòü âiä çíàêà âåëè÷èíè p � AC(�q), äå �q � òî÷êà

ìiíiìóìó �óíêöi¨ ñåðåäíiõ âèòðàò AC(

�

). Çîêðåìà, äëÿ öüîãî

ðiâíÿ âèïóñêó çíà÷åííÿ ñåðåäíiõ i ãðàíè÷íèõ âèòðàò îäíàêî-

âå AC(�q) = MC(�q): Ñïðàâäi, íåõàé �q òî÷êà ìiíiìóìó �óíêöi¨

AC(q). Òîäi

d

dq

�

C(q)

q

�

6 0 äëÿ âñiõ q 6 �q;

àáî

qC

0

(q) � C(q)

q

2

6 0 äëÿ âñiõ q 6 �q:
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�èñ. 9.1.5. Âèïàäîê k < 1

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

MC(q) 6 AC(q) äëÿ âñiõ q 6 �q:

Ïîäiáíèé àíàëiç çàñâiä÷ó¹, ùî

MC(q) > AC(q) äëÿ âñiõ q > �q:

Îòæå, ìà¹ìî

MC(�q) = AC(�q):

ßêùî p > AC(�q), òî ¹äèíèé ðiâåíü âèïóñêó q, ÿêèé ìàêñèìi-

çó¹ ïðèáóòîê, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó p = MC(q) > AC(q): ßêùî

p < AC(�q), òî äëÿ q > 0 âåëè÷èíà ïðèáóòêó âiä'¹ìíà i ¹äèíà

ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó ¹ q = 0 (çàóâàæèìî, ùî q = 0 çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (9.1.1), áî p < MC(0)). ßêùî p = AC(�q), òî ìíîæèíà

ðiâíiâ âèïóñêó, ÿêi ìàêñèìiçóþòü ïðèáóòîê òàêà: f0; �qg. Ïðî-

ïîçèöiÿ âèïóñêó çîáðàæåíà íà ðèñ. 9.1.7.

Êðèâà ïðîïîçèöi¨ �iðìè â äîâãîñòðîêîâîìó ïåðiîäi âiäïîâi-

äà¹ çðîñòàþ÷ié ãiëöi êðèâî¨ MC(

�

); ÿêà ëåæèòü âèùå âiä ìiíi-

ìóìó êðèâî¨ AC(

�

). Ïðè ðèíêîâèõ öiíàõ ìåíøèõ çà min

q

AC(q)

êðèâà ïðîïîçèöi¨ çáiãà¹òüñÿ ç âiññþ öií.
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�èñ. 9.1.6. Âèïàäîê k = 1

Äëÿ êîðîòêîñòðîêîâîãî ïåðiîäó âèòðàòè âèðîáíèöòâà ïîäi-

ëÿþòü íà �iêñîâàíi � âèòðàòè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ðiâíÿ âèïó-

ñêó, i íà çìiííi � âèòðàòè, ÿêi çìiíþþòüñÿ ïðè çìiíi ðiâíÿ âè-

ïóñêó. Äî �iêñîâàíèõ âèòðàò FC (fixed 
ost) íàëåæàòü âèòðà-

òè íà óòðèìàííÿ áóäiâåëü, ñïîðóä, îáëàäíàííÿ, àäìiíiñòðàöi¨,

îðåíäíà ïëàòà, äåÿêi âèäè ïîäàòêiâ. Äî çìiííèõ âèòðàò C

v

(

�

)

(variable 
ost) íàëåæàòü � âèòðàòè íà ñèðîâèíó, ìàòåðiàëè,

ðîáî÷ó ñèëó.

Îòæå, çàãàëüíi âèòðàòè â êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi

STC(

�

) (short-run total 
ost) çîáðàæàþòü ó âèãëÿäi ñóìè çìií-

íèõ i �iêñîâàíèõ âèòðàò

STC(q) = C

v

(q) + FC:

�îçãëÿíåìî òåïåð ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîðoòêîñòðîêîâèìè i

äîâãîñòðîêîâèìè âèòðàòàìè äëÿ âèïàäêó äâîõ �àêòîðiâ âèðîá-

íèöòâà. Ó êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi, íà âiäìiííó âiä äîâ-

ãîñòðîêîâîãî, �iðìà íå ìîæå çìiíþâàòè îáñÿã âèïóñêó øëÿõîì

çìiíè âñiõ âèðîáíè÷èõ ðåñóðñiâ. Çàìiñòü òîãî, ùîá ðóõàòèñü

óçäîâæ äîâãîñòðîêîâîãî øëÿõó ðîçøèðåííÿ �iðìè

(ó âèïàäêó îäíîðiäíî¨ âèðîáíè÷î¨ �óíêöi¨ � óçäîâæ ïðîìåíÿ,
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�èñ. 9.1.7. a) òåõíîëîãiÿ íå îïóêëà; á) �óíêöiÿ âèòðàò; â) �óíêöi¨

ñåðåäíiõ, ãðàíè÷íèõ âèòðàò i ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó

ÿêèé âèõîäèòü iç ïî÷àòêó êîîðäèíàò), âîíà çìóøåíà çìiíþ-

âàòè ðiâåíü âèïóñêó, ðóõàþ÷èñü óçäîâæ ëiíi¨, ÿêà ïàðàëåëüíà

äî îñi çìiííîãî ðåñóðñó. Òîìó êðèâà êîðîòêîñòðîêîâèõ âèòðàò

íå áiãà¹òüñÿ ç êðèâîþ äîâãîñòðîêîâèõ âèòðàò. Çîêðåìà, âîíà

ïðîõîäèòü âèùå êðèâî¨ C(q) äëÿ âñiõ q, êðiì òî÷êè ñïiëüíîãî

äîòèêó q

2

, êðèâà STC(

�

) ìà¹ êîí�iãóðàöiþ, ïîäiáíó äî êðè-

âî¨ C(

�

) (äèâ. ðèñ. 9.1.9) Íåõàé �iðìà ïåðåáóâà¹ íà øëÿõó

�èñ. 9.1.8.

ðîçøèðåííÿ â òî÷öi A i âèðîáëÿ¹ q

2

îäèíèöü ïðîäóêöi¨ ïðè
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�èñ. 9.1.9.

âèòðàòàõ 


2

: ßêùî �iðìà ìà¹ íàìið çìåíøèòè âèïóñê ïðîäóê-

öi¨ äî ðiâíÿ q

1

, òî âîíà çìîæå öå çðîáèòè, ðóõàþ÷èñü óçäîâæ

øëÿõó ðîçøèðåííÿ â òî÷êó B, i âiäïîâiäíî çìåíøèòè âèòðàòè

äî âåëè÷èíè 


1

: Ó êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi ¨é äîâåäåòüñÿ ðó-

õàòèñü óçäîâæ ëiíi¨ z

2

= �z

2

äî òî÷êè B

0

. Îñêiëüêè òî÷êà B

0

íå

¹ òî÷êîþ äîòèêó içîêîñòè

1

äî içîêâàíòè q

1

, òî âîíà çîáðàæà¹

âèùèé ðiâåíü âèòðàò íiæ òî÷êà B, 


0

1

> 


1

: Îòæå, çàãàëüíi

âèòðàòè â òî÷öi B

0

áiëüøi, íiæ ó òî÷öi B. Çâiäêè âèïëèâà¹,

ùî â êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi äëÿ ðiâíÿ âèïóñêó q ìåíøîãî

çà q

2

, STC(q) > C(q): Íàâiòü êîëè �iðìà çóïèíèòü âèðîáíè-

öòâî q = 0, òî âîíà íå çìîæå çìåíøèòè êiëüêiñòü �iêñîâàíîãî

ðåñóðñó i äîâåäåòüñÿ íåñòè ïåâíi âèòðàòè FC > 0:

Íåõàé �iðìà õî÷å çáiëüøèòè ðiâåíü âèïóñêó ïîíàä q

2

. Ïðî-

òå â êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi òî÷êà D äëÿ íå¨ íåäîñÿæíà,

îñêiëüêè êiëüêiñòü �iêñîâàíîãî ðåñóðñó ¹ îáìåæåíà z

2

= �z

2

.

Äëÿ äîñÿãíåíÿ âèïóñêó q

3

�iðìi äîâåäåòüñÿ ïåðåéòè â òî÷êó

D

0

. Äëÿ öüîãî ñòàíó, ÿê i â òî÷öi B

0

, êîðîòêîñòðîêîâi âèòðàòè

áiëüøi çà äîâãîñòðîêîâi, STC(q) > C(q) äëÿ q > q

2

: Ëèøå à òî-

÷öi A, äå ïåðåòèíàþòüñÿ äâà øëÿõè ðîçøèðåííÿ, âèïóñê i âè-

òðàòè îäíàêîâi, òîìó ó âiäïîâiäíié òî÷öi q

2

íà ðèñ. 9.1.8 êîðî-

òêîñòðîêîâi òà äîâãîñòðîêîâi âèòðàòè ðiâíi, STC(q

2

) = C(q

2

):

Âñi ðåøòà òî÷îê íà êîðîòêîñòðîêîâîìó øëÿõó ðîçøèðåííÿ ¹

íå îïòèìàëüíèìè â òîìó ðîçóìiííi, ùî äëÿ çàäàíîãî ðiâíÿ âè-
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ïóñêó, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ içîêâàíòîþ, âèòðàòè íå ¹ ìiíiìàëü-

íèìè.

Îòæå, êîðîòêîñòðîêîâi çàãàëüíi âèòðàòè òà ñåðåäíi âèòðà-

òè äëÿ áóäü-ÿêîãî âèïóñêó, ÿêèé âiäìiííèé âiä �q, ¹ áiëüøi çà

âiäïîâiäíi äîâãîñòðîêîâi òà ñåðåäíi âèòðàòè.

Äëÿ �iðìè âàæëèâî çíàòè íå ëèøå çàãàëüíi âèòðàòè, à é

ïîêàçíèêè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ¨õ ðiâåíü ó ðîçðàõóíêó íà îäè-

íèöþ âèïóñêó.

Îòîæ, âèçíà÷èìî �óíêöi¨ êîðîòêîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ i ãðà-

íè÷íèõ âèòðàò:

SAC(q) =

STC(q)

q

(short-run average 
ost);

SAC

v

(q) =

C

v

(q)

q

(short-run average variable 
ost);

AFC(q) =

FC

q

(short-run average fixed 
ost);

SMC(q) =

dSTC(q)

dq

(short-run marginal 
ost);

SMC

v

(q) =

dC

v

(q)

dq

(short-run marginal variable 
ost):

Ïðèêëàä 9.1.2. Âèêîðèñòà¹ìî òåõíîëîãiþ Êîáà-Äóãëàñà

F (y) = q � z

�

1

z

�

2

, � > 0; � > 0 äëÿ iëþñòðàöi¨ �óíêöi¨ êîðîò-

êîñòðîêîâèõ âèòðàò. Íåõàé ðåñóðñ z

2

�iêñîâàíèé, z

2

= �z

2

:

Òîäi
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q = z

�

1

�z

�

2

; z

1

= �z

�

�

�

2

q

1

�

;

STC(q) = �w

1

z

1

+ �w

2

�z

2

= �w

1

�z

�

�

�

2

q

1

�

+ �w

2

�z

2

= C

v

(q) + FC;

SAC(q) =

C

v

(q)

q

+

FC

q

= �w

1

�z

�

�

�

2

q

1��

�

+

�w

2

�z

2

q

=SAC

v

(q) + AFC(q);

SMC(q) =

dC

v

(q)

dq

=

�w

1

�z

�

�

�

2

�

q

1��

�

= SMC

v

(q):

N

Ïðèïóñòèìî, ùî òåõíîëîãiÿ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ

�óíêöi¹þ q = f(z

1

; :::; z

L

), âèêîðèñòîâó¹ �iêñîâàíi �àêòîðè

i = 1; :::; L

0

i çìiííi �àêòîðè i = L

0

+ 1; :::; L: Òîäi �óíêöiÿ

êîðîòêîñòðîêîâèõ çìiííèõ âèòðàò �iðìè âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

C

v

(q) = min

(z

L

0

+1

;:::;z

L

)

(

L

X

i=L

0

+1

�w

i

z

i

: q = f(�z

1

; :::; �z

L

0

; z

L

0

+1

; :::; z

L

)

)

;

à �óíêöiÿ êîðîòêîñòðîêîâèõ çàãàëüíèõ âèòðàò ìà¹ âèãëÿä

STC(q) = C

v

(q) +

L

0

X

i=1

�w

i

�z

i

+ K;

äå K � äåÿêi �iêñîâàíi âèòðàòè (íàïðèêëàä, îðåíäíà ïëàòà).

Çîêðåìà çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ êîðîòêîñòðîêîâèõ ñåðåä-

íiõ çìiííèõ âèòðàò äëÿ ðiâíÿ âèïóñêó q = 0 çáiãà¹òüñÿ iç çíà-

÷åííÿì êîðîòêîñòðîêîâèõ ãðàíè÷íèõ âèòðàò

lim

q!0

C

v

(q)

q

= SMC

v

(0) = SMC(0):
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Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó äîâãîñòðîêîâîãî ïåðiîäó ìîæíà ïî-

êàçàòè, ùî â êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi ìiíiìóì ñåðåäíiõ çà-

ãàëüíèõ i ñåðåäíiõ çìiííèõ âèòðàò äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè âiä-

ïîâiäíi ñåðåäíi âèòðàòè äîðiâíþþòü ãðàíè÷íèì (äèâ. ðèñ. ),

òîáòî ïðè ðiâíÿõ âèïóñêó q

2

i q

3

, äëÿ ÿêèõ

SAC

v

(q

2

) = SMC(q

2

); SAC(q

3

) = SMC(q

3

):

Îñêiëüêè çáiëüøåííÿ ñåðåäíiõ çàãàëüíèõ âèòðàò íàñòà¹ ëè-

øå çà óìîâè, êîëè äîâãî÷àñíå çíèæóâàííÿ AFC ïåðåêðè¹òüñÿ

çðîñòàííÿì SAC

v

, òî q

2

< q

3

.

Çàçíà÷èìî âàæëèâi âëàñòèâîñòi �óíêöié êîðîòêîñòðîêî-

âèõ âèòðàò.

Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà îïè-

ñó¹òüñÿ âèðîáíè÷îþ �óíêöi¹þ q = f(z

1

; z

2

): Íàãàäà¹ìî, ùî

öiíè íà �àêòîðè âèðîáíèöòâà �iêñîâàíi �w = ( �w

1

; �w

2

): �îçâ'ÿ-

çàâøè çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò �iðìè äëÿ âèðîáíèöòâà çàäà-

íîãî ðiâíÿ âèïóñêó q

�w

1

z

1

+ �w

2

z

2

! min; çà óìîâè f(z

1

; z

2

) = q;

çíàõîäèìî �óíêöiþ äîâãîñòðîêîâèõ âèòðàò

C(q) = �w

1

z

1

(q) + �w

2

z

2

(q):

Äëÿ ïîáóäîâè �óíêöi¨ êîðîòêîñòðîêîâèõ âèòðàò çà�iêñó¹ìî

äðóãèé �àêòîð âèðîáíèöòâà z

2

íà ðiâíi �z

2

: Òîäi ç ðiâíÿííÿ

f(z

1

; �z

2

) = q (f(

�

) � ìîíîòîííà çà êîæíèì àðãóìåíòîì) çíà-

õîäèìî z

1

ÿê �óíêöiþ âiä q i �z

2

z

1

= '(q; �z

2

):

Îòæå, �óíêöiÿ êîðîòêîñòðîêîâèõ çàãàëüíèõ âèòðàò ìà¹ âèã-

ëÿä

STC(q; �z

2

) = �w

1

'(q; �z

2

) + �w

2

�z

2

= C

v

(q; �z

2

) + FC: (9.1.3)



138 �îçäië 9. Ôóíêöiÿ âèòðàò i ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó

ßêùî �z

2

ðîçãëÿäàòè ÿê ïàðàìåòð, òî ðiâíiñòü (9.1.3) âèç-

íà÷à¹ ñiì'þ êðèâèõ STC. Âèùå áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ ðiâíiâ

âèïóñêó q òàêèõ, ùî �z

2

= z

2

( �w; q), ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

STC(q; z

2

( �w; q)) = C(q) äëÿ âñiõ q: (9.1.4)

Iç (9.1.4) çíàõîäèìî íàõèë �óíêöi¨ C(

�

) â òî÷öi q; äëÿ ÿêî¨

�z

2

= z

2

( �w; q)

dC(q)

dq

=

�STC(q; �z

2

)

�q

+

�STC(q; �z

2

)

�z

2

�z

2

( �w; q)

�q

:

Îñêiëüêè êîðîòêîñòðîêîâi âèòðàòè ïðè �iêñîâàíîìó �àêòî-

ði âèðîáíèöòâà �z

2

= z

2

( �w; q) äëÿ ðiâíÿ âèïóñêó q íàéìåíøi,

STC(q

0

; z

2

( �w; q)) > C(q

0

) äëÿ âñiõ q

0

, òî

�STC(q; �z

2

)

�z

2

= 0:

Îòîæ, äîâãîñòðîêîâi ãðàíè÷íi âèòðàòè äëÿ ðiâíÿ âèïóñêó q

çáiãàþòüñÿ ç êîðîòêîñòðîêîâèìè ãðàíè÷íèìè âèòðàòàìè â òî÷-

öi (q; z

2

( �w; q)); òîáòî

MC(q) = SMC(q; z

2

( �w; q)) äëÿ âñiõ q: (9.1.5)

Çâiäêè íà îñíîâi ðiâíîñòåé (9.1.4) i (9.1.5) îòðèìà¹ìî âëàñòè-

âiñòü.

1. Ôóíêöiÿ äîâãîñòðîêîâèõ âèòðàò C(q) ¹ îáâiäíîþ �óíê-

öié êîðîòêîñòðîêîâèõ çàãàëüíèõ âèòðàò STC(q; �z

2

):

Íàñëiäêîì ìiðêóâàíü, íàâåäåíèõ ó öüîìó ïàðàãðà�i, ¹ òå,

ùî êðèâó AC(q) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê îáâiäíó ñiì'¨ êðèâèõ

SAC(q; �z

2

) (äèâ. ðèñ. 9.1.10). Öå äà¹ çìîãó ðîçøèðèòè óÿâëåí-

íÿ ïðî ïîíÿòòÿ äîâãîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ âèòðàò. Öå ïèòàííÿ

ðîçãëÿíåìî ïiçíiøå.

2. Ôóíêöiÿ êîðîòêîñòðîêîâèõ ãðàíè÷íèõ âèòðàò çðåøòîþ

çðîñòà¹ ïiä ÷àñ çðîñòàííÿ âèïóñêó.
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�èñ. 9.1.10. Äîâãîñòðîêîâi òà êîðîòêîñòðîêîâi ñåðåäíi âèòðàòè

Ïðè ðàöiîíàëüíié ïîâåäiíöi �iðìà ïðàãíå ïåðåáóâàòè íà

äðóãié ñòàäi¨ âèðîáíèöòâà, äå çàëó÷åííÿ äîäàòêîâî¨ îäèíèöi

çìiííîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà äà¹ õî÷ i ñïàäàþ÷èé, ïðîòå äî-

äàòíèé ïðèðiñò âèïóñêó. Îòæå,

SMC(q) =

dC

v

(q)

dq

= �w

1

d'(q; �z

2

)

dq

=

�w

1

�f(z

1

; �z

2

)

�z

1

=

�w

1

MP

1

(z

1

; �z

2

)

;

îñêiëüêè ãðàíè÷íèé ïðîäóêò MP

1

(z

1

; �z

2

) ó òåõíi÷íî å�åêòèâ-

íié (îñîáëèâié) îáëàñòi ñïàäà¹, òî ïðè w

1

= �w

1

�óíêöiÿ SMC(

�

)

çðîñòà¹.

3. Ôóíêöiÿ êîðîòêîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ çìiííèõ âèòðàò ç

÷àñîì ïî÷èíà¹ çðîñòàòè.
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Ñïðàâäi,

dSAC

v

(q)

dq

=

�w

1

q

d'(q; �z

2

)

dq

�

�w

1

'(q; �z

2

)

q

2

=

�w

1

q

�

1

MP

1

�

1

AP

1

�

=

�w

1

( AP

1

� MP

1

)

qMP

1

AP

1

:

Îñêiëüêè AP

1

< MP

1

íà ïåðøié ñòàäi¨ âèðîáíèöòâà, òî �óíê-

öiÿ SAC

v

(

�

) ñïàäà¹ äî äðóãî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè

�

�z

1

. Ïiñëÿ

�

�z

1

,

AP

1

> MP

1

, òîìó SAC

v

(

�

) çðîñòà¹. Îòæå, SAC

v

(

�

) ìà¹ U �

�îðìó, òîáòî ç ÷àñîì ïî÷èíà¹ çðîñòàòè.

4.Ôóíêöiÿ êîðîòêîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ âèòðàò ìà¹ U �

�îðìó.

ßê âiäîìî, â òåõíi÷íî å�åêòèâíié îáëàñòi ñïî÷àòêó MP

1

>

AP

1

, à ïîòiì íàâïàêè, AP

1

> MP

1

. Òîäi ç äîâåäåííÿ ïîïå-

ðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi áà÷èìî, ùî êðèâà SAC

v

(

�

) îïóêëà i ìà¹

U � �îðìó. Êðiì òîãî, �óíêöiÿ AFC(q) =

�w

2

�z

2

q

(ìà¹ âèãëÿä

ãiïåðáîëè) � îïóêëà òà ñïàäíà. Òîìó SAC(

�

), ÿêà ¹ ñóìîþ äâîõ

îïóêëèõ �óíêöié (îäíi¹¨ ñïàäíî¨, à iíøî¨ � U � �îðìè), ìà¹

U � �îðìó, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Êðèâi êîðîòêîñòðîêîâèõ âèòðàò õàðàêòåðíi äëÿ òèõ âèðîá-

íèöòâ, â ÿêèõ çðîñòàþ÷à âiääà÷à çìiííîãî ðåñóðñó çìiíþ¹òüñÿ

íà ñïàäàþ÷ó. Ó âèðîáíèöòâàõ, äå ñòàëèé ðåñóðñ îäíîðiäíèé

i ìà¹ âëàñòèâiñòü ïîäiëüíîñòi òàê, ùî ÷àñòèíó éîãî ìîæíà

ïåðåâåñòè, íàïðèêëàä, â çàïàñ, ïðîñòåæó¹òüñÿ ñòàëà âiääà÷à

çìiííîãî �àêòîðà âèðîáíèöòâà. Öå ïðèòàìàííî äëÿ íåîïóêëèõ

òåõíîëîãié. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå äëÿ äâîõ âèïàäêiâ ðèñ. 9.1.11 i

ðèñ. 9.1.12. Íåõàé �óíêöiÿ âèòðàò �iðìè òàêà:

C(q) =

(

0; q = 0;

C

v

(q) +K; q > 0;

äå K > 0, C

v

(

�

) � �óíêöiÿ çìiííèõ âèòðàò, îïóêëà i C

v

(0) = 0:
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�èñ. 9.1.11. Òåõíîëîãiÿ ç îïóêëèìè çìiííèìè âèòðàòàìè òà íåçìií-

íèìè çàäàíèìè âèòðàòàìè

�èñ. 9.1.12. Ñòàëà âiääà÷à çìiííèõ âèòðàò

5.ßêùî âèðîáíè÷à �óíêöiÿ âèçíà÷à¹ òåõíîëîãiþ çi ñòà-

ëîþ âiääà÷åþ âiä ìàñøòàáó, òî òî÷êà äîòèêó �q ìiæ êðèâèìè

äîâãîñòðîêîâèõ i êîðîòêîñòðîêîâèõ âèòðàò çàâæäè ¹ òî÷-

êîþ ìiíiìóìó �óíêöi¨ êîðîòêîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ âèòðàò. Ó

öié òî÷öi ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

AC(�q) = MC(�q) = SMC(�q) = min

q

SAC(q):

Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì ìiðêóâàíü íàâåäåíèõ ó öüîìó ïà-

ðàãðà�i (äèâ. ðèñ. 9.1.13).

Ïðèêëàä 9.1.3. Íåõàé çàäàíî òåõíîëîãiþ Êîáà-Äóãëàñà. Ó
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�èñ. 9.1.13.

ïðèêëàäi 9.1.1 îòðèìàíî �óíêöi¨ äîâãîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ i

ãðàíè÷íèõ âèòðàò, à ó ïðèêëàäi 9.1.2 îäåðæàíî �óíêöi¨ êî-

ðîòêîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ i ãðàíè÷íèõ âèòðàò. Òåïåð çíàéäåìî

òî÷êó ìiíiìóìó �óíêöi¨ SAC(

�

) òà ¨¨ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ. Ìà-

òèìåìî

dSAC

dq

=

�w

1

�z

�

�

2

q

2

1� �

�

�

q

1

�

�

�w

2

�w

1

�

1� �

�z

�+�

�

2

�

= 0:

Çâiäêè

q

�

=

�

�w

2

�w

1

�

1� �

�

�

�z

�+�

2

;

i

SAC(q

�

) = SMC(q

�

) =

�

�w

2

�w

1

�

1� �

�

1��

�w

1

�

�z

1����

2

:

Îòæå, ó âèïàäêó �+ � = 1 â òî÷öi q

�

ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

AC = MC = SMC = min

q

SAC(q):

N
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ßêùî òåõíîëîãiÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ çðîñòàþ÷îþ àáî ñïà-

äàþ÷îþ âiääà÷åþ âiä ðîçøèðåííÿ ìàñøòàáó âèðîáíèöòâà, òî

òî÷êà ìiíiìóìó êîðîòêîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ âèòðàò íå çáiãà¹-

òüñÿ ç �q. ïðàâäi, íåõàé, íàïðèêëàä, òåõíîëîãiÿ õàðàêòåðèçó-

¹òüñÿ ñïàäàþ÷îþ âiääà÷åþ âiä ìàñøòàáó (äèâ. ðèñ. 9.1.14).

Îñêiëüêè êðèâà SAC(

�

) ðîçòàøîâàíà âèùå âiä AC(

�

) i ìà¹ U

� �îðìó, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ó òî÷öi ìiíiìóìó �óíêöi¨

êîðîòêîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ âèòðàò ïðîìiíü, ÿêèé âèõîäèòü ç

ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äîòèêà¹òüñÿ äî STC(

�

) i â îêîëi öi¹¨ òî-

÷êè êðèâà êîðîòêîñòðîêîâèõ âèòðàò ðîçòàøîâàíà âèùå ïðî-

ìåíÿ. Êðiì òîãî, êðèâà C(

�

) � îïóêëà (ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò),

òîìó öåé ïðîìiíü íå ìîæå äîòèêàòèñÿ äî êðèâî¨ äîâãîñòðîêî-

âèõ âèòðàò. Îòîæ, òî÷êà ìiíiìóìó êîðîòêîñòîêîâèõ ñåðåäíiõ

âèòðàò ðîçòàøîâàíà ëiâiøå âiä �q: Òîìó âëàñòèâiñòü 5 ó öüîìó

âèïàäêó íiêîëè íå âèêîíó¹òüñÿ.

�èñ. 9.1.14.
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Òåïåð ìîæíà ñ�îðìóëþâàòè îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ

ðiçíèìè ñåðåäíiìè òà ãðàíè÷íèìè âèòðàòàìè (ðèñ. 9.1.15).

1: ßêùî SAC(

�

) àáî SAC

v

(

�

) ñïàäàþòü, òî ãðàíè÷íi âèòðà-

òè ìåíøi çà ñåðåäíi, SMC < SAC àáî SMC < SAC

v

(ãðà�iê

êðèâèõ SAC i SAC

v

ëiâiøå âiä A

0

i B

0

).

2: ßêùî SAC(

�

) àáî SAC

v

(

�

) çðîñòàþòü, òî ãðàíè÷íi âèòðà-

òè áiëüøi çà ñåðåäíi, SMC > SAC àáî SMC > SAC

v

(ãðà�iê

êðèâèõ SAC i SAC

v

ïðàâiøå âiä A

0

i B

0

).

3: SAC(

�

) i SAC

v

(

�

) äîñÿãàþòü ìiíiìóìó, êîëè ãðàíè÷íi

âèòðàòè äîðiâíþþòü ñåðåäíiì, SMC = SAC àáî SMC = SAC

v

(òî÷êè A

0

i B

0

).

4: Îñêiëüêè çáiëüøåííÿ ñåðåäíiõ çàãàëüíèõ âèòðàò âiäáóâà-

¹òüñÿ çà óìîâè, êîëè ïðîäîâæóþ÷å çìåíøåííÿ AFC ïåðåêðè-

¹òüñÿ SAC

v

, òî SAC

v

äîñÿãàþòü ìiíiìóìó ïðè ìåíøèõ ðiâíÿõ

âèïóñêó, íiæ SAC.

Íàãàäà¹ìî, ùî äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êî-

ðîòêîñòðîêîâîãî òèì, ùî âñi �àêòîðè âèðîáíèöòâà çìiííi. Â

äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä �iðìà ìîæå çìiíþâàòè íå ëèøå îáñÿã

òðóäîâèõ i ìàòåðiàëüíèõ ðåñóðñiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ó âè-

ðîáíèöòâi, à é çìiíþâàòè âåëè÷èíó âèðîáíè÷èõ ïîòóæíîñòåé.

Ïiäïðè¹ìñòâî çàâæäè �óíêöiîíó¹ â óìîâàõ êîðîòêîñòðîêî-

âîãî ïåðiîäó, ïðîòå ïëàíó¹ ñâié ðîçâèòîê íà äîâãîñòðîêîâèé

ïåðiîä. Ïëàíóþ÷è ñâié ðîçâèòîê, �iðìà îði¹íòó¹òüñÿ íà äî-

ñÿãíåííÿ ìiíiìàëüíèõ ñåðåäíiõ âèòðàò äëÿ êîæíîãî çàäàíîãî

ðiâíÿ âèïóñêó. Îñêiëüêè êðèâà AC(

�

) ¹ îáâiäíîþ ñiì'¨ êðèâèõ

SAC(

�

), òî óçäîâæ öi¹¨ êðèâî¨ âiäáóâà¹òüñÿ âèáið âèðîáíè÷î¨

ïîòóæíîñòi â äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä.

Ïðèïóñòèìî, ùî â ãàëóçi ¹ çìîãà óòâîðèòè �iðìè (ïiäïðè-

¹ìñòâà) ëèøå òðüîõ ðîçìiðiâ - ìàëîãî, ñåðåäíüîãî i âåëèêîãî.

Öå ïåðåäáà÷à¹, ùî îáëàäíàííÿ, ÿêå ïîòðiáíå äëÿ öèõ �iðì, òà-

êîæ âèðîáëÿ¹òüñÿ ëèøå òðüîõ ðîçìiðiâ � ìàëå, ñåðåäí¹, âåëè-

êå. �îçãëÿíóòå ïðèïóùåííÿ ðiâíîçíà÷íå íàÿâíîñòi �iêñîâàíî-

ãî �àêòîðà, ÿêèé ìîæå íàáóâàòè ëèøå òðè äèñêðåòíi çíà÷åííÿ
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�èñ. 9.1.15. Âçà¹ìîçâ'ÿçîê çàãàëüíèõ, �iêñîâàíèõ, çìiííèõ, ñåðå-

äíiõ i ãðaíè÷íèõ âèòðàò ó êîðòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi

z

1

2

; z

2

2

; z

3

2

: Íà ðèñ. 9.1.16 çîáðàæåíî êðèâi êîðîòêîñòðîêîâèõ ñå-

ðåäíiõ âèòðàò äëÿ êîæíî¨ �iðìè (äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ �iê-

ñîâàíîãî �àêòîðà). Î÷åâèäíî, ÿêùî â äîâãîñòðîêîâîìó ïåði-

îäi ïëàíó¹òüñÿ ðiâåíü âèïóñêó q

1

; òî ïåðåâàãà íàäàâàòèìåòüñÿ

�iðìi ïåðøîãî òèïó, ÿêùî ðiâåíü q

2

� äðóãîãî i q

3

� òðåòüîãî,

òîáòî îïòèìàëüíèé âèáið ðåñóðñó z

2

äëÿ ðiâíÿ âèïóñêó q âèç-

íà÷à¹òüñÿ øëÿõîì ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò äëÿ öüîãî ðiâíÿ. ßêùî

ïëàíó¹òüñÿ âèïóñê îáñÿãó q

0

1

, òî âèáið ìîæå áóòè çðîáëåíèé

i íà êîðèñòü ïåðøî¨ �iðìè (åêîíîìiÿ êàïiòàëîâêëàäåíü), i íà

êîðèñòü äðóãî¨ �iðìè (â ðîçðàõóíêó íà çðîñòàííÿ ðiâíÿ âèïó-

ñêó).

Ïðèïóñòèìî, ùî ïëàíó¹òüñÿ ðiâåíü âèïóñêó q

1

. Äëÿ öüî-

ãî äîñòàòíüî ïîòóæíîñòi ïåðøî¨ �iðìè, ÿêié âiäïîâiäà¹ êðèâà
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�èñ. 9.1.16. Äîâãîñòðîêîâi òà êîðîòêîñòðîêîâi ñåðåäíi âèòðàòè

SAC

1

. Íàñïðàâäi, ìîæå âèíèêíóòè íåîáõiäíiñòü çáiëüøèòè ði-

âåíü âèïóñêó äî q

2

. Öå äîñÿãà¹òüñÿ i ïðè ñåðåäíiõ âèòðàòàõ

SAC

1

òà ñòà¹ ¹äèíî ìîæëèâèì ðîçâ'ÿçàííÿì öüîãî ïèòàííÿ

äëÿ êîðîòêîñòðîêîâîãî ïåðiîäó. Ó äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä äî-

öiëüíî ïðîâåñòè ðåêîíñòðóêöiþ ïiäïðè¹ìñòâà, îði¹íòóþ÷èñü

íà çáiëüøåííÿ ïîòóæíîñòi äî ñåðåäíüîãî ðiâíÿ, ùî äàñòü çìîãó

âèïóñêàòè îáñÿã ïðîäóêöi¨ q

2

ïðè ìåíøîìó ðiâíi âèòðàò SAC

2

:

Êðèâà äîâãîñòðîêîâèõ ñåðåäíiõ âèòðàò ¹ îáâiäíîþ äëÿ êðè-

âèõ SAC

i

(

�

), i = 1; 2; 3 i ìà¹ �îðìó ãðåáiíöÿ (s
alloped � �îð-

ìó). Óçäîâæ öi¹¨ êðèâî¨ âiäáóâà¹òüñÿ âèáið âèðîáíè÷î¨ ïîòó-

æíîñòi â äîâãîñòðîêîâèé ïåðiîä. ßêùî êiëüêiñòü ìîæëèâèõ

çíà÷åíü �iêñîâàíîãî �àêòîðà (êiëüêiñòü ïiäïðè¹ìñòâ ó ãàëó-

çi) çðîñòà¹, òî êðèâà s
alloped � �îðìè ñòà¹ ãëàäêîþ êðèâîþ,

òîáòî íàáèðà¹ U - �îðìó.

Îòæå, îïòèìàëüíà äëÿ êîðîòêîñòðîêîâîãî ïåðiîäó òåõíi÷íà

é åêîíîìi÷íà ïîëiòèêà íå çàâæäè ¹ òàêîþ ç ïîçèöi¨ äîâãîñòðî-

êîâîãî ïåðiîäó.

Ìè îòðèìàëè, ùî êðèâà AC(

�

), ÿê i êðèâi SAC(

�

), ìà¹ U �

�îðìó (äèâ. ðèñ. 9.1.10), àëå ç ìåíø âèðàæåíîþ êðèâèçíîþ.

Ëiâà ãiëêà êðèâî¨ AC(

�

) õàðàêòåðèçó¹ çðîñòàþ÷ó âiääà÷ó âiä

ìàñøòàáó (åêîíîìi÷íiñòü âiä ìàñøòàáó), ïðàâà ãiëêà � ñïàäà-
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þ÷ó âiääà÷ó âiä ìàñøòàáó (íååêîíîìi÷íiñòü âiä ìàñøòàáó).

Ó ãàëóçÿõ, äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíà åêîíîìi÷íiñòü âiä ìàñøòà-

áó, ïåðåâàæàþòü âåëèêi ïiäïðè¹ìñòâà; â ãàëóçÿõ, äëÿ ÿêèõ õà-

ðàêòåðíà íååêîíîìi÷íiñòü âiä ìàñøòàáó, ïåðåâàæàþòü ïîðiâ-

íÿíî ìàëi �iðìè. Äëÿ äåÿêèõ ãàëóçåé êðèâà AC(

�

) ìà¹ U �

�îðìó ç øèðîêèì ïëîñêèì äíîì. Òóò äîâãîñòðîêîâi ñåðåäíi

âèòðàòè äëÿ øèðîêîãî äiàïàçîíó ïîòóæíîñòåé íå çìiíþþòüñÿ.

Åêîíîìi÷íiñòü âiä ìàñøòàáó çóìîâëåíà äi¹þ òàêèõ �àêòî-

ðiâ:

íåïîäiëüíiñòþ äåÿêèõ âõiäíèõ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, ùî

ïåðåäáà÷à¹ îáîâ'ÿçêîâó íàÿâíiñòü ïåâíîãî ìiíiìóìó ïîñ-

òiéíèõ âèòðàò äëÿ âèïóñêó áóäü-ÿêîãî îáñÿãó ïðîäóêöi¨;

ñïåöiàëiçàöi¹þ �àêòîðiâ âèðîáíèöòâà, â òiì ÷èñëi ïðàöþ,

îáëàäíàííÿ, óïðàâëiííÿ;

çíèæåííÿì ïèòîìî¨ âàðòîñòi ìàøèí i îáëàäíàííÿ, çáiëü-

øóþ÷è ¨õíi ïîòóæíîñòi.

Íååêîíîìi÷íiñòü âiä ìàñøòàáó çóìîâëåíà íàñàìïåðåä òðóäíî-

ùàìè êåðóâàííÿ âåëèêèìè �iðìàìè. Êðiì òîãî, ïðè äîñÿãíåí-

íi ïåâíîãî ìàñøòàáó �àêòîðè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü åêîíîìi÷íiñòü

âiä ìàñøòàáó, âèÿâëÿþòüñÿ âè÷åðïàíèìè i �àçà åêîíîìi÷íîñòi

ïåðåõîäèòü ó �àçó íååêîíîìi÷íîñòi. Çîêðåìà, ïåðåõiä iç îäíi¹¨

�àçè â iíøó ìîæå âiäáóâàòèñÿ ÷åðåç �àçó ïîñòiéíî¨ âiääà÷i.

Ïðè ïîñòiéíié âiääà÷i äîâãîñòðîêîâi ñåðåäíi âèòðàòè çàëèøà-

þòüñÿ íåçìiííèìè. �iâåíü âèïóñêó q

1

, ïðè ÿêîìó çàêií÷ó¹òüñÿ

ñòàäiÿ åêîíîìi÷íîñòi âiä ìàñøòàáó i ïî÷èíà¹òüñÿ ñòàäiÿ ïîñòié-

íî¨ âiääà÷i, íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíî å�åêòèâíèì ìàñøòàáîì

âèðîáíèöòâà MES (minimum effi
ient s
ale).

Ìiíiìàëüíî å�åêòèâíèé ìàñøòàá âèðîáíèöòâà âèçíà÷à¹

ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó êiëüêiñòü å�åêòèâíî �óíêöiîíóþ÷èõ

�iðì, ÿêi ïîòðiáíi äëÿ çàäîâîëåííÿ ïîïèòó íà ïðîäóêöiþ íà

ðèíêó. MES ìîæíà âèìiðþâàòè â îäèíèöÿõ âèïóñêó âiäïî-

âiäíîãî òîâàðó òà ó âiäñîòêàõ äî îáñÿãó ðèíêó öüîãî òîâàðó.

MES âèÿâëÿ¹ ñóòò¹âèé âïëèâ íà êîíöåíòðàöiþ âèðîáíèöòâà.
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Òîìó ïîêàçíèêè ìiíiìàëüíî å�åêòèâíîãî ìàñøòàáó ñóòò¹âî

âïëèâàþòü íà òèï ðèíêó âiäïîâiäíîãî òîâàðó: ÷è áóäå âií ìî-

íîïîëiçîâàííèé îäíi¹þ âåëèêîþ �iðìîþ, ÷è áóäå äiÿòè äåêiëü-

êà íåâåëèêèõ �iðì.

Ó òåîði¨ ðèíêiâ ïîíÿòòÿ ïåðiîäiâ äåùî óòî÷íþ¹òüñÿ.

Êîðîòêîñòðîêîâèì ïåðiîäîì íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ïåðiîä, ïðî-

òÿãîì ÿêîãî âèðîáíè÷i ïîòóæíîñòi êîæíîãî ïiäïðè¹ìñòâà �iê-

ñîâàíi, ïðîòå ðiâåíü âèïóñêó ìîæå áóòè çáiëüøåíèì àáî çìåí-

øåíèì çà ðàõóíîê çìiíè îáñÿãó âèêîðèñòàííÿ çìiííèõ �àêòî-

ðiâ âèðîáíèöòâà. Çàãàëüíà êiëüêiñòü �iðì íà ðèíêó çàëèøà¹-

òüñÿ íåçìiííîþ.

Äîâãîñòðîêîâèì ïåðiîäîì íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ïåðiîä, ïðî-

òÿãîì ÿêîãî âèðîáíè÷i ïîòóæíîñòi ìîæóòü áóòè ïðèñòîñîâàíi

äî óìîâ ïîïèòó i âèòðàò. Çîêðåìà, ÿêùî óìîâè äiÿëüíîñòi çîâ-

ñiì íåâèãiäíi äëÿ �iðìè, òî âîíà ìîæå âèéòè ç ðèíêó. Ç iíøîãî

áîêó, çà ñïðèÿòëèâèõ óìîâ íîâi �iðìè ìîæóòü óâiéòè íà ðè-

íîê, òîáòî êiëüêiñòü �iðì íà ðèíêó ìîæå çìiíþâàòèñÿ.
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9.2 Ïðîïîçèöiÿ �iðìè ó êîðîòêîñ-

òðîêîâîìó ïåðiîäi

�îçãëÿíåìî ïðîïîçèöiþ �iðìè ó êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi.

Ïðèáóòîê �iðìè ñòàíîâèòü ðiçíèöÿ ìiæ çàãàëüíèì âèòîðãîì i

çàãàëüíèìè êîðîòêîñòðîêîâèìè âèòðàòàìè

� = pq � STC(q): (9.2.1)

Íàãàäà¹ìî, ùî óìîâè ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó ïåðøîãî òà

äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòüñÿ �îðìóëàìè (6.1.4) i (6.2.1).

Àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ äîâãîñòðîêîâîãî ïåðiîäó ìîæíà ïîêàçàòè,

ùî êðèâà ïðîïîçèöi¨ êîíêóðåíòíî¨ �iðìè äëÿ êîðîòêîñòðîêî-

âîãî ïåðiîäó çáiãà¹òüñÿ ç ÷àñòèíîþ ¨¨ êðèâî¨ êîðîòêîñòðîêîâèõ

ãðàíè÷íèõ âèòðàò. Äëÿ öüîãî ïåðåïèøåìî (9.2.1) ó âèãëÿäi

� = pq � C

v

(q)� FC = q (p � SAC

v

(q) � AFC(q)): (9.2.2)

Ïðè öiíi p > min

q

SAC(q) ìàêñèìóì äîäàòíîãî ïðèáóòêó äîñÿ-

ãàþòü ïðè ðiâíi âèïóñêó �q: p = SMC(�q); òîìó òî÷êà

(�q; SMC(�q)) íàëåæèòü êðèâié ïðîïîçèöi¨ ïðèáóòêîâî ìàêñè-

ìiçóþ÷î¨ �iðìè. ßêùî p = min

q

SAC(q) = SAC(

�

�q), òî ìàêñè-

ìàëüíèé ïðèáóòîê áóäå ïðè ðiâíi âèïóñêó

�

�q i òî÷êà (

�

�q; SAC(

�

�q))

ëåæèòü íà êðèâié SMC(

�

) òà ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê äîðiâ-

íþ¹ íóëþ. ßêùî min

q

SAC

v

(q) < p < min

q

SAC(q); òî ïðèáóòîê

ó öüîìó âèïàäêó áóäå âiä'¹ìíèì. Ç iíøîãî áîêó, äîõiä, îäåðæà-

íèé âiä ïðîäàæó âèïóñêó q̂: p = SMC(q̂), âiäøêîäó¹ âñi çìiííi

âèòðàòè òà ÷àñòèíó �iêñîâàíèõ âèòðàò. Îòæå, âèòðàòè âiä âè-

ïóñêó q̂ áóäóòü ìåíøèìè âiä çàãàëüíèõ �iêñîâàíèõ âèòðàò FC

ó êîðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi. Ïîðiâíÿíî ç íóëüîâèì âèïóñêîì

âèïóñê q̂ áóäå ïðèáóòêîâî ìàêñèìiçóþ÷èì.

ßêùî p = min

q

SAC

v

(q) = SAC

v

(~q); òî äëÿ ðiâíÿ âèïóñ-êó

~q, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ îáèäâi óìîâè ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó, âè-

òðàòè �iðìè äîðiâíþþòü �iêñîâàíèì âèòðàòàì. Çà òàêèõ óìîâ
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�iðìi áàéäóæå: ÷è âèïóñêàòè ~q, ÷è çóïèíèòè âèðîáíèöòâî.

Âiäïîâiäíó òî÷êó (~q; SAC

v

(~q)) íà êðèâié SMC(

�

) íàçèâàþòü

òî÷êîþ çóïèíêè (s
hutdown point). Öÿ òî÷êà ìîæå íàëåæàòè

êðèâié ïðîïîçèöi¨ �iðìè, à ìîæå i íå íàëåæàòè.

ßêùî p < SAC

v

(~q), òî îïòèìàëüíèì âèïóñêîì ¹ q = 0,

òîáòî �iðìà íàäà¹ ïåðåâàãó çóïèíöi âèðîáíèöòâà.

Îòîæ, äëÿ îòðèìàííÿ �óíêöi¨ êîðîòêîñòðîêîâî¨ ïðîïîçè-

öi¨ íåîáõiäíî âçÿòè �óíêöiþ ïðèáóòêó, ÿêà çàëåæèòü âiä ïà-

ðàìåòðiâ (öiíà, �àêòîðè âèðîáíèöòâà) � = �(q; p; �w

1

; �w

2

; �z

2

) i

çàïèñàòè ðiâíÿííÿ

d�(q; p; �w

1

; �w

2

; �z

2

)

dq

6 0 =) p = SMC(q

�

); ÿêùî q

�

> 0:

(9.2.3)

ßêùî q

�

� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9.2.3) i

d

2

�(q; p; �w

1

; �w

2

; �z

2

)

dq

2

< 0 =)

dSMC(q

�

)

dq

> 0;

òî q

�

= q

�

(p; �w

1

; �w

2

; �z

2

) i ¹ �óíêöi¹þ êîðîòêîñòðîêîâî¨ ïðîïî-

çèöi¨ �iðìè.

Çàãàëîì êiëüêiñòü ïðîäóêòó, çàïðîïîíîâàíîãî �iðìîþ ó êî-

ðîòêîñòðîêîâîìó ïåðiîäi, ¹ �óíêöi¹þ âëàñíî¨ öiíè öüîãî òîâà-

ðó, ùî ìiñòèòü: öiíè ÷èííèêiâ âèðîáíèöòâà; öiíè iíøèõ ïðîäóê-

òiâ, ÿêi ìîæå âèðîáèòè öÿ �iðìà; îáñÿã �iêñîâàíèõ ÷èííèêiâ i

òåõíîëîãi÷íèõ êîíñòàíò. Çi çìiíîþ ïàðàìåòðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü

�óíêöiþ êîðîòêîñòðîêîâî¨ ïðîïîçèöi¨, �óíêöiÿ çìiíþ¹òüñÿ.

Îòæå, êðèâà ïðîïîçèöi¨ êîíêóðåíòíî¨ �iðìè â êîðîòêî-

ñòðîêîâîìó ïåðiîäi ñòàíîâèòü çðîñòàþ÷ó ãiëêó êðèâî¨ êî-

ðîòêîñòðîêîâèõ ãðàíè÷íèõ âèòðàò, ÿêà ëåæèòü âèùå âiä

ìiíiìóìó ñåðåäíiõ çìiííèõ âèòðàò. Ïðè ðèíêîâèõ öiíàõ ìåí-

øèõ çà min

q

SAC

v

(q) êðèâà ïðîïîçèöi¨ çáiãà¹òüñÿ ç âiññþ öií

(ðèñ. 9.2.17).
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ßêùî �óíêöi¨ ñåðåäíiõ i ãðàíè÷íèõ âèòðàò âiäîìi, òî �óíê-

öiÿ ïðîïîçèöi¨ êîíêóðåíòíî¨ �iðìè ìà¹ âèãëÿä

q =

(

q(p); ÿêùî p > minSAC

v

0; ÿêùî p < minSAC

v

:

�èñ. 9.2.17. Êðèâi ãðàíè÷íèõ âèòðàò (à) i ïðîïîçèöi¨ (á) â êîðîòêî-

ñòðîêîâîìó ïåðiîäi.

Ïðèêëàä 9.2.1.

1. Ó âèïàäêó òåõíîëîãi¨ Êîáà-Äóãëàñà (äèâ. ïðèêëàä 9.1.2)

�óíêöiÿ êîðîòêîñòðîêîâî¨ ïðîïîçèöi¨ ìàòèìå âèãëÿä

q

�

=

�

�

�w

1

�

�=1��

�z

��=1��

2

p

�=1��

:

2. Íåõàé

STC(q) = 10 + 6q � 2q

2

+

1

3

q

3

; (9.2.4)

äå

FC = 10; C

v

(q) = 6q � 2q

2

+

1

3

q

3

: (9.2.5)



152 �îçäië 9. Ôóíêöiÿ âèòðàò i ïðîïîçèöiÿ âèïóñêó

Iç (9:2:4) çíàõîäèìî

SMC(q) = 6 � 4q + q

2
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2

:

Ïðèðiâíþþ÷è SMC äî ðèíêîâî¨ öiíè, äiñòàíåìî
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; ÿêùî p > 2: (9.2.6)

Ôóíêöiÿ (9:2:6) ìà¹ äâi ãiëêè ïðè p > 2: Ïðîòå ãiëêà q =

2 � (p�2)
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ìà¹ âiä'¹ìíèé íàõèë, ùî íå âiäïîâiäà¹ óìîâi îïòè-

ìàëüíîñòi äðóãîãî ïîðÿäêó. Òîìó öþ ãiëêó íå áóäåìî ðîçãëÿ-

äàòè.

Çíàéäåìî âèïóñê, ïðè ÿêîìó ñåðåäíi çìiííi âèòðàòè ¹ ìiíi-

ìàëüíèìè. Ç (9:2:5) çíàõîäèìî, ùî
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q = 0; q = 3:

Ïiäñòàâëÿþ÷è q = 3 â (9:2:7), ìà¹ìî
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Îòæå, �óíêöiÿ ïðîïîçèöi¨ �iðìè ìà¹ âèãëÿä
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Òåïåð çàïèøåìî �óíêöiþ ïðèáóòêó
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