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Вступ

У цьому посiбнику вивчається середовище Python для операцiйної
системи Windows ® та його застосування до обчислення задач i моделей
математичної економiки, зокрема, оптимального керування соцiально-
економiчними процесами, якi можна описати диференцiальними рiв-
няннями. Оскiльки будь-яка економiчна система має визначену мету
функцiонування (критерiй якостi), а також свободу вибору, то матема-
тичним апаратом для таких систем є теорiя оптимального керування
(динамiчна оптимiзацiя).

У посiбнику проаналiзовано деякi задачi оптимального керування
соцiально-економiчної динамiки моделями економiки, бiологiї, теорiї по-
пуляцiй, природоохоронної дiяльностi тощо, тому зроблено детальний
аналiз методiв теорiї оптимального керування, зокрема, огляд принци-
пу максимуму для одержання необхiдних умов оптимальностi та прин-
ципу Bellman’а.

Посiбник складається з вступу та шести???????????????? роздiлiв,
завдань для самостiйної роботи, додаткiв i списку рекомендованої лiте-
ратури. Для зручностi читачiв створено списки графiкiв i таблиць, якi
помiщенi на початку посiбника. Крiм того, подано iндексний перелiк
важливих термiнiв, якi використовуються у навчальному посiбнику.

Перший роздiл присвячено системi Python, починаючи вiд основ про-
грамування у програмному середовищi, спецiальних обчислень, опера-
торiв керування, побудови графiкiв, побудова програм i процедур.

У другому роздiлi розглянуто математичний апарат оптимального
керування, зокрема, iз використанням теорiї систем диференцiальних
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рiвнянь i рiвнянь iз частинними похiдними та їхнiм застосуванням у
економiчних процесах.

Третiй роздiл присвячений формулюванню задач оптимального ке-
рування для звичайних диференцiальних рiвнянь та систем.

У четвертому роздiлi посiбника наведенi основнi засади принципу
максимуму iз застосуванням до задач оптимального керування у рi-
зноманiтних формулюваннях. У цьому роздiлi також описанi матема-
тичний алгоритм оптимального керування, принцип максимуму Пон-
трягiна та його застосування у багатьох конкретних задачах, наведено
принцип Bellman’а, який гарантує iснування достатнiх умов оптималь-
ностi вiдповiдних задач.

П’ятий роздiл навчального посiбника присвячений оптимальному
керуванню соцiально-економiчними процесами. Наведено теоретичнi об-
ґрунтування iснування оптимального керування, алгоритми знаходже-
ння розв’язкiв дослiджуваних моделей.

У шостому роздiлi описано математичнi моделi бiологiчних спiльнот
та застосування оптимального керування у задачах оптимальних попу-
ляцiй

Посiбник укладено так, що у кожному роздiлi розглянуто конкре-
тнi приклади, подано вказiвки до розв’язування самостiйних завдань,
сформульовано завдання для самостiйного опрацювання, якi можуть
слугувати основою для написання курсових чи маґiстерських робiт.

Наведено велику кiлькiсть лiтературних джерел, частина з яких є
доступною в електронних варiантах i легко використати студентам для
самостiйної роботи. При розглядi конкретних тем є лiтературнi поси-
лання. Зазначимо, що наявнiсть великої кiлькостi лiтературних першо-
джерел iз теорiї оптимального керування соцiально-економiчними про-
цесами свiдчить про те, що пропованi методи i пiдходи з використа-
нням програмного середовища Python вiдкривають можливостi для
ефективного i простого розв’язування прикладних задач оптимально-
го керування системами звичайних диферецiальних рiвнянь i рiвнянь з
частинними похiдними.

У посiбнику використано пороздiлову нумерацiю формул, де пер-
ший номер (прикладiв, завдань тощо) означає номер роздiлу, другим –
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номер пiдроздiлу, далi порядковий номер формули. Подiбно пронуме-
ровано рисунки та таблицi (першим є число, що означає номер роздiлу,
другим – порядковий номер рисунка чи таблицi).

Навчальний посiбник розрахований для студентiв старших курсiв
бакалаврських та маґiстерських програм, побудований таким чином,
що є лише певною канвою i потребує вiд учасникiв навчального про-
цесу додаткового самостiйного ознайомлення iз багатьма математич-
ними та природознавчими чи економiчними поняттями та судження-
ми. Курс читали та проводили виробничi практики продовж декiлькох
рокiв для студентiв механiко-математичного факультету, спецiалiзацiї
”Математична економiка та економетрика” Львiвського нацiонального
унiверситету iменi Iвана Франка. Доповнено завданнями для самостiй-
ного опрацювання, застосування Python для знаходження розв’язкiв
сформульованих задач.

Автори
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Короткий вступ до Python.

Цей роздiл присвячений основам програмування у середовищi
Python. Описанi основнi конструкцiї мови та розглянутi приклади, якi
слугуватимуть елементами програм для розв’язування задач оптималь-
ного керування. Не претендуємо на детальне ознайомлення iз Python,
тому для детального опрацювання рекомендуємо спецiалiзованi джере-
ла iз мови програмування Python, яку легко знайти у iнтернетi (наприк-
лад на офiцiйнiй iнтернет-сторiнцi).
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1.1. Синтаксис Python

Синтаксис мови програмування – набiр правил, що описує комбiнацiї
символiв алфавiту, якi вважаються правильно структурованою програ-
мою або її фрагментом.

Отже, синтаксис визначає як буде виглядати програма на цiй мовi,
зокрема, як пишуться оператори, оголошення i iншi мовнi конструкцiї.

Основнi правила Основнi правила синтаксису мови програмування
Python полягають у наступному

• кiнець рядка є кiнцем iнструкцiї;

• в одному рядку можна помiщати процедуру – послiдовнiсть ко-
манд та iнструкцiй, роздiлених символом ”;”;

• якщо процедура чи iнструкцiя не помiщається в одному рядку,
то можна зробити у довiльному мiсцi ”перенесення” послiдовностi
коду за допомогою символу ” \ ” (backslash);

• у машинному кодi Python застосовується iєрархiя iнструкцiй:
вкладенi iнструкцiї об’єднуються у блоки за величиною вiдступiв.
Як правило вiдступ становить чотири пробiли;

• вкладенi iнструкцiї в Python записуються вiдповiдно до одного i
того ж шаблону, коли основна iнструкцiя завершується двокра-
пкою, слiдом за якою розташовується вкладений блок коду, за-
звичай з вiдступом пiд рядком основної iнструкцiї.

Вище вказанi синтаксичнi конструкцiї будуть продемонстровано нижче
за текстом, про що буде вказано.

Iдентифiкатором називаємо послiдовнiсть символiв, що використо-
вується як iм’я елемента чи об’єкта у мовi програмування. Зазвичай
iдентифiкатор створюється iз послiдовностi латинських лiтер (розрiзня-
ються малi i великi), цифр, символа пiдкреслення ”_” i є унiкальним.
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Окрiм того, iдентифiкатор не може починатися iз цифри. Творцi кож-
ної мови програмування рекомендують створювати такi iдентифiкато-
ри, якi б вiдображали чи несли iнформацiйне навантаження про призна-
чення елемента чи об’єкта. Тодi при аналiзi машинного коду (програми)
чи його вiдлагодження легко виконувати змiни.

Константа – це спосiб адресацiї даних, змiна яких програмою не
передбачається а у багатьох випадках забороняється.

Константи подiляються на два види — лiтерали та iменованi кон-
станти. Лiтерал -– стале значення певного типу даних, записане у
вихiдному кодi комп’ютерної програми.

>>> 341 #числовий лiтерал цiлого типу
>>> 9.01 #числовий лiтерал дiйсного типу
>>> 2.718282 #числовий лiтерал для числа e

>>> ”Python code” #рядковий лiтерал

Iз наведеного вище означення одержуємо, що лiтерали дiляться за
типом i для кожного типу визначенi дiї та операцiї. Так на числових
лiтералах можна виконувати математичнi операцiї. Рядковi лiтерали
беруть у апострофи, у подвiйнi лапки, потрiйнi апострофи чи потрiйнi
подвiйнi лапки для того, щоб вiдрiзнити їх вiд iдентифiкаторiв.

Iменована константа вiдрiзняється вiд лiтералу тим, що крiм ста-
лого значення вона ще має iм’я. Таким чином, замiсть значення лiтера-
лу можна використовувати це iм’я.

Змiнна – iменована область пам’ятi, iм’я якої (iдентифiкатор) вико-
ристовується для здiйснення доступу до даних (значення змiнної), що
мiстяться у цiй областi пам’ятi.

Значення змiнної є лiтералом. Тип змiнної визначається типом лiте-
ралу, що є значенням цiєї змiнної.

>>> x=4 #x – змiнна iз значенням 4
>>> y=12-x #y – змiнна iз значенням 8

Зауважимо, що змiнна у Python є посиланням на область пам’ятi,
де зберiгаються її данi. Розглянемо присвоєння
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>>> a = 5
>>> b = a

Python iнтерпретує цi два присвоєння не як двi змiннi a i b, а одна
змiнна iз значенням 5, яка має два рiзнi iдентифiкатори.

Змiннi у Python подiляються на два види: змiнюванi (mutable) i не-
змiнюванi (immutable). До об’єктiв змiнюваних типiв є безпосереднiй
доступ для модифiкацiї даних цих об’єктiв (без створення нових). Мо-
дифiкацiя даних об’єктiв незмiнюваних типiв можлива лише через ство-
рення нових об’єктiв (тобто через видiлення пам’ятi). Змiннi всiх про-
стих типiв (int, float, complex) належать до незмiнюваних.

Ключовi слова мови програмування -– це зарезервованi iдентифiка-
тори, що надiленi певним сенсом. Їх можна використовувати виключно
вiдповiдно до значення яке закрiплене за ними у мовi програмування.

Щоб одержати перелiк зарезервованих слiв, потрiбно у команднiй
стрiчцi редактора Python послiдовно ввести

>>> import keyword

>>> keyword.kwlist

Пiсля чого система поверне список (в залежностi вiд редактора фор-
мат може бути вiдмiнним вiд наведеного)

False None True __peg_parser__
and as assert async

await break class continue
def del elif else

except finally for from
global if import in

is lambda nonlocal not
or pass raise return

try while with yield

Потрiбно пам’ятати, що зарезервованi слова не можуть використо-
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вуватися як iдентифiкатори користувача.
Коментар – це анотацiя користувача стосовно об’єктiв програми,

якi знаходяться у вихiдному кодi програми i створюються для кращо-
го розумiння програми. При компiляцiї програми коментарi iгнорую-
ться. Також служать для створення документацiї програми. Коментарi
є однорядковi та багаторядковi. Однорядковий коментар мiститься у
рядку програми, починається символом # i закiнчується iз кiнцем ряд-
ка.

>>> l = [ 1 , 2 , 3] #визначили список

Багаторядковий коментар може мiститися у кiлькох рядках i видi-
ляється з обидвох бокiв потроєними подвiйними лапками.

” ” ”Така iнформацiя розташовується на початку програми,
щоб поiнформувати користувачiв iз можливостями програми,
ймовiрно потрiбними аргументами, якi вимагаються для її
правильного функцiонування” ” ”

Присвоєння — одна з центральних конструкцiй в iмперативних мо-
вах програмування. Присвоєння -– механiзм у програмуваннi, що дозво-
ляє динамiчно змiнювати зв’язки об’єктiв даних (наприклад, змiнних)
iз їхнiми значеннями. Синтаксис присвоєння у Python такий

>>> l=[1,2,3]

Тут [1,2,3] – визначений список, результат якого записується у змiн-
ну з iдентифiкатором x (присвоюється змiннiй x). Пiсля iнструкцiї при-
своєння попереднє значення змiнної втрачається.

>>> l=[2,-3,5,2] #змiннiй l присвоїли обчислений список

>>> l.append(10) #до списку l додали число 10

>>> l#перевiримо список l

[2, -3, 5, 2, 10]

Як бачимо, список l змiнив – доповнено на останнiй позицiї числом
10, а первинне присвоєння втрачене.
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Як кожна мова програмування, а Python не виняток, оперує
об’єктами. Об’єкти середовища Python – це елементи конструкцiї про-
грами, вiд простих до складених. Найпростiшими, основними об’єктами
є числа, змiннi, рядки (стрiчки, string), списки, кортежi, бiблiотеки,
функцiї (як внутрiшнi так i користувача), графiки, процедури, модулi
тощо. Подамо коротке впровадження до кожного iз основних об’єктiв.
Для бiльш детального ознайомлення можна звернутися до першодже-
рела за посиланням [39]

Розглянемо коротко про основнi об’єкти програмного середовища
Python.

Числа. Одним iз самих простих об’єктiв мови Python є числовi зна-
чення, для яких визначенi три типи: цiлi числа (тип: int), числа iз пла-
ваючою комою (тип: float) i комплекснi числа (тип: complex)

Цiлi числа. Цiлi числа (integer) – це математичнi цiлi числа, такi
як 1, -8, 194, 3 654 451. У версiї Python 3 немає обмеження за їх вели-
чиною, є тiльки обмеження за їх доступнiстю до оперативної пам’ятi
комп’ютера. Арифметика цiлих чисел є точною. Для зручностi дозво-
ляється роздiляти групи цифр (розряди) цiлого числа символом пiдкре-
слення ”_”.

>>> 3_456_252 + 1_987

3458239

Числа iз плаваючою комою. Числа iз плаваючою комою
(floating-point numbers) є представленням дiйсних чисел, таких як 3.5,
-0.478, 167423×10-5 . На загал, не iснує точних значень дiйсних чисел
у представлення Python, але цi числа зберiгаються у бiнарному (двiй-
ковому) видi iз визначеною точнiстю (як правило, точнiсть становить
15-16 розрядiв). Через таку обмеженiсть точностi арифметика чисел iз
плаваючою комою не є абсолютно точною, але при акуратному викори-
станнi вона ”достатньо є точною” для бiльшостi наукових обчислень.
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Довiльне число, яке мiстить символ крапки ”.”, у Python трактує-
ться як число iз плаваючою комою. Python також пiдтримує науковий
формат чисел iз плаваючою комою iз використанням iз використанням
букви e або E для роздiлення мантиси i показника степеня:

>>> 3.876397e-5 #преставлення числа 2.87628×10-5

>>> 2_768_104e-9 #представлення числа 2 768 104×10-9

Останнiй код демонструє можливiсть роздiлення розрядiв у науко-
вому форматi числа.

Комплекснi числа. Формат комплексного числа у Python має
вигляд

3 + 4j

Через j позначається уявна одиниця. Зауважимо, що поодинокий
символ j не є зарезервованим, тобто, Python трактує j як змiнну iз iден-
тифiкатором j. Якщо хочемо використати комплексне число iз дiйсною
частиною 0 i уявною 1, то у Python потрiбно впровадити 1j, без вiдступу
мiж 1 i j. Зауважимо, що саме так зобразили наведений вище приклад
комплексного числа 3+4j – без вiдступу мiж уявною частиною компле-
ксного числа 4 та уявною одиницею j.

Дiйсна та уявна частина комплексного числа у Python трактується
як числа iз плаваючою комою, хоч можуть бути записанi цiлими числа-
ми. Тому арифметика комплексних чисел не є точною, але забезпечує
точнiсть як i всi числа типу float.

Комплексне число у Python може бути представлене у арифмети-
чному виглядi (приклад вище), або за допомогою пари чисел, дiйсної i
уявної частини, у форматi:

complex(3,4)

Простi арифметичнi дiї До трьох основних типiв чисел, описаних
у попередньому пiдроздiлi, можна застосовувати оператори, наведенi у
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таблицi 1.1. Це бiнарнi оператори, так як вони визначенi для двох чи-
сел (операнди) i повертають третє число. У мовi Python визначенi два
типи операцiї дiлення: дiлення чисел iз плаваючою комою (/) завжди
повертає число iз плаваючою комою, навiть коли операндами виступа-
ють цiлi числа. Цiлочисельне дiлення (//) завжди заокруглює результат
iз недостачею (у меншу сторону). Типом результату є число int, якщо
операнди також є типу int, у противному випадку повертає число типу
float. Нижче наведенi приклади дiї цих операторiв.

Табл. 1.1: Простi арифметичнi дiї у Python.

+ додавання
- вiднiмання
* множення
/ дiлення iз плаваючою комою
// цiлочисельне дiлення
% дiлення за модулем (обчислення залишку вiд дiлення)
** пiднесення до степеня

>>> 4.71 / 3

1.57
>>> 21/6

3.5
>>> 15/3

5.0
>>> 15//5

3
>>> 21//6

3
>>> 4.71/3
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1.0
>>> 15%3
0
>>> 15%6
3
>>> 4.71%3
1.71

Прiоритет операторiв Математичнi операцiї можуть бути
об’єднанi у послiдовностi.

Тому природно постає пи-** найвищий прiоритет
*, /, //, %
+, - найнижчий прiоритет

Табл. 1.2: Прiоритети арифметичних
операцiй

тання прiоритету їх виконання.
Наприклад, при обчислення ви-
разу 21-3*5 результатом є число
6 (21-15) чи 90 (18*5)? Iз табли-
цi 1.2 випливає, що правильний
результат виконання зазначених

дiй є число 6, оскiльки операцiя множення має вищий прiоритет нiж
вiднiмання, тому повинна виконуватися першою. Правила прiоритету
можна змiнити за допомогою дужок, наприклад, (21-3)*5=90. Опера-
тори iз однаковими прiоритетами виконуються злiва на право, за виня-
тком операцiї пiднесення до степеня (**), яка виконується справа налiво
(або зверху до низу у рядковому записi виразу).

>>> 9/3/2 # рiвнозначно 3/2

1.5
>>> 9/(3/2) # рiвнозначно 9/1.5

6.0
>>> 2**3**2 # рiвнозначно 2**(3**2)=2**9
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512
>>> (2**3)**2 # рiвнозначно 8**2

64

Методи i атрибути числових значень. Я було значено вище, чи-
словi значення у мовi Python є об’єктами (насправдi у Python все є
об’єктами) i мають визначенi атрибути (attributes), звернення до яких
виконуємо у форматi

<oject>.<attribut>

тобто, звертання до атрибуту об’єкта здiйснюється за допомогою
крапки ”.”. Деякi атрибути є простими значеннями, наприклад, об’єкти
комплексних чисел мають атрибути real i imag, якi вiдповiдають дiйснiй
i уявнiй частинi комплексного числа:

>>> (4-3j).real

4.0
>>> (4-3j).imag

-3.0

Iншими атрибутами є методи (methods): це функцiї, якi вiдповiдним
чином опрацьовують об’єкти. Наприклад, для комплексних чисел iснує
метод conjugate, який повертає комплексно-спряжене число:

>>> (3+4j).conjugate()

(3-4j)

Тут пара пустих круглих дужок означає властивiсть метода, тобто
виконання обчислення спряженого комплексного числа для числа (у
наведеному прикладi) 3+4j. Якщо ж круглi дужки не вказано, тобто
(3+4j).conjugate, то буде повернуто посилання на сам метод (без його
виклику) – тому що сам також метод є об’єктом.
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Табл. 1.3: Список вмонтованих функцiй середовища Python.

A E L R
abs() enumerate() len() range()
aiter() eval() list() repr()
all() exec() locals() reversed()
any() round()
anext() F M
ascii() filter() map() S

float() max() set()
B format() memoryview() setattr()
bin() frozenset() min() slice()
bool() sorted()
breakpoint() G N staticmethod()
bytearray() getattr() next() str()
bytes() globals() sum()

O super()
C H object()
callable() hasattr() oct() T
chr() hash() open() tuple()
classmethod() help() ord() type()
compile() hex()
complex() P V

I pow() vars()
D id() print()
delattr() input() property() Z
dict() int() zip()
dir() isinstance()
divmod() issubclass() _

iter() __import__()

Математичнi функцiї. Список всiх вмонтованих (built-in) функцiй
iнтерпретатора Python наведенi у таблицi 1.3 [40]. Серед всiх вмонтова-
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них функцiй Python розглянемо двi математичнi функцiї – abs i round.
Функцiя abs повертає модуль числа:

>>> abs(-4.75)

4.75
>>> abs(-12)

12
>>> abs(3-4j)

5.0

Як слiдує з наведених прикладiв, якщо число є дiйсне, то функцiя
повертає невiд’ємне число без врахування знаку. Якщо ж число є ком-
плексне, то функцiя abs повертає модуль комплексного числа.

Функцiя round (iз одним аргументом) округлює число з плаваю-
чою комою до найближчого цiлого числа за методом банкiра (Banker’s
rounding):1

>>> round(-8.57)

-9
>>> round(7.5)

8
>>> 8.5
8

Можна використовувати функцiю round з двома аргументами: пер-
ший аргумент – число, що заокруглюється, другий – кiлькiсть точних
розрядiв пiсля десяткової коми:

>>> round(2.718281828459045, 4)

2.7183
>>> round(3_474.987, -2)

3500.0

1При заокругленi за методом банкiра число iз 0.5 завжди округлюється до най-
ближчого парного цiлого числа
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Python представляє собою найвищою мiрою модульною мовою: фун-
кцiональнiсть мови є доступною у пакетах i модулях, якi за потреби
iмпортуються, але за замовчуванням не завантажуються iз запуском
середовища. Це дозволяє економити пам’ять, яка потрiбна для вико-
наннi Python-програми, зберiгаючи її розмiр мiнiмальним i тим самим
збiльшуючи продуктивнiсть. Наприклад, багато корисних математи-
чних функцiй мiстяться у модулi math, який iмпортується командою:

>>> import math

У модуль math входять операцiї для роботи iз чисел iз плаваючою
комою i цiлими числами (для роботи iз комплексними числами служить
модуль cmath). Для роботи функцiї iз модуля math потрiбно виклика-
ти функцiю i у круглих дужках вписати число (або декiлька чисел –
аргументи функцiї). Наприклад:

>>> import math

>>> math.log(math.e) # натуральний логарифм числа e

1.0
>>> math.tanh(-1) # тангенс гiперболiчний вiд −1

-0.7615941559557649

>>> math.sin(math.pi/2) # sin
π

2

1.0

Повний список модуля math можна знайти у документацiї на
iнтернет-сторiнцi [41]. Найбiльш вживанi математичнi функцiї наведенi
у таблицi 1.4.

Крiм того, у модулi math помiщенi два важливi нефункцiональнi
атрибути: math.pi i math.e – двi математичнi константи pi i число e
(основа натурального логарифма).
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Табл. 1.4: Деякi функцiї модуля math.

math.sqrt(x)
√
x

math.exp(x) ex

math.log(x) lnx
math.log(x, b) logb x
math.log10(x) lg x
math.sin(x) sinx
math.cos(x) cosx
math.tan(x) tg x
math.asin(x) arcsinx
math.acos(x) arccosx
math.atan(x) arctg x
math.sinh(x) shx
math.cosh(x) chx
math.tanh(x) thx
math.asinh(x) arshx
math.acosh(x) archx
math.atanh(x) arthx

math.hypot(x, y) Euclidean вiдстань
√
x2 + y2

math.factorial(x) факторiал невiд’ємного цiлого числа x!
math.erf(x) функцiя помилок за значенням x
math.gamma(x) гамма-функцiя за x, Γ(x)
math.degrees(x) перетворення x iз радiан у градуси
math.radians(x) перетворення x iз градусiв у радiани
math.isclose(a, b) перевiрка рiвностi a i b у межах допустимого

вiдхилення

Модуль у Python можна завантажувати (iмпортувати) на два
способи:

• iмпорт модуля iз прямим доступом до всiх його функцiй:
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from <module> import *

• iмпорт модуля, надаючи йому нове iм’я (iдентифiкатор):

import <module> as <another_name>

Перший спосiб iмпорту модуля є зручним при роботi у команднiй
стрiчцi Python, але не рекомендується вживання такого завантаження
у програмах. Виникає небезпека конфлiкту iмен (у тому випадку, коли
iмпортуються функцiї iз декiлькох модулiв), а тому важко розпiзнати з
якого модуля використовується функцiя. Iмпорт командою import math
зберiгає зв’язок функцiй iз простором iмен (namespace) вiдповiдного
модуля, а отже, щоб вписати iнструкцiю math.cos потрiбно натиснути
бiльше кнопок клавiатури, але у такий спосiб вихiдний машинний код
є зручнiшим для розумiння.

За необхiдностi можна iмпортувати не весь модуль, а тiльки по-
трiбнi функцiї. При цьому, iншi функцiї модуля будуть недосту-
пними:

from <module> import <function_name>

Продемонструємо це на прикладах.

>>> from math import cos # завантажили iз модуля тiльки cosx

>>> cos(math.pi) # намагаємося обчислити cosπ

Traceback (most recent call last):
File «interactive input> line 1, in <module>

NameError: name ’math’ is not defined
>>> cos(pi) # намагаємося обчислити cosπ
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Traceback (most recent call last):
File «interactive input> line 1, in <module>

NameError: name ’pi’ is not defined

У наведеному прикладi намагалися обчислити cosπ , пiсля того, як
iз модуля math iмпортували тiльки функцiю. Але ж число π також на-
лежить до модуля, тому звертаючись до π як до сталої модуля math
безпосередньо (cos(pi)) i вказуючи на модуль (cos(math.pi)), одержуємо
повiдомлення про помилку: такi iмена не визначенi (name ’pi’ is not defi-
ned). Ще вiдзначимо, що iмпортуючи тiльки одну функцiю, посилання
на цю функцiю здiйснюємо безпосередньо.

Операцiї порiвняння i логiчнi операцiї.

Оператори. Основнi оператори, якi використовуються у Python для
порiвняння об’єктiв, наведенi у таблицi 1.5. Пiсля виконання оператора
порiвняння Python повертає логiчний (boolean) об’єкт який може мiсти-
ти одне iз двох можливих значень: True або False. Цi вмонтованi постiйнi
ключовi слова, яким не можуть бути присвоєнi iншi значення (зарезер-
вованi слова).

Звернемо увагу на вiдмiннiсть мiж опе-== перевiрка рiвностi
!= не дорiвнює
> бiльше
< менше
>= не менше
<= не бiльше

Табл. 1.5: Оператори по-
рiвняння Python.

ратором ”==” перевiрки рiвностi i операто-
ром ”=” присвоєння. Оператор присвоєння
(assignment) повертає значення. Наприк-
лад, операцiя x=5 присвоює iм’я змiнної x
цiлочисельному об’єкту 5. Вираз x==5 пе-
ревiряє умову рiвностi: якщо x на присвоє-
но значення 5, то повертає False, в против-
ному випадку True, тобто повертає резуль-
тат порiвняння. Крiм того, як вказувалося

вище, обчислення iз плаваючою комою проводяться у Python набли-
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жено, тому треба обережно проводити порiвняння, щоб не одержати
помилковий результат:

>>> x = 0.01
>>> y = 0.1**2
>>> x == y

False

Але, наприклад

>>> u = 0.25
>>> v = 0.5**2
>>> u == v
True

Об’єкти Python (продовження). Стрiчка.

Визначення об’єкта стрiчка У Python об’єкт, який представляє
стрiчку (тип str), це впорядкована незмiнна послiдовнiсть символiв. Для
визначення змiнної, яка мiстить постiйний текст (стрiчковий лiтерал
– string literal), потрiбно помiстити цей текст в одиничнi чи подвiйнi
лапки:

>>> inf="Функцiя приймає додатнi значення"

>>> result=’Одержано додатне значення визначника’

Над стрiчками можна виконувати операцiю об’єднання (конкатена-
цiя – concatenate) за допомогою оператора ”+”, або, що то само, розмi-
щати послiдовно їх у однiй стрiчцi

>>> ’abc’ + ’def’
’abcdef’
>>> ’one ’ ’two’ ’ three’
’one two three’
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У Python немає обмежень на довжину стрiчки, тому стрiчковий лi-
терал можна визначити в одному блоцi тексту, помiщеного у лапки. Але
для зручностi читання краще створювати у програмi стрiчки, довжина
якого знаходиться у межах тексту на екранi монiтора (довжина текс-
ту не перевищує 80 символiв). Для розмiщення текстової стрiчки у двох
бiльше рядках коду використовується символ продовження стрiчки ” \ ”
(backslash), або помiстити стрiчковий лiтерал у круглi дужки:

>>> long_string = ’We hold these truths to be self -evident ,’ \
... ’ that all men are created equal...’

>>> long_string = (’We hold these truths to be self -evident ,’
... ’ that all men are created equal...’)

У цьому прикладi визначена змiнна long_string, яка мiстить один ря-
док тексту (без символiв переходу у новий рядок). Операцiя об’єднання
не вставляє вiдступи, тому при необхiдностi потрiбно їх включати в
текст явно.

Якщо стрiчка мiстить символи, якi повторюються (один або кiль-
ка), то для визначення такої стрiчки можна скористатися оператором
”*” для об’єднання кратних груп символiв:

>>> ’x Y z ’*3
’x Y z x Y z x Y z ’

Внутрiшня функцiя str виконує перетворення типу об’єкта, який пе-
редається як аргумент, у стрiчку разом iз набором правил, притаманним
вихiдному об’єктовi:

>>> str(54)

’54’
>>> str(3.45e4)

’34500.0’
>>> str(3.45e16)

’3.45e+16’



1.1. Синтаксис Python 19

Escape-послiдовностi. Символ лапок, якi використовуються у
машинному кодi для визначення стрiчки (str), можна включати у сам
текст стрiчкового лiтералу i визначається цей символ так:

>>> some_txt=’The name of this file is \ ”working \ ” ’

’The name of this file is ”working” ’

Iншi можливостi керування\´ одинарна лапка
\¨ подвiйна лапка
\n перехiд на новий рядок
\r повернення каретки
\t горизонтальна табуляцiя
\b повернення на одну позицiю

Табл. 1.6: Найчастiше вживанi esc-
послiдовностi.

зображенням стрiчкового лiте-
рала та включення символiв
у стрiчковий лiтерал наведе-
нi у таблицi 1.6. Їх ще нази-
вають escape-послiдовностями (
або esc-послiдовностi) i визнача-
ються за допомогою символа \
(backslash).

>>> numb=’one \ n \ t two \ n \ t \ t three’

>>> print(num)
one

two
three

Iндексування i вирiзання стрiчок. Iндексування (indexing, або
subscripting) стрiчки повертає один символ стрiчки за заданої позицiї.
Як i всi послiдовностi у Python, стрiчки є проiндексованi, тобто, кожно-
му символу поставлена у вiдповiднiсть iндекс, який визначає мiсце цьо-
го символу у загальнiй послiдовностi. У Python, що важливо пам’ятати
на вiдмiну вiд бiльшостi iнших мов програмування, iндексацiя почина-
ється вiд 0. А значить, останнiй символ стрiчки, яка складається iз n
символiв, має присвоєний iндекс n-1. Наприклад:



20 Роздiл 1. Короткий вступ до Python.

>>> lng=’Python’

>>> lng[0]

’P’
>>> lng[4]

’o’

Невiд’ємний iндекс веде вiдлiк вiд початку стрiчки до кiнця.
Вiд’ємний – у протилежному напрямку, вiд кiнця до початку:

>>> lng[-1]

’n’
>>> lng[-6]

>>> ’P’

Вирiзання (slicing) стрiчки s[i:j] повертає пiдстрiчку (фрагмент вихi-
дної стрiчки), яка розташована мiж символами iз двома заданими iнде-
ксами, включаючи першим i символ i закiнчуючи j-1 символом. Тобто,
в результат вирiзання s[i:j] одержуємо фрагмент вихiдної стрiчки s дов-
жиною j-i символiв (у випадку додатних i, j). Якщо не задається перший
iндекс s[:j], то за замовчуванням iндексування починається вiд 0, тоб-
то це рiвнозначно s[0:j]. Аналогiчно, якщо вiдсутнiй другий iндекс s[i:],
то пiдстрiчка вирiзається до кiнця, починаючи iз символа з iндексом i.
Наприклад:

>>> lng[1:4]

’yth’

>>> lng[:3]

’Pyt’

>>> lng[3:]

’hon’
>>> lng[:]

’Python’
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Третiй необов’язковий параметр операцiї вирiзання пiдстрiчки ви-
значає крок вирiзання (stride). Якщо крок вирiзання не заданий, то
за замовчуванням вiд дорiвнює одиницi i тодi операцiя вирiзання фра-
гменту стрiчки повертає символи в указаному дiапазонi. Якщо ж задає-
ться крок вирiзання k, то операцiя повертає кожний k символ. Вiд’ємне
значення k змiнює порядок символiв у пiдстрiчцi на протилежний. На-
приклад:

>>> snt=’Language Python’

>>> snt[2:15:3]

’na tn’
>>> snt[::]

’Language Python’

>>> snt[-1:-12:-2]

’nhy gu’

За допомогою операцiї вирiзання легко одержати зручний спосiб змi-
ни порядку символiв у стрiчцi на протилежний, яке ще називають ре-
версуванням:

>>> snt[::-1]

’nohtyP egaugnaL’

Методи обробки стрiчок. У Python стрiчки є незмiнюваними
об’єктами, тому пiсля присвоєння стрiчку змiнити не можна. Але можна
формувати новi стрiчки iз iснуючих, але тiльки як новi об’єкти:

>>> snt=’Language Python’

>>> a=’Programming ’
>>> a+= snt
>>> a
’Programming Language Python’

Щоб довiдатися кiлькiсть символiв у стрiчцi, використовується
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вмонтований метод len()

>>> a=’Programming ’

>>> len(a)

11

Для стрiчкових об’єктiв у Python iснує багато методiв обробки i пере-
творення. Наведемо найчастiше вживаних iз них. Кожний iз наведених

Табл. 1.7: Деякi методи перетворення стрiчок.

Метод Опис
center(width) повертає нову вiдцентровану стрiчку iз кiлькiстю

символiв width;
endswith(suffix) повертає True, якщо стрiчка закiнчується

пiдстрiчкою suffix;
startswith(prefix) повертає True, якщо стрiчка починається

пiдстрiчкою prefix;
index(substring) повертає найменший iндекс у стрiчцi, який

вiдповiдає фрагменту substring;
lstrip([chars]) повертає копiю стрiчки iз видаленими

початковими символами, заданими
необов’язковим аргументом [chars] . Якщо
аргумент [chars] не заданий, то видаляються всi
початковi пробiли;

rstrip([chars]) повертає копiю стрiчки iз видаленими кiнцевими
символами, заданими необов’язковим аргументом
[chars] . Якщо аргумент [chars] не заданий, то
видаляються всi кiнцевi пробiли;

strip([chars]) повертає копiю стрiчки iз видаленими
початковими i кiнцевими символами, заданими
необов’язковим аргументом [chars] . Якщо
аргумент [chars] не заданий, то видаляються всi
початковi i кiнцевi пробiли;
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Метод Опис
upper() повертає копiю стрiчки, в якiй всi символи

переведенi у верхнiй регiстр;
lower() повертає копiю стрiчки, в якiй всi символи

переведенi у нижнiй регiстр;
title() повертає копiю стрiчки, в якiй всi слова

починаються iз прописних букв (букв верхнього
регiстра), а все iншi символи переведенi у нижнiй
регiстр;

replace(old, new) повертає копiю стрiчки, в якiй кожна пiдстрiчка
old замiнена на пiдстрiчку new ;

split([sep]) повертає список пiдстрiчок, якi роздiленi заданою
стрiчкою sep. Якщо стрiчка sep не задана, то
роздiлювачем є люба кiлькiсть пробiлiв;

join([list]) використовує стрiчку як роздiлювач при списку
list стрiчок;

isalpha() повертає True, якщо всi символи у непустiй
стрiчцi є лiтерами i False, якщо iнакше;

isdigit() повертає True, якщо всi символи у непустiй
стрiчцi є цифрами i False, якщо iнакше.

методiв у таблицi 1.7 повертає нову стрiчку, то методи можна об’єднати
у ланцюг викликiв:

>>> s = ’-+-Python Wrangling for Beginners’

>>> s.lower().replace(’wrangling’, ’programming’).lstrip(’+-’)

’python programming for beginners’

⋆ Приклад 1.1.1. Наведемо приклади перетворення стрiчок за
допомогою методiв iз таблицi 1.7.

>>> a = ’java python c++ fortran ’

>>> a.isalpha()

False
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>>> b = a.title()

>>> b
’Java Python C++ Fortran ’

>>> c = b.replace(’ ’, ’ ! \ n’)
>>> c
’Java! \ nPython! \ nC++! \ nFortran! \ n’

>>> print(c)

Java!
Python!
C++!
Fortran!
>>> c.index(’Python’)

6
>>> c[6:].startswith(’Py’)

True
>>> c[6:12].isalpha()

True

Функцiя print Розглянемо тепер важливу функцiю, за допомо-
гою якою можна контролювати хiд виконання програми та вiзуально
отримати результат. Python дозволяє у ручному форматi одержати ре-
зультат виконання програми. Для цього служить внутрiшня функцiя
Python print. У Python функцiя print є внутрiшньою функцiєю (так само
як, наприклад, len i round). Обов’язковим параметром є список об’єктiв
для виводу i два необов’язковi параметри end i set. Цi необов’язковi
параметри визначають якi символи використовуються для завершення
кiнця рядка i якi символи використовуються для роздiлення об’єктiв.

⋆ Приклад 1.1.2.

>>> ans = 6
>>> print(’Solve:’, 2, ’x =’, ans, ’for x’)
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Solve: 2 x = 6 for x
>>> print(’Solve: ’, 2, ’x = ’, ans, ’ for x’, sep=”, end=’! \ n’)

Solve: 2x = 6 for x!
>>> print(’Answer: x =’, ans/2)

Answer: x = 3.0

⋆ Приклад 1.1.3. Функцiю print можна використати для створе-
ння простих текстових таблиць:

>>> heading = ’| Index of Dutch Tulip Prices |’

>>> line = ’+’ + ’-’*16 + ’-’*13 + ’+’
>>> print(line , heading , line ,
... ’| Nov 23 1636 | 100 |’,
... ’| Nov 25 1636 | 673 |’,
... ’| Feb 1 1637 | 1366 |’, line , sep=’ \ n’)
...
+—————————————-+
|Index of Dutch Tulip Prices|
+—————————————-+
| Nov 23 1636 | 100 |
| Nov 25 1636 | 673 |
| Feb 1 1637 | 1366 |
+—————————————-+

Форматування стрiчок. Користуючись методом format у простiй
формi можна вставляти об’єкти у стрiчку:

>>> ’{} додати {} дорiвнює {}’.format(2, 3, ’п \ ’ять’)

”2 додати 3 дорiвнює п’ять”

Тут метод format викликається iз стрiчкового лiтерала iз аргумен-
тами 2, 3, ’five’, якi вставляються у заданому порядку на мiсця замiни
полiв, якi позначенi парою фiгурних дужок {}.
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Для зручностi опрацювання довгих стрiчок, а також при кратно-
го вставляння значення, поля замiни можуть бути пронумерованi або
поiменованi.

⋆ Приклад 1.1.4. Нумерованi поля iндексуються, починаючи вiд
0, i можуть бути розмiщенi у стрiчцi у довiльному порядку.

>>> ’{} додати {} дорiвнює {}’.format(2, 3, ’п \ ’ять’)

”2 додати 3 дорiвнює п’ять”

>>> ’{num1} додати {num2} дорiвнює {answer}’ \
. . . .format(num1=2, num2=3, answer=’п \ ’ять’)

”2 додати 3 дорiвнює п’ять”

>>> ’{0} додати {0} дорiвнює {1}’.format(5.1, 5.1+5.1)

’5.1 додати 5.1 дорiвнює 10.2’

Об’єкти Python (продовження). Список.

Iнiцiалiзацiя i iндексування спискiв. Python має у своєму роз-
порядженнi структури даних для зберiгання упорядкованого списку
об’єктiв. Такi базовi структури можуть зберiгати данi рiзних типiв, на
вiдмiну деяких мов програмування. Наприклад, у програмному сере-
довищi C чи Fortran, структура даних може мiстити данi тiльки одно-
го типу. Прийнято називати структуру даних про яку мова, масивом
(array).

У Python список (list) – це упорядкований змiнюваний (mutable)
масив об’єктiв. Список утворюємо iз заданих об’єктiв, якi записуємо у
квадратних дужках [ ] i роздiляємо комою. Наприклад:

>>> list1=[1, 2.72, ’Three’, 0]

>>> list1
[1, 2.72, ’Three’, 0]

>>> x = 5
>>> list2=[3, -4, x, list1, 3.24]
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>>> list2
[3, -4, 5, [1, 2.72, ’Three’, 0], 3.24]

Iз наведених прикладiв слiдує, що списки у Python можуть мiстити
посилання на об’єкти довiльного типу, наприклад, на числову змiнну x,
непустий список list1.

Викликати елементи списку можна за iндексом, який, як вказувало-
ся ранiше, у Python починається iз 0. Причому, якщо список має кiль-
ка рiвнiв, то при звертаннi до внутрiшньо рiвня потрiбно викликати
спочатку зовнiшнiй рiвень. Пояснимо це на прикладi визначених ви-
ще спискiв list1 i list2. Список list1 є дворiвневий: об’єкти цього списку
утворюють перший рiвень. Лiтерали стрiчки ’Three’ становлять другий,
внутрiшнiй рiвень. А тому, щоб викликати лiтерал стрiчки iз другого
рiвня, потрiбно спочатку викликати саму стрiчку, як об’єкт першого
рiвня list1[2], а пiсля цього лiтерали другого рiвня, наприклад, list1[2][0].
Пiсля чого одержимо ’T’:

>>> list1[2]

’Three’
>>> list1[2][0]

’T’

Для перевiрки наявностi об’єкта у даному списку, використовується
оператор in:

>>> -4 in list2
True
>>> 1 in list2
False
>>> 1 in list2[3]

True

Властивiсть змiнностi списку На вiдмiну вiд стрiчки, списки
у Python є змiнними (mutable) об’єктами. Це означає, що елементам
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заданого списку можна присвоювати новi елементи.

>>> list1
[1, 2.72, ’Three’, 0]

>>> list1[1]=3.14

>>> list1
[1, 3.14, ’Three’, 0]

>>> list2
[3, -4, 5, [1, 3.14, ’Three’, 0], 3.24]

Звернемо увагу, що змiнивши елемент списку list1 iз iндексом 1 iз
2.72 на 3.14, змiнився елемент у списку list2, у якому список list1 входить
елементом. Про це слiд пам’ятати, коли виконується переприсвоєння
списку.

>>> lst1=[1, 2, 3, 4]

>>> lst2=lst1
>>> lst2[3]=’Four’

>>> slt1
[1, 2, 3, ’Four’]

Змiна елемента у списку lst2 викликала змiну елемента у первинному
списку lst1. Це вiдбулося тому, що змiннi lst1 i lst2 посилаються на один
i той же список, який зберiгається у однiй локацiї пом’ятi.

Iз спискiв можна вирiзати (slice) групу елементiв аналогiчно як у
випадку стрiчок:

>>> l1=[0., 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5]

>>> l1[2:5]

[0.2, 0.3, 0.4]

>>> l1[::-1] #повертає реверсну копiю списку

[0.5, 0.4, 0.3, 0.2, 0.1, 0.0]



1.1. Синтаксис Python 29

>>> l1[1::2] #повертає елементи списку iз заданим кроком 2

[0.1, 0.3, 0.5]

Операцiя вирiзання копiює елементи у новий список, незалежний
вiд вихiдного:

>>> l2=l1[::1] #повна копiя списку l1

>>> l2
[0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5] #копiя списку l1

>>> l2[3]=333 #переприсвоєння елемента списку l2

>>> l2
[0.0, 0.1, 0.2, 222, 0.4, 0.5] #змiнилося значення елемента списку l2

>>> l1
[0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5] #список l1залишився незмiнним

Методи списку Як i для стрiчок, для спискiв i Python iснує ба-
гато корисних методiв, деякi iз них наведенi у таблицi 1.8. Нагадаємо,
що об’єкти типу list є змiнними, вони можуть збiльшувати чи зменшу-
вати свiй розмiр без необхiдностi копiювати вмiсту у новий об’єкт, так
це було у випадку стрiчок.

Табл. 1.8: Деякi часто вживанi методи спискiв у Python.

Метод Опис
append(element) додає element на кiнець списку
extend(list2) доповнює список елементами списку list2
index(element) повертає найменший iндекс списку, що

мiстить element
insert(index, element) вставляє у список element за iндексом index
pop() видаляє i повертає останнiй елемент списку
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Метод Опис
reverse() змiнює порядок елементiв списку на протилежний

(реверсує список)
remove(element) видаляє перший за порядком element списку
sort() сортує список
copy() створює копiю списку
count(element) повертає кiлькiсть елементiв, рiвних element, у

списку

⋆ Приклад 1.1.5. Покажемо на прикладах використання мето-
дiв на списках з метою перетворення спискiв.

>>> lst_1=[1, 2, 3]

>>> lst_1.append(4)

>>> lst_1

[1, 2, 3, 4]

>>> lst_1.extend([5, 6, 7])

>>> lst_1

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

>>> lst_1.insert(3,3.5) #вставляння 3.5 за iндексом 3

>>> lst_1

[1, 2, 3, 3.5, 4, 5, 6, 7]

>>> lst_1.remove(3)

>>> lst_1

[1, 2, 3.5, 4, 5, 6, 7]

>>> lst_1.index(4)

3 #повертає iндекс 3 елемента 4 списку
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Об’єкти Python (продовження).Кортежi. Кортеж tuple можна
трактувати як незмiнюваний список. Утворюється кортеж шляхом роз-
ташування елементiв у круглих дужках. Кортежi можна iндексувати i
вирiзати iз них елементи так само як i у списках, але оскiльки кортежi
є незмiнюваними, то не можна додавати, видiляти елементи, розширю-
вати кортежi. Але, якщо елементом кортежа є список, то елемента спи-
ску можна переприсвоювати новi значення. Продемонструємо сказане
на прикладах.

>>> tp_1=(1, ’two’, 3.)

>>> tp_1[2]

3
>>> tp_2=(1, [’x’, ’y’, ’z’], 2)

>>> tp_2[1][1]=’U’

>>> tp_2

(1, [’x’, ’U’, ’z’], 2)

Пустий кортеж утворюється за допомогою пари пустих круглих ду-
жок, emt=(). Але створення кортежа, який мiстить тiльки один елемент
недостатньо помiстити цей елемент у круглi дужки, бо у цьому випадку
програма потрактує таку конструкцiю як, наприклад, змiну прiорiтету
виконання дiй. Тому при створеннi одноелементного кортежа потрiбно
пiсля елемента у круглих дужках вписати кому, sngt=(’elem’,).

Зупинимося на питаннi використання кортежiв. При простому ство-
реннi кортежа у Python допустимим є присвоєння послiдовностi елемен-
тiв, роздiлених комами, без круглих дужок (синтаксис кортежа):

>>> tpl_1=1, 2, 3

>>> tpl_1

(1, 2, 3)

Таке використання утворення називають упакування кортежа (tuple
packing). Протилежна дiя – розпакування кортежа (tuple unpacking) –
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це спосiб присвоєння значень декiльком змiнним у одному рядку:

>>> x, y, z=tpl_1
>>> z
3

Причому, кiлькiсть присвоєнь повинна бути така сама як кiлькiсть
елементiв кортежа. Наприклад, якщо треба виконати присвоєння дру-
гого i третього елементiв кортежа tpl_1 змiнним y i z, то можна скори-
статися викликаним фрагментом кортежа, що мiстить цi елементи:

>>> u, v = tpl_1[1:3]
>>> u
2
>>> v
3

При виконаннi операцiї присвоєння вираз справа вiд оператора ”=”
обчислюється першочергово. Це забезпечує зручний спосiб обмiну зна-
ченнями мiж двома змiнним, використовуючи кортежi:

>>> u, v = tpl_1[1:3]
>>> u
2
>>> v
3
>>> u, v = v, u
>>> u
3
>>> v
4

Цикли for Досить часто при написаннi машинного коду програми ви-
никає потреба у переборi елементiв (по одному) iтерованого об’єкта та
виконання визначених дiй iз кожним окремим елементом по черзi. У
Python такий алгоритм здiйснюється за допомогою зручного i приро-
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дного способу у такий спосiб:

>>> for item in iterable_object:

При використаннi цього способу кожний об’єкт почергово передає-
ться на виконання до наступного блоку коду.

>>> auto_list=[’Renault’, ’Toyota’, ’BMW’, ’Mercedes’, ’Ford’]

>>> for auto in auto_list:
. . . print(auto)
. . .
Renault
Toyota
BMW
Mercedes
Ford

Кожний елемент iз списку auto_list почергово викликається i при-
своюється змiннiй циклу auto для дальшої передачi у блок iнструкцiй,
який слiдує пiсля двокрапки ”:” i згiдно синтаксисом кожна iнструкцiя
у цьому блоцi колу обов’язково повинна бути змiщена вправо на одна-
кову кiлькiсть вiдступiв (як вказувалося ранiше за замовчуванням i за
рекомендацiєю на 4 вiдступи). Цикли можуть бути вкладеними. Тодi
блок коду внутрiшнього циклу потрiбно зробити вiдступ стосовно зов-
нiшнього коду циклу на 4 пробiли, тобто, стосовно самого циклу на 8
вiдступiв:

>>> for auto in auto_list:
. . . for letter in auto:
. . . print(letter, end=’_’)
. . . print()
. . .
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R_e_n_a_u_l_t_
T_o_y_o_t_a_
B_M_W_
M_e_r_c_e_d_e_s_
F_o_r_d_

Тип range Python має у своєму розпорядженнi ефективний метод
посилання на послiдовнiсть числових значень, якi утворюють арифме-
тичну прогресiю: an = a0 + nd , n = 0, 1, 2
ldots. У самому простому випадку по сутi потрiбний цiлочисельний лi-
чильник iз кроком 1 i починається iз 0 (нагадаємо, що iндексацiя у
Python починається вiд 0). Зрозумiло, що можна у Python сконстру-
ювати процедуру створення такого списку. Але для бiльшостi випад-
кiв потрiбний великий список, що проводить до великих затрат ко-
мiрок пам’ятi для збереження кожного цiлочисельного значення. У
Python для створення арифметичних прогресiй з метою проходження
iтеративних крокiв служить тип range. Об’єкт типу range можна створи-
ти за допомогою вiд одного до трьох аргументiв, якi визначають поча-
ткове значення, кiнцеве значення та крок (який може бути вiд’ємний),
у форматi:

>>> range([a0=0 ],n,[strade=1 ])

Вищенаведений формат конструктора range означає, що у випадку
вiдсутностi аргумента a0 , який задає початкове значення, за замовчу-
ванням приймається 0. Крок strade=1 також не є обов’язковим i при
його вiдсутностi крок за замовчуванням приймається рiвний 1. Наведе-
мо кiлька прикладiв:

>>> a = range(6) #0, 1, 2, 3, 4, 5

>>> b = range(1, 5) #1, 2, 3, 4

>>> c = range(0, 7, 3) #0, 3, 6

>>> d = range(8, 1, -2) #8, 6, 4, 2

У Python об’єкт, який створюється за допомогою iнструкцiї range, не
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є списком, але є iтерованим об’єктом, за допомогою якого можна ство-
рювати цiлi числа за запитом: об’єкти типу range можна iндексувати,
перетворювати у списки i кортежi i за їхньою допомогою виконувати
iтерацiйнi процедури:

>>> list(b)

[1, 2, 3, 4]

>>> b[1:3]

range(2, 4)

>>> list(b[1:3])

[2, 3]

>>> for k in d:
. . . print(d)
. . .
8
6
4
2

Метод enumerate. Оскiльки об’єкт типу range використовується,
зокрема, для генерування цiлочисельної послiдовностi, то виникає спо-
куса використати цю послiдовнiсть для створення iндексiв списку спи-
скiв i кортежiв при iтерацiї у циклi for, тобто:

>>> auto_list=(’Renault’, ’Toyota’, ’BMW’, ’Mercedes’, ’Ford’)

>>> for i in range(len(auto_list)):
. . . print(”{ }: { }”.format(i, auto_list[i]))
. . .
0: Renault
1: Toyota
2: BMW
3: Mercedes
4: Ford
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Ця процедура працює, але має певнi недолiки: створюється послi-
довнiсть за допомогою range та використовується внутрiшня функцiя
len. В той же час, що вся необхiдна iнформацiя мiститься у первинно-
му основному списку (у нашому прикладi це auto_list). З цiєю метою у
Python є метод enumerate, вхiдним аргументом для якого є iтерований
об’єкт i створює для кожного елемента кортеж (count, item), який мiс-
тить лiчильник iндекса i самого елемента. Тепер за допомогою методу
enumerate попереднє завдання можна оформити бiльш вишуканiше:

>>> for i, aut in enumerate(auto_list, 1):
. . . print(”%d: %s”%(i, aut))
. . .
1: Renault
2: Toyota
3: BMW
4: Mercedes
5: Ford

Звернемо увагу, що у останнiй процедурi вжили iншого формату
друку стрiчки iз вставленими змiнними значеннями i застосовано при-
родну iндексацiю списку (яка починається вiд 1). Для цього у методi
enumerate використали другий параметр, який вказує на початок вiдлi-
ку (за його вiдсутностi значення за замовчуванням рiвний 0).

Функцiя zip. Якщо маємо на метi здiйснити iтерацiйний прохiд за
двома списками, то для цього у Python передбачена вмонтована функ-
цiя zip, яка створює об’єкт-iтератор, у якому кожний елемент представ-
ляє кортеж пар вiдповiдних елементiв двох спискiв:

>>> x = [1, 2, 3, 4]

>>> y = [’A’, ’B’, ’C’, ’D’]

>>> zip(x, y)

<zip object at 0x00000171AC578F80>

>>> list(zip(x, y)) #перетворення у список
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[(1, ’A’), (2, ’B’), (3, ’C’), (4, ’D’)]

>>> for par in zip(x, y):
. . . print(par)
. . .
(1, ’A’)
(2, ’B’)
(3, ’C’)
(4, ’D’)

За допомогою функцiї zip можна роздiляти послiдовностi пар кор-
тежiв на окремi списки. Покажемо це на прикладi. Спочатку утворимо
список кортежiв, яка мiстять пари iндекс та елементи списку auto_list
за допомогою перетворення методу enumerate у список, а пiсля роздiли-
мо на два списки: список iндексiв i список auto_list:

>>> auto_list=(’Renault’, ’Toyota’, ’BMW’, ’Mercedes’, ’Ford’)

>>> aut_lst=list(enumerate(auto_list))

>>> aut_lst

[(0, ’Renault’), (1, ’Toyota’), (2, ’BMW’), (3, ’Mercedes’), (4, ’Ford’)]

>>> A, B = zip(*aut_lst) #роз’єднали на два кортежi

>>> A #кортеж iндексiв (першi елементи пар списку aut_lst)

(0, 1, 2, 3, 4)

>>> B #кортеж назв авто (другi елементи пар списку aut_lst)

(’Renault’, ’Toyota’, ’BMW’, ’Mercedes’, ’Ford’)

Керування потоком виконання. Тiльки нечисленнi комп’ютернi
програми виконуються виключно лiнiйно, тобто iнструкцiї виконуються
почергового у тому порядку, в якому вона=и записанi у вихiдному ко-
дi. Але дуже часто при виконаннi програми потрiбно вибрати об’єкти
даних i блоки коду в залежностi вiд умов, опираючись на оперативнi
перевiрки. Тому всi мови програмування застосовують рiзнi варiанти
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конструкцiї if-then-(else). У цьому параграфi коротко пишемо синтаксис
Python-версiю даної конструкцiї, а також розглянемо ще один тип ци-
клу – while.

Конструкцiя if...elif...else. Конструкцiя if...elif...else дозволяє ви-
конувати iнструкцiї у залежностi вiд виконання заданих умов, тобто у
залежностi вiд результату однiєї або декiлькох перевiрок логiчних ви-
разiв, якi при обчисленнi повертають логiчнi значення True або False:

if <логiчний вираз 1>:
<блок iнструкцiй 1>

elif <логiчний вираз 2>:
<блок iнструкцiй 2>

. . .
else:

<блок iнструкцiй>

Ця конструкцiя працює так: якщо при обчисленнi <логiчного вира-
зу 1> повертається результат True, то виконується <блок iнструкцiй
1>, iнакше, якщо при обчисленнi <логiчного виразу 2> повертається
результат True, то виконується <блок iнструкцiй 2> i т.д.. Якщо жо-
дне iз обчислених <логiчних виразiв> не повертає результату True, то
виконується <блок iнструкцiй>, який слiдує за ключовим словом else:.

⋆ Приклад 1.1.6. Продемонструємо на прикладi застосування
умовного оператора if. Утворити два списки, парних i непарних чисел
iз чисел вiд 0 до 11:

>>> odd_number=[ ] #пустий список для непарних чисел

>>> even_number=[ ] #пустий список для парних чисел

>>> for num in range(0, 12):
. . . if num % 2==0: #число парне
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. . . even_number.append(num) #до списку парних чисел

. . . else: #якщо не є парним (є непарним)

. . . odd_number.append(num) #до списку непарних чисел

. . .
>>> print(”Odd number list: { }; \ nEven number list: { }. \

.format(odd_number, even_number))

Even list: [0, 2, 4, 6, 8, 10];
Odd list: [1, 3, 5, 7, 9, 11].

Цикл while. У циклi for встановлюється фiксована конкретна кiль-
кiсть iтерацiй, тодi як в iнструкцiї у блоцi циклу while виконуються до
тих, поки виконується деяка задана умова:

>>> str1 = ”The world!”
>>> it = 0
>>> while it<len(l1):
. . . print(str1[it], end=’/’)
. . . it+=1
. . .
T/h/e/ /w/o/r/d/

У наведеному вище прикладi впроваджуємо стрiчку l1 (довiльної
наперед невiдомої довжини). Визначаємо початкове значення змiнної
iтерування it = 0, за допомогою якої будемо контролювати кiлькiсть
виконуваних дiй (iнструкцiя print). Завдання полягає у тому, щоб сим-
воли довiльного тексту (довiльно наперед невiдомої довжини) роздiли-
ти символом ”/” (slash). Почергово викликаємо символи стрiчки str1[it],
роздiляємо символом ”/”, друкуємо, i на кiнець, у процедурi циклу збiль-
шуємо на 1 змiнну iтерування (it+=1). Пiсля виконаного циклу роби-
мо перевiрку, чи значення змiнної iтерування it не перевищує довжини
кiлькостi символiв у заданiй стрiчцi. Якщо умова не виконується – цикл
закiнчується. У результатi одержуємо надруковану перетворену згiдно
завдання стрiчку.
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Додатковi засоби керування потоком виконання: break, continue,
pass, else. Python має у своєму розпорядженнi три додатковi команди
для керування потоком виконання програми.

Команда break. Команда break, яка мiститься у тiлi циклу, негай-
но завершує виконання цього циклу i передає керування iнструкцiям,
якi слiдують за циклом. Наведемо приклад, записаний у виглядi про-
цедури у редакторi GUI (Graphic User Interface).

⋆ Приклад 1.1.7.

x = 0
while True:

x += 1
if not (x % 10 or x % 16):

break
print(x, ’is divisible by both 10 and 16.’)

У цьому прикладi умова циклу while завжди дорiвнює значенню
True, тому вихiд iз циклу здiйснюється за допомогою команди перери-
вання циклу break. А виконання break вiдбудеться тодi, коли значення
умови if буде True, тобто, значення умови (x % 10 or x % 16) буде рiвне
0, що у булевих змiнних означає False, а заперечення not поверне власне
True. Тодi керування процедурою перейде до виконання тiла умовного
оператора if, тобто виконання команди break, яка безумовно завершить
цикл while. Згiдно iз машинним кодом, програма надрукує таке перше
найменше значення x, яке без залишку дiлиться на 10 i 16:

80 is divisible by both 10 and 16

Звернемо увагу, що у вище наведенiй процедурi замiсть булевої змi-
нної True можна записати 1, i у цьому випадку Python зiнтерпретує це
як True. У неявному виглядi така замiна використана в умовi if, оскiль-
ки число x дiлиться на 10 i 16, коли залишок рiвний 0. Значення 0 в
умовi Python iнтерпретує як значення булевої змiнної False.

⋆ Приклад 1.1.8. Аналогiчний наступний приклад: задано спи-
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сок чисел, серед яких є вiд’ємнi. Потрiбно визначити iндекс першого
вiд’ємного числа у списку. Для цього згенеруємо список псевдовипад-
кових чисел, використавши при цьому наступний формат (код програми
запишемо не у команднiй стрiчцi, а у редакторi у виглядi процедури):

from random import randint
lst=[randint(-3, 8) for i in range(9)]
print(’L=’.format(lst))

L=[1, 7, 2, 1, 5, 6, 8, -3, -2] #згенерований список

Функцiя randint(a, b) iз модуля random повертає псевдовипадкове чи-
сло iз промiжка [a, b] . Записана процедура lst повертає список псевдо-
випадкових чисел (звернiть увагу на формат процедури) i за кожною
компiляцiєю та на рiзних комп’ютерах одержимо рiзнi списки. Тут вико-
ристано формування списку, щоб спростити впровадження такого спи-
ску. Можна замiнити впровадженням безпосередньо.

for k, nmb in enumerate(lst):
if nmb<0:

break
print(’First negative number { } in list L occurs index { }.’.format(nmb, k))

First negative number -3 in list L occurs index 7.

Команда continue. Команда continue працює аналогiчно коман-
дi break, але iз точнiстю до навпаки. Якщо break негайно i безумовно
виконує вихiд iз блоку циклу, то continue негайно i безумовно керує
програмою на початок цього циклу без завершення блоку iтерацiй для
поточної iтерацiї.

⋆ Приклад 1.1.9. Iз заданого списку чисел видiлити парнi. Зге-
неруємо список цiлих чисел iз промiжка [−10, 10] i запишемо процедуру
у такому виглядi:
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from random import randint

nmblst = [randint(-10, 10) for k in range(7)]
print(’L1={ }.’.format(nmblst))

evnlst=[ ]
for nmb in nmblst:

if (nmb % 2):

continue
evnlst.append(nmb)

print(’The even numbers list L={ }.’.format(evnlst))

L1=[-5, 7, -9, 4, 3, -6, -5].
The even numbers list L=[4, -6].

Команда pass. Команда pass не виконує жодної дiї. Вона кори-
сна як ”корок” у машинному кодi, який поки що ненаписаний, але у
цьому мiсцi синтаксис вимагає команду Python, узгоджену iз вiдповiд-
ними вiдступами (тобто тiло пiдпрограми, яка займає нижчий рiвень
iєрархiї).

>>> for k in range(13):
. . . if k == 5:
. . . pass #тут буде вписаний код, що вiдповiдає i=5
. . . if not (k % 4):
. . . print(k, ’is divisible by 4;’)
. . .

0 is divisible by 4;
4 is divisible by 4;
8 is divisible by 4;
12 is divisible by 4;

Команда else. За тiлом циклу for чи while може слiдувати блок iн-
струкцiй else, який буде виконуватися тiльки у тому випадку, якщо цикл
завершиться бер втручання команди break. Для циклу for це означає,
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що iнструкцiї блоку else будуть виконуватися тiльки тодi, коли викона-
ються до кiнця всi iтерацiї for. Для циклу while – коли умова циклу while
прийме значення False. Повернемося до прикладу знаходження iндекса
першого вiд’ємного числа у списку. Розглянемо ситуацiю, коли список
не мiстить вiд’ємних чисел. Отримаємо досить дивний результат:

from random import randint
lst=[randint(1, 10) for i in range(9)]
print(’L=’.format(lst))

L=[6, 1, 4, 3, 6, 1, 7, 6, 3] #згенерований список

for k, nmb in enumerate(lst):
if nmb<0:

break
print(’First negative number { } in list L occurs index { }.’.format(nmb, k))

First negative number 3 in list L occurs index 8.

Переконуємося, що повертається iндекс останнього числа, але яке не
є вiд’ємним. Щоб виправити цю помилку (власне помилки немає, якщо
вважати що перевiряється список у якому точно є вiд’ємне число. Але
список може бути довiльний, без вiд’ємних чисел, i це потрiбно враху-
вати), потрiбно дослiдити як завершився цикл for. Якщо у результатi
виконання циклу були перевiренi всi елементи списку, то команда break
не виконувалась, тодi модифiкуємо програму так:

from random import randint
lst=[randint(3,10) for i in range(9)]
print(’L={ }’.format(lst))
for k, nmb in enumerate(lst):

if nmb < 0:
print(’First negative number in list L occurs index .’.format(nmb, k))
break

else:
print(’No negative numbers in the list.’)
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L=[8, 8, 6, 4, 10, 10, 4, 4, 9]
No negative numbers in the list.

Пропонуємо читачевi самостiйно переконатися, що остання програ-
ма повертає правильний результат у випадку, коли список мiстить що-
найменше одне вiд’ємне число.

Функцiї користувача у Python. У Python функцiя (function) – це
набiр iнструкцiй, згрупованих в єдиний блок, якому присвоєний iденти-
фiкатор (iм’я), завдяки чому можна багатократно звертатися до функ-
цiї i виконувати приписанi їй перетворення i операцiї. Використання
функцiй при програмуваннi дає двi переваги. По-перше, функцiї дають
змогу використовувати багатократно фрагмент коду не копiюючи його
у рiзнi частини програми, де вiн використовується. По-друге, функцiї
дозволяють роздiляти складнi задачi на окремi процедури, кожна iз
яких реалiзується за допомогою власної функцiї. Здебiльшого набагато
простiше окремо написати код для кожної процедури, анiж кодувати у
цiлому програму.

Визначення та виклик функцiї. Синтаксис визначення функцiї
у Python такий:

def function_name(arg1,arg2,...):
result = function_body
return result

Тобто, функцiя визначається за допомогою ключового слова def,
присвоюється iм’я функцiї i при необхiдностi задається список аргумен-
тiв (може бути випадок вiдсутностi аргументiв), якi функцiя приймає
при зверненнi. Iнструкцiя у тiлi функцiї записується у блоцi iз змiщен-
ням вправо стосовно ключового слова def. Якщо при виконання цього
блоку зустрiчається команда return, то повертається обчислене значе-
ння. Наприклад, визначимо функцiю двох аргументiв, яка повертає їхнє
середнє значення:
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>>> def aver_arith(a,b):
. . . rs = (a + b)/2
. . . return rs
. . .

Тепер використаємо цю функцiю для обчислення середнього значе-
ння двох чисел:

>>> aver_arith(3,6.4)
4.7

Якщо є потреба повернути два i бiльше значення функцiї, то вiдпо-
вiдно цi обчисленi значення у блоцi function_body помiщаємо у рядку
return у виглядi кортежу. Як приклад розглянемо визначення функцiї,
яка повертає середнє арифметичне i середнє геометричне значення двох
чисел. Причому, маючи вже визначену функцiю обчислення середнього
арифметичного, використаємо її при визначеннi такої функцiї:

>>> import math

>>> def aver2_ar_gm(x, y):
. . . ar = aver_arith(x, y)
. . . gm = math.sqrt(x*y)
. . . return ar, gm
. . .
>>> aver2_ar_gm(3, 4)
(3.5, 5.0)

Визначення функцiй можуть бути розташованi у довiльному мiсцi
програми, але не можна викликати функцiю до її визначення. Також
функцiї можуть бути вкладеними, але слiд пам’ятати, що функцiя, ви-
значена внутрi iншої, є недоступною за межами зовнiшньої функцiї.
Тобто, перевизначимо функцiю, яка повертає середнє арифметичне та
середнє геометричне значення двох чисел так, що внутрiшнiми блоками,
якi обчислюють цi два значення, є внутрiшнi функцiї:
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>>> def avr2ar_2gm(a, b):
. . . def avr2ar(a ,b):
. . . return (a + b)/2
. . . def avr2gm(a ,b):
. . . return math.sqrt(a**2 + b**2)
. . . return avr2ar(a ,b), def avr2gm(a ,b)
. . .
>>> avr2ar_2gm(4, 3)
(3.5, 5.0)

Але якщо спробуємо скористатися тепер функцiєю avr2gm, яку ви-
значили внутрi функцiї avr2ar_2gm, то програма поверне iнформацiю
про помилку:

>>> avr2gm(4, 3)
Traceback (most recent call last):

File «interactive input> line 1, in <module>
NameError: name ’avr2gm’ is not defined

Стрiчка документацiї docstring. Функцiя docstring – це стрiчко-
вий лiтерал, який надає першу iнструкцiю у визначеннi функцiї. Якщо
функцiя є простою, цей лiтерал записується як текст у потрiйних ла-
пках у однiй стрiчцi. У випадку складної функцiї ця iнформацiя мiсти-
ться у початковiй однорядковiй анотацiї i подальшим бiльш детальним
описом iнформацiї щодо даної функцiї. Наприклад, визначимо функ-
цiю, яка за коефiцiєнтами квадратного тричлена повертає його коренi
(випадок додатного дискримiнанта), i другим рядком у визначеннi по-
мiстимо iнформацiю про функцiю:

import math
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def roots(a, b, c):
” ” ”Return the roots of ax**2 + bx + c.” ” ”
d = b**2 - 4*a*c
r1 = (-b + math.sqrt(d)) / (2*a)
r2 = (-b - math.sqrt(d)) / (2*a)
return r1, r2

Обчислимо коренi квадратного рiвняння 2x2 − 5x + 2 = 0 , вписав-
ши у командний рядок побудовану функцiю iз аргументами, пiсля чого
одержимо:

>>> roots(2, -5, 2 )
(2.0, 0.5)

Рядок документування тепер є спецiальним атрибутом __doc__
функцiї:

>>> roots.__doc__
’Return the roots of ax**2 + bx + c.’

Тобто, рядок документацiї docstring повинен мiстити детальну iн-
формацiю про те, як користатися даною функцiєю, якi аргументи їй
передаються та якi значення вона повертає.

Рекурсивна функцiя. Функцiя, яка може викликати сама себе,
називається рекурсивною функцiєю (recursive function) . Рекурсiя не зав-
жди потрiбна, проте у деяких випадках дає змогу будувати витонченi
алгоритми. Наприклад, один iз способiв обчислення факторiала цiлого
числа n ⩾ 1 є визначення такої рекурсивної функцiї, тобто функцiї, у
визначеннi якої вона звертається сама до себе:

def fctrl(n):
if n == 1:

return 1
return n*fctrl(n-1)
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>>> fctrl(6)
720

Тут

при звертаннi до функцiї fctrl(n) виконується виклик n разiв пiсля ви-
клику функцiї fctrl(n-1), при якому виконується звертання n-1 разiв пiс-
ля виклику fctrl(n-2), i т.д. до того моменту, поки fctrl(1) не поверне
1 за замовчуванням. При реалiзацiї подiбних рекурсивних алгоритмiв
потрiбно особливо увагу звернути на забезпеченнi умови зупинки при
виконаннi деякої конкретної умови.

Об’єкти Python: словники i множини. У Python словник (dicti-
onary) – це три ”асоцiйованого масиву”. Словник може мiстити довiльнi
об’єкти як значення (value), але на вiдмiну вiд стрiчок i кортежiв, у
яких елементи iндексуються цiлими числами, починаючи вiд нуля, ко-
жний елемент словника iндексується унiкальним ключем (key), яким
може бути довiльним незмiнюваним об’єктом. Отож, словник представ-
ляє собою набiр пар ключ-значення (key-value). Словники є незмiнюва-
ними об’єктами.

Визначення та iндексування словника. Синтаксис словника
такий:

{key_1: value_1, key_2: value_2, ...,key_n: value_n}

Наприклад:

>>> height = {’Burj Khalifa’: 828., ’One World Trade Center’: 541.3, \
’Mercury City Tower’: -1., ’Q1’: 323., \
’Carlton Centre’: 223., ’Gran Torre Santiago’: 300., \
’Mercury City Tower’: 339.}

>>> print(height)



1.1. Синтаксис Python 49

{’Burj Khalifa’: 828.0,
’One World Trade Center’: 541.3,
’Mercury City Tower’: 339.0,
’Q1’: 323.0,
’Carlton Centre’: 223.0,
’Gran Torre Santiago’: 300.0}

Команда print(height) повертає словник у тому ж форматi, тобто у
фiгурних дужках. Якщо один i той самий ключ приписаний до рiзних
значень (ключ ’Mercury City Tower’ у наведеному вище прикладi), то
зберiгається тiльки останнє значення, важливо пам’ятати, що ключi у
словнику не повиннi повторюватися.

Окреме значення можна викликати за його ключем, який грає роль
iндекса, або за лiтеральним значенням (’Q1’), або за допомогою змiнної,
значення якої дорiвнює ключу:

>>> height[’One World Trade Center’]
541.3
>>> building = ’Carlton Centre’

>>> height[building]
223.0

Значення у словнику можна присвоювати за iндексом:

>>> height[’Empire State Building’] = 381.

>>> height[’The Shard’] = 306.

Iнший спосiб визначення словника – за допомогою конструктора di-
ct, або, iншими словами, змiна типу об’єкта Python списку чи кортежу
пар кортежiв (key, value) на словник. Якщо ключами служать простi
стрiчки (якi можуть бути використанi як iмена змiнних), то пари мож-
на також визначати як iменованi аргументи для конструктора dict:

>>> ordinal = dict(((1, ’First’), (2, ’Second’), (3, ’Third’)))

>>> ordinal
{1: ’First’, 2: ’Second’, 3: ’Third’}
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>>> mass = dict(Mercury=3.301e23, Venus=4.867e24, Earth=5.972e24)
>>> mass
{’Earth’: 5.972e+24, ’Mercury’: 3.301e+23, ’Venus’: 4.867e+24}

>>> ordinal[2] #тут 2 є ключем, не iндексом
’Second’
>>> mass[’Earth’]
5.972e+24

Iтерацiя у циклi for повертає ключi словника у порядку їх розташу-
вання:

>>> for ky in ordinal:
. . . print(ky,’: ’, ordinal[ky],’;’)
. . .
1: First;
2: Second;
3: Third;

Методи словника.

Метод get. Зауважимо, що звертання до словника за неiснуючим
iндексом приводить до помилки. Але можна скористатися зручним ме-
тодом get() для виклику значення, задаючи ключ, якщо вiн iснує, або
деяке значення за замовчуванням, якщо ключ не iснує. Якщо значення
за замовчуванням не задано, то повертається спецiальне значення None.
Наприклад:

>>> print(mass.get(’Pluto’))
None
>>> mass.get(’Pluto’, -1)
-1

Методи keys, values, items. Три методи keys, values, items повер-
тають вiдповiдно ключi, значення i пари ключi-значення (у виглядi кор-
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тежiв) словника. Наприклад:

>>> planets=mass.keys()

>>> planets
dict_keys([’Mercury’, ’Venus’, ’Earth’])

>>> for planet in planets:
. . . print(planet, ’:’, mass[planet],’;’)
. . .
Mercury : 3.301e+23 ;
Venus : 4.867e+24 ;
Earth : 5.972e+24 ;

За допомогою об’єкту dict_keys можна виконувати iтерацiйнi викли-
ки довiльну кiлькiсть разiв, але треба пам’ятати, що це не є список
а, отже, елементи цього об’єкту не пiдлягають iндексуванню i опера-
цiї замiни змiнних. Якщо виникає потреба у списку ключiв чи значень
словника, то потрiбно виконати змiну типу об’єкта за допомогою кон-
структора list:

>>> mass
{’Earth’: 5.972e+24, ’Mercury’: 3.301e+23, ’Venus’: 4.867e+24}

>>> planets_list=list(mass.keys())

>>> planets_list
[’Mercury’, ’Venus’, ’Earth’]

>>> planets_list[1]
’Venus’

Iснують аналогiчнi методи для виклику значень i елементiв (пара
ключ-значення) словника: повертається об’єкти dict_values i dict_items.
Наприклад:

>>> mass.items()
dict_items([(’Mercury’, 3.301e+23), (’Venus’, 4.867e+24), (’Earth’,
5.972e+24)])



52 Роздiл 1. Короткий вступ до Python.

>>> for planets_data in mass.items():
. . . print(planets_data)
. . .
(’Mercury’, 3.301e+23)
(’Venus’, 4.867e+24)
(’Earth’, 5.972e+24)

>>> mass_planets_list=list(mass.values())

>>> mass_planets_list
[3.301e+23, 4.867e+24, 5.972e+24]

>>> mass_planets_list[1]
4.867e+24

Iменованi аргументи. У пiдроздiлi, у якому впровадили поняття
функцiї користувача у Python, розглянули основний синтаксис перека-
зування аргументiв у функцiї. При цьому припускали, що користувач
завжди повинен знати, якi аргументи потрiбно передаватися функцiї i
вказати їх при означеннi функцiї.

Розглянемо випадок, коли наперед невiдомо про кiлькiсть аргумен-
тiв функцiї. Python має у своєму розпорядженнi кiлька зручних фун-
кцiональних можливостей, якi дають змогу реалiзувати згадану ситу-
ацiю. Тобто, користувачевi необов’язково знати кiлькiсть аргументiв
функцiї. При включенi *args (пiсля всiх ”формально визначених” ар-
гументiв) кожний додатковий позицiйний аргумент помiщається у кор-
теж args. Продемонструємо це на прикладi. У пiдроздiлi Функцiї кори-
стувача у Python визначено функцiю aver_arith, яка повертає середнє
арифметичне двох чисел. Розглянемо приклад.

⋆ Приклад 1.1.10. Визначити функцiю, яка повертає середнє
значення довiльної, наперед невiдомої кiлькостi числових значень.
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def avAr(x,y,*args):
n=len(args)
s=0
for k in args:

s=s+k
return (x+y+s)/(n+2)

Тут x i y є обов’язковими аргументами, а кортеж args може бути
довiльної довжини i є необов’язковим. Тому у командному рядку вико-
наємо обчислення:

>>> avAr(4, 6)
5.0
>>> avAr(2, 4, 6, 5, 7, 9)
5.5

Множини. Множина set – це неупорядкований набiр елементiв, якi не
повторюються. Множину зручно використовувати для видалення кра-
тних елементiв iз послiдовностi i для визначення об’єднання (union),
перетину i рiзницi мiж двома наборами елементiв. Оскiльки, за озна-
ченням, елементи множини неупорядкованi, об’єкти типу set не можна
iндексувати i не дозволяється виконувати операцiю вирiзання (slice),
але можна проводити iтерацiйний перелiк за множиною та перевiряти
наявнiсть елементiв. Множини пiдтримують функцiю len. Утворюється
об’єкт set за допомогою перелiку його елементiв у фiгурних дужках {...}
або при передачi iтерованого об’єкту у конструктор set:

>>> st=set((4, 3, 2, 3, 2, 4, 7, 9, ’word’)) #за допомогою кортежа
>>> st
{2, 3, 4, ’word’, 7, 9}

>>> len(st) #потужнiсть множини
6
>>> 2 in st, 6 not in st#перевiрка на наявнiсть елементiв
(True, False)



54 Роздiл 1. Короткий вступ до Python.

>>> for item in st:
. . . print(item, end=’; ’)
. . .
2; 3; 4; word; 7; 9;

Метод add множини set додає елементи до множини. Для видалення
елементiв iснує декiлька методiв:

• remove – видаляє вказаний елемент, але генерує виняток KeyError,
якщо елемент є вiдсутнiй у множинi;

• discard() – виконує ту ж дiю, але не генерує винятку;

• pop – видаляє (i повертає) i повертає елемент множини;

• clear – видаляє всi елементи.

>>> st={2.3, -3.2, 4}
>>> st
{2.3, 4, -3.2}

>>> st.add(2)

>>> st.add(-3)

>>> st.add(4.0)
>>> st
{2.3, 2, 4, -3.2, -3}

>>> st.remove(2)
>>> st
{2.3, 4, -3.2, -3}

>>> st.discard(3) #нiяких дiй, вiдсутнiй елемент 3
>>> st
{2.3, 4, -3.2, -3}

>>> st.pop()
2.3
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>>> st
{4, -3.2, -3}

>>> st.clear()
>>> st
set()

Об’єкти set володiють широким набором методiв, якi вiдповiдають
властивостям математичних множин. Найбiльше уживанi методи пере-
рахованi у таблицi 1.9.

Iснують двi форми для бiльшостi виразiв iз використанням множин
set: синтаксис операторiв вимагає, щоб всi аргументи (операнди) були
об’єктами типу set, тодi як явне звертання до методiв виконують пе-
ретворення довiльного iтерованого аргумента у множину set. Наведемо
декiлька прикладiв.

>>> A = set([1, 2, 3])

>>> B= set((1, 2, 3, 4))

>>> A <= B
True
>>> A.issubset((1, 2, 3, 4))#кортеж (1, 2, 3, 4) перетворює у множину
True
>>> C, D = set((3, 4, 5, 6)), set((7, 8, 9))

>>> B | C #об’єднання множин
{1, 2, 3, 4, 5, 6}

>>> A | C | D #об’єднання трьох множин
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

>>> A & C #перетин множин
{3}

>>> C & D #порожня множина
set()
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Табл. 1.9: Методи множини set.

Метод Опис
isdisjoint(other) множина set не перетинається iз

множиною other ;
issubset(other), множина set є пiдмножиною other?
set <= other

set < other множина set є строгою пiдмножиною
other?

issuperset(other), множина other є пiдмножиною set?
set >= other

set > other множина other є строгою
пiдмножиною set?

union(other), об’єднання множин set i other
(можливо

set | other | ... декiлька множин);

intersection(other), перетин множин set i other (можливо
декiлька

set & other &... множин);

difference(other), рiзниця множин set i other (можливо
set - other - ... декiлька множин);

symmetric_difference(other), симетрична рiзниця множин set i other
set̂other̂... (можливо декiлька множин).

>>> C.isdisjoint(D)
True
>>> B - C #рiзниця множин
{1, 2}

>>> B ̂ C #симетрична рiзниця множин
{1, 2, 5, 6}
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Рацiональнi операцiї порiвняння i присвоєння. Якщо один
об’єкт потрiбно присвоїти декiльком змiнним, то можна скористатися
рацiональною операцiєю присвоєння. Наприклад:

x = y = z = 3

Слiд звернути увагу, що при такому способi присвоєння всi iмена
змiнних вказують на той самий об’єкт, а не на його рiзнi копiї. Вище
вказувалося, що декiлька присвоєнь рiзних об’єктiв можна виконувати
в одному рядку за допомогою розгортання кортежа:

a, b, c = y + 1, ’world’, -5.4

Кортеж справа цього виразу (у цьому випадку дужки є нео-
бов’язковi) розгортається для присвоєння його елементiв iменам змiн-
них у правiй частинi виразу. Цей рядок рiвнозначний наступним трьом:

a = y+1
b = ’world’
c = -5.4

У таких виразах спочатку обчислюється права частина, потiм ви-
конуються присвоєння у лiвiй частинi. Такий пiдхiд дуже зручний для
обмiну значеннями двох змiнних без використання допомiжної змiнної:

a, b = b, a

Операцiї порiвняння також можна об’єднати у ланцюжок цiлком
натуральним способом:

if a == b == 5:
print(’a and b both equal 5’)

if 0 < x < 5:
print(’x is between 0 and 5’)

Python пiдтримує операцiю умовного присвоєння: iменi змiннiй мо-
же бути присвоєно це чи iнше значення, яке залежить вiд результату
обчислення виразу if ... else безпосередньо у рядку присвоєння:
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y = (math.log(1+x))/x if x else 1

В останньому прикладi використано витонченi можливостi Python уни-
кнення дiлення на нуль. Проте не рекомендується використовувати цю
у складнiших випадках, а замiнити її бiльш явною конструкцiєю, на-
приклад:

try:
y = (math.log(1+x))/x

except ZeroDivisionError:
y = 1

Генерування списку. Генератор спискiв у Python – це констру-
кцiя для створення списку на основi iншого iтерованого об’єкта в одно-
му рядку коду. Наприклад, якщо заданий список чисел xlist, то список
кубiв цих чисел можна згенерувати так:

>>> xlist = list(range(1, 11))

>>> xlist
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]

>>> x3list = [x**3 for x in xlist]

>>> x3list
[1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000]

Зауважимо, що це швидший, ефективнiший, синтаксично зручнiший
i зрозумiлiший спосiб створення списку у порiвняннi iз створенням цьо-
го ж списку у блоцi за допомогою циклу for:

>>> x3list = [ ]

>>> for k in xlist:
. . . x3list.append(k**2)
. . .
>>> x3list
[1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000]
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Iнструкцiя генерацiї списку також може мiстити умовнi оператори:

>>> x33list=[x**3 for x in xlist if x % 3]

>>> x33list
[1, 8, 64, 125, 343, 512, 1000]

Згенеровано список кубiв чисел вiд 1 до 10, якi не є подiльними
на 3. Для створення бiльш складнiшого списку на основi заданого, то
потрiбно помiстити конструкцiя if . . . else перед циклом for:

>>> xOdd32list=[x**2 if x%2 else x**3 for x in xlist]

>>> xOdd32list
[1, 8, 9, 64, 25, 216, 49, 512, 81, 1000]

Згенеровано список на основi списку перших десяти натуральних
чисел xlist, у якому непарнi число пiднесенi до квадрату, а парнi – до
кубу.

Генератори спискiв можуть бути вкладеними. Наприклад, у прикла-
дi нижче iз двовимiрного (вкладеного) списку згенеровано одновимiр-
ний список:

>>> tdlist = [[1, 2, 3, 4], [5, 6, 7, 8]]

>>> odlist = [el for rw in tdlist for el in rw]

>>> odlist
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]

I на закiнчення, наведемо приклад генерування вкладених спискiв
(матриць), використовую генератор випадкових чисел. Цей спосiб нам
знадобиться у дальнiшому, коли розглядатимемо перетворення матриць
у Python i не суттєво буде якi саме значення елементiв матрицi. Для
цього спочатку викличемо функцiю randint(a, b) iз модуля random, яка
повертає випадкове число на промiжку [a, b] . Цi випадковi числа будуть
елементами матрицi mtr розмiрностi m× n :

>>> form random import randint
>>> m, n = 3, 4
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>>> a, b = -5, 10
>>> mtr = [[randint(a,b) for j in range(n)] for i in range(m)]
>>> mtr
[[-4, 3, 10, -5], [4, 4, -5, -5], [-1, -4, -2, -4]]

Звернемо увагу, що при генеруваннi списку mtr змiннi iтерацiї i i j
вiдiграють роль лiчильникiв i не входять у функцiю для обчислення
елементiв списку.

Лямбда-функцiї. Лямбда-функцiя (lambda) у Python – це тип про-
стої анонiмної функцiї. Лямбда-функцiя визначається за допомогою ви-
разу (expression) i не може мiстити, наприклад, блоки циклiв, умовнi
оператори, iнструкцiю print тощо. Лямбда-функцiї забезпечують обме-
жену пiдтримку парадигми програмування, вiдомої як ”функцiональне
програмування” (functional programming). Простий приклад визначе-
ння лямбда-функцiї вiдрiзняється вiд звичайного способу визначення
функцiї за допомогою def наведений нижче:

>>> func = lambda x: x**3 - 3*x + x**2 - 3
>>> func(1.)
4.0

Аргумент передається в x, а результат, обумовлений визначенням
лямбда-функцiї пiсля двокрапки, повертається у виглядi обчисленого
значення. Для передачi декiлькох змiнних у лямбда-функцiю викори-
стовується кортеж без дужок:

>>> func3v = lambda u, v, w: u/v + v/w

>>> func3v(0, 4, 2)
2.0

У наведених вище прикладах на спостерiгається особлива вигода вiд
лямбда-функцiї, i зовсiм вона не є анонiмною, оскiльки їй присвоєне iм’я
func (func3v). Бiльш корисне застосування лямбда-виразiв при створеннi
спискiв функцiй. Оскiльки функцiї у Python є об’єктами, тому їх можна
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об’єднувати у списки. Якщо створювати список функцiй за допомогою
креатора def, то спочатку треба визначити функцiї, а потiм помiсти-
ти їх у список. Користуючись креатором лямбда, це можна виконати
безпосередньо:

>>> funclist = [lambda x: 1, lambda x: x, lambda x: x**2, lambda x: x**3]

>>> funclist[2](4)#funclist[2] is x**2
16
>>> funclist[3](2)#funclist[3] is x**3
8

Генератори. Генератори – потужний iнструмент мови Python, вони
дозволяють оголосити функцiю, поведiнка якої є подiбна до iтерова-
ного об’єкту. Таку функцiю можна використати у циклi for, бо вона
буде генерувати за запитом по одному значенню. Такий метод є ефе-
ктивнiший, нiж обчислення i зберiгання всiх значень, для яких повиннi
бути виконанi iтерацiї (особливо коли таких значень є досить багато).
Функцiя-генератор визначається майже так само як звичайна функцiя
у Python, але замiсть повернення значення return вона мiстить ключове
слово yield, яке повертає значення за кожним разом, коли вимагається
при черговiй iтерацiї. Наведемо приклад створення функцiї-генератора:

>>> def count(n):
. . . i = 0
. . . while i < n:
. . . i += 1
. . . yield i
. . .
>>> for j in count(5):
. . . print(j, end=’; ’)
. . .
1; 2; 3; 4; 5;

Неможливо викликати цей генератор як звичайну функцiю:
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>>> count(5)
<generator object count at 0x000001E12EA49EB0>

Але, змiнивши тип об’єкта, одержимо:

>>> list(count(5))
[1, 2, 3, 4, 5]

Генератор count працює так: вiн викликається при кожному звер-
таннi до нього при кожнiй iтерацiї i на кожному кроцi iтерацiї повертає
результат (yield), зберiгає поточне значення i до наступного звернення
у циклi.

Функцiя map. Вмонтована функцiя map повертає iтератор, який за-
дану функцiю застосовує до кожного елемента послiдовностi, поверта-
ючи результати так, як це виконав генератор. Наприклад, один спосо-
бiв сумування спискiв – визначення iтеративного застосування (map)
функцiї sum до елементiв списку:

>>> from random import randint

>>> mylist = [[randint(-10,10) for j in range(5)] for i in range(3)]

>>> mylist
[[1, 2, -9, 6, 2], [10, -10, -5, -4, -5], [1, 6, 1, -3, -8]]

>>> list(map(sum, mylist))
[2, -14, -3]

При виведеннi результату застосували перетвореннi у об’єкт типу
list, оскiльки функцiя map повертає об’єкт, який схожий на генератор.
Ця iнструкцiя рiвнозначна генеруванню списку:

>>> [sum(rw) for rw in mylist]
[2, -14, -3]
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1.1.1. Модулi i пакети

Python є модульною мовою програмування i його функцiональнiсть
не обмежується основними принципами програмування. У довiльному
програмному середовищi доступнi також розширенi функцiональнi вла-
стивостi, якi викликаються за допомогою команди import. Ця команда
створює посилання на модулi, якi є звичайними Python-файлами, якi
мiстять означення та iнструкцiї. Вчитавши рядок

import <module>

iнтерпретатор Python виконує iнструкцiї iз файлу <module>.py i вклю-
чає iм’я модуля module у поточний простiр iмен, пiсля чого атрибути,
якi визначаються цим модулем, стають доступними iз застосуванням
синтаксису

<module>.<attribute>

Пакет (package) мови Python – це структурований набiр модулiв,
розташованих у деякому каталозi файлової системи. Пакети представ-
ляють собою природний спосiб органiзацiї i поширення великих прое-
ктiв на мовi Python. Для створення пакета файли модулiв помiщають
в один каталог разом iз файлом __init__.py. Цей файл запускається
при iмпортi пакета i може виконувати деякi операцiї iнiцiювання i влас-
нi команди iмпорту. Якщо у власному iнiцiюваннi немає необхiдностi,
то цей файл може бути порожнiм (довжиною 0 байтiв), але обов’язково
повинен iснувати, щоб Python розпiзнавав такий каталог як пакет. На-
приклад, пакет NumPy iснує, як показаний нижче каталог (деякi файли
i пiдкаталоги не показанi з мiркування економiї мiсця):

numpy/
__init__.py
core/
fft/

__init__.py
fftpack.py
info.py
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...
linalg/

__init__.py
linalg.py
info.py
...

polynomial/
__init__.py
chebyshev.py
hermite.py
legendre.py
...

random/
version.py
...

Тут, наприклад, polynomial – це вмонтований пакет у структурi паке-
та numpy, який мiстить декiлька модулiв, зокрема legendre який можна
iмпортувати так:

import numpy.polynomial.legendre

Щоб уникнути використання розгорнутого iз крапкою при звертаннi
до атрибутiв цього модуля, зручнiше користуватися такою командою:

from numpy.polynomial import legendre

У таблицi 1.10 поданi основнi доступнi модулi i пакети Python для
програмних додаткiв загального призначення, а також для обчисле-
ння i наукових дослiджень. Компоненти iз мiткою ”*” не є частиною
Python Standard Library, тому їх потрiбно встановлювати окремо, на-
приклад за допомогою утилiти pip. Деякi iз них iнсталюються разом
iз основною дистрибуцiєю Python (стандартна бiблiотека Standard Li-
brary)2, iншi можна завантажити i встановити окремо. Перед тим як
реалiзувати який небудь власний алгоритм, потрiбно переконатися, чи

2Повний список компонентiв стандартної бiблiотеки за посиланням [42]
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не включена така реалiзацiя до одного iз пакетiв Python.

Табл. 1.10: Модулi i пакети Python.

Модуль/пакет Опис
os, sys сервiси операцiйної системи;

math, cmath математичнi функцiї;

random генератор випадкових чисел;

collections типи даних для контейнерiв, якi розширюють
функцiональнiсть кортежiв, словникiв тощо;

itertools iнструменти для ефективних операторiв, якi
розширюють функцiональнiсть простих циклiв
Python;

fractions арифметика рацiональних чисел (правильних
дробiв);

re регулярнi вирази;

argparse парсер для ключiв i аргументiв командного
рядка;

urllib вiдкриття, читання i парсинг URL;

* Django (django) широко вiдоме середовище для веб-додаткiв;

* pyparsing лексичний парсер для простих граматик;

pdb налагоджувач мови Python;

logging вбудований у Python модуль ведення журналiв;

xml, lxml парсери мови розмiтки XML;

* VPython (visual) тривимiрна вiзуалiзацiя;

unittest робоче середовище модульного тестування для
систематичного проведення тестування i
валiдацiї окремих одиниць (модулiв) коду;
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Модуль/пакет Опис
* NumPy (numpy) науковi обчислення i чисельнi методи;

* SciPy (scipy) науковi обчислювальнi алгоритми;

* Matplotlib (matplotlib) графiчне зображення даних;

* SymPy (sympy) символьнi обчислення;

* pandas обробка i аналiз даних iз використанням
табличних структур даних;

* scikit-learn machine learning (машинне навчання);

Парсер – це програма для збору i систематизацiї iнформацiї, розташованої
на рiзних сайтах. Джерелом даних може слугувати текстове наповнення,
HTML-код сайта, заголовки, пункти меню, бази даних i iншi елементи.
Процес збору iнформацiї називається парсингом (parsing).

Незважаючи на iснування iнших менеджерiв пакетiв3, застосунок
pip4 став по сутi стандартом. Застосунок pip зазвичай iнсталюється за
замовчуванням при iнсталюваннi дистрибуцiї Python i чудово виконує
роботу по керуванню версiями залежно вiд пакету. Повну iнструкцiю
по iнсталюванню додаткових пакетiв можна знайти за посиланням [44].
На цьому завершуємо короткий вступ до синтаксису мови програмува-
ння Python. Автори усвiдомлюють, що поза увагою залишилися багато
цiкавої i корисної iнформацiї, але також свiдомi того, що мета посiбника
– дати основи для роботи у середовищi Python з метою розв’язування
задач оптимального керування. Зацiкавлений читач за необхiдностi са-
мостiйно може знайти потрiбну iнформацiю по роботi у програмному
середовищi на сайтах Python [39, 40, 41, 42] чи у чисельнiй лiтературi,
наприклад [21, 27, 28, 38, 34, 30, 33, 16, 29, 15, 5, 6].

Завдання для самостiйного опрацювання.

3Наприклад, conda iз дистрибуцiї Anaconda.
4Повну документацiю можна знайти за посиланням [43].
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1.2. Короткий вступ до NumPy

Основним об’єктом NumPy є однорiднi багатовимiрнi масиви. Це є
таблицi елементiв (зазвичай чисел), одного типу, проiндексованi цiлими
додатними числами. У NumPy розмiрностi називаються осями. Число
осей називається рангом.

Наприклад, координати точки у 3D просторi [1, 2, 1] є масивом ран-
гу 1, так як точка має тiльки одну вiсь. Але ця вiсь має довжину 3. У
наведеному нижче прикладi масив має ранг 2 (є двовимiрним). Перша
вимiрнiсть (вiсь) має довжину 2, друга вимiрнiсть має довжину 3:

[[1.,0.,0.],
[0.,1.,2]]

Клас масивiв NumPy називаються ndarray. Цей клас також на-
зивається array. Зауважимо, що numpy.array це не то саме, що клас
array.array у Standard Python Library, який опрацьовує тiльки одно-

вимiрнi масиви i є менш функцiональний. Найбiльш важливими атри-
бутами об’єктiв класу ndarray є наступнi:
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ndarray.ndim число осей (розмiрностей) масиву. Мовою
Python, число розмiрностей використовується
як ранг.

ndarray.shape розмiрнiсть масиву. Це є кортеж iз цiлих чисел,
який вказує розмiр масиву за кожною розмiр-
нiстю. Для матрицi iз n рядкiв та m стовпцiв,
значення shape дорiвнює (n,m). Тому довжина
кортежу shape дає значення рангу (rank), або
число розмiрностей, ndim.

ndarray.size загальне число елементiв масиву, яке дорiвнює
добутку елементiв shape.

ndarray.dtype об’єкт, який повертає опис типу даних масиву.
Його можна створити або описати тип елемен-
тiв, використовуючи стандартнi типи Python.
Крiм того, NumPy використовує власнi типи,
такi як, наприклад, numpy.int32, numpy.int16 i
numpy.float64.

ndarray.itemsize розмiр у байтах кожного елемент масиву. На-
приклад, для масиву елементiв типу float64
значення itemize дорiвнює 8 (= 64/8), тодi
як масив типу complex32 його itemize дорiв-
нює 4 (= 32/8). Ця iнструкцiя еквiвалентна
ndarray.dtype.itemsize.

ndarray.data буфер, який мiстить елементи даного масиву.
Зазвичай, немає необхiдностi використовувати
цей атрибут, так як ми маємо вiльний доступ
до кожного елемента масиву за допомогою iн-
дексiв.
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1.2.1. Приклади

>>> from numpy import *

>>> a=arange(15).reshape(3,5)
>>> a
array([[0,1,2,3,4],

[5,6,7,8,9],
[10,11,12,13,14]])

>>> a.shape

(3,5)
>>> a.ndim
2
>>> a.dtype.name
’int64’
>>> a.itemsize
8
>>> a.size
15
>>> type(a)
<type ’numpy.ndarray’>

>>> b=array([6, 7, 8])
>>> b
array([6,7,8])

>>> type(b)
<type ’numpy.ndarray’>

Генерування масивiв

Iснує декiлька способiв генерування масивiв. Наприклад, ми можемо
створити масив iз звичайного списку Python, використовуючи iнстру-
кцiю array. Тип результуючого масиву продиктований типом елементiв
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послiдовностi.

>>> from numpy import *

>>> a=array([2,3,4])

>>> a

array([2, 3, 4])

>>> a.dtype

dtype(’int32’)

>>> b=array([1.2,3.5,5.1])

>>> b

array([ 1.2, 3.5, 5.1])

>>> b.dtype

dtype(’float64’)

Слiд вiдзначити, що досить часто роблять помилку при створеннi
масиву за допомогою iнструкцiї array, яка полягає у тому, що аргу-
ментом цiєї iнструкцiї вписують послiдовнiсть елементiв, у той час, як
повинен бути масив:

>>> a=array(1,2,3,4) #невiрно

>>> a=array([1,2,3,4]) #вiрно

Iнструкцiя array перетворює послiдовнiсть послiдовностей у двови-
мiрний масив, послiдовнiсть послiдовностей послiдовностi у тривимiр-
ний масив, i т.д.:

>>> c=array([(2.7,3.5,4),(4.2,3.1,-8)])

>>> c
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array([[ 2.7, 3.5, 4. ],
[ 4.2, 3.1, -8. ]])

>>> c.dtype

dtype(’float64’)
Тип масиву можна визначити явно при створеннi:

>>> d=array([[3,5],[7,0]],dtype=complex)

array([[ 3.+0.j, 5.+0.j],
[ 7.+0.j, 0.+0.j]])

Досить часто, особливо при визначеннi елементiв, вiдома розмiр-
нiсть масиву, а не його елементи. Тому NumPy має у своєму розпоря-
дженнi декiлька iнструкцiй, якi створюють масиви вiдповiдного розмi-
ру, елементи яких у процесi обчислення пiдлягають замiнi. Це зводить
до мiнiмуму необхiднiсть створення зростаючих масивiв складними опе-
раторами.

Функцiя zeros створює масив, елементами якого є нулi, функцiя
ones створює масив iз одиниць, i функцiя empty створює масив за-
повнений випадковими величинами, значення яких залежить вiд стану
пам’ятi. За замовчуванням данi масивiв є типу float64.
>>> mz=zeros((4,3))

>>> mz

array([[ 0., 0., 0.],
[ 0., 0., 0.],
[ 0., 0., 0.],
[ 0., 0., 0.]])

>>> mo=ones((2,3,4),dtype=np.int16) # тип даних визначається
# при створеннi масиву

>>> mo
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array([[[1, 1, 1, 1],
[1, 1, 1, 1],
[1, 1, 1, 1]],

[[1, 1, 1, 1],
[1, 1, 1, 1],
[1, 1, 1, 1]]], dtype=int16)

>>> me=empty((6,5))

>>> me

array([[2.69132261e-316, 2.69092577e-316, 2.69106806e-316,
2.69092261e-316, 2.69138348e-316],

[2.69132537e-316, 2.69133644e-316, 2.69107439e-316,
2.69131154e-316, 2.69107123e-316],

[2.69110917e-316, 2.69106490e-316, 2.69091629e-316,
2.69132814e-316, 2.69131431e-316],

[2.69138901e-316, 2.69131984e-316, 2.69131707e-316,
2.69094158e-316, 2.69091945e-316],

[2.69112340e-316, 2.69106174e-316, 2.69138901e-316,
2.69106174e-316, 2.69092577e-316],

[2.69131984e-316, 2.69091945e-316,2.69112340e-316,
2.70090037e-316, 2.69131707e-316]])

Для створення послiдовностi чисел у NumPy служить функцiя, ана-
логiчна до функцiї range у Python, яка повертає масив у виглядi списку:

>>> arl=arange(2,25,3)

>>> arl

array([2,5,8,11,14,17,20,23])

>>> arlf=arange(1,5,0.4)

>>> arlf
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array([1., 1.4, 1.8, 2.2, 2.6, 3., 3.4, 3.8, 4.2, 4.6])

Якщо arange використовується для створення списку чисел з рухо-
мою комою, у загальному немає можливостi наперед визначити кiль-
кiсть елементiв списку через наближення iз рухомою точкою. З цiєї
причини зазвичай краще скористатися функцiєю lispace, яка отримує
в якостi аргумента кiлькiсть очiкуваних елементiв, а не крок.

>>> linspace(1,4,13)

array([1., 1.25, 1.5, 1.75, 2., 2.25, 2.5, 2.75, 3.,
3.25, 3.5, 3.75, 4.])

>>> mx=linspace(0,2*pi,99)

>>> mf=sin(mx)

Створення сiтки вузлiв.

Для обчислення функцiї багатьох змiнних на решiтцi, яка складає-
ться iз множини точок, зручно застосовувати сiтки (mesh). До функцiї
np.meshgrid передається послiдовнiсть N одновимiрних масивiв, якi є ко-
ординатами стосовного кожного напрямку, а функцiя повертає набiр N-
вимiрних масивiв, якi формують сiтку координат, в яких обчислюються
значення заданої функцiї. Наприклад, для двовимiрної сiтки маємо та-
ке:

>>> x = np.linspace(0, 5, 6)

>>> y = np.linspace(0, 3, 4)

>>> X, Y = np.meshgrid(x, y)

>>> X
array([[0., 1., 2., 3., 4., 5.],

[0., 1., 2., 3., 4., 5.],
[0., 1., 2., 3., 4., 5.],
[0., 1., 2., 3., 4., 5.]])
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>>> Y
array([[0., 0., 0., 0., 0., 0.],

[1., 1., 1., 1., 1., 1.],
[2., 2., 2., 2., 2., 2.],
[3., 3., 3., 3., 3., 3.]])

Кожний iз масивiв можна проiндексувати за допомогою iндексiв i
i j : масив x повторюється як рядки, послiдовно (зверху до низу) фор-
муючи масив X, а масив y заповнює стовпцi масиву Y. Отож, функцiю
двох змiнних можна обчислювати на цiй сiтцi як f(X,Y).

Iншi функцiї:

array, zeros, zeros_like, ones, ones_like, empty, empty_like,
arange, linspace, numpy.random.rand, numpy.random.randn,
fromfunction, fromfile

1.2.2. Друк масивiв

При друку масиву NumPy вiдображає його у виглядi вкладеного
списку, але у наступних форматах:

• останнi осi друкуються злiва на право;

• другий пiсля останнього друкується зверху вниз;

• наступнi друкуються зверху до низу iз вiдступом на початку ряд-
ка.

Одновимiрнi масиви друкуються у виглядi списку, двовимiрнi – у ви-
глядi матрицi, тривимiрнi – у виглядi списку матриць.

>>> a=arange(6);print(a) #1D array

[0 1 2 3 4 5]

>>> b=arange(121).reshape(4,3);print(b) #2D array



1.2. Короткий вступ до NumPy 75

[[ 0 1 2]
[ 3 4 5]
[ 6 7 8]
[ 9 10 11]]

>>> c=floor(10*random.random((2,3,4)));print(c) #3D
array

[[[ 8. 4. 9. 5.]
[ 5. 7. 6. 1.]
[ 5. 9. 5. 3.]]

[[ 2. 9. 5. 1.]
[ 2. 3. 2. 9.]
[ 8. 5. 3. 2.]]]

Нижче ми детальнiше розглянемо функцiю reshape.
Якщо масив є занадто великий, щоб помiститися на монiторi, то-

дi при виведеннi такого масиву друкується тiльки початковi та кiнцевi
елементи, а внутрiшнi елементи опускаються i замiнюються трьома кра-
пками.

>>> print(arange(10000))

[ 0 1 2 ..., 9997 9998 9999]

>>> print(arange(10000).reshape(100,100))

[[ 0 1 2 ..., 97 98 99]
[ 100 101 102 ..., 197 198 199]
[ 200 201 202 ..., 297 298 299]
...,
[9700 9701 9702 ..., 9797 9798 9799]
[9800 9801 9802 ..., 9897 9898 9899]
[9900 9901 9902 ..., 9997 9998 9999]]
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1.2.3. Основнi операцiї

Арифметичнi операцiї на масивах виконуються поелементно. Ство-
рюється новий масив, елементи якого є результатом дiї арифметичного
оператора на елементах масивiв.

>>> from numpy import *

>>> from random import randint

>>> a=array([randint(-10,10) for k in range(4)])

>>> a

array([ 5, 7, -8, 7])

>>> b=array([randint(-10,10) for k in range(4)])

>>> b

array([ -3, 9, 4, -10])

>>> c=a-b

>>> c

array([ 8, -2, -12, 17])

>>> b**2

array([ 9, 81, 16, 100])

>>> d=10*tan(a)

>>> d

array([-33.80515006, 8.71447983, 67.99711455, 8.71447983])

>>> d>10

array([False, False, True, False], dtype=bool)



1.2. Короткий вступ до NumPy 77

Як у бiльшостi мовах програмування, у NumPy звичайний добуток
”*” матриць виконується поелементно. Матричний добуток можна об-
числити, використовуючи функцiю або метод dot.

>>> mtrA1=array([[randint(-10,10) for j in range(3)]for i in
range(4)])

>>> mtrA1

array([[ -7, 1, -3],
[ -5, 7, -9],
[ -1, -2, -8],
[ -4, -4, -10]])

>>> mtrB1=array([[randint(-10,10) for j in range(3)]for i in
range(4)])

>>> mtrB1

array([[ 8, -4, 2],
[-7, 8, -9],
[-6, -4, -1],
[-2, 5, 8]])

>>> print(’dim A1=’,shape(mtrA1),’ \n dim B1=’,shape(mtrB1))

dim A1=(4, 3)
dim B1=(4, 3)

>>> mtrA1*mtrB1

array([[-56, -4, -6],
[ 35, 56, 81],
[ 6, 8, 8],
[ 8, -20, -80]])
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>>> mtrA=array([[randint(-10,20) for j in range(3)] for i
in range(4)])

>>> mtrA

array([[-4, 8, 13],
[ 2, 14, 15],
[ 5, 2, 0],
[ 4, 14, 10]])

>>> mtrB=array([[randint(-10,20) for j in range(5)] for i in
range(3)])

>>> mtrB

array([[17, 17, 4, 19, -6],
[ 1, 4, -9, -3, 0],
[11, 18, 0, 13, 0]])

>>> print(’dim A=’,shape(mtrA),’ \n dim B=’,shape(mtrB))

dim A=(4, 3)
dim B=(3, 5)

>>> dot(mtrA,mtrB

array([[ 83, 198, -88, 69, 24],
[ 213, 360, -118, 191, -12],
[ 87, 93, 2, 89, -30],
[ 192, 304, -110, 164, -24]])

>>> mtrA.dot(mtrB

array([[ 83, 198, -88, 69, 24],
[ 213, 360, -118, 191, -12],
[ 87, 93, 2, 89, -30],
[ 192, 304, -110, 164, -24]])
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Деякi оператори, наприклад, такi як ’’*=’’ та ’’+=’’, змiнюють
елементи iснуючого масиву, не утворюючи нового.

>>> a=ones((3,4))

>>> a

array([[ 1., 1., 1., 1.],
[ 1., 1., 1., 1.],
[ 1., 1., 1., 1.]])

>>> b=random.random((3,4))

>>> b

array([[ 0.20152787, 0.6274922 , 0.16798812, 0.42958413],
[ 0.52574655, 0.94839258, 0.7757936 , 0.64959107],
[ 0.70791796, 0.19341991, 0.31015702, 0.73856316]])

>>> a*=4

>>> a

array([[ 4., 4., 4., 4.],
[ 4., 4., 4., 4.],
[ 4., 4., 4., 4.]])

>>> b+=a

>>> b

array([[ 4.20152787, 4.6274922 , 4.16798812, 4.42958413],
[ 4.52574655, 4.94839258, 4.7757936 , 4.64959107],
[ 4.70791796, 4.19341991, 4.31015702, 4.73856316]])

Розглянемо такий приклад:

>>> a=ones((3,4),dtype=int)

>>> a
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array([[1, 1, 1, 1],
[1, 1, 1, 1],
[1, 1, 1, 1]])

Слiд звернути увагу на ту особливiсть, що при створеннi матрицi iз
одиниць у другому випадку задекларовано, що елементами матрицi є
цiлi числа, на вiдмiну вiд першого способу створеннi матрицi a iз оди-
ниць. Звернiть увагу на наступну процедуру i повернуте повiдомлення
(матриця b та ж, що пiсля останньої змiни).

>>> b+=a

>>> b

array([[ 5.20152787, 5.6274922 , 5.16798812, 5.42958413],
[ 5.52574655, 5.94839258, 5.7757936 , 5.64959107],
[ 5.70791796, 5.19341991, 5.31015702, 5.73856316]])

Але:

>>> a+=b

Traceback (most recent call last):
File ”<string>”, line 301, in runcode
File ”<interactive input>”, line 1, in <module>

TypeError: Cannot cast ufunc add output from dtype(’float64’)
to dtype(’int32’) with casting rule ’same_kind’

Це означає, що здiйснювалася операцiя на масивах iз рiзними типа-
ми даних, i у останньому випадку тип результату не вiдповiдав первин-
ному типу матрицi a. Розглянемо наступнi обчислювальнi приклади.

>>> a=ones(3,dtype=int32)

>>> a

array([1, 1, 1])

>>> b=linspace(0,pi,3)
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>>> b

array([ 0. , 1.57079633, 3.14159265])

>>> b.dtype.name

’float64’

>>> c=a+b

>>> c

array([ 1. , 2.57079633, 4.14159265])

>>> c.dtype.name

’float64’

>>> d=exp(c*1j)

>>> d

array([ 0.54030231+0.84147098j, -0.84147098+0.54030231j,
-0.54030231-0.84147098j])

>>> d.dtype.name

’complex128’

Багато унарних операторiв, наприклад, таких як обчислення суми
елементiв масиву, виконуються методами класу ndarray.

>>> a=random.random((2,3))

>>> a

array([[ 0.12923221, 0.39420352, 0.62761207],
[ 0.36205889, 0.97809008, 0.50282801]])

>>> a.sum()

2.9940247877505675
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>>> a.min()

0.12923220935469626

>>> a.max()

0.97809008082157556

За замовчуванням цi оператори застосовуються до масиву як до спи-
ску чисел, незалежно вiд його вимiрностi. Однак, вказуючи axis як
параметр, можна застосовувати цi унарнi оператори до вказаних осей
масиву.

>>> b=floor(10*random.random(12)).reshape(3,4)

>>> b

array([[ 1., 3., 9., 3.],
[ 8., 6., 7., 7.],
[ 3., 4., 5., 5.]])

>>> b.sum(axis=0) #сума елементiв по стовпцях

array([ 12., 13., 21., 15.])

>>> b.sum(axis=1) #сума елементiв по рядках

array([ 16., 28., 17.])

>>> b.min(axis=1)

array([ 1., 6., 3.])

>>> b.cumsum(axis=1) #кумулятивна сума елементiв по
рядках

array([[ 1., 4., 13., 16.],
[ 8., 14., 21., 28.],
[ 3., 7., 12., 17.]])
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1.2.4. Унiверсальнi функцiї

Середовище NumPy забезпечене математичними функцiями таки-
ми як, sin, cos, exp i т.д. Крiм того, у модулi NumPy є так звана
”унiверсальна функцiя” (ufunc). У самому середовищi NumPy цi функ-
цiї здiйснюють операцiї на масивах поелементно i повертають масиви у
виглядi вiдповiдi. Розглянемо вiдповiднi приклади.

>>> from numpy import *

>>> from random import randint

>>> lstA=array([randint(0,10) for k in range(6)])

>>> lstA

array([ 6, 0, 1, 10, 9, 6])

>>> mtrA=lstA.reshape((2,3))

>>> mtrA

array([[ 6, 0, 1],
[10, 9, 6]])

>>> power(2,lstA)

array([ 64, 1, 2, 1024, 512, 64], dtype=int32)

>>> power(lstA,2)

array([ 36, 0, 1, 100, 81, 36], dtype=int32)

>>> power(mtrA,1/2)

array([[ 2.44948974, 0. , 1. ],
[ 3.16227766, 3. , 2.44948974]])

>>> sin(mtrA)
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array([[-0.2794155 , 0. , 0.84147098],
[-0.54402111, 0.41211849, -0.2794155 ]])

>>> add(sin(mtrA)**2,cos(mtrA)**2)

array([[ 1., 1., 1.],
[ 1., 1., 1.]])

Iншi функцiї

all, any, apply_along_axis, argmax, argmin, argsort, average,
bincount, ceil, clip, conj, corrcoef, cov, cross, cumprod, cumsum,
diff, dot, floor, inner, inv, lexsort, max, maximum, mean, median,
min, minimum, nonzero, outer, prod, re, round, sort, std, sum, trace,
transpose, var, vdot, vectorize, where.

1.2.5. Iндексування, пiдмасиви, iтерування

Одновимiрнi масиви можна проiндексувати, утворити пiдмасиви,
iтерувати так само, як списки та iншi послiдовностi Python. Розглянемо
цi дiї на прикладах.

>>> from numpy import *

>>> from random import randint

>>> lstA=array([randint(-20,20) for k in range(12)])

array([-20, 10, -1, 16, 10, -18, 14, -14, -20, -1, 7, 12])

>>> lstA[5]

-18

>>> lstA[3:7]

array([ 16, 10, -18, 14])
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>>> lstB=arange(12)

>>> lstB

array([ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11])

>>> lstB[2:9:3] #вибiрка iз одновимiрного масиву,
починаючи iз елемента

#iз iндексом 2 до елемента iз iндексом
9 iз кроком 3

array([2, 5, 8])

>>> b=lstB**2

>>> b

array([ 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121])

>>> b[:4:3]=pi

(замiна елементiв масиву, починаючи вiд першого iз iндексом 0 до еле-
мента iз iндексом 4 iз кроком 3)

>>> b

array([ 3, 1, 4, 3, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121])

(зауважимо, що вiдбулася замiна вказаних елементiв на значення 3,
а не як задекларовано, на значення π. Такий результат пояснюється
тим, що тип елементiв масиву є цiлий, а тому результуючий масив
також має цей самий тип елементiв. Це пояснюється наступним
прикладом)

>>> c=lstB**2.

>>> c

array([ 0., 1., 4., 9., 16., 25., 36., 49., 64.,
81., 100., 121.])
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>>> c[:8:3]=pi

>>> c

array([ 3.14159265, 1. , 4. , 3.14159265,
16. , 25. , 3.14159265, 49. ,
64. , 81. , 100. , 121. ])

(у наступному прикладi елементи масиву b розташованi у зворотному
порядку)

>>> b[::-1]

array([121, 100, 81, 64, 49, 36, 25, 16, 3, 4, 1, 3])

(у наступному прикладi продемонструємо iтерацiю на елементах ма-
сиву)

>>> for k in b:
... print(k**(1/3.))
...

1.44224957031
1.0
1.58740105197
1.44224957031
2.51984209979
2.92401773821
3.30192724889
3.65930571002
4.0
4.32674871092
4.64158883361
4.94608744325

Багатовимiрнi масиви можуть бути проiндексованi одним iнде-
ксом вiдносно вiдповiдної осi. Це вiдображається комою у кортежi.
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(розглянемо приклад створення двовимiрного масиву за допомогою
функцiї користувача. Визначимо у Python функцiю)

>>> def myFunc(x,y):
... return (x+2)**y
...

>>> a=fromfunction(myFunc,(5,4))

>>> a

array([[ 1., 2., 4., 8.],
[ 1., 3., 9., 27.],
[ 1., 4., 16., 64.],
[ 1., 5., 25., 125.],
[ 1., 6., 36., 216.]])

(у наступних прикладах проiлюструємо звертання до визначених еле-
ментiв масиву)

>>> a[3,2]

25.0

>>> a[0:4,2]

(елементи кожного рядка, розташованi у третьому стовпчику)

array([ 4., 9., 16., 25.])

>>> a[:,2]

array([ 4., 9., 16., 25.])

(еквiвалентна команда до попередньої)

>>> a[1:3,:]

array([[ 1., 3., 9., 27.],
[ 1., 4., 16., 64.]])
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(другий та третiй рядки матрицi a )

Якщо кiлькiсть iндексiв менша вiд кiлькостi осей масиву, тодi елементи,
що вiдповiдають вiдсутнiм iндексам, виписуються повнiстю.

>>> a[3]

array([ 1., 5., 25., 125.])

(отримали четвертий рядок матрицi a, що еквiвалентно командi у
наступному форматi)

>>> a[3,:]

array([ 1., 5., 25., 125.])

Ще один приклад.

>>> a[:3]

array([[ 1., 2., 4., 8.],
[ 1., 3., 9., 27.],
[ 1., 4., 16., 64.]])

(першi три рядки матрицi a. Остання команда еквiвалентна насту-
пнiй a[:3,:])

Вираз iз квадратними дужками вiдображає значення iндекса i, що при-
ймає всi значення вимiрностi осi, яку вiн представляє. У NumPy дозво-
ляється замiсть iндексiв, якi приймають всi значення, три крапки.

Три крапки (. . . ) використовуються для того, щоб зобразити пов-
ний кортеж iндексiв масиву. Наприклад, якщо x є масивом рангу 5
(тобто має 5 осей), тодi використовуються наступнi формати, в залеж-
ностi вiд розглядуваного випадку, тобто, наступнi вирази еквiвалентнi:

• x[1,2,...] i x[1,2,:,:,:],

• x[...,3] i x[:,:,:,:,3],

• x[4,...,5,:] i x[4,:,:,5,:].
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Розглянемо приклади. Створимо тривимiрний масив.

>>> def myFunc1(x,y,z):
... return 2*x-3**y+4**z+x*y-x*z+y*z
...

>>> b=fromfunction(myFunc1,(2,3,4),dtype=int)

>>> b

array([[[ 0, 3, 15, 63],
[-2, 2, 15, 64],
[-8, -3, 11, 61]],

[[ 2, 4, 15, 62],
[ 1, 4, 16, 64],
[-4, 0, 13, 62]]])

>>> b.shape

(2, 3, 4)

(тривимiрний масив, який складається iз двох двовимiрних масивiв)

>>> b[1,...]

array([[ 2, 4, 15, 62],
[ 1, 4, 16, 64],
[-4, 0, 13, 62]])

(це то саме, що b[1,:,:] або b[1])

>>> b[...,3]

array([[63, 64, 61],
[62, 64, 62]])

(такий результат повертає вираз b[:,:,3])

Iтерування багатовимiрного масиву вiдбувається спочатку за пер-
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шою вiссю.

(iз тривимiрного масиву b створимо двовимiрний конкатенацiєю двох
двовимiрних масивiв першого рiвня)

>>> cncb=concatenate((b[0],b[1]))

>>> cncb

array([[ 0, 3, 15, 63],
[-2, 2, 15, 64],
[-8, -3, 11, 61],
[ 2, 4, 15, 62],
[ 1, 4, 16, 64],
[-4, 0, 13, 62]])

>>> for rw in cncb:
... print(rw)
...

[ 0 3 15 63]
[-2 2 15 64]
[-8 -3 11 61]
[ 2 4 15 62]
[ 1 4 16 64]
[-4 0 13 62]

Однак, якщо необхiдно виконати операцiю на кожному елементi ма-
сиву, потрiбно масив розглядати з атрибутом flat, який повертає iте-
ратор, утворений елементами масиву.

>>> for el in b[1].flat:
... print(el)
...
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2
4
15
62
1
4
16
64
-4
0
13
62

Iншi функцiї

Indexing, arrays.indexing (reference), newaxis, ndenumerate,
indices.

1.2.6. Манiпулювання формою масиву

Змiна форми масиву.

Форма масиву визначається кiлькiстю елементiв вздовж кожної осi.

>>> from numpy import *

>>> from random import randint

>>> a=array([[randint(-10,30) for j in range(4)] for i in
range(3)])*1.

>>> a

array([[ 23., -7., 30., 6.],
[ 19., 20., -9., 26.],
[ 28., 23., 19., -5.]])
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>>> a.shape

(3, 4)

Форму масиву можна змiнити за допомогою рiзних команд.

>>> a.ravel()

array([ 23., -7., 30., 6., 19., 20., -9., 26., 28., 23., 19.,
-5.])

(цей атрибут рiвнозначний знищенню всiх внутрiшнiх рiвнiв)

>>> a.shape=(6,2)

>>> a

array([[ 23., -7.],
[ 30., 6.],
[ 19., 20.],
[ -9., 26.],
[ 28., 23.],
[ 19., -5.]])

(змiна форми масиву a за допомогою атрибуту shape, якому присвоєно
значення (6,2))

>>> a.T

array([[ 23., 30., 19., -9., 28., 19.],
[ -7., 6., 20., 26., 23., -5.]])

(транспонування масиву за допомогою атрибуту T)

Порядок елементiв масиву у результатi дiї ravel() за замовчуванням
є C-style, що означає, що найшвидше змiнюється iндекс справа, тобто
за елементом a[0,0] розташований елемент a[0,1]. Якщо змiнюється
форма масиву, то масив знову трактується як C-style. NumPy зазви-
чай створює масиви, що зберiгаються у цьому порядку, тому ravel(),
зазвичай, не копiює його елементи, але якщо масив створений iз частин
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iншого масиву або створений нестандартними методами, тодi, можливо,
елементи будуть копiюватися. Функцiї ravel() i reshape можуть при
виконаннi, використовуючи опцiйнi аргументи, використовувати масиви
FORTRAN-стилю, у якому найшвидше змiнюються крайнi злiва iнде-
кси.

Функцiя reshape повертає елементи масиву у модифiкованiй формi,
у той час, як ndarray.resize змiнює сам масив:

>>> a

array([[ 23., -7.],
[ 30., 6.],
[ 19., 20.],
[ -9., 26.],
[ 28., 23.],
[ 19., -5.]])

>>> a.resize((2,6))

>>> a

array([[ 23., -7., 30., 6., 19., 20.],
[ -9., 26., 28., 23., 19., -5.]])

Якщо аргумент розмiрностi оператора перетворення масиву задає-
ться значенням −1, то ця розмiрнiсть обчислюється автоматично:

>>> a.reshape(4,-1)

array([[ 23., -7., 30.],
[ 6., 19., 20.],
[ -9., 26., 28.],
[ 23., 19., -5.]])

>>> a

array([[ 23., -7., 30., 6., 19., 20.],
[ -9., 26., 28., 23., 19., -5.]])
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>>> a.reshape(-1,4)

array([[ 23., -7., 30., 6.],
[ 19., 20., -9., 26.],
[ 28., 23., 19., -5.]])

Iншi функцiї: ndarray.shape, reshape, resize, ravel.

Об’єднання масивiв

Кiлька масивiв можна об’єднати вздовж рiзних осей:

>>> from numpy import *

>>> from random import randint

>>> a=floor(10*random.random((3,2)))

>>> a

array([[ 5., 3.],
[ 4., 1.],
[ 4., 9.]])

>>> b=floor(10*random.random((3,2)))

>>> b

array([[ 6., 8.],
[ 0., 1.],
[ 5., 8.]])

>>> vstack((a,b))
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array([[ 5., 3.],
[ 4., 1.],
[ 4., 9.],
[ 6., 8.],
[ 0., 1.],
[ 5., 8.]])

>>> hstack((a,b))

array([[ 5., 3., 6., 8.],
[ 4., 1., 0., 1.],
[ 4., 9., 5., 8.]])

Функцiя column_stack об’єднює 1D масиви у виглядi стовпцiв 2D
масиву. Це еквiвалентно до дiї vstack() тiльки для 1D масивiв:

>>> a

array([[ 5., 3.],
[ 4., 1.],
[ 4., 9.]])

>>> b

array([[ 6., 8.],
[ 0., 1.],
[ 5., 8.]])

>>> a=a.ravel()[:4]

>>> a

array([ 5., 3., 4., 1.])

>>> b=b.ravel()[:4]

>>> b

array([ 6., 8., 0., 1.])
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>>> a[:,newaxis]

array([[ 5.],
[ 3.],
[ 4.],
[ 1.]])

>>>

array([[ 5., 6.],
[ 3., 8.],
[ 4., 0.],
[ 1., 1.]])

>>> vstack((a[:,newaxis],b[:,newaxis]))

array([[ 5.],
[ 3.],
[ 4.],
[ 1.],
[ 6.],
[ 8.],
[ 0.],
[ 1.]])

>>> hstack((a[:,newaxis],b[:,newaxis]))

array([[ 5., 6.],
[ 3., 8.],
[ 4., 0.],
[ 1., 1.]])

Для масивiв, розмiрнiсть яких є бiльшою вiд двох, функцiя hstack
складає цi масиви вздовж своїх других осей, у той час як vstack –
вздовж свої перших осей, а concatenate об’єднує згiдно опцiйних аргу-
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ментiв, якi означають число осей, вздовж яких має мiсце конкатенацiя
масивiв.

(утворимо два масиви a i b)

>>> a=floor([10*random.random((2,3))])

>>> a

array([[[ 0., 6., 0.],
[ 4., 3., 9.]]])

>>> b=floor([10*random.random((2,3))])

>>> b

array([[[ 3., 9., 1.],
[ 5., 1., 5.]]])

>>> concatenate((a,b),axis=0)

array([[[ 0., 6., 0.],
[ 4., 3., 9.]],

[[ 3., 9., 1.],
[ 5., 1., 5.]]])

(конкатенацiя двох масивiв: два двовимiрнi масиви об’єднанi у триви-
мiрний)

>>> concatenate((a,b),axis=1)

array([[[ 0., 6., 0.],
[ 4., 3., 9.],
[ 3., 9., 1.],
[ 5., 1., 5.]]])

(конкатенацiя двох масивiв по стовпчиках)

>>> concatenate((a,b),axis=2)
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array([[[ 0., 6., 0., 3., 9., 1.],
[ 4., 3., 9., 5., 1., 5.]]])

(конкатенацiя двох масивiв по рядках)

>>> c=floor([10*random.random((2,4))])

>>> c

array([[[ 2., 8., 1., 9.],
[ 8., 8., 5., 8.]]])

>>> concatenate((a,c),axis=2)

array([[[ 0., 6., 0., 2., 8., 1., 9.],
[ 4., 3., 9., 8., 8., 5., 8.]]])

У складних випадках r_ та c_ використовується для створення ма-
сивiв чисел розташованих вздовж однiєї осi. Причому, дозволяється ви-
користовувати лiтерали дiапазону (’’:’’):

>>> r_[2,3,-4:2,.3,-.5]

array([ 2. , 3. , -4. , -3. , -2. , -1. , 0. , 1. , 0.3,
-0.5])

Якщо масиви використовуються у якостi аргументiв, то r_ та c_
дiють аналогiчно як vstack, hstack за замовчуванням, але дозволяється
вказувати за допомогою опцiйного аргумента номер осi, вздовж якої
маємо намiр провести конкатенацiю.

Iншi функцiї: hstack, vstack, column_stack, concatenate, c_, r_.

Подiл масиву на декiлька менших

За допомогою функцiї hsplit можна подiлити масив вздовж гори-
зонтальних осей, або визначаючи число рiвних розмiрiв масивiв, або
визначивши стовпцi, пiсля яких виконується подiл:

>>> a=floor(10*random.random((2,12)))
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>>> a

array([[ 4., 3., 8., 8., 6., 8., 2., 1., 9., 6., 6., 8.],
[ 1., 2., 5., 9., 8., 4., 8., 9., 1., 6., 8., 2.]])

>>> hsplit(a,3)

[array([[ 4., 3., 8., 8.],
[ 1., 2., 5., 9.]]),

array([[ 6., 8., 2., 1.],
[ 8., 4., 8., 9.]]),

array([[ 9., 6., 6., 8.],
[ 1., 6., 8., 2.]])]

(даний масив подiлили на три пiдмасиви по 12/3=4 стовпцi у кожно-
му)

>>> hsplit(a,2)

[array([[ 4., 3., 8., 8., 6., 8.],
[ 1., 2., 5., 9., 8., 4.]]),

array([[ 2., 1., 9., 6., 6., 8.],
[ 8., 9., 1., 6., 8., 2.]])]

(даний масив подiлили на 2 пiдмасиви по 12/2=6 стовпцi у кожному)

>>> hsplit(a,(4,7,9))

[array([[ 4., 3., 8., 8.],
[ 1., 2., 5., 9.]]),

array([[ 6., 8., 2.],
[ 8., 4., 8.]]),

array([[ 1., 9.],
[ 9., 1.]]),

array([[ 6., 6., 8.],
[ 6., 8., 2.]])]



100 Роздiл 1. Короткий вступ до Python.

(даний масив подiлили на пiдмасиви перших 4 стовпцi, наступнi вiд
5-го до 7-го стовпця, наступнi 8-мий i 9-тий стовпцi, i на кiнець –
решта, вiд 10-го по 12-ий стовпцi)

Функцiя vsplit дiлить масив згiдно вертикальних осей, а функцiя
array_split дiлить масив згiдно вказаних осей.

>>> array_split(a,4,axis=1)

[array([[ 4., 3., 8.],
[ 1., 2., 5.]]),

array([[ 8., 6., 8.],
[ 9., 8., 4.]]),

array([[ 2., 1., 9.],
[ 8., 9., 1.]]),

array([[ 6., 6., 8.],
[ 6., 8., 2.]])]

(подiл масиву на 4 пiдмасиви вiдповiдно до горизонтальної осi)

>>> array_split(a,4,axis=0)

[array([[ 4., 3., 8., 8., 6., 8., 2., 1., 9., 6., 6., 8.]]),
array([[ 1., 2., 5., 9., 8., 4., 8., 9., 1., 6., 8., 2.]]),
array([], shape=(0, 12), dtype=float64),
array([], shape=(0, 12), dtype=float64)]

(подiл масиву на 4 пiдмасиви вiдповiдно до вертикальної осi)

1.2.7. Копiювання та вигляд

При виконаннi операцiй на масивах та при манiпуляцiї масивами, їх
елементи iнколи можуть бути скопiйованi до нового масиву, а часом i
нi. Дуже часто такi явища є джерелом непорозумiння для початкiвцiв.
Iснують три рiзнi випадки, якi опишемо бiльш детально.
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Не копiювати взагалi

Найпростiшi перетворення створюють не копiї масивiв чи їх даних.

(завантажуємо модулi)

>>> from numpy import *

>>> from random import *

(створюємо одномiрний масив a)

>>> a=r_[1:13]

>>> a

array([ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12])

(створюємо новий масив b, але не новий об’єкт)

>>> b=a

(перевiримо це)

>>> b is a

True

(тепер змiнимо структуру b)

>>> b.shape=4,3

>>> b

array([[ 1, 2, 3],
[ 4, 5, 6],
[ 7, 8, 9],
[10, 11, 12]])

>>> a
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array([[ 1, 2, 3],
[ 4, 5, 6],
[ 7, 8, 9],
[10, 11, 12]])

(як бачимо, масив a також змiнив структуру)

Python трактує змiннi об’єкти як посилання, а тому функцiя не виконує
копiювання.
>>> def f(x):
... print(id(x))
...

>>> id(a)

76975680

(id повертає унiкальний iдентифiкатор об’єкта)

>>> f(a)

76975680

Перегляд або поверхнева копiя

Рiзнi об’єкти масиву можуть дiлити тi самi данi. Метод view утворює
новий масив, який виглядає iз тими ж даними.

(утворимо масив)

>>> a=r_[21:32,33.]

>>> size(a)

12

>>> a

array([ 21., 22., 23., 24., 25., 26., 27., 28., 29., 30.,
31., 33.])
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>>> c=a.view()

>>> c

array([ 21., 22., 23., 24., 25., 26., 27., 28., 29., 30.,
31., 33.])

>>> c is a

False

>>> c.base is a

True

(c є представлення даних, якi належать a)

>>> c.flags.owndata

False

(змiнимо розмiрнiсть масиву a)

>>> a.shape=4,3

>>> a

array([[ 21., 22., 23.],
[ 24., 25., 26.],
[ 27., 28., 29.],
[ 30., 31., 33.]])

(змiнимо розмiрнiсть масиву c)

>>> c.shape=2,6

>>> a.shape

(4,3)

(структура a не змiнилася)

>>> c[0,2]=1234
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>>> a

array([[ 21., 22., 1234.],
[ 24., 25., 26.],
[ 27., 28., 29.],
[ 30., 31., 33.]])

(замiна елемента [0,2] масиву c на 1234 викликала змiну елемента
[0,2] масиву a)

Подiл масиву повертає його вигляд

>>> s=a[1:3,:]

>>> s

array([[ 24., 25., 26.],
[ 27., 28., 29.]])

(створили новий масив s)

>>> s[:]

array([[ 24., 25., 26.],
[ 27., 28., 29.]])

(s[:] повертає вигляд масиву s)

>>> s[:]=100

(всiм елементам масиву s присвоєно значення 100)

>>> a

array([[ 21., 22., 1234.],
[ 100., 100., 100.],
[ 100., 100., 100.],
[ 30., 31., 33.]])

(змiнилися елементи масиву a, якi вiдображенi у масивi s)
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Глибоке копiювання

Функцiя copy створює повну копiю масиву i його даних

>>> d=a.copy()

>>> d

array([[ 21., 22., 1234.],
[ 100., 100., 100.],
[ 100., 100., 100.],
[ 30., 31., 33.]])

>>> d is a

False

>>> d.base is a

False

(d не дiлить з a жодних елементiв)

>>> d[1,0]=1111

>>> d

array([[ 21., 22., 1234.],
[ 1111., 100., 100.],
[ 100., 100., 100.],
[ 30., 31., 33.]])

>>> a

array([[ 21., 22., 1234.],
[ 100., 100., 100.],
[ 100., 100., 100.],
[ 30., 31., 33.]])
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1.2.8. Функцiї та методи перегляду

Нижче приводимо список найбiльш уживаних у NumPy функцiй i
методiв складених за категорiями.

Array Creation

arange, array, copy, empty, empty_like, eye, fromfile, fromfunction,
identity, linspace, logspace, mgrid, ogrid, ones, ones_like, r, zeros,
zeros_like.

Conversions

ndarray.astype, atleast_1d, atleast_2d, atleast_3d, mat.

Manipulations

array_split, column_stack, concatenate, diagonal, dsplit, dstack,
hsplit, hstack,
ndarray.item, newaxis, ravel, repeat, reshape, resize, squeeze,
swapaxes, take,
transpose, vsplit, vstack.

Questions

all, any, nonzero, where.

Ordering

argmax, argmin, argsort, max, min, ptp, searchsorted, sort.

Operations

choose, compress, cumprod, cumsum, inner, ndarray.fill, imag, prod,
put, putmask, real, sum.
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Basic Statistics

cov, mean, std, var.

Basic Linear Algebra

cross, dot, outer, linalg.svd, vdot.

1.2.9. Менш основне

Правила мови програмування

Мова програмування допускає унiверсальнi функцiї, щоб належним
чином обробляти вхiднi данi, якi не мають точно такої ж форми.

Перше правило мови програмування полягає у тому, що у випадку
масивiв iз рiзними розмiрностями, до масивiв найменшої розмiрностi
постiйно додається ”1” до тих пiр, поки розмiрностi не будуть однако-
вими.

Друге правило мови програмування гарантує, що масиви розмiр-
ностi ”1” вздовж певної розмiрностi поводять себе так, якби вони ма-
ли розмiрнiсть масиву з найбiльшою розмiрнiстю вздовж цього вимiру.
Значення елемента масиву припускається однаковим за цим вимiром
для трансльованого масиву.

Пiсля застосування цих правил мови розмiри всiх масивiв повиннi
бути рiвними.

1.2.10. Незвичайна iндексацiя та трюки iз iндексами

NumPy має у своєму розпорядженнi бiльше можливостей iндексува-
ння у порiвняннi iз стандартними послiдовностями Python. На додаток,
крiм iндексування цiлих масивiв або їх частини, як було показано вище,
масиви можуть бути iндексованi цiлими масивами i булевими масивами.

Iндексування масивами iндексiв

>>> from numpy import *
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>>> from random import randint

(створимо масив квадратiв перших 12 чисел)

>>> a=arange(12)**2

>>> a

array([ 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121])

(створюємо масив iндексiв)

>>> i=array([1,2,3,2,7,9])

(за допомогою цього масиву утворимо масив iз a)

>>> a[i]

array([ 1, 4, 9, 4, 49, 81])

(утворимо двовимiрний масив iндексiв)

>>> j=array([[3,1],[10,7]])

>>> a[j]

array([[ 9, 1],
[100, 49]])

(структура масиву iндекса диктує структуру утвореного масиву)

Якщо масив iндексiв a є багатовимiрний, тодi кожен простий масив
вiдноситься до першої розмiрностi масиву a. Наступний приклад iлю-
струє такий випадок при перетвореннi образу мiток у кольоровий образ,
при цьому використовуючи палетку кольорiв.

>>> palette=array([[0,0,0],
... [255,0,0],
... [0,255,0],
... [0,0,255],
... [255,255,255]])
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(утворили багатовимiрний масив palette)

>>> image=array([[0,1,2,0],[0,3,4,0]])

(утворили багатовимiрний масив iндексiв image)

>>> palette[image]

array([[[ 0, 0, 0],
[255, 0, 0],
[ 0, 255, 0],
[ 0, 0, 0]],

[[ 0, 0, 0],
[ 0, 0, 255],
[255, 255, 255],
[ 0, 0, 0]]])

(утворено масив paletteтрьох кольорiв)

Можна також використовувати масив iндексiв розмiрностi бiльшої нiж
один. Масив iндексiв за кожним вимiром повинен мати однакову роз-
мiрнiсть.

>>> a=array([randint(0,50) for k in range(12)]).reshape([3,4])

>>> a

array([[ 4, 10, 35, 2],
[ 7, 18, 36, 10],
[26, 37, 16, 19]])

(утворили двовимiрний масив даних)

>>> i=array([[0,1],[1,2]])

>>> j=array([[2,1],[3,3]])

(утворили перший i та другий j двовимiрнi масиви iндексiв масиву
даних a)
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>>> a[i,j]

array([[35, 18],
[10, 19]])

(iз масивiв iндексiв формуються пари iндексiв [i[s,r],j[s,r]] i утво-
рюється масив iз елементами масиву a: a[0,2],a[1,1],a[1,3],a[2,3])

>>> a[i,1]

array([[10, 18],
[18, 37]])

>>> a[:,i]

array([[[ 4, 10],
[10, 35]],

[[ 7, 18],
[18, 36]],

[[26, 37],
[37, 16]]])

Очевидно, що масиви iндексiв i та j можна подати за допомогою
списку l i ефект буде той самий.

>>> l=[i,j]

>>> a[l]

array([[10, 18],
[18, 37]])

Однак, ми не можемо пiдставити i та j до цього масиву, так як цей
масив iнтерпретується як показник iндекса першого вимiру масиву a.

Iндексування масивами використовується також при пошуку макси-
муму часових рядiв:

>>> time=linspace(20,145,5)
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>>> data=sin(arange(20)).reshape(5,4)

>>> time

array([ 20. , 51.25, 82.5 , 113.75, 145. ])

>>> data

array([[ 0. , 0.84147098, 0.90929743, 0.14112001],
[-0.7568025 , -0.95892427, -0.2794155 , 0.6569866 ],
[ 0.98935825, 0.41211849, -0.54402111, -0.99999021],
[-0.53657292, 0.42016704, 0.99060736, 0.65028784],
[-0.28790332, -0.96139749, -0.75098725, 0.14987721]])

>>> ind=data.argmax(axis=0)

>>> ind

array([2, 0, 3, 1], dtype=int32)

>>> time_max=time[ind]

>>> data_max=data[ind,range(data.shape[1])]

>>> time_max

array([ 82.5 , 20. , 113.75, 51.25])

>>> data_max

array([ 0.98935825, 0.84147098, 0.99060736, 0.6569866 ])

>>> all(data_max==data.max(axis=0))

True

Iндексування масивами можемо скористатися у випадку, коли маємо
на метi виконувати переприсвоєння значень елементiв масиву:

>>> a=arange(5)
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>>> a

array([0, 1, 2, 3, 4])

>>> a[[1,3,4]]=1000

>>> a

array([ 0, 1000, 2, 1000, 1000])

Однак, якщо список iндексiв мiстить однаковi значення iндексiв а
вiдповiдним елементам присвоюються рiзнi значення, тодi замiна триває
дещо довше i вказаному елементу присвоюється останнє значення iз
списку присвоєнь:

>>> a=arange(5)

>>> a

>>> array([0, 1, 2, 3, 4])

>>> a[[1,1,3]]=[111,112,13]

>>> a

array([ 0, 112, 2, 13, 4])

Це є достатньо обґрунтовано, але потрiбно бути обачним у випадку,
якщо маємо намiр скористатися iз конструкцiї Python +=, так як можна
отримати не той результат, на який очiкуєте:

>>> a=arange(5)

>>> a

array([0, 1, 2, 3, 4])

>>> a[[0,0,2]]+=1

>>> a

array([1, 1, 3, 3, 4])
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Навiть якщо 0 двiчi зустрiчається на у писку iндексiв, нульовий еле-
мент збiльшується тiльки один раз. Це вiдбувається так тому, що iн-
струкцiя Python a+=1 є еквiвалентна дiї a=a+1.

Iндексування булевими масивами

Якщо ми iндексуємо масив за допомогою масиву (цiлих) iндексiв,
то необхiдно створити список iндексiв для вибору елементiв масиву. Iз
логiчними iндексами цей пiдхiд є просто чудовий; ми явно вказуємо на
тi елементи масиву, якi бажаємо та якi не потребуємо.

Найбiльш натуральним шляхом щодо iндексування булевими змiн-
ними, є використання масиву булевих змiнних, який має таку ж розмiр-
нiсть, що i оригiнальний масив даних.

>>> from numpy import *

>>> from random import randint

>>> a=array([[randint(-20,20) for j in range(4)]for i in
range(5)])

>>> a

array([[ 1, 10, 12, -12],
[ 10, 7, -5, 7],
[ -2, -20, 2, 20],
[-19, -18, 20, -8],
[ 17, -18, 9, -17]])

>>> b=a<0

>>> b
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array([[False, False, False, True],
[False, False, True, False],
[ True, True, False, False],
[ True, True, False, True],
[False, True, False, True]], dtype=bool)

>>> a[b]

array([-12, -5, -2, -20, -19, -18, -8, -18, -17])

Ця властивiсть може бути прекрасно використана у пiдстановках.

>>> a[b]=1111

>>> a

array([[ 1, 10, 12, 1111],
[ 10, 7, 1111, 7],
[1111, 1111, 2, 20],
[1111, 1111, 20, 1111],
[ 17, 1111, 9, 1111]])

У наступному прикладi продемонструємо, як використовуючи iнде-
ксування булевими масивами згенерувати зображення, вiдоме як мно-
жина Mandelbrot’а.

>>> from numpy import *

>>> from matplotlib.pyplot import *

>>> from random import randint

(визначимо функцiю)
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>>> def mandelbrot(h,w,max_it=20):
... ” ” ”Returns an image of the Mandelbrot fractal of
size (h,w).” ” ”
... y, x = ogrid[-1.4:1.4:h*1j,-2:0.8:w*1j]
... c=x+y*1j
... z=c
... divtime=max_it+zeros(z.shape,dtype=int

... for i in range(max_it):

... z=z**2+c

... diverge=z*conj(z)>2**2

... div_now=diverge & (divtime==max_it)

... divtime[div_now]=i

... z[diverge]=2

... return divtime

>>> imshow(mandelbrot(400,400))

Обчислений образ зображено на рисунку 1.1.

Другий спосiб iндексування булевими масивами є аналогiчний до
цiлочисельного iндексування; до кожного вимiру масиву ми додаємо
одновимiрний булевий масив та вибираємо тi частини масиву, якi по-
трiбно.

>>> from numpy import *

>>> from matplotlib.pyplot import *

>>> from random import randint

>>> a=floor(100*random.random([4,5])-50)

>>> a
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array([[-22., -2., -7., -5., 2.],
[-25., -32., 29., -5., -9.],
[-27., 1., 27., 13., 11.],
[-24., -37., -12., 33., -36.]])

>>> b1=array([False,True,True,False])

>>> b2=array([False,True,False,False,True])

>>> a[b1,:]

array([[-25., -32., 29., -5., -9.],
[-27., 1., 27., 13., 11.]])

>>> a[b1]

Рис. 1.1: Множина Mandelbrok’а
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array([[-25., -32., 29., -5., -9.],
[-27., 1., 27., 13., 11.]])

>>> a[:,b2]

array([[ -2., 2.],
[-32., -9.],
[ 1., 11.],
[-37., -36.]])

>>> a[b1,b2]

array([-32., 11.])

Зазначимо, що довжина 1D булевого масиву повинна спiвпадати iз
довжиною вимiру (або осi), яку ми маємо на метi видiлити. У прикладi
вище b1 є одновимiрним масивом довжини 3 (кiлькiсть рядкiв маси-
ву a), а b2 (довжини 4) вiдповiдає другому рангу (кiлькiсть стовпцiв)
масиву a.

ix_() функцiя

ix_() функцiя може бути використана для об’єднання рiзних ве-
кторiв так, щоб отримати результат для кожного n-аплета. Наприклад,
якщо ми хочемо обчислити всi значення a+b*c для всiх систем iз трьох
елементiв, заданих векторами a, b, c, тодi:

>>> from numpy import *

>>> a=array([2,3,4,5])

>>> b=array([8,5,4])

>>> c=([5,4,6,8,3])

>>> ax,bx,cx=ix_(a,b,c)

>>> ax
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array([[[2]],

[[3]],

[[4]],

[[5]]])

>>> bx

array([[[8],
[5],
[4]]])

>>> cx

array([[[5, 4, 6, 8, 3]]])

>>> ax.shape,bx.shape,cx.shape

((4, 1, 1), (1, 3, 1), (1, 1, 5))

>>> result=ax+bx*cx

>>> result
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array([[[42, 34, 50, 66, 26],
[27, 22, 32, 42, 17],
[22, 18, 26, 34, 14]],

[[43, 35, 51, 67, 27],
[28, 23, 33, 43, 18],
[23, 19, 27, 35, 15]],

[[44, 36, 52, 68, 28],
[29, 24, 34, 44, 19],
[24, 20, 28, 36, 16]],

[[45, 37, 53, 69, 29],
[30, 25, 35, 45, 20],
[25, 21, 29, 37, 17]]])

>>> result[1,2,3]

35

>>> a[1]+b[2]*c[3]

35

Визначимо у скороченiй формi наступне:

>>> def ufunc_reduce(ufct,*vctrs):
... vs=ix_(*vctrs)
... r=ufct.identity
... for v in vs:
... r=ufct(r,v)
... return r

i тодi отримаємо таке

>>> ufunc_reduce(add,a,b,c)
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array([[[15, 14, 16, 18, 13],
[12, 11, 13, 15, 10],
[11, 10, 12, 14, 9]],

[[16, 15, 17, 19, 14],
[13, 12, 14, 16, 11],
[12, 11, 13, 15, 10]],

[[17, 16, 18, 20, 15],
[14, 13, 15, 17, 12],
[13, 12, 14, 16, 11]],

[[18, 17, 19, 21, 16],
[15, 14, 16, 18, 13],
[14, 13, 15, 17, 12]]])

Перевага цього способу пониження у порiвняннi iз ufunc.reduce по-
лягає у тому, що вiн робить можливим використання правило поши-
рення для того, щоб уникнути обчислення елементiв масиву розмiру
кратному числу векторiв.

Iндексування за допомогою стрiчки

Див. RecordArrays.

1.2.11. Лiнiйна алгебра

Працi над створенням модуля лiнiйної алгебри у процесi. Основи
лiнiйної алгебри включають наступнi команди.

Найпростiшi операцiї на масивах.

Бiльше про основнi операцiї на масивах у середовищi Python можна
знайти у linalg.py у папцi NumPy.

>>> from numpy import *
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>>> a=array(floor([[1,2],[3,4]]))

>>> print(a)

[[1. 2.]
[3. 4.]]

>>> a.transpose()

array([[ 1., 3.],
[ 2., 4.]])

(обчислення транспонованої до a матрицi )

>>> aInv=linalg.inv(a)

>>> aInv

array([[-2. , 1. ],
[ 1.5, -0.5]])

(обчислення оберненої до a матрицi)

>>> aDaInv1=a.dot(aInv)

>>> aDaInv2=dot(a,aInv)

>>> print(’a.aˆ (-1): \ n’,aDaInv1,’; \ n \ n’,aDaInv2)

a.aˆ (-1):
[[ 1.00000000e+00 1.11022302e-16]
[ 0.00000000e+00 1.00000000e+00]];

[[ 1.00000000e+00 1.11022302e-16]
[ 0.00000000e+00 1.00000000e+00]]

(два формати добутку двох матриць)

>>> ind=eye(2)
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>>> print(’ \ nI=’,ind)

I= [[ 1. 0.]
[ 0. 1.]]

(обчислення одиничної матрицi другого порядку)

>>> trace(a)

5

(слiд матрицi a)

>>> b=array([[8.],[18.]])

>>> y=linalg.solve(a,b)

>>> y

array([[ 2.],
[ 3.]])

(обчислення розв’язку лiнiйної системи)

>>> linalg.eig(a)

(array([-0.37228132, 5.37228132]),
array([[-0.82456484, -0.41597356],

[ 0.56576746, -0.90937671]]))

(обчислення власних значень та вiдповiдних власних векторiв матри-
цi a)

Прийоми та поради

Наведемо список коротких та корисних порад.
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”Автоматична” змiна розмiрностi Щоб змiнити розмiрнiсть маси-
ву, можна знехтувати iз однiєї розмiрностi, яка пiзнiше визначається
автоматично:

>>> a=arrange(30)

>>> a.shape=3,-1,5

(тут -1 означає, що розмiрнiсть добереться така, яка потрiбно)

>>> a.shape

(3, 2, 5)

>>> a

array([[[ 0, 1, 2, 3, 4],
[ 5, 6, 7, 8, 9]],

[[10, 11, 12, 13, 14],
[15, 16, 17, 18, 19]],

[[20, 21, 22, 23, 24],
[25, 26, 27, 28, 29]]])

Складання векторiв Як можна сконструювати двовимiрний масив
iз одновимiрних рядкiв однакової розмiрностi? У системi MatLab® це
робиться дуже просто: якщо x та y два вектори однакової довжини, то
достатньо впровадити наступний код: m=[x;y]. У програмному середо-
вищi NumPy це можна виконати за допомогою функцiй column_stack,
dstack, hstack та vstack, в залежностi вiд розмiрностi масиву, у який
будемо ”складувати” цi вектори. Наприклад:

>>> x=arange(1,14,3)

>>> y=arange(13,31,4)

(утворення двох векторiв x=array([1,4,7,10,13]) та y=array([13,
17,21,25,29]) довжиною 5)
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>>> m=hstack([x,y])

>>> m

array([ 1, 4, 7, 10, 13, 13, 17, 21, 25, 29])

>>> xy=vstack([x,y])

array([[ 1, 4, 7, 10, 13],
[13, 17, 21, 25, 29]])

(декiлька прикладiв застосування вищезгаданих функцiй на багатови-
мiрних масивах)

>>> a1=array([[1,2,3],[4,5,6]]);

>>> a2=array([[0,9,8], [9,8,7],[12,14,15]]);

>>> a1Va2=vstack([a1,a2])

>>> a1Va2

array([[ 1, 2, 3],
[ 4, 5, 6],
[ 0, 9, 8],
[ 9, 8, 7],
[12, 14, 15]])

>>> a1Ha3=hstack([a1,a2[1:3,:]])

>>> a1Ha3

array([[ 1, 2, 3, 9, 8, 7],
[ 4, 5, 6, 12, 14, 15]])

>>> dstack([a1[1,:],a2[1,:]])

array([[[4, 9],
[5, 8],
[6, 7]]])
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>>> dstack([a1,a2[0:2,:]])

array([[[1, 0],
[2, 9],
[3, 8]],

[[4, 9],
[5, 8],
[6, 7]]])

Див. також NumPy для користувачiв MatLab® .

1.2.12. Гiстограми

Функцiя NumPy histogram, застосована до масиву, повертає пару
векторiв: гiстограму масиву та вектор iнтервалiв. Але треба бути обе-
режним, оскiльки у модулi matplotlib також є функцiя для побудови
гiстограми (її назва hist, так само як у MatLab® ), яка вiдрiзняться вiд
вiдповiдної у NumPy. Основна вiдмiннiсть вiд pylab.hist будує графiк
гiстограми автоматично, тодi як numpy.histogram генерує данi.

>>> import numpy as np

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>> mu, sigma = 2, 0.5

>>> v=np.random.normal(mu,sigma,10000)

(побудовано масив 10000 даних нормального розподiлу iз середньоква-
дратичним вiдхиленням σ2 = 0.52 та середнiм 2)

>>> plt.hist(v,bins=50,normed=1)

>>> plt.show()

(обчислення гiстограми нормального розподiлу на 50-ти iнтервалах за
допомогою функцiї модуля matplotlib)
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(а) побудована функцiєю модуля
matplotlib;

(б) побудована функцiєю модуля NumPy;

Рис. 1.2: Гiстограми.

(обчислення гiстограми за допомогою модуля NumPy)

>>> (n,bins)=np.histogram(v,bins=50,normed=True)

>>> plt.plot(.5*(bins[1:]+bins[:-1]),n)

>>> plt.show()

1.2.13. Iншi джерела для опрацювання

• Посiбник Python.

• Посилання.

• Посiбник SciPy.

• Конспект SciPy.

• MatLab, R, IDL, NumPy \ SciPy словники.

https://docs.python.org/3/tutorial/
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/index.html
http://www.scipy-lectures.org/
http://mathesaurus.sourceforge.net/
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1.3. Короткий вступ до SciPy

SciPy – це бiблiотека модулiв Python для наукових обчислень, яка
має у своєму розпорядженнi бiльш спецiалiзованi функцiональнi мож-
ливостi, нiж загальнi структури даних i математичнi алгоритми бiблiо-
теки NumPy. Наприклад, бiблiотека SciPy мiстить модулi для обчисле-
ння спецiальних функцiй, якi часто застосовують у наукових та iнже-
нерних дослiдженнях, оптимiзацiї, iнтегрування, iнтерполяцiї, обробки
зображень. Як i у бiблiотецi NumPy, численнi внутрiшнi алгоритми бi-
блiотеки SciPy виконуються як попередньо скомпiльований код на мовi
C, забезпечуючи високу швидкiсть. Поза тим, як NumPy i сам Python,
бiблiотека SciPy є у вiльнiй дистрибуцiї.

Для практичного використання пiдпрограм бiблiотеки SciPy потрiб-
но познайомитися iз дещо новим синтаксисом i у цьому пiдроздiлi основ-
на увага зосереджена на прикладах практичного застосування цiєї бi-
блiотеки у коротких програмах, тiсно пов’язаних iз науковими i iнже-
нерними розрахунками.

1.3.1. Iнтегрування i звичайнi диференцiальнi рiвняння.

Пакет scipy.integrate мiстить методи для обчислення визначених iн-
тегралiв. За допомогою цих методiв можна обчислити властивi i нев-
ластивi iнтеграли. Цi методи також дозволяють iнтегрувати системи
диференцiальних рiвнянь.

Визначенi iнтеграли функцiї однiєї змiнної.

Основною програмою чисельного iнтегрування є scipy.integrte.quad.
У цiй програмi застосовується адаптивна квадратура для наближеного
обчислення значення iнтеграла шляхом подiлу областi iнтегрування на
меншi iнтервали, якi вибираються iтеративно у вiдповiдностi до заданої
iнтервальної похибки. У найпростiшiй формi метод приймає три аргу-
менти: об’єкт функцiї Python, який вiдповiдає iнтегровнiй функцiї, func
i межi iнтегрування a i b. В аргументi функцiї func обов’язково повинен
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передаватися принаймнi один об’єкт, якщо цей об’єкт мiстить бiльше
одного об’єкта, то iнтегрування здiйснюється за координатою, яка вiд-
повiдає першому значенню аргумента. При визначенi пiдiнтегральної
func функцiї зручно користуватися лямбда-конструктором. Наприклад,

для одержання значення iнтеграла
4∫

1

x−2dx =
3

4
:

>>> from scipy.integrate import quad

>>> func1 = lambda t: t**(-2)

>>> quad(func1, 1, 4)
(0.7500000000000002, 1.913234548258993e-09)

метод quad повертає кортеж двох значень – значення iнтеграла i аб-
солютну похибку одержаного результату.

Для обчислення невластивих iнтегралiв використаємо спецiальне
значення np.inf. Крiм того, будемо користуватися функцiями iз пакета
NumPy, тому перш нiж запишемо код, потрiбно завантажити NumPy,
замiнивши його iдентифiкатор на коротший np. Код процедури обчис-
лення невластивого iнтеграла запишемо у редакторi, про що свiдчитиме
вiдсутнiсть запрошення командного рядка >>> . Крiм того, щоб поба-
чити явно одержаний результат, до нього потрiбно застосувати функцiю
print. Отож,

import numpy as np
from scipy.integrate import quad
nt = quad(lambda t: np.exp(-t**2), 0, np.inf)
print("Integral value: { }. \ nPrecision:{ }.".format(nt[0],nt[1]))
mn=np.sqrt(np.pi)/2
print("Manual value: { }".format(mn))

Пiсля компiляцiї одержимо результат обчислень:
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Integral value: 0.8862269254527579.
Precision:7.101318378329813e-09.
Manual value: 0.8862269254527579

Вiдомо, що значення невластивого iнтеграла
∞∫
0

e−x2
dx =

√
π

2
, то-

му у програмi вище безпосередньо аналiтично обчислено i одержано
значення його значення – можна порiвняти результати. Крiм того, пi-
дiнтегральну функцiю визначили за допомогою лямбда-конструктора
безпосередньо як аргумент quad.

Для складнiших функцiй потрiбно явно визначити функцiю за до-
помогою ключового слова def. Розглянемо приклад iнтегрування роз-
ривної функцiї:

def myfunc2(x):
if abs(x) < 0.5:

return -x
return x - 0.5*np.sign(x)

int2 = quad(myfunc2, -0.6, 0.8)
print(int2)

(0.039999999999999925, 8.326672684688674e-17)

Обчислимо графiк функцiї myfunc2:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as mpl
x = np.linspace(-0.6, 0.8, 100)
y = np.array([myfunc2(t) for t in x])
mpl.plot(x,y)
mpl.show()

Програма поверне графiк, зображений на рис. 1.3. Вертикальнi вiд-
рiзки прямих на графiку функцiї – розриви першого роду функцiї.

Функцiї iз сингулярними (особливими, критичними) точками або iз
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Рис. 1.3: Графiк пiдiнтегральної функцiї myfunc2(x).

точками розриву можуть створювати проблеми для програми чисельно-
го iнтегрування, навiть якщо визначений iнтеграл однозначно визначе-

ний. Наприклад, функцiя f(x) =
sinx

x
посiдає усувну особливу точку

x = 0 , у якiй за звичайного застосування методу quad програма по-
вертає критичну помилку (пропонуємо читачевi переконатися у цьому
самостiйно). Усунути цю проблему можна шляхом застосування розши-
реного формату quad, вказавши четвертим аргументом points=[x0, x1,...]
особливi точки x0, x1,... функцiї (цi точки не обов’язково повиннi бути
записанi по порядку):

sinc = lambda x: np.sin(x)/x
res1 = quad(sinc, -2, 2, points=[0,])
print(res1)

(3.210825953605389, 3.5647329017567276e-14)
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Кратнi iнтеграли.

Для обчислення подвiйних, потрiйних i n -кратних iнтегралiв у мо-
дулi scipy.integrate передбаченi методи dblquad, tplquad i nquad вiдповiдно.
У загальному випадку межi iнтегрування за однiєю змiнною можуть
залежати вiд iншої змiнної, тому синтаксис вказаних вище методiв є
складнiший у порiвняннi iз однократним iнтегралом.

Метод dblquad обчислює подвiйний iнтеграл:
b∫

a

h(x)∫
g(x)

f(x, y) dxdy.

Тут функцiя f(x, y) передається у метод як функцiя щонайменше двох
змiнних func(y, x, ...). Важливо, що першим аргументом цiєї функцiї є
y, а другим – x. Межi iнтегрування передаються до dblquad як наступнi
чотири аргументи. Першi двi межi визначають промiжок iнтегрування
за змiнною x, аналогiчно як у методi quad. Наступнi два аргументи gfun
i hfun визначають нижню та верхню межу iнтегрування за змiнною y,
i вони обов’язково повиннi бути об’єктами, що залежать вiд одного ар-
гумента – числа iз плаваючою комою, значення x (тобто, цi аргументи
повиннi бути функцiями x). Якщо щонайменше одна межа стосовно y
не залежить вiд x, то gfun або hfun можуть повертати стале значення.

Як приклад, обчислимо значення подвiйного iнтеграла
2∫

1

−1∫
−2

2x

y2
dxdy

за допомогою процедури:

import numpy as np
from scipy.integrate import dblquad

func2v = lambda y, x: 2*x/y**2
a, b = 1, 2
gfunc, hfunc = (lambda x: -2), (lambda x: -1)
res = dblquad(func2v, a, b, gfunc, hfunc)
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print(res)

(1.5, 2.2180352904498422e-14)

Тут важливо вiдзначити, що верхню та нижню межу iнтегруван-
ня за змiнною y передаємо як функцiї x, якi при кожному значеннi x
приймають сталi значення. А також, що при визначенi пiдiнтегральної
функцiї func2v першим аргументом визначаємо y, а другим – x (хоч у
звичайному математичному записi трактуємо порядковiсть аргументiв
навпаки). Пропонуємо читачевi переконатися, що не дотримання цих
вимог приводить до невiрного результату.

Код обчислення подвiйного iнтеграла можна записати в одному ряд-
ку:

dblquad(lambda y, x: 2*x/y**2, 1, 2, lambda x: -2, lambda x: -1)

⋆ Приклад 1.3.1. Розглянемо приклад обчислення площi пло-
скої фiгури обмеженої кардiоїдою ρ = 2+2 cos θ та колом ρ = 2 (ззовнi
кола) за допомогою подвiйного iнтеграла. Графiки кривих у полярнiй
системi координат та фiгуру обчислимо за допомогою програми:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

pfunc1 = lambda t: 2+2*np.cos(t)
pfunc2 = lambda t: 2+t*0

theta = np.linspace(0, 2*np.pi, 200)
theta34 = np.linspace(-np.pi/2, np.pi/2, 200)

r1 = pfunc1(theta)
r2 = pfunc2(theta)
r3 = pfunc1(theta34)
r4 = pfunc2(theta34)

plt.polar(theta, r1, ’r-’, lw = 2)
plt.polar(theta, r2, ’g-’, lw = 2)
plt.fill_between(theta34, r4, r3, facecolor = ’brown’, alpha=0.3)

plt.show()
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Рис. 1.4: Фiгура, обмежена кардiоїдою ρ = 2 + 2 cos θ та колом ρ = 2
(ззовнi кола).

Програма поверне графiк, зображений на рис. 1.4
Кардiоїда i коло перетинаються у точках θ0 = −π/2 i θ1 = π/2 i

при кожному значеннi θ iз промiжку −π/2 ⩽ θ ⩽ π/2 полярний радiус
ρ знаходиться на промiжку 2 ⩽ ρ ⩽ 2 + 2 cos θ . Отож, площа фiгури
дорiвнює подвiйному iнтегралу:

S =

π
2∫

−π
2

2+2 cos θ∫
2

ρ dρdθ

Без труднощiв аналiтично обчислимо подвiйний iнтеграл, значення яко-
го S = 8 + π i порiвняємо результат застосування чисельного методу:

import numpy as np
from scipy.integrate import dblquad

func2v =
gfunc, hfunc =(lambda t: 2 + t*0), (lambda t: 2 + 2*np.cos(t))
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a, b = -np.pi/2, np.pi/2

res = dblquad(func2v, a, b, gfunc, hfunc)

print(”Python result: S= { }; \ nPrecision: epsilon= { }.”.format(res[0], res[1]))
print(”Manual result: S={ } .”.format(8+np.pi))

Python result: S= 11.141592653589795;
Precision: epsilon= 1.2369652695009885e-13.

Manual result: S=11.141592653589793.

Тут пiдiнтегральнiй функцiї присвоєно iдентифiкатор (назву)
func2v, яка визначена за допомогою lambda-функцiї lambda ro, t: ro +
t*0 i дорiвнює ro радiусу для всiх значень кута t. Так як задекларовано
func2v як функцiю двох змiнних радiуса ro i кута t, а фактично зале-
жить тiльки вiд ro, формально при визначеннi аналiтичного вигляду
функцiї додали доданок t*0, який не впливає на значення функцiї. Цей
формальний прийом застосовуватимемо для правильної компiляцiї про-
грами, хоч у даному випадку система поверне правильний результат без
цього формального кроку. Аналогiчно у випадку визначення функцiї
нижньої межi внутрiшнього iнтегрування gfunc. Зовнiшнє iнтегрування
проводиться у межах вiд a = -np.pi/2 до b = np.pi/2, а внутрiшнє – вiд
gfunc =(lambda t: 2 + t*0) до hfunc = (lambda t: 2 + 2*np.cos(t)).

Iнтегрування iз кратнiстю бiльшою вiд двох виконується методом
scipy.integrate.nquad, документацiю i застосування можна знайти за по-
силанням [45]. Розглянемо приклад.

⋆ Приклад 1.3.2. Обчислити масу i центр маси тетраедра, обме-
женого координатними площинами i площиною x+ y + z = 1 , густина
якого у кожнiй точцi (x, y, z) задається функцiєю ρ = ρ(x, y, z) . Розгля-
немо випадки, коли ρ(x, y, z) = 1 , ρ(x, y, z) = x , ρ(x, y, z) = x2+y2+z2 .

Маса тетраедра може бути обчислена за формулою:

m =

∫ ∫
V

∫
ρ(x, y, z) dx dy dz =

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

1−x−y∫
0

ρ(x, y, z) dz,
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а координати (xm, ym, zm) центра маси за формулами:

xm =

∫ ∫
V

∫
x · ρ(x, y, z) dx dy dz,

ym =

∫ ∫
V

∫
y · ρ(x, y, z) dx dy dz,

zm =

∫ ∫
V

∫
z · ρ(x, y, z) dx dy dz.

Код програми обчислення маси i центра маси для випадкiв рiзних
густин тетраедра запишеться так:

import numpy as np
from scipy.integrate import tplquad

# Integration limits x, y, z.
a, b = 0, 1
gfun, hfun = (lambda x: 0), (lambda x: 1 - x)
qfun, rfun = (lambda x, y: 0), (lambda x, y: 1 - x - y)
limts = (a, b, gfun, hfun, qfun, rfun)

# Density functions.
rho123 = [lambda x, y, z: 1, \

lambda x, y, z: x, \
lambda x, y, z: x**2 + y**2 + z**2]

for rho in rho123:
# Mass.
m, _ = tplquad(rho, *limts)
# Mass center (xm, ym, zm).
xmrho, _ = tplquad(lambda x, y, z: x * rho(x, y, z), *limts)
ymrho, _ = tplquad(lambda x, y, z: y * rho(x, y, z), *limts)
zmrho, _ = tplquad(lambda x, y, z: z * rho(x, y, z), *limts)
xm, ym, zm = xmrho / m, ymrho / m, zmrho / m
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print(’mass = :g, Coefficients Mass Center = (:g, :g, :g)’. \
format(m, xm, ym, zm))

Пiсля компiляцiї програма поверне результат у виглядi:

mass = 0.166667, Coefficients Mass Center = (0.25, 0.25, 0.25)
mass = 0.0416667, Coefficients Mass Center = (0.4, 0.2, 0.2)
mass = 0.05, Coefficients Mass Center = (0.277778, 0.277778, 0.277778)

Звичайнi диференцiальнi рiвняння (ODE – Ordinary Differenti-
al Equation)

Звичайнi диференцiальнi рiвняння у Python можна чисельно
розв’язувати за допомогою двох методiв: scipy.integrate.odeint або sci-
py.integrate.solve_ivp (solve an initial value problem – розв’язування зада-
чi з початковими умовами (задача Cauchy)). Другий метод був розро-
блений у версiї 1.0 бiблiотеки SciPy, i власне цей метод рекомендують
для практичного використання. З допомогою методу solve_ivp можна
розв’язувати початковi задачi для диференцiальних рiвнянь та систем
диференцiальних рiвнянь першого порядку. Однак, для знаходження
розв’язку диференцiального рiвняння чи системи диференцiальних рiв-
нянь вищих порядкiв потрiбно попередньо звести до еквiвалентної за-
дачi для системи диференцiальних рiвнянь першого порядку. Повну до-
кументацiю та приклади застосування методiв odeint i solve_ivp можна
знайти за посиланнями [46, 47].

Знаходження чисельного розв’язку задачi Cauchy для зви-
чайного диференцiального рiвняння (IVP ODE – Initial Value
Problem for Ordinary Differential Equation). У найпростiшому
форматi вхiдними даними методу solve_ivp для знаходження розв’язку
початкової задачi для звичайного диференцiального рiвняння першого
порядку

dy

dx
= f(x, y)
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є три аргументи: права частина рiвняння f(x, y) (Right Hand Side
(RHS) – права частина ), початкове i кiнцеве значення аргументу
(промiжок iнтегрування), початкова умова y0 . За цими даними метод
розв’язування ODE вибирає i повертає послiдовнiсть точок iз промiжка
iз заданого промiжка, у яких виконується iнтегрування.

Для прикладу, розглянемо диференцiальне рiвняння першого по-
рядку, яке описує швидкiсть реакцiї A→ P , що виражається у концен-
трацiї реагента A :

dA

dt
= −kA.

Неважко проiнтегрувати у явному виглядi останнє рiвняння i записати
розв’язок:

A = A0e
−kt,

де A0 – початкова концентрацiя реагента A .
Для знаходження чисельного розв’язку диференцiального рiвняння

за допомогою методу solve_ivp потрiбно записати його у вище наведе-
нiй формi (рiвняння розв’язане стосовно похiдної) iз однiєю залежною
змiнною y(t) = A , яка є функцiєю незалежної змiнної t (часу). Отож,
у даному випадку диференцiальне рiвняння має вигляд:

dy

dt
= −ky.

Визначимо праву частину рiвняння f(x, y) (у загальному випадку пра-
ва частина є функцiєю двох змiнних t i y ), яка у даному випадку має
простий вигляд:

def rhs(t,y):
return -k*y

Зауважимо, що важливим є порядок аргументiв функцiї правої ча-
стини. Початковий та кiнцевий моменти (точки) часу t_span повиннi
передаватися як кортеж (t0,tf), а початкова умова – як об’єкт типу
масив, навiть якщо, як у даному випадку, передається тiльки одне зна-
чення. Одержимо:
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soln = solve_ivp(rhs, (t0, tf), [y0])

Програма повертає об’єкт soln класу OdeResult, у якому мiститься
важлива iнформацiя стосовно масиву точок soln.t часу, якi використо-
вуються при чисельному iнтегруваннi рiвняння, масиву soln.y значення
розв’язку початкової задачi у цих точках та soln.success – повiдомлення
про успiшне чи нi завершення алгоритму знаходження розв’язку IVP
ODE iз заданою точнiстю. Продемонструємо на прикладi.

⋆ Приклад 1.3.3. Запишемо програму, за допомогою якої графi-
чно порiвняємо чисельний та аналiтичний розв’язки розглянутої вище
задачi для таких даних: k = 0.2 , y(0) = A0 = 100 .

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp
import matplotlib.pyplot as plt
# Constant first order reaction rate, 1/s.
k = 0.2
# Initial condition for y: 100% reagent at time t = 0.
y0 = 100
# Start and end points (moments) of time for integration.
t0, tf = 0, 20
def rhs(t, y):

” ” ” Return dy/dt = f(t, y) at time t. ” ” ”
return -k * y

# Integration of a differential equation.
soln = solve_ivp(rhs, (t0, tf), [y0])
t, y = soln.t, soln.y[0]
# Plotting and comparing numerical and exact (analytical) solutions.
plt.plot(t, y, ’o’, color=’r’, label=r’solve_ivp’)
plt.plot(t, y0 * np.exp(-k*t), color=’green’, label=’Exact’)
plt.xlabel(r’$t /s$’)
plt.ylabel(’Remaining reactant (%)’)
plt.legend()
plt.show()
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Рис. 1.5: Експоненцiальне спадання концентрацiї реагента у реакцiї пер-
шого порядку: точний розв’язок i розв’язок чисельним методом у то-
чках, визначених методом розв’язування IVP ODE.

Програма повертає графiки точного (Exect – лiнiя зеленого кольо-
ру) та наближеного (solve_ivp – значення чисельного розв’язку у ву-
злах сiтки, точки червоного кольору) розв’язкiв задачi, зображенi на
рис. 1.5. Крiм того, у процесi виконання програми одержимо об’єкт soln
типу бiблiотеки, у якiй мiститься, зокрема, повiдомлення про перебiг
виконання програми (ключ ’message’), вузли сiтки (ключ ’t’), значення
наближеного розв’язку у вузлах сiтки (ключ ’y’):

>>> soln[’message’]
’The solver successfully reached the end of the integration interval.’

>>> soln[’t’]
array([ 0. , 0.13797324, 1.51770566, 6.11233264, 10.4942851 , \

14.88942184, 19.28378064, 20. ])

>>> soln[’y’]
array([[100. , 97.27826059, 73.81996665, 29.46989971, \
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12.27361105, 5.09829981, 2.11809624, 1.83542088]])

Розглянутий приклад демонструє той випадок, коли важливо одер-
жати кiнцеве значення концентрацiї. Коли ж стоїть завдання дослiдже-
ння концентрацiї iз бiльшою точнiстю у промiжних точках, то побу-
дованої сiтки вузлiв за замовчуванням (пропонуємо читачевi перекона-
тися, що кiлькiсть вузлiв сiтки у прикладi вище дорiвнює 8), на якiй
побудований чисельний розв’язок, є замало. Тодi спецiально побудова-
ну послiдовнiсть точок можна передати solve_ivp за допомогою опцiй-
ного (додаткового) аргумента t_eval. Крiм того, присвоїмо аргументу
dense_output значення True, щоб визначити об’єкт OdeSolution iз iменем
soln як один iз об’єктiв, якi повертає метод. Такий пiдхiд можна вико-
ристати для генерування iнтерполяцiї розв’язку. Отож, пiсля вказаних
вище змiн, процедура запишеться у виглядi:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp
import matplotlib.pyplot as plt

k = 0.2

y0 = 100

t0, tf = 0, 20
t_eval = np.linspace(t0, tf, 21)
def rhs(t, y):

” ” ” Return dy/dt = f(t, y) at time t. ” ” ”
return -k * y

# Integration of a differential equation.
soln = solve_ivp(rhs, (t0, tf), [y0], t_eval=t_eval, dense_output=True)
t = soln.t
y = soln.sol(t)[0]
plt.plot(t, y, ’o’, color=’r’, label=r’solve_ivp’)
plt.plot(t, y0 * np.exp(-k*t), color=’green’, label=’Exact’)
plt.xlabel(r’$t / s$’)
plt.ylabel(’Remaining reactant (%)’)
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plt.legend()
plt.show()

Зауважимо, що об’єкт soln.sol представляє собою масив розв’язку
на побудованiй сiтцi t_eval i вiдповiдає однiй залежнiй змiннiй y, тому
масив має iндекс [0]. Графiк iз точками розв’язку y, аналогiчний одер-
жаному у попередньому прикладi, зображено на рис. 1.6.

Рис. 1.6: Експоненцiальне спадання концентрацiї реагента у реакцiї пер-
шого порядку: точний розв’язок i розв’язок чисельним методом наперед
визначених точках.

Якщо права частина диференцiального рiвняння залежить вiд па-
раметрiв, то їх також можна передати у метод solve_ivp за допомогою
опцiйного параметра args. У наведеному вище прикладi k належить до
глобальної областi видимостi (не є аргументом функцiї, належить до
глобальної змiнної), але цей параметр k можна передати у явному ви-
глядi:

def rhs(t, y, k):
return - k * y
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Додатковi параметри повиннi бути розташованi пiсля незалежної та
залежної змiнних. Тодi звертання до методу матиме такий:

soln = solve_ivp(rhs, (t0, tf), [y0], args=(k,))

Система звичайних диференцiальних рiвнянь першого поряд-
ку.

За допомогою методу solve_ivp можна також знаходити чи-
сельнi розв’язки початкових задач для системи звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку стосовно залежних змiнних
y1(t), y2(t), . . . , yn(t) :

dy1
dt

= f1(y1, y2, . . . , yn; t),

dy2
dt

= f2(y1, y2, . . . , yn; t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dyn
dt

= fn(y1, y2, . . . , yn; t).

У цьому випадку, функцiя, яка передається у метод solve_ivp, повинна
повертати послiдовнiсть похiдних dy1/dt, dy2/dt, . . . , dyn/dt для кожної
залежної змiнної, тобто передається послiдовнiсть правих частин систе-
ми диференцiальних рiвнянь fi(y1, y2, . . . , yn; t) (i = 1, n) . Визначення
цiєї функцiї таке:

def rhssyst(t, y):
# y = [y1, y2, y3, ...] – sequence of dependent variables.
rhs1eq = f1(y, t)
rhs2eq = f2(y, t)
# ... etc.
# The calculated derivatives are returned in sequence, \
# for example in a tuple:
return rhs1eq, rhs2eq, ..., rhsneq

Розглянемо приклад.
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⋆ Приклад 1.3.4. Для прикладу розглянемо реакцiю, яка про-
тiкає у формi двох етапiв реакцiй першого порядку: A → B → P iз
постiйними швидкостями k1 i k2 . Рiвняння, якi визначають швидкiсть
змiни реагентiв A i B , мають вигляд:

d[A]

dt
= −k1[A],

d[B]

dt
= k1[a]− k2[B].

Не складає зусиль знайти аналiтичний розв’язок цiєї системи двох рiв-
нянь першого порядку iз постiйними коефiцiєнтами, а для чисельного
знаходження розв’язку нехай y1 ≡ [A] , y2 ≡ [B] . За допомогою про-
грами нижче знайдемо чисельний розв’язок системи диференцiальних
рiвнянь для значень параметрiв k1 = 0.2 , k2 = 0.8 , за початкових умов
y1(0) = 0 , y2(0) = 0 i порiвняємо його iз аналiтичним розв’язком (див.
рис. 1.7):

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp
import matplotlib.pyplot as plt
# Rate constants of first order reactions, 1/s.
k1, k2 = 0.2, 0.8
# Initial conditions for y1, y2: [A](t=0) = 100, [B](t=0) = 0.
A0, B0 = 100, 0
# Correctly chosen grid of time points for this reaction.
t0, tf = 0, 20
def rhssyst(t, y, k1, k2):

” ” ” Return dy_i/dt = f(y_i, t) at time t. ” ” ”
y1, y2 = y
rhs1eq = -k1 * y1
rhs2eq = k1 * y1 - k2 * y2
return rhs1eq, rhs2eq

# Integration of a differential equation.
y0 = A0, B0
soln = solve_ivp(rhssyst, (t0, tf), y0, dense_output=True, args=(k1, k2))
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t = np.linspace(t0, tf, 100)
A, B = soln.sol(t)
# [P] is determined by the law of conservation of matter (mass).
P = A0 - A - B
# Analytical result.
Aexact = A0 * np.exp(-k1*t)
Bexact = A0 * k1/(k2-k1) * (np.exp(-k1*t) - np.exp(-k2*t))
Pexact = A0 - Aexact - Bexact
plt.plot(t, A, ’g.’,label=’[A]’)
plt.plot(t, B, ’b.’, label=’[B]’)
plt.plot(t, P, ’r.’, label=’[P]’)
plt.plot(t, Aexact, ’m’, label=’exactA’)
plt.plot(t, Bexact, ’y’, label=’exactB’)
plt.plot(t, Pexact, ’c’, label=’exactC’)
plt.xlabel(r’$t/s$’)
plt.ylabel(’Concentration (arb. units)’)
plt.legend()
plt.show()

Звичайнi диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв.

Для знаходження чисельного розв’язку початкової задачi для дифе-
ренцiального рiвняння порядку вищого нiж один методами Python по-
трiбно перш за все звести цю задачу до еквiвалентної задачi для системи
звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку. Iз теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь вiдомо, що довiльне звичайне диференцiальне по-
рядку n зводиться до вiдповiдної системи n диференцiальних рiвнянь
першого порядку стосовно n невiдомих [3].

⋆ Приклад 1.3.5. Розглянемо для приклад диференцiальне рiв-
няння, яке описує дiю генератора гармонiчних коливань, яке записує-
ться так:

d2x

dx2
= −ω2x,
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Рис. 1.7: Двi взаємно пов’язанi реакцiї першого порядку: чисельний i
аналiтичний (точний) розв’язки.

де x – змiщення стосовно положення рiвноваги, ω – кутова частота. Це
рiвняння вiдомим методом зводиться до системи двох диференцiальних
рiвнянь першого порядку: 

dx1
dt

= x2,

dx2
dt

= −ω2x1,

де x1 – перепозначення x . Одержану систему диференцiальних рiв-
нянь можна чисельно розв’язати методом, описаним у попередньому
пiдроздiлi. Допишемо до рiвняння початковi умови початковi умови:

x(0) = 3,
dx(0)

dt
= 0.

Програма, яка повертає чисельний розв’язок початкової задачi для
рiвняння коливання запишеться так:
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import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp
import matplotlib.pyplot as plt
# Harmonic Oscillator Frequency (1/s).
omega = 0.9
# Initial conditions for x1 = x and x2 = dx/dt at the time t = 0.
A, v0 = 3, 0 # cm, cm/s.
x0 = A, v0
# Correctly chosen grid of time points.
t0, tf = 0, 20
def rhssyst(t, x, omega):

” ” ” Return dx/dt = f(t, x) at time t. ” ” ”
x1, x2 = x
rhs1eq = x2
rhs2eq = -omega**2 * x1
return rhs1eq, rhs2eq

# Integration of a differential equation.
soln = solve_ivp(rhssyst, (t0, tf), x0, dense_output=True, args=(omega, ))
t = np.linspace(t0, tf, 100)
x1, x2 = soln.sol(t)
# Plotting and comparing numerical and exact (analytical) solutions.
plt.plot(t, x1, ’o’, color=’k’, label=r’solve_ivp()’)
plt.plot(t, A * np.cos(omega * t), color=’gray’, label=’Exact’)
plt.xlabel(r’$t/s$’)
plt.ylabel(r’$x/cm$’)
plt.legend()
plt.show()

Графiки розв’язкiв зображенi на рис. 1.8.

Метод solve_ivp можна сконфiгурувати для використання рiзних ал-
горитмiв розв’язування системи ODE за допомогою значення опцiйного
атрибуту method. У таблицi 1.11 наведенi можливi значення атрибуту
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Рис. 1.8: Генератор гармонiчних коливань: чисельний i точний (аналi-
тичний) розв’язки.

method. З замовчуванням це значення ’RK45’ – явний метод Runge-Kutta
порядку 5 (4) – це надiйний узагальнений метод для нежорстких систем.
Задача називається жорсткою, якщо у процесi виконання алгоритму
потрiбно застосувати нескiнченно малi кроки у iнтервалах iнтегруван-
ня, щоб одержати розв’язок iз заданою точнiстю. Жорсткi задачi часто
виникають тодi, коли члени в ODE змiнюються по величинi у сильно
вiдмiнних часових масштабах. Власне методи ’Radau’, ’BDF’ i ’LSODA’
заслуговують на увагу, якщо припускається, що дослiджувана задача
для рiвняння чи системи є жорсткою.

⋆ Приклад 1.3.6. Класичний приклад жорсткої системи ODE –
кiнетичний аналiз автокаталiтичної реакцiї Robertson’а [32] трьох ком-
понент (реагентiв) x = [X] , y = [Y ] , z = [Z] за початкових умов
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Табл. 1.11: Методи iнтегрування ODE для scipy.integrate.solve_ivp.

Модуль Опис
’RK45’ явний метод Runge-Kutta порядку 5 (4);

’RK23’ явний метод Runge-Kutta порядку 3 (2);

’Radau’ неявний метод Runge-Kutta сiмейства Radau IIA
порядку 5: застосовується також для розв’язування
жорстких задач;

’BDF’ наближена формула оберненого диференцiювання
(BDF), явний метод, можна застосувати для жорстких
задач;

’LSODA’ гнучкий метод, який може автоматично визначити
жорсткiсть задачi i переключитися мiж методом
(алгоритмом) Adams’а (для нежорстких задач) i BDF
(для жорстких задач).

x = 1 , y = z = 0 :
ẋ ≡ dx

dt
= −0.04x+ 104yz,

ẏ ≡ dy

dt
= 0.04x− 104yz − 3× 107y2,

ż ≡ dz

dt
= 3× 107y2.

Зауважимо, що масштаби часу цих реакцiй суттєво вiдрiзняються
мiж собою, особливо для [Y ] .

За допомогою методу solve_ivp, при цьому за замовчуванням вико-
ристовується алгоритм Runge-Kutta, на часовому iнтервалi [0,500] про-
грама знаходження чисельного розв’язку задачi автокаталiтичної реа-
кцiї Robertson’а має вигляд:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp
def rhssyst(t, y):
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u, v, w = y
rhs1eq = - 0.04 * u + (1.e+4) * v * w
rhs2eq = 0.04 * u - (1.e+4) * v * w - (3.e+7) * v**2
rhs3eq = (3.e+7) * v**2
return rhs1eq, rhs2eq, rhs3eq

t0, tf = 0, 500
y0 = 1, 0, 0
soln = solve_ivp(rhssyst, (t0, tf), y0)
print(soln)

Пiсля компiляцiї повертає результат:

message: ’Required step size is less than spacing between numbers.’
nfev: 2546
njev: 0
nlu: 0
sol: None

status: -1
success: False

t: array([0. , 0.0005 , 0.001 , 0.0015 , 0.002 ,...
0.34000034, 0.34050034, 0.34100034, 0.34150034, 0.34200034])
t_events: None

y: array([[ 1.00000000e+00, 9.99980000e-01, 9.99960002e-01, ...,
9.87222926e-01, 9.87213324e-01, 9.87190116e-01],
[ 0.00000000e+00, 1.82136213e-05, 2.91886215e-05, ...,
1.20683091e-04, 1.74765050e-04, -3.06270592e-04],
[ 0.00000000e+00, 1.78616405e-06, 1.08098537e-05, ...,
1.26563913e-02, 1.26119109e-02, 1.31161546e-02]])
y_events: None

Тобто, метод iнформує, що пiсля 2546 звертань до функцiї алгоритм
зупинений, так як ’Required step size is less than spacing between numbers.’
– Необхiдний розмiр кроку менший за вiдстань мiж числами.. За замов-
чуванням вибрана сiтка вузлiв, на якiй алгоритм не збiгається, тобто
розв’язок не побудований. Це є наслiдок того, що задача, як вiдзна-
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чено вище, для системи диференцiальних рiвнянь є жорсткою. Крiм
того, крайнiй правий вузол рiвний 0.34200034, що означає розбiжнiсть
алгоритму у початкових точках сiтки, побудованої за замовчуванням
методом solve_ivp.

Скористаємося тепер методом Radau для знаходження чисельного
розв’язку дослiджуваної жорсткої задачi автокаталiтичної реакцiї.

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp
import matplotlib.pyplot as plt
def rhsSODE(t, y):

” ” ”ODEs for Robertson ’ s chemical reaction system.” ” ”
x, y, z = y
rhs1eq = -0.04 * x + 1.e4 * y * z
rhs2eq = 0.04 * x - 1.e4 * y * z - 3.e7 * y**2
rhs3eq = 3.e7 * y**2
return rhs1eq , rhs2eq , rhs3eq

# Start and end times.
t0, tf = 0, 500
# Initial conditions: [X] = 1; [Y] = [Z] = 0.
y0 = 1, 0, 0
# Solution using a method that allows reducing the problem \
# to a stiff system of ODEs.
soln = solve_ivp(rhsSODE, (t0, tf), y0, method=’Radau’)
print(soln.nfev, ’evaluations required.’)
# Plotting concentrations as a function of time. Scale [Y] by 10**YFAC
# so that variations are visible on the axis used for [X] and [Z].
YFAC = 4
plt.plot(soln.t, soln.y[0], label=’[X]’)
plt.plot(soln.t, 10**YFAC*soln.y[1], label= \

r’$10ˆ{} \ times$[Y]’.format(YFAC))
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plt.plot(soln.t, soln.y[2], label=’[Z]’)
plt.xlabel(’time /s’)
plt.ylabel(’concentration /arb. units’)
plt.legend()
plt.show()

Програма поверне iнформацiю, що для одержання результату вико-
ристано:

248 evaluations required.

та графiки змiни концентрацiї кожного iз трьох реагентiв [X] , [Y ] , [Z] ,
зображенi на рис. 1.9.

Рис. 1.9: Система хiмiчних рiвнянь (реакцiй) Robertson’а, чисельно про-
iнтегрована методом Radau IIA.
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1.3.2. Оптимiзацiя, пiдгонка даних та чисельнi методи
розв’язування рiвнянь.

Пакет scipy.optimize мiстить рiзноманiтнi алгоритми мiнiмiзацiї (без-
умовної та умовної) функцiї багатьох змiнних, пiдгонки даних методом
найменших квадратiв, визначення розв’язкiв рiвнянь та систем iз бага-
тьма змiнними. У цьому пiдроздiлi проведемо загальний огляд найбiльш
важливих доступних варiантiв реалiзацiї, але завжди слiд пам’ятати,
що вибiр алгоритму залежить вiд конкретної задачi. Немає впевненостi,
що для довiльної функцiї конкретний метод буде збiжний до мiнiмум
(чи кореня рiвняння тощо) або буде забезпечена швидка збiжнiсть. Де-
якi алгоритми в бiльшiй мiрi застосовуються для конкретних функцiй
у порiвняннi iз iншими i свiдчить про те, що чим бiльшою iнформацiєю
володiємо про дану функцiю, тим краще. Бiблiотеку SciPy можна скон-
фiгурувати так, щоб виводилося попередження при критичних збоях
конкретного алгоритму, i це повiдомлення, як правило, може допомог-
ти при аналiзi проблеми.

Мiнiмiзацiя.

Програми оптимiзацiї бiблiотеки функцiї SciPy мiнiмiзують функ-
цiю однiєї чи багатьох змiнних f(x1, x2, . . . , xn) . Для пошуку максиму-
му визначається мiнiмум функцiї −f(x1, x2, . . . , xn) .

Деякi алгоритми мiнiмiзацiї вимагають тiльки саму функцiю, для
iнших потрiбна похiдна функцiї за кожною iз змiнних (частковi похi-
днi) у виглядi масиву, знаного матрицею Jacobi (Jacobian-matrix ):

J(f) =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn

)
.

У деяких алгоритмах проводиться оцiнка матрицi Jacobi чисельними
методами, якщо її не можна представити як функцiю у явному вигля-
дi.

Крiм того, для деяких алгоритмiв оптимiзацiї вимагається iнформа-
цiя про другi (частиннi) похiднi дослiджуваної функцiї у виглядi симе-
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тричної матрицi, яка називається матрицею Hess’а (Hessian’ом)

H(f) =



∂2f

∂x12
∂2f

∂x1∂x2
· · · ∂2f

∂x1∂xn

∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x22
· · · ∂2f

∂x2∂xn
...

...
. . .

...

∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2
· · · ∂2f

∂xn2


Матриця Jacobi скалярної функцiї представляє локальний ґрадiєнт
функцiї багатьох змiнних, а матриця Hess’а – локальний радiус кри-
визни.

Безумовна оптимiзацiя. У найпростiшому форматi алгоритм мiнi-
мiзацiї скалярної функцiї багатьох змiнних scipy.optimize.minimize при-
ймає два обов’язковi параметри i має вигляд:

minimize(func, x0, ...)

Перший аргумент – об’єкт функцiї func для обчислення (за алгори-
тмом) мiнiмiзуючої функцiї: ця функцiя повинна приймати масив зна-
чень x , який визначає точки, у який повиннi виконуватися обчисле-
ння (x1, x2, . . . , xn) iз наступними необхiдними довiльними аргумента-
ми. Другий обов’язковий аргумент x0 – початкова точка, починаючи iз
якої алгоритм будує послiдовнiсть наближень до точки мiнiмуму.

Розглянемо застосування методу minimize для дослiдження мiнiму-
мiв функцiї Himmelblau,, простої функцiї двох змiнних iз деякими скла-
дними властивостями, завдяки яким функцiя Himmelblau є цiлком при-
датною для тестування алгоритмiв оптимiзацiї. Функцiя Himmelblau
має вигляд:

f(x, y) = (x2 + y − 11)2 + (x+ y2 − 7)2
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Графiк функцiї Himmelblau та лiнiї рiвня зображенi на рисунках 1.10
та 1.11 вiдповiдно.

В областi −5 ⩽ x ⩽ 5 , −5 ⩽ y ⩽ 5 функцiя Himmelblau мiстяться
один локальний максимум

f(−0.270845,−0.923039) = 181.617,

чотири локальнi мiнiмуми:

f(3, 2) = 0,

f(−2.805118, 3.131312) = 0,

f(−3.779310,−3.283186) = 0,

f(3.584428,−1.848126) = 0,

та чотири сiдловi точки, зображенi на рис. 1.11.
Визначимо у Python функцiю Himmelblau стандартним способом

Рис. 1.10: Графiк функцiї Himmelblau.
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Рис. 1.11: Лiнiї рiвня функцiї Himmelblau.

>>> def himmfunc(X):
. . . x, y = X
. . . return (x**2 + y - 11)**2 + (x + y**2 - 7)**2
де для кращого розумiння масив X, що мiстить (x1, x2) , розгорнутий в
iменованi змiннi x1 ≡ x , x2 ≡ y .

Для пошуку мiнiмум використаємо метод minimize iз початковою
точкою (x, y) = (0, 0) :

>>> from scipy.optimize import minimize

>>> minimize(himmfunc, (0, 0))
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>>>
fun: 1.3782267979368085e-13

hess_inv: array([[ 0.01578229, -0.0094806 ], [-0.0094806 , 0.03494937]])
jac: array([-3.95019932e-06, -1.19075692e-06])

message: ’Optimization terminated successfully.’
nfev: 48
nit: 10

njev: 16
status: 0

success: True
x: array([2.99999994, 1.99999999])

Метод повертає minimize об’єкт типу словника, який мiтить iнфор-
мацiю про мiнiмiзацiю. У таблицi 1.12 мiститься опис полiв словника.
Якщо мiнiмiзацiя завершилася успiшно, то точка мiнiмуму передається
iз ключем x у цьому об’єктi. У даному прикладi одержана збiжнiсть,
яка близька до мiнiмуму функцiї: f(3, 2) = 0 (на рис. 1.11 ця точка
позначена Min 1).

Алгоритм, який використовується методом minimize, визначається
за допомогою аргумента method у виглядi стрiчки, допустимi варiан-
ти яких наведенi у таблицi 1.13. Алгоритм BFGS, який використову-
ється за замовчуванням, є ефективним квазiнютоновським методом,
який апроксимує Jacobian, якщо вона не передається i не використо-
вується Hessian. Однак, при застосуваннi цього алгоритму для пошуку
максимуму функцiї Himmelblau виникають труднощi (himmfunc – функ-
цiя Himmelblau визначена вище):

>>> mxhimmfunc = lambda X: -himmfunc(X)# To find the maximum,
# the -f(x, y) function is minimized.

>>> minimize(mxhimmfunc, (0.1, -0.2))
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Табл. 1.12: Опис iнформацiї, яка мiститься у словнику, який повертає
метод scipy.optimize.minimize.

Ключ Опис
success логiчне значення, яке iнформує успiшно чи нi

завершився алгоритм пошуку мiнiмуму;
x якщо мiнiмiзацiя завершилася успiшно, то мiстить

розв’язок: значення (x1, x2, . . . , xn), при якому
функцiя досягає мiнiмуму. Якщо алгоритм
завершується невдало, то ключ мiстить точку
аварiйної зупинки;

fun при успiшнiй мiнiмiзацiї мiстить значення функцiї
у точцi мiнiмуму, яка визначена ключем x;

message стрiчка, яка описує процес мiнiмiзацiї;

jac значення Jacobian’а: якщо мiнiмiзацiя успiшна, то
значення Jacobian’а близька до нуля;

hess, hess_inv Hessian i обернена до неї матриця (якщо була
використана у процесi пошуку мiнiмуму);

nfev, njev, nhev число операцiй обчислення функцiї, Jacobian’а i
Hessian’а.

>>>
fun: -8122685219740.447

hess_inv: array([[0.03043408, 0.00669823], [0.00669823, 0.00147411]])
jac: array([-3.85738342e+09, 1.75265546e+10])

message: ’Desired error not necessarily achieved due to precision loss.’

nfev: 351
nit: 2

njev: 113
status: 2

success: False
x: array([ 988.07169246, -1636.22149234])
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Як бачимо, програма повертає помилку i цiлi не досягає – при пiд-
ходi до точки максимуму програма терпить збiй на крутому схилi (див.
точку Max на рис. 1.11). Крiм того, повiдомлення success повертає зна-
чення False, повернена значення message: ’Desired error not necessarily achi-
eved due to precision loss.’ – Величина похибки, що вимагається, не гаран-
тована внаслiдок втрати точностi. Розумно було б спробувати вибрати за
початкову точку, ближчою до точки максимуму. Але такий пiдхiд та-
кож не завжди вдалий (пропонуємо читачевi самостiйно переконатися
у цьому).

Отож, якщо наперед не вiдомо, де знаходиться точка екстремуму,
застосуємо iнший алгоритм мiнiмiзацiї i виберемо за початкову для ал-
горитму точку (0, 0) (mxhimmfunc визначена вище):

>>> minimize(mxhimmfunc, (0, 0), method=’Nelder-Mead’)

final_simplex: (array([[-0.27086815, -0.92300745], [-0.27082188,
-0.92309634], [-0.27084492, -0.92296765]]),
array([-181.61652151, -181.61652149, -181.61652148]))

fun: -181.61652150549165
message: ’Optimization terminated successfully.’

nfev: 115
nit: 59

status: 0
success: True

x: array([-0.27086815, -0.92300745])

Алгоритм Nelder-Mead’а – це симплекс-метод, який не вимагає об-
числення та оцiнки похiдних функцiї а, отже, не ’пробує’ пiдходити до
точки екстремуму у напрямку крутих схилiв поверхнi графiка. Але все
ж виконує обчислення за 115 функцiями для забезпечення збiжностi до
локального максимуму.

I на кiнець, як останнiй приклад, розглянемо алгоритм dogleg, який
у методi minimize вимагає обчислення Jacobian’а i Hessian’а. Для функцiї
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Табл. 1.13: Деякi методи оптимiзацiї, якi використовуються у методi
scipy.optimize.minimize.

Ключ Опис
’BFGS’ алгоритм BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno),

який використовується за замовчуванням для
пошуку безумовного чи умовного мiнiмуму;

’Nelder-Mead’ алгоритм Nelder-Mead’а, вiдомий також як
симплекс-метод (спуску) або метод деформованого
багатогранника. Не вимагається похiдних;

’CG’ метод спряжених ґрадiєнтiв;

’Powell’ метод Powell’а (для цього методу не потрiбно
похiдних);

’dogleg’ ламано-лiнiйний алгоритм у довiрчiй областi
(необмежена мiнiмiзацiя). При застосуваннi потрiбна
Jacobian i Hessian (останнiй обов’язково повинен
бути додатно визначений);

’TNC’ алгоритм Newton’а мiнiмiзацiї iз граничними
умовами;

’l-bfgs-b’ умовна мiнiмiзацiя iз використанням алгоритму
L-BFGS-B;

’slsqp’ sequential least-squares programming – послiдовне
програмування методом найменших квадратiв iз
граничними умовами та обмеженнями типу рiвностi
i нерiвностi;

’cobyla’ метод умовної оптимiзацiї iз використанням лiнiйної
апроксимацiї (constrained optimization by linear
approximation);

Himmelblau цi похiднi мають простий аналiтичний вигляд:
∂f

∂x
= 4x(x2 + y − 11) + 2(x+ y2 − 7),

∂f

∂y
= 2(x2 + y − 11) + 4y(x+ y2 − 7),
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∂2f

∂x2
= 12x2 + 4y − 42,

∂2f

∂y2
= 12y2 + 4x− 26,

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
= 4x+ 4y.

Визначимо Jacobian i Hessian у Python так:

>>> def gradHimmFunc(X):
x, y = X
expr1 = x**2 + y - 11
expr2 = x + y**2 - 7
dfdx = 4*x*expr1 + 2*expr2
dfdy = 2*expr1 + 4*y*expr2
return np.array([dfdx, dfdy])

>>> def hessHimmFunc(X):
x, y = X
d2fdx2 = 12*x**2 + 4*y - 42
d2fdy2 = 12*y**2 + 4*x - 26
d2fdxdy = 4*(x + y)
return np.array([[d2fdx2, d2fdxdy], [d2fdxdy, d2fdy2]])

Пригадаємо, що завдання полягає у визначеннi максимуму функцiї
Himmelblau за допомогою методу minimize, а тому Jacobian i Hessian
матимуть протилежний знак:

>>> mxDHimmFunc = lambda X: -gradHimmFunc(X)

>>> mxDDHimmFunc = lambda X: -hessHimmFunc(X)

Отож, пiсля всiх приготувань, розв’яжемо задачу пошуку максиму-
му функцiї Himmelblau, використавши алгоритм dogleg:

>>> minimize(mxhimmfunc, (0, 0), jac=mxDHimmFunc, \
hess=mxDDHimmFunc, method=’dogleg’)
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>>>
fun: -181.6165215225827

hess: array([[44.81187272,4.77553259],[4.77553259,16.85937624]])
jac: array([-1.26922473e-10, 1.23685240e-09])

message: ’Optimization terminated successfully.’
nfev: 5
nhev: 4

nit: 4
njev: 5

status: 0
success: True

x: array([-0.27084459, -0.92303856])

Одержаний результат свiдчить сам за себе – алгоритм завершив-
ся успiшно (’Optimization terminated successfully.’), при цьому 5 ра-
зiв обчислювалися функцiї, точка максимуму (x: array([-0.27084459, -
0.92303856])) одержана пiсля чотирьох iтерацiй (nit: 4), значення ло-
кального максимуму fun: -181.6165215225827.

Умовна оптимiзацiя. У прикладних задачах виникають задачi по-
шуку екстремуму функцiї iз багатьма змiнними за певних обмежень.
Щоб скористатися описаним у попередньому пiдроздiлi методом, роз-
глянемо приклад: знайти точку мiнiмуму функцiї f(x, y) , яка задо-
вольняє умову x < 0 , y < 0 , або значення мiнiмуму функцiї на прямiй
x = y .

Алгоритми l-bfgs-b, tnc i slsqp пiдтримують аргумент bounds для пе-
редачi у метод minimize. Значення аргумента bounds – послiдовнiсть
кортежiв, кожний iз яких мiстить пари (min, max) для кожної змiнної
функцiї, якi визначають межi мiнiмiзацiї для кожної змiнної вiдповiд-
но. Якщо у якомусь напрямку вiдсутнє обмеження, то використовують
значення None.

Наприклад, якщо спробувати знайти мiнiмум функцiї f(x, y) ,
починаючи iз точки (1/2, 1/2) без будь-яких обмежень, то метод
slsqp забезпечить збiжнiсть (майже точну) до мiнiмуму у точцi
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(−2.805118, 3.131312) (himmfunc – функцiя Himmelblau, визначена ви-
ще):

>>> minimize(himmfunc, (-0.5, -0.5), method=’slsqp’)
>>>

fun: 4.0198726971069946e-07
jac: array([-0.00721077, 0.00037714])

message: ’Optimization terminated successfully’
nfev: 36
nit: 10

njev: 10
status: 0

success: True
x: array([-2.80522924, 3.131319 ])

Щоб залишатися у квадрантi x < 0 , y < 0 , потрiбно встановити
значення bounds без нижнiх обмежень за x i y , а верхнi межi визначити
x = 0, y = 0 :

>>> xbounds = (None, 0)

>>> ybounds = (None, 0)

>>> xybounds = (xbounds, ybounds)

>>> minimize(himmfunc, (-0.5, -0.5), bounds=xybounds, \
method=’slsqp’)

>>>
fun: 4.115667606325133e-08
jac: array([-0.00283595, -0.00034243])

message: ’Optimization terminated successfully’
nfev: 39
nit: 11

njev: 11
status: 0

success: True
x: array([-3.77933774, -3.28319868])
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Припустимо, що потрiбно знайти точки екстремуму функцiї Hi-
mmelblau, координати яких задовольняють умову x = y (лежать на
дiагоналi графiка, зображеного на рис. 1.11). Iз методiв мiнiмiзацiї, на-
ведених у таблицi 1.13, два – cobyla i slsqp – дозволяють застосувати
обмеження, тому скористаємося одним iз них.

Обмеження визначаються як аргумент constrains у методi minimize
у виглядi словникiв, якi визначають стрiчковi ключi: ’type’ – тип обме-
ження i ’fun’ – об’єкт, що викликається i реалiзує це обмеження. Ключ
’type’ може приймати два значення – ’eq’ або ’ineq’, якi вiдповiдають
обмеженню типу рiвностi (наприклад x = y ) або нерiвностi (наприк-
лад y > 2x − 1 ). Слiд вiдзначити , що алгоритм cobyla не пiдтримує
обмеження типу рiвностi.

Важливо, функцiя обмеження типу рiвностi повинна повертати зна-
чення нуль, якщо умова виконується, а функцiя обмеження типу нерiв-
ностi у випадку виконання умови повинна повертати вiд’ємне значення.

Для пошуку мiнiмуму функцiї Himmelblau iз обмеженням x = y
використаємо алгоритм slsqp iз функцiєю обмеження типу рiвностi
x− y = 0 :

>>> constr = ’type’: ’eq’, ’fun’: lambda X: X[0] - X[1]

>>> minimize(himmfunc, (0, 0), constraints=constr, method=’slsqp’)
>>>

fun: 8.000000000716087
jac: array([-16.33084416, 16.33130538])

message: ’Optimization terminated successfully’
nfev: 25
nit: 7

njev: 7
status: 0

success: True
x: array([2.54138438, 2.54138438])

Метод збiгається до одного локального умовного мiнiмуму (Iснує
другий мiнiмум, який можна знайти, стартуючи iз точки (-2,-2). Про-
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понуємо читачевi самостiйно знайти другий локальний умовний мiнiмум
функцiї Himmelblau за умови x = y ).

А що можна сказати про локальний умовний максимум? Пропонує-
мо читачевi самостiйно переконатися, що пошук максимуму:

>>> minimize(mxhimmfunc, (0, 0), constraints=constr, method=’slsqp’)

закiнчиться невдачею (зауважимо, що для пошуку максимуму ме-
тодом minimize потрiбно змiнити знак функцiї: mxhimmfunc є функцiєю
Himmelblau з протилежним знаком, визначена вище).

Для пошуку локального умовно максимуму функцiї iз обмеженням
типу рiвностi застосуємо алгоритм cobyla. Для того щоб обiйти обмеже-
ння на умови в алгоритмi, визначимо обмеження типу рiвностi x = y
за допомогою двох нерiвностей: x > y , x < y :

>>> constr1 = ’type’: ’ineq’, ’fun’: lambda X: X[0] - X[1]

>>> constr2 = ’type’: ’ineq’, ’fun’: lambda X: X[1] - X[0]

>>> minimize(mxhimmfunc, (0, 0), constraints=(constr1, constr2), \
method=’cobyla’)

>>>
fun: -179.12499987327624

maxcv: 0.0
message: ’Optimization terminated successfully.’

nfev: 34
status: 1

success: True
x: array([-0.49994148, -0.49994148])

Отож, алгоритм пошуку локального умовного максимуму функцiї
Himmelblau завершився успiшно.

Мiнiмiзацiя функцiї однiєї змiнної.

Для мiнiмiзацiї функцiї однiєї змiнної Python має швидкий алго-
ритм scipy.optimize.minimize_scalar. Щоб одержати мiнiмум, потрiбно
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викликати цей алгоритм, вказавши аргументом дослiджувану функ-
цiю. Розглянемо приклад. Визначимо алгебричну (полiном) функцiю
P (x) = x4 − 3x3 − 24x2 + 28x+ 48 :

import numpy as np
Polynomial = np.polynomial.Polynomial
polnmFunc=Polynomial((48., 28., -24., -3., 1.))

Побудуємо графiк полiнома:

import matplotlib.pyplot as plt
X=np.linspace(-6, 6, 100)
Y=funcPolnm(X)

fig, ax = plt.subplots()
ax.plot(X, Y)
ax.set(xlabel=’X’, ylabel=’Y’, \

title=’Polynomial $xˆ4 - 3 xˆ3 - 24 xˆ2+28 x+48$’)
ax.grid()
plt.show()

Застосуємо метод minimize_scalar для мiнiмiзацiї функцiї P (x) :

from scipy.optimize import minimize_scalar
mnmPlnm=minimize_scalar(funcPolnm)
print(mnmPlnm)

Пiсля чого одержимо результат, що алгоритм minimize_scalar забез-
печує збiжнiсть до мiнiмума у точцi x: -2.841044326595826 функцiї, гра-
фiк якої зображено на рис. 1.12:

>>>
fun: -91.32163915433344

message: ’Optimization terminated successfully; The returned value
satisfies the termination criteria (using xtol = 1.48e-08 )’

nfev: 15
nit: 10
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Рис. 1.12: Графiк полiнома P (x) = x4 − 3x3 − 24x2 + 28x+ 48 .

success: True
x: -2.841044326595826

Щоб визначити другий мiнiмум функцiї, визначимо обмежену
область пошуку цього мiнiмуму, передаючи значення (4, 5) аргументу
bracket (див. рис. 1.12):

>>> minimize_scalar(funcPolnm, bracket=(4, 5))
>>>

fun: -175.45563549487977
message: ’Optimization terminated successfully; The returned value

satisfies the termination criteria (using xtol = 1.48e-08 )’
nfev: 15
nit: 11

success: True
x: 4.549468384622812

Накiнець, визначимо максимум полiнома P (x) , мiнiмiзуючи функ-
цiю −P (x) iз вказаним значенням аргумента bracket=(0, 1) (див. рис.



1.3. Короткий вступ до SciPy 167

1.12):

>>> minimize_scalar(-funcPolnm, bracket=(0, 1))
>>>

fun: -55.734305899213226
message: ’Optimization terminated successfully; The returned value

satisfies the termination criteria (using xtol = 1.48e-08 )’
nfev: 13
nit: 19

success: True
x: 0.5415759589626433
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1.4. Короткий вступ до Matplotlib

Iз часу заснування росте популярнiсть мови програмування Python.
Разом з тим росте кiлькiсть доступних бiблiотек пакетiв i модулiв, якi
розширюють функцiональнi можливостi цiєї мови. Однiєю iз таких бi-
блiотек є Matplotlib. Бiблiотека Matplotlib мiстить засоби побудови гра-
фiчних схем, якi можуть включатися у застосунки, вiдображатися на
екранi або повертатися у виглядi файлiв зображення високої якостi для
публiкацiй.

Бiблiотека Matplotlib має у своєму розпорядженнi повнофункцiо-
нальний об’єктно-орiєнтований iнтерфейс, однак для створення простих
графiчних об’єктiв у режимi iнтерактивного сеансу командної оболонки
спрощений процедурний iнтерфейс pyplot дає зручний спосiб вiзуалiзацiї
даних. У цьому пiдроздiлi коротко зупинимося на використаннi pyplot
разом з деякими функцiями NumPy (бiблiотека NumPy описана у пiд-
роздiлi 1.2.).

Перед початком роботи iз бiблiотеками Matplotlib i NumPy заван-
тажуємо їх за допомогою iнструкцiй iмпорту методiв цих бiблiотек iз
префiксами plt i np (загальноприняйтi префiкси, можна вписати влас-
нi):

>>> import matplotlib.pyplot as plt
>>> import numpy as np

1.4.1. Простi графiки

Лiнiйнi графiки та точковi дiаграми.

Найпростiший лiнiйний (x, y) графiк обчислюється за допомогою
метода plt.plot передачею до нього двох iтерованих об’єктiв однакової
довжини (зазвичай це списки рiвної довжини або масиви NumPy). На-
приклад:

>>> nx = [0.0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0]

>>> ny = [0.0, -0.375, -1.0, -1.125, 0.0, 3.125, 9.0, 18.375, 32.0]
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Рис. 1.13: Простий лiнiйний (x, y) графiк.

>>> plt.plot(nx, ny)

>>> plt.show( )

Метод plt.plot створює об’єкт Matplot (у наведеному прикладi об’єкт
Line2D), а метод plt.show( ) виводить цей об’єкт на екран. Результат зо-
бражений на рис. 1.13. За замовчуванням лiнiя має синiй колiр.

Для вiдображення точок (x, y) у виглядi точкової дiаграми (дiагра-
ми розсiювання), а не лiнiйного графiка викликається метод plt.scatter():

>>> nx = [random.random() for i in range(100) ]

>>> ny = [random.random() for i in range(100) ]

>>> plt.scatter(nx, ny)

>>> plt.show()

Одержана у результатi обчислення дiаграма зображена на рис. 1.14
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Рис. 1.14: Проста точкова дiаграма.

Дiаграму можна зберегти як зображення, викликавши метод
savefig(iм’я_файла). Потрiбний формат зображення задається у розши-
реннi файла. Наприклад:

savefig(file_name.png)#зберегти зображення у форматi *.png,
savefig(file_name.pdf)#зберегти зображення у форматi *.pdf,
savefig(file_name.eps)#зберегти зображення у форматi *.eps,
savefig(file_name.jpeg)#зберегти зображення у форматi *.jpeg.

⋆ Приклад 1.4.1. Розглянемо побудову графiка функцiї y =
cos2 x на промiжку [−2π, 2π] . Для побудови графiка використаємо за-
соби Python, якi розглядалися у пiдроздiлi 1.2..

Обчислимо i виконаємо вiдображення y 1000 вузлiв рiвномiрної сiт-
ки на осi OX i OY , якi збережемо у списках nx i ny. Для обчислення
списку nx вузлiв на осi OX не можна безпосередньо використати range,
тому що цей метод генерує цiлочисельнi послiдовностi. Тому спочатку
задамо крок мiж двома сусiднiми вузлами рiвномiрної сiтки за форму-
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лою
∆x =

xmax − xmin

n− 1

(якщо до крайнiх вузлiв належать xmin , xmax , тодi iснує n− 1 iнтер-
валiв довжиною ∆x ), тодi точки абсцис обчислюються за формулою

xi = xmin + i ·∆x для i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Вiдповiднi координати y обчислюються за формулою

yi = cos2(xi).

Програма, записана нижче, реалiзує описаний вище пiдхiд i повертає
лiнiйний графiк функцiї y = cos2 x , зображений на рис. 1.15:

import math
import matplotlib.pyplot as plt
xmin , xmax = -2. * math.pi, 2. * math.pi
n = 1000
x = [0.] * n
y = [0.] * n
dx = (xmax - xmin)/(n-1)
for i in range(n):

xpt = xmin + i * dx
x[i] = xpt
y[i] = math.cos(xpt)**2

plt.plot(x,y)
plt.show()
plt.savefig(’Figure_1.jpg’)

Метод linspace i векторизацiя

. Для побудови i вiзулiзацiї графiка функцiї y = cos2 x у прикладi
iз попереднього рiдроздiлу потрiбно було виконати досить багато допо-
мiжних операцiя i найбiльша частина припала на формуваннi спискiв
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Рис. 1.15: Графiк функцiї y = cos2 x .

x i y. За допомогою бiблiотеки NumPy формування, зокрема, вказаних
спискiв, можна виконати простiше.

По-перше, послiдовнiсть координат x iз постiйним кроком (список
x) можна створити за допомогою метода linspace. Цей метод є подiбний
до функцiї range для чисел iз плаваючою комою: приймає початкове
тi кiнцеве значення, а також кiлькiсть значень у послiдовностi i гене-
рує масив значень, якi утворюють арифметичну прогресiю мiж двома
заданими значеннями (включаючи самi цi значення). Наприклад:

>>> import numpy as np

>>> x = np.linspace(-2, 2, 11)
>>> x
array([-2. , -1.6, -1.2, -0.8, -0.4, 0. , 0.4, 0.8, 1.2, 1.6, 2. ])

По-друге, аналоги методiв iз модуля math у бiблiотецi NumPy мо-
жуть виконувати обчислення на iтерованих об’єктах (таких як списки
або масиви NumPy). Тому вираз y=np.cos(x) створює послiдовнiсть зна-
чень (насправдi це є масив NumPy ndarray), рiвних cos(xi) для кожного
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значення xi iз масиву x:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
n = 1000
xmin , xmax = -2*np.pi, 2*np.pi
x = np.linspace(xmin , xmax , n)
y = np.cos(x)**2
plt.plot(x,y)
plt.show()

Ця операцiя називається векторизацiєю. Списки i кортежi можна пе-
ретворювати у об’єкти-масиви, якi пiдтримують операцiю векторизацiї,
за допомогою метода-конструктора array:

>>> lst=[1.0, 2.0, 3.0, 4.0]

>>> lst
[1.0, 2.0, 3.0, 4.0] #створений список

>>> ar2lst=np.array(lst) #конвертацiя списку у об’єкт array

>>> ar2lst
array([1., 2., 3., 4.]) #виконано векторизацiю

Тому маємо такi результати:

>>> lst*2
[1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0] #двократна конкатенацiя списку

>>> ar2lst*2
array([2., 4., 6., 8.]) #кожний елемент помножений на 2

Щоб додати другу лiнiю до графiка потрiбно викликати ще раз ме-
тод np.plot:
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...
x = np.linspace(xmin , xmax , n)
y1 = np.cos(x)**2
y2 = np.cos(x)**3
plt.plot(x,y1)
plt.plot(x,y2)
plt.show()

Програма поверне графiк, зображений на рис. 1.16:

Рис. 1.16: Графiки функцiй y = cos2 x i y = cos3 x .

Зауважимо, що пiсля виводу графiка за допомогою метода show чи
пiсля його зберiгання за допомогою метода savefig графiк стає недосту-
пний для повторного висвiтлення – для цього потрiбно ще раз виклика-
ти метод plt.plot. Причина полягає у процедурнiй сутностi iнтерфейса
pyplot: кожне звертання до метода pyplot змiнює внутрiшнiй стан об’єкта
графiка. Об’єкт графiка створюється послiдовними звертаннями до та-
ких методiв (додавання лiнiй, пiдписи i мiтки, встановлення граничних
значень осей тощо), i лише пiсля того об’єкт графiка виводиться на
екран чи зберiгається як образ у виглядi файлу.
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1.4.2. Мiтки, пiдписи, налаштування параметрiв графi-
кiв

Мiтки i пiдписи

Для кожної лiнiї на графiку можна створити мiтку за допомогою
аргумента label, якому передається стрiчковий лiтерал. Ця мiтка буде
зображена на побудованому графiку тiльки пiсля застосування методу
plt.legend.

plt.plot(x, y1, label = ’coŝ 2(x)’)
plt.legend()
plt.show()

Мiсце розташування опису за замовчуванням – верхнiй правий кут
графiка, яке можна змiнити, якщо у методi legend застосувати аргу-
мент loc iз одним iз стрiчкових або цiлочисельних значень, наведених у
таблицi 1.14

Назва графiка i мiтка осей.

За допомогою методу plt.title можна присвоїти назву, яка розташо-
вана вище осей координат. Це здiйснюється шляхом передачi стрiчки
назви графiка. Методи plt.xlabel i plt.ylabel керують мiтками осей x i y :
потрiбно передати мiтку у виглядi стрiчки у цi методи. Необов’язковий
додатковий атрибут fontsize встановлює розмiр шрифта у пунктах.

Використання LATEX у pyplot.

У графiках pyplot можна використовувати мову розмiтки даних
LATEX. Для цього потрiбно дозволити застосування цiєї можливостi у
rc-налаштуваннях Matplotlib так:

plt.rc(’text’, usetex=True)

Пiсля цього можна передати команду мови розмiтки LATEX як стрi-
чку до довiльної мiтки, яка виводиться таким способом. Рекомендує-
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Табл. 1.14: Специфiкатори мiсця розташування опису графiка.

Стрiчка Цiле
число

’best’ 0

’upper right’ 1

’upper left’ 2

’lower left’ 3

’lower right’ 4

’right’ 5

’center left’ 6

’center right’ 7

’lower center’ 8

’upper center’ 9

’center’ 10

ться використовувати неформатованi стрiчки, щоб Python не виводив
на екран символи iз ” \ ” (backslash – обернений слеш), якi характернi
для LATEX-а.

⋆ Приклад 1.4.2. Побудуємо i виведемо на екран графiки функ-
цiй fn(x) = xn cosx для n = 1, 2, 3, 4 за допомогою коду:

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
plt.rc(’text’, usetex=True)
x = np.linspace(-3*np.pi, 3*np.pi, 1001)
for n in range(1,5):

y = x**n*np.cos(x)
y /= max(y)
plt.plot(x,y, label=r’$xˆn \cos{x}$’.format(n))
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plt.legend(loc=’lower center’)
plt.xlabel(’$x$’, fontsize=14)
plt.ylabel(’$f_n(x)$’, fontsize=14)
plt.title(r’$f_n(x)=xˆn \cos{x} \quad (n=1,2,3,4)$’, fontsize=14)
plt.savefig(’Figure_2’)
plt.show()

Для зручного порiвняння графiкiв функцiй значення промасштабо-
ванi до максимального значення 1 у розглядуванiй областi. Одержанi
графiки зображенi на рис. 1.17.

Рис. 1.17: Графiки функцiй fn(x) = xn cosx ( n = 1, 2, 3, 4 ).

1.4.3. Графiки iз спецiальними налаштуваннями пара-
метрiв.

Маркери.

За замовчуванням метод plot генерує лiнiйний графiк без маркерiв у
вузлах сiтки на площинi. Для зображення маркера у кожнiй точцi даних
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Табл. 1.15: Найбiльш вживанi стилi маркерiв бiблiотеки Matplotlib.

Код Маркер Опис
. · точка
o ◦ круг
+ + знак плюс
x × хрест
D ⋄ ромб
v ▽ трикутник вершиною до низу
ˆ △ трикутник вершиною до верху
s 2 квадрат
* ⋆ зiрка

на графiку використовується аргумент marker. Можна використовувати
маркери рiзних стилiв, повний перелiк яких можна знайти за посила-
нням [48]. Деякi iз маркерiв, якi часто використовуються, наведенi у
таблицi 1.15.

Кольори.

Колiр лiнiї i/або маркера можна визначити за допомогою аргумен-
та color. Бiблiотека Matplotlib пiдтримує декiлька форматiв визначення
кольору. По-перше, однобуквеннi коди для деяких основних кольорiв
наведенi у таблицi 1.16.

Крiм того, можна визначити вiдтiнки сiрого кольору у виглядi стрi-
чки, що представляє число iз плаваючою комою float у дiапазонi 0-1
(0 вiдповiдає чорному кольору, 1 – бiлому). Шiстнадцятковi стрiчки
HTML, якi визначають червону, зелену i синю (RGB) компоненти ко-
льору у дiапазонi 00-ff, також можуть передаватися аргументом color
(наприклад, color=’#ff00ff’ визначає фiолетовий (magenta) колiр). Крiм
того, компоненти RGB можна передавати як кортеж (tuple) iз трьох
значень (вiдповiдають насиченню кожного iз основних кольорiв) у дiа-
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Табл. 1.16: Буквеннi i стрiчковi позначення кольорiв Matplotlib.

Коди основних кольорiв Живi (Tableau) кольори
b = синiй tab:blue
g = зелений tab:orange
r = червоний tab:green
c = бiрюзовий tab:red
m = фiолетовий tab:purple
y = жовтий tab:brown
k = чорний tab:pink
w = бiлий tab:gray

tab:olive
tab:cyan

пазонi 0-1 (наприклад, color=(0.5, 0, 0) – темно червоний колiр).

Стилi i товщина лiнiї.

За замовчуванням прийнято такийКод Стиль лiнiї
- суцiльна
– штрихована
: пунктирна
-. штрихпунктирна

Табл. 1.17: Стилi лiнiї
Matplotlib.

стиль графiка: суцiльна лiнiя товщиною
1.5 пункта. Налаштування цього пара-
метра здiйснюється за допомогою значе-
ння аргумента linestyle (значення переда-
ється у виглядi стрiчки). Деякi можливi
значення, якi визначають стиль лiнiї, на-
веденi у таблицi 1.17.

Щоб лiнiя не вiдображалася при по-
будовi, встановлюється значення linestyle=” (пуста стрiчка). Товщину
лiнiї можна задавати у пунктах, встановлюючи значення атрибута li-
newidth типу float. Наприклад:



180 Роздiл 1. Короткий вступ до Python.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
plt.rc(’text’, usetex=True)
x = np.linspace(0.5, 2., 100)
y1 = 1. / np.sqrt(x)
y2 = 10. * np.exp(-np.sqrt(2) * x)
plt.plot(x, y1, color=’r’, linestyle=’:’, linewidth=2., \

label=r’$ \frac{1}{ \sqrt{x}}$’)
plt.plot(x, y2, color=’m’, linestyle=’–’, linewidth=1.5, \

label=r’$ê {- \sqrt{2}x}$’)
plt.xlabel(’$x$’, fontsize=16)
plt.ylabel(’$f(x)$’, fontsize=16)
plt.title(r’Function Plots $y_1(x)= \frac{1}{ \sqrt{x}}$, \

$y_2(x)=ê {- \sqrt{2}x}$.’, fontsize=16)
plt.legend()
plt.savefig(’Figure_3’)
plt.show()

Результат виконання цього коду зображено на рис. 1.18.
Крiм того, для визначення властивостей лiнiї можна користуватися

такими скороченнями:
c – color – колiр;
ls – linestyle – стиль лiнiї;
lw – linewidth – товщина лiнiї.
Наприклад:

plt.plot(x, y, c=’g’, ls=’- -’, lw=2) #потовщена зелена штрихована лiнiя

Дозволяється визначити колiр, стиль лiнiї i маркера в однiй стрiчцi:

plt.plot(x, y, ’r:̂ ’) #червона пунктирна лiнiя з трикутними маркерами

Останнє, можна зобразити декiлька лiнiй, використовуючи послi-
довнiсть аргументiв x, y, format:
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Рис. 1.18: Графiки функцiй y1(x) =
1√
x

, y2(x) = e−
√
2x .

plt.plot(x, y1, ’r- -’, x, y2, ’k-.’)

Обчислюється червона штрихована лiнiя для (x,y1) i чорна штри-
хпунктирна лiнiя для (x,y2).

Межi графiка.

Методи plt.xlim i plt.ylim визначають границi графiка за осями x i y
вiдповiдно. Цi методи розташованi пiсля всiх iнструкцiй plt.plot, але пе-
ред виведенням i/або збереженням зображення. Наприклад, код нижче
обчислює графiк за послiдовностями даних мiж вказаними границями
(див. рис. 1.19):

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
plt.rc(’text’, usetex=True)
t = np.linspace(0, 2, 1000)
f = t * np.exp(t + np.sin(20*t))
plt.plot(t, f)
plt.xlabel(’$X$’, fontsize=16)
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plt.ylabel(’$Y$’, fontsize=16)
plt.title(r’Function Plot $y(x)=xê {x+ \sin(20x)}$.’, fontsize=16)
plt.xlim(1.5,1.8)
plt.ylim(0,30)
plt.savefig(’Figure_3’)
plt.show()

Рис. 1.19: Графiки функцiї y(x) = x+ ex+sin(20x) .

⋆ Приклад 1.4.3. Закон Moore’а базується на наступному спо-
стереженнi: кiлькiсть транзисторiв у мiкросхемах центральних проце-
сорних пристроях (CPU) подвоюється приблизно через кожнi 2 роки.
Програма moore_law.py демонструє дiю цього закону за допомогою по-
рiвняння мiж реальною кiлькiстю транзисторiв у CPU провiдних виро-
бникiв вiд 1972 до 2012 р., а пiсля виконується прогнозування за законом
Moore’а, який записується за допомогою формули:

ni = n0 2
yi−y0

T ,

де n0 – кiлькiсть транзисторiв у деякому роцi y0 , прийнятому за ета-
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лонний, T = 2 – кiлькiсть рокiв, необхiдних для подвоєння цiєї кiль-
костi. Так як для дослiдження використовуються данi протягом 40 ро-
кiв, то значення ni охоплює декiлька порядкiв величини, тому вигiдно
застосувати закон Moore’а до логарифмiв цих величин, що дозволяє
показати лiнiйну залежнiсть вiд y :

log10 ni = log10 n0 +
yi − y0
T

log10 2

# moores_law.py
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
# The data - lists of years:
year = [1972, 1974, 1978, 1982, 1985, 1989, 1993, 1997, 1999, 2000, 2003, \

2004, 2007, 2008, 2012]
# And number of transistors (ntrans) on CPUs in millions:
ntrans = [0.0025, 0.005, 0.029, 0.12, 0.275, 1.18, 3.1, 7.5, 24.0, 42.0, \

220.0, 592.0, 1720.0, 2046.0, 3100.0]
# Turn the ntrans list into a NumPy array and multiply by 1 million.
ntrans = np.array(ntrans) * 1.e6
y0, n0 = year[0], ntrans[0]
# A linear array of years spanning the data’s years.
y = np.linspace(y0, year[-1], year[-1] - y0 + 1)
# Time taken in years for the number of transistors to double.
T2 = 2.
moore = np.log10(n0) + (y - y0) / T2 * np.log10(2)
plt.plot(year , np.log10(ntrans), ’*’, markersize=12, color=’r’,
markeredgecolor=’r’, label=’observed’)
plt.plot(y, moore , linewidth=2, color=’b’, linestyle=’- -’, label=’predicted’)
plt.legend(fontsize=16, loc=’upper left’)
plt.xlabel(’Year’)
plt.ylabel(’log(ntrans)’)
plt.title(’Moore’s law’)
plt.savefig(’Figure_5’)
plt.show()
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У цьому прикладi данi мiстяться у двох списках рiвної довжини
– рiк i репрезентативна кiлькiсть транзисторiв в CPU у цьому роцi.
Наведена формула закону Moore’а реалiзується у логарифмiчнiй шкалi
iз використанням масиву рокiв, якi охоплюють представленi данi. Для
побудови графiка, зображеного на рис. 1.20, точки даних зображенi у
виглядi зiрок, а прогноз за законом Moore’а – штрихованою синьою
лiнiєю.

Рис. 1.20: Закон Moore’а, який моделює експоненцiальне зростання кiль-
костi транзисторiв PCU.

1.4.4. Графiк у полярних координатах.

Метод plt.plot обчислює графiки у декартовiй системi координат
(x, y) . Для побудови графiка у полярнiй системi координат (ρ, θ) вико-
ристовується метод plt.polar, якому передаються аргументи θ (зазвичай
є незалежною змiнною) i ρ .

На сторiнцi 132 наведений приклад обчислення площi плоскої фiгу-
ри у полярнiй системi координат i наведений машинний код побудови
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графiка 1.4.

1.4.5. Графiк параметрично заданої функцiї.

Нехай функцiя y = f(x) задана своїм параметричним поданням на
промiжку [α, β] : {

x = φ(t),

y = ψ(t),

де t – параметр iз заданого промiжка. Графiк параметрично заданої
функцiї обчислюється за допомогою методу plt.plot у декартовiй системi
координат. Для цього на сiтцi вузлiв ti параметра t ∈ [α, β] обчислю-
ються два масиви: значення функцiй xi = φ(ti) i yi = ψ(ti) . За допо-
могою цих масивiв X = {xi} , Y = {yi} , як аргументiв метода plt.plot,
обчислюється графiк параметрично заданої функцiї.

Розглянемо приклад побудови чотирьох арок циклоїди.
⋆ Приклад 1.4.4. На промiжку [−4π, 4π] побудувати циклоїду,

параметричне подання якої{
x = t− sin t,

y = 1− cos t,

Код програми обчислення графiка циклоїди такий:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
plt.rc(’text’, usetex=True)

t = np.linspace(-4*np.pi, 4*np.pi,1000)
x = t - np.sin(t)
y = 1 - np.cos(t)
plt.plot(x,y, ’r-’, lw=’3’)
plt.title(’Cycloid’, fontsize=’16’)
plt.xlabel(r’$x(t)=t- \sin(t)$’, fontsize=’16’)
plt.ylabel(r’$y(t)=1- \cos(t)$’, fontsize=’16’)
plt.show()
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Результат виконання програми зображений на рис. 1.21.

Рис. 1.21: Графiк параметрично заданої функцiї – циклоїди.

1.4.6. Побудова графiка на одному об’єктi осi.

Об’єкт найвищого рiвня, який мiстить всi елементи графiка (зазна-
чимо, що до цього часу розглянуто побудову найпростiший лiнiй на
площинi!), називається Figure. Для створення об’єкта Figure викликає-
ться метод plt.figure. Його можна викликати без аргумента, але можна
задавати додатковi параметри параметри спецiального налаштування,
якi подаються у таблицi 1.18.

Наприклад, побудуємо найпростiший (без описiв самого графiка)
графiк функцiї f(x) = e−x sin2 x , використавши вказанi у таблицi 1.18
параметри методу plt.figure: назва вiкна – ’Population density’, розмiри
вiкна – 6× 4 дюйми, колiр вiкна – ’khaki’.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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Табл. 1.18: Аргументи метода plt.figure.

num iдентифiкатор малюнка – якщо значення не задано, то
використовується цiле число, починаючи iз 1 iз кроком 1
для наступних створюваних рисункiв. Крiм того,
використання стрiчки встановить заголовок вiкна цього
рисунку при виводi його за допомогою метода plt.show();

figsize розмiри (у дюймах: 1 inch=2.54cm) малюнка у виглядi
кортежа (width, height);

dpi роздiльнiсть малюнка у точках на дюйм;
facecolor колiр фону малюнка;
edgecolor колiр межi малюнка.

t = np.linspace(0, 2*np.pi,1000)
x = np.exp(-t*np.sin(t)**2)
plt.figure(’Population density’, figsize=(6, 4), facecolor=’khaki’)
plt.plot(t,x, ’g-’, lw=’3’)
plt.show()

Результат зображений на рис. 1.22.
Щоб вiдобразити данi графiчно, потрiбно створити об’єкт осi Axes –

область рисунка, яка мiстить осi, графiчнi мiтки, пiдписи, лiнiї, маркери
тощо. Найпростiший рисунок, який складається iз одного об’єкта Axes,
створюється i повертається так:

ax = fig.add_subplot()

В об’єктi Axes за допомогою методу ax.plot можна дiйсно зображати
графiчнi данi. У цьому випадку метод plot повертає список (list) об’єктiв,
якi графiчно представляють лiнiї. У найпростiшому випадку зобража-
ється одна лiнiя, а значить список мiстить тiльки один об’єкт типу Li-
ne2D, який при необхiдностi можна присвоїти змiннiй. Розглянемо прик-
лад, у якому порiвняємо ланцюгову лiнiю y = chx та її параболiчну
апроксимацiю y = 1 + x2/2 .
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Рис. 1.22: Вiкно графiка функцiї iз додатковими параметрами методу
plt.figure.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot()

x = np.linspace(-2, 2, 1000)
line_cosh, = ax.plot(x, np.cosh(x))
line_quad, = ax.plot(x, 1 + x**2 / 2)

plt.show()

Слiд звернути увагу на синтаксис line_cosh, = ... для присвоєння
змiннiй line_cosh повернутого об’єкта лiнiї, а не списку, що мiстить цей
об’єкт.

Двi лiнiї, побудованi цим кодом, зображенi на рис. 1.23.
Якщо у методi fig.add_subplot() не передаємо жодних аргументiв,

тодi можна створити об’єкти fig i ax у однiй стрiчцi коду за допомогою
зручної функцiї plt.subplots():

fig, ax = plt.subplots()
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Рис. 1.23: Простий графiк iз двох лiнiй в одному об’єктi Axes.

Повернемося тепер до графiка циклоїди 1.21. Вигляд графiка не
є ”натуральним”, так як не дотриманi пропорцiї осей – побудованi лi-
нiї є розтягнутi вздовж вертикальної осi. Це вiдбулося так тому, що
Python за замовчуванням повертає стандартнi розмiри вiкна графiка,
тобто спiввiдношення мiж осями, якi встановленi у властивостях про-
грами. Тобто, щоб графiк циклоїди мав властивий вигляд, потрiбно
встановити спiввiдношення мiж масштаби вертикальної i горизонталь-
ної осей як 1:1. Виконаємо це за допомогою методу ax.set_box_aspect,
тобто змодифiкуємо код створення циклоїди так (обчислюються двi ар-
ки циклоїди):

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
plt.rc(’text’, usetex=True)

t = np.linspace(-2*np.pi, 2*np.pi,1000)
x = t - np.sin(t)
y = 1 - np.cos(t)

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(x,y, ’r-’, lw=’3’)
plt.title(’Cycloid’, fontsize=’16’)
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plt.xlabel(r’$x(t)=t- \sin(t)$’, fontsize=’16’)
plt.ylabel(r’$y(t)=1- \cos(t)$’, fontsize=’16’)
ax.set_box_aspect(2./(4*np.pi))
ax.grid(True, linestyle=’-.’)
ax.tick_params(labelcolor=’r’, labelsize=’medium’, width=3)

plt.savefig(’Figure_6’)
plt.show()

У результатi виконання коду програма поверне графiк, зображений
на рис. 1.24 (порiвняйте iз графiком на рис. 1.21)

Рис. 1.24: Графiк циклоїди.

1.4.7. Декiлька графiкiв на одному рисунку.

Для створення рисунку iз декiлькома графiками (тобто iз декiль-
кома об’єктами Axes) iз об’єкта Figure викликається метод add_subplot
(розглядали на стр. 188), аргумент якого визначає, де буде розташова-
ний даний графiк. Кожне звертання до цього методу повертає об’єкт
Axes. Рисунки iз бiльш нiж 10 графiкiв зустрiчають рiдко, тому аргу-
ментом виступає тризначне число, де кожна цифра означає кiлькiсть
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рядкiв, кiлькiсть стовпцiв i порядковий номер графiка, починаючи з лi-
вого верхнього кута злiва на право. Наприклад, рисунок, який мiстить
шiсть графiкiв, розмiщених у трьох рядках та двох стовпцях, можна
сформувати так:

fig = plt.figure( )
ax1 = fig.add_subplot(321) # верхнiй лiвий,
ax2 = fig.add_subplot(322) # верхнiй правий,
ax3 = fig.add_subplot(323) # середнiй лiвий,
....
ax6 = fig.add_subplot(326) # нижнiй правий.

Iнший спосiб створення рисунку iз декiлькома графiками: звертає-
мося до методу plt.subplots, визначивши аргументи nrows (визначаємо
кiлькiсть рядкiв) i ncols (визначаємо кiлькiсть стовпцiв). Метод повер-
тає об’єкт Figure i впорядковану таблицю об’єктiв Axes, яку можна про-
iндексувати по рядках i стовпцях:

>>> fig, axes = plt.subplots(nrows=3, ncols=2)

>>> axes.shape
(3, 2)

>>> ax1 = axes[0, 0] #верхнiй лiвий,

>>> ax2 = axes[2, 1] #нижнiй правий.

⋆ Приклад 1.4.5. Розглянемо металевий брус, площа поперечно-
го перерiзу якого дорiвнює A, при рiвномiрно розподiленiй температурi
Θ0. Розглянемо миттєве нагрiвання точно у центрi (поперечного перерi-
зу) при передачi деякої кiлькостi енергiї H . Температура бруса (стосов-
но Θ0 ), як функцiя часу t i координати x , визначається як розв’язок
одномiрного рiвняння дифузiї:

Θ(x, t) =
H

cpA

1√
Dt

1√
4π
e−

x2

4Dt ,

де cp i D – питома теплоємнiсть металу на одиницю об’єму i коефi-
цiєнт теплопровiдностi (припускається сталим стосовно температури).
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Код нижче створює графiки у трьох заданих часових iнтервалах i по-
рiвнює графiки для двох металiв iз рiзними коефiцiєнтами теплопро-
вiдностi, але рiвними питомими теплоємностями – мiдь i залiзо.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
#
A, H = 1.e-4, 1.e3
#
theta0 = 300
#
# ( /m3.K).
# (2/) Cu Fe.
metals = np.array([(’Cu’, 3.45e7, 1.11e-4), (’Fe’, 3.50e7, 2.3e-5)], \

dtype=[(’symbol’, ’|S2’), (’cp’, ’f8’), (’D’, ’f8’)])
# -xlim xlim ().
xlim, nx = 0.05, 1000
x = np.linspace(-xlim, xlim, nx)
# .
times = (1e-2, 0.1, 1)
# : ,
# .
fig, axes = plt.subplots(nrows=3, ncols=2, figsize=(7, 8))
for j, t in enumerate(times):

for i, metal in enumerate(metals):
symbol, cp, D = metal
ax = axes[j, i]
# .
theta=theta0+H/(cp*A*np.sqrt(D*t*4*np.pi))*np.exp(-x**2/4/D/t)
# .
ax.plot(x*100, theta , ’k’)
ax.set_title(’{ }, $t={ }$ s’.format(symbol.decode(’utf8’), t))
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ax.set_xlim(-4, 4)
ax.set_xlabel(’$x/ \mathrm{cm}$’)
ax.set_ylabel(’$ \Theta/ \mathrm{K}$’)

# y, t.
for j in (0, 1, 2):

ymax = max(axes[j, 0].get_ylim()[1], axes[j, 1].get_ylim ()[1])
print(axes[j, 0].get_ylim(), axes[j, 1].get_ylim())
for i in (0, 1):

ax = axes[j, i]
ax.set_ylim(theta0, ymax)
# y.
ax.set_yticks([theta0, (ymax + theta0)/2, ymax])

# : tight_layout().
fig.tight_layout()
plt.show()

Мiдь є кращим провiдником тепла у порiвняннi iз залiзом, тому iз
графiкiв (зображених на рис. 1.25) одержуємо, що пiдвищення темпе-
ратури у цьому металi вiдбувається швидше.

Контурнi графiки.

У модулi pyplot метод contour обчислює контурнi графiки на основi
даних двовимiрного масиву вузлiв. У найпростiшому випадку contour(Z)
не вимагає жодних iнших аргументiв: значення (x,y) проiндексованi у
двовимiрному масивi Z, а iнтервали контурiв вибираються автоматично.
Для явного визначення координат (x,y) потрiбно передати їх у виглядi
contour(X,Y,Z). Масиви X i Y повиннi мати таку ж розмiрнiсть що i масив
Z (наприклад, так як це зроблено при використаннi методу np.meshgrid,
описаного у пiдроздiлi 1.2.1.), або повиннi бути одновимiрними масива-
ми, такими, що довжина масиву X дорiвнює кiлькостi стовпцiв масиву
Z, а довжина масиву Y повинна дорiвнювати кiлькостi рядкiв масиву
Z.
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Рис. 1.25: Графiки поширення тепла у двох металах.

Рiвнями контурiв можна керувати за допомогою додаткового аргу-
мента: або скалярне значення N, яке визначає загальну кiлькiсть рiвнiв
контурiв, або послiдовностi V, яка явно задає значення Z, для яких по-
трiбно вiдобразити контурнi лiнiї.

Кольори контурних лiнiй визначаються у вiдповiдностi iз картою ко-
льорiв (colormap) Matplotlib, яка приймається за замовчуванням. У цьо-
му процесi данi лiнiйно нормованi на промiжку [0,1], який у подальшому
вiдображається у список кольорiв, якi використовуються для визначе-
ння стилiв контурiв стосовно вiдповiдних значень. Модуль matplotlib.cm
мiстить декiлька схем карт кольорiв5. Найчастiше на практицi ви-
користовують такi схеми: cm.viridis, cm.hot, cm.bone, cm.winter, cm.jet,
cm.Greys, cm.hsv. Якщо виникає необхiднiсть використання схем кольо-
рiв iз змiною на протилежнi кольори, то в кiнцi iменi схеми потрiбно
додати суфiкс _r (наприклад, cm.hot_r).

Метод contour пiдтримує iнший спосiб визначення кольорiв – в аргу-

5З повним списком можна ознайомитися за посиланням на веб-сторiнку [49]
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ментi colors передається або один специфiкатор кольору Matplotlib, або
послiдовнiсть таких специфiкаторiв. На одноколiрних контурних графi-
ках лiнiї рiвня, якi вiдповiдають вiд’ємним значенням функцiї, зобра-
жаються штрихованими лiнiями. Для товщини лiнiй контурiв можна
визначати стилi для окремо взятої або для всiх лiнiй разом за допомо-
гою аргумента linewidths.

⋆ Приклад 1.4.6. Покажемо на прикладi побудову лiнiй рiвня
гiперболiчного параболоїда f(x, y) = x2 − y2 , щоб продемонструвати
вiд’ємнi i додатнi рiвнi. Результатом виконання програми побудови кон-
турного графiка, записаної нижче, є рис. 1.26.

Рис. 1.26: Лiнiї рiвня гiперболiчного параболоїда.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
plt.rc(’text’, usetex=True)
fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111)
[X,Y] = np.mgrid[-2.5:2.5:51j,-3:3:61j]
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Z=X**2-Y**2
curves=ax.contour(X,Y,Z,12,colors=’r’,linewidths=1.5)
ax.clabel(curves)
plt.title(r’The level contours of $z=xˆ2-yˆ2$’,fontsize=18)
plt.show()

Щоб додати пiдписи до контурного графiка, потрiбно зберегти
об’єкт Contour-Set, який повертається пiсля виклику методу ax.contour,
i передати цей об’єкту у метод ax.label (можливо з деякими додаткови-
ми параметрами, якi визначають властивостi шрифту). Ще один метод
ax.contourf приймає тi ж аргументи, що ax.contour, але зображає зама-
льованi контури (тобто замальовує областi контурiв). Як показано у
прикладi нижче, методи ax.contour i ax.contourf можна використовувати
одночасно.

⋆ Приклад 1.4.7. Приведена нижче програма створює графiк
функцiї iз замальованими контурами, додає пiдписи для контурiв i ви-
значає деякi стилi для кольорiв контурiв (див. рис. 1.27).

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.cm as cm
X = np.linspace(0, 1, 100)
Y = X.copy()
X, Y = np.meshgrid(X, Y)
alpha = np.radians(25)
cX, cY = 0.5, 0.5
sigX, sigY = 0.2, 0.3
rX = np.cos(alpha) * (X-cX) - np.sin(alpha) * (Y-cY) + cX
rY = np.sin(alpha) * (X-cX) + np.cos(alpha) * (Y-cY) + cY
Z = (rX-cX)*np.exp(-((rX-cX)/sigX)**2) * np.exp(-((rY-cY)/sigY)**2)
fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot()
#
cpf = ax.contourf(X, Y, Z, 20, cmap=cm.YlOrRd_r)
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#
#
colors = [’y’ if level <0 else ’m’ for level in cpf.levels]
cp = ax.contour(X, Y, Z, 20, colors=colors)
ax.clabel(cp, fontsize=12, colors=colors)
plt.show()

Рис. 1.27: Графiк лiнiй рiвня з пiдписами.

1.4.8. Тривимiрна графiка у Python.

Бiблiотека Matplotlib головним чином призначена для створення
двомiрних графiкiв, але вона пiдтримує i функцiональнi можливостi
для побудови тривимiрних графiкiв, якi цiлком придатнi для багатьох
для багатьох цiлей i завдань. Найпростiший спосiб створення триви-
мiрного графiка – iмпорт об’єкта Axes3D iз модуля mpl_toolkits.mplot3d
i присвоєння для аргумента projection внутрiшнього графiка значення
’3d’:
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import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(projection=’3d’)

Пiсля цього вiдповiдний об’єкт Axes може вiдображати данi у трьох
вимiрах як лiнiйний графiк, сукупнiсть точок у просторi, каркасну по-
верхню, об’ємну поверхню.

Каркаснi i об’ємнi поверхнi.

Каркасна поверхня є найпростiшим типом об’ємної поверхнi, яка
зображає лiнiї у тривимiрному просторi, об’єднуючи двовимiрний ма-
сив точок Z iз сiткою значень даних, якi передаються у двовимiрних
масивах X i Y. Iншими словами, каркасний графiк утворюється як су-
купнiсть лiнiй перетину даної поверхнi iз площинами, перпендикуляр-
ними до осей oX i oY i проходять через вузловi точки на вiдповiдних
осях. За замовчуванням лiнiї у тривимiрному просторi зображаються
для кожної точки масиву, але у випадку, якщо кiлькiсть точок доста-
тньо велика, то за допомогою задання значень аргументам rstride i cstri-
de визначаємо кiлькiсть точок у рядку (rstride (row)) i стовпцi (cstride
(column)) вiдповiдно.

Метод ax.plot_surface створює просторову поверхню iз замальованих
клаптикiв (патчiв). Для патчiв можна встановити єдиний колiр у аргу-
ментi color або встановити стиль за допомогою спецiальної кольорової
схеми в аргументi cmap. Для методу ax.plot_surface аргументам rstride
i cstride за замовчуванням присвоєне значення 10. Розглянемо приклад
застосування обидвох згаданих вище методiв.

⋆ Приклад 1.4.8. Код нижче демонструє використання парамет-
рiв для створення рiзних графiкiв поверхонь. Результат виконання зо-
бражений на рис. 1.28.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
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import matplotlib.cm as cm

L, n = 2, 400
x = np.linspace(-L, L, n)
y = x.copy()
X, Y = np.meshgrid(x, y)
Z = np.exp(-(X**2 + Y**2))
fig, ax = plt.subplots(nrows=2, ncols=2, subplot_kw=’projection’: ’3d’)
ax[0, 0].plot_wireframe(X, Y, Z, rstride=40, cstride=40)
ax[0, 1].plot_surface(X, Y, Z, rstride=40, cstride=40, color=’m’)
ax[1, 0].plot_surface(X, Y, Z, rstride=12, cstride=12, color=’m’)
ax[1, 1].plot_surface(X, Y, Z, rstride=20, cstride=20, cmap=cm.hot)

for axes in ax.flatten():
axes.set_xticks([-2, -1, 0, 1, 2])
axes.set_yticks([-2, -1, 0, 1, 2])
axes.set_zticks([0, 0.5, 1])

fig.tight_layout()
plt.show()

⋆ Приклад 1.4.9. Параметричне задання тора iз головним радi-
усом c i радiусом твiрного кола a записується так:


x = (c+ a cos θ) cosφ,

y = (c+ a cos θ) sinφ,

z = a sin θ.

Значення аргументiв θ i φ належать до [0, 2π] . Код, наведений нижче,
повертає два графiка тора, якi вiдрiзняються рiзними кутами спостере-
ження, зображенi на рис. 1.29.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
98797
n = 100

Рис. 1.28: Графiки однiєї функцiї, побудованi рiзними способами.

Рис. 1.29: Графiки тора iз рiзними кутами спостереження.
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theta = np.linspace(0, 2.*np.pi, n)
phi = np.linspace(0, 2.*np.pi, n)
theta, phi = np.meshgrid(theta, phi)
c, a = 2, 1

x = (c + a*np.cos(theta)) * np.cos(phi)
y = (c + a*np.cos(theta)) * np.sin(phi)
z = a * np.sin(theta)
fig = plt.figure()
ax1 = fig.add_subplot(121, projection=’3d’)
ax1.set_zlim(-3, 3)
ax1.plot_surface(x, y, z, rstride=5, cstride=5, color=’violet’,
edgecolors=’lime’)
ax1.view_init(36, 26)
ax2 = fig.add_subplot(122, projection=’3d’)
ax2.set_zlim(-3, 3)
ax2.plot_surface(x, y, z, rstride=5, cstride=5, color=’orangered’,
edgecolors=’cyan’)
ax2.view_init(0, 0)
ax2.set_xticks([])
plt.show()

Лiнiйнi i точковi просторовi графiки.

Лiнiйнi i точковi (графiки масиву точок) графiки у тривимiрному
просторi обчислюються таким самим способом, як у двовимiрному ви-
падку, за допомогою основних методiв ax.plot(x, y, z) i ax.scatter(x, y,
z) вiдповiдно, де x, y, z – одновимiрнi масиви однакової довжини. Для
таких графiкiв можлива обмежена кiлькiсть опцiй, якщо не користува-
тися методами для розширення функцiональних можливостей.

⋆ Приклад 1.4.10. Нижче наведений код програми побудови
гвинтової лiнiї спiралi, яка повертає тривимiрний графiк лiнiї, зобра-
жений на рис. 1.30.
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Рис. 1.30: Тривимiрний графiк спiралi.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
n = 1000
fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(projection=’3d’)

theta_max = 8 * np.pi
theta = np.linspace(0, theta_max , n)
x = theta
z = np.sin(theta)
y = np.cos(theta)
ax.plot(x, y, z, ’b’, lw=2)
ax.plot((-theta_max*0.2, theta_max * 1.2), (0, 0), (0, 0), color=’k’, lw=2)
ax.plot(x, y, 0, color=’r’, lw=1, alpha=0.5)
ax.plot(x, [0]*n, z, color=’m’, lw=1, alpha=0.5)
plt.show()
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1.5. Застосування Python до розв’язування мо-
делей

У цьому пiдроздiлi розглянемо моделi, що описуються початковими
задачами для звичайних диференцiальних рiвнянь. Усi моделi мають
конкретне практичне застосування i зазвичай їх використовують для
розв’язування задач оптимального керування. Детальнiше про моделi
цього пiдроздiлу читач знайде у посiбнику авторiв [7]. Тут цi задачi ада-
птованi до програмного середовища Python i використовуються пакети
i методи Python, описанi у попереднiх пiдроздiлах.

1.5.1. Модель популяцiї молi spruce budworm

Розглянемо модель поширення популяцiї молi, яка описується по-
чатковою задачею для звичайного диференцiального рiвняння [25, Роз-
дiл 2.3], [17]. Ця моль є комахою, яка нищить лiси пiвнiчної Америки;
пожива для неї – голки хвойних дерев. Нехай N(t) кiлькiсть особин у
момент часу t ∈ [0, T ] . Поширення популяцiї можна описати за допо-
могою моделi

N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
,

яка означає, що поширення популяцiї не тiльки залежить вiд природної
народжуваностi та смертностi, а також вiд степеня смертностi, зумов-
леного швидким розмноженням. У наведеному вище рiвняннi r i K
масштабованi параметри, зокрема r є природним коефiцiєнтом росту i
K виражає властивостi середовища. Додатково до коефiцiєнта вимира-
ння, який вiдповiдає перенаселенню, (r/K)N(t) , додамо доданок, який
вiдповiдає хижакам. Наприклад, хижакiв репрезентують птахи. Пiсля
модифiкацiї рiвняння запишеться у виглядi

N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
− p(N(t)), t ∈ [0, T ],

де

p(N) =
BN2

A2 +N2
.



204 Роздiл 1. Короткий вступ до Python.

Графiк функцiї p(N) для B = 1.5 , A = 2 на промiжку [0, L] для
L = 20 ,побудований за допомогою програми:

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
plt.rc(’text’, usetex=True)
b=1.5
a=2
N=np.linspace(0,20,2000)
p=(b*N**2)/(a**2+N**2)
plt.plot(N,p,’r-’, linewidth=3)
plt.xlabel(’$N$’, fontsize=16)
plt.ylabel(’$p(N)$’, fontsize=16)
plt.title(r’Function plot $p(N)= \fracBNˆ2Aˆ2+Nˆ2$ \

for $A=2$, $B=1.5$’, fontsize=16)
plt.grid(True, linestyle=’-.’)
plt.show()
виглядає як на рис. 1.31.

Розглянемо тепер початкову задачу для рiвняння поширення попу-
ляцiї

N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
− BN2(t)

A2 +N2(t)
, t ∈ [0, T ],

N(0) = N0.

Програма обчислення наближеного розв’язку початкової задачi така:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp
plt.rc(’text’, usetex=True)

r1, r2 = 0.3, 1.
K1, K2 = 5., 10
A1, A2 = 2., 3
B1, B2 = 1.5, 2
N01, N02 = 30, 50
T0=0
T=20

def rhsEq(t, N, r, K, A, B):
res = r*N*(1-N/K)-B*N**2/(A**2+N**2)
return res

t=np.linspace(T0, T, 200)

Рис. 1.31: Графiк p(N) на промiжку [0, 20] для B = 1.5 , A = 2 .
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soln1 = solve_ivp(rhsEq, (T0, T), [N01], dense_output=True, \
args=(r1, K1, A1, B1))

soln2 = solve_ivp(rhsEq, (T0, T), [N02], dense_output=True, \
args=(r2, K2, A2, B2))

N1 = soln1.sol(t)[0]
N2 = soln2.sol(t)[0]

plt.plot(t, N1, ’r-’, linewidth=2)
plt.grid(True)
plt.title(r’ $r=0.3, \;K=5, \;A=2, \; B=1.3, \;N(0)=30.$’, fontsize=20)
plt.xlabel(r’$t$’, fontsize=20)
plt.ylabel(r’$N(t)$’, fontsize=20)
plt.savefig(’Figure_28’)
plt.show()

plt.plot(t, N2, ’g-’, linewidth=2)
plt.grid(True)
plt.title(r’ $r=1, \;K=10, \;A=3, \; B=2, \;N(0)=50.$’, fontsize=20)
plt.xlabel(r’$t$’, fontsize=20)
plt.ylabel(r’$N(t)$’, fontsize=20)
plt.savefig(’Figure_29’)

plt.show()

Динамiку поширення популяцiї молi spruce budworm для рiзних зна-
чень параметрiв зображено на рис. 1.32.

⋆ Приклад 1.5.1. Дослiдити початкову задачу, яка є моделлю
поширення популяцiї комах (подiбно як для моделi поширення популя-
цiї молi spruce budworm)N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
− u(t)N(t), t ∈ [0, T ],

N(0) = N0.

Значення параметрiв моделi взяти такi самi, як у моделi розмноження
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(а) (б)

Рис. 1.32: Графiки N(t) за рiзних вхiдних даних: а) r = 0.3, K =
5, A = 2 , b = 1.5 , T = 20, N(0) = 30 ; б) r = 1, K = 10, A = 3, b = 2 ,
T = 10, N(0) = 50 .

молi spruce budworm, а саме: r = 0.3 , K = 5 , T = 0 , N0 = 30 . Обчи-
слити графiки поширення популяцiї N(t) за таких значень плодючостi
u(t) :

(i) u(t) = 0.5 на промiжку [0, T ] ;
(ii) u(t) = 1 на промiжку [0, T ] ;
(iii) u(t) = 2 на промiжку [0, T ] ;
(iv) u(t) = 3 на промiжку [0, T ] .

У всiх випадках обчислити популяцiю за формулою
T∫
0

u(t)N(t)dt .

Програма обчислення популяцiї комах запишеться так:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp
from scipy.integrate import quad
plt.rc(’text’, usetex=True)

r, K = 0.3, 5.
N0 = 30
T0, T = 0, 20
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def rhsEq(t, N, r, K, u):
res = r*N*(1-N/K)-u*N
return res

t=np.linspace(T0, T, 200)
contr = (0.5, 1, 2, 3)
clr = (’brown’, ’blueviolet’, ’mediumvioletred’, ’teal’)

fig, axes = plt.subplots(nrows=2, ncols=2, figsize=(6, 7))
k=0
for i in range(2):

for j in range(2):
ax = axes[i,j]
u = contr[k]
soln = solve_ivp(rhsEq, (T0, T), [N0], dense_output=True, \

args=(r, K, u))
ax.plot(t, soln.sol(t)[0] , clr[k], lw=2)
ax.grid(True)
nt = quad(lambda t: u*soln.sol(t)[0], 0, T)
ax.set_title(’u={}, \n $ \int \limits_0ˆTuN(t)dt=${}.’. \

format(u, round(nt[0], 2)), fontsize=16)
ax.set_xlabel(r’$t$’, fontsize=16)
ax.set_ylabel(r’$N(t)$’, fontsize=16)
k+=1

fig.tight_layout()
plt.savefig(’Figure_30’)
plt.show()

Графiки динамiки поширення популяцiї комах у залежностi вiд зна-
чення параметра плодючостi u , як розв’язки початкової задачi, та об-
числення чисельностi популяцiї, зображенi на рис. 1.33.
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Рис. 1.33: Графiки приплоду комах для r = 0.3 , K = 5 , T = 20 ,
N(0) = 30 , для значень u = 0.5, 1, 2, 3 . Обчисленi значення популяцiї
комах в залежностi вiд u .

1.5.2. Системи звичайних диференцiальних рiвнянь. Мо-
делi виживання.

У цьому пiдроздiлi розглянемо бiологiчну модель, яка описується
системою n звичайних диференцiальних рiвнянь iз n невiдомими
функцiями.
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Модель хижак-жертва

Розглянемо модель, в якiй спостерiгається перенаселення популяцiї
жертви [18, Роздiл 5.4], [36, Роздiл 14]. Тобто, апетит хижакiв задо-
волений i популяцiя жертви зростає. Позначимо популяцiю хижакiв у
момент часу t через y1(t) , а кiлькiсть особин жертви – y2(t) . Тодi змi-
на у системi хижак-жертва описується такою системою звичайних
диференцiальних рiвнянь:


y′1 = −ay1 +

by2
c+ ky2

y1,

y′2 = (d− ey2)y2 −
fy2

c+ ky2
y1,

(1.5.1)

для t ∈ [0, L] . Тут a, b, c, d, e, f суть невiд’ємнi сталi величини. Додат-
ний параметр k означає граничне перенасичення хижакiв. Малi значе-
ння k означають, що хижаки жеребкують жертви перед кожним сво-
їм насиченням. Велике значення k означає, що перенасичення швид-
ко з’являється, як тiльки збiльшується кiлькiсть жертв. Для розв’язку
системи (1.5.1) сформулюємо такi початковi умови:

y1(0) = 0.5, y2(0) = 1. (1.5.2)

Для нашого чисельного експерименту розглянемо такi значення па-
раметрiв: a = 0.5 , b = d = e = f = 1 , c = 0.3 , k = 0.7 , кiнцевий
момент часу L = 200 . Сформулюємо завдання:

а) знайти чисельний розв’язок задачi (1.5.1)-(1.5.2) при зазначених
вище значеннях параметрiв системи;

б) побудувати у одному вiкнi динамiку змiни чисельностi хижакiв,
жертв, залежнiсть популяцiї хижакiв вiд жертв (динамiка у фазовiй
площинi), на одному графiку змiну популяцiй хижак-жертва.

Отож, використовуючи внутрiшнi сольвери (методи розв’язування)
середовища Python, код програми має вигляд:
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp
from scipy.integrate import quad
plt.rc(’text’, usetex=True)

dataPPM = open(’Model_Prey_Predator.txt’)

dataR=dataPPM.readlines()
dataIF=map(float, dataR)
dataIF=tuple(dataIF)
a, b, c, d, e, f, k = dataIF
dataPPM.close()

def rhssyst(t, y, a, b, c, d, e, f, k):
””” Return dy_i/dt = f(y_i, t) at time t. ”””
y1, y2 = y
rhs1eq = -a * y1 + (b*y1*y2)/(c+k*y2)
rhs2eq = (d - e*y2)*y2 - (f*y1*y2)/(c+k*y2)
return rhs1eq, rhs2eq

y0=(0.5, 1)
L=200
clr = (’mediumvioletred’, ’teal’)
ttl=(’Predator’, ’Prey’)
soln = solve_ivp(rhssyst, [0,L], y0, dense_output=True, \

args=(a, b, c, d, e, f, k))

tspan=np.linspace(0,L,1000)

fig, axes = plt.subplots(nrows=2, ncols=2, figsize=(8, 4) )

for j in range(2):
ax=axes[0,j]
ax.grid(True)
ax.plot(tspan, soln.sol(tspan)[j], clr[j], lw = 2 )
ax.set_title(ttl[j], fontsize=16)
ax.set_xlabel(r’$t$’, fontsize=16)
ax.set_ylabel(r’$y_{}(t)$’.format(j+1), fontsize=16)
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axes[1,0].plot(soln.sol(tspan)[1], soln.sol(tspan)[0], ’r-’, lw = 1 )
axes[1,0].grid(True)
axes[1,0].set_title(’Trajectory in the Phase Plane ’, fontsize=16)
axes[1,0].set_xlabel(r’$y_2$’, fontsize=16)
axes[1,0].set_ylabel(r’$y_1$’, fontsize=16)

axes[1,1].plot(tspan, soln.sol(tspan)[1], tspan, soln.sol(tspan)[0], \
’mediumvioletred’, ’teal’, lw = 1 )

axes[1,1].grid(True)
axes[1,1].set_title(’Predator - Prey’, fontsize=16)
axes[1,1].set_xlabel(r’$t$’, fontsize=16)
axes[1,1].set_ylabel(r’$y_1, y_2$’, fontsize=16)

fig.tight_layout()
plt.savefig(’Figure_31’)
plt.show()

Результат виконання програми зображений рис. 1.34.

Рис. 1.34: Графiки змiни динамiки популяцiй моделi хижак-жертва.

Прокоментуємо програму чисельного розв’язування задачi (1.5.1)-
(1.5.2) хижак-жертва. Значення параметрiв задачi a, b, c, d, e, f, k за-
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Табл. 1.19: Режими доступу до файлу.

Аргумент mode Режим доступу при вiдкриваннi файла
r текстовий, тiльки для читання;
w текстовий, записування (iснуючий файл iз тим

же iменем буде перезаписаний;)
a текстовий, доповнення iснуючого файла;
r+ текстовий, читання i записування;
rb бiнарний, тiльки для читання;
wb бiнарний, записування (iснуючий файл iз тим

же iменем буде перезаписаний;)
ab бiнарний, доповнення iснуючого файла;
rb+ бiнарний, читання i записування.

вантажуються iз текстового файла Model_Prey_Predator.txt, який мi-
ститься у робочiй директорiї середовища. У цьому файлi кожна числова
величина записана в окремому рядку. Цей текстовий файл може бути
створений редактором Python або кожним iншим текстовим процесором
OS (Operating System). Команда open вiдкриває файл для його подаль-
шого опрацювання.

Об’єкт типу file створюється при вiдкриваннi файлу iз заданим iме-
нем (filename) i режимом доступу (mode). Iм’я файла може бути задане
як абсолютне iм’я шляху, який визначається стосовно каталога, у якому
виконується програма. Режим доступу mode – це стрiчка, яка мiстить
одне iз значень, приведених у таблицi 1.19.

Отож, стрiчкою коду

dataPPM = open(’Model_Prey_Predator.txt’)

вiдкрили текстовий файл (за замовчуванням для читання – не вка-
зали другого аргумента для open), що мiститься у робочому катало-
зi, у якому записанi порядково числовi значення параметрiв задачi, i
присвоїли цей об’єкт змiннiй dataPPM. Метод readlines зчитує всi рядки
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dataPPM (тобто вмiст текстового файлу) i створює список цих рядкiв
як стрiчок разом iз командами форматування (перехiд на нову стрiчку
тощо). Тому, щоб одержати числа, якi записанi у вихiдному текстово-
му файлi, потрiбно змiнити об’єкти string списку на об’єкти float. Це
виконано за допомогою команди map iнструкцiї float на елементи спи-
ску dataR. Наступний крок – створення кортежа, елементами якого є
числовi значення, якi на наступному кроцi присвоюються параметрам
a, b, c, d, e, f, k. Цей спосiб визначення числових значень параметрiв
довiльної дослiджуваної задачi є вигiдним тим, що змiнюючи число-
вi значення параметрiв чи файл-носiй нових, iнших значень, дає мо-
жливiсть легко впроваджувати новi данi i тим самим полегшує про-
ведення чисельних експериментiв задачi. Наприклад, створивши файл
Model_Prey_Predator_2.txt iз числовими даними

0.2
0.8
0.5
0.9
1.1
0.9
0.5

i замiнивши у програмi iм’я текстового файла Model_Prey_Predator.txt
на Model_Prey_Predator_2.txt, пiсля компiляцiї одержимо результат, зо-
бражений на рис. 1.35:
Тобто, iз одержаних результатiв маємо висновок, що при значеннях па-
раметрiв моделi a=0.2, b=0.8, c=0.5, d=0.9, e=1.1, f=0.9, k=0.5 iснує
залежнiсть мiж величиною популяцiї хижакiв i жертв, але у другiй по-
ловинi дослiджуваного часового iнтервалу чисельнiсть популяцiй стабi-
лiзується, причому популяцiя хижакiв є бiльшою вiд популяцiї жертв.

Наступний блок у програмi – визначення правої частини системи
диференцiальних рiвнянь (1.5.1). Слiд звернути увагу, що параметри a,
b, c, d, e, f, k вписали як аргументи функцiї правої системи рiвняння.
Проте, застосовуючи далi у програмi метод solve_ivp, додатковим па-
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Рис. 1.35: Графiки змiни динамiки популяцiй моделi хижак-жертва iз
даними з файла Model_Prey_Predator_2.txt.

раметром вказано, що цi аргументи насправдi є сталими параметрами
системи, якi замiняються на вiдповiднi числовi значення.

I накiнець, метод fig.tight_layout() об’єкта Figure використаний для
того, щоб графiки, побудованi в одному вiкнi i пiдписи до графiкiв, на
накладалися.

Модель нейронної активностi. Рiвняння Fitzhugh–Nagumo

Рiвняння Fitzhugh–Nagumo описує електричну активнiсть нейрона
(див. [31, Роздiл 6.5], [36, Роздiл 14]). Нейрон є збуджуючою системою,
яка стимулюється зовнiшнiми чинниками, наприклад, електричним роз-
рядом. Стан збудження описується функцiєю y1 , яка означає напругу
у нейронi як функцiя часу. Коли нейрон збуджений, фiзiологiчнi проце-
си змушують вiдновлюватися пiсля збудження. Вiдновлення описується
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функцiєю y2 . Запишемо систему
y′1 = c

(
y1 + y2 −

y31
3

)
,

y′2 =
1

c
(a− y1 − by2),

(1.5.3)

при t ∈ [0, L] . Можна зауважити два явища у нейронах:
– реакцiя y1 нейрона приводить до стiйкого стану пiсля сильного

збудження; нейрон збуджується; це одинарний потенцiал дiї;
– реакцiя (вiдгук) y1 – перiодична функцiя; нейрон отримує перiо-

дичнi iмпульси.
Параметри a , b , c задовольняють такi обмеження, якi виражають

поведiнку

1− 2

3
b < a < 1, 0 < b < 1, b < c2.

У чисельних експериментах вiзьмемо такi значення параметрiв a =
0.75 , b = 0.5 , c = 1 . Запишемо їх у текстовому файлi fileFN.txt. Почат-
ковi данi виберемо такi:

y1(0) = 3, y2(0) = 0. (1.5.4)

Аналогiчно, як при розв’язуваннi задачi у пiдроздiлi 1.5.2., утворимо
у робочому каталозi текстовий файл Model_NeuroActivity.txt iз значення-
ми параметрiв a = 0.75 , b = 0.5 , c = 1 . Тодi програма знаходження
чисельного розв’язку задачi нейронної активностi (1.5.3)-(1.5.4) запи-
шеться так:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp
plt.rc(’text’, usetex=True)

dataNAM = open(’Model_NeuronActivity.txt’)

rdData=dataNAM.readlines()
mpData=map(float, rdData)
mpData=tuple(mpData)
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a, b, c = mpData
dataNAM.close()

def rhsSyst(t, y, a, b, c):
” ” ” Return dy_i/dt = f(y_i, t) at time t. ” ” ”
y1, y2 = y
rhs1eq = c*(y1 + y2 - y1**3/3)
rhs2eq = (1/c)*(a - y1 - b*y2)
return rhs1eq, rhs2eq

y0=(3, 0)
L=20
clr = (’orangered’, ’darkmagenta’)
ttl=(’Excitation’, ’Recovery’)
soln = solve_ivp(rhsSyst, [0,L], y0, dense_output=True, args=(a, b, c))

tspan=np.linspace(0,L,200)

fig, ax = plt.subplots()
ax.plot(tspan, soln.sol(tspan)[0], clr[0], label=ttl[0], lw = 2 )
ax.plot(tspan, soln.sol(tspan)[1], clr[1], label=ttl[1], lw = 2 )
ax.grid(True)
ax.set_title(r’Excitation-Recovery Plot: $a={}$, $b={}$, $c={}$.’. \

format(a, b, c), fontsize=16)
ax.set_xlabel(r’$t$’, fontsize=16)
ax.set_ylabel(r’$y_1, y_2$’, fontsize=16)

plt.legend()
plt.savefig(’Figure_32’)
plt.show()

Пiсля виконання програма поверне графiчне зображення розв’язку
(див. рис. 1.37).

Уведемо у модель подразник, визначений залежною вiд часу функ-
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Рис. 1.36: Графiки станiв збудження та вiдновлення

цiєю z 
y′1 = c

(
y1 + y2 −

y31
3

)
− z,

y′2 =
a− y1 − by2

c
,

(1.5.5)

для t ∈ [0, L] . Для числових розрахункiв моделi приймемо

z(t) =

{
0, для t ∈ [0, t∗],

v для t ∈ [t∗, L],
(1.5.6)

де 0 < t∗ < L є точкою перемикання i 0 < v < 1 – величина стиму-
лювання. Змодифiкуємо програму обчислення розв’язку задачi (1.5.3)-
(1.5.4), увiвши у праву частину системи функцiю z , яка моделює подра-
зник нейрона, та визначивши саму функцiю. Тодi програма обчислення
задачi (1.5.5)-(1.5.4) запишеться так:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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from scipy.integrate import solve_ivp
plt.rc(’text’, usetex=True)

dataNAM = open(’Model_NeuronActivity_2.txt’) ‘

rdData=dataNAM.readlines()
mpData=map(float, rdData)
mpData=tuple(mpData)
a, b, c, v, astrt= mpData
dataNAM.close()

def stmF(x, v, astrt):
c1=0
c2=v
r=np.where(x < astrt, c1, c2)
return r

def rhsSyst(t, y, a, b, c, v, astrt):
” ” ” Return dy_i/dt = f(y_i, t) at time t.” ” ”
y1, y2 = y
rhs1eq = c*(y1 + y2 - y1**3/3) - stmF(t, v, astrt)
rhs2eq = (a - y1 - b*y2)/c
return rhs1eq, rhs2eq

y0=(3, 0)
L=100
clr = (’firebrick’, ’mediumblue’)
ttl=(’Excitation’, ’Recovery’)
soln = solve_ivp(rhsSyst, [0,L], y0, dense_output=True, \

args=(a, b, c, v, astrt))

tspan=np.linspace(0,L,1000)

fig, ax = plt.subplots(nrows=1, ncols=2, figsize=(8, 4))

ax[0].plot(tspan, soln.sol(tspan)[0], clr[0], label=ttl[0], lw = 3)
ax[0].plot(tspan, soln.sol(tspan)[1], clr[1], label=ttl[1], lw = 3)
ax[0].grid(True)
ax[0].set_title(r’The Excitation and Recovery \\ (with stimulus): \
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Рис. 1.37: Графiки станiв збудження та вiдновлення у випадку подра-
зника та графiк у фазовiй площинi.

$v={}$, $t̂ *={}$’.format(v, astrt), fontsize=16)
ax[0].set_xlabel(r’$t$’, fontsize=16)
ax[0].set_ylabel(r’$y_1, y_2$’, fontsize=16)

ax[1].plot(soln.sol(tspan)[0], soln.sol(tspan)[1], ’r’, lw = 2 )
ax[1].grid(True)
ax[1].set_title(r’Phase Trajectory in Plane.’, fontsize=16)
ax[1].set_xlabel(r’$y_1$’, fontsize=16)
ax[1].set_ylabel(r’$y_2$’, fontsize=16)

ax[0].legend()
fig.tight_layout()
plt.savefig(’Figure_33’)
plt.show()

Зупинимось на поясненнi цiєї програми. Тут важливо вiдзначити
визначення у Python функцiї z стимулювання, яка має вигляд (1.5.6).
Функцiя z є розривною, тобто задається рiзними формулами (значе-
ннями) на рiзних вiдрiзках. Якщо визначати у Python цю функцiю тра-
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дицiйним способом за допомогою функцiї def, то таким способом визна-
чена функцiя повертає значення тiльки на скалярних аргументах, а у
програмi у процесi обчислення потрiбно значення функцiї у вузлах сiт-
ки (у програмi на множинi tspan). Звичайно, можна додатково написати
цикл, у якому обчислюється функцiя в окремо взятiй точцi з множи-
ни вузлiв i потiм цим значенням доповнюємо список значень функцiї,
до тих пiр, поки не переберемо у циклi всi точки сiтки вузлiв. Про-
те Python дає можливiсть спростити у таких випадках обчислення за
допомогою методiв, якi застосовано у програмi (фрагмент програми ви-
значення функцiї подразнення):

def stmF(x, v, astrt):
c1=0
c2=v
r=np.where(x < astrt, c1, c2)
return r

де v – величина стрибка функцiї, astrt – точка переключення. Так
визначена функцiя повертає значення як на скалярних аргументах, та
i на списках.

Цей формат працює тiльки у випадку одного стрибка. Розгля-
немо приклад для складнiшого випадку. Наприклад, визначимо у
Python функцiю Courant’а, система яких використовується у методi
скiнчених елементiв (Finite Element Method, FEM):

ca(x) =


0, x ⩽ a− 1,

x− a+ 1, a− 1 < x ⩽ a,

a+ 1− x, a < x ⩽ a+ 1,

0, x > a+ 1.

(1.5.7)

Тут прийняли що вузли сiтки спiвпадають iз цiлими числами (для зруч-
ностi). Визначимо та побудуємо графiк функцiї ca на промiжку [0, 5]
для a = 2 :
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def ca(x):
condition1 = x < 1
condition2 = np.logical_and(1 <= x, x < 2)
condition3 = np.logical_and(2 <= x, x < 3)
condition4 = x >= 3
r = np.where(condition1, 0.0, 0.0)
r = np.where(condition2, x-1, r)
r = np.where(condition3, 3-x, r)
r = np.where(condition4, 0.0, r)
return r

tspan=np.arange(0,5,0.01)
vca=ca(tspan)
plt.plot(tspan, vca, ’r’, lw=3)
plt.grid(True)
plt.savefig(’Figure_34’)
plt.show()

Програма поверне графiк функцiї Courant’а, зображений на рис.
1.38

Не складає труднощiв тепер перевiрити, що функцiя повертає зна-
чення як на скалярному аргументi, так i на списку типу array (це ва-
жливо!):

>>> ca(1.3)
array(0.3)

>>> ca(6.7)
array(0.)

>>> lst=np.array([0.2, 1, 1.5, 2.1, 3, 7.23])

>>> ca(lst)
array([0. , 0. , 0.5, 0.9, 0. , 0. ])
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Рис. 1.38: Графiки станiв збудження та вiдновлення у випадку подра-
зника та графiк у фазовiй площинi.



Роздiл 2

Математичний апарат
оптимального керування

Матерiал цiєї глави необхiдний для розумiння викладених далi поло-
жень та фактiв. Читачевi, який ознайомлений з теорiєю диференцiаль-
них рiвнянь, варiацiйного числення та функцiонального аналiзу можна
перейти до наступних роздiлiв.

Основна мета нашого викладу у цьому посiбнику – використання се-
редовища Python в оптимальну керуваннi динамiчними процесами якi
можна описати системами диференцiальних рiвнянь.

2.1. Оптимiзацiя функцiоналiв

Розглянемо всеможливi функцiї аргументу x, визначенi на деко-
му промiжку. Сумою двох функцiй f i g називають таку функцiю h,
задану на тому ж промiжку, значення якої визначається за правилом
h(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x) для всiх x iз даного промiжка. Для
того щоб функцiю f помножити на число λ, потрiбно всi її значення
помножити на це число, тобто (λf)(x) = λf(x) ∀x. Множина функцiй
iз операцiями додавання i множення на число утворює лiнiйний простiр
функцiй (функцiональний простiр).
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Нехай маємо неперервнi на вiдрiзку [a, b] функцiї. Сума двох непе-
рервних функцiй є неперервною функцiєю i при множеннi неперервної
функцiї на число знову одержимо неперервну функцiю. Отже, множина
неперервних функцiй також утворює лiнiйний простiр, який називаєть-
ся простором неперервний функцiй i позначається C[a, b].

Аналогiчно можна говорити про простiр диференцiйовних функ-
цiй, неперервно-диференцiйовних, нескiнченно диференцiйовних тощо
функцiй.

На функцiональних просторах, як i на множинах, можна задавати
вiдображення, якi вiдiграють дуже важливу роль в функцiональному
аналiзi та оптимiзацiйних задачах.

Нехай маємо деякий простiр R i в ньому зафiксовано деяку пiд-
множину X ⊂ R.

• О з н а ч е н н я 2.1.1 Вiдображення I : X → R, яке кожнiй
функцiї f ∈ X ставить у вiдповiднiсть певне число I[f ], називається
функцiоналом.

Найпростiшим прикладом функцiоналу може слугувати визначений
iнтеграл

I[f ] =

b∫
a

f(x)dx,

заданий на просторi неперервних функцiй C[a, b].
Складнiшим прикладом iнтегрального функцiоналу є функцiонал,

визначений спiввiдношенням

I[f ] =

b∫
a

F (x, f(x))dx,

де F – деяка задана функцiя двох змiнних. Часто зустрiчаються
iнтегральнi функцiонали , у яких пiдiнтегральна функцiя залежить
не тiльки вiд змiнної x i функцiї f, а й вiд її похiдних f ′, тобто
F (x, f(x), f ′(x)).
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Iншим прикладом функцiоналу є термiнальний функцiонал

I[f ] = Φ(f(x))
∣∣
x=b

де Φ – задана функцiя однiєї змiнної.

• О з н а ч е н н я 2.1.2 Функцiонал I : X → R називають
лiнiйним функцiоналом, якщо для будь-яких функцiй f, g ∈ X i довiль-
них чисел λ1, λ2 виконується рiвнiсть

I[λ1 · f + λ2 · g] = λ1 · I[f ] + λ2 · I[g].

Оскiльки iнтеграл вiд суми функцiй дорiвнює сумi iнтегралiв, а ста-
лий множник можна винести за знак iнтегралу, то розглянутий вище
перший iнтегральний функцiонал є лiнiйним.

Формулювання задачi оптимiзацiї (екстремальної задачi) у функцiо-
нальному просторi R вимагає наявностi двох об’єктiв – непустої (допу-
стимої) множини X , X ⊂ R i функцiоналу цiлi I , який задано та
множинi X .

Задача оптимiзацiї (мiнiмiзацiї чи максимiзацiї) полягає у вiдшукан-
нi такого елемента (функцiї) x∗ ∈ X, для котрого виконується одна iз
нерiвностей:

I[x∗] ⩽ I[x] для всiх x ∈ X (задача мiнiмiзацiї);
I[x∗] ⩾ I[x] для всiх x ∈ X (задача максимiзацiї).

Для формулювання задач мiнiмiзацiї/максимiзацї використовують
вiдповiднi позначення:

I[x] → min
x∈X

або I[x] → max
x∈X

.

Назагал задача оптимiзацiї заданого функцiоналу I на множинi X
може:

• не мати жодного розв’язку;

• мати єдиний розв’язок;
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• мати бiльше одного розв’язку.

Реалiзацiя наведених трьох можливостей залежить вiд конкретного ви-
ду функцiоналу i структури множини, на якiй вiн оптимiзується.

⋆ Приклад 2.1.1. Потрiбно знайти x∗ ∈ S = (a, b) , на якiй лi-
нiйний функцiонал I[x] приймав би якнайменше значення.

Очевидно, що коли I[x] строго зростаюча функцiя ∀x ∈ (a, b) , то
найменше значення функцiонал досягає при x = a , але точка a – лi-
вий кiнець iнтервалу (a, b) – не належить йому. Аналогiчна ситуацiя
буде, коли потрiбно знайти максимум лiнiйного функцiоналу на (a, b) ,
який досягається у точцi x = b , яка не належить до (a, b) . Очевидно,
що на множинi S = (a, b) ??[a,b]??? не iснує точки x∗, в якiй лiнiйний
функцiонал I[x] приймає найменше (найбiльше) значення.

⋆ Приклад 2.1.2. Нехай маємо iнтегральний функцiонал

I[x] =

b∫
a

√
1 + (ẋ(t))2dt,

а множина є S складається iз неперервно-диференцiйовних функцiй,
що задовольняють умови x(a) = A, x(b) = B, A, B = const. Лег-
ко зрозумiти, що графiками функцiй множини S будуть плоскi кривi,
якi з’єднують точки (a,A) i (b, B), iнтегральний функцiонал є довжи-
ною цих кривих. Оскiльки, найкоротшою лiнiєю, що з’єднує двi точки
є пряма, то мiнiмум даний функцiонал досягає на єдинiй функцiї

x(t) =
B −A

b− a
(t− a) +A,

графiком якої є пряма лiнiя, що з’єднує точки (a,A) i (b, B). Водночас,
задача про максимiзацiю такого функцiоналу на множинi S розв’язку
не має.
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2.2. Абстрактна модель оптимального керува-
ння з використанням теорiї систем диферен-
цiальних рiвнянь

При формальному описаннi динамiчних процесiв залежних вiд часу
завжди присутнi двi компоненти: вектор стану i вектор керування.

Нехай X – простiр стану процесу з елементами x = (x1, . . . , xn)
(тобто X – n -вимiрний евклiдовий простiр) i нехай U – простiр ке-
рувань з елементами u = (u1, . . . , ur) (тут U – r -вимiрний евклiдовий
простiр). Нехай t – час, на вiдрiзку [0, T ] ( t ∈ [0, T ] ). Стан процесу
та керуючий вектор, зазвичай, залежить вiд часу, тому вiдобразимо це
через запис x(t), u(t), назвемо x(t) – траєкторiєю процесу, а u(t) –
керуючою функцiєю.

Тепер будемо розглядати динамiчнi процеси, котрi описуються си-
стемами диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f(t, x(t), u(t)), (2.2.1)

де права частина f(t, x, u) є n -вимiрною векторною функцiєю змiнних
(t, x, u). Через покомпонентний запис ця система представлена так

dxi(t)

dt
= fi(t, x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)) (i = 1, n). (2.2.1*)

Формальна рiзниця мiж станом та керуванням в тому, що саме стан
описаний системою диференцiальних рiвнянь (їхня кiлькiсть дорiвнює
n -числу компонент вектора x ), а керування u(t) входить у праву ча-
стину системи диференцiальних рiвнянь, причому похiднi вiд керувань
у цьому описi вiдсутнi.

Очевидно, що як математичний об’єкт (2.2.1) або (2.2.1*) має змiст
далеко не при всiх функцiях x(t), u(t). Тобто потрiбно визначити про-
стiр траєкторiй x(t) i керуючих функцiй u(t), а також умови, яким
повиннi задовольняти правi частини систем (2.2.1) або (2.2.1*).

Практичним вимогам вiдповiдають такi припущення:
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• u(t) – кусково-неперервна функцiя (неперервна всюди на [0, T ],
за винятком скiнченого числа точок, у яких допускаються розриви
першого роду);

• x(t) – неперервна та кусково-диференцiйовна на [0, T ] ;

• f(t, x, u) – кусково-неперервна за t, неперервна i достатньо глад-
ка (має потрiбно число похiдних) за x i u.

Крiм диференцiального зв’язку (2.2.1), вiд динамiчного процесу вима-
гають, зазвичай, ще низку обмежень. Наприклад, початковi умови для
диференцiальної системи, а також рiзноманiтнi обмеження на значення
керуючих функцiй i траєкторiї процесу. Нагадаємо, що

(x(t), u(t)) ∈ V (t), (2.2.2)

де V (t) = X×U, тобто є множиною розмiрностi (n+ r) i залежить вiд
часу t.

Множину пар функцiй {x(t), u(t)} позначимо через D i назвемо
множиною допустимих пар функцiй {(x(t), u(t))}.

Для завершення формулювання задачi оптимального керування за-
лишилося ввести на множинi цiльовий функцiонал (критерiй якостi).
Найбiльш практичною є структура такого функцiоналу у виглядi:

I[x(t), u(t)] =

T∫
0

f0(t, x(t), u(t))dt+ F (x(T )) (2.2.3)

де f0(t, x, u), F (x) – заданi скалярнi достатньо гладкi функцiї своїх
аргументiв.

Отже, перед нами стоїть задача про мiнiмiзацiю функцiоналу (2.2.3)
на множинi D, яка складається iз пар функцiй x(t), u(t), при виконаннi
∀t ∈ [0, T ] умов:

1) u(t) – кусково-неперервна;

2) x(t) – неперервна i кусково-диференцiйовна;
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3) виконуються обмеження (x(t), u(t)) ∈ V (t) ;

4) виконується диференцiальний зв’язок

dx(t)

dt
= f(t, x(t), u(t)).

Надалi вважатимемо, що умови умови 1)-2) завжди виконуються i не
будемо без потреби їх виписувати.

2.3. Рiвняння Euler’а

Розглянемо деякий частинний варiант задачi оптимального керува-
ння, сформульованого у попередньому параграфi.

Потрiбно мiнiмiзувати функцiонал

I[x(t), u(t)] =

T∫
0

f0(t, x(t), u(t))dt

на множинi D, яка складається iз функцiй {x(t), u(t)}, що задоволь-
няють умови:

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = x0, x(T ) = xT ,

причому розмiрностi векторiв x i u дорiвнюють одиницi; x0 i xT – за-
данi сталi. Наведену тут задачу називають найпростiшою задачею варi-
ацiйного числення, математичної дисциплiни, яка стала основою теорiї
оптимального керування.

Зазвичай, найпростiшу задачу варiацiйного числення записують у
виглядi:

I[x(t)] =

T∫
0

f0(t, x(t), ẋ(t))dt→ min, (2.3.1)

x(0) = x0, x(T ) = xT . (2.3.2)
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Тут в f0 замiсть u(t) записано ẋ(t) = dx(t)
dt .

У задачi (2.3.1), (2.3.2) крива x(t) – допустима, якщо вона є непе-
рервною i кусково-диференцiйовною та задовольняє (2.3.2).

• О з н а ч е н н я 2.3.1 Функцiонал I[x(t)] на кривiй x∗(t)
досягає сильного мiнiмуму, якщо iснує число ε > 0 таке, що для всiх
допустимих функцiй x(t), що задовольняють умову

|x∗(t)− x(t)| ⩽ ε ∀t ∈ [0, T ] (2.3.3)

i виконується нерiвнiсть

I[x∗(t)] ⩽ I[x(t)]. (2.3.4)

Якщо ж нерiвнiсть (2.3.4) виконується для всiх допустимих функ-
цiй x(t) з умовою (2.3.3) та умовою∣∣∣∣dx∗(t)dt

− dx(t)

dt

∣∣∣∣ ⩽ ε, ∀t ∈ [0, T ],

то на кривiй x∗(t) функцiонал I має слабкий мiнiмум.
У першому випадку криву x∗(t) деколи називають сильною мiнiма-

ллю, а у другому – слабкою, а у бiльшостi випадкiв просто мiнiмаллю.
Далi розглянемо необхiднi умови слабкого мiнiмуму iнтегрального

функцiоналу, використовуючи метод варiацiї.
Нехай у задачi (2.3.1),(2.3.2) маємо деяку допустиму траєкторiю

x(t). Нам потрiбно знайти умови, яким би задовольняла ця крива, як-
що б вона була слабкою мiнiмаллю. Будь-яку iншу допустиму криву
можна записати у виглядi x̃(t) = x(t) + δx(t), де δx(t) – прирiст або,
за термiнологiєю варiацiйного числення, варiацiя кривої x(t). Варiацiю
зручно представляти у виглядi δx(t) = εξ(t), де ξ(t) – неперервна i ку-
сково гладка крива, що задовольняє умови ξ(0) = ξ(T ) = 0, а ε > 0
достатньо мале число. Тодi x̃(t) = x(t) + εξ(t) – допустима крива.

Тепер розглянемо функцiонал I на кривих x̃(t), якi близькi до x(t),
тобто

∆I[x(t)] = I[x(t) + εξ(t)]− I[x(t)].
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Враховуючи iнтегральний вигляд функцiоналу I, можемо записати

∆I[x(t)] =

T∫
0

[
f0(t, x(t) + εξ(t), ẋ(t) + εξ̇(t))− f0(t, x(t), ẋ(t))

]
dt. (2.3.5)

Якщо функцiї x(t), ξ(t) вважати заданими, то прирiст функцiона-
лу ∆I є функцiєю числового параметру ε. Тодi пiдiнтегральний ви-
раз у (2.3.5) можна ∀t ∈ [0, T ] представити, використовуючи формулу
Taylor’а, у виглядi:

f0(t, x+ εξ, ẋ+ εξ̇)− f0(t, x, ẋ) =

∂f0(t, x, ẋ)

∂x
εξ(t) +

∂f0(t, x, ẋ)

∂ẋ
εξ̇(t) + o(ε),

де o(ε) – члени бiльшого порядку малостi, нiж ε

(
lim
ε→0

o(ε)

ε
= 0

)
. Пiс-

ля цього прирiст (2.3.5) можна записати так:

∆I[x(t)] = εδI[x(t)] + o(ε), (2.3.6)

де

δI[x(t)] =

T∫
0

[
∂f0(t, x, ẋ)

∂x
εξ(t) +

∂f0(t, x, ẋ)

∂ẋ
εξ̇(t)

]
dt.

Вираз (2.3.6) називають першою варiацiєю функцiоналу.

Теорема 2.3.1 (необхiдна умова слабкого мiнiмуму [10]). Нехай x∗(t)
слабка мiнiмаль функцiоналу I. Тодi для будь-яких ξ(t) таких що
ξ(0) = ξ(T ) = 0 виконується умова

δI[x∗(t)] = 0 (2.3.7)
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Доведення. нехай δI[x∗(t)] = α ̸= 0. Тодi iз (2.3.6) одержимо

∆I[x∗(t)] = ε

(
α+

o(ε)

ε

)
для будь-якого достатньо малого ε. Вибе-

ремо ε так, щоб εα < 0. Оскiльки
o(ε)

ε
→ 0, то знайдеться ∃ε0 > 0

таке, що при |ε| < ε0 виконується нерiвнiсть ∆I[x∗(t)] < 0. В той же
час маємо

|x̃(t)− x∗(t)| = |ε| · |ξ(t)|,
| ˙̃x(t)− ẋ∗(t)| = |ε| · |ξ̇(t)|, ∀t ∈ [0, T ].

Отже ми знаходимося в умовах означення слабкого мiнiмуму функцiо-
налу I, тобто нерiвнiсть ∆I[x∗(t)] < 0 є неможливою. Значить, вели-
чина δI[x∗(t)] не може бути вiдмiнною вiд нуля

2

Насправдi умова слабкого мiнiмуму (2.3.7) є неконструктивною. То-
му зробимо деякi перетворення, проiнтегрувавши частинами другий до-
данок в (2.3.6), врахувавши, що ξ(0) = ξ(T ) = 0. Тодi

T∫
0

∂f0(t, x, ẋ)

∂ẋ
ξ̇(t)dt = −

T∫
0

d

dt

(
∂f0(t, x, ẋ)

∂ẋ

)
ξ(t)dt

i вираз (2.3.6) для варiацiї функцiоналу прийме вигляд

δI[x(t)] =

T∫
0

[
∂f0(t, x, ẋ)

∂x
− d

dt

(
∂f0(t, x, ẋ)

∂ẋ

)]
ξ(t)dt.

Тепер вираз (2.3.6) дещо спростився, але вiн може набути простiшого
вигляду, якщо скористатися основною лемою варiацiйного числення.

Лема 2.3.1 ([10, 9]). Нехай рiвнiсть

T∫
0

A(t)ξ(t)dt = 0



234 Роздiл 2. Математичний апарат оптимального керування

виконується для всiх неперервних ξ(t), з умовами ξ(0) = ξ(T ) = 0, i
деякою неперервною функцiєю A(t). Тодi ∀t ∈ [0, T ] A(t) = 0.

Доведення. Припустимо, що A(τ) ̸= 0 при τ ∈ (0, T ). Для визначе-
ностi нехай A(τ) > 0. Оскiльки A(t) – неперервна, то iснує ε > 0 таке,
що A(t) > 0 ∀t ∈ [τ − ε, τ + ε]. Вiзьмемо функцiю ξ(t) додатною на
(τ − ε, τ + ε) i рiвною нулевi поза цим iнтервалом. Тодi

T∫
0

A(t)ξ(t)dt =

τ+ε∫
τ−ε

A(t)ξ(t)dt > 0,

що суперечить умовi леми. Отже, A(t) = 0 для всiх t ∈ (0, T ), зокрема,
рiвнiсть нулевi на кiнцях iнтервалу (0, T ) випливає iз неперервностi
A(t).

2

Використовуючи лему 2.3.1, а також останнiй вираз для δI[x(t)],
одержимо [

∂f0(t, x, ẋ)

∂x
− d

dt

(
∂f0(t, x, ẋ)

∂ẋ

)] ∣∣∣∣∣
x=x∗

= 0. (2.3.8)

Спiввiдношення (2.3.8) називається рiвнянням Euler’а, яке є дифе-
ренцiальним рiвнянням другого порядку стосовно x∗(t), оскiльки

d

dt

(
∂f0(t, x, ẋ)

∂ẋ

)
=
∂2f0(t, x, ẋ)

∂t∂ẋ
+

∂2f0(t, x, ẋ)

∂x∂ẋ
ẋ+

∂2f0(t, x, ẋ)

∂ẋ2
ẍ.

⋆ Приклад 2.3.1. ([10]) Мiнiмiзувати функцiонал

I[x(t)] =

1∫
0

[
x(t)− (ẋ(t))2

]
dt,
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за умов x(0) = 1, x(1) = 0.
Розв’язання. ▽ Тут f0(t, x, ẋ) = (ẋ(t))2 − x(t), звiдки

∂f0
∂x

= −1,
∂f0
∂ẋ

= 2ẋ.

Рiвняння Euler’а має вигляд

−1− 2ẍ∗(t) = 0, або ẍ∗(t) = −1

2
.

Нехай ẋ∗(0) = x10, тодi ẋ∗(t) = x10 −
t

2
. Враховуючи x∗(0) = 1, одер-

жимо x∗(t) = 1+x10t−
t2

4
. Сталу x10 знайдемо iз умови x∗(1) = 0, тодi

x10 = −3

4
. У пiдсумку

x∗(t) = 1− 3t

4
− t2

4
,

рiвняння для слабкої мiнiмалi, якщо вона iснує.
△

Питання iснування є непростим. Наприклад, якщо у функцiонала
прикладу 2.3.1 змiнити знак перед iнтегралом, рiвняння Euler’а не змi-
ниться, але мiнiмаль вiдсутня. Для одержання пiдтвердженої вiдповiдi
потрiбно використовувати сильнiшi необхiднi умови або достатнi умови
локального мiнiмуму.

2.4. Оптимальне керування гiперболiчними си-
стемами рiвнянь першого порядку з двома
незалежними змiнними

Розглянемо задачу оптимiзацiї для системи напiвлiнiйних гiперболi-
чних рiвнянь першого порядку з двома незалежними змiнними

∂x(s, t)

∂t
+A(s, t)

∂x(s, t)

∂s
= f(x, s, t) (2.4.1)
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де (s, t) ∈ Π = (s0, s1)× (t0, t1).
Припустимо, що x(s, t) – n -вимiрна вектор-функцiя. Вважаємо та-

кож, що система (2.4.1) записана у iнварiантному виглядi, тобто ма-
триця A(s, t) представлена у дiагональному виглядi. Вiдзначимо, що
за допомогою невиродженого лiнiйного перетворення змiнних матрицю
A(s, t) завжди можна привести до дiагонального вигляду [1, 3].

Додатково припускаємо, що дiагональнi елементи ai(s, t) (i = 1, n)
матрицi A(s, t) є знакосталi в областi Π :

ai(s, t) > 0, i = 1,m1;

ai(s, t) = 0, i = m1 + 1,m2;

ai(s, t) < 0, i = m2 + 1, n.

Складемо двi дiагональнi пiдматрицi: A+(s, t) розмiру m1 × m1 i
A−(s, t) розмiру (n−m2)× (n−m2) iз додатних та вiд’ємних елемен-
тiв A, вiдповiдно. Iз вектора стану x = x(s, t) також видiлимо два
пiдвектори: x+ = (x1, x2, . . . , xm1) i x− = (xm2+1, xm2+2, . . . , xn), що
вiдповiдають додатним та вiд’ємним дiагональним елементам матрицi
A.

Задачу мiнiмiзацiї будемо розглядати, наприклад, для крайових i
стартових керувань, що входитимуть у початково-крайовi умови систе-
ми (2.4.1) при рiзних зв’язках мiж компонентами вектора стану i керу-
вання на межi областi Π.

Для простоти викладу розглянемо для системи (2.4.1) початково-
крайовi умови:

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S; (2.4.2)

x−(s1, t) = q(t), t ∈ T ; (2.4.3)
∂x+(s0, t)

∂t
= g(x+(s0, t), u(t), t), t ∈ T ;

x+(s0, t0) = (x0(s0))
+.

(2.4.4)

Тут S = [s0, s1], T = [t0, t1].
За множину допустимих керувань виберемо сукупнiсть обмежених
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i вимiрних на вiдрiзку T r -вимiрних вектор-функцiй u = u(t), що
майже всюди задовольняють на цьому вiдрiзку обмеженням

u(t) ∈ U, t ∈ T, (2.4.5)

де U – компакт iз r -вимiрного евклiдового простору.
Метою задачi оптимального керування є мiнiмiзацiї функцiоналу

I[u(t)] =

∫
S

φ(x(s, t), s)ds+

∫∫
Π

F (x, s, t)dsdt, (2.4.6)

визначеного на розв’язках задачi (2.4.1)-(2.4.4) при допустимих керува-
ннях, що задовольняють умову (2.4.5).

Повний аналiз задачi оптимального керування для гiперболiчної сис-
теми рiвнянь буде проведено у наступних главах даного посiбника для
задачi бiопопуляцiй, тому обмежимося тут наведенням схеми дослiдже-
ння таких задач [1].

Отже для знаходження вектор-функцiї стану, що вiдповiдає деякому
фiксованому керуванню u = u(t), потрiбно:

а) пiдставити керування u в праву частину системи диференцiаль-
них рiвнянь (2.4.4) та розв’язати вiдповiдну задачу Cauchy для
визначення x+(s0, t) ;

б) розв’язати першу крайову задачу для системи (2.4.1) з вiдомими
значеннями x+(s0, t), t ∈ T, x−(s1, t), t ∈ T, s ∈ S методом
характеристик [3].

Задачу оптимального керування (2.4.1)-(2.4.6) розглянемо при таких
припущеннях:

1) дiагональнi елементи матрицi A є неперервно диференцiйовнi в
Π ;

2) вектор-функцiї x0(s) i q(t) неперервнi вiдповiдно на S i T з
умовами погодження q(t0) =

(
x0(s1)

)− ;
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3) вектор-функцiї f(x, s, t), g(x+, u, t) i скалярнi функцiї φ(x, s),
F (x, s, t) неперервнi за всiма своїми аргументами i мають непе-
рервнi i обмеженi частиннi похiднi за x, вiдповiдно, на Rn×S×T,
Rm1 × U × T, Rn × S, Rn × S × T.

При наведених умовах для будь-якого допустимого керування iснує єди-
ний узагальнений розв’язок початково-крайової задачi (2.4.1)-(2.4.4) iз
класу неперервних в Π функцiй, якi також мають неперервнi похiднi
вздовж вiдповiдного i -го сiмейства характеристик [3].

• О з н а ч е н н я 2.4.1 Пару функцiй {u, x} називають допу-
стимим процесом, якщо керування u = u(t) допустиме, а x = x(t)
– вiдповiдний даному керуванню узагальнений розв’язок задачi (2.4.1)-
(2.4.4).

Зазначимо, що пiд узагальненим розв’язком задачi (2.4.1)-(2.4.4) при
заданому керуваннi розумiємо неперервний розв’язок вiдповiдної систе-
ми iнтегральних рiвнянь Volterra другого роду, одержаної iнтегруван-
ням системи (2.4.1) вздовж характеристик ξ = si(τ ; s, t) на вiдрiзках
[τ i, t], тобто неперервнi розв’язки системи iнтегральних рiвнянь [3].

xi(s, t) = xi(ξ
i(s, t), τ i(s, t))+

t∫
τ i(s,t)

fi (x(ξ, τ), ξ, τ)
∣∣∣
ξ=si(τ ;s,t)

dτ, (s, t) ∈ Π, i = 1, n.

Можливi iншi формулювання задач оптимального керування для
системи (2.4.1), зокрема, керування може входити в правi частини сис-
теми (2.4.1), у крайовi чи початковi умови для таких систем, можуть
бути складнiшими, наприклад, iнтегральними [1, 20].
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2.5. Модель Solow як приклад математичного
моделювання економiчного процесу дифе-
ренцiальними рiвняннями

Розглянемо модель економiчного зростання запропоновану лавре-
атом Нобелiвської премiї з економiки в 1987 роцi Robert’ом Solow. Ця
модель, основу якої складає диференцiальне рiвняння першого порядку,
вiдiграє важливу роль у неокласичнiй теорiї економiчного росту [22].

Модель Solow (в деяких лiтературних джерелах її ще називають мо-
деллю Solow-Swan’а) є однофакторною моделлю економiчного росту, в
якiй економiчна система виробляє один продукт. Модель достатньо аде-
кватно вiдображає важливi макроекономiчнi елементи процесу вироб-
ництва.

Стан економiки в моделi Solow задається п’ятьма ендогенними змiн-
ними (викликанi причинами внутрiшнього походження):

1. X – валовий внутрiшнiй продукт (ВВП);

2. C – фонд не виробничого споживання;

3. I – iнвестицiї;

4. L – праця (число працюючих);

5. K – капiтал (основнi виробничi фонди).

У моделi також використано екзогеннi показники (заданi поза систе-
мою): ν – рiчний темп приросту числа працюючих ; µ – доля амор-
тизацiї за рiк основних виробничих фондiв; ρ – норма накопичення
(доля валових iнвестицiй у ВВП). Екзогеннi параметри пiдпорядкованi
певним обмеженням: −1 < ν < 1, 0 < µ < 1, 0 < ρ < 1.

Вважаємо, що ендогеннi змiннi залежать вiд часу а екзогеннi змiннi
є сталими, зокрема, норма накопичення є керуючим параметром.

Час t змiнюється неперервно вiд початкового моменту t0 = 0 впро-
довж одного року.
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Припустимо, що рiчний випуск в кожний момент часу визначено
лiнiйно-однорiдною неокласичною виробничою функцiєю (для зручностi
аргумент t будемо опускати, пам’ятаючи про його присутнiсть за за-
мовчуванням)

X = F (K,L), (2.5.1)

яка є невiд’ємною при невiд’ємних K, L i F (0, 0) = 0. Вважаємо,
що функцiя F (K,L) має додатнi частиннi похiднi першого порядку,
а F ′′

KK < 0. Крiм того, ця функцiя є однорiдною, тобто, F (λK, λL) =
λF (K,L), λ – додатний параметр.

Розглянемо прирiст основних ресурсiв за малий промiжок часу ∆t.
Кiлькiсть трудового ресурсу L може змiнюватися з часом, а темп його
змiни dL

dt буде залежати вiд кiлькостi L – працюючих, тобто
dL

dt
= νL,

L(0) = L0.

Звiдки L(t) = L0e
νt.

Амортизацiя основних виробничих фондiв та iнвестицiї пiдпорядко-
ванi диференцiальному рiвнянню першого порядку

dK

dt
= −µK + I,

K(0) = K0,

причому I = ρX, а фонд споживання C = (1− ρ)X.
У пiдсумку одержимо модель Solow в абсолютних показниках

L = L0e
νt,

dK

dt
= −µK + ρX, K(0) = K0,

X = F (K,L), C = (1− ρ)X, I = ρX.
(2.5.2)

Для зручностi введемо вiдноснi показники:

k =
K

L
– фондозабезпеченiсть працi;
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x =
X

L
– продуктивнiсть працi;

i =
I

L
– питома iнвестицiя на одного працюючого;

c =
C

L
– споживання на одного працюючого.

Оскiльки

x =
F (K,L)

L
= F

(
K

L
, 1

)
= f(k), i = ρx, c = (1− ρ)x,

dK

dt
=

d

dt
(kL) = νkL+ L

dk

dt
,

то кiнцева модель Solow у вiдносних показниках є такою:

dk

dt
= −λk + ρf(k), λ = µ+ ν, k(0) = k0 =

K0

L0
,

x = f(k), i = ρf(k), c = (1− ρ)f(k).
(2.5.3)

Враховуючи, що кожний абсолютний чи вiдносний показник змiню-
ється в часi, то також можна говорити про траєкторiї системи (2.5.3) в
абсолютних чи вiдносних показниках.

• О з н а ч е н н я 2.5.1 Траєкторiю називають рiвноважною
(стацiонарною, стiйкою), коли основнi показники не змiнюються з ча-
сом, тобто

k(t) = k∗ = const, x(t) = x∗ = const,
i(t) = i∗ = const, c(t) = c∗ = const .

Iз (2.5.3) зразу одержуємо, що стацiонарнiсть фондозабезпечення k
тягне за собою стацiонарнiсть всiх iнших показникiв. Тому розгляд ста-
цiонарностi системи (2.5.3) можна обмежити лише одним показником
k.
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Для стацiонарної траєкторiї k(t) = k∗ повинна виконуватися рiв-
нiсть dk∗

dt = 0 ∀t, тому iз першого рiвняння (2.5.3) одержимо

−λk∗ + ρf(k∗) = 0, або ρf(k∗) = λk∗.

Отже, якщо стацiонарна траєкторiя k(t) = k∗ iснує, то для неї ви-
конується останнє рiвняння, тобто питання iснування такої траєкторiї
еквiвалентне iснуванню додатної сталої k∗, яка є коренем рiвняння

ρf(k) = λk. (2.5.4)

Повернемося до виробничої функцiї F (K,L) та побудованої на
її основi функцiї f. З неокласичностi виробничої функцiї випливає
f(0) = 0, f ′ > 0, f ′′ < 0, а сама функцiя f є зростаючою i строго
вгнутою на промiжку [0,+∞). Зокрема, якщо вимагати, щоб

0 <
λ

ρ
< f ′(0), (2.5.5)

то рiвняння (2.5.4) має єдиний додатний розв’язок k = k∗ (див. рис.
2.1). Одержаний результат сформулюємо у виглядi теореми.

Рис. 2.1: Iснування розв’язку рiвняння (2.5.4)
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Теорема 2.5.1 (iснування рiвноваги [22, 11]). При виконаннi умови
(2.5.5) iснує єдиний додатний корiнь рiвняння (2.5.4) (стацiонарна
точка iснує i єдина).

2.6. Завдання для самостiйного опрацювання

♦ Завдання 2.6.1. Знайти розв’язок задачi Cauchy
dx

dt
= 2te−t,

x(0) = 1.

♦ Завдання 2.6.2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

dx

dt
=

1√
1− t

.

♦ Завдання 2.6.3. Знайти розв’язок задачi Cauchy для системи
диференцiальних рiвнянь 

dx

dt
= 1− 1

y
,

dy

dt
=

1

x− t
,

{
x(0) = −1

y(0) = 1.

♦ Завдання 2.6.4. Знайти загальний розв’язок системи диферен-
цiальних рiвнянь 

dx

dt
= y + 2et,

dy

dt
= x+ t2.

♦ Завдання 2.6.5. Знайти екстремум функцiї

f(x1, x2) = x21 − x22, в областi D = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 ⩽ 1}.
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♦ Завдання 2.6.6. Дослiдити екстремум функцiї

f(x1, x2) = (x− 1)2 − 2x22, (x1, x2) ∈ R2.

♦ Завдання 2.6.7. Показати, що функцiя f(x1, x2) = (1 +
ex2) cosx1 − x2e

x2 має нескiнченну множину максимумiв i жодного мi-
нiмуму.

♦ Завдання 2.6.8. Знайти вiддаль мiж кривими

1. f1(x) = xe−x, f2(x) = 0, x ∈ [0, 2];

2. f1(x) = x, f2(x) = x2, x ∈ [0, 1].

♦ Завдання 2.6.9. Показати, що функцiонал L[y(x)] = y(x0) –
лiнiйний.

♦ Завдання 2.6.10. Знайти варiацiю функцiоналу

I[y] =

1∫
−1

(
y′ey + xy2

)
dx.

♦ Завдання 2.6.11. Визначити допустимi кривi, на яких функцiо-
нал

I[y(x)] =

2∫
1

(
y′ − 2xy

)
dx, за умов y(1) = 0, y(2) = −1,

досягає екстремуму.
♦ Завдання 2.6.12. Знайти екстремалi функцiоналу

I[y(x)] =

2π∫
0

(
y′2 − y2

)
dx, y(0) = 1, y(2π) = 1.

♦ Завдання 2.6.13. У прямокутнику S × T = {(s, t) : 0 ⩽ s ⩽
s1, 0 ⩽ t ⩽ t1} керуючий процес описується початково-крайовою зада-
чею
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
∂x1
∂t

+ λ
∂x1
∂s

= α(s)(x1 − x2),

∂x2
∂t

− λ
∂x2
∂s

= β(s)(x1 − x2),

x1(s, 0) = u(s) + q(s), x2(s, 0) = u(s)− q(s), s ∈ S,

|u(s)| ⩽ 1, s ∈ S.

Мiнiмiзувати функцiонал

I[u] =

∫
S

(x1(s, t1) + x2(s, t1)− η(s))2ds. (2.6.1)

Функцiї α, β, q, η – заданi, u = u(t) – керування.
♦ Завдання 2.6.14. Мiнiмiзувати функцiонал (2.6.1) iз завдання

2.6.13 , якщо 
∂x1
∂t

+
∂x1
∂s

= α(s, t)x1 + β(s, t)x2,

∂x2
∂t

+
∂x2
∂s

= µ(s, t)x1 + γ(s, t)x2,

x1(0, t) = 1− v(t), x2(0, t) = v(t), t ∈ T,

x1(s, 0) = x01(s), x2(s, 0) = x02(s), s ∈ S,

v(t) ∈ [0, 1], t ∈ T.

♦ Завдання 2.6.15. Продемонструвати модель Solow для виробни-
чої функцiї Cobb-Douglas’а

F (K,L) = AKαL1−α, A = const, α ∈ (0, 1).
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♦ Завдання 2.6.16. Нехай виробнича функцiя F (K,L) =

5K
1
3 l

2
3 e0.03t. Норма амортизацiї становить 0.08. Чисельнiсть працюю-

чих зростає на 2% щорiчно, а норма накопичення рiвна 25%. Який рiв-
новажний рiвень фондозабезпечення за сталих ефективностi, iнвестицiй
i споживання?

♦ Завдання 2.6.17. Нехай k1(t), k2(t) – розв’язки початкових за-
дач 

dki
dt

= sf(ki)− (δ + n)ki,

ki(0) = k0i , i = 1, 2,

де s, δ – const, n = n(t) – задана функцiя. Довести, що при умовi
k01 < k02 справедливо k1(t) < k2(t) ∀t > 0.

♦ Завдання 2.6.18. Довести наступне: якщо ki(t) (i = 1, 2) є
розв’язками початкових задач вiдповiдно

dk

dt
= sf(k)− (δ + ni(t))k,

k(0) = k0,

то при n1(t) ⩽ n2(t), ∀t ⩾ 0 справедливо, k1(t) ⩾ k2(t).
♦ Завдання 2.6.19. Нехай виробнича функцiя Cobb-Douglas має

вигляд Kα(t)L1−α(t), α ∈ (0, 1), то має мiсце

Твердження 2.6.1 Якщо k(t) є розв’язком задачi (модифiкована
модель Solow-Swan’а)

dk

dt
= sf(k)− (δ + n(t))k,

k(0) = k0,

то k(t) має вигляд

k(t) =
1

eδtL(t)

k1−α
0 + (1− α)s

t∫
0

(
eδσL(σ)

)1−α
dσ


1

1−α

.
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♦ Завдання 2.6.20. Показати, що рiвняння, яке описує динамiку
змiни робочої сили за виробничою функцiєю Cobb-Douglas’а

dL

dt
= αL(t)− bL2−β(t), 0 < b < α, 0 ⩽ β < 1,

має розв’язок

L(t) =

(
1− b

a

)− 1
1−β

eat
(
1− b

b− a
e(1−β)at

)− 1
1−β

.



Роздiл 3

Формулювання задачi
оптимального керування

3.1. Загальнi поняття про керованi системи

Поняття системи (стан об’єкта) та керування є найважливiшими в
теорiї оптимального керування. Говорячи про стан системи, розумiємо,
що мова йтиме про динамiчну систему, тобто систему, яка розвивається,
еволюцiонує з часом i в кожен момент часу може перебувати в одному iз
можливих станiв. Саме змiна стану системи з часом характеризує роз-
виток або функцiонування даної системи.

Векторний простiр Rn, котрому належать всеможливi стани сис-
теми, називають простором стану або фазовим простором. Оскiльки
система розвивається з часом, то параметри системи є функцiями часу,
тобто x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)). При змiнi часу вiд значення t = t0 до
деякого скiнченого значення t = T точка x(t) у фазовому просторi
рухається вздовж вiдповiдної кривої, яку називають траєкторiєю сис-
теми.

Серед iснуючих систем є такi, на котрi можна впливати певним чи-
ном, залежно вiд сформульованої мети. Керування є та дiя, що може
змiнювати iснуючий стан системи, впливаючи на її розвиток позитивно
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або негативно. Наприклад, у технiчних системах, механiзм керування
здiйснюється механiчними пристроями, а в економiчних системах ке-
рування вiдбувається змiною правил економiчної поведiнки (змiна вiд-
соткових ставок, введення обмежень на цiноутворення, оподаткування
тощо).

Вважаємо, що керуючi дiї можна описати скiнченим набором число-
вих параметрiв u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)) зi областi керування U ⊂ Rr,
t ∈ [t0, T ].

Пара векторних функцiй {x(t), u(t)} утворюють процес, а мiж x(t)
i u(t) визначається певний зв’язок, при якому за конкретного вибо-
ру закону керування u(t), траєкторiя x(t) знаходиться однозначно.
Будь-яке керування u(t) з кусково-неперервними компонентами u ∈ U
∀t ∈ [t0, T ] називають допустимим.

Далi зв’язок мiж змiнними керування та фазовими змiнними будемо
виражати системою диференцiальних рiвнянь

dx1
dt

= f1(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dxn
dt

= fn(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)),

(3.1.1)

Якщо в цiй системi функцiї fi (i = 1, n) явно не залежать вiд t,
то таку систему називають автономною. Вибравши довiльне допустиме
керування u = u(t) i зафiксувавши початковий стан x(0) ∈ Rn, тобто
задавши

xi(t0) = x
(0)
i , i = 1, n, (3.1.2)

одержуємо задачу Cauchy (початкову задачу) для системи звичайних
диференцiальних рiвнянь вiдносно невiдомих функцiй x1(), . . . , xn(t).

Вважаємо, що функцiї f1, f2, . . . , fn володiють такими властивостя-
ми [3], щоб задача Cauchy (3.1.1)-(3.1.2) має єдиний розв’язок x = x(t),
що вiдповiдає довiльно вибраному допустимому керуванню u = u(t). У
результатi матимемо деякий процес iз пари функцiй {x(t), u(t)}, який
називають допустимим, говорячи, що допустиме керування u = u(t)
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Рис. 3.1: Траєкторiя системи

переводить систему iз початкового стану x(0) ∈ Rn у кiнцевий стан
x(T ) ∈ Rn за фазовою траєкторiєю x = x(t), t0 ⩽ t ⩽ T.

3.2. Задача керування iз закрiпленими кiнцями

Сформулюємо допомiжнi задачi, якi на вiдмiну вiд задач оптималь-
ного керування назвемо просто задачами керування.

Насамперед розглянемо задачу керування iз фiксованою дiєю керу-
вання, яка полягає у заданнi у фазовому просторi двох точок (стани
системи) A, B ∈ Rn i серед всiх допустимих керувань, якi переводять
систему з початкового стану x(t0) = A, у стан x(T ) = B за наперед
заданий час t = T (див. рис. 3.1).

Задача керування iз нефiксованою дiєю керування також передбачає
задання початкового A i кiнцевого B станiв i полягає у пошуку серед
всiх допустимих такого керування, котре систему iз початкового стану
переводить у кiнцевий, але кiнцевий момент часу T наперед не заданий
i його теж потрiбно знайти.

Вiдмiннiсть сформульованих задач лише в тому, що у другiй iз них
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час переведення системи iз початкового стану у кiнцевий невiдомий,
тобто може виявитися як завгодно довгим.

Для таких задач важливу роль вiдiграє питання iснування допусти-
мого керування, яке переводить дану систему iз заданого початкового
стану у заданий кiнцевий стан. Це питання щодо керованостi систе-
ми. Якщо вказане керування не iснує (система некерована), то обидвi
сформульованi задачi розв’язку не мають, а отже процес розв’язностi
цих задач не має сенсу.

Назагал, питання керованостi є доволi складним. Однак, якщо обме-
житися деякими спрощеними випадками систем, то можна одержати
вичерпнi результати.

Прикладом спрощеного випадку можуть слугувати лiнiйнi системи
керування виду

dx

dt
= Kx+ Lu,

де K i L – числовi матрицi вiдповiдних розмiрiв. Таку систему назива-
ють цiлком керованою, якщо для довiльної пари точок A, B ∈ Rn iснує
допустиме керування, котре переводить за деякий час дану систему iз
одного стану в iнший.

Зазвичай, говорячи про керовану систему диференцiальних рiвнянь
(3.1.1)-(3.1.2), вважають, що допустиме керування, яке переводить її iз
початкового стану у кiнцевий, iснує.

3.3. Задача оптимального керування

Для бiльшостi реальних прикладних задач керування iснує, зазви-
чай, набiр керуючих функцiй u = u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)), якi дозволя-
ють розв’язати задачу керування iз фiксованим чи нефiксованим часом
керування. Тобто є можливiсть вибору iз всiх розв’язкiв задачi керува-
ння такого набору керуючих функцiй, якi у певному сенсi були б най-
кращими (оптимальними).

Щоб сформулювати задачу оптимального керування необхiдно знай-
ти умову, яка б дозволила вибирати найвигiднiший розв’язок даної зада-
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чi. Для цiєї мети використовують критерiй оптимальностi (цiльовий
функцiонал)

I[u] =

T∫
t0

f0(t, x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t))dt. (3.3.1)

Тут f0(t, x1, . . . , xnu1, . . . , ur) – задана (фiксована) функцiя n + r + 1
змiнних i володiє властивостями для забезпечення iснування iнтегралу.
Ознакою бiльшої чи меншої вигоди вибору керування u буде слугувати
значення iнтегрального функцiоналу (3.3.1), тобто число I[u]. Для ви-
значеностi завжди можна вважати, що чим бiльше значення критерiю
оптимальностi I[u], тим бiльш вигiдним є керування u, тобто те, яке
надає найбiльше можливе значення iнтегральному функцiоналу (3.3.1).

Зазначимо, що у деяких випадках пiдiнтегральна функцiя f0 iз
(3.3.1) може явно не залежати вiд часу, тобто f0(x1, . . . , xnu1, . . . , ur).

Верхня межа iнтегрування T у (3.3.1) залежно вiд типу задачi мо-
же бути фiксованою або нi. У другому випадку цiльовий функцiонал
залежить не тiльки вiд керування u, але й вiд кiнцевого моменту часу
T. Тому деколи у таких випадках пишуть I[u, T ].

Отже задача оптимального керування для системи диференцiаль-
них рiвнянь (3.1.1) полягає у максимiзацiї функцiоналу (3.3.1) на мно-
жинi всiх допустимих керувань, якi переводять систему (3.1.1) iз за-
даного початкового стану у заданий кiнцевий стан. З математичних
мiркувань це є спецiальною задачею оптимiзацiї iнтегрального фун-
кцiоналу на визначенiй множинi функцiонального простору кусково-
неперервних керуючих функцiй. Розв’язком такої задачi є керування
u∗(t) = (u∗1(t), . . . , u

∗
r(t)), яке називають оптимальним керуванням.

Цьому керуванню однозначно вiдповiдає визначена траєкторiя x∗(t) =
(x∗1(t), . . . , x

∗
n(t)), яку називають оптимальною траєкторiєю. Пару ве-

кторних функцiй {x∗(t), u∗(t)} називають оптимальним процесом.
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Розглянемо випадок, коли в (3.3.1) функцiя f0 ≡ −1. Тодi

I[u] =

T∫
t0

(−1)dt = −(T − t0)

i максимiзацiя функцiоналу I при фiксованому t0 i нефiксованому T
рiвносильна мiнiмiзацiї перiоду керування T − t0. Задачу керування
у такому випадку називають задачею оптимальної швидкодiї, в якiй
потрiбно знайти керування, що переводить систему iз одного стану в
iнший за найменш можливий час.

Функцiю керування вибирають iз спецiальної множини допустимих
керувань, яка складається iз кусково-неперервних вектор-функцiй u =
u(t) на вiдрiзку [t0, T ] iз значеннями у заданiй допустимiй областi U ∈
Rr.

Найпростiшим способом задання допустимої областi є

αi ⩽ ui(t) ⩽ βi, i = 1, r, ∀t ∈ [t0, T ]

де αi, βi (i = 1, r) – заданi сталi.

3.4. Завдання для самостiйного опрацювання

♦ Завдання 3.4.1. Система лiнiйних диференцiальних рiвнянь
dx/dt = Kx + Lu є цiлком регулярною тодi i тiльки тодi, коли
rank[L,KL,K2L, ...,Kn−1L](n×nr) = n.

Чи є система лiнiйних диференцiальних рiвнянь цiлком регулярною,
якщо

а) K =

(
1 2
0 1

)
, L =

(
2 0
1 1

)
;

б) K =

 1 0 0
0 2 1
1 0 1

 , L =

 1 0 1
0 1 0
1 0 0

 .



254 Роздiл 3. Формулювання задачi оптимального керування

♦ Завдання 3.4.2. Для системи iз завдання 3.4.1 при u1 = u2 =
0 знайти траєкторiю у фазовiй площинi, що проходить через точку
M0(1, 0).

♦ Завдання 3.4.3. Сформулювати задачу мiнiмiзацiї

T → min,

за умов

|ẍ(t)| = 2, x(−1) = 1, x(T ) = −1

ẋ(−1) = ẋ(T ) = 0,

у формi задачi оптимальної швидкодiї. Описати допустиму область ке-
рувань.

♦ Завдання 3.4.4. Навести приклад економiчної керованої систе-
ми.

♦ Завдання 3.4.5. Знайти розв’язок задачi

I[u] =

t1∫
0

x21(t)dt→ min,

за умов {
ẋ1 = x2 + u,

ẋ2 = −u,
x1(0) = x2(0) = 0,

|u| ⩽ 1.

♦ Завдання 3.4.6. Задавши необхiднi крайовi умови, знайти
розв’язок задачi

I[u] =

T∫
0

√
1 + u2(t)dt→ min,
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за умов 
ẋ1 = x2,

ẋ2 = u,

|u| ⩽ 1.

♦ Завдання 3.4.7. Виписати функцiонал, який визначає вiддаль
мiж параболою x(t) = t2 i прямою x(t) = t− 5.

♦ Завдання 3.4.8. Звести задачу оптимального керування дифе-
ренцiальним рiвнянням другого порядку

ẍ = −ẋ− x+ u,
x(0) = x0,

ẋ(0) = 2,

|u| ⩽ 1,

до задачi оптимального керування системою диференцiальних рiвнянь.



Роздiл 4

Принцип максимуму

Принцип максимуму (принцип максимуму Понтрягiна) – це пев-
ного роду необхiдна умова екстремуму, яка дає можливiсть серед всiх
можливих допустимих процесiв видiлити тi, що претендують на роль
оптимальних. Для певного класу задач керування принцип максимуму
може бути i достатньою умовою оптимальностi.

У цьому роздiлi розглянемо варiанти принципу максимуму для рi-
зноманiтних задач оптимального керування, обговоримо його застосу-
вання для конкретних задач, дамо економiчну iнтерпретацiю.

4.1. Принцип максимуму для задачi iз закрiпле-
ними кiнцями

Розглянемо задачу оптимального керування об’єктом, стан якого
описано системою звичайних диференцiальних рiвнянь

dx1
dt

= f1(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dxn
dt

= fn(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)),

(4.1.1)
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iз заданим початковим моментом часу t = t0 i фiксованим скiнченим
моментом часу керування t = T, тобто

x(t0) = x(0) ∈ Rn, x(T ) = x(1) ∈ Rn (4.1.2)

Критерiй якостi керування запишемо у виглядi

I[u] =

T∫
t0

f0(t, x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t))dt, (4.1.3)

iз областю керування U ⊂ Rr. Всi заданi функцiї в (4.1.1)-(4.1.3) вважа-
тимемо достатньо гладкими, щоб сформулювати принцип максимуму.

Задача оптимального керування для системи (4.1.1) полягає у ма-
ксимiзацiї iнтегрального функцiоналу (4.1.3) на множинi допустимих
керувань, що переводять систему (4.1.1) iз заданого початкового ста-
ну x(0) в початковий момент часу t0 у заданий кiнцевий стан x(1)

у фiксований момент часу T. Розв’язком цiєї задачi є оптималь-
не керування u∗(t) = (u∗1(t), . . . , u

∗
r(t)) i оптимальна траєкторiя

x∗(t) = (x∗1(t), . . . , x
∗
n(t)), якi разом утворюють оптимальний процес

{x∗(t), u∗(t)}.
Iдея принципу максимуму має багато спiльного з вiдомим iз курсу

математичного аналiзу критерiєм екстремуму функцiй багатьох змiн-
них, хоча за формою значно вiдрiзняється.

При формулюваннi необхiдних умов екстремуму для функцiй бага-
тьох змiнних з обмеженнями-рiвностями важливу роль вiдiграє функ-
цiя Lagrange’a. У теорiї оптимального керування подiбну роль вiдiграє
функцiя Hamilton’a, або hamiltonian (гамiльтонiан).

H(t, x, ψ̂, u) =
n∑

i=0

ψifi, (4.1.4)

де x = (x1, . . . , xn), u = (u1, . . . , ur), f0, f1, . . . , fn функцiї iз (4.1.1) i
(4.1.3), а ψ̂ = (ψ0, ψ1, . . . , ψn) називають спряженими змiнними. Оче-
видно, що функцiя Hamilton’а є функцiєю 2n + r + 2 змiнних. Для
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зручностi позначимо ψ = (ψ1, . . . , ψn). Тут спряженi змiннi – це повний
аналог множникiв Lagrange’а у задачах на екстремум функцiй багатьох
змiнних.

Теорема 4.1.1 (принцип максимуму iз фiксованою тривалiстю керу-
вання [9, 11]). Нехай {x∗(t), u∗(t)} – оптимальний процес для задачi
(4.1.1)-(4.1.3). Тодi необхiдно iснують невiд’ємне число ψ∗

0 i функцiя
ψ∗(t) = (ψ∗

1(t), . . . , ψ
∗
n(t)) з неперервними на вiдрiзку [t0, T ] компонен-

тами, для яких виконуються умови:

1) вектор-функцiя ψ̂∗(t) = (ψ∗
0, ψ

∗
1(t), . . . , ψ

∗
n(t)) t0 ⩽ t ⩽ T є ненульо-

вою;

2) вектор-функцiя ψ∗(t) = (ψ∗
1(t), . . . , ψ

∗
n(t)) є розв’язком спряженої

системи рiвнянь

∂ψ1

∂t
= −∂H(t, x, ψ̂, u)

∂x1

∣∣∣∣∣u=u∗(t)
x=x∗(t)

= −
n∑

j=0

ψj
∂fj(t, x

∗, u∗)

∂x1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂ψn

∂t
= −∂H(t, x, ψ̂, u)

∂xn

∣∣∣∣∣u=u∗(t)
x=x∗(t)

= −
n∑

j=0

ψj
∂fj(t, x

∗, u∗)

∂xn
,

(4.1.5)

в якiй ψ0 = ψ∗
0 ;

3) при кожному значеннi t ∈ [t0, T ] всi компоненти керуючої
вектор-функцiї u∗(t) є неперервними, а функцiя Hamilton’а
H(t, x∗(t), ψ̂∗(t), u) за векторною змiнною u = (u1, . . . , ur) дося-
гає максимуму на множинi U при u = u∗(t), тобто

H(t, x∗(t), ψ̂∗(t), u∗(t)) = max
u∈U

H(t, x∗(t), ψ̂∗(t), u). (4.1.6)

Зауважимо, що у цiй теоремi центральним є умова максимуму
(4.1.6), тому цю теорему називають принципом максимуму.
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Спряжена система (4.1.5) є системою iз n лiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь вiдносно n невiдомих спряжених функцiй
ψ1, ψ2, . . . , ψn.

Принцип максимуму назагал є необхiдною умовою оптимальностi,
тому якщо деяке допустиме керування задовольняє цей принцип, то во-
но не обов’язково буде оптимальним. Однак, при розв’язуваннi конкре-
тних задач принцип максимуму часто дозволяє однозначно визначити
оптимальне керування, зокрема, якщо:

а) наперед вiдомо iснування оптимального керування;

б) оптимальна траєкторiя стану системи знайдена i єдина,

то такий процес {x∗(t), u∗(t)} буде оптимальним.
⋆ Приклад 4.1.1. Розглянемо найпростiшу задачу оптимального

керування, для якої
dx

dt
= u, 0 ⩽ t ⩽ T,

де x(t), u(t) – скалярнi функцiї. Вважатимемо, що U = R та зада-
нi крайовi умови x(0) = x(T ) = 0, причому зафiксовано початковий
та кiнцевий моменти часу. На множинi допустимих керувань потрiбно
мiнiмiзувати iнтегральний функцiонал

I[u] =

T∫
0

(x2(t) + u2(t))dt.

Очевидно, що x∗(t) = 0, u∗(t) = 0 задовольняє всi умови сформу-
льованої задачi i надає мiнiмального значення цiльовому функцiоналу,
тобто даний процес {x∗(t), u∗(t)} є оптимальним.

Однак продемонструємо застосування принципу максимуму на цiй
простiй задачi. Насамперед, оскiльки говоримо про принцип максиму-
му, то потрiбно розглянути функцiонал

I[u] = −
T∫
0

(x2(t) + u2(t))dt.
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Випишемо функцiю Hamilton’а

H(t, x(t), ψ̂, u) = −ψ0(x
2(t) + u2(t)) + ψu,

i спряжену систему
dψ

dt
= −dH

dx
= 2ψ0x.

Розглянемо можливiсть вибору ψ0. У цьому випадку функцiонал
Hamilton’а H = ψu може досягати максимального за u значення на
всiй числовiй осi R лише при ψ0 = 0. Але ψ0 = ψ = 0 заперечує умову
1) теореми 4.1.1. Тому ψ0 ̸= 0. Легко бачити, що за такого випадку,
роздiливши функцiю Hamilton’а i обидвi частини спряженого рiвняння
на коефiцiєнт ψ0 ̸= 0, доб’ємося, що ψ∗

0 = 1. Тодi функцiя Hamilton’а
прийме вигляд

H(t, x(t), ψ̂, u) = −x2 − u2 + ψu.

На пiдставi теореми 4.1.1 ця функцiя на оптимальному розв’язку по-
винна досягати максимуму, тобто, застосувавши вiдому iз математич-
ного аналiзу теорему Fermat’а, можна, прирiвнявши до нуля похiдну за
u вiд H, а саме

∂H

∂u
= −2u+ ψ = 0, або u =

ψ

2
.

У пiдсумку одержимо 
dx

dt
=

1

2
ψ,

dψ

dt
= 2x,

x(0) = x(T ) = 0.

Звiвши систему до рiвняння другого порядку ψ′′(t) = ψ(t) знаходимо
його загальний розв’язок

ψ(t) = C1e
t − C2e

−t.
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Пiсля цього iз рiвняння dx/dt = ψ/2 знаходимо

x(t) =
1

2
(C1e

t + C2e
−t),

а з крайових умов однозначно маємо C1 = C2 = 0, тобто x∗(t) = u∗(t) ≡
0. Тому на пiдставi u∗(t) = 1/2ψ∗(t) ≡ 0 маємо оптимальне керування
u∗(t) ≡ 0.

4.2. Принцип максимуму iз нескiнченним обрi-
єм керування

У попередньому пiдроздiлi ми вважали, що керування вiдбуває-
ться на скiнченому промiжку часу [t0, T ], у деяких задачах потрiбно
знайти оптимальний процес при необмеженому (дуже довгому) часi,
t ∈ [t0,+∞]. Виявилося , що принципу максимуму пiдпорядкованi i та-
кi процеси з певними корективами iз замiною T на +∞.

Нехай маємо систему диференцiальних рiвнянь
dx1
dt

= f1(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dxn
dt

= fn(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)), t ∈ [t0,+∞).

(4.1.1*)

Вважаємо, що в початковий момент часу t = t0 задано початковий
стан системи x(t0) = x(0) ∈ Rn i критерiй оптимальностi

I[u] =

+∞∫
t0

f0(t, x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t))dt. (4.1.2*)

Допустимими тут є керуючi вектор-функцiї u ∈ U ⊂ Rn, компонентами
яких є визначенi, обмеженi та кусково-неперервнi на промiжку [t0,+∞).



262 Роздiл 4. Принцип максимуму

Задано також кiнцевий стан x(1) ∈ Rn, до якого повинен прямувати
стан x(t) при t→ +∞, тобто

lim
t→+∞

x(t) = x(1),

при цьому використовуємо звичну термiнологiю про те, що керування
переводить систему iз початкового положення x(0) у кiнцеве положен-
ня x(1) на промiжку керування [t0,+∞).

Задача оптимального керування iз нескiнченним обрiєм керування
для системи (4.1.1*) полягає у вiдшуканнi такого допустимого керу-
вання, котре переводить цю систему iз заданого початкового положе-
ння (стану) у кiнцеве положення (стан) x(1) на часовому промiжку
[t0,+∞) i при цьому надає найбiльш можливе значення критерiю опти-
мальностi (4.1.2*). Розв’язок такої задачi називають оптимальним ке-
руванням, а вiдповiдну траєкторiю – оптимальною траєкторiєю.

Теорема 4.2.1 (принцип максимуму для задачi iз нескiнченним обрiєм
керування [9, 11]). Нехай u∗(t) – оптимальне керування, а вектор-
функцiя x∗(t) – вiдповiдна оптимальна траєкторiя.

Тодi iснує невiд’ємне число ψ∗
0 i вектор-функцiя ψ∗(t) =

(ψ∗
1(t), . . . , ψ

∗
n(t)), визначена i неперервна на пiвпрямiй [t0,+∞) така,

що:

1) вектор-функцiя ψ̂∗(t) = (ψ∗
0, ψ

∗
1(t), . . . , ψ

∗
n(t)), t ∈ [t0,+∞) є нену-

льовою;

2) вектор-функцiя ψ∗(t) = (ψ∗
1(t), . . . , ψ

∗
n(t)) є розв’язком спряженої

системи рiвнянь

∂ψ1

∂t
= −

n∑
j=0

ψj
∂fj(t, x

∗, u∗)

∂x1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂ψn

∂t
= −

n∑
j=0

ψj
∂fj(t, x

∗, u∗)

∂xn
, t ∈ [t0,+∞),



4.3. Схема застосування принципу максимуму 263

в якiй ψ0 = ψ∗
0 ;

3) при кожному значеннi t ⩾ t0 всi компоненти керуючої
вектор-функцiї u∗(t) є неперервними, а функцiя Hamilton’а
H(t, x∗(t), ψ̂∗(t), u) за векторною змiнною u = (u1, . . . , ur) дося-
гає максимуму на множинi U при u = u∗(t), тобто

H(t, x∗(t), ψ̂∗(t), u∗(t)) = max
u∈U

H(t, x∗(t), ψ̂∗(t), u), t ∈ [t0,+∞).

4.3. Схема застосування принципу максимуму

Розглянемо схему застосування принципу максимуму на прикладi
задачi оптимального керування iз закрiпленими кiнцями при n = r = 2.

Насамперед, розглянемо можливостi щодо змiни числа ψ∗
0. На пiд-

ставi принципу максимуму це число повинно бути невiд’ємним.
Видiлимо два випадки ψ∗

0 > 0 i ψ∗
0 = 0. Для першого варiанту,

подiливши рiвностi (4.1.5)-(4.1.6) на ψ∗
0 i ввiвши новi спряженi змiн-

нi , якi вiдрiзняються вiд старих ψ(t) = (ψ1(t), . . . , ψn(t)) множником
(ψ∗

0)
−1, одержимо рiвностi подiбнi до (4.1.5)-(4.1.6), у котрих ψ∗

0 = 1.
Тому завжди можна обмежитися розглядом лише двох випадкiв:

ψ∗
0 = 1 або ψ∗

0 = 0. У другому випадку функцiя Hamilton’а (4.1.4) не
матиме доданку iз функцiєю f0 iз критерiя оптимальностi (4.1.3). Це
означає, що при ψ∗

0 = 0 твердження принципу максимуму не мiстить
жодної iнформацiї про критерiй, тобто, замiнивши вихiдний критерiй
оптимальностi будь-яким iншим, одержимо такi ж умови оптимально-
стi у формi принципу максимуму. Подiбнi задачi називають особливими
i вони потребують додаткових дослiджень [9, 26].

Застосування принципу максимуму зазвичай починають iз побудови
функцiї Hamilton’а

H = H(t, x1, x2, ψ0, ψ1, ψ2, u1, u2)

i використання умови максимуму

H → max
(u1,u2)∈U

.
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Iз цiєї умови для фiксованого набору параметрiв t, x1, x2, ψ1, ψ2 знахо-
димо керування u = (u1, u2), яке також залежить вiд усiх зазначених
параметрiв i повертає можливе значення функцiї Hamilton’а H. Нехай

u = (u1(t, x, ψ̂), u2(t, x, ψ̂)) (4.3.1)

Зазвичай знайти керування у виглядi (4.3.1) не просто, однак для
деякого класу задач керування функцiю (4.3.1) вдається знайти у яв-
ному виглядi. Наприклад, у лiнiйному випадку

fk(t, x, u) = fk(t, x) + fk1(t, x)u1 + fk2(t, x)u2, k = 0, 1, 2,

U = {u = (u1, u2) : αi ⩽ ui ⩽ βi, αi, βi − const, i = 1, 2}

функцiю Hamilton’а можна записати так

H = ψ0f0(t, x) + ψ1f1(t, x) + ψ2f2(t, x)

+ (ψ0f01(t, x) + ψ1f11(t, x) + ψ2f21(t, x))u1

+ (ψ0f02(t, x) + ψ1f12(t, x) + ψ2f22(t, x))u2.

Ця функцiя завдяки лiнiйностi за u i специфiчному виборi областi ке-
рування U досягає свого максимального значення тiльки у граничних
точках множини U, а саме

uk =

{
βk, ψ0f0k(t, x) + ψ1f1k(t, x) + ψ2f2k(t, x) > 0,

αk, ψ0f0k(t, x) + ψ1f1k(t, x) + ψ2f2k(t, x) < 0, k = 1, 2.

Знайшовши функцiю (4.3.1), пiдставляємо її у вихiдну i спряжену сис-
теми: 

dx1
dt

= f1(t, x1, x2, u1(t, x, ψ̂), u2(t, x, ψ̂)),

dx2
dt

= f2(t, x1, x2, u1(t, x, ψ̂), u2(t, x, ψ̂)),
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

dψ1

dt
=−ψ0

∂f0(t, x, u(t, x, ψ̂))

∂x1

−ψ1
∂f1(t, x, u(t, x, ψ̂))

∂x1
− ψ2

∂f2(t, x, u(t, x, ψ̂))

∂x1
,

dψ2

dt
=−ψ0

∂f0(t, x, u(t, x, ψ̂))

∂x2

−ψ1
∂f1(t, x, u(t, x, ψ̂))

∂x2
− ψ2

∂f2(t, x, u(t, x, ψ̂))

∂x2
.

Одержана система iз звичайних диференцiальних рiвнянь з невiдо-
мими функцiями x1, x2, ψ1, ψ2 (число ψ0 не враховуємо). Загальний
розв’язок такої системи буде виражатися через чотири довiльнi сталi,
якi конкретно виражаємо iз крайових умов:

x1(t0) = x
(0)
1 , x2(t0) = x

(0)
2 , x1(T ) = x

(1)
1 , x2(T ) = x

(1)
2 .

Тодi знайдемо деякi функцiї x∗1(t), x∗2(t), ψ∗
1(t), ψ∗

2(t). Для визна-
чення числа ψ∗

0 потрiбно встановити, який iз двох випадкiв ψ∗
0 = 0

або ψ∗
0 = 1 пiдходить у цьому випадку. Звичайно, що потрiбно вра-

хувати умову принципу максимуму, при якiй вектор-функцiя ψ̂∗(t) =
(ψ∗

0, ψ
∗
1(t), ψ

∗
2(t)) не повинна бути тотожно рiвною нулевi на промiжку

t ∈ [t0, T ].
Знайшовши тепер всi функцiї x∗(t), ψ∗(t) та число ψ∗

0, пiдставив-
ши у рiвняння (4.3.1), одержимо

u∗ = (u1(t, x
∗(t), ψ̂∗(t)), u2(t, x

∗(t), ψ̂∗(t))).

Якщо значення цiєї двохкомпонентної функцiї не виходить за межi
допустимої областi U, то вона є екстремаллю функцiонала якостi та
може претендувати на роль оптимального керування.

⋆ Приклад 4.3.1. Використовуючи викладену вище схему роз-
глянемо задачу оптимального керування щодо максимiзацiї функцiона-



266 Роздiл 4. Принцип максимуму

лу

I[u] =

t∫
0

(x(t) + u2(t))dt→ max,

якщо стан системи описується задачею{
ẋ = u,

x(0) = 0, x(T ) = 0, |u(t)| ⩽ 1, t ∈ [0, T ],

T – фiксоване. Функцiя Hamilton’а для цiєї задачi i спряжене рiвняння
мають вiдповiдно вигляди

H(t, x(t), ψ0(t), ψ(t), u(t)) = ψ0(u
2 + x(t)) + ψu,

ψ′(t) = ψ0.

Якщо у спряженому рiвняннi покласти ψ0 = 0, то ψ(t) = C = const .
Рiвнiсть C = 0 є неможливою завдяки умовi 1) теореми 4.1.1. Якщо ж
C > 0, то максимальне значення функцiї Hamilton’а H = Cu досягає-
ться при u = 1 ∀t ∈ [0, T ]. Але тодi для задачi{

ẋ = u,

x(0) = 0,

при керуваннi u(t) ≡ 1 одержимо траєкторiю x(t) = t, для якої не
виконується крайова умова x(T ) = 0.

Аналогiчно можна перевiрити невиконання умови C < 0. Отож,
ψ0 ̸= 0, тобто можна обмежитися випадком ψ∗

0 = 1.
Iз спряженого рiвняння, при ψ∗

0 = 1, знайдемо

ψ(t) = C1 − t, C1 = const .

Таким чином, спряжена змiнна ψ є лiнiйною функцiєю часу, а зна-
чить iснує єдина точка, в якiй вона мiняє свiй знак. Перепишемо функ-
цiю Hamilton’а iз врахуванням ψ∗

0 = 1, тобто

H = u2 + x+ ψu.
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Рис. 4.1: Максимiзацiя функцiї Hamilton’а з прикладу 4.3.1

Це квадратична функцiя змiнної u, графiком якої є парабола з вi-
тками доверху. Отже, свого максимального значення на вiдрiзку [−1, 1]
функцiя H може досягати лише у точках u = ±1. Якщо вершина па-
раболи лежить у лiвiй пiвплощинi, то максимум досягається на правому
кiнцi, тобто при u = 1, а якщо у правiй пiвплощинi, то при u = −1
(див. рис. 4.1).

Абсциса вершини параболи знаходиться у точцi u = −ψ
2
. Лiнiй-

на функцiя ψ = ψ(t) може змiнювати один раз свiй знак. Якщо

−ψ
2

= − t− C1

2
> 0, тобто t > C1, то максимум функцiї H досяга-

ється при u = 1, а у випадку t < C1 при u = −1.
Виходячи iз диференцiального рiвняння x′ = u, маємо, що керуван-

ню u(t) ≡ 1 вiдповiдає траєкторiя x(t) = t+C2, а керуванню u(t) ≡ −1,
вiдповiдно x(t) = −t+ C2.

Отож, враховуючи крайовi умови x(0) = 0, x(T ) = 0, приходимо
до двох можливих варiантiв:

а) спочатку застосовується керування u(t) ≡ 1, а потiм u(t) ≡ −1
(див. траєкторiю а) на рис. 4.2);
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б) спочатку використовується керування u(t) ≡ −1, а потiм u(t) ≡ 1
(див. траєкторiю б) на рис. 4.2).

Для виконання крайової умо-

Рис. 4.2: Варiанти керування

ви x(T ) = 0 потрiбно, щоб у
обох випадках точка t̂, як пере-
микання значень керування бу-
ла розмiщена симетрично вiдно-
сно кiнцiв вiдрiзка [0, T ], тобто
t̂ = T/2, при цьому C1 = T/2,
а ψ∗(t) = T/2− t.

Повернувшись до умови
максимуму функцiї Hamilton’а
H(x, ψ0, ψ, u) на вiдрiзку [0, T ]
бачимо, що для варiанту а) це
значення t+ T/2, а для випад-
ку б) t−T/2. Очевидно, що ва-

рiант б) не задовольняє принцип максимуму, а єдиною екстремаллю в
цiй задачi є

u∗(t) =


1, t ⩽

T

2
,

−1, t >
T

2
.

4.4. Задача iз нефiксованим часом керування

Повернемося до задачi керування системою (4.1.1) з умовами
(4.1.2)та критерiєм якостi (4.1.3). Однак на вiдмiну вiд задачi опти-
мального керування (4.1.1)-(4.1.3), вважатимемо кiнцевий момент часу
T не фiксованим, який потребує визначення.
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Випишемо введену ранiше функцiю Hamilton’а

H(t, x, ψ̂, u) =

n∑
i=0

ψifi(t, x, u). (4.4.1)

Задача оптимального керування iз нефiксованим скiнченим момен-
том часу полягає у максимiзацiї iнтегрального функцiоналу (4.1.2) на
множинi всiх допустимих керувань, що переводять систему (4.1.1)iз за-
даного початкового стану x(0) у заданий кiнцевий стан x(1) за деякий
наперед невiдомий промiжок часу T.

Розв’язком цiєї задачi є оптимальне керування u∗(t) = (u∗1(t), . . . ,
u∗n(t)), вiдповiдна оптимальна траєкторiя x∗(t) = (x∗1(t), . . . , x

∗
n(t)) i

оптимальний час T.
Звичайно, що принцип максимуму для цiєї задачi, на вiдмiну вiд

вiдповiдного принципу для задачi iз фiксованим часом, потрiбно пiдко-
ректувати для визначення оптимального часу T ∗.

Теорема 4.4.1 ([9, 11]). Нехай {x∗(t), u∗(t)} – оптимальний процес у
задачi оптимального керування з фiксованим часом керування систе-
мою (4.1.1)-(4.1.3).

Тодi iснують невiд’ємне число ψ∗
0 i неперервна функцiя ψ∗(t) =

(ψ∗
1(t), . . . , ψ

∗
n(t)) такi, що виконуються умови 1)-3) теореми 4.1.1 при

T = T ∗ i крiм того, справедлива рiвнiсть

max
u∈U

H(T, x∗(T ), ψ̂∗(T ), u)

∣∣∣∣
T=T ∗

= 0. (4.4.2)

Застосуємо теорему 4.4.1 для знаходження розв’язку задачi на швид-
кодiю.

♦ Завдання 4.4.1. Нехай матерiальна точка з координатою x(t)
рухається вздовж осi OX за законом

x′′(t) = u(t), t ⩾ 0.

Потрiбно знайти кусково-неперервне керування з умовою

|u(t)| ⩽ 1, 0 ⩽ t ⩽ T,



270 Роздiл 4. Принцип максимуму

таке, щоб матерiальна точка, вийшовши з нульовою швидкiстю iз поча-
ткового стану

x(0) = 1, x′(0) = 0,

попала в початок координат з нульовою швидкiстю за найкоротший час
T.

Розв’язування цього завдання розпочнемо iз зведення рiвняння до
системи рiвнянь першого порядку, увiвши новi фазовi змiннi

z1(t) = x(t), z2(t) = x′(t).

Тодi {
z′1 = z2,

z′2 = u, t ⩾ 0,

z1(0) = 1, z2(0) = 0,

z1(T ) = z2(t) = 0, U = [−1, 1],

з максимiзацiєю функцiоналу

I[u] = −
T∫
0

dt = −T.

Для функцiї Hamilton’а

H(t, x, ψ̂, u) = −ψ0 + ψ1z2 + ψ2u

випишемо спряжену систему для всiх t ⩾ 0
ψ′
1 = −∂H

∂z1
= 0,

ψ′
2 = −∂H

∂z2
= −ψ1.

Звiдки знаходимо ψ1(t) = C, ψ2(t) = −Ct+K, де C,K = const . Якщо
припустити, що ψ2(t) ≡ 0, то C = K = 0 i ψ1(t) ≡ 0. Але тодi з умови

max
u∈[−1,1]

(−ψ0 + C − (Ct−K)u) = 0,
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маємо ψ0 = 0, що разом з одержаними ψ1(t) = ψ2(t) ≡ 0 протирiччя з
умовою 1) принципу максимуму. Отож, ψ2(t) ̸≡ 0.

Оскiльки записана пiд знаком максимуму функцiя є лiнiйною, то
максимальне значення може приймати лише на кiнцях вiдрiзка [−1, 1] :

u(t) = sign(K − Ct).

Тепер бачимо, що оптимальне керування при його iснуваннi є кусково-
неперервною функцiєю i приймає значення ±1, причому iз за лiнiйностi
ψ2(t) = K − Ct, керування має не бiльше однiєї точки ť змiни знакiв
( ť – точка перемикання).

Легко переконатися, що траєкторiї, якi виходять iз початкової точки
та вiдповiднi режими керування при t ⩾ 0 :

а) u(t) = −1 ;

б) u(t) = 1 ;

в)

{
1, 0 ⩽ t ⩽ ť,

−1, t > ť,

нiколи не проходитимуть через кiнцеву точку (0, 0).
Залишилося дослiдити єдиний можливий режим

u(t) =

{
−1, 0 ⩽ t ⩽ ť,

1, t > ť,

якому вiдповiдатиме траєкторiя (z1(t), z2(t)), де

z1(t) =


1− t2

2
, 0 ⩽ t ⩽ ť,

t2

2
− 2ťt+ ť2 + 1, t > ť,

z2(t) =

{
−t, 0 ⩽ t ⩽ ť,

t− 2ť, t > ť.
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З умов z1(T ) = z2(T ) = 0 одержимо ť = 1, T = T ∗ = 2. Тому траєкто-
рiї можна переписати у виглядi

z1(t) =


1− t2

2
, 0 ⩽ t ⩽ 1,

(t− 2)2

2
, 1 < t ⩽ 2,

z2(t) =

{
−t, 0 ⩽ t ⩽ 1,

t− 2, 1 < t ⩽ 2,

при цьому ψ∗
0 = 0, ψ∗

1(t) = −1, ψ∗
2(t) = t− 1 ∀t ∈ [0, 2]. Такий процес

задовольняє умови принципу максимуму i є єдиним.
Отже, вiдповiдно до принципу максимуму, для того, щоб за найкоро-

тший час iз точки, яка розмiщена на вiддалi одиницi справа вiд початку
координат, попасти у початок координат потрiбно у початковий момент
часу розпочати рух влiво з максимальним прискоренням (u(t) = −1).
Пiсля одиницi часу потрiбно перемкнути керування у режим u(t) = +1
(вiдповiдає режиму максимального гальмування). Тодi через одиницю
часу пiсля перемикання матерiальна точка попадає у початок коорди-
нат з нульовою кiнцевою швидкiстю.

4.5. Задача оптимального керування з рухоми-
ми кiнцями

Часто виникають задачi керування, для яких один або обидва кiнцi
траєкторiї, що вiдповiдає допустимому керуванню, не є жорстко закрi-
пленими, тобто можуть вибиратися iз деяких заданих множин. У таких
випадках задачi керування називають задачами iз рухомими кiнцями.

Насамперед розглянемо задачу оптимального керування з рухомим
правим кiнцем, у якiй функцiонал якостi потрiбно максимiзувати на
множинi всiх допустимих керувань, що переводять керуючу систему iз
заданої точки x(t0) фазового простору у довiльну точку заданої мно-
жини G ⊂ Rn (див. рис. 4.3).

Якщо G = Rn, то задачу називають задачею iз вiльним правим кiн-
цем.
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Рис. 4.3: Перехiд стану системи iз точки на множину.

Аналогiчно можна говорити про задачу керування iз лiвим рухомим
кiнцем або про обидва рухомi кiнцi траєкторiї .

Нехай обмеження на початковий x(t0) або кiнцевий x(T ) стани сис-
теми задано у виглядi{

gi(x(t0), x(T )) ⩾ 0, i = 1,m,

gj(x(t0), x(T )) = 0, j = m+ 1,M.
(4.5.1)

Якщо m = 0, то вiдсутнi обмеження-нерiвностi, а коли M = m, то
немає обмежень-рiвностей. Будемо вважати, що функцiї gi i gj задо-
вольняють всiм вимогам, необхiдним для виконання принципу макси-
муму (див. [9]).

Задача оптимального керування з рухомими кiнцями полягає у то-
му, що задано систему (4.1.1*), функцiонал (4.1.2*) i серед усiх допу-
стимих керувань, котрi переводять систему (4.1.1*) iз деякої початкової
точки x(t0), яка задовольняє обмеження (4.5.1), на множину таких кiн-
цевих станiв x(T ), для яких також має мiсце (4.5.1), потрiбно знайти
таке керування, яке надає найбiльше можливе значення iнтегральному
функцiоналовi (4.1.2*). Визначенню пiдлягають також i кiнцi оптималь-
ної траєкторiї, тобто x∗(t0) i x∗(T ). При цьому час може бути фiксо-
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ваним або нефiксованим.
Останню задачу оптимального керування з фiксованими кiнцями

можна одержати iз задачi оптимального керування з нефiксованими
кiнцями, то основна частина принципу максимуму для задачi iз рухо-
мими кiнцями буде такою ж, як i для задачi iз фiксованими кiнцями.

Змiна формулювання необхiдної умови оптимальностi у формi прин-
ципу максимуму для задачi iз рухомими кiнцями полягає (див. [9]) у
замiнi крайових умов x(t0) = x(0), x(T ) = x(1) для кiнцiв оптимальної
траєкторiї на умови

ψ∗
i (t0) =

M∑
j=1

αj
∂gj(x(t0), x(T ))

∂xi(t0)

∣∣∣∣∣
(x∗(t0),x∗(T ))

, i = 1, n,

ψ∗
i (T ) = −

M∑
j=1

αj
∂gj(x(t0), x(T ))

∂xi(T )

∣∣∣∣∣
(x∗(t0),x∗(T ))

, i = 1, n,

якi називаються умовами трансверсальностi , та умови додаткової (до-
повнюючої) нежорсткостi

αjgj(x
∗(t0), x

∗(T )) = 0, j = 1,m,

для деяких, що пiдлягають визначенню, невiд’ємних чисел α1, . . . , αm

та чисел довiльного знаку αm+1, . . . , αM . Цi числа назагал володiють
властивiстю

(ψ∗
0)

2 +

M∑
s=1

α2
s ̸= 0.

У випадку, коли один iз кiнцiв траєкторiї є закрiпленим, то умова
трансверсальностi на закрiпленому кiнцi є зайвою.

Зазначимо, що у пiдсумку одержимо 2n+M спiввiдношень для ви-
значення невiдомих компонент x∗1(t0), . . . , x

∗
n(t0), x

∗
1(T ), . . . , x

∗
n(T ) i ста-

лих α1, . . . , αM .
Розглянемо тепер деякi найпростiшi випадки умов трансверсаль-

ностi та умов додаткової нежорсткостi . Випадок задачi керування
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iз вiльним правим кiнцем, наприклад, може бути при x(t0) = x(0), iз
обмеженнями-рiвностями

gj(x(t0), x(T )) = xj(t0)− xj(T ) = 0, j = 1, n.

Тут немає обмежень-нерiвностей, то умови доповнюючої нежорсткостi
є вiдсутнiми. Оскiльки лiвий кiнець є закрiплений, то умови трансвер-
сальностi потрiбно записати тiльки для кiнцевого моменту часу t = T,
причому жодна iз функцiй gj не залежить вiд xi(T ). А це означає,
що всi похiднi в умовах трансверсальностi вiд функцiй gj за xi(T ) до-
рiвнюють нулевi, тобто для задачi оптимального керування iз вiльним
правим кiнцем умова трансверсальностi має вигляд

ψ∗(T ) = 0.

У випадку закрiпленого лiвого кiнця траєкторiї, а для правого ви-
конуються нерiвностi

xi(T ) ⩾ ai, i = 1, n,

де ai – заданi сталi, то обмеження-нерiвностi запишемо, наприклад, у
виглядi

gi(x(t0), x(T )) = xi(T )− ai ⩾ 0, i = 1, n.

Тепер для такого випадку умови трансверсальностi i додаткової не-
жорсткостi на правому кiнцi траєкторiї мають вигляд:

ψ∗
i (T ) = αi, i = 1, n,

αi(x
∗
i (T )− ai) = 0, i = 1, n.

Завдяки тому, що ∀i, i = 1, n : αi ⩾ 0, то у пiдсумку одержимо

ψ∗
i (T ) ⩾ 0, ψ∗

i (T )(x
∗
i (T )− ai) = 0, i = 1, n.

Отож, можемо стверджувати, що загальна схема застосування прин-
ципу максимуму для задачi iз рухомими кiнцями є такою ж, як i для
задачi iз закрiпленими кiнцями. Однак, через умови трансверсально-
стi i додаткової нежорсткостi значно збiльшується кiлькiсть шуканих
величин.
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4.6. Економiчна iнтерпретацiя функцiй спряже-
ної системи

Припустимо, що деякий суб’єкт господарювання ставить собi за мету
одержати максимальний прибуток впродовж перiоду [0, T ]. Нехай єди-
ною змiнною стану є капiтал K = K(t), а керуючою змiнною є u = u(t)
(наприклад, кошти втраченi на рекламу, застосування нових технологiй
тощо). У кожний момент часу t прибуток залежить вiд величини ка-
пiталу K i керування u. Тому через функцiю прибутку π = π(t,K, u)
буде виражатися сумарний прибуток упродовж [0, T ], а саме

Π[u] =

T∫
0

π(t,K(t), u(t))dt→ max . (4.6.1)

Швидкiсть змiни величини капiталу буде виражатися через деяку
функцiю, що залежить вiд K i u

dK

dt
= f(t,K, u), t ∈ [0, T ], (4.6.2)

K(0) = K0, (4.6.3)

а скiнчений момент часу T забезпечує вiльнiсть траєкторiї K(t).
Перейдемо до опису спряженої змiнної ψ = ψ(t) i з’ясуємо еконо-

мiчний змiст ψ∗ = ψ∗(t).
Обмежимося випадком ψ∗

0 = 1 i запишемо для оптимального про-
цесу функцiю Hamilton’а, тобто

H(t, x∗, u∗, ψ∗) = π(t,K∗, u∗) + ψ∗f(t,K∗, u∗)

Врахувавши (4.6.2)-(4.6.3) цiльовий функцiонал можна записати

Π∗[u] =

T∫
0

[
π(t,K∗(t), u∗(t)) + ψ∗(t)

(
f(t,K∗(t), u∗(t))− dK∗(t)

dt

)]
dt,
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або врахувавши функцiї Hamilton’а, одержимо

Π∗[u] =

T∫
0

(
H(t,K∗(t), u∗(t), ψ∗(t))− ψ∗(t)

dK∗(t)

dt

)
dt

=

T∫
0

H(t,K∗(t), u∗(t), ψ∗(t))dt−
T∫
0

ψ∗(t)
dK∗(t)

dt
dt

=

T∫
0

H(t,K∗(t), u∗(t), ψ∗(t))dt− ψ∗(t)K∗(t)

∣∣∣∣T
0

+

T∫
0

K∗(t)
dψ∗(t)

dt
dt

=

T∫
0

(
H(t,K∗(t), u∗(t), ψ∗(t)) +K∗(t)

dψ∗(t)

dt

)
dt

− ψ∗(T )K∗(T ) + ψ∗(0)K0.

Обчислимо частиннi похiднi

∂Π∗

∂K0
= ψ∗(0),

∂Π∗

∂K∗(T )
= −ψ∗(T ). (4.6.4)

З першої рiвностi (4.6.4) можна стверджувати, що ψ∗(0) є мiрою
змiни оптимального сумарного прибутку стосовно заданого початкового
капiталу K0. Це означає, що коли збiльшити початковий капiтал на
умовну одиницю, то величина сумарного прибутку зросте на величину
ψ∗(0).

Тобто, ψ∗(0) можна розглядати як тiньову цiну одиницi початково-
го капiталу.



278 Роздiл 4. Принцип максимуму

Аналогiчно iз другого спiввiдношення (4.6.4) бачимо, що ψ∗(T ) є
вiд’ємною швидкiстю змiни сумарного прибутку Π∗.

Отож, щоб зберегти (зменшити на одиницю) умовну одиницю капi-
талу на кiнцi T, то потрiбно зменшити сумарний прибуток на величину
ψ∗(T ). А це означає, що ψ∗(T ) є тiньовою цiною одиницi кiнцевого ка-
пiталу.

Назагал, в рамках цiєї задачi, величину ψ∗(t) потрiбно розглядати
як тiньову цiну капiталу у бiжучий момент часу t.

Остiльки правий кiнець траєкторiї є вiльним, то умова трансвер-
сальностi на правому кiнцi має вигляд ψ∗(T ) = 0, а це означає, що для
оптимального процесу тiньова цiна капiталу у кiнцевий момент часу до-
рiвнює нулевi (втратила свою цiннiсть).

Для суб’єкта господарювання, який хоче продовжити роботу пiсля
часу t = T, розумно було б зарезервувати деяку мiнiмально можливу
кiлькiсть капiталу, тобто повинна виконуватися умова K(T ) ⩾ Kmin.
У такому випадку умови трансверсальностi та додаткової нежорсткостi
мають вигляд

ψ∗(T ) ⩾ 0, ψ∗(T )(K∗(T )−Kmin) = 0.

Аналiз цих умов показує, що коли можливе перевищення K∗(T )
над граничним значенням Kmin, то тiньова цiна ψ∗(T ) = 0. Але, поки
ψ∗(T ) > 0 (капiтал повнiстю не використаний), то обов’язково повинно
бути, що K∗(T ) = Kmin, тобто дiючий капiтал у кiнцевий момент часу
потрiбно використати до мiнiмально можливого.
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4.7. Iлюстрацiя варiацiйного принципу макси-
муму для модельного прикладу щодо гiпер-
болiчної системи двох рiвнянь

Нехай у прямокутнику S × T, S = [sn, sk], T = [t0, t1], керуючий
процес представлений мiшаною задачею

∂x1
∂t

+ λ
∂x1
∂s

= α(s)(x1 − x2),

∂x2
∂t

− λ
∂x2
∂s

= β(s)(x1 − x2),

x1(s, t0) = u(s) + q(s), x2(s, t0) = u(s)− q(s), s ∈ S.

Допустиме керування u(s) задовольняє обмеження

u ∈ U ⊂ R, s ∈ S.

Метою задачi є мiнiмiзацiя функцiоналу

I[u] =

∫
S

(x1(s, t) + x2(s, t)− η(s))2ds.

Вважаємо, що функцiї α, β, q, η i додатна стала λ є заданими.
Додатково вимагаємо виконання умови

sk − sn > 2λ(t1 − t0), (4.7.1)

до якої повернемося нижче.
Подiбнi задачi оптимального керування виникають при дослiдженнi

процесiв збурення i поширення гравiтацiйних хвиль [1].
У цiй моделi два сiмейства характеристик визначаються розв’язками

вiдповiдних задач Cauchy 
ds

dt
= ±λ,

s(t0) = ξ,
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тобто s = λ(t− t0) + ξ та s = λ(t0 − t) + ξ.
Нехай {u, x} – оптимальний процес, а ψ(s, t) – розв’язок спряженої

задачi 
∂ψ1

∂t
+ λ

∂ψ1

∂s
= −αψ1 − βψ2,

∂ψ2

∂t
− λ

∂ψ2

∂s
= αψ1 + βψ2,

ψ1(s, t1) = ψ2(s, t1) = 2(η(s)− x1(s, t1)− x2(s, t1)), s ∈ S,

ψ1(sk, t) = ψ2(sn, t) = 0, t ∈ T.

Виходячи iз принципу максимуму

I[u(ξ), ξ] = max
v∈U

I[v, ξ], s ∈ S,

маємо, що умови цього принципу для розглядуваного функцiоналу ви-
конуються на вiдрiзку S. Однак вигляд функцiоналу I[v, ξ] залежить
вiд розмiщення точки ξ на вiдрiзку S. Нехай

а) sn + (t1 − t0)λ ⩽ ξ ⩽ sk − (t1 − t0)λ.
Кiнцевими точками цих характеристик є точки вiдрiзка {(s, t) : s ∈
S, t = t1}. Для цього випадку одержимо

I[v, ξ] = − [y1(t1) + x2(λ(t0 − t1) + ξ, t1)− η(λ(t0 − t1) + ξ)]2

+

t1∫
t0

ψ2(λ(t0 − t) + ξ, t) · β(λ(t0 − t) + ξ) [y1(t)− x2(λ(t0 − t) + ξ, t)]dt

− [y2(t1) + x1(λ(t1 − t0) + ξ, t1)− η(λ(t1 − t0) + ξ)]2

+

t1∫
t0

ψ1(λ(t− t0) + ξ, t) · α(λ(t− t0) + ξ) [x1(λ(t− t0) + ξ, t)− y2(t)]dt,
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

dy1
dt

= α(λ(t0 − t) + ξ) [y1(t)− x2(λ(t0 − t) + ξ, t)] , t ∈ T,

dy2
dt

= β(λ(t− t0) + ξ) [x1(λ(t− t0) + ξ, t)− y2(t)] , t ∈ T,

y1(t0) = δ(ξ) + q(ξ), y2(t0) = δ(ξ)− q(ξ).

(4.7.2)

Якщо
б) sn ⩽ ξ ⩽ sn + (t1 − t0)λ,

то у цьому випадку характеристика першого сiмейства, що проходить

через точку (ξ, t0), має кiнцеву точку
(
sn, t0 +

ξ − sn
λ

)
, а характери-

стика другого сiмейства закiнчується у точцi (λ(t1 − t0) + ξ, t1) . Тодi

I[v, ξ] =

t0+
ξ−sn

λ∫
t0

ψ2(λ(t− t0) + ξ, t) · β(λ(t− t0) + ξ)

×[y1(t)− x2(λ(t− t0) + ξ, t)]dt

− [y2(t1) + x2(λ(t1 − t0) + ξ, t1)− η(λ(t1 − t0) + ξ)]2

+

t1∫
t0

ψ1(λ(t− t0) + ξ, t) · α(λ(t− t0) + ξ)

×[x1(λ(t− t0) + ξ, t)− y2(t)]dt.

Накiнець при в) sk − (t1 − t0)λ < ξ ⩽ sk
маємо, що цей випадок симетричний до випадку б). Характеристика
другого сiмейства має кiнцеву точку (sk, t0 + (sk − ξ)/λ), а характери-
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стика першого сiмейства закiнчується у точцi (λ(t0 − t1) + ξ, t1). Тодi

I[v, ξ] =− [y1(t1) + x2(λ(t0 − t1) + ξ, t1)− η(λ(t0 − t1) + ξ)]2

+

t1∫
t0

ψ2(λ(t0 − t) + ξ, t) · β(λ(t0 − t) + ξ)

× [y1(t)− x2(λ(t0 − t) + ξ, t)] dt

+

t0+
sk−ξ

λ∫
t0

ψ1(λ(t− t0) + ξ, t) · α(λ(t− t0) + ξ)

× [x1(λ(t− t0) + ξ, t)− y2(t)]dt.

У всiх трьох випадках функцiї y1(t), y2(t) є розв’язками задачi
Cauchy (4.7.2) на вiдповiдних вiдрiзках визначення t ∈ [t0, t1]. Цей мо-
дельний приклад пiдкреслює складнiсть задач оптимального керування
для гiперболiчних систем, оскiльки кожна iз задач для функцiоналу
I[v, ξ] не розпадається на задачi оптимiзацiї для окремих звичайних
диференцiальних рiвнянь, побудованих вздовж характеристик гiпербо-
лiчної системи i, крiм того, кожне iз диференцiальних рiвнянь розгля-
дається на окремих вiдрiзках незалежних змiнних.

Зазначимо також, що умова (4.7.1) гарантує, що характеристики гi-
перболiчної системи, якi виходять iз точок (0, τ), τ ∈ [t0, t1] матимуть
кiнцевi точки на вiдрiзку {(s, t) : s ∈ S, t = t1}.

4.8. Рiвняння Bellman’а

Принцип максимуму при розв’язуваннi задач оптимального керува-
ння дає необхiднi умови оптимальностi. Цей недостаток принципу сти-
мулював багатьох дослiдникiв для одержання сильнiших умов оптимi-
зацiї, зокрема, достатнiх. Над цiєю проблемою у 60-их роках минулого
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столiття працювала група американських вчених пiд керiвництвом R.
Bellman’а, якi запропонували новий роздiл оптимального керування пiд
назвою динамiчне програмування [9].

В основу iдеї динамiчного програмування було закладено простий
принцип оптимальностi, який у найпростiшому варiантi звучить так:
будь-який правий кусок оптимальної траєкторiї також є оптимальною
траєкторiєю для вiдповiдної задачi оптимального керування.

Методика одержання оптимальностi у динамiчному програмуваннi
не використовує варiацiю керування та траєкторiї i дає достатнi умови
оптимальностi.

Отож, розглянемо задачу про мiнiмiзацiю функцiоналу

I[x(t), u(t)] =

T∫
0

f0(t, x(t), u(t))dt+ F (x(t)), (4.8.1)

за умов

dx(t)

dt
= f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0, (4.8.2)

u(t) ∈ U. (4.8.3)

Нехай {x∗(t), u∗(t)} – єдина мiнiмаль.
Нехай t ∈ (0, T ) i розглянемо задачу про мiнiмiзацiю функцiоналу

I1[x(τ), u(τ)] =

T∫
t

f0(τ, x(τ), u(τ))dτ + F (x(τ)) (4.8.4)

на множинi iз пар функцiй {x(τ), u(τ)} з умовами

dx(t)

dτ
= f(τ, x(τ), u(τ)), x(t) = x, (4.8.5)

u(τ) ∈ U. (4.8.6)
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Нехай {x̄(τ), ū(τ)}, τ ∈ (t, T ] – мiнiмаль задачi (4.8.4)-(4.8.6). Тодi
функцiю

B(t, x) = min
???

I1[x(τ), u(τ)] (4.8.7)

називають функцiєю Bellman’а.
Принцип оптимальностi Bellman’а полягає у наступному. Якщо

x = x∗(t) (точка x лежить на оптимальнiй траєкторiї задачi (4.8.1)-
(4.8.3)), то мiнiмаль задачi (4.8.4)-(4.8.6) спiвпадає iз мiнiмаллю задачi
(4.8.1)-(4.8.3) на вiдрiзку [t, T ] :

x̄(τ) = x∗(τ), ū(τ) = u∗(τ) при ?t? ∈ [t, T ].

доведення цього факту можна знайти в [10, 9].
Припустимо тепер, що функцiя Bellman’а B(t, x), визначена (4.8.7),

неперервно диференцiйовна за обома змiнними. Тодi на пiдставi фор-
мули Taylor’а можна записати

B(t+∆t, x+∆x) = B(t, x) +
∂B(t, x)

∂t
∆t

+
∂B(t, x)

∂x
∆x+ o(∆t,∆x).

Вiдповiдно до принципу оптимальностi одержуємо:

B(t, x) = min
x,u


t+∆t∫
t

f0(τ, x(τ), u(τ))dτ

+

T∫
t+∆t

f0(τ, x(τ), u(τ))dτ + F (x(τ))


= min

x,t???


t+∆t∫
t

f0(τ, x(τ), u(τ))dτ + B(t+∆t, x+∆x)

 .

(4.8.8)

Прирiст ∆x визначаємо iз (4.8.5), тобто

∆x = f(t, x, u)∆t+ o(∆t). (4.8.9)
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Враховуючи малiсть вiдрiзка ∆t , можемо записати

t+∆t∫
t

f0(τ, x(τ), u(τ))dτ = f0(t, x, u)∆t+ o(∆t)/

Тепер, на пiдставi (4.8.9) i формули Taylor’а, перепишемо (4.8.8) у ви-
глядi

B(t, x) = min
u∈U

{
f0(t, x, u)∆t+ B(t, x) +

∂B(t, x)

∂t
∆t

+
∂B(t, x)

∂x
f(t, x, u)∆t+ o(∆t)

}
,

або

min
u∈U

{
f0(t, x, u)∆t+

∂B(t, x)

∂t
∆t+

∂B(t, x)

∂x
f(t, x, u)∆t+ o(∆t)

}
= 0.

Подiлимо обидвi сторони останньої рiвностi на ∆t та здiйснимо гра-
ничний перехiд ∆t→ 0 . Пiсля чого одержимо

−∂B(t, x)

∂t
= min

u∈U

{
f0(t, x, u) +

∂B(t, x)

∂x
f(t, x, u)

}
. (4.8.10)

Це рiвняння з частинними похiдними першого порядку вiдносно функцiї
B(t, x) називають рiвнянням Bellman’а.

Iз визначення (4.8.7) функцiї Bellman’а маємо початкову умову

B(T, x) = F (x). (4.8.11)

Повернемося до рiвняння (4.8.10), яке є незвичним, оскiльки у його
правiй частинi присутня операцiя мiнiмiзацiї. Зазвичай, спочатку мiнi-
мiзують вираз

f0(t, x, u) + pf(t, x, u) → min
u∈U

(4.8.12)
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при довiльних (t, x, p), p =
∂B

∂x
i нехай мiнiмум досягається для u =

Ũ(t, x, p) . Тодi (4.8.10) запишеться у виглядi

−∂B

∂t
= f0

(
t, x, Ũ

(
t, x,

∂B

∂x

))
+
∂B

∂x
f

(
t, x, Ũ

(
t, x,

∂B

∂x

))
. (4.8.13)

Якщо знайти розв’язок нелiнiйного рiвняння з частинними похiдни-
ми (4.8.13) з умовою (4.8.11), то оптимальне керування виражається
через (4.8.12) таким чином

u∗(t, x) = Ũ

(
t, x,

∂B(t, x)

∂x

)
. (4.8.14)

Однак, у цього керування є залежнiсть не тiльки вiд часу t , але й
вiд стану системи x . Такий вигляд оптимального керування називають
оптимальним синтезом або оптимальним керуванням у формi зворо-
тного зв’язку.

Зазначимо, що перехiд до u∗(t) є доволi простий. Для цього у за-
дачу Cauchy (4.8.2) потрiбно пiдставити замiсть u(t) функцiю (4.8.14),
пiсля чого розв’язок задачi Cauchy (4.8.2) визначає оптимальну трає-
кторiю x∗(t) , тобто u∗(t) = u∗(t, x(t)) .

Процедура знаходження оптимального керування через розв’язування
рiвняння Bellman’а говорить про те, що маємо справу iз достатньою
умовою оптимальностi.

Визначення функцiї Bellman’а у багатьох випадках є непростою
математичною процедурою. Бiльш-менш просто знаходити функцiю
Bellman’а коли, наприклад, розглядати лiнiйно-квадратичний клас за-
дач оптимального керування, тобто, коли функцiя Bellman’а має стру-
ктуру B(t, x) = b0(t) + b1(t)x+ b2(t)x

2 .

4.9. Завдання для самостiйного опрацювання

♦ Завдання 4.9.1. Сформулювати принцип максимуму для задачi
оптимального керування iз закрiпленими кiнцями i фiксованим часом
у випадку двох фазових змiнних i однiєї керуючої функцiї.
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♦ Завдання 4.9.2. Сформулювати принцип максимуму для задачi
оптимальної швидкодiї для лiнiйної та нелiнiйної систем стану та керу-
вання.

♦ Завдання 4.9.3. Сформулювати принцип максимуму для задачi

I[u] =

T∫
0

(x2(t)− u2(t))dt→ max,

dx

dt
= u(t), 0 ⩽ t ⩽ T,

x(0) = x(T ) = 0, T − фiксоване.

♦ Завдання 4.9.4. Застосувати принцип максимуму для лiнiйної
задачi: 

dx

dt
= −x(t) + u(t), t ⩾ 0,

x(0) = x0 > 0,

T та x(T ) не фiксованi,

I[u] =

T∫
0

(x2(t) + u2(t))dt→ min .

♦ Завдання 4.9.5. Сформулювати у формi оптимального керува-
ння задачу

I[x] =

π∫
−π

x(t) sin t dt→ min,


∣∣∣∣dxdt

∣∣∣∣ ⩽ 1,

x(−π) = x(π) = 0,
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та застосувати до неї принцип максимуму.
♦ Завдання 4.9.6. Розв’язати задачу мiнiмiзацiї кiнцевого момен-

ту часу T (швидкодiї) за умов:
∣∣∣∣d2xdt2

∣∣∣∣ ⩽ 2,

x(−1) = 1, x(T ) = −1,

x′(−1) = x′(T ) = 0.

♦ Завдання 4.9.7. Максимiзувати iнтегральний функцiонал

I[x] =

2∫
0

x(t)dt,

за умов 
∣∣∣∣d2xdt2

∣∣∣∣ ⩽ 2,

x(0) = x′(0) = x(2) = 0.

♦ Завдання 4.9.8. Використовуючи принцип максимуму, визначи-
ти u(t), при якому чистий прибуток

Π[u] =

T∫
0

eαt[1− u(t)− β]x(t)dt→ max,

при цьому 
dx

dt
= αu(t)x(t),

0 ⩽ u(t) ⩽ (1− β),

α > 0, β > 0.
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♦ Завдання 4.9.9. Звести задачу до задачi оптимального керува-
ння та застосувати для розв’язування принцип максимуму

T∫
0

∣∣∣∣dx(t)dt

∣∣∣∣dt→ min,


dx(t)

dt
⩾ A, A < 0,

x(0) = 0, x(T ) = b.

♦ Завдання 4.9.10. Звести задачу оптимального керування

T =

T∫
0

1dt→ min,



dx1(t)

dt
= x2(t),

dx2(t)

dt
= u(t),

x1(0) = x0, x2(0) = δ0,

x1(t) = x2(T ) = 0,

u ∈ [−1, 1].

до задачi дослiдження функцiоналу на оптимальну швидкодiю.
♦ Завдання 4.9.11. За допомогою лiнiйно-квадратичної функцiї

Bellman’а мiнiмiзувати функцiонал

I[u] =

1∫
0

(x2(t) + u2(t))dt

з умовами 
dx

dt
= x+ u,

x(0) = 1.
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♦ Завдання 4.9.12. Знайти лiнiйно-квадратичну функцiю Bellman’а
для оптимального процесу

I[u] =

t1∫
t0

(x(t)− u(t))dt→ max,


ẋ(t) =

√
u(t),

x(t0) = x0,

x(t1) = x1,

0 ⩽ u ⩽ x.



Роздiл 5

Оптимальне керування
соцiально-економiчними
моделями

У цьому роздiлi розглянуто математичнi моделi соцiально-
економiчних процесiв, розв’язування яких зводиться до дослiдження
задач оптимального керування iз використання принципу максимуму.

5.1. Формулювання математичної моделi опти-
мального використання енергiї iз врахуван-
ням якостi навколишнього середовища

Очевидно, що процес виробництва енергiї впливає на якiсть навко-
лишнього середовища. Тому виникає задача визначення такого режи-
му вироблення та використання енергiї, який веде до найвигiднiших
соцiально-економiчних наслiдкiв.

Нехай E = E(t) – кiлькiсть енергiї того чи iншого виду, а V = V (t)
– темп використання цiєї енергiї у момент часу t ∈ [0, T ]. Тодi мiж цими
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величинами повинен бути очевидний взаємозв’язок

dE(t)

dt
= −V (t). (5.1.1)

Використання енергiї, з одного боку, веде до позитивного фактору
C = C(V ), що виражається у збiльшеннi матерiальних благ, а з iншого –
до негативного фактору P = P (V ), як, наприклад, забруднення навко-
лишнього середовища. Зрозумiло, що збiльшення використання енергiї
приводить до росту обох факторiв, хоча темп швидкостi їх росту має
протилежнi значення. Математично це вiдображається нерiвностями:

C ′(V ) > 0, C ′′(V ) < 0, P ′(V ) > 0, P ′′(V ) > 0. (5.1.2)

Уведемо функцiю корисностi U = U(C,P ), яка визначає кориснiсть
використання енергiї, залежно вiд величини C i P. На цьому етапi нас
не цiкавить аналiтичний вигляд функцiї корисностi, але вважатимемо,
що для всiх t ∈ [0, T ] виконуються умови:

∂U

∂C
> 0,

∂U

∂P
< 0,

∂2U

∂C2
< 0,

∂2U

∂P 2
< 0,

∂2U

∂C∂P
= 0. (5.1.3)

Тут першi двi нерiвностi природньо означають, що функцiя корис-
ностi є зростаючою за C i спадною за P, а наступнi спiввiдношення
(5.1.3) характеризують, що темпи змiни корисностi з ростом вiдповiд-
них змiнних уповiльнюються.

У цiй моделi на роль змiнних керування та стану претендують як
величина енергiї E, так i темп її використання V. Виходячи iз еконо-
мiчних мiркувань будемо вважати V змiнною керування, а E – змiн-
ною стану (фазова змiнна).

Критерiєм оптимальностi буде iнтеграл вiд функцiї корисностi, а са-
ме

I[V ] =

T∫
0

U(C(V (t)), P (V (t)))dt→ max, (5.1.4)
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за умов 
dE(t)

dt
= −V (t),

E(0) = E0, E(T ) ⩾ 0,

V (t) > 0, t ∈ [0, T ],

(5.1.5)

при заданих сталих E0 i E(T ).
Застосуємо принцип максимуму до розв’язування задачi (5.1.4)-

(5.1.5) та аналiзу одержаних результатiв.
Функцiя Hamilton’а у цьому випадку має вигляд (обмежимося ви-

падком ψ∗
0 =1)

H(V, ψ) = U(C(V ), P (V ))− ψV.

Тодi, вважаючи функцiю H диференцiйовною за змiнною V, запишемо
необхiдну умову iснування екстремуму

∂H

∂V
=
∂U

∂C
C ′(V ) +

∂U

∂P
P ′(V )− ψ = 0. (5.1.6)

Або, врахувавши (5.1.2)-(5.1.3), одержимо спiввiдношення

∂2H

∂V 2
=
∂2U

∂C2
(C ′)2 +

∂U

∂C
C ′′ +

∂2U

∂P 2
(P ′)2 +

∂U

∂P
P ′′ < 0,

яке свiдчить про те, що розв’язок рiвняння (5.1.6) буде екстремаллю
функцiї Hamilton’а за змiнною V.

Спряжене рiвняння у цьому випадку виглядає так

dψ

dt
= −∂H

∂E
= 0,

звiдки i знаходимо ψ∗(t) = c = const ∀t ∈ [0, T ]. Для визначення сталої
c використаємо умову трансверсальностi на правому кiнцi промiжку,
тобто ψ∗(T ) ⩾ 0 i ψ∗(T )E(T ) = 0. На пiдставi того, що ψ∗(t) ≡ c,
випливає ψ∗(t) = c ⩾ 0 ∀t ∈ [0, T ].

Тому рiвняння (5.1.6) можна переписати так

∂U

∂C
C ′(V ) +

∂U

∂P
P ′(V ) = c.
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Оскiльки в це рiвняння змiнна t явно не входить, а його розв’язок
V (t) = V ∗, де V ∗ – деяка додатна стала для всiх t ∈ [0, T ].

Звiдси можна зробити висновок, що у цiй моделi оптимальний ре-
жим характеризується сталим темпом використання енергiї.

При V (t) ≡ V ∗ задача Cauchy для диференцiального рiвняння
(5.1.5) має оптимальний розв’язок E∗(t) = E0−V ∗t, що визначає кiль-
кiсть енергiї у момент часу t.

Оскiльки у цiй задачi функцiї C(V ), P (V ) та U(C,P ) конкретно не
заданi, то неможливо визначити оптимального значення V ∗. Але при
t = T, у випадку, коли E∗(T ) = 0 (повне використання енергiї), ве-
личина оптимального значення темпу використання енергiї має вигляд

V ∗ =
E0

T
.

5.2. Однофакторна модель оптимального еконо-
мiчного росту

Повернемося до пiдроздiлу 2.5., в якому описана модель Solow , i роз-
глянемо поведiнку однофакторної економiчної системи на основi цiєї
моделi. Тобто

dk

dt
= −λk + ρf(k), λ = µ+ ν,

k(0) = k0 =
K0

L0
, (5.2.1)

x = f(k), i = ρf(k), c = (1− ρ)f(k),

де:

k =
K

L
– фондозабезпеченiсть;

K – основнi фонди;

L – праця (кiлькiсть зайнятих);
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x =
X

L
– продуктивнiсть працi;

X – валовий внутрiшнiй продукт;

i =
I

L
– питомi iнвестицiї на одного працюючого;

c =
C

L
– питоме споживання;

C – фонд невиробничого споживання;

ν – рiчний темп приросту працюючих;

ρ – норма накопичення;

µ – доля зношеностi за рiк основних виробничих фондiв.

Ця модель була розглянута у пiдроздiлi 2.5. за умови сталостi норми
накопичення ( ρ = const ). Тепер будемо вважати, що ρ ̸= const i сфор-
мулюємо задачу оптимального ведення бiзнесу, використовуючи прин-
цип максимуму.

Отож, iз останнього рiвняння (5.2.1) виразимо ρf(k) = f(k) − c, а
перше перепишемо так

dk

dt
= f(k)− (µ− ν)k − c,

k(0) = k0.

Тодi за керуючу функцiю виберемо питоме споживання c = c(t),

0 < c0 ⩽ c(t) ⩽ f(k(t)), t ∈ [0, T ], (5.2.2)

де c0 – нижня гранично допустима норма питомого споживання.
Потрiбно так керувати податково-кредитною полiтикою, змiнюючи

c(t), щоб упродовж довгого перiоду часу дисконтна кориснiсть вiд спо-
живання була максимальною, тобто

I[c] =

+∞∫
0

e−δtu(c(t))dt→ max . (5.2.3)
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Тут δ – додатний параметр дисконтування, за допомогою якого май-
бутнi можливi корисностi зводилися до теперiшнього часу, виходячи з
того, що ближче в часi споживання важливiше вiд вiддаленого май-
бутнього; u = u(c) – функцiя корисностi споживання. Вiд функцiї u,
зазвичай, вимагають, щоб вона була додатною, строго зростаючою за
умови u(0) = 0. Для спрощення викладу, вважатимемо що кориснiсть
прямо пропорцiйна питомому споживанню, тобто

u(c) = αc, α > 0, α− const .

Отже, задача про максимальний рiст однопараметричної замкнутої
економiчної системи з нескiнченним обрiєм керування i додатною нор-
мою дисконтування полягає у максимiзацiї функцiоналу

I[c] = α

+∞∫
0

e−δtc(t)dt→ max, (5.2.4)

за умов

dk

dt
= f(k)− λk − c(t), λ = µ+ ν,

k(0) = k0, (5.2.5)
0 < c0 ⩽ c(t) ⩽ f(k(t)), k(t) ⩾ 0, t ∈ [0, T ].

Iнтеграл (5.2.4) називають iнтегралом благополуччя, а вiд функцiї
k = k(t) потрiбно також вимагати умови lim

t→+∞
k(t) ⩾ 0.

Застосовуючи принцип максимуму, замiсть спряженої змiнної ψ1(t)
введемо нову ψ(t) = eδtψ1(t), вважаючи, що ψ∗

0 = 1, hamiltonian (га-
мiльтонiан)

H = e−δt
[
αc+ ψ

(
f(t)− λk − c

)]
. (5.2.6)

Виходячи iз (5.2.6), спряжену змiнну ψ можна трактувати як тi-
ньову цiну приросту фондiв. Вираз у квадратних дужках (5.2.6) харак-
теризує кориснiсть питомого випуску, оскiльки αc – кориснiсть, яка
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йде на невиробниче споживання, а ψ
(
f(t)− λk− c

)
– кориснiсть тiєї її

частини, яка йде на розширення фондiв. Дисконтний множник регулює
приведення питомої корисностi до моменту реальної дiйсностi її вико-
ристання.

Випишемо спряжену систему

d

dt

(
e−δtψ(t)

)
= −∂H

∂k
,

яка разом iз (5.2.5) зводиться до системи
dψ

dt
=

[
(λ+ δ)− f ′(k)

]
ψ,

dk

dt
= f(k)− λ(k − c),

k(0) = k0.

(5.2.7)

Оскiльки похiднi f ′(k) > 0, f ′′(k) < 0, то f строго зростає, її похiдна
строго спадає для всiх невiд’ємних k, а графiк починається у початку
координат, f ′(0) = 0. Крiм того вважаємо, що lim

k→+0
f ′(k) = +∞ i

lim
k→+∞

f ′(k) = 0.

Iз системи (5.2.7) маємо iснування стацiонарного розв’язку k(t) =
k∗ = const, c(t) = c∗ = const, який знаходимо, прирiвнюючи до нуля
правi частини цих рiвняньf

′(k∗) = λ+ δ,

c∗ = f(k∗)− λk∗.
(5.2.8)

Перейдемо до iснування та єдиностi сталих c∗ i k∗ з умовами (5.2.8).
Враховуючи умови на функцiю f, бачимо, що при змiнi k вiд 0 до +∞,
f ′ зменшується вiд +∞ до 0, тобто, знайдеться єдине додатне число,
k = k∗, при якому ця похiдна точно прийме значення λ+ δ, причому

(λ+ δ)− f ′(k) > 0 при k < k∗,

(λ+ δ)− f ′(k) < 0 при k > k∗.
(5.2.9)
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Отже, перша рiвнiсть у (5.2.8), для заданого фiксованого δ > 0, вико-
нується. Тому пiсля цього число c∗, для визначення k∗, можна одно-
значно знайти з другої рiвностi (5.2.8). Причому, на пiдставi нерiвностi
f ′(k∗) = λ+ δ > λ = (λk)′

∣∣
k=k∗

, мiж кутовими коефiцiєнтами дотичної
до графiка функцiї y = f(k) у точцi k = k∗ i прямою y = λk буде
виконуватися f(k∗) > λk∗, звiдки 0 < c∗ < f(k∗).

Значення сталих c∗ i k∗ вiдповiдає стацiонарному режиму тра-
єкторiї (траєкторiя збалансованого росту), що з економiчної точки
зору вiдповiдає ситуацiї, коли здiйснюється виробництво, яке дозволяє
при сталому питомому споживаннi пiдтримувати фондозабезпеченiсть
на стацiонарному рiвнi k = k∗.

Перепишемо hamiltonian (5.2.4) у формi

H[c] = e−δt

{
(α− ψ)c+ ψ

[
f(k)− λk

]}
.

Оскiльки вiн лiнiйно залежить вiд c, то його максимум за c визнача-
ється знаком виразу (α−ψ) i, на пiдставi нерiвностi (5.2.2), досягається
при змiнi закону питомого споживання

c∗(t) =

{
c∗, ψ∗(t) > α,

f(k(t), t), ψ∗(t) < α,

а умова трансверсальностi на правому кiнцi є такою

lim
t→+∞

ψ(t)k∗(t) = 0.

Як було зазначено вище, найбiльший економiчний iнтерес є до тра-
єкторiї збалансованого росту, що вiдповiдає k(t) ≡ k∗, c(t) ≡ c∗. Якщо
у початковий момент часу k0 = k(0) = k∗, то iз керування c∗(t) ≡ c∗,
одержимо для всiх t ⩾ 0 стацiонарний режим, що вiдповiдає траєк-
торiї збалансованого росту. Якщо ж k0 ̸= k∗, то стацiонарний режим
еволюцiйного процесу керування можна досягнути лише через деякий
час, або нiколи не вийти нього. Детальний аналiз iнших режимiв тра-
єкторiй потребує додаткових математичних дослiджень.
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5.3. Вплив на поведiнку економiчної системи по-
даткових вiдрахувань

Нехай маємо фiрму, яка випускає однорiдну продукцiю. Виходимо
iз виробничої функцiї

v = F (Φ, L). (5.3.1)

Тут v – випуск за одиницю часу; Φ – кiлькiсть основних фондiв; L –
кiлькiсть трудових ресурсiв.

Будемо розглядати вiдносно невеликий промiжок часу, коли можна
вважати, що об’єм основних фондiв незмiнний. Затрати на виробництво
складаються iз придбання оборотних фондiв i виплати заробiтної плати

Z(t) = З(t)L(t) + Ц (t)f(t), (5.3.2)

де З – середня зарплата одного робiтника; f – темп використання
оборотних фондiв для виробництва; Ц – цiна одиницi оборотних фон-
дiв. Вважатимемо, що чисельнiсть персоналу L пропорцiйна темповi
використання оборотних фондiв

L(t) = af(t), a = const .

Тодi iз (5.3.2) маємо
L(t) = b(t)Z(t),

де b(t) = (З(t) + Ц (t)a−1)−1. Пiдставивши це спiввiдношення у (5.3.1)
одержимо

v(t) = F(t, Z(t)), (5.3.3)

де
F = F (Φ, b(t)Z). (5.3.4)

Зазначимо, що об’єм основних фондiв Φ є сталим. Спiввiдношення
(5.3.3)-(5.3.4) дає залежнiсть випуску вiд затрат.

Розглянемо тепер модель оподаткування на прибуток. Прибуток, з
якого знiмають податок, має вигляд

D(t, Z) = F(t, Z)− Z.
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Якщо врахувати податкову ставку ν(t), то

N(t) = ν(t)D(t, Z) = ν(t)

(
F(t, Z(t))− Z(t)

)
(5.3.5)

– величина податку. Тодi

Π(t) =

(
1− ν(t)

)
D(t, Z) = (1− ν(t))

(
F(t, Z(t))− Z(t)

)
є прибуток, що залишається пiдприємству. Частина цього прибутку йде
на виплату iнших податкiв, якi ми тут не враховуємо. Нехай µ(t)Π(t),
µ ∈ (0, 1) – частина прибутку, яка пiде на затрати виробництва у на-
ступному роцi (t+ 1), тодi

Z(t+ 1) = µ(t)(1− ν(t))(F(t, Z(t))− Z(t)),

Z = Z0, t = 0, 1, . . . ,
(5.3.6)

де Z0 – затрати у початковий момент. У (5.3.6) функцiя Z(t) є фазовою
координатою; ν(t) – керування, яке пiдпорядковане обмеженню

νm ⩽ ν(t) ⩽ νs, (5.3.7)

де 0 ⩽ νm < νs ⩽ 1 – заданi числа.
За критерiй оптимальностi вiзьмемо функцiю

I =

T∑
t=0

e−δtN(t), (5.3.8)

як дисконтно зважену суму податкових вiдрахувань з дисконтним кое-
фiцiєнтом δ > 0.

Задача оптимального керування полягає у знаходженнi такої функ-
цiї ν(t) (стратегiя оподаткування), з обмеженнями (5.3.7), щоб функ-
цiонал (5.3.8), в якому Z(t) є розв’язком дискретного ланцюга (5.3.6),
досягав свого максимального значення (забезпечував максимум дискон-
тно зваженої суми податкових надходжень у бюджет).
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Розглянемо тепер неперервний випадок цiєї моделi оподаткування
i вiдповiдної задачi оптимального керування. Перепишемо для цього
рiвняння (5.3.6) у виглядi

Z(t+ 1)− Z(t) = µ(t)(1− ν(t))

(
F(t, Z(t))− Z(t)

)
− Z(t).

Лiва частина цього спiввiдношення є приростом затрат (додатним чи
вiд’ємним) протягом року, тобто прирiст затрат за вiдрiзок ∆t буде

Z(t+ 1)− Z(t) = k

[
µ(t)(1− ν(t))

(
F(t, Z(t))− Z(t)

)
− Z(t)

]
∆t,

де k – коефiцiєнт розмiрностi, тобто
[
k
]
=

1[
t
] . Роздiливши дане спiв-

вiдношення на ∆t i перейшовши до границi при ∆t→ 0, одержимо
dZ

dt
= kµ(t)(1− ν(t))

(
F(t, Z(t))− Z(t)

)
− kZ(t),

Z(0) = Z0.
(5.3.9)

Неперервний аналог критерiю (5.3.8) має вигляд

I[ν] =

T∫
0

e−δt

(
F(t, Z(t)− Z(t))

)
ν(t)dt, (5.3.10)

i задача оптимiзацiї податкової ставки полягає у максимiзацiї цього
функцiоналу на розв’язках задачi Cauchy (5.3.9) iз урахуванням обме-
ження (5.3.7).

Цiкавим є факт падiння затрат. Якщо у задачi Cauchy (5.3.9) взяти
ν(t) = 1, то для деякого моменту часу t ⩾ t1, маємо

dZ

dt
= −kZ, ∀t ⩾ t1, Z(t1) > 0.

Тодi при t ⩾ t1 вiдбувається падiння затрат за експоненцiальним зако-
ном, що вiдповiдно до (5.3.5) приводить i до падiння темпу податкових
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надходжень, хоча Z(t) = 0 або N(t) = 0 не досягається для довiльних
скiнчених t. У мiкроекономiцi це явище називають ефектом Laffer’а,
який показує, що зниження ставки оподаткування має стимулюючий
вплив на виробництво [19].

Розглянемо тепер лiнiйний варiант вищенаведеної задачi i спробу-
ємо застосувати до неї принцип максимуму. Отже, потрiбно мiнiмiзу-
вати функцiонал (5.3.10) на множинi D, яка складається iз функцiй
{Z(t), ν(t)}, що задовольняють умови (5.3.9) та обмеження (5.3.7), при-
чому вибираємо

F(t, Z) = κ(t)Z, κ = v0
b(t)

L0
> 1,

b(t) =

(
З(t) + Ц (t)a−1

)−1

, [t] = 1, k = 1.

Враховуючи лiнiйнiсть F(t, Z), перепишемо цю задачу такими чином

I[ν] = −
T∫
0

e−δt
(
κ(t)− 1

)
Z(t)ν(t)dt→ min (5.3.11)

за умов 
dZ

dt
=

[
µ(t)(κ(t)− 1)(1− ν(t))− 1

]
Z,

Z(0) = Z0.
(5.3.12)

та обмеженнях (5.3.7).
За класифiкацiєю задач оптимального керування задача (5.3.11)-

(5.3.12), (5.3.7) належить до класу бiлiнiйних оптимальних задач.
Позначивши

α(t) = µ(t)(κ − 1)− 1,

перепишемо (5.3.12) так
dZ

dt
= α(t)Z − (α(t) + 1)Zν(t),

Z(0) = Z0.
(5.3.13)
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З метою спрощення задачi пiдберемо функцiю A(t) у замiнi Z = A(t)y,
тобто пiдставивши цю замiну в (5.3.13), одержимо

dA

dt
y +A

dy

dt
= αAy − (α− 1)νAY.

Якщо тепер вибрати 
dA

dt
= α(t)A,

A(0) = Z0,

або

A(t) = Z0e

t∫
0

α(τ)dτ
, (5.3.14)

то (5.3.13) прийме вигляд
dy

dt
= −(α(t) + 1)yν(t),

y(0) = 1.

Тодi задача (5.3.11)-(5.3.12), (5.3.7) зведеться до задачi

I[ν] = −
T∫
0

a(t)y(t)ν(t)dt→ min,

на множинi D2 iз функцiй {y(t), ν(t)}, з умовами
dy

dt
= −χ(t)yν(t),

y(0) = 1,

ν(t) ∈ [νm, νs],

(5.3.15)

де

a(t) = e−δt

(
χ(t)− 1

)
A(t), χ(t) = α(t) + 1.
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Зазначимо, що нас цiкавить тiльки оптимальне керування ν∗(t), тому
повертатися до фазової змiнної Z не має сенсу.

Для розв’язування задачi (5.3.15) застосуємо принцип максимуму
Понтрягiна.

Функцiю Hamilton’а у такому випадку виражаємо спiввiдношенням

H(t, y, ν) = a(t)ν y − ψ(t)χ(t)ν y =
{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
ν y.

Спряжена система виглядає так:
dψ

dt
= −

{
a(t)− ψχ(t)

}
ν(t),

ψ(T ) = 0.
(5.3.16)

Оптимальне керування ν∗(t) знаходимо iз умов максимуму функцiї H
за ν. Оскiльки y = y(t) > 0, то одержимо

ν∗(t) =


νm,

{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
< 0,

∀ν ∈ [νm, νs],
{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
= 0,

νs,
{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
> 0.

(5.3.17)

Пiсля цього функцiю ψ(t) знаходимо як розв’язок задачi Cauchy
(5.3.16) при ν = ν∗(t) iз врахуванням (5.3.17). Тобто тепер задача
Cauchy (5.3.16) прийме вигляд

dψ

dt
=


−
{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
νm,

{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
< 0,

0,
{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
= 0,

−
{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
νs,

{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
> 0,

ψ(T ) = 0.

(5.3.18)

Iнтегрування задачi (5.3.18) починаємо iз моменту t = T. Оскiльки
ψ(T ) = 0 i функцiя a(t) невiд’ємна (див. її вибiр), то{

a(T )− ψ(T )χ(T )
}
= a(T ) > 0. (5.3.19)
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Iз (5.3.17) маємо, що ν∗(T ) = νs. Оскiльки розв’язок задачi Cauchy
(5.3.18) є неперервною функцiєю, то вираз

{
a(t) − ψ(t)χ(t)

}
також є

неперервним. Це означає, що на пiдставi (5.3.19),
{
a(t)− ψ(t)χ(t)

}
> 0

при t = T, звiдки i випливає його неперервнiсть i на деякому напiвiн-
тервалi t ∈ (t∗, T ]. Отож, iснує напiвiнтервал (t∗, T ], на якому подат-
кова ставка ν∗(t) = νs приймає максимальне значення.

Iз (5.3.18) видно, що при t ∈ (t∗, T ) похiдна
dψ

dt
< 0. На пiдставi

(5.3.19) маємо, що на iнтервалi (t∗, T ) функцiя ψ(t) – додатна i спадає
при зростаннi t, або тож саме, що зростає при зменшеннi t вiд t = T.
Це є основою для припущення, що вираз

{
a(t) − ψ(t)χ(t)

}∣∣
t=t∗

= 0 i
змiнює знак при t < t∗. Тодi вiдповiдно до (5.3.17) точка t∗ є точкою
перемикання керування. Зазвичай, таких точок буває декiлька.

Аналогiчне розв’язування задачi Cauchy (5.3.16) у випадку змiнних
коефiцiєнтiв є складним, тому до їх розв’язування потрiбно застосувати
чисельнi методи.

Обговоримо тепер економiчну iнтерпретацiю оптимального розв’язку
ν∗(t). Виходячи з того, що критерiєм оптимальностi нашої задачi є мак-
симум дисконтно зваженої суми податкових вiдрахувань, може скла-
стися враження, що при такому критерiї вiдображаються iнтереси по-
даткової органiзацiї i нiяк не захищаються iнтереси виробника, коли
оптимальний розв’язок ν∗(t) = νs, тобто максимально можлива подат-
кова ставка. Однак, це не так, оскiльки максимальну податкову став-
ку потрiбно призначати лише при t > t∗. Вiдрiзок [0, t∗], на якому
ν∗(t) = νm мiнiмально можливе податкової ставки природньо iнтер-
претувати як вiдрiзок ”податкових канiкул”. Дiйсно, на цьому вiдрiзку
фiрма має можливiсть направляти ресурси на розвиток виробництва,
що забезпечить високий прибуток на вiдрiзку [t∗, T ], а значить i бiльшi
суми податкових вiдрахувань.

Отже, виявлення ефекту ”податкових канiкул” є основним резуль-
татом математичного аналiзу розглядуваної задачi.
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5.4. Завдання для самостiйного опрацювання

♦ Завдання 5.4.1. Розглянути новий функцiонал з дисконтним
множником у задачi найкращого використання енергiї

I[v] =

T∫
0

e−δtF (C(v(t)), P (v(t)))dt

i для цього випадку:

а) виписати функцiонал Hamilton’а i вiдповiдний принцип максиму-
му;

б) знайти оптимальне значення спряженої змiнної;

в) обґрунтувати питання щодо сталостi оптимального значення енер-
гiї E∗ ;

г) знайти
dv

dt
i визначити характер поведiнки v∗(t).

♦ Завдання 5.4.2. Як змiниться оптимальний розв’язок у випадку
двовимiрної задачi про найкраще використання енергiї, якщо керуюча
змiнна A буде пiдпорядкована умовi A(t) ⩾ 0 ?

♦ Завдання 5.4.3. Записати функцiю Hamilton’а та сформулюва-
ти вiдповiдний принцип максимуму для цiльового функцiоналу з дис-
контним множником у двовимiрнiй задачi найкращого використання
енергiї.

♦ Завдання 5.4.4. Для задачi про оптимальний економiчний рiст
однопараметричної економiки записати її варiант вiдносного спожива-
ння та побудувати для цього випадку графiки оптимальних траєкторiй.

♦ Завдання 5.4.5. При яких умовах в задачi оптимального еконо-
мiчного росту однофакторної економiки значення норми накопичення
приводить до довгострокового зниження споживання в розрахунку на
одного працюючого?
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♦ Завдання 5.4.6. Розглянути варiант задачi про оптимiзацiю по-
даткової ставки у випадку, коли коефiцiєнти κ(t) i µ(t) є сталими.

♦ Завдання 5.4.7. Мiнiмiзувати функцiонал

I[u] = −
T∫
0

e−δt

[
ν(t)

(
F (t, Z(t))− Z(t)

)
+ u(t)

]
dt→ min

на множинi D функцiй
{
Z(t),Б(t), ν(t), u(t)

}
, що задовольняють умо-

ви 
dZ

dt
= µ(t)(1− ν(t))

{
F(t, Z(t))− Z(t)

}
− Z(t)− u(t),

dБ
dt

= −u(t),

Z(0) = Z0, Б(0) = Б0, Б(T ) = 0,

ν(t) ∈ [νm, νs], u(t) ∈ [um, us].

Тут T – кiнцевий час виплати боргу Б(t) перед податковим органом
пiдприємства, а u(t) – термiн виконання боргу. Всi iншi параметри такi
ж як i у задачi про оподаткування пiдприємства.

♦ Завдання 5.4.8. Розглянути лiнiйний варiант задачi завдання
5.4.7 , тобто F(t, Z) = κ(t)Z, а саме:

I[u] = −
T∫
0

e−δt
{
ν(t)(κ(t)− 1)Z(t) + u(t)

}
dt→ min,


dZ

dt
=

{
µ(t)(κ(t)− 1)(1− ν(t))− 1

}
Z(t)− u(t),

dБ
dt

= −u(t),

Z(0) = Z0, Б(0) = Б0, Б(T ) = 0,

ν(t) ∈ [vm, νs], u(t) ∈ [um, us].
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♦ Завдання 5.4.9. Мiнiмiзувати функцiонал

I[u] = −
T∫
0

e−δtP (t)

L(t)
dt→ min,

на множинi D функцiй
{
Φ(t), L(t), v(t), u(t)

}
за умов

dΦ

dt
= b−1(t)(1− α(t))(1− u(t))v(t)− χ(t)Φ(t),

dL

dt
= −n(t)L(t),

Φ(0) = Φ0, Φ(T ) = ΦT , L(0) = L0,

0 ⩽ v(t) ⩽ F (t,Φ(t), L(t)),

umin ⩽ u(t) ⩽ 1,

P (t) = (1− α(t))u(t)v(t).

♦ Завдання 5.4.10. Розглянути варiант задачi однопараметричної
фiрми iз завдання 5.4.9 , якщо фiрма застосовує технологiю Cobb-
Douglas’а

F (t,Φ, L) = v0e
ρtΦα(t)L1−α(t),

α ∈ (0, 1), ρ > 0, v0 = const .



Роздiл 6

Математичнi моделi
бiологiчних спiльнот i задачi
керування

При виборi рацiональних методiв експлуатацiї природних ресурсiв
потрiбно враховувати специфiку бiологiчного процесу, що вiдповiдає за
вiдновлення самого ресурсу. Тобто у деяких випадках потрiбно розвива-
ти популяцiю бiологiчних особин, зокрема тих, якi безпосередньо володi-
ють споживчою цiннiстю або культивуються для одержання споживчих
продуктiв.

Очевидно, що при розглядi задач керування у таких випадках, зав-
жди додатково намагаємося одержати максимальний результат з мiнi-
мальними затратами.

Саме у цьому роздiлi будемо розглядати математичнi моделi тео-
рiї оптимального керування та експлуатацiї бiологiчних популяцiй (су-
купнiсть бiологiчних особин певного виду), використавши результати
дослiджень iз [1, 3, 7, 2]
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6.1. Оптимальне керування чисельнiстю i про-
дуктивнiстю популяцiї

У цьому пiдроздiлi на основi принципу максимуму Понтрягiна роз-
глянемо задачi оптимального керування чисельнiстю популяцiй.

Змiна чисельностi популяцiї, яка вiдображає її народжуванiсть та
смертнiсть, зазвичай можна описати рiвнянням

dN

dt
= g(N, t) ·N = f(N, t),

де N(t) – чисельнiсть популяцiї у момент часу t. Швидкiсть вiльного
розмноження популяцiї f(N, t) є пропорцiйною до чисельностi N(t), а
питома швидкiсть росту g(N, t) враховує залежнiсть мiж народжува-
нiстю i смертнiстю особин залежно вiд рiзних факторiв (вплив середо-
вища, конкуренцiї, обмеженiсть територiї тощо).

Уведемо керування u(t) – швидкiсть штучного вiдбору особин iз
популяцiї, тодi одержимо

dN

dt
= g(N, t) ·N − u(t). (6.1.1)

Нехай область допустимих керувань визначається обмеженням

0 ⩽ u(t) ⩽ umax. (6.1.2)

Пiд продуктивнiстю популяцiї будемо розумiти загальний дохiд,
одержаний вiд експлуатацiї популяцiї у момент часу t :

P [t] =

t∫
0

c(t)u(t)dt, (6.1.3)

де c(t) – цiна одиницi продукцiї на виходi при експлуатацiї популяцiї.
Задача продуктивностi популяцiї зводиться до вiдшукання керува-

ння u(t) iз областi допустимих значень (6.1.2), яка на пiдставi (6.1.1)
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переводить популяцiю iз заданого початкового стану N(0) = N0 у за-
даний кiнцевий стан N(T ) = NT i забезпечує екстремум функцiоналу
(6.1.3) у заданий кiнцевий момент часу T. Якщо ввести позначення
I[t] = −P [t], то одержимо вимогу I[T ] → min .

Надалi вважатимемо, що всi заданi величини у задачi (6.1.1)-(6.1.3)
є достатньо гладкими. Диференцiюючи (6.1.3), одержимо еквiвалентну
систему 

dI

dt
= −c(t)u,

dN

dt
= g(N, t)N − u,

(6.1.4)

з крайовими умовами{
I(0) = 0, I(T ) → min,

N(0) = N0, N(T ) = NT ,
(6.1.5)

i обмеженнями (6.1.2). Задача (6.1.4)-(6.1.5), (6.1.2) може бути
розв’язана за допомогою принципу максимуму Понтрягiна.

Зупинимося на деяких конкретних випадках, зокрема, c(t) = const,
G(N, t) = g(N), тобто, вважаємо, що остання система є автономною.
Насамперед розглянемо систему

dI

dt
= −cu,

dN

dt
= g(N)N − u,

з умовами (6.1.2) та (6.1.5).
Запишемо функцiю Hamilton’а

H =− ψcu+ ψ1

{
g(N)N − u

}
= ψ1g(N)N − u(ψ0c− ψ1) =

ψ1f(N)− u(ψ0c− ψ1),
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де функцiї ψ0(t), ψ1(t) задовольняють спряжену систему
dψ0

dt
= −∂H

∂t
= 0, ψ0 = const ⩽ 0,

dψ1

dt
= −∂H

∂N
= −ψ1

df

dN
, ψ1(t) = A0e

−
t∫
0

df
dN

dτ
.

(6.1.6)

Оскiльки H – нелiнiйна за u функцiя, то iз умови max
u

H, тобто

cψ0 + ψ1 = φ(t),

або

u(t) =

{
umax, φ(t) < 0,

0, φ(t) > 0.
(6.1.7)

Умова u(t) = 0 вiдповiдає вiльному росту популяцiї, а при u(t) =
umax маємо її максимальну продуктивнiсть.

Перевiримо у системi наявнiсть особливих керувань, тобто керувань,
при яких φ(t) = 0 на деякому iнтервалi (t1, t2). Розглянемо

dφ

dt
=
dψ1

dt
= −ψ1

df

dN
= cψ0 ·

df

dN
= 0.

Оскiльки при оптимальному керуваннi ψ0 i ψ1 одночасно не можуть
бути нульовими, то ψ0 ̸= 0. Справдi, у протилежному випадку iз того,
що φ(t) = 0 одержимо ψ1 = 0, що заперечує умовам теореми макси-

муму. Тому або
df

dN
= 0, або особливе керування вiдсутнє. У першому

випадку у точцi N∗ = const, маємо u∗ = f(N∗), де N∗ знаходимо iз

рiвняння
df

dN

∣∣∣∣
N=N∗

= 0. У другому випадку, коли
df

dN
̸= 0 ∀N, опти-

мальним буде керування (6.1.7).
Зупинимося, зокрема, на деяких коментарях, коли розглядається

модель динамiки вiкового складу i чисельностi популяцiї. При цьому
потрiбно врахувати стать популяцiї.

Уведемо функцiю f(x, t) – густини чисельностi особин вiку x у мо-
мент часу t, визначену вiком особин вiд x1 до x2 у момент часу t,
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тобто
x2∫
x1

f(x, t)dx, ∀x2 ⩾ x1 ⩾ 0. Процес старiння i смертностi можна

описати рiвнянням нерозривностi

∂f

∂t
+
∂f

∂x
= −d1(x, t)f(x, t)− u(x, t), (6.1.8)

де d1(x, t) – коефiцiєнт природної смертностi, u(x, t) – iнтенсивнiсть
вилучення особин iз популяцiї ( u ⩾ 0 ).

Для народжуваностi особин маємо

f(0, t) =

B∫
A

α(x, t)f(x, t)dx, (6.1.9)

де f(0, t) – густина новонароджених у момент часу t ; α(x, t) – ко-
ефiцiєнт народжуваностi; A, B – початок та кiнець репродуктивного
перiоду. Система (6.1.8)-(6.1.9) описує динамiку вiкового складу популя-
цiї без врахування її статi, якщо ще додати початковий розподiл f(0, t).

Для двостатевої популяцiї спiввiдношення (6.1.8)-(6.1.9) можна вiд-
нести до особин жiночої статi, якщо коефiцiєнт народжуваностi α не
залежить вiд особин самцiв.

Рiвняння, що описують динамiку вiкової густини самцiв g(x, t), має
подiбний вигляд

∂g

∂t
+
∂g

∂x
= −d2(x, t)g(x, t)− v(x, t), (6.1.10)

g(0, t) =

B∫
A

β(x, t)f(x, t)dt, (6.1.11)

де d2(x, t) – коефiцiєнт природної смертностi самцiв; g(0, t) – густина
новонароджених; β(x, t) – коефiцiєнт народжуваностi; v(x, t) – коефi-
цiєнт вилучення самцiв (v ⩾ 0).

Задачу оптимiзацiї у цьому випадку сформулюємо так. Потрiбно
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знайти вiкову структуру, яка забезпечує заданий характер її вiднов-
лення i задовольняє деякi додатковi умови, що зумовлюють оптималь-
нiсть за вибраним критерiєм.

Говорячи про додатковi умови, маємо на увазi обмеження, що не
вiдносяться безпосередньо до вiдновлення популяцiї, а, наприклад, об-
меження на загальну чисельнiсть популяцiї, на затрати на утримання
популяцiї, обмеження у кормах тощо.

Цi умови для загального ресурсу можна представити як

W =

T∫
0

dt

D∫
0

(
ρ1(t)f + ρ2(t)g

)
dx ⩽W ∗,

де ρ1, ρ2 – iнтенсивнiсть використання ресурсу особами обох статей у
момент часу t ; W ∗ – загальний запас ресурсу у перiод часу T ; D –
граничний вiк особин.

Розв’язування подiбних аналогiв задач продемонстровано нижче.

6.2. Задача про максимальний урожай

Використання рiзноманiтних законiв збереження (маси, енергiї то-
що) є поширеним прийомом при побудовi математичних моделей бiоло-
гiчних спiльнот. Зазвичай, закони змiни параметрiв бiологiчних об’єктiв
(розмiри особин, їх бiомаса, вiк, рухливiсть тощо) описуються динамiч-
ними системами.

Припустимо, дослiджувана спiльнота складається iз n видiв i опи-
сана системою диференцiальних рiвнянь

dxi
dt

= fi(x, α), i = 1, n. (6.2.1)

Тут x = (x1, . . . , xn), α = (α1, . . . , αm), α – деякi параметри моделi.
Для цiєї бiоспiльноти розглянемо збiр урожаю шляхом вiдбору ча-

стини бiомаси рiзних видiв та виведення її iз репродуктивного циклу.
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Процес вiдбору бiомаси вважаємо дискретним за часом iз рiвними ча-
совими iнтервалами. Нехай маємо цiну одиницi бiомаси кожного ви-
ду c = (c1, . . . , cn). Тодi можна сформулювати задачу про оптимальне
керування цiєю системою, тобто про визначення величини вилученої
бiомаси кожного виду з метою, щоб сумарна вартiсть всiєї зiбраної за
скiнчений час T бiомаси була максимальною. У кiнцевий момент ча-
су процес завершується через повний вiдбiр бiомаси (ця вимога не є
принциповою, можна ставити iншi обмеження). Припустимо, що iнтер-
вали мiж зборами бiомаси є малими, тобто змiну чисельностi на цьому
iнтервалi можна вважати лiнiйною за часом:

x+i (tk+1) = x−i (tk) + fi
(
xij(tk), αs

)
· h,

tk = k · h, i, j = 1, n, s = 1,m, k = 0, p, T = p · h.
(6.2.2)

Iндексом ”+” позначено стан системи у момент збору урожаю злiва вiд
tk, iндексом ”-” – справа вiд tk. Вартiсть збору урожаю на кроцi процесу
дорiвнює

g(tk) =

n∑
i=1

ciqi(tk). (6.2.3)

Тут qi(tk) – допустиме керування (кiлькiсть збору у момент tk бiомаси
i -го виду). Природньо, що qi повиннi задовольняти обмеженням

0 ⩽ qi(tk) ⩽ x+i (tk), i = 1, n, k = 0, p. (6.2.4)

Крiм того, очевидно, що
xi(tk) ⩾ 0. (6.2.5)

Отже, задача зводиться до вiдшукання функцiй qi(tk), якi задо-
вольняють обмеження (6.2.4)-(6.2.5) i надають максимуму функцiоналу

G[g] =

p∑
k=0

g(tk) =

p∑
k=0

n∑
i=1

ciqi(tk). (6.2.6)

Для розв’язування цiєї задачi скористаємося методом динамiчного
програмування Bellman’а [10]. Уведемо функцiю доходу Fi(xi), що до-
рiвнює доходу,одержаного за l крокiв збору урожаю, при умовi, що на
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попереднiх кроках використовувалися оптимальнi керування (основний
принцип Bellman’а). Справедливе рекурентне спiввiдношення

F1(xi) = max
qi

{
n∑

i=1
ciqi

}
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fl(xi) = max
qi

{
n∑

i=1
ciqi + Fl−1(P (x))

}
,

xi = x+i .

(6.2.7)

Тут P (x) – оператор, що описує перехiд iз точки
{
x+i (tk)

}
у точку{

x+i (tk+1)
}
. Оскiльки x−i (tk) = x+i (tk)− qi(tk), то

P : x+i (tk+1) = x+i (tk)− qi(tk) + fi
(
x+j (tk)− qj(tk), αs

)
· h.

Оскiльки

F1(xi) = max
qi

{ n∑
i=1

ciqi

}
=

n∑
i=1

cixi, qi = xi,

то

F2(xi) = max
qi

{ n∑
i=1

ciqi +
n∑

i=1

[
xi − qi + fi(xi − qi, αs) · h

]
ci

}
.

Тут можливi два випадки:
1) максимум лежить всерединi допустимої областi для qi ;
2) максимум досягається на межi.
У випадку 2) керування є нульовим, тобто збiр урожаю забороне-

ний за тими видами, для яких значення qi належить межi допустимої
областi. Необхiдна умова максимуму для випадку 1) має вигляд

n∑
j=1

ci
∂fi(ξj , αs)

∂ξj
= 0, ξj = x+j − qj , i, j = 1, n. (6.2.8)
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Остаточноq
∗
i = x+i (tk)− x̃+i (tk), при x+i ⩾ x̃+i ,

q∗i = 0, при x+i < x̃+i , q
∗
i =

{
qi(tk)

}
opt..

(6.2.9)

Тут x̃+i – розв’язок системи

n∑
j=1

ci
∂fi(xj , αs)

∂xj
= 0, i = 1, n.

Далi продовжуємо за iндукцiєю. Зазначимо, що коли на якомусь кроцi
процесу керування ненульове, то воно буде ненульовим i на всiх наступ-
них кроках.

За припущення, що керування на всiй траєкторiї ненульове (цього
завжди можна добитися вибором початкових умов), то (6.2.8) є систе-
мою рiвнянь для знаходження оптимальних значень вiдповiдних керу-
вань.

Сумарну вартiсть всiєї спiльноти можна записати

M =
n∑

i=1

cixi. (6.2.10)

Диференцiюючи це спiввiдношення за t, одержимо рiвняння, яке опи-
сує змiну вартостi неексплуатованої спiльноти у часi

dM

dt
=

n∑
i=1

ci
dxi
dt

=
n∑

i=1

cifi(x, α). (6.2.11)

Точку максимуму для (6.2.11) позначаємо через
{
x̃i, i = 1, n

}
i нази-

ваємо оптимальним станом бiологiчної спiльноти. У цiй точцi

n∑
i=1

ci
∂fi(xj , αs)

∂xj
= 0, j = 1, n, s = 1,m. (6.2.12)
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Система (6.2.12) при замiнi xj на ξj спiвпадає iз системою (6.2.8). От-
же,

x̃i = ξi = xi − q∗i , i = 1, n,

q∗i = (qi)opt. = xi(t)− x̃i.

Це означає, що оптимальним буде стан, при якому рiст вартостi спiль-
ноти (прирiст) визначеним чином узагальненої бiомаси є максимальний.
За урожай тут розумiємо всю бiомасу, як прирiст над рiвнем, що визна-
чений тим станом. Якщо бiомаса деякого виду нижче цього рiвня, то її
збiр заборонений до моменту досягнення вiдповiдного рiвня.

Отже, для одержання максимального доходу вiд збору урожаю бiо-
спiльнота повинна бути приведена до стану, коли швидкiсть приросту

вартостi спiльноти
dM

dt
є максимальною i зберiгається у цьому станi за

рахунок збору урожаю до кiнця процесу.
Як випадок застосування цiєї теорiї розглянемо задачу про опти-

мальний збiр урожаю у популяцiї, динамiка якої описана однiєю змiн-
ною – загальною чисельнiстю.

Нехай для заданої функцiї f(x),

dx

dt
= f(x), t ∈ [0, T ]. (6.2.13)

Тодi оптимальним станом популяцiї означає стан, коли
df

dx
= 0 i f(x)

досягає максимуму. Оптимальним керування буде збiр усiєї бiомаси, що
перевищує цей рiвень. Нехай

f(x) = αx− βx2, (6.2.14)

що вважають логiстичним законом росту популяцiї. Звiдси зразу одер-
жимо, що оптимальним станом популяцiї буде точка x̃ = α/2β, а
оптимальним керуванням

q∗(t) = x(t)− α

2β
, x ⩾

α

2β
,

q∗(t) = 0, x <
α

2β
.

(6.2.15)
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Сумарний урожай впродовж неперервного процесу збору урожаю за час
T має вигляд

G(T ) = x(t0) +
α2T

4β
.

Повторивши проведенi вище мiркування кiнцево одержимо опти-
мальне керування

q∗(tk) = x+(tk)−
α

β

(
1 + e

αh
2

)
, при x∗(tk) ⩾

α

β

(
1 + e

αh
2

)
,

q∗(tk) = 0, при x∗(tk) <
α

β

(
1 + e

αh
2

)
.

Функцiя доходу

Fp(x
+) =

αx+(t0)e
α∆T

α+ βx+(t0) (eα∆T − 1)
+
α
(
P − I − 1

)
β

· e
αh
2 − 1

e
αh
2 + 1

,

де I = E(∆T/h) + 1, E(z) – цiла частина числа z, ∆T – коренi
рiвняння

α

β
(
e

αh
2 + 1

) =
αx+(t0)e

α∆T

α+ βx+(t0) (eα∆T − 1)
.

Зазначимо, що q∗ ≡ 0 тiльки на перших I кроках процесу, там де не
виконується умова x∗ ⩾ α

β

(
e

αh
2 + 1

)
. Отже, при певних умовах опти-

мальною полiтикою є повна заборона збору урожаю. Iз вигляду Fp(x
+)

сумарна величина зiбраного урожаю залежить вiд величини кроку про-
цесу i максимум досягається при h→ 0 (неперервний збiр).

6.3. Динамiка i керування вiковою структурою
популяцiї

Вивчення динамiки в часi чисельностi природних популяцiй мають
практичне значення у багатьох прикладних задачах керування розвит-
ку природних i штучних бiопопуляцiй. Найбiльше поширеною матема-
тичною концепцiєю є принцип ”хижак-жертва” Lotka-Volterra [7], яка
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пiддавалася удосконаленню багатьма вченими. Не вдаючись у дета-
лi, зазначимо, що основнi зауваження до цiєї моделi полягають утому,
що потрiбно враховувати великi промiжки часу, внутрiшньопопуляцiйнi
фактори, нерiвномiрний розподiл особин у популяцiї за вiком тощо.

Перейдемо до побудови математичної моделi росту популяцiї iз вра-
хуванням її вiкового складу. Функцiю двох змiнних u(x, t) будемо на-
зивати вiковою густиною чисельностi особин у момент часу t, якщо
для будь-якого вiку a i b чисельнiсть особин з вiком на промiжку [a, b]

виражається через
b∫
a
u(x, t)dx. Очевидно, що функцiю

ũ(x, t) =
u(x, t)

∞∫
0

u(x, t)dx

можна трактувати як густину ймовiрностi, що навмання вибрана осо-
бина має вiк, не бiльший нiж x у момент часу t.

Розглянемо випадок двостатевої популяцiї з врахуванням роздiленої
динамiки статей, а саме

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= −du(x, t)u,

∂v

∂t
− ∂v

∂x
= −dv(x, t)v,

u(0, t) =

∞∫
0

bu(x, t)udx,

v(0, t) =

∞∫
0

bv(x, t)udx,

u(x, 0) = gu(x),

v(x, 0) = gv(x).

(6.3.1)
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Тут u(x, t) – густина чисельностi самок; v(x, t) – густина чисельностi
самцiв; du, dv, bu, bv – вiдповiдно коефiцiєнти смертностi i народжу-
ваностi самок i самцiв.

Уведемо позначення:

Du(x, t)
def≡

x∫
0

du(ξ, t− x+ ξ)dξ,

Dv(x, t)
def≡

x∫
0

dv(ξ, t− x+ ξ)dξ,

Ku(x, t)
def≡ bu(x, t)e

−Du(x,t),

Kv(x, t)
def≡ bv(x, t)e

−Dv(x,t),

φu(x, t)
def≡ gu(x)e

Du(x,0),

φv(x, t)
def≡ gv(x)e

Dv(x,0),

(6.3.2)

Вiдповiдно до введених позначень, використовуючи метод характерис-
тик [3], одержимо u(x, t) = Ωu(t− x)e−Du(x,t),

v(x, t) = Ωv(t− x)e−Dv(x,t),
(6.3.3)

де Ωu i Ωv визначаємо iз рiвнянь

Ωu(t) =

∞∫
0

Ku(x, t)Ωu(t− x)dx, (6.3.4)

Ωv(t) =

∞∫
0

Kv(x, t)Ωu(t− x)dx, (6.3.5)

Ωu(−x) = φu(x), (6.3.6)

Ωv(−x) = φv(x). (6.3.7)
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Iнтегральнi рiвняння Volterra другого роду (6.3.4)-(6.3.5) iз умовами
(6.3.6)-(6.3.7) завжди можна розв’язати методом послiдовних набли-
жень [3], записавши їхнi значення через вiдповiднi резольвенти. У кiн-
цевому випадку динамiка чисельностi статей у двостатевiй популяцiї
визначається формулою (6.3.3) з врахуванням знайдених Ωu i Ωv.

Тепер розглянемо, як, знаючи народжуванiсть b(x, t), смертнiсть
d(x, t) i початковий розподiл чисельностi популяцiї за вiком g(x), мож-
на прогнозувати чисельнiсть популяцiї у часi з врахуванням вiкового
складу. Тобто, розглянути питання про керування чисельнiстю iз пев-
ною метою. Такою метою можуть бути, наприклад, боротьба з популя-
цiєю шкiдникiв, пiдтримання чисельностi популяцiї на деякому сталому
рiвнi, оптимiзацiя деякого економiчного критерiю тощо.

Система рiвнянь у таких випадках має вигляд
∂u

∂t
+
∂u

∂x
= −d(x, t)u+ w(x, t),

u(0, t) =

∞∫
0

b(x, t)udx+ w(0, t).

Тут функцiя w описує iнтенсивнiсть штучного притоку або вiдтоку
особин вiку x iз популяцiї у момент часу t.

Розглянемо для прикладу випадок, коли керуванням є додатковий
коефiцiєнт смертностi µ(x, t) (вiдлов частинами популяцiї, забiй певних
особин), тобто рiвняння смертностi з керуванням має вигляд

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= −

{
d(x, t) + µ(x, t)

}
u.

Для випадку стацiонарних характеристик b(x) i d(x) маємо для вище
згаданої функцiї спiввiдношення

Ω(t) =

t∫
0

K(x)Ω(t− x)dx+

∞∫
t

K(x)φ(x− t)dx.
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Якщо можна вимiряти число новонароджених у популяцiї при 0 < t <
∞, то одержимо iнтегральне рiвняння

∞∫
t

K(x)φ(x− t)dx = φ(t),

з якого, знаючи K(x), можна визначити початковий вiковий склад по-
пуляцiї φ(x), або, знаючи φ(x), можна знайти K(x), тобто, деякий
зв’язок мiж народжуванiстю та смертнiстю. Далi, знаючи народжува-
нiсть b(x), яка зазвичай вiдома на вiдмiну вiд смертностi d(x) за фор-
мулою

d(x) =
d

dx
ln

b(x)

K(x)
.

Насправдi початковий розподiл φ(x) можна одержати, оперуючи не
тiльки функцiєю Ω(t), але й динамiкою чисельностi популяцiї, оскiль-

ки N(t) =
∞∫
0

u(x, t)dx є параметром, який найдоступнiший для спосте-
реження.

Iншою проблемою є питання, як за керуванням µ(x, t) досягти де-
якої вiкової структури

G(x) = G(0)e
−

x∫
0

(d(ξ)+µ(ξ))dξ
,

G(0) =

∞∫
0

b(x)G(x)dx.

(6.3.8)

З (6.3.8) одержимо умову на керування
∞∫
0

K(x)e
−

x∫
0

µ(ξ)dξ
dx = 1. (6.3.9)

Це рiвняння є обмеженням на керування µ(x) у стацiонарному випадку.
Отже, розподiл оптимальної стацiонарної вiкової структури виражаєть-
ся спiввiдношенням (6.3.8) з умовою (6.3.9) i є досяжним.
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Подiбнi моделi використовують у демографiчних [37] та iнших бiопо-
пуляцiях [35, 24], для яких методами оптимального керування (принцип
максимуму, принцип Bellman’а) можна керувати динамiкою природних
та штучних популяцiй.

6.4. Задача оптимального керування з iнте-
гральною умовою за вiковим обмеженням
популяцiї

Цей пiдроздiл є демонстрацiєю розв’язування задач оптимального
керування для бiологiчних спiльнот i дозволяє одержати необхiднi умо-
ви оптимальностi задачi оптимального керування динамiкою популяцiї,
для якої керуюча функцiя задовольняє додаткову iнтегральну умову
[1].

На деякому вiдрiзку часу T = [0, tk] розглянемо функцiю двох змiн-
них x(s, t), яка характеризує густину розподiлу популяцiї деякого виду
залежно вiд вiку s ∈ S = [0, sk], де sk – максимальний вiк.

За припущення, що змiна чисельностi популяцiї вiдбувається тiльки
за рахунок народжуваностi та смертностi особин популяцiї, одержимо
рiвняння

∂x(s, t)

∂t
+
∂x(s, t)

∂s
= −µ(s)x(s, t), s ∈ S, t ∈ T, (6.4.1)

з умовами

x(s, 0) = x0(s), s ∈ S, (6.4.2)

x(0, t) = β(t)

s2∫
s1

K(s)u(s)x(s, t)ds, t ∈ T. (6.4.3)

Тут µ(s) – коефiцiєнт смертностi; x0(s) – початковий розподiл попу-
ляцiї за вiком; β(t) – середнiй рiвень народжуваностi у момент часу t ;
K(s) – доля самок.
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Керуванням є функцiя u(s), яка вiдображає вiковий розподiл самок
i пiдлягає обчисленню

s2∫
s1

u(s)ds = 1, (6.4.4)

де 0 < s1 < s2 ⩽ sk – межi дiтородного вiку.
Метою задачi будемо вважати мiнiмiзацiю функцiоналу

I[u] =

∫
S

φ(x(s, tk), s)ds. (6.4.5)

Задачу оптимального керування (6.4.1)-(6.4.5) будемо дослiджувати
при таких припущеннях на вихiднi данi:

1) u, K ∈ C1([s1, s2]),

u(s) ≡ 0, K(s) ≡ 0 ∀s ̸∈ [s1, s2]; (6.4.6)

2) x0 ∈ C1(S), β ∈ C1(T ) ;

3) µ ∈ C([0, sk]),
sk∫
0

µ(s)ds = +∞, (6.4.7)

(ця умова забезпечує нульову густину, якщо вiк популяцiї переви-
щує sk );

4) φ(x, s) є неперервною за обома змiнними i має неперервну i обме-
жену похiдну за x всюди у областi свого визначення.

Використовуючи метод характеристик [3], задачу (6.4.1)-(6.4.3) можна
звести до iнтегрального рiвняння, побудованого на сiмействi характе-
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ристик рiвняння (6.4.1)

x(s, t) =


x0(s− t) · e

−
s∫

s−t

µ(ρ)dρ

, s ⩾ t,

β(t− s) · e
−

s∫
0

µ(ρ)dρ
s2∫

s1

K(r)u(r)x(r, t− s)dr, s < t.

(6.4.8)

За зроблених припущень для довiльного допустимого керування
розв’язок задачi (6.4.1)-(6.4.3) в розумiннi (6.4.8), буде невiд’ємною
функцiєю, гладкою в областях s < t i s > t [3]. Можливою лiнiєю
розриву є пряма s = t. Тому неперервнiсть функцiї x(s, t) всюди у
розглядуванiй областi гарантує умова

x0(0) = β(0)

s2∫
s1

K(s)u(s)x0(s)ds, (6.4.9)

яку називають умовою погодження нульового порядку i вона є додатко-
вим обмеженням на керування.

Задачу (6.4.1)-(6.4.5) дослiдимо за допомогою принципу максимуму
Понтрягiна‘ [1, 9, 20, 12, 13, 14]. Розглянемо прирiст цiльового фун-
кцiоналу (6.4.5) на двох допустимих процесах {u, x} i {ũ = u+∆u, x̃ =
x + ∆x}. Функцiя ∆x = ∆x(s, t) є розв’язком початково-крайової за-
дачi



∂∆x

∂t
+
∂∆x

∂s
= −µ(s)∆x, s ∈ S, t ∈ T,

∆x(s, 0) = 0, s ∈ S,

∆x(0, t) = β(t)

s2∫
s1

K(s)[ũ(s)x̃(s, t)− u(s)x(s, t)]ds, t ∈ T.

(6.4.10)
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З врахуванням (6.4.10) формулу приросту цiльового функцiоналу запи-
шемо у виглядi

∆I[u] = I[ũ]− I[u]

=

∫
S

∆φ(x(s, tk), s)ds+

∫
S

∫
T

ψ(s, t)

[
∂∆x

∂t
+
∂∆x

∂s
+ µ(s)∆x

]
dtds,

де ∆φ = φ(x̃(s, tk), s) − φ(x(s, tk), s), а ψ = ψ(s, t) – наразi невiдома
довiльна кусково-гладка функцiя (спряжена функцiя).

Проведемо такi стандартнi перетворення:
- розвинемо прирiст ∆φ за формулою Taylor’а першого порядку,

видiливши лiнiйну частину вiдносно стану процесу;
- використовуємо формулу iнтегрування частинами;
- доданки iз формули iнтегрування частинами∫

T

ψ(0, t)∆x(0, t)dt

перетворюємо iз врахуванням (6.4.10);
- використавши (6.4.6), переходимо вiд iнтегрування на вiдрiзку

[s1, s2] до iнтегрування по S, мiняючи порядок iнтегрування;
- функцiю ψ = ψ(s, t) виберемо iз спряженої задачi

∂ψ(s, t)

∂t
+
∂ψ(s, t)

∂s
=

µ(s)ψ(s, t)− ψ(0, t)β(t)K(s)u(s), s ∈ S, t ∈ T,ψ(s, tk) = −∂φ(x(s, tk), s)
∂x

, s ∈ S,

ψ(sk, t) = 0, t ∈ T.

(6.4.11)

Тодi кiнцевий варiант формули приросту можна записати у виглядi

∆I[u] = −
s2∫

s1

K(s)∆u(s)

∫
T

ψ(0, t)β(t)x(s, t)dtds+ η, (6.4.12)
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де

η =−
s2∫

s1

K(s)∆u(s)

∫
T

ψ(0, t)β(t)∆x(s, t)dtds

+

∫
S

oφ(|∆x(s, tk)|)ds.

(6.4.13)

Тут останнiй доданок у (6.4.13) – величина вищого порядку малостi
щодо |∆x(s, tk)|, яку одержуємо iз застосуванням формули Taylor’а для
∆φ.

Формула приросту функцiоналу (6.4.12) одержана для двох довiль-
них допустимих процесiв.

Далi дослiдження задачi побудована на застосуваннi некласичної ва-
рiацiї допустимих керувань [1, 20] iз врахуванням обмежень (6.4.6).

Нехай u = u(s) – допустиме керування, варiацiя якого задається
формулою

uε,δ(s) =

(
1 + ε · dδ(s)

ds

)
u(s+ εδ(s)).

Тут ε ∈ [0, 1] – параметр, що характеризує прирiст варiювання, δ =
δ(s) – двiчi неперервно-диференцiйовна функцiя з умовами

s1 ⩽ s+ δ(s) ⩽ s2,
dδ(s)

ds
⩾ −1, s ∈ [s1, s2], δ(s1) = δ(s2) = 0.

Застосування цiєї варiацiї для допустимого керування зберiгає для ке-
рування умову (6.4.4). Справдi,

s2∫
s1

uε,δ(s)ds =

s2∫
s1

(
1 + ε

dδ(s)

ds

)
u(s+ εδ(s))ds

при замiнi ρ = s+ εδ(s) спiвпадає iз (6.4.4).
Оцiнимо залишковий член (6.4.13) у формулi приросту функцiоналу
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для двох допустимих процесiв {u, x} та {uε,δ = u +∆u, xε = x +∆x}.
Скориставшись неперервною диференцiйовнiстю допустимих керувань,
представимо

∆u(s) =

(
1 + ε

dδ(s)

ds

)
u(s+ εδ(s))− u(s) =

u(s+ εδ(s))− u(s) + ε
dδ(s)

ds
u(s+ εδ(s)) =

ε

(
δ(s)

du

ds
+
dδ

ds
u(s)

)
+ o(ε).

Отож, прирiст керування є величиною порядку ε.
Iнтегрування представлення розв’язку (6.4.8) дає можливiсть оцiни-

ти прирiст стану, тобто

∆x(s, t) =



0, s ⩾ t,

β(t− s) · e
−

s∫
0

µ(ρ)dρ
×

s2∫
s1

K(r)

[
uε(r)xε(r, t− s)− u(r)x(r, t− s)

]
dr, s < t.

Враховуючи обмеженiсть вихiдних функцiй легко одержати нерiвнiсть

|∆x(s, t)| ⩽M

s2∫
s1

|∆x(r, t− s)|dr + L

s2∫
s1

|∆u(r)|dr,

M, L = const ⩾ 0. З цiєї нерiвностi, враховуючи, що керування є
величиною порядку ε, шляхом послiдовних наближень одержимо

|∆x(s, t)| ∼ ε, s ∈ S, t ∈ T.
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Тодi формулу приросту функцiоналу можна представити

I[uε,δ]− I[u] =

− ε

s2∫
s1

K(s)
d

ds
[δ(s)u(s)]

∫
T

ψ(0, t)β(t)x(s, t)dtds+ o(ε). (6.4.14)

Пiдставивши представлення (6.4.14) у формулу приросту функцiона-
лу (6.4.12) i знову iнтегруючи частинами, одержимо необхiдну умову
оптимальностi

Теорема 6.4.1. Нехай u∗ = u∗(s) – оптимальне керування задачi
(6.4.1)-(6.4.5) i x∗ = x∗(s, t) – вiдповiдний йому стан, а ψ∗ = ψ∗(s, t) –
розв’язок спряженої задачi (6.4.11) при u∗ = u∗(s), x∗ = x∗(s, t). Тодi
∀s ∈ [s1, s2] виконується умова

∫
T

u∗(s)ψ∗(0, t)β(t)
∂

∂s

(
K(s)x∗(s, t)

)
dt = 0. (6.4.15)

Умова (6.4.15) є необхiдною умовою оптимальностi розглянутої за-
дачi.

6.5. Завдання для самостiйного опрацювання

♦ Завдання 6.5.1. Розв’язати стацiонарну задачу оптимальної
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структури популяцiї 

du

dt
= −

(
du(x) + µu(x)

)
u,

dv

dt
= −

(
dv(x) + µv(x)

)
v,

u(0) =

∞∫
0

bu(x)udx,

v(0) =

∞∫
0

bv(x)udx.

♦ Завдання 6.5.2. Методом характеристик та iтерацiй розв’язати
задачу вiкової структури популяцiї

∂u

∂x
+
∂u

∂t
= λ(x, t, U(t)),

u(x, 0) = f0(x), x ⩾ 0,

u(0, t) = B(t) =

b∫
a

β(x, t, U(t))u(x, t)dx, t ⩾ 0,

де

U(t) =

b∫
a

u(x, t)dx, 0 < a < b <∞.

♦ Завдання 6.5.3. Розв’язати задачу ”лiмiтованої” популяцiї пiд
дiєю керуючого впливу u :

I[u] =

T∫
0

uN(t)dt+N(T ) → min,


dN

dt
= (ε− γN)N − uN,

N(0) = N0.
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♦ Завдання 6.5.4. Задача, що враховує мiграцiю популяцiї, зво-
диться до спiввiдношень

∂x

∂t
+
∂x

∂s
= −d(s, t)x+m(s, t),

x(0, t) =

∞∫
0

b(s, t)xds,

x(s, 0) = φ(s).

Знак m вiдповiдає притоку (m > 0 ) або вiдтоку (m < 0 ) особин попу-
ляцiї вiком s в момент часу t. Насправдi m(s, t) є керуванням дина-
мiкою вiкової структури популяцiї. Показати, що розв’язок має вигляд

x(s, t) = m̃(s, t)e
−

r∫
0

d(ξ,t−s+ξ)dξ
,

де

m̃(s, t) =

s∫
0

m(ξ, t− s+ ξ)dξ.

♦ Завдання 6.5.5. Якщо у завданнi 6.5.4 m(s, t) = 0, то

x(s, t) = Ω(t− s)e
−

s∫
0

d(ξ,t−s+ξ)dξ
,

де для функцiї Ω одержуємо iнтегральне рiвняння

Ω(t) =

∞∫
0

K(s, t)Ω(t− s)ds,

Ω(−s) = φ̃(s),

K(s, t) = b(s, t)e
−

s∫
0

d(ξ,t−ζ+ξ)dξ
,

φ̃(s) = φ(s)e

s∫
0

d(ξ,ξ−ζ)dξ
.
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Побудувати розв’язок цього iнтегрального рiвняння методом послiдов-
них наближень.

♦ Завдання 6.5.6. Довести iснування та єдинiсть розв’язку задачi
iз завдання 6.5.5 методом стискуючих вiдображень.

♦ Завдання 6.5.7. Знайти розв’язок задачi, що описує залежнiсть
популяцiї iз параметром запiзнення

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= −λ(x, z(t))u(x, t),

u(x, 0) = ν(x),

u(0, t) =

∞∫
0

ρ(x, z(t))u(x, t)dx

z(t) =

∞∫
0

u(x, t)dx.
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основна лема варiацiйного числен-

ня, 233
особливi керування, 312
перша варiацiя функцiоналу, 232
початкова задача, 249
принцип максимуму, 258
принцип максимуму Понтрягiна,

256, 310, 311, 326
принцип максимуму для задачi iз

нескiнченним обрiєм керу-
вання, 262

принцип оптимальностi Bellman’а,
284

прирiст функцiоналу, 232
продуктивнiсть популяцiї, 310
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простiр неперервних функцiй, 225
простiр стану, 248
рекурсивна функцiя (recursive functi-

on), 47
рiчний темп приросту числа пра-

цюючих, 239
рiвняння

нерозривностi, 313
Bellman’а, 285
Euler’а, 234, 235
Fitzhugh–Nagumo, 215

розв’язок спряженої системи рiв-
нянь, 262

розв’язок спряженої задачi, 280
сильна мiнiмаль, 231
сильний мiнiмум функцiоналу, 231
система

хижак-жертва, 210
слабка мiнiмаль, 231
слабкий мiнiмум функцiоналу, 231
спряжена система, 259, 260, 312
спряжена система рiвнянь, 262
спряжене рiвняння, 266
спряженi функцiї, 259
спряженi змiннi, 257, 263
стацiонарний режим, 298
стацiонарний режим траєкторiї,

298
стани системи, 250
стратегiя оподаткування, 300
теорiя оптимального керування,

230
термiнальний функцiонал, 226
тiньова цiна, 278

тiньова цiна капiталу, 278
тiньова цiна одиницi кiнцевого ка-

пiталу, 278
тiньова цiна приросту фондiв, 296
точка перемикання керування, 305
траєкторiя рiвноважна (стацiонар-

на, стiйка), 241
траєкторiя системи, 248
траєкторiя збалансованого росту,

298
умова погодження нульового по-

рядку, 326
умова слабкого мiнiмуму, 233
умова трансверсальностi, 274
умова трансверсальностi для за-

дачi оптимального керува-
ння iз вiльним правим кiн-
цем, 275

умови додаткової (доповнюючої)
нежорсткостi, 274

умови додаткової нежорсткостi,
274

умови слабкої мiнiмалi, 231
умови трансверсальностi, 274
варiацiя функцiоналу, 233
варiацiя кривої, 231
виробнича функцiя Cobb-Douglas’а,

245, 247
вiкова густина чисельностi особин,

320
задача Cauchy, 249, 282, 301
задача iз рухомими кiнцями, 272
задача iз вiльним правим кiнцем

траєкторiї, 272
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задача керування iз лiвим рухомим
кiнцем траєкторiї, 273

задача оптимального керування,
252

задача оптимального керування iз
нескiнченним обрiєм, 262

задача оптимального керування з
рухомими кiнцями, 273

задача оптимальної швидкодiї, 253
задача про обидва рухомi кiнцi

траєкторiї, 273
жорстка задача, 147

axes (осi), 67

hamiltonian (гамiльтонiан), 257,
296

Jacobian-matrix, 152

rank (ранг), 67

ufunc (унiверсальна функцiя), 83
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