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Вступ

У цьому курсi вивчається середовище MatLabr для операцiйної сис-
теми Windowsr та його застосування до обчислення задач i моделей
математичної економiки, зокрема, оптимального керування соцiально-
економiчними процесами, якi описанi диференцiальними рiвняннями.
Оскiльки будь-яка економiчна система має визначену мету функцiону-
вання (критерiй якостi), а також свободу вибору, то математичним апа-
ратом для таких систем є теорiя оптимального керування (динамiчна
оптимiзацiя).

У цьому пiдручнику проаналiзовано деякi задачi оптимального керу-
вання динамiчними моделями економiки, бiологiї, теорiї популяцiй, при-
родоохоронної дiяльностi тощо, тому зроблено детальний аналiз мето-
дiв теорiї оптимального керування, зокрема, огляд принципу максимуму
Л.С. Понтрягiна для одержання необхiдних умов оптимальностi.

Посiбник складається з вступу та дев’яти роздiлiв, завдань для само-
стiйної роботи, додаткiв i списку рекомендованої лiтератури. Для зруч-
ностi читачiв створено списки графiкiв i таблиць, якi помiщенi на поча-
тку пiдручника. Крiм того, утворений iндексний перелiк важливих тер-
мiнiв, якi використовуються у пiдручнику.

Першi п’ять роздiлiв присвяченi системi MatLabr , починаючи вiд
основ програмування у програмному середовищi, спецiальних обчислень,
операторiв керування, побудови графiкiв, побудова програм i процедур.

У шостому роздiлi розглянуто задачi оптимiзацiї у MatLabr , зокре-
ма, задачi лiнiйного та нелiнiйного програмування, iтерацiйнi та апрок-
симацiйнi методи, якi служать основою для побудови чисельних алго-
ритмiв знаходження наближених розв’язкiв дослiджуваних задач.

Сьомий роздiл присвячений наближеному знаходженню у MatLabr

розв’язкiв початкових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь.
У восьмому роздiлi посiбника наведенi основнi програми MatLabr

та їхнє застосування до задач оптимального керування рiзноманiтними
процесами. У цьому роздiлi також описанi математичний алгоритм оп-
тимального керування, принцип максимуму Понтрягiна та його застосу-
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вання у багатьох конкретних задачах.
Дев’ятий роздiл навчального посiбника присвячений оптимальному

керуванню дифузiйними процесами. Наведено теоретичнi обґрунтування
iснування оптимального керування, алгоритми знаходження чисельного
розв’язку дослiджуваних моделей.

Посiбник укладено так, що у кожному роздiлi розглянуто конкретнi
приклади, подано вказiвки до розв’язування самостiйних завдань, сфор-
мульовано дещо складнiшi завдання для самостiйного опрацювання, якi
можуть слугувати основою для написання курсових чи маґiстерських
робiт.

Наведено велику кiлькiсть лiтературних джерел. Усi англомовнi ма-
терiали доступнi в електронних варiантах i легко використати студен-
там для самостiйної роботи. Для розгляду конкретних тем є лiтератур-
нi посилання. Зазначимо, що наявнiсть великої кiлькостi лiтературних
першоджерел iз теорiї оптимального керування соцiально-економiчними
процесами свiдчить про те, що пропованi методи i пiдходи з використа-
нням програмного середовища MatLabr вiдкривають можливостi для
ефективного i простого розв’язування прикладних задач оптимального
керування системами звичайних диферецiальних рiвнянь i з частинними
похiдними.

У посiбнику використано пороздiлову нумерацiю формул, де перший
номер (прикладiв, завдань тощо) означає номер роздiлу, другим – номер
пiдроздiлу, далi порядковий номер формули. Подiбно пронумеровано ри-
сунки та таблицi (першим є число, що означає номер роздiлу, другим –
порядковий номер рисунка чи таблицi).

Числовi результати, наведенi у посiбнику, проводили у системi
MatLabr : Version 7.9.0.529(R2009b), 64-bit(win64), August 12,2009, Li-
cense Number: 307463.

Навчальний посiбник розрахований для студентiв старших курсiв ба-
калаврських та маґiстерських програм. Курс читали продовж декiль-
кох рокiв для студентiв механiко-математичного факультету, спецiалiза-
цiї ”Математична економiка та економетрика” Львiвського нацiонального
унiверситету iменi Iвана Франка. Основою курсу слугувала монографiя
[5]. Доповнено завданнями для самостiйного опрацювання, застосування
MatLabr для знаходження розв’язкiв сформульованих задач.

Автори



Роздiл 1

Ознайомлення з MatLabr

У цьому роздiлi описано основнi принципи роботи у системi
MatLabr , починаючи вiд призначення клавiш керування до основ про-
грамування. Очевидно, автори не ставили собi за мету детально описати
систему, а сконцетрували увагу на тих можливостях системи, якi будуть
використанi у дослiдженнi розглядуваних проблем. Детальнiше про са-
му систему MatLabr та її використання для дослiдження спорiднених
проблем читач може знайти за посиланням [75, 76, 46, 47, 74, 21, 68].

1.1. Призначення системи MatLabr

MatLabr реалiзує три важливi концепцiї програмування:

• процедурне модульне програмування, яке спирається на створення
модулiв – процедур i функцiй;

• об’єктно-орiєнтоване програмування, особливо важливе в реалiзацiї
графiчних засобiв системи;

• вiзуально-орiєнтоване програмування, основним завданням якого є
створення графiчного iнтерфейсу користувача GUI (Graphics Users
Interface).

Мова програмування MatLabr належить до класу iнтерпретаторiв. Це
означає, що будь-яка команда системи розпiзнається (iнтерпретується) за
її iменем (iдентифiкатором) i вiдразу виконується в команднiй стрiчцi,
що забезпечує легку перевiрку частинами довiльного програмного коду.
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1.2. Початок роботи в системi MatLabr

1.2.1. Ознайомлення з роботою в системi

Для практичної роботи будемо використовувати програмний ком-
плекс MatLabr 8.3.0.532 (R2014a), робота в якому досить легка та
комфортна. У стандартному завантаженнi (клацнувши мишкою по яр-
лику програми MatLabr ) на екранi вiдкривається система меню та три
вiкна: робоча область, вiкно iсторiї, командне вiкно. Робота з меню ви-
конується за допомогою манiпулятора мишки та набору певних клавiа-
турних комбiнацiй (”гарячих клавiш”). У вiкнi робочої областi вiдобра-
жаються iмена змiнних, уведених користувачем, та їх поточнi значення.
Вiкно iсторiї використовується для зберiгання та вiдображення ранiше
виконаних команд користувача. Iнтерактивний сеанс роботи в командно-
му вiкнi MatLabr прийнято iменувати сесiєю (session). Сесiя, по сутi, є
поточним документом, який вiдображає роботу користувача з системою
MatLabr . У нiй є рядки введення даних, результатiв i повiдомлень про
помилки. За допомогою команд сесiї користувач взаємодiє з середовищем
пакета. Поiменованi данi поточної сесiї, розташованi в робочiй областi
пам’ятi (але не саму сесiю), можна записати на диск у виглядi файлiв
формату *.mat, використовуючи команду save (зберегти). Командою load
(завантажити) можна вiдновити з диска данi робочої областi. Фрагменти
сесiї можна зберегти в певному документi за допомогою команди diary.
У роботi з MatLabr у командному режимi дiє найпростiший рядковий
редактор. Команди, якi використовуються у редакторi, мають зазвичай
вiдповiднi комбiнацiї клавiш для їх виклику, якi наведенi в табл. 1.1.

Табл. 1.1. Список клавiш редагування

Комбiнацiя клавiш Призначення

→ або Ctrl+b перемiщує курсор вправо на один сим-
вол

← або Ctrl+f перемiщує курсор влiво на один символ

Ctrl+ → або Ctrl+r перемiщує курсор вправо на одне слово

Ctrl+ ← або Ctrl+l перемiщує курсор влiво на одне слово

Home або Ctrl+a перемiщує курсор на початок стрiчки
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End або Ctrl+e перемiщує курсор на кiнець стрiчки

↑ i ↓ або Ctrl+p i Ctrl+n перелистування попереднiх команд
вверх або вниз для пiдстановки їх у
стрiчку вводу

Del або Ctrl+d витирання символа справа вiд курсора

Backspace або Ctrl+h витирання символа злiва вiд курсора

Ctrl+k витирання до кiнця стрiчки

Esc витирання стрiчки вводу

Ins вмикання/вимикання режиму вставки

PgUp перегортання сторiнки сесiї догори

PgDn перегортання сторiнки сесiї донизу

1.2.2. Операцiї редагування стрiчки

Працюючи з MatLabr у командному режимi дiє найпростiший стрiч-
ковий редактор. Обмежимося перелiком команд стрiчкового редагува-
ння. Особливу увагу треба звернути на застосування клавiш ↑ та ↓ . Во-
ни використовуються для пiдстановки пiсля маркера стрiчки вводу >>
ранiше введених стрiчок, наприклад для їх виправлення, дублювання
чи доповнення. Цi клавiшi забезпечують перегортання ранiше введених
стрiчок знизу до верху або навпаки. Така можливiсть iснує завдяки ор-
ганiзацiї спецiального стека, який зберiгає стрiчки з ранiше введеними
командами.

1.2.3. Команди управлiння вiкном

Корисно на самому початку працi в середовищi засвоїти команди
управлiння вiкном командного режиму:

• clc – очищує екран i розмiщує курсор у лiвому верхньому кутi
порожнього екрана;

• home – повертає курсор у лiвий верхнiй кут дiалогового вiкна;

• echo <file_name> on – вмикає режим виводу на екран тексту
Script-файлу (файлу-сценарiя);

• echo <file_name> off – вимикає режим виводу на екран тексту
Script-файлу;
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• echo <file_name> – змiнює режим виводу на екран на протилеж-
ний;

• echo on all – вмикає режим виводу на екран тексту всiх m-файлiв;

• verb echo off all – вимикає режим виводу на екран тексту всiх
m-файлiв;

• more on – вмикає режим посторiнкового виводу на екран (корисний
для перегляду великих m-файлiв);

• more off – вимикає режим посторiнкового виводу (в цьому випадку
для перегляду великих m-файлiв користуватися лiнiйкою прокрут-
ки);

1.3. Оператори та внутрiшнi функцiї
MatLabr

Оператор – це спецiальне позначення для визначеної операцiї (дiї)
над даними – операндами. Оператори використовуються сумiсно з опе-
рандами. Наприклад, у виразi 2+3 знак ”+” є оператором додавання, а
числа 2 i 3 – операндами. Оператори також є об’єктами математичних
виразiв i мов програмування.

Зауважимо що бiльшiсть операторiв належать до матричних опера-
цiй, що може зумовити певнi непорозумiння. Наприклад, оператори мно-
ження ”*” та дiлення ”/” обчислюють, вiдповiдно, добуток i частку вiд
дiлення двох масивiв, векторiв i матриць. Крiм того, є низка спецiаль-
них операторiв, наприклад, оператор ” \ ” означає дiлення справа налiво,
а оператори ”.*” та ”./” означають, вiдповiдно, поелементне множення та
поелементне дiлення масивiв. Повний список операторiв можна отрима-
ти, використовуючи команду help ops. Система повертає повiдомлення,
яке зображено у табл. 1.2.

Функцiї в середовищi MatLabr – об’єкти системи, якi мають унi-
кальнi iмена, виконують визначенi перетворення своїх аргументiв i по-
вертають результати цих перетворень. Повернення результатiв – ха-
рактерна особливiсть функцiй. У цьому випадку результат обчислення
функцiї з одним вихiдним параметром пiдставляється на мiсце звернення
до неї, що дає змогу використовувати функцiї в математичних виразах,
наприклад, функцiю sin у виразi 2*sin(pi/2).
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У загальному випадку функцiї мають список аргументiв (парамет-
рiв), якi помiщаємо в круглi дужки. Наприклад, функцiя Bessel’a за-
писується у виглядi bessel(NU,X). У цьому випадку список параметрiв
мiстить два аргумент – NU у виглядi скаляра та X у виглядi вектора. Де-
якi функцiї дають змогу записати в iншому форматi, який вiдрiзняється
списком параметрiв. Якщо функцiя повертає декiлька значень, то вона
записується у виглядi

[Y1,Y2,...]=func(X1,X2,...)
де Y1,Y2... – список вихiдних параметрiв; X1,X2... – список вхiдних аргу-
ментiв (параметрiв).

Перелiк елементарних функцiй, якi вмонтованi в систему MatLabr ,
можна викликати командою

help elfun
а зi списком спецiальних функцiй середовища – командою

help specfun
Функцiї можуть бути вмонтованими (внутрiшнiми) та зовнiшнiми, або
m-функцiями

Табл. 1.2. Список операторiв MatLabr

>>help ops
Operators and special characters.

Arithmetic operators.

plus - Plus +
uplus - Unary plus +

minus - Minus -

uminus - Unary minus -

mtimes - Matrix multiply *

times - Array multiply .*
mpower - Matrix power ˆ
power - Array power .̂

mldivide - Backslash or left matrix divide \
mrdivide - Slash or right matrix divide /

ldivide - Left array divide .\
rdivide - Right array divide ./



6 Роздiл 1. Ознайомлення з MatLabr

idivide - Integer division with rounding
option.

kron - Kronecker tensor product

Relational operators.

eq - Equal ==
ne - Not equal ∼=
lt - Less than <
gt - Greater than >
le - Less than or equal <=
ge - Greater than or equal >=

Logical operators.

relop - Short-circuit logical AND &&
relop - Short-circuit logical OR ||
and - Element-wise logical AND &
or - Element-wise logical OR |
not - Logical NOT ∼
punct - Ignore function argument or output ∼
xor - Logical EXCLUSIVE OR
any - True if any element of vector is

nonzero
all - True if all elements of vector are

nonzero

Special characters.

colon - Colon :
paren - Parentheses and subscripting ( )
paren n- Bracketsn [ ]
paren - Braces and subscripting { }
punct - Function handle creation @
punct - Decimal point .
punct - Structure field access .
punct - Parent directory ..
punct - Continuation ...
punct - Separator ,
punct - Semicolon ;
punct - Comment %
punct - Invoke operating system command !
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punct - Assignment =
punct - Quote ’
transpose - Transpose .’
ctranspose - Complex conjugate transpose ’
horzcat - Horizontal concatenation [,]
vertcat - Vertical concatenation [;]
subsasgn - Subscripted assignment ( ),{ },.
subsref - Subscripted reference ( ),{ },.
subsindex - Subscript index
metaclass - Metaclass for MatLabr class ?

Bitwise operators.
bitand - Bit-wise AND.
bitcmp - Complement bits.
bitor - Bit-wise OR.
bitmax - Maximum floating point integer.
bitxor - Bit-wise XOR.
bitset - Set bit.
bitget - Get bit.
bitshift - Bit-wise shift.

Set operators.
union - Set union.
unique - Set unique.
intersect - Set intersection.
setdiff - Set difference.
setxor - Set exclusive-or.
ismember - True for set member.

See also arith, relop, slash, function_handle.

1.3.1. Синтаксис операторiв MatLabr

Вхiдна мова MatLabr нараховує всього 9 операторiв, якi використо-
вують 14 службових слiв. Синтаксичнi конструкцiї операторiв подано у
табл. 1.3.

Зауважимо, що мова MatLabr не мiстить оператора безумовного пе-
реходу за мiткою go to. Тому у текстах m-файлiв немає мiтки операторiв.
Для iдентифiкацiї стрiчок, у яких виникають аварiйнi ситуацiї, викорис-
товуються внутрiшнi номери, якi присвоюються системою автоматично.
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Табл. 1.3. Синтаксис операторiв MatLabr

Форма оператора Призначення

1 var=expr Оператор присвоєння. Обчислює значе-
ння виразу expr i присвоює його змiннiй
var.

2 if condition_1
operators_1

[ elseif condition_2
operators_2

elseif condition_3
operators_3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
else operators ]

end

Умовний оператор. Якщо перевiрка
умови condition_1 повертає true, то-
дi виконуються оператори operators_1,
якщо справджується condition_2, тодi
виконуються operators_2, i т.д. Якщо не
справджується жодна з умов, тодi вико-
нуються operators мiж else та end.

3 switch expr
case val1

operators_1
case val2

operators_2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[ otherwise

operators]
end

Перемикач стосовно значення виразу
expr. Якщо це значення збiгається з
val1, тодi виконується група опера-
торiв operators_1 ; якщо збiгається з
val2, тодi виконується група операторiв
operators_2, i т.д. Якщо значення expr
не збiгається з жодною iз заданих вели-
чин, тодi виконуються група операторiв
мiж otherwise та end.

4 for var=e1:[e2:]e3
operators

end

Петля типу математичної прогресiї, у
якiй змiнна var на кожному кроцi по-
вторення тiла петлi змiнюється вiд по-
чаткового значення e1 iз кроком e2 до
кiнцевого значення e3. Якщо кроку e2
немає (його наявнiсть є опцiйною), то
за замовчуванням крок дорiвнює 1.

5 while condition
operators

end

Цикл iз передумовою, який повторю-
ється доти, доки умова condition не
прийме значення true.

6 try
operators_1

verb"catch"
phtwoperators_2
end

Намагання виконати групу операторiв
operators_1. За умови, що пiд час ви-
конання operators_1 виникає виняткова
ситуацiя, керування передається групi
операторiв operators_2 (використову-
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ється для опрацювання можливих збiй-
них ситуацiй). Якщо при опрацюваннi
operators_1 помилки не виникає, тодi
iгнорується виконання групи операто-
рiв operators_2.

7 break Безумовне переривання керуючих кон-
струкцiй типу for, while, switch,
try-catch

8 function f1
function
f2(x1,x2,...)
function
y=f3(x1,x2,...)
function
[y1,y2,...]=f4(x1,x2,...)

Заголовок функцiї (x1,x2,... – вхiднi па-
раметри; y1,y2,... – вихiднi параметри).

9 return Безумовний дотермiновий вихiд iз тiла
функцiї

Коментарi у m-файлах починаються з символа %. Вони можуть бути
розташованi на початку рядка або правiше вiд оператора. Однак у напи-
саннi сценарiю m-файлу коментарi, розташованi на початку, вiдiграють
особливу роль. Перша група рядкiв послiдовно заповнених коментарями
до порожнього рядка утворює текст, який система повертає за командою
help разом iз iменем m-файлу.

? Приклад 1.3.1. Наведемо приклад. Утворимо сценарiй i збере-
жемо його у файлi fact5.m обчислення значення 5! , додавши пояснення
до програми (див. табл. 1.4).

Табл. 1.4. Програма-сценарiй обчислення значення 5!

% This programm return 5!
a=1;
for i=1:5
a=a*i;

end
a
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У бiжучому рядку командного вiкна впишемо команду
>> fact5
Тодi система поверне обчислене значення:
a=
120

Якщо тепер у бiжучому рядку командного вiкна звернутися по допомогу
до цiєї явно несистемної функцiї, то MatLabr поверне повiдомлення:
>> help fact5
This programm return 5!

1.3.2. Оператори керування виконання програми

Умовнi оператори if, else, elseif

Конструкцiя оператора if

if condition
block

end

виконує оператори block, якщо condition повертає вартiсть true. Якщо
condition повертає false, то оператори block не виконуються. Якщо ж пiс-
ля умовного оператора if йдуть кiлька операторiв elseif

if condition
block

elseif condition
block
.
.
.

end

то така конструкцiя працює аналогiчно як вище. Якщо не виконується
жодна з умов elseif, тодi виконуються оператори block, що слiдують пiсля
else, який i замикає умовний оператор if:

.

.

.
else

block
end
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? Приклад 1.3.2. За допомогою умовного оператора if визначимо
у середовищi MatLabr функцiю signum. Для цього створимо такий m-
файл:

function sgn=signum(a)
if a>0;
sgn=1;

elseif a<0;
sgn=-1;

else a=0;
sgn=0;

end

та запишемо його пiд iменем signum.m. Пiсля чого у Command Window (за
умови, що signum.m записаний саме у Current Folder) обчислимо:

>> [signum(-2.456) signum(0) signum(5.23)]
ans =

-1 0 1

Оператори циклу switch, while, for

Оператор switch має таку структуру

switch expression
case value1

block
case value2

block
.
.
.
otherwise

block
end

Обчислюється вираз expression i передається на виконання того block, для
якого case збiгається з обчисленим значенням. Наприклад, якщо обчи-
слене значення expression має значення value1, то виконується block, який
слiдує пiсля нього. Якщо значення expression не збiгається з жодним зна-
ченням case, то виконується block пiсля otherwise. Продемонструємо це на
прикладi.
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? Приклад 1.3.3. Створимо script-файл valuetrigfunc.m, за допо-
могою якого повертається значення тригонометричних функцiй sin, cos,
tan, та повертає повiдомлення про невизначенiсть функцiї, якщо не збi-
гається з перелiченими:

function y=valuetrigfunc(func,x)
switch func

case ’sin’;
y=sin(x)

case ’cos’;
y=cos(x)

case ’tan’;
y=tan(x)

otherwise
error(’No such function defined’)

end

Тепер у Command Window обчислимо

[valuetrigfunc(’sin’,pi/6);valuetrigfunc(’cos’,pi/3);...
valuetrigfunc(’tan’,pi/4);valuetrigfunc(’exp’,1)]

Отримали результат обчислення у виглядi стовпчика (елементи обчислю-
ваного масиву роздiленi ” ;”), першi три значення обчисленi, а четвертий
результат у виглядi повiдомлення про помилку, позаяк намагалися об-
числити функцiю, яка не визначена:

y =
0.5000

y =
0.5000

y =
0.1000

Error using valuetrigfunc (line 10)
No such function defined

Iнструкцiя while, яка записується у виглядi

while condition
block

end

виконує оператор block, поки condition повертає true. Наступний приклад
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iлюструє використання циклу while.

? Приклад 1.3.4. Обчислимо, через скiльки рокiв первинний ка-
пiтал у розмiрi 1000 $ за рiчної вiдсоткової ставки у 6% зросте до 10000 $.
Цього впровадимо у бiжучому рядку вiкна Command Window системи
MatLabr послiдовнiсть iнструкцiй:

>> p=1000; years=0;
while p<10000

years=years+1;
p=p*(1+0.06);

end

Пiсля обчислення вiзуалiзуємо одержаний результат:

>> years

У дiалоговому вiкнi система поверне обчислене значення:

years =
40

Цикл for передбачає наявнiсть змiнної target, яка послiдовно приймає
значення послiдовностi sequence. Структура циклу така

for target=sequence
block

end

У пiдсумку виконується процедура block у кожному послiдовному при-
своєному значеннi змiнної target значень послiдовностi sequence. Розгля-
немо наступний приклад використання циклу for.

? Приклад 1.3.5. Обчислити першi 12 значень чисел Fibonacci та
результат подати у виглядi масиву двох стовпчикiв, з яких перший – но-
мер числа Fibonacci, а другий – значення числа. Послiдовнiсть команд у
бiжучому рядку вiкна Command Window виглядатиме так:

>> y(1)=1; y(2)=1;
for n=1:12;
y(n+2)=y(n)+y(n+1);
c(n)=n;
end
[c;y(1:12)]’

ans =
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1 1
2 1
3 2
4 3
5 5
6 8
7 13
8 21
9 34
10 55
11 89
12 144

Зауважимо, що у цьому циклi target n приймає послiдовно 12 зна-
чень вiд 1 до 12 , для того, щоб обчислити масив c номерiв, i водночас
обчислюються першi 14 чисел Fibonacci, оскiльки першi два числа ви-
значенi до початку циклу. Для того, щоб повернути правильну вiдповiдь,
необхiдно з масиву y ”вийняти” першi 12 значень.

Наступний приклад демонструє як у середовищi MatLabr обчисле-
ння за допомогою циклу можна органiзувати безпосередньо, не викорис-
товуючи оператор for.

? Приклад 1.3.6. Обчислити послiдовнi значення функцiї cosx
(протабулювати функцiю) вiд 0 до π/2 з кроком π/10 . Використовуючи
оператор циклу for у середовищi MatLabr , процедура виглядатиме
так:

>> for n=0:5 % loops over the sequence 0 1 2 3 4 5
y(n+1)=cos(n*pi/10);
end

>> y
y =
1.0000 0.9511 0.8090 0.5878 0.3090 0.0000

У цьому завданнi потрiбно було обчислити масив значень функцiї на
масивi аргументу. А таке обчислення можна виконати безпосередньо:

>> n=0:5;
>> y(n+1)=cos(n*pi/10);
>> y

y =
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1.0000 0.9511 0.8090 0.5878 0.3090 0.0000

Оператор break

Для переривання циклу використовують iнструкцiю break. Якщо у
процесi обчислення програма натрапляє на break, то керування переадре-
совується першiй iнструкцiї, яка йде пiсля циклу.

? Приклад 1.3.7. Наступний приклад програми, за допомогою
якої створюється вектор довiльної довжини, компоненти якого впрова-
джуються за вимогою. Процедура створення вектора припиняється, як-
що немає елемента. Утворимо у редакторi середовища MatLabr скрип-
товий файл такого змiсту:

function x=buildvec
for i=1:10000

elem=input(’==>’); %Promts for input of elements
if isempty(elem) %Check for empty element

break
end
x(i)=elem;

end

Тепер за допомогою процедури створимо два вектори x1 та x2 розмiрно-
стi 4 та обчислимо їх прямий добуток i скалярний добуток:

>> x1=buildvec
==>2
==>3
==>4
==>5
==>

x1 =
2 3 4 5

>> x2=buildvec
==>3
==>4
==>5
==>6
==>

x1 =
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3 4 5 6

>> x1.*x2

ans =
6 12 20 30

>> x1*x2’
ans =

68

Отже, прямий добуток векторiв x1.*x2=[6 12 20 30], скалярний добу-
ток x1*x2’=68. Як бачимо, процедура створення вектора з елементами
до запитання створена так, що пiсля кожного впровадження елемента
виконується перевiрка, чи введене значення цього елемента. Як тiльки
виявиться, що значення елемента не введено, iнструкцiя break перериває
цикл i завершує обчислення.

Оператор continue

Iнструкцiя continue здiйснює безумовний перехiд до виконання на-
ступної iнструкцiї в циклi, яка йде за нею. Покажемо застосування цього
оператора на прикладi

? Приклад 1.3.8. Утворити функцiю, яка б у стрiчцi s1=’This is
too bed’ злiквiдувала ’too’. Запишемо m-файл такого змiсту:

function s2=strip(s1)
s2=”; %Create an empty string
for i=1:length(s1)

if s1(i)==’o’
elseif s1(i)==’t’

continue
else
s2=strcat(s2,s1(i)); %Concatenation%
end

end

На кожному кроцi циклу виконується перевiрка значення кожного
елемента стрiчки s1. Якщо елементом стрiчки є символ ’o’ або ’t’, то-
дi iнструкцiя continue передає управлiння збiльшення кроку циклу, тим
самим пропустивши команду приєднання i-елемента стрiчки s1 до ново-
створюваної стрiчки s2. Перевiримо дiю утвореного сценарiю:

>> s1=’This is too bad.’;
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>> s2=strip(s1)

s2 =
Thisisbad.

Оператор return

Ця команда повертає керування виконуючiй програмi, якщо вiдбува-
ється звернення поза нею. Однак ця iнструкцiя може використовуватися
для закiнчення процедури. Розглянемо приклад.

? Приклад 1.3.9. Розглянемо програму знаходження нуля функ-
цiї f(x) = sinx − 0.5x методом Newton–Raphson’a. Для заданого значе-
ння x (нульове наближення розв’язку) будується послiдовнiсть iтерацiй
наближеного розв’язку за формулою x→ x+∆x , де ∆x = −f(x)/f ′(x) ,
доки ∆x не буде менше наперед заданої малої величини. Для того, щоб
закiнчити процедуру обчислення використовується iнструкцiя return. У
циклi for використаємо 30 iтерацiй, яких бiльше нiж достатньо для об-
числення нуля функцiї з заданою точнiстю. Утворимо файл-сценарiй пiд
назвою solve.m такого змiсту:

function x=solve(x)
numbIt=input(’Input numbers iteration: ’);
for numIter=1:numbIt

dx=-(sin(x)-0.5*x)/(cos(x)-0.5); %-f(x)/f’(x)
x=x+dx;
if abs(dx)<1.0e-6 %check for convergence

return
end

end
error(’Too many iterations’)

Кiлькiсть iтерацiй у програмi вводиться на вимогу. Обчислимо зна-
чення нуля функцiї для рiзних значень початкової точки та кiлькостi
крокiв iтерацiй. Для цього обчислимо графiк функцiї f(x) = sin x− 0.5x
на промiжку [−2π, 2π] :

>> t=-2*pi:0.2:2*pi;
y=sin(t)-0.5*t;
plot(t,y)

У результатi обчислення одержимо графiк, з якого наближено можна
визначити нулi функцiї (див. рис. 1.1).
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Рис. 1.1. Графiк функцiї f(x) = sin x− 0.5x

Виберемо за початкову точку значення 3 i задамо 4 iтерацiйнi кроки:

>> x=solve(3)
Input numbers iteration: 4
Error using solve (line 10)
Too many iterations

Програма повертає повiдомлення, що при заданiй точностi кiлькiсть iте-
рацiйних крокiв недостатня для отримання наближеного значення нуля
функцiї.

Змiнимо кiлькiсть iтерацiйних крокiв при незмiнному початковому
значеннi:

>> x=solve(3)
Input numbers iteration: 5

x =
1.8955

Одержали результат, який iз заданою точнiстю визначає один iз нулiв
функцiї x = 1.8955 .
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Оператор error

У процесi виконання програма може бути зупинена за допомогою iн-
струкцiї error i на монiторi можна одержати повiдомлення. Цей приклад
демонструє описану ситуацiю – задана кiлькiсть iтерацiйних крокiв не-
достатня для обчислень i тодi програма виводить на монiтор вiдповiдне
повiдомлення. Формат iнструкцiї такий:

error(’message’)

Наведемо приклад застосування цього оператора.

? Приклад 1.3.10. Утворимо процедуру, за допомогою якої ви-
значатимемо розмiрнiсть квадратної матрицi. У випадку, якщо матриця
не є квадратною, процедура повертає повiдомлення про помилку. У бi-
жучому рядку вiкна Command Window послiдовно визначимо квадратну
матрицю 3× 3 :

>> mA=randi([-10,10],3)

mA =

7 9 −5
9 3 1
−8 −8 10

та саму програму:

>> [m,n]=size(mA);
if m∼ =n
error(’Matrix must be square’)
else
[m,n]
end

ans =
3 3

Перевiримо тепер, який одержимо результат, якщо матриця не є ква-
дратною. Згенеруємо, наприклад, прямокутну матрицю 3 × 5 та засто-
суємо до неї процедуру визначення розмiрностi квадратної матрицi:

>> mA=randi([-10,10],3,5)

mA =

10 10 −8 6 −10
−7 0 −2 10 7

7 6 9 3 9
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>> [m,n]=size(mA);
if m∼ =n
error(’Matrix must be square’)
else
[m,n]
end
Matrix must be square

I накiнець, кiлька прикладiв керуванням виводу одержаної у процесi об-
числення iнформацiї.

? Приклад 1.3.11. Вивести на екран позначення величини та зна-
чення величини:

>> R=input(’radius=’);
a=pi*Rˆ2;
x=[’surface=’,num2str(a)];
disp(x)

Пiсля натискання Enter (команда на виконання) у команднiй стрiчцi вiк-
на Command Window з’явиться запит на очiкуване значення радiуса:

radius=

Уведемо, наприклад, 3 i натиснемо Enter. Система поверне обчислене
значення площi кола радiуса R = 3 :

surface=28.2743

Тут використали iнструкцiю num2str(a), яка змiнює об’єкт ”число” на
об’єкт ”стрiчку”. Змiннiй x присвоєна стрiчка – масив символiв, довжина
якої:

>> length(x)
ans =
15

Справдi, видрукуємо всi елементи цього масиву:

>> for k=1:length(x)
disp(x(k))
end

s
u
r
f
a
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c
e
=
2
8
.
2
7
4
3

У процесi обчислення виконано присвоєння числового значення площi
змiннiй a, тому змiнна a залишається числом:

>> a

a =
28.274333882308138

Якщо необхiдно, щоб змiнна циклу набувала послiдовнi значення з
наперед заданого списку i, наприклад, цi значення були видрукуванi на
екранi, тодi можна застосувати таку процедуру:

>> y=[2 -1 5 -3 7];
for i=y;
x=[’value i=’,num2str(i)];
disp(x)
end



Роздiл 2

Спецiальнi обчислення

2.1. Основнi операцiї математичного аналiзу

У цьому роздiлi опишемо способи та комп’ютернi технологiї обчис-
лення суми i добутку послiдовностi чисел, подання функцiї у таблично-
му виглядi, обчислення похiдних, границь, особливих точок, розвинення
функцiй у ряди.

2.1.1. Табулювання функцiї

Математичнi функцiї можуть бути визначенi за допомогою формули,
таблицi, графiка. Табличне подання функцiї потрiбне у таких випадках:

• визначення похибки iнтерполяцiї;

• обчислення табличних рiзниць з метою визначення степеня iнтер-
поляцiї полiнома;

• визначення областi iзоляцiї кореня;

• оцiнка числового значення функцiї у широкому дiапазонi аргумен-
ту.

У системi MatLabr табулювання функцiї виконується за допомогою
iнструкцiї subs у такому форматi:

subs(f,x,x1 )

де f – задана аналiтично функцiя; x – аргумент функцiї f ; x1 – вектор
значень аргументу, за яких визначаються значення функцiї f.

Змiнна x1 може задаватися у виглядi вектора або при постiйному
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кроцi у виглядi: xs : ∆x : xf .
Алгоритм табулювання функцiї f(x) такий:

1. Визначення групи символьних змiнних за допомогою функцiї syms.

2. Створення вектора x1.

3. Означення табульованої функцiї y = f(x) .

4. Створення функцiї табулювання subs.

5. Отримання результату шляхом компiляцiї за допомогою натиска-
ння 〈Enter 〉 .

За допомогою iнструкцiї subs можна табулювати одночасно декiлька
функцiй. Для цього треба функцiю f подати у виглядi матрицi табу-
льованих функцiй, наприклад,

f=[exp(x);x.ˆ2;sin(x)]

MatLabr дає змогу табулювати функцiї, використовуючи матричнi
операцiї, не звертаючись до функцiї subs. Алгоритм обчислення у цьому
випадку такий:

1. означення символьних змiнних за допомогою функцiї syms;

2. створення вектора аргументу x ;

3. створення матрицi, елементами якої є аргумент x i табульованi
функцiї;

4. отримати результат, натиснувши 〈Enter 〉 ;

5. у разi потреби отримати результат у виглядi стовпця, використо-
вуючи iнструкцiю y’.

? Приклад 2.1.1. Продемонструємо дiю оператора syms на такому
прикладi.

>> syms x y;
x=0:.2:1;
y=[x;exp(x);sin(x);cos(x)];
y’



24 Роздiл 2. Спецiальнi обчислення

ans =

0 1.0000 0 1.0000
0.2000 1.2214 0.1987 0.9801
0.4000 1.4918 0.3894 0.9211
0.6000 1.8221 0.5646 0.8253
0.8000 2.2255 0.7174 0.6967
1.0000 2.7183 0.8415 0.5403

2.1.2. Обчислення суми елементiв масиву чисел

Обчислення суми елементiв масиву чисел у MatLabr виконується
за допомогою iнструкцiй sum та cumsum, якi мають такий синтаксис:

sum(x )
cumsum(x )

де x вектор або матриця елементiв пiдсумовування. Якщо x – вектор, то
sum(x) повертає суму елементiв вектора, якщо ж x – матриця, то резуль-
татом обчислення буде вектор, кожен елемент якого є сумою елементiв
вiдповiдного стовпця матрицi.

Функцiя cumsum(x ) повертає суми елементiв та всi промiжнi резуль-
тати пiдсумовування.

? Приклад 2.1.2. Розглянемо приклади дiї розглядуваних iн-
струкцiй на елементи рiзних форматiв. Утворимо одномiрний масив x1
натуральних чисел вiд 1 до 10 та застосуємо до нього iнструкцiї sum i
cumsum:

>> x1=1:10

x1=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

>> s1s=sum(x1)
s1s=

55

>> s1c=cumsum(x1)
s1c=

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

>> s1cc=cumsum(x1’)
s1cc=
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1
3
6

10
15
21
28
36
45
55

В останньому обчисленнi застосовано cumsum до масиву-стовпця, в ре-
зультатi чого одержали масив-стовпець з такими як у випадку рядка
акумульованими сумами.

Розглянемо дiю iнструкцiй sum i cumsum на двомiрний масив:

>> x2=[1 2 3 4;2 3 4 5;3 4 5 6;4 5 6 7]
x2=

1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6
4 5 6 7

>> s2=sum(x2)
s2=

10 14 18 22

>> s2c=cumsum(x2)
s2c=

1 2 3 4
3 5 7 9
6 9 12 15

10 14 18 22

2.1.3. Обчислення добутку елементiв масиву

Обчислення добутку елементiв масиву x у MatLabr виконуємо за
допомогою iнструкцiй prod i cumprod у такому форматi

prod(x )
cumprod(x )

де x – вектор або матриця елементiв. Якщо x – вектор, то результатом
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обчислення prod(x ) буде добуток елементiв вектора x, якщо ж x – дво-
мiрний масив (матриця), то результатом обчислення буде вектор, кожен
елемент якого є добутком елементiв вiдповiдного стовпця матрицi.

� Завдання 2.1.1. Обчислити:

1) добуток чисел вiд 1 до 10 ( 10! );

2) добуток елементiв вектора [1,4,9,16,25];

3) добуток квадратiв елементiв [1,4,9,16,25];

4) частковi добутки стовпцiв матрицi
[1,2,3,4;2,3,4,5;3,4,5,6;4,5,6,7].

2.1.4. Обчислення похiдних

Обчислення похiдної функцiї у MatLabr виконуємо за допомогою
iнструкцiї diff, формат якої

diff(f,x,n)

де f – диференцiйовна функцiя; x – змiнна iнтегрування; n – порядок
диференцiювання (за замовчуванням n = 1 ).

Алгоритм обчислення похiдної функцiї такий:

1) означення символьних змiнних за допомогою iнструкцiї syms;

2) ввiд диференцiйовної функцiї;

3) ввiд iнструкцiї diff(f,x,n) iз заданими x та n;

4) отримання результату диференцiювання натисканням 〈Enter 〉 .

? Приклад 2.1.3. Обчислити похiднi до третього порядку включ-
но функцiї f(x) = x cosx . У середовищi MatLabr процедура обчисле-
ння має вигляд:

>> syms x
>> f1=x*cos(x);
>> [diff(f1,x),diff(f1,x,2),diff(f1,x,3)]
ans=

[cos(x)-x*sin(x), -2*sin(x)-x*cos(x), x*sin(x)-3*cos(x)]

Оператор diff дає змогу обчислювати похiднi функцiї, до якої входять
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параметри.

? Приклад 2.1.4. Обчислити похiднi функцiй y1(x) = ax2 ,
y2(x) = nx , y3(x) = e−ax

5
+ ln (an + xa) − an

xn
. Процедура обчислення

така:

>> syms a x n
y1=a*xˆ2;y2=nˆx;y3=exp(-a*xˆ5)+log(aˆn+xˆz)-a*n/(xˆ3);

>> z1=diff(y1,x)
ans=

2*a*x
>> z2=diff(y2,x,3)
ans=

nˆx*log(n)ˆ3
>> z3=diff(y3,x)
ans=

(a*xˆ(a-1))/(aˆn+xˆa)+(a*nˆ2)/xˆ(n+1)-5*a*xˆ4*exp(-a*xˆ5)
Оператор диференцiювання у середовищi MatLabr має деякi особ-

ливостi. Якщо змiнної диференцiювання x у виразi diff немає, а формат
оператора має вигляд diff(f ), то програма не поверне повiдомлення про
помилку. Похiдна буде обчислена за параметром, який входить у визна-
чення функцiї, а якщо їх є декiлька, то за тим параметром, який за
алфавiтом розташований на останньому мiсцi у послiдовностi парамет-
рiв функцiї. Наприклад, якщо функцiя мiстить параметри a , b , c , то
похiдна буде обчислена за параметром c , тобто, у випадку, коли функ-
цiя залежить вiд параметрiв i змiнної x , тодi diff(f ) поверне похiдну за
змiнною x , позаяк за алфавiтним порядком змiнна x розташована на
останньому мiсцi. Проiлюструємо це на прикладах.

? Приклад 2.1.5. Виконаємо такi обчислення похiдної функцiї,
яка залежить вiд параметрiв:

>> syms a b c x w
>> diff(a+bˆ2)
ans=
2*b

>> diff(a+c*bˆ2)
ans=

bˆ2
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>> diff(a*w+c*bˆ3)
ans=
a

>> diff(x*a+w+bˆ3)
ans=
a

Ще одна особливiсть програми diff у MatLabr – функцiя f може
бути скаляром, вектором або матрицею. Результатом виконання також
буде скаляр, вектор чи матриця.

? Приклад 2.1.6. Обчислити похiдну вектор-функцiї:

>> syms a x
>> y=[x*sin(x) xˆ5 exp(a*x)];
>> diff(y,x)
ans=

[ sin(x) + x*cos(x), 5*xˆ4, a*exp(a*x)]

2.1.5. Обчислення границь

У випадках, коли серед обчислюваних виразiв трапляється невизна-
ченiсть типу 0

0
, система повертає помилку у виглядi NaN, тобто необ-

числене значення виразу. В цьому випадку належить проаналiзувати
результат обчислення програми i для такого виду обчислення виразiв
застосувати правило de L’Hostital’a. Система комп’ютерної алгебри дає
змогу знаходити границi функцiї i у випадках, коли трапляються неви-
значеностi виду 0

0
, 0·∞ , ∞∞ . У системi MatLabr границi обчислюються

за допомогою iнструкцiї limit у форматi:

limit(f,x,x0 )

де f – функцiя, якої обчислюється границя; x – аргумент функцiї f ; x0
– граничне значення x.

Найчастiше обчислюються границi при x0 = 0 та x0 =∞ . У системi
MatLabr символ ∞ кодується за допомогою iдентифiкатора inf.

? Приклад 2.1.7. Обчислити границi функцiй: y1 = sinx
x

при x→
0 ; y2 = x ln

(
1 + 3

x

)
при x→∞ ; y3 = 1−x

lnx
при x→ 1.

Обчислення у MatLabr виконуємо так:



2.1. Основнi операцiї математичного аналiзу 29

>> syms x
>> limit(sin(x)/x,x,0)
ans=
1

>> limit(x*log(1+3/x),x,inf)
ans=
3

>> limit((1-x)/ln(x),x,1)
ans=
-1

� Завдання 2.1.2. Обчислити у середовищi MatLabr границi
функцiй у зазначених граничних точках:

Функцiя
Граничне
значення
аргументу

1 (1 + x)
1
x ∞

2
(
ax + bx

2

) 1
x

0

3
(

1 +
1

x

) 1
x

∞

4 (1− x)
1

1−x 1

5 (1− x)
1

1−x ∞

6
1− e−at

ln (1− t)
0

7
1− an

an
0

8 2a
1− e−ax

2− e−ax
∞

9
x− a

ln(x− a+ 1)
a

10
n2 − nx

x− 2
2
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2.1.6. Розвинення функцiї у степеневий ряд

Розвинення функцiї у степеневий ряд у системi MatLabr викону-
ється за допомогою оператора taylor, формат якої

taylor(f(x),x,x0,n)

де f(x) – функцiя, розвинення у ряд якої обчислюється; x – аргумент
функцiї f ; x0 – значення аргументу, в околi якого обчислюється розви-
нення; n – порядок розвинення.

Процедура обчислення розвинення така:

1) визначення символьних змiнних за допомогою функцiї syms;

2) означення функцiї f(x);

3) ввiд функцiї taylor(y,x,x0,n);

4) отримання результату (клавiша 〈Enter 〉 ).

� Завдання 2.1.3. Обчислити розвинення в ряд Taylor’a порядку
n = 5 заданих функцiй в околi точки x0 = 0 :

1 y1 = sinx;

2 y2 = ex;

3 y3 = shx;

4 y4 =
3x+ 1

2x2 + 5x+ 1
;

5 y5 = lnx;

6 y6 =
sinx

x
.

♣ Зауваження 2.1.1. Функцiю y5 = lnx програма не розвинула
у степеневий ряд, позаяк функцiя в точцi x = 0 невизначена.

У разi розвинення функцiї у степеневий ряд треба брати до уваги
таке:

- чи можливо функцiю взагалi розвинути у степеневий ряд в околi
заданої точки?
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- яку кiлькiсть членiв ряду потрiбно взяти, щоб забезпечити потрiбну
точнiсть?

- як обчислити похибку отриманого розвинення?

Вiдповiдь на перше питання отримуємо з теореми Taylor’a – функцiя
в околi розглядуваної точки має бути n + 1 раз неперервно диференцi-
йовною. Необхiдна кiлькiсть членiв розвинення залежить вiд функцiї та
значення аргументу. У випадку, якщо ряд знакопочередний, то можна
скористатися ознакою збiжностi знакопочередних рядiв. Якщо ж ряд не
знакопочередний, то правила вибору кiлькостi членiв немає.

Похибку ряду можна оцiнити, використовуючи такi методи комп’ю-
терних технологiй:

- табулюванням заданої функцiї та отриманим розвиненням;

- побудовою графiкiв функцiй;

- обчисленням похибок.

Розглянемо перший метод на прикладi.

? Приклад 2.1.8. Розвинемо функцiю y = ex в ряд Taylor’a при
n = 3, 4, 5 :

y3 =1 + x+
x2

2
+
x3

6
;

y4 =1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
;

y5 =1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+

x6

120
.

Протабулюємо функцiї y = ex , y3 , y4 , y5 при змiнi аргументу x в
межах вiд 0 до 2 з кроком h = 0.2 . Процедура обчислення у системi
MatLabr має вигляд:

>> syms x y y3 y4 y5;
>> x=0:.2:2;
>> y=exp(x);
>> y3=1+x+(x.ˆ2)/2+(x.ˆ3)/6;
>> y4=1+x+(x.ˆ2)/2+(x.ˆ3)/6+(x.ˆ4)/24;
>> y5=1+x+(x.ˆ2)/2+(x.ˆ3)/6+(x.ˆ4)/24+(x.ˆ5)/120;
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>> z=[x;y;y3;y4;y5]’
z=

0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.2000 1.2214 1.2213 1.2214 1.2214
0.4000 1.4918 1.4907 1.4917 1.4918
0.6000 1.8221 1.8160 1.8214 1.8220
0.8000 2.2255 2.2053 2.2224 2.2251
1.0000 2.7183 2.6667 2.7083 2.7167
1.2000 3.3201 3.2080 3.2944 3.3151
1.4000 4.0552 3.8373 3.9974 4.0422
1.6000 4.9530 4.5627 4.8357 4.9231
1.8000 6.0496 5.3920 5.8294 5.9869
2.0000 7.3891 6.3333 7.0000 7.2667

Iз отриманих результатiв обчислень робимо висновок, що похибка змен-
шується зi збiльшенням числа n . Про величину похибки вiзуально мо-
жуть свiдчити графiки функцiй, якi неважко обчислити у MatLabr .
Найбiльш ефективним методом обчислення похибки є визначення серед-
ньоквадратичного вiдхилення.

2.1.7. Нулi функцiй

Обчислення наближеного значення точки x нуля функцiї однiєї змi-
нної у MatLabr виконуємо за допомогою iнструкцiї

x=fzero(func,xs)

де func – нелiнiйна функцiя, для якої обчислюються нулi; xs – початкове
значення нуля функцiї.

? Приклад 2.1.9. Знайти наближене значення нуля функцiї та
вивести на екран точки i значення функцiї у цiй точцi. Виконаємо це
завдання, наприклад, за допомогою процедури:

>> clear; f=inline(’exp(xˆ2)-3*sin(2*x)’);
xs=input(’Start xs=’);
x0=fzero(f,xs);
y1=[’x0=’,num2str(x0)];
y2=[’f(x0)=’,num2str(f(x0))];
disp(y1);disp(y2);

За початкове наближення нуля функцiї f(x) = ex
2 − 3 sin (2x) виберемо,
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наприклад, xs=0 i в результатi виконання процедури одержимо резуль-
тат:

Start xs: 0

xs =

0

x0= 0.17546
f(x0)= -2.2204e-16

Отож, за початкового наближення x0=0 iнструкцiя fzero середовища
MatLabr повернула наближене значення нуля x0=0.17546 i значення
функцiї у цiй точцi f(x0)= -2.2204e-16.

Виконаємо графiчну iнтерпретацiю попередньої задачi.

? Приклад 2.1.10. Обчислити графiки функцiй f(x) = ex
2 −

3 sin(2x) , f1(x) = ex
2 , f2(x) = 3 sin(x) . У першому графiцi вивести вiсь

OX , два останнi графiки обчислити в однiй системi координат. На об-
числених графiках зобразити одержану у попередньому завданнi точку
(x0,f(x0)).

>> f1=inline(’exp(x.ˆ2)’);f2=inline(’3*sin(2*x)’);
figure(1);ezplot(f,[0,0.6]);
hold on
ezplot(’0’,[0,.6]); plot(x0,f(x0),’m*’);
hold off
figure(2); ezplot(f1,[0,.6]);
hold on
ezplot(f2,[0,.6]); plot(x0,f(x0),’ro’);
hold off

Результат обчислення зображений на рис. 2.1.
Для обчислення нулiв многочлена у MatLabr слугує iнструкцiя

roots, яка має формат

r=roots(c)

де r – масив всiх нулiв многочлена p(x) = c0xn + c1x
n−1 + · · · + cn , c –

масив коефiцiєнтiв многочлена p(x) .

? Приклад 2.1.11. Для многочлена p(x) = x3 − 10x2 − 5x + 1
знайти нулi, побудувати графiк i його нулi.
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>> clear; pol=@(x)x.ˆ3-10*x.ˆ2-5*x+1;
coefPol=[1 -10 -5 1];
rt=roots(coefPol);
lb=min(rt); rb=max(rt);
figure(3); ezplot(pol,[lb-.5,rb+.5]);
hold on
ezplot(’0’,[lb-.5,rb+.5]);
for k=rt

plot(k,0,’r*’)
end
hold off
Результат виконання останньої процедури див. рис. 2.2.

2.1.8. Визначення екстремумiв функцiї

Класично екстремуми функцiї визначаються за допомогою похiдних,
який у системi MatLabr виконуємо за допомогою процедури

diff(f,x)
solve(’fun’,x)

Розглянемо приклад у системi MatLabr .

? Приклад 2.1.12. Визначити координати максимуму функцiї
y = xe−x .

1. Визначимо область x1 6 x 6 x2 знаходження максимуму функцiї.

Рис. 2.1. Графiк до прикладу вiдшукання нулiв функцiї
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Рис. 2.2. Нулi многочлена (до прикладу 2.1.11)

Побудуємо графiк функцiї на вiдрiзку [0, 3] :

>> x=0:.1:3;
>> y=x.*exp(-x);
>> plot(x,y)

З побудованого графiка функцiї, зображеного на рис. 2.3, визначає-
мо промiжок 0.5 6 x 6 1.5 , на якому мiститься максимум функцiї.

2. Обчислимо похiдну функцiї:

>> syms x y z
>> z=diff(y,x)
z=

exp(-x) - x*exp(-x)

3. Визначимо коренi рiвняння:

>> solve(’exp(-x)-x*exp(-x)=0’,x)
ans=
1

4. Визначимо ординату точки екстремуму функцiї:

>> x=1;
>> y=x*exp(-x)
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Рис. 2.3. Графiк функцiї y = xe−x

y=
0.3679

Проте MatLabr має у своєму розпорядженнi функцiї, якi дають змо-
гу обчислити екстремум функцiї, не визначаючи похiдної самої функцiї.
Це є iнструкцiя fminbnd, синтаксис якої має вигляд:

fminbnd(’fun’,x1,x2 )

де ’fun’ – функцiя, мiнiмум якої обчислюється, взята в одинарнi лапки;
x1,x2 – вiдповiдно лiвий i правий кiнцi промiжку, на якому мiститься
шуканий мiнiмум функцiї.

Якщо маємо за мету обчислити максимум функцiї f(x) , тодi замiсть
f(x) мiнiмiзуємо функцiю −f(x) . Розглянемо приклади.

? Приклад 2.1.13. Знайти мiнiмум функцiї f(x) = sin3 x+ cos3 x
на промiжку [0, 1] .

Процедура у системi MatLabr має вигляд:
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>> syms x
>> x=fminbnd(’sin(x).ˆ3+cos(x).ˆ3’,0,1);
x=
0.7854

>> y=sin(x).ˆ3+cos(x).ˆ3
y=
0.7071

Перший рядок процеду-

Рис. 2.4. Графiк функцiї f(x) = sin3 x +
cos3 x

ри у середовищi MatLabr

декларує, що змiнна вели-
чина x є символом. У дру-
гому рядку процедури об-
числюється власне точка, у
якiй задана функцiя дося-
гає мiнiмуму на промiжку
[0, 1] , i обчислене значення
присвоюється змiннiй x. У
третьому рядку обчислює-
ться мiнiмальне значення
заданої функцiї на зазна-
ченому промiжку i обчисле-
не значення присвоюється
змiннiй y (рис. 2.4). Побуду-
ємо графiк функцiї на про-
мiжку [−π, π] та переконаємося у правильностi обчислень.

>> x=-pi:.01:pi;
>> plot(x,sin(x).ˆ3+cos(x).ˆ3)

? Приклад 2.1.14. Визначити максимум функцiї f(x) = 2−x −
3−x − 10x на промiжку [−3, 0] .

У цьому завданнi скористаємося дещо iншим форматом визначення
функцiї, екстремум якої треба обчислити. Результат обчислення графiка
функцiї та точки максимуму зображено на рис. 2.5.

>> clear x myFun2 y
>> syms x
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>> myFunc=@(x) 2.ˆ(-x)-3.ˆ(-x)-10*x;
>> fMin=@(x) -myFunc(x);
>> xm=fminbnd(fMin,-3,0)
xm=
-2.2734
>> ym=myFunc(xm)
ym=
15.4155
>> t=-4:.01:1;
>> figure(2);plot(t,myFunc(t))
>> hold on;plot(xm,ym,’r*’);hold off

Для обчислення локаль-

Рис. 2.5. Графiк функцiї f(x) = 2−x −
3−x − 10x та точка максимуму

ного мiнiмуму функцiї ба-
гатьох змiнних у системi
MatLabr слугує функцiя
fminsearch, синтаксис якої

fminsearch(fun,x0 )

де fun – функцiя, мiнiмум
якої треба обчислити; x0 –
початкова точка. Розглянемо
приклад.

? Приклад 2.1.15.
Знайти екстремум функцiї
z = e−(x2+xy+y2)(5x+7y−25) .

Побудуємо графiк функ-
цiї та визначимо тип екстре-

муму. Виконаємо у системi MatLabr послiдовнiсть iнструкцiй:

>> [x,y]=meshgrid(-2:.1:2);%генерування сiтки
%змiни аргументiв на площинi OXY

>> z=exp(-(x.ˆ2+x.*y+y.ˆ2)).*(5*x+7*y-25);%визначення функцiї
>> surfc(x,y,z)%побудова поверхнi з одночасною побудовою

% лiнiй рiвня
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Рис. 2.6. Графiк поверхнi f(x, y) = e−(x2+xy+y2)(5x + 7y − 25) та її лiнiї
рiвня

Використавши графiк поверхнi (див. рис. 2.6), для обчислення мiнi-
мального значення функцiї за початкову виберемо точку (1,−1) :

>> [x,fVal]=fminsearch(’exp(-(x(1)ˆ2+x(1)*x(2)+x(2)ˆ2))*...
(5*x(1)+7*x(2)-25)’,[1,-1])

x=
-0.0384 -0.1154

fval=
-25.5048

Отож, у точцi (−0.0384,−0.1154) функцiя набуває мiнiмального зна-
чення −25.5048 .

Пiсля виконання останньої iнструкцiї програма повертає вектор
[x,fVal], складовими якого є координати точки мiнiмуму x i значення
фукцiї у цiй точцi fVal. Звернемо увагу на синтаксис останньої коман-
ди – при позначеннi змiнних, наприклад, через x та y, система повертає
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помилку. Тому використовуємо iдентифiкатор точки x, розрiзняючи цi
координати як перша x(1) та друга x(2) складовi. Розглянемо ще один
приклад, використовуючи iнший синтаксис функцiй середовища.

? Приклад 2.1.16. Знайти локальний екстремум функцiї

f(x, y) = e−x
2+y2(6xy − 8x2 − 13y2 − 0, 4x− y)

в околi точки (0, 0) .
Побудуємо за допомогою MatLabr графiк функцiї:

>> [x,y]=meshgrid(-.6:.01:.7);%обчислюємо сiтку у системi...
%координат oXY на площинi

>> z=exp(-2*x.ˆ2+y.ˆ2).*(-8*x.ˆ2+6*x.*y-13*y.ˆ2-.4*x-y);...
%обчислюємо значення функцiї

на сiтцi>> figure(5);surfc(x,y,z)%обчислюємо графiк iз лiнiями...
% рiвня функцiї

Iз побудованого графiка переконуємося, що функцiя в околi початку

Рис. 2.7. Графiк функцiї до прикладу 2.1.16



2.1. Основнi операцiї математичного аналiзу 41

координат досягає локального максимума (див. рис. 2.7). Щоб визначи-
ти максимальне значення та точку локального максимуму скористаємося
такою процедурою.

>> myFun3=@(x)exp(-2*x(1)ˆ2+x(2)ˆ2)*(8*x(1)ˆ2-6*x(1)*x(2)+...
13*x(2)ˆ2+ 0.4*x(1)+x(2));

>> [xmx,fVal3]=fminsearch(myFun3,[0,0])
xmx=

-0.0430 -0.0485
fval=

-0.0329

У першiй стрiчцi визначаємо функцiю, у другiй – обчислюємо точ-
ку мiнiмуму та мiнiмальне значення функцiї, яку отримали шляхом до-
множення на −1 . В результатi виконання останньої iнструкцiї одержа-
ли координати точки xmx= (−0.0430, −0.0485) максимуму дослiджуваної
функцiї та її максимальне значення, яке дорiвнює -fval=" 0.0329 .

2.1.9. Символьне iнтегрування

У системi MatLabr для символьного обчислення iнтеграла викори-
стовується функцiя int у таких форматах:

int(expr,var)
int(expr,var,a,b)

Функцiя int(expr,var) повертає невизначений iнтеграл вiд функцiї
expr за змiнною var. Другий аргумент функцiї int опцiональний – як-
що вiн не зазначається, iнтегрування проводиться за однiєю зi змiнних
виразу expr, що визначається за допомогою syms.

? Приклад 2.1.17. У програмному середовищi MatLabr обчи-
слити невизначенi iнтеграли:

>> syms a b x t% декларуємо символьнi змiннi

1.
∫

x2

1 + x3
dx :

>> int(xˆ2/(1+xˆ3),x)
ans =
log(xˆ3 + 1)/3

Застосуємо iнший формат iнструкцiї iнтегрування:
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>> int(xˆ2/(1+xˆ3))% без декларування змiнної
% iнтегрування

ans =
log(xˆ3 + 1)/3

У двох останнiх прикладах результати такi самi.

2.
∫
a cos(ax) dx (порiвняйте результати, якi одержали залежно вiд

застосованого формату iнструкцiї int):

>> int(a*cos(a*x),x)
ans =
sin(a*x)

>> int(a*cos(a*x))% iнтегрування за замовчуванням за
% змiнною x

ans =
sin(a*x)

>> int(a*cos(a*x),a)% iнтегрування за вказаною змiнною
aans=
(cos(a*x) + a*x*sin(a*x))/xˆ2

3.
∫

cos (bt)ex sin (bt) dt . Звернiть увагу на одержанi результати iнтегру-

вання та застосований формат iнструкцiї iнтегрування:

>> int(cos(b*t)*exp(x*sin(b*t)))
ans=
exp(x*sin(b*t))*cot(b*t)

>> int(cos(b*t)*exp(x*sin(b*t)),x)
ans=
exp(x*sin(b*t))*cot(b*t)

>> int(cos(b*t)*exp(x*sin(b*t)),t)
ans=
exp(x*sin(b*t))/(b*x)

>> int(cos(b*t)*exp(x*sin(b*t)),b)
ans=
exp(x*sin(b*t))/(t*x)
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Функцiя int(expr,var,a,b) повертає значення визначеного iнтеграла вiд
виразу expr за змiнною var на промiжку вiд a до b.

? Приклад 2.1.18. Обчислити визначенi iнтеграли:

1.
1∫

0

ln (x+ a) dx :

>> int(log(x+a),x,0,1);
ans=
(log(a + 1) - 1)*(a + 1) - a*(log(a) - 1)

2.

a/2∫
0

√
x

a− x
dx :

>> int(sqrt(x/(a-x)),x,0,a/2);
ans=
(a*(pi - 2))/4

3.
1∫

0

dx

ex + t
dx :

>> int(1/(exp(x)+1),x,0,1);
ans=
log(2) - log(exp(1) + 1) + 1

4.
4∫

0

dx

1/7 +
√

4x+ 7
dx :

>> int(1/(1/7+sqrt(4*x+7)),x,0,4);
ans=
log(7ˆ(1/2) + 1/7)/14 - log(23ˆ(1/2) + 1/7)/14 -
7ˆ(1/2)/2 + 23ˆ(1/2)/2

♣ Зауваження 2.1.2. Для символьного iнтегрування у середо-
вищi MatLabr можна скористатися iз пакета розширення Symbolic Math
Toolbox, викликати який можна натискаючи кнопку Start у нижньому лi-
вому кутi вiкна MatLab: Start → Toolboxes → Symbolic Math → MuPAD.
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2.2. Створення спецiальних додаткiв
для розв’язування типових завдань

2.2.1. Створення додатку

У процесi розв’язування прикладних задач у системi MatLabr до-
сить часто виникають ситуацiї, коли в алгоритмi розв’язування вико-
ристовуються стандартнi процедури виконання визначених обчислень.
Щоб оптимiзувати роботу у таких випадках у MatLabr є можливiсть
написання i створення додаткiв пристосованих до потреб користувача.
Розглянемо, наприклад, створення додатку у виглядi графiчного iнтер-
фейсу користувача додатку, за допомогою якого обчислюється мiнiмум
довiльної функцiї.

Створення додатку подiлимо на три етапи:

• перший етап – побудова графiка аналiтичного виразу у заданому
iнтервалi;

• другий етап – розв’язування задачi знаходження кореня та локаль-
ного мiнiмуму;

• третiй етап – створення додаткових елементiв керування.

Перший етап

Створимо двi областi впровадження тексту: область впровадження
виразу та область границь iнтервалу, а також осi для виводу графiка
функцiї та кнопки для побудови графiка. Перед створенням зазначеного
елемента треба вiдкрити список бiжучого (зазначеного) елемента (кно-
пка Property Inspector). Створення кожного з елементiв будемо проводити
у такiй послiдовностi.

1. Зазначити мишкою на панелi елементiв управлiння потрiбний еле-
мент.

2. Зазначити у потрiбному мiсцi в областi заготовки iнтерфейсу
(з’явиться саме потрiбний елемент у рамцi).

3. Точнiше визначити позицiю цього елемента, який створюємо, за
допомогою мишки або клавiшами управлiння курсором.

4. Змiнити розмiри на необхiднi, потягнувши мишкою за кут рамки.
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5. Встановити значення Tag у списку властивостей елемента. Значе-
ння Tag є iдентифiкатором елемента. Система автоматично при-
своює елементам iдентифiкатори за замовчуванням, ми ж бажає-
мо, щоб це iм’я було бiльш пристосоване до дiй, якi виконуватиме
елемент.

6. Витерти присвоєне за замовчуванням присвоєне значення власти-
востi String та вписати нове, якщо є така необхiднiсть.

Тепер послiдовно утворимо двi областi впровадження тексту та обла-
стi впровадження осi графiка. Для першої областi введення тексту вла-
стивостi Tag присвоїмо значення edEquation, для другої – edInterval, для
осей – axMe, одночасно очистивши значення властивостi String кожного
елемента.
Plot: Tag – btnPlot; String – Plot

На панелi натиснемо кнопку запуску додатку: � . Пiсля збереження
створеного проєкту з’явиться вiкно. Впишемо у поле виразiв sin(x), у по-
ле введення меж iнтервала, наприклад, -pi pi та натиснемо кнопку Plot.
Жодної реакцiї не буде. Тепер треба опрацювати кнопку Plot.

Пiсля активування правою кнопкою мишки Plot вiдкриється пiдменю,
в якому виберемо View Callbacks → Callback. У вiдкритому m-файлi за-
пишемо послiдовнiсть команд, якi треба виконати для побудови графiка
функцiї:

% –- Executes on button press in btnPlot.

function btnPlot_Callback(hObject, eventdata, handles) %#ok
% <INUSL,DEFNU>

% hObject handle to btnPlot (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

interval=str2num(get(handles.edInterval,’String’));

f=inline(get(handles.edEquation,’String’));

fplot(f,interval);

Другий етап

Створюємо кнопки Min та Zero:
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Min Zero
Tag btnMin btnZero
String Min Zero

Callback → btnMin:

% –- Executes on button press in tbnMin.

function tbnMin_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to tbnMin (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

interval =str2num(get(handles.edInterval,’String’));

x1=interval(1);

x2=interval(2);

f=inline(get(handles.edEquation,’String’));

x=fminbnd(f,x1,x2);

y=f(x);

plot(x,y,’r.’,’MarkerSize’,15);

Callback → btnZero:

% –- Executes on button press in btnZero.

function btnZero_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to tbnMin (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

interval =str2num(get(handles.edInterval,’String’));

x1=interval(1);

x2=interval(2);

f=inline(get(handles.edEquation,’String’));

x=fzero(f,(x1+x2)/2);

y=f(x);

plot(x,y,’g.’,’MarkerSize’,15);
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Третiй етап

Створення елементiв керування, якi виводять i ховають координатну
сiтку, змiнюють стиль виводу графiка. Для керування виводу/ховання
координатної сiтки створюємо елементи керування ChekBox:

GridX GridY
Tag cbX cbY
String GridX GridY

Callback → cbX:
% –- Executes on button press in cbX.

function cbX_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to cbX (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
% Hint: get(hObject,’Value’) returns toggle state of cbX

if get(hObject,’Value’)

set(gca,’Xgrid’,’on’)

else

set(gca,’Xgrid’,’off’)
end

Callback → cbY:
% –- Executes on button press in cbY.

function cbY_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to cbY (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
% Hint: get(hObject,’Value’) returns toggle state of cbX

if get(hObject,’Value’)

set(gca,’Ygrid’,’on’)

else

set(gca,’Ygrid’,’off’)

end
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Створення елементiв керування стилю графiка:

• Style (Tag - pmStyle, String - значення з пiдменю)

• Width (Tag - pmWidth, String - значення з пiдменю)

• Color (Tag - pmColor, String - значення з пiдменю)

% –- Executes on selection change in pmStyle.

function pmStyle_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to pmStyle (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
% Hints: contents = cellstr(get(hObject,’String’)) returns
% pmStyle
% contents as cell array contentsget(hObject,’Value’) returns
% selected item from pmStyle

Num=get(hObject,’Value’);

switch Num

case 1
set(handles.line,’LineStyle’,’-’);

case 2

set(handles.line,’LineStyle’,’–’);

case 3

set(handles.line,’LineStyle’,’:’);

case 4

set(handles.line,’LineStyle’,’-.’);

end

% –- Executes on selection change in pmWidth.

function pmWidth_Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to pmWidth (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
% Hints: contents = cellstr(get(hObject,’String’)) returns
% pmWidth
% contents as cell array contentsget(hObject,’Value’) returns
% selected item from pmWidth
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Num=get(hObject,’Value’);

switch Num

case 1

set(handles.line,’LineWidth’,1);

case 2

set(handles.line,’LineWidth’,2);

case 3

set(handles.line,’LineWidth’,3);

case 4

set(handles.line,’LineWidth’,4);

end
% –- Executes on selection change in pmColor.
function pmColor_Callback(hObject, eventdata, handles)
% hObject handle to pmColor (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)
% Hints: contents = cellstr(get(hObject,’String’)) returns
% pmColor
% contents as cell array contentsget(hObject,’Value’) returns
% selected item from pmColor

Num=get(hObject,’Value’);

switch Num

case 1

set(handles.line,’Color’,’cyan’);

case 2

set(handles.line,’Color’,’red’);

case 3

set(handles.line,’Color’,’green’);

case 4

set(handles.line,’Color’,’blue’);

case 5
set(handles.line,’Color’,’magenta’);
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case 6
set(handles.line,’Color’,’yellow’);

case 7
set(handles.line,’Color’,’white’);

end

Щоб ввести змiну стилiв Callback → btnPlot:
% –- Executes on button press in btnPlot.
function btnPlot_Callback(hObject, eventdata, handles)
% hObject handle to btnPlot (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of
% MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

cla

interval=str2num(get(handles.edInterval,’String’));

f=inline(get(handles.edEquation,’String’));

[x,y]=fplot(f,interval);

handles.line=plot(x,y,’c-’);

guidata(gcbo,handles);

hold on

Результатом описаних вище дiй одержимо застосунок, зображений на
рис. 2.8.

Рис. 2.8. Застосунок у MatLabr побудови графiка, точки мiнiмуму i нуля
функцiї



Роздiл 3

Графiка у MatLabr

У цьому роздiлi ознайомимося з основними функцiями дво- та три-
вимiрної графiки в середовищi MatLabr .

3.1. Двовимiрна графiка

Основною iнструкцiєю побудови двовимiрних графiкiв у MatLabr є
plot, яка, зокрема, використовується у такому форматi:

plot(x,y)
plot(x,y,s)
plot(x1,y1,s1,x2,y2,s2,...,xn,yn,sn)

де x – аргумент функцiї, який задається у виглядi вектора; y – функ-
цiя, яка задається аналiтично або у виглядi вектора, матрицi; s – вектор
стилiв графiка (константа, яка визначає тип лiнiй графiка, точок, ко-
лiр лiнiї); x1,x2,...,xn – аргументи функцiй, графiки яких обчислюються
в однiй системi координат; y1,y2,...,yn – функцiї, графiки яких обчислю-
ються в однiй системi координат.

3.1.1. Функцiя plot(x,y)

Функцiя дозволяє будувати графiк при заданнi функцiї в аналiтично-
му виглядi, вектора чи матрицi. Найчастiше використовується у таких
випадках:

• вибiр околу точки кореня рiвняння f(x) = 0 ;

• визначення координат особливих точок функцiї;

• перевiрка достовiрностi вибору iнтерполяцiйної функцiї;
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• якiсна перевiрка подання функцiї степеневим рядом.

? Приклад 3.1.1. Для функцiй y = 3x− 9x+ 6 визначити нулi та
особливi точки.

>> x=0:.1:3.5;
>> y=3.ˆx-9*x+6;
>> figure(1);plot(x,y)

Рис. 3.1. Графiк функцiї до прикладу 3.1.1

Використовуючи наявнi iнструменти у вiкнi Figure, у наближеннi мо-
жемо визначити особливi точки або початковi точки для алгоритму на-
ближеного пошуку таких (див. рис. 3.1).

3.1.2. Функцiя plot(x,y,s)

Функцiя вiдрiзняється вiд попередньої наявнiстю необов’язкового па-
раметра s, який, як зазначалось вище, визначає стиль лiнiї графiка функ-
цiї y = f(x) . Константа s може набувати таких значень, якi змiнюють
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стиль графiка:

Тип точки Колiр лiнiї Тип лiнiї
• Точка Y Жовтий - Суцiльна
O Коло M Фiолетовий : Подвiйний пунктир
× Хрест C Голубий -. Штрих-пунктир
+ Плюс R Червоний – Штрихова
* Зiрка G Зелений
S Квадрат B Синiй
D Ромб W Бiлий
<,>,∨,∧ Трикутник K Чорний
P П’ятикутник
H Шестикутник

При заданнi стилю s представляється у виглядi вектора, елементами яко-
го є тип точки, колiр i тип лiнiї, якi вписуються в апострофи та роздiля-
ються комою. Наприклад,

plot(x,y,[’R’,’*’,’-.’])

Система побудує графiк, лiнiя якого матиме червоний колiр, точки гра-
фiка у виглядi зiрок i штрих-пунктирною лiнiєю.

3.1.3. Функцiя plot(x1,y1,s1,x2,y2,s2,...,xn,yn,sn)

Ця функцiя дає змогу обчислювати декiлька графiкiв в однiй системi
координат. Позначення мають такий змiст:

• xi – i-й масив аргументiв, заданий у виглядi вектора;

• yi – i-й масив значення функцiї для заданого вище масиву аргумен-
тiв;

• si – стиль i-ї функцiї.

Стиль можна не задавати, за замовчуванням система визначає стилi
графiки функцiй. Функцiя yi(xi) може задаватися аналiтично. Якщо це
є функцiя системи, то вона задається за загальними правилами з сим-
вольними змiнними. Якщо це є функцiя користувача, тодi спочатку треба
створити m-файл. Розглянемо приклад.

? Приклад 3.1.2. Нехай задано табличнi значення функцiї:

x 1 2 3 4
y 6.2 3.5 1.9 0.6
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Рис. 3.2. Графiк до прикладу 3.1.2

Треба побудувати графiк функцiї та пояснення до нього.
Побудуємо графiк функцiї за такими масивами:

>> clear;x=[1 2 3 4];
y=[6.2 3.5 1.9 .6];
figure(2); plot(x,y,’-.’,x,y,’r*’)

У разi необхiдностi у вiкнi графiка можна помiстити заголовок i по-
значення координатних осей, а також вивести координатну сiтку, замiсть
прямокутника (який виводиться за замовчуванням) помiстити графiк у
системi осей. З цiєю метою впишемо у дiалоговому вiкнi середовища такi
команди:

>> title(’Plot-1’);
xlabel(’X Axis’);
ylabel(’Y Axis’);
grid on
box off
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Пiсля компiляцiї система поверне обчислений графiк, зображений
на рис. 3.2. Розташування позначення осей, заголовка, товщину лiнiї
та окремих точок можна змiнити у дiалоговому вiкнi Figure системи
MatLabr .

? Приклад 3.1.3. В однiй системi координат побудувати графiки
функцiй cos 4x на промiжку [−π/2, π] та arccosx на промiжку [−1, 1] .

Машинний код матиме вигляд

>> clear; x1=-pi/2:.01:pi;
x2=-1:.01:1;
y1=cos(4*x);
y2=acos(x);
figure(3); plot(x2,y2,x1,y1)
title(’f(x)=cos(4x); h(x)=arccos(x)’)
box off
xlabel(’X’);ylabel(’Y’);

Пiсля компiляцiї отримаємо побудованi графiки, зображенi на рис. 3.3.
Якщо функцiя задана в явному виглядi, то для побудови її графiка

використовується функцiя ezplot у такому форматi:

ezplot(f,xl,xr)

де f – явний вигляд функцiї; [xl,xr] – промiжок, на якому будується графiк
функцiї.

? Приклад 3.1.4. Побудуємо графiк функцiї f(x) = 2−3 sinx +
3x2 − 4 на промiжку [−0.5, 3] . У дiалоговому вiкнi Command Window
введемо такi команди:

>> y=’2.ˆ(-3*sin(x))+3*x.ˆ2-4’;
figure(4); ezplot(y,-.5,3)

Пiсля компiляцiї система поверне графiк, зображений на рис. 3.4.

3.1.4. Побудова графiкiв функцiй, заданих парамет-
ричним поданням

Для обчислення графiкiв параметрично заданих функцiй можна ви-
користати вiдому вже функцiю середовища plot. З цiєю метою обчислимо
спочатку масив значень x та y, попередньо обчисливши вектор значень
параметра t, а пiсля цього побудувати графiк функцiї.
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? Приклад 3.1.5. Побудувати графiк першої арки циклоїди x =
t+ cos t , y = 1− sin t . У дiалоговому вiкнi середовища MatLabr впро-
вадимо такi команди:

>> clear; t=0:.01:2*pi;
x=t-sin(t); y=1-cos(t);
figure(5); plot(x,y)

3.1.5. Побудова графiкiв кусково-неперервних функ-
цiй

У побудовi графiка кусково-неперервної функцiї зберiгається прин-
цип обчислення графiкiв у системi MatLabr : обчислення вузлових точок
аргументу та значення функцiї у вузлових точках на кожному пiдiнтер-
валi, на якому функцiя не змiнює свого вигляду. Iншими словами, це
побудова графiкiв декiлькох функцiй, визначених на рiзних пiдiнтерва-

Рис. 3.3. Графiк до прикладу 3.1.3
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Рис. 3.4. Графiк функцiї f(x) = 2−3 sinx + 3x2 − 4

Рис. 3.5. Графiк циклоїди до прикладу 3.1.5

лах, у однiй системi координат. Продемонструємо це на такому прикладi.

? Приклад 3.1.6. Побудувати графiк функцiї

f(x) =


π sinx, −2π 6 x 6 −π;

π − |x|, −π 6 x 6 π;

π sin4 x, π 6 x 6 2π.
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Реалiзацiя обчислення у MatLabr виглядатиме так:

>> clear; x1=-2*pi:pi/30:-pi; y1=pi*sin(x1);
>> x2=-pi:pi/30:pi; y2=pi-abs(x2);
>> x3=pi:pi/30:2*pi; y3=pi*sin(x3).ˆ4;
>> x=[x1 x2 x3]; y=[y1 y2 y3];
>> figure(6) plot(x,y)

Якщо останню команду замiнити такою,

>> figure(7); plot(x1,y1,’rx-’,x2,y2,’gs-’,x3,y3,’m>-’)

то в результатi система поверне графiк, на якому частини позначенi рiз-
ними кольорами та мiтками точок, стосовно яких графiк обчислений.
Графiки в обидвох випадках мають вигляд зображений на рис. 3.6.

Рис. 3.6. Графiк до прикладу 3.1.6

3.1.6. Побудова графiкiв у логарифмiчному масшта-
бi

Для побудови графiкiв функцiї у логарифмiчному масштабi викорис-
товуються функцiї:

loglogx(...)
semilogx(...)
semilogy(...)

Функцiя loglogx(...) повертає графiк у логарифмiчному масштабi за дво-
ма осями координатної системи, semilogx(...) – стосовно осi oX , semi-
logy(...) – стосовно осi oY . Синтаксис цих функцiй такий самий як у
функцiї plot.
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Побудова графiкiв у логарифмiчному масштабi застосовується у та-
ких випадках:

• дослiдження стiйкостi систем керування частотними методами;

• дослiдження якостi перехiдних процесiв на основi логарифмiчних
амплiтудно-частотних характеристик;

• аналiз захисту вiд перешкод технiчних об’єктiв;

• нагляднiсть результатiв при їх графiчному зображеннi тощо.

? Приклад 3.1.7. Обчислити графiк функцiї f(x) = ex на про-
мiжку [−3, 2] з логарифмiчним масштабування стосовно осi oY . Пiсля
виконання процедури у системi MatLabr :

>> clear; x=-3:.1:2;
y=exp(x);
figure(8); semilogy(x,y); grid on;

одержимо графiк, зображений на рис. 3.7.

Рис. 3.7. Графiк до прикладу 3.1.7



60 Роздiл 3. Графiка у MatLabr

3.1.7. Побудова графiкiв у полярнiй системi коорди-
нат

Для побудови графiкiв у по-

Рис. 3.8. Графiк трипелюсткової тро-
янди

лярнiй системi координат вико-
ристовуються iнструкцiї у таких
форматах:

polar(t,r)
polar(t,r,s)

де t – аргумент функцiї, заданої
у полярнiй системi координат; r –
функцiя, яка визначає радiус r(t)
залежно вiд полярного кута t; s
– вектор стилiв, аналогiчно як у
випадку функцiї plot.

? Приклад 3.1.8. У полярнiй системi координат побудувати гра-
фiк трипелюсткової троянди y = 1− cos(3t) :

>> clear; t=0:.01:2*pi;
y=1-cos(3*t);
figure(9); polar(t,y)

Пiсля обчислення система поверне графiк, зображений на рис. 3.8.
3.1.8. Побудова гiстограм

Гiстограма – це графiчний аналiз даних, який дає вiдповiдь на пита-
ння, скiльки даних потрапляє в певний iнтервал розбиття промiжку, з
якого взято данi. Тобто, це є частотна характеристика даних. У середо-
вищi MatLabr для побудови гiстограм слугує функцiя hist. Наприклад,

>> clear; data=randn(100000,1);
figure(10); hist(data)

Перша команда генерує 100000 нормально розподiлених випадкових
чисел у виглядi вектор-стовпця, а за допомогою другої будується гiсто-
грама, iнтервал змiни даних подiлений за замовчуванням на n = 10 рiв-
них iнтервалiв. Якщо збiльшити кiлькiсть пiдiнтервалiв, тодi процедура
у MatLabr матиме вигляд:
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Рис. 3.9. Побудова гiстограм

>> data=randn(100000,1);
x=-5:.2:5;
figure(11); hist(data,x)

Результати двох останнiх компiляцiй зображенi на рис. 3.9. У друго-
му випадку зазначенi центри подiлу промiжка даних, вiдповiдно до яких
промiжок змiни даних подiлений рiвномiрно на пiдiнтервали.

3.2. Тривимiрна графiка

MatLabr дає змогу використовувати рiзнi способи вiзуалiзацiї функ-
цiї двох змiнних – побудова тривимiрних графiкiв, їхнiх лiнiй рiвня, па-
раметрично заданих лiнiй i поверхонь.

3.2.1. Тривимiрнi графiки функцiй

Для обчислення графiка функцiї двох змiнних необхiдно:

1) згенерувати матрицi з координатами вузлiв сiтки у прямокутнiй
областi визначення функцiї;

2) визначити функцiю у вузлах сiтки та записати отриманi значення
у виглядi матрицi;

3) використати одну з функцiй MatLabr , наприклад mesh, для побу-
дови графiка;

4) використовуючи передбаченi опцiї нанести на графiк, у разi потре-
би, додаткову iнформацiю – колiр, позначення тощо.
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Сiтка генерується за допомогою функцiї meshgrid. Аргументами цi-
єї команди є вектори, елементи яких вiдповiдають сiтцi у прямокутнiй
областi побудови графiка. Якщо область побудови графiка функцiї –
квадрат i крок сiтки за обома напрямами однаковi, то можна застосу-
вати тiльки один аргумент команди, наприклад,

[X Y]=meshgrid(-1:.01:1)

Вихiдними параметрами є матрицi з абсцисами й ординатами вузлiв
сiтки на площинi у заданому квадратi. Їхня структура потребує викорис-
тання поелементних операцiй при обчисленнi матрицi значень функцiї у
вузлах сiтки.

? Приклад 3.2.1. Для прикладу побудуємо поверхню, яка є гра-
фiком функцiї

f(x, y) = 4 sin(2πx) cos(1.5πy)(1− x2)(y − y2) (3.2.1)

у прямокутнику −1 6 x 6 1 , 0 6 y 6 1 . Послiдовнiсть у дiалоговому
вiкнi MatLabr така. Спочатку обчислимо матрицю вузлiв сiтки з кро-
ком 0.01 у обидвох напрямах:

>> clear; [X Y]=meshgrid(-1:.01:1,0:.01:1);

На наступному кроцi обчислимо матрицю значень функцiї у вузлах
сiтки згiдно з формулою задання функцiї:

>> Z=4*sin(2*pi*X).*cos(1.5*pi*Y).*(1-X.ˆ2).*(Y-Y.ˆ2);

Тепер можна побудувати графiк функцiї

>> figure(1); mesh(X,Y,Z)

Використовуючи функцiю mesh, ми побудували каркасну поверхню.
Якщо до обчислених значень X, Y, Z застосуємо команду surf, то система
побудує поверхню, кожна клiтина якої зафарбована вiдповiдним кольо-
ром, залежно вiд вiдхилення точки графiка по вертикалi:

>> figure(2); surf(X,Y,Z)

Пiсля проведених обчислень отримаємо вiдповiднi зображення по-
верхнi (див. рис. 3.10).

Зазначимо деякi можливостi MatLabr змiнювати побудову графiкiв
у просторi. Отже, за замовчуванням команда surf будує поверхню, на
якiй нанесена каркасна сiтка i кожна клiтина розфарбована у вiдповiд-
ний колiр. Нижче наведена процедура побудови поверхнi, зазначивши
осi та назву графiка (в припущеннi, що утворена сiтка вузлiв [X,Y] та



3.2. Тривимiрна графiка 63

Рис. 3.10. Графiки поверхонь, побудованi за допомогою функцiй mesh i
surf

матриця значень функцiї Z на цiй сiтцi):

>> figure(3); surf(X,Y,Z)
axis square
title(’Default SURF’)

Команда shading flat дає змогу сховати каркасну сiтку:

>> figure(4); surf(X,Y,Z)
axis square
shading flat
title(’Flat Shading’)

Для отримання поверхнi, рiвномiрно залитої кольором, використову-
ється команда shading interp:

>> figure(5); surf(X,Y,Z)
axis square
shading interp
title(’INTERP Shading’)

Щоб повернутися назад до первинного графiка, використаємо послi-
довнiсть команд:

>> figure(6); surf(X,Y,Z)
axis square
shading faceted
title(’Faceted Shading’)

Графiки пiсля компiляцiї вище зазначених процедур зображенi на
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Рис. 3.11. Графiки поверхнi з використанням рiзних опцiй

рис. 3.11 (див. назву графiка).
Якщо при побудовi графiка функцiї двох змiнних застосувати коман-

ду colorbar,

>> figure(7); surf(X,Y,Z)
colorbar
title(’SURF Colorbar’)

то поряд iз побудованою поверхнею система поверне кольорову шкалу,
на якiй за кольором можна вiдчитати значення функцiї (рис. 3.12).

Команда surfc обчислює поверхню та її лiнiї рiвня (рис. 3.12):

>> figure(8); surfc(X,Y,Z)
colorbar
title(’SURFC Colorbar’)

MatLabr дає змогу будувати поверхню, яка складається з лiнiй рiв-
ня. Для цього слугує команда contour3, аргументи якої, за замовчува-
нням, такi самi як у surf. Застосуємо її для побудови такої поверхнi у
випадку розглядуваної функцiї. Щоб побудувати густiшу сiтку лiнiй рiв-
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ня, обчислимо спочатку максимальне та мiнiмальне значення функцiї
(3.2.1) у прямокутнику −1 6 x 6 1 , 0 6 y 6 1 . Опiсля обчислимо век-
тор значень рiвнiв функцiї та побудуємо графiк (рис. 3.12). Для побудови
графiка використали команду grid off, яка вiдмiняє вивiд на монiтор ко-
ординатної сiтки:

>> zM=max(max(Z));
zm=min(min(Z));
lv=zm:.02:zM;
figure(9); contour3(X,Y,Z,lv);
grid off
title(’CONTOUR3’)

Рис. 3.12. Графiки поверхнi з використанням colorbar, surfc, contour3

3.2.2. Контурнi графiки

За допомогою внутрiшнiх функцiй contour, contourf у середови-
щi MatLabr можна побудувати контурнi графiки. Застосування цих
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функцiй розглянемо на прикладi функцiї (3.2.1), тобто вважаємо, що
обчисленi масиви [X, Y ] та Z для функцiї (3.2.1) (див. обчислення у
пiдроздiлi 3.2.1.). Обчислення

>> contour(X,Y,Z)

поверне графiк лiнiй рiвня, показаного на рис. 3.13.

Такий графiк не iнфор-

Рис. 3.13. Графiк лiнiй рiвня

мативний, тому що не дає
змоги вiдчитати значення
функцiї на лiнiях рiвня. Ви-
користання внутрiшньої iн-
струкцiї системи colorbar
також не багато допоможе,
точнi d значення функцiї не
вдасться вiдчитати. У сере-
довищi MatLabr коман-
дою clabel можна вивести
значення рiвня кожної лiнiї
контурного графiка функ-
цiї. Функцiя clabel вживає-

ться з двома аргументами: матрицею, що мiстить iнформацiю про лiнiї
рiвня та вказiвником на графiк, на якому треба нанести розмiтку. Не
вдаючись при першому ознайомленнi у подробицi, користувачу немає
потреби створювати параметри функцiї clabel, тому що функцiя contour,
яка скомпiльована з двома вихiдними параметрами, не тiльки побудує
лiнiї рiвня, а й згенерує необхiднi параметри для clabel. Отож, скомпiлю-
ємо contour з двома вихiдними параметрами (ContMtr – матриця, в якiй
мiститься iнформацiя про лiнiї рiвня, а вектор h – вектор показникiв):

>> figure(2); [ContMtr,h]= contour(X,Y,Z);
clabel(ContMtr,h);
grid on
title(’CLABEL’)

Зауважимо, що перший командний рядок активного вiкна Command
Window системи MatLabr завершили символом ”;” для того, щоб на
монiтор не виводилися значення матрицi. Пригадаємо, щоб скомпiлю-
вати процедуру (послiдовнiсть команд у цiлому, на вiдмiну компiляцiї
кожного окремого командного рядка), необхiдно перехiд до наступного
рядка виконувати за допомогою комбiнацiї клавiш Shift + Enter. Крiм то-
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го, помiстили на графiку координатну сiтку та назву графiка (див. Рис.
3.14).

Рис. 3.14. Графiк лiнiй рiвня:clabel,contourf

Додатковим аргументом функцiї contour, так як i функцiї contour3,
розглянутiй вище, може бути кiлькiсть лiнiй рiвня або вектор, який мiс-
тить значення функцiї, для яких необхiдно побудувати лiнiї рiвня.

Наочну iнформацiю про змiну значення функцiї дає кольорова ”за-
ливка”, тобто неперервне кольорове розфарбування контурного графi-
ка функцiї залежно вiд значень функцiї. Для цього у MatLabr слу-
гує функцiя contourf, використання якої не вiдрiзняється вiд розглянутої
функцiї contour. Наприклад, компiляцiя процедури

>> figure(3); contourf(X,Y,Z,30);
title(’CONTOURF’)

обчислить графiк iз 30 лiнiями рiвня (див. рис. 3.14). Нагадаємо, що у
всiх наведених прикладах використанi данi для функцiї (3.2.1).

3.2.3. Оформлення графiка

Простим, проте ефективним способом змiни кольорової гами графiка
є встановлення кольорової палiтри за допомогою функцiї colormap. Ниж-
че наведений приклад демонструє, як приготувати графiк функцiї для
друку на монохромнiй друкарцi, використовуючи палiтру gray (тут i на-
далi використовуються обчисленi данi [X, Y ] , Z для функцiї (3.2.1) з
пiдроздiлу 3.2.1.).
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>> figure(1); surfc(X,Y,Z);
colorbar
colormap(gray)
title(’Plot z(x,y)’)
xlabel(’X’); ylabel(’Y’); zlabel(’Z’);

Система поверне

Рис. 3.15. Графiк поверхнi з використанням па-
лiтри gray

графiк поверхнi, зо-
бражений на рис. 3.15.
Зауважимо, що змiна
палiтри графiка при-
водить до змiни палi-
три всього вiкна. Для
того, щоб повернутись
до налаштувань за за-
мовчуванням, треба
використати iнструк-
цiю:

colormap(’default’)

Кольоровi палiтри,
якi доступнi у середо-
вищi MatLabr наве-
денi у табл. 3.1.

Щоб додати до графiка заголовок, а також назви осей, можна скори-
статися з iнструкцiй, вiдповiдно:

title(’Title Name’)
xlabel(’X Label Name’)
ylabel(’Y Label Name’)
zlabel(’Z Label Name’)

Призначення цих функцiй зрозумiле з назви. Наприклад, потрiбно
помiстити у заголовку графiка функцiї (3.2.1) вигляд самої функцiї (ви-
користовуємо масиви, обчисленi у пiдроздiлi 3.2.1.). Процедура обчисле-
ння матиме вигляд:

>> figure(2); surf(X,Y,Z);
title(’ \it {f}( \it {x}, \it {y})= 4sin(2 \pi \it {x})

cos(1.5 \pi \it {y})(1- \it {x}ˆ2) ( \it {y}- \it {y}ˆ2)’);
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Табл. 3.1. Палiтра кольорiв у середовищi MatLabr

Палiтра Змiна кольору
autum Плавна змiна: червоний-оранжевий-жовтий
bone Подiбна на gray, проте з легким вiдтiнком синього
colorcube Кожний колiр змiнюється вiд темного до свiтлого
ccol Вiдтiнок голубого та пурпурового кольорiв
copper Вiдтiнки мiдного кольору
flag Циклiчна змiна: червоний-бiлий-синiй-чорний
gray Вiдтiнки сiрого
hot Плавна змiна: чорний-червоний-оранжевий-

жовтий-бiлий
hsv Плавна змiна кольорiв спектра
jet Плавна змiна: синiй-голубий-зелений-жовтий-червоний
pink Так як gray з легким вiдтiнком коричневого
prism Циклiчна змiна:червоний-оранжевий-жовтий-

зелений-синiй-фiолетовий
spring Вiдтiнки пурпурового та жовтого
summer Вiдтiнки зеленого та жовтого
wga Палiтра Windows ps 16 кольорiв
white Бiлий колiр
winter Вiдтiнки синього та зеленого

xlabel(’ \it {X}’);
ylabel(’ \it {Y}’);
zlabel(’ \it {Z}’);
Як видно з останнього наведеного прикладу, у назвi графiка, а також
у позначеннях осей можна вживати TEX-символи. Результат виконання
останньої процедури зображено на рис. 3.16.

3.2.4. Побудова параметрично заданих поверхонь i
просторових кривих

MatLabr дає змогу обчислювати графiки тривимiрних параметрич-
них кривих, заданих рiвнянням

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [α, β] (3.2.2)
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Рис. 3.16. Використання TEX-символiв у описi графiка

i поверхонь

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), u ∈ [a, b], v ∈ [c, d]. (3.2.3)

Для обчислення графiкiв параметрично заданих функцiй використовує-
ться ранiше описана функцiя

plot3(X,Y,Z,s)

де X, Y, Z – масиви, якi обчислюють за формулами (3.2.2) або (3.2.3), s
– вектор параметрiв та опцiй графiка.

? Приклад 3.2.2. Побудувати графiк параметрично заданої про-
сторової кривої

x = e−
|t−50|

50 sin t, y = e−
|t−50|

50 cos t, z = t, t ∈ [0, 100] (3.2.4)

Отож, перш за все згенеруємо сiтку вузлiв для параметра t :

>> clear; t=0:.02:100;

Далi обчислимо масиви значень x, y, z за формулами (3.2.4):

>> x=exp(abs(t-50)/50).*sin(t);
y=exp(abs(t-50)/50).*cos(t);
z=t;

Тепер побудуємо графiк просторової кривої, заданої параметричним
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Рис. 3.17. Графiк параметрично заданої просторової кривої

рiвнянням, зобразивши координатну сiтку, назву графiка та мiтки коор-
динатних осей:

>> plot3(x,y,z,’r:’);
grid on
title(’ \it {x}= \it {e}ˆ{-| \it {t}-50|/50} sin \it {t},

\it {y}= \it {e}ˆ {-| \it {t}-50|/50} cos \it {t},
\it {z}= \it {t}’);

xlabel(’ \it { \bf {x}}’)
ylabel(’ \it { \bf {y}}’)
zlabel(’ \it { \bf {z}}’)
У пiдсумку система поверне просторову криву, зображену на рис. 3.17.

? Приклад 3.2.3. Побудувати графiк поверхнi, заданої своїм па-
раметричним поданням:

x = 0.3u cos v, y = 0.3u sin v, z = 0.6u, u, v ∈ [−2π, 2π]. (3.2.5)

Згенеруємо спочатку сiтку вузлiв параметрiв u та v, причому, важли-
во те, що для u це має бути масив у виглядi стовпця, а для v – рядка:

>> clear; u=[-2*pi:.1*pi:2*pi]’;
v=[-2*pi:.1*pi:2*pi];

Тепер можемо згенерувати двовимiрну сiтку значень x та y за форму-
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лами (3.2.5) (звернемо увагу на зовнiшнiй добуток – зiрочка без крапки,–
який використаємо для обчислення x i y):

>> x=.3*u*cos(v);

Рис. 3.18. Графiк параметричної поверхнi

y=.3*u*sin(v);

Матриця z має бути тих
самих розмiрiв, що i матри-
цi x, y. Проте у формулi
(3.2.5) обчислення z вира-
жена явна залежнiсть тiль-
ки вiд u. Для того, щоб пра-
вильно обчислити цю ма-
трицю, вектор u домножи-
мо зовнiшнiм добутком на
квадратну матрицю розмiр-

ностi вектора v, елементами якої є одиницi:

>> z=.6*u*ones(size(v));

Пiсля чого можемо побудувати поверхню, яка зображена на рис. 3.18:

>> figure(2); surf(x,y,z)

Крiм того, на графiк нанесемо позначення осей координат i назву
графiка:

>> title(’ \bf {Parametric Surface.}’);
xlabel(’ \it { \bf {x}( \it {u}, \it {v})=0,3 \it {u}cos( \it {v})}’)
ylabel(’ \it { \bf {y}( \it {u}, \it {v})=0,3 \it {u}sin( \it {v})}’)
zlabel(’ \it { \bf {z}( \it {u}, \it {v})=0,6 \it {u}}’)

3.2.5. Побудова освiтленої поверхнi

Припустимо, що поверхня графiка виготовлена з матерiалу iз рiзни-
ми фiзичними та хiмiчними властивостями, а отже, має рiзнi властивостi
вiдбивання та поглинання свiтла. Крiм того, щоб у такий спосiб переда-
ти iнформацiю про властивостi поверхнi, джерелом свiтла можна керу-
вати – змiнювати iнтенсивнiсть, точку освiтлення тощо. У середовищi
MatLabr для цих цiлей слугує функцiя
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surfl(X,Y,Z)

де X,Y,Z – масиви вузлiв, такi самi як у випадку функцiї surf.

? Приклад 3.2.4. Побудувати освiтлену поверхню для функцiї
(3.2.1).

Використовуючи функцiї surfl, можна визначати палiтри кольорiв у
системах copper, bone, gray, pink. У згаданих системах iнтенсивнiсть ко-
льору змiнюється лiнiйно. Для отримання плавної змiни вiдтiнкiв вико-
ристовується команда shading interp. Отже, процедура побудови зображе-
ння виглядатиме так:

>> clear; [X Y]=meshgrid(-1:.01:1,0:.01:1);
Z=4*sin(2*pi*X).*cos(1.5*pi*Y).*(1-X.ˆ2).*(Y-Yˆ2);
figure(1); surfl(X,Y,Z)
colormap(’copper’);
shading interp
title(’ \it { \bf {f}} ( \it {x}, \it {y})= 4sin(2 \pi \it {x})

cos(1.5 \pi \it {y}) (1- \it {x}ˆ2)( \it {y}- \it {y}ˆ2)’)
xlabel(’ \it { \bf {x}}’);
ylabel(’ \it { \bf {y}}’);
zlabel(’ \it { \bf {z}}’);
У пiдсумку одержимо графiк, зображений на рис. 3.19.

Рис. 3.19. Освiтленi графiки

За замовчуванням джерело свiтла має азимут на 45◦ бiльший вiд
спостерiгача i такий самий кут пiднесення. Додатковим, четвертим, ар-
гументом функцiї surfl може слугувати вектор iз двох елементiв – азимута
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та кута пiднесення джерела свiтла. Наприклад, змiнимо азимут на −90◦

в стосунку до спостерiгача, а кут спостереження визначимо рiвним ну-
лю:

>> [Az,El]=view;
figure(2); surfl(X,Y,Z,[Az-90,0]);
shading interp

3.2.6. Анiмованi графiки

Вивчаючи рух точки на площинi чи у просторi, важливо, часом, ма-
ти не тiльки траєкторiю руху, але й спостереження як вiдбувається рух.
MatLabr дає змогу побудувати анiмований графiк, на якому кружок,
що позначає точку, рухається на площинi чи у просторi залишаючи за
собою слiд у виглядi кривої – траєкторiї руху. Для побудови анiмованого
графiка використовуються iнструкцiї MatLabr , основний формат яких
такий:

comet(X,Y)
comet3(X,Y,Z)

де X, Y, Z – масиви вузлiв, якi у дво- та тривимiрному випадку обчислю-
ються так само, як при побудовi дво- чи тривимiрної графiки функцiй,
заданих своїм параметричним поданням.

? Приклад 3.2.5. Побудувати траєкторiю руху точки протягом
10 секунд, координати якої змiнюються за законом

x(t) =
sin t

1 + t
, y(t) =

cos t

1 + t
. (3.2.6)

Алгоритм побудови процедури обчислення такий самий як при побу-
довi параметрично заданої функцiї:

>> clear; t=[0:.01:10];
x=sin(t)./(1+t); y=cos(t)./(1+t);
figure(3); comet(x,y)

3.3. Робота з декiлькома графiками

У всiх прикладах, розглянутих вище, графiки будувались у спецiаль-
них вiкнах iз заголовком Figure. Будуючи наступний графiк, попереднiй



3.3. Робота з декiлькома графiками 75

зникав у цьому вiкнi, а на його мiсцi будувався iнший графiк у цьому ж
вiкнi. MatLabr дає змогу працювати одночасно з кiлькома графiками:

• вивiд кожного графiка в окреме вiкно;

• вивiд кiлькох графiкiв в одному вiкнi(в однiй координатнiй систе-
мi);

• вивiд в одному вiкнi декiлька графiкiв, кожний у своїй координат-
нiй системi.

3.3.1. Вивiд графiкiв в окремi вiкна

Команда figure слугує для створення пустого графiчного вiкна та вi-
дображення його на монiторi. Вiкно стає активним, тобто всi графiчнi
об’єкти будуть вiдображатися у цьому вiкнi. Для того, щоб черговий
графiк був побудований у новому вiкнi, треба у новiй процедурi вжити
команду figure. Наприклад, послiдовнiсть команд

>> clear; [X Y]=meshgrid(-1:.01:1,0:.01:1);
Z=4*sin(2*pi*X).*cos(1.5*pi*Y).*(1-X.ˆ2).*(Y-Y.ˆ2);
figure(1); mesh(X,Y,Z);
figure(2); surfl(X,Y,Z)

приводить до побудови двох графiкiв у двох окремих вiкнах: у вiкнi Fi-
gure1 – каркасну поверхню, у Figure2 – освiтлену поверхню. Вiкно Figure2
наразi є активним, позаяк графiк був створений останнiм, тому послi-
довнiсть наступних команд стосується освiтленої поверхнi. Наприклад,
послiдовнiсть команд

>> colormap(’copper’)
shading interp

приводить до змiни тiльки останнього побудованого графiка та висвiтле-
ння цих змiн у вiкнi Figure2. Якщо маємо намiр зробити змiни у побудовi
графiка, який вiдображений у вiкнi Figure1, потрiбно зробити це вiкно
активним (вибрати його мишкою та притиснути кнопку мишки), пiсля
цього повернутися у Command Window, ввести необхiднi змiни та ском-
пiлювати процедуру. Для того, щоб очистити активне вiкно типу Figure,
вживається функцiя

clf

(скорочення вiд clear figure), а для того, щоб прибрати тiльки графiк,
залишивши без змiн осi, їх позначення, назву графiка, належить вико-
ристати функцiю



76 Роздiл 3. Графiка у MatLabr

cla

(вiд clear axes).

Згаданим вище способом можна одержати скiльки завгодно графiч-
них вiкон i вiдобразити у них графiки рiзних функцiй або iншi графiчнi
об’єкти. Однак для змiни деякого графiка треба знайти вiдповiдне вiкно
на монiторi й активувати його натисканням правої кнопки мишки. Та-
кий спосiб не зовсiм зручний. У середовищi MatLabr передбачено бiльш
унiверсальний i зручний спосiб роботи у багатовiконному режимi. Для
створення кожного нового графiчного вiкна за допомогою figure потрiбно
викликати його з вихiдним аргументом. Цей аргумент у MatLabr нази-
вається вказiвником на графiчне вiкно. Значенням вихiдного аргументу є
число, яке збiгається з номером графiчного вiкна. Для того, щоб зробити
графiчне вiкно активним, треба викликати figure, зазначивши як вхiдний
аргумент показник необхiдного графiчного вiкна. Розглянемо приклад.

? Приклад 3.3.1. Створити два графiчнi вiкна, побудувати у них
графiки функцiй f(x) = sinx та g(x) = lnx , пiсля чого графiки на-
лежно оформити: вивести на графiках назву, позначення осей i нанести
координатну сiтку на другий iз них. Послiдовнiсть команд така:

>> clear; sinGr=figure; lnGr=figure;
x=.1:.05:10;
f=sin(x); g=log(x);
figure(sinGr); plot(x,f);
figure(lnGr); plot(x,g);
figure(sinGr);
title(’ \it { \bf {f}} ( \it {x}) = sin( \it {x})’);
xlabel(’ \it { \bf {x}}’); ylabel(’ \it { \bf {f(x)}}’);
figure(lnGr);
title(’ \it { \bf {g}} ( \it {x}) = ln( \it {x})’);
xlabel(’ \it { \bf {x}}’); xlabel(’ \it { \bf {g(x)}}’);
grid on;

Пiсля компiляцiї система поверне графiки, зображенi на рис. 3.20.
Для того, щоб очистити графiчне вiкно з мiткою lnGr, треба виконати
команду

>> clf(lnGr)

Щоб видалити графiк iз першого вiкна, необхiдно виконати команду
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Рис. 3.20. Графiки у рiзних вiкнах (до прикладу 3.3.1)

>> cla(sinGr)

3.3.2. Побудова декiлькох графiкiв в однiй коорди-
натнiй системi

Зобразити декiлька графiкiв функцiй однiєї змiнної в однiй коорди-
натнiй системi можна за допомогою функцiй plot, plotyy, semilogx, semi-
logy, loglog. Цi iнструкцiї дають змогу будувати декiлька графiкiв в однiй
координатнiй системi, задаючи аргументи цих команд, наприклад, у та-
кому форматi:

plot(x,f,x,g)

Однак для побудови тривимiрних графiкiв або графiкiв рiзних типiв,
немає можливостi об’єднати їх в однiй координатнiй системi. Для такого
об’єднання слугує команда

hold on

яку потрiбно виконати перед побудовою наступного графiка, який необ-
хiдно обчислити у тiй самiй координатнiй системi. У наступному прикла-
дi в однiй координатнiй системi будується перетин площини та конуса,
заданого у параметричному виглядi. Результат виконання процедури зо-
бражено на рис. 3.21.

>> clear; u=[-3*pi:.1*pi:3*pi]’; v=[-3*pi:.1*pi:3*pi];
x=.3*u*cos(v); y=.3*u*sin(v); z=.6*u*ones(size(v));
figure(3); surf(x,y,z);
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Рис. 3.21. Два графiки в однiй координатнiй системi: hidden on та hidden
off

[X,Y]=meshgrid(-3:.1:3); Z=.5*X+.4*Y+2;
hold on
mesh(X,Y,Z);
hidden on

Для побудови площини mesh(X,Y,Z) та приєднання її графiка до гра-
фiка конуса hold on використали команду hidden on – закрити вiд спос-
тереження частину конуса, яка є пiд площиною. Якщо тепер виконати
послiдовнiсть команд

>> surf(x,y,z);
hold on
mesh(X,Y,Z);
hidden off

то площина зображається сiткою, крiзь яку можна спостерiгати конус
(рис. 3.21).

Команда hold on поширюється на всi графiки, якi будуть обчислю-
ватись пiсля її виконання. Для розташування графiкiв на нових осях
потрiбно вiдмiнити її такою командою

hold off

Команду hold on можна застосовувати i для графiкiв функцiй однiєї змi-
нної. Наприклад, виконання команди

plot(x,f,t,g)
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еквiвалентне послiдовностi

plot(x,f);
hold on;
plot(t,g);
hold off;

3.3.3. Декiлька графiкiв в одному графiчному вiкнi

MatLabr дає змогу розмiстити в одному графiчному вiкнi декiлька
координатних систем i побудувати у кожному з них графiки. Найпростi-
ший спосiб полягає у розбиттi на визначену кiлькiсть частин по горизон-
талi та вертикалi у виглядi матрицi, використовуючи функцiю:

subplot(i,j,n)

де i та j – кiлькiсть пiдграфiкiв по вертикалi (кiлькiсть рядкiв) i горизон-
талi (кiлькiсть стовпцiв); n – номер пiдграфiка, який потрiбно активува-
ти. Нумерацiя ведеться, починаючи з лiвого верхнього кута, по рядках.
Наприклад, процедура:

>> clear; syms n
for n=1:6
subplot(2,3,n)
end

створить у вiкнi графiки шiсть координатних систем, розташованих у
двох рядках i трьох стовпчиках. А наступна:

>> x=[-1:.01:pi]
y=x.ˆ3+sin(x); subplot(2,3,1); plot(x,y);
title(’ \it {f}( \it {x}) = \it {x}ˆ3+sin \it {x}’)
y2=sin(x.ˆ2); subplot(2,3,4); plot(x,y2);
title(’ \it {g}( \it {x}) = sin( \it {x}ˆ2)’)
y3=exp(-x.ˆ2); subplot(2,3,2); plot(x,y3);
title(’ \it { \bf {h(x)=eˆ{-xˆ2}}}’)
y4=1./(1+x.ˆ2); subplot(2,3,3); plot(x,y4);
title(’ \it { \bf {r(x)=1/(1+xˆ2)}}}’)
y5=sin(x).ˆ2; subplot(2,3,5); plot(x,y5);
title(’ \it { \bf {u(x)=sinˆ2(x)}}}’)
y6=cos(x.ˆ3).*sin(x); subplot(2,3,6); plot(x,y6);
title(’ \it { \bf {v(x)=cos(xˆ3)sin(x)}}}’)
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Рис. 3.22. Кiлька графiкiв в одному вiкнi

побудує графiки у всiх координатних системах (рис. 3.22).
У наступному прикладi побудуємо можливi шiсть видiв графiкiв

функцiї (3.2.1) та розмiстимо їх в одному вiкнi в рiзних координатних
системах.

? Приклад 3.3.2. Використаємо вiкно, створене в попередньому
прикладi (вiкно, зображене на рис. 3.22).

>> clear; [X Y]=meshgrid(-1:.01:1,0:.01:1);
Z=4*sin(2*pi*X).*cos(1.5*pi*Y).*(1-X.ˆ2).*(Y-Yˆ2);
subplot(2,3,1); mesh(X,Y,Z); title(’ \bf {MESH}’);
subplot(2,3,2); surf(X,Y,Z); title(’ \bf {SURF}’);
subplot(2,3,3); meshc(X,Y,Z); title(’ \bf {MESHC}’);
subplot(2,3,4); surfc(X,Y,Z); title(’ \bf {SURFC}’);
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Рис. 3.23. Пiдграфiки (до прикладу 3.3.2)

subplot(2,3,5); contour3(X,Y,Z,20); title(’ \bf {CONTOUR3}’);
subplot(2,3,6); surfl(X,Y,Z); shading interp;
title(’ \bf {SURFL}’); colormap(copper);

У результатi обчислення система поверне вiкно, зображене на рис. 3.23.

3.4. Завдання для самостiйного опрацюва-
ння

� Завдання 3.4.1. Самостiйно побудувати графiки функцiї (3.2.1),
використовуючи кольоровi палiтри з таблицi 3.1, та способи його побу-
дови.
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� Завдання 3.4.2. Побудувати графiк функцiї

f(x, y) = −e−y2 cos (3πx)x(1− x)y, x ∈ [0, 1], y ∈ [−2, 0], (3.4.1)

використовуючи рiзнi способи побудови графiка, кольори, назву, позна-
чення осей.
� Завдання 3.4.3. Побудувати прозору каркасну поверхню елiпсо-

їда, заданого рiвнянням
x(u, v) = cosu cos v,

y(u, v) = 0, 7 cosu sin v,

z(u, v) = 0, 8 sinu,

(3.4.2)

якщо u, v ∈ [−2π, 2π] .
� Завдання 3.4.4. Побудувати освiтленi графiки для функцiї

(3.2.1), використовуючи рiзнi системи кольорової гами та точок освiт-
лення.
� Завдання 3.4.5. Побудувати траєкторiю руху фiксованої точки

на одиничному колi, що рухається по прямiй (циклоїду). Циклоїда ви-
значається таким параметричним поданням:

x(t) = t− sin t; y(t) = 1− cos t. (3.4.3)

� Завдання 3.4.6. Використовуючи функцiю comet3 для побудови
траєкторiї руху точки у просторi, що описується рiвняннями (3.2.4).
� Завдання 3.4.7. Побудувати графiки функцiї однiєї змiнної на

вiдрiзку [0.01, 2π]

f(x) =
sinx

x
, g(x) = e−x cosx.

Зобразити цi графiки рiзними способами

• в окремих графiчних вiкнах;

• в одному вiкнi в однiй системi координат;

• в одному вiкнi в рiзних системах координат.

Надати заголовки графiкам, розмiстити позначення осей, викорис-
тати рiзнi стилi, кольори, тип маркерiв графiкiв функцiй, нанести коор-
динатну сiтку.

Побудувати частину графiка для вiд’ємних значень функцiї синiм
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кольором, для додатних – червоним. Прийняти до уваги, що насправдi
вiдображається залежнiсть одного вектора вiд iншого. Отож, для пошуку
iндексiв потрiбних елементiв вектора зi значеннями функцiї та iндекса-
цiю вектором для видiлення потрiбних компонент можна використати
функцiю find.
� Завдання 3.4.8. У квадратi x ∈ [−1, 1] , y ∈ [−1, 1] вiзуалiзувати

функцiю
z(x, y) =

(
sin(x2) + cos(y2)

)xy
.

Вивести графiки рiзними способами:

• каркасною поверхнею;

• каркасна поверхня ”залита” кольором;

• промаркованими лiнiями рiвня (самостiйно вибрати вектор марку-
вання лiнiй рiвня);

• освiтленою поверхнею.

Розташувати графiки в окремих графiчних вiкнах та в одному вiкнi
з вiдповiдною кiлькiстю координатних систем. Подати каркасну та освi-
тлену поверхню з декiлькох точок спостереження.

На тривимiрних графiках вiдзначити точки локальних екстремумiв,
при цьому використати iнформацiю, що значення функцiї у вузлах сiт-
ки зберiгаються у матрицi. Визначити максимальне значення функцiї за
допомогою max. За допомогою функцiї find визначити iндекси цих еле-
ментiв матрицi. I накiнець, за допомогою plot3 розташувати маркери в
точках тривимiрного простору на графiку.
� Завдання 3.4.9. Зобразити поверхнi, якi задають функцiї корис-

ностi, вивести кривi байдужостi:

1) u(x, y) = x y; 2) u(x, y) = (x+ 1)(y + 1);

3) u(x, y) = 2
√
x+ 4

√
y; 4) u(x, y) = max{2x+ y, 2y + x};

5) u(x, y) = xy + x+ y; 6) u(x, y) = min{2x+ y, 2y + x};

7) u(x, y) =
xy

x+ y
; 8) u(x, y) = x+ min{x, y};

9) u(x, y) = x1/3y2/3; 10) u(x, y) = ln(1 + x) + ln(1 + 2y).

� Завдання 3.4.10. Побудувати векторне поле градiєнта функцiї.
Вiзуалiзувати тривимiрне векторне поле на поверхнях:

• гiперболоїдi;
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• параболоїдi;

• заданої параметрично рiвняннями:

x(u, v) = cosu cos v, y(u, v) = sinu sin v, z(u, v) = u · v, u, v ∈ [0, 3].

� Завдання 3.4.11. Побудувати векторнi поля:

• поле напрямкiв вiдбитого свiтла, яке падає паралельним пучком на
поверхню;

• поле напрямкiв заламаного свiтла, яке падає паралельним пучком
на поверхню;

• поле напрямкiв вiдбитого свiтла, направленого точковим джере-
лом.

Розглянути змiну поля напрямкiв в залежностi вiд розташування поверх-
нi та джерела.

При побудовi поля напрямкiв пiдiбрати масштабний множник та кiль-
кiсть точок зачеплення векторiв на поверхнi для отримання найкращого
зображення поля. Поле нормалей до поверхнi, необхiдне для визначе-
ння напрямкiв променiв вiдбитого та заломленого вектора, обчислити за
допомогою команди surfnorm.



Роздiл 4

m-файли

У попереднiх роздiлах ми розглянули досить простi приклади, для
виконання яких необхiдно ввести у команднiй стрiчцi дiалогового вiкна
Command Window декiлька команд. Якщо завдання достатньо складне, то
кiлькiсть команд зростає i праця в команднiй стрiчцi стає неефективною.
Використання iсторiї команд, збереження змiнних робочого середовища
чи ведення щоденника за допомогою diary незначно пiдвищують ефектив-
нiсть роботи у середовищi. Ефективне розв’язання полягає у написаннi
власних алгоритмiв у виглядi програм (m-файлiв), якi можна запускати з
робочого середовища або iз редактора. Вмонтований у MatLabr редак-
тор m-файлiв дає змогу не тiльки набирати текст програми та запускати
її цiлою або частинами, а й редагувати алгоритм.

4.1. Побудова файлу-сценарiю

Розглянемо завдання побудови графiка функцiї

z = sin(x− y), x ∈ [0, 4], y ∈ [0, 6].

Для цього створимо у редакторi такий скрипт:

%graph2.m-3D plot of function z=sin(x-y)
%x in [0,4], y in [0,6]
clear
h=0.1;
x=0:h:4;
y=0:h:6;
[xx,yy]=meshgrid(x,y);
zz=sin(xx-yy);
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mesh(xx,yy,zz)
xlabel(’ \it { \bf {x}}’,’FontSize’,20)
ylabel(’ \it { \bf {y}}’,’FontSize’,20)
zlabel(’ \it { \bf {z=sin(x-y)}}’,’FontSize’,20)

та запишемо його пiд

Рис. 4.1. Графiк функцiї, побудований за допо-
могою m-файлу

назвою graph2.m iз роз-
ширенням *.m. Для
того, щоб побудува-
ти графiк, достатньо
у Command Window у
команднiй стрiчцi вве-
сти iм’я файлу graph2
i натиснути Enter (да-
ти команду на вико-
нання), система повер-
не побудований гра-
фiк, зображений на
рис. 4.1.

Iнший спосiб запус-
тити сценарiй, який
записаний у m-файлi –
безпосередньо з вiкна

редактора. Якщо активне вiкно Editor i записаний m-файл у цьому вiкнi,
то достатньо натиснути функцiональну кнопку на клавiатурi <F5>. Цей
спосiб зручний у випадку, коли виконується вiдладка сценарiю. Проте
належить пам’ятати, що iнформацiю про неполадки та помилки система
повертає у вiкно Command Window.

4.2. Робота в редакторi m-файлiв

Вiдкриємо меню File середовища MatLabr i у пунктi New виберемо
пiдпункт m-file або натиснути кнопку New m-file на панелi iнструментiв.
У вiкнi редактора m-файлiв вiдкриється вiкно Editor. Вид стрiчки меню
i панелi iнструментiв залежить вiд ширини вiкна. У разi потреби можна
вiкно зафiксувати курсором мишки i ”розтягнути” до потрiбної ширини.

По сутi, вiкно редактора m-файлiв є звичайним текстовим записни-
ком для створення скриптiв. Якщо користувач добре володiє синтакси-
сом i досвiдом написання програми у середовищi MatLabr , то m-файл
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можна створити у звичайному системному записнику Windows, а при за-
писуваннi надати розширення *.m. Отож, у активному вiкнi редагування
m-файлiв середовища MatLabr введемо такi стрiчки:

% My mFile_1 - calculus plots
% y=exp(-x) and y=sin(x) in interval [x0,x1].
clear x0 x1 h f g;
x0=input(’Input x0: ’);
x1=input(’Input x1: ’);
h=input(’Input step h: ’);
x=x0:h:x1;
f=exp(-x);
subplot(1,2,1)
plot(x,f);
g=sin(x);
title(’ \bf { \it {f(x)=eˆ{-x}}}’,’FontSize’,20)
xlabel(’ \bf { \it {x}}’,’FontSize’,20)
ylabel(’ \bf { \it {f(x)}}’,’FontSize’,20)
subplot(1,2,2)
plot(x,g)
title(’ \bf { \it {g(x)=sin{x}}}’,’FontSize’,20)
xlabel(’ \bf { \it {x}}’,’FontSize’,20)
ylabel(’ \bf { \it {g(x)}}’,’FontSize’,20)

Збережемо тепер файл пiд назвою myMFile_1.m у робочому каталозi,
вибравши у меню File редактора пункт Save as. Для того, щоб запусти-
ти на виконання всiх команд, що мiстяться у файлi, необхiдно у меню
натиснути Run в меню Debug або функцiональну клавiшу <F5>. У голов-
ному вiкнi Command Window у команднiй стрiчцi програма очiкуватиме
введення значення x0: Input x0: . Це є значення лiвого кiнця вiдрiзка, на
якому будуть обчисленi графiки функцiй згiдно з командами записани-
ми у m-файлi. Впровадимо, наприклад, -pi/4 та натиснемо Enter. Анало-
гiчно, згiдно з командами, записаними у m-файлi, у команднiй стрiчцi
Command Window по черзi уведемо 2*pi для x1 – значення правого кiнця
вiдрiзка, та крок 0.01 для h. Пiсля пiдтвердження Enter у вiкнi Figures
отримаємо поряд розташованi графiки функцiй y = e−x та y = sinx на
промiжку [−π/4, 2π] (див. рис. 4.2).

Звернемо увагу що рядки на те, якi набираємо у вiкнi редактора,
автоматично нумеруються. Це дає змогу iдентифiкувати повiдомлення
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Рис. 4.2. Графiки функцiй y = e−x та y = sinx

про помилки набору, якi повертаються у командне вiкно.

4.3. Скрипти та функцiї

Зручнiшою рiзновиднiстю m-файлiв є функцiї, першою стрiчкою яких
є заголовок, який використовує оператор function. На вiдмiну вiд скри-
птiв, функцiї можуть отримувати вихiднi данi у виглядi списку вхiдних
параметрiв i повертати результати обчислень також у виглядi списку
вихiдних параметрiв. Якщо деякi змiннi Workspace (Робоча область) ого-
лошенi глобальними (оператор global) i таке оголошення global iз зазна-
ченням iмен спiльних змiнних є у тiлi програми, то функцiя має доступ
до зазначених змiнних.

Однiєю з найважливiших особливостей функцiй є апарат локальних
змiнних. Всi змiннi, якi появляються у тiлi функцiї, за винятком гло-
бальних змiнних, вхiдних i вихiдних параметрiв, вважаються локаль-
ними. Вони утворюють локальний робочий простiр i доступнi тiльки у
тiлi функцiї, в якiй вони визначенi, i жоднi iншi скрипти чи функцiї не
можуть їх використати. Це дуже зручно у написаннi програм-функцiй,
оскiльки iмена локальних змiнних немає необхiдностi будь iз ким узго-
джувати.

Зазначимо, що у створеннi програм-функцiй назва m-файлу, у якому
записується програма, обов’язково має збiгатися з назвою функцiї. Роз-
глянемо приклад програми (функцiї) обчислення факторiала числа. Цiй
функцiї дамо назву factn.
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% This program calculus factorial of number n.
function y=factn(n)
k=1;
for(i=1:n)
k=k*i;

end
y=k;

Пiсля цього для обчислення 5! достатньо у команднiй рядку Command
Window середовища MatLabr увести

>> factn(5)

i пiсля натискання Enter на екранi можна прочитати:

ans=
120

У m-файлi можна визначити кiлька функцiй. Перша i з них має тi пе-
реваги, що до неї можна звернутися ззовнi. Решта функцiй уважаються
внутрiшнiми i доступнi тiльки всерединi m-файлу. Такi функцiї назива-
ють пiдфункцiями (subfunctions).

Досить часто для написання програми у середовищi MatLabr вико-
ристовується деякий вираз, що залежить вiд змiнних, i до цього виразу
програма звертається кiлька разiв як до функцiї цих змiнних. Написання
m-файлу (розглянутий вище спосiб визначення функцiї) не виправдано,
позаяк звертання до цього виразу вiдбувається невелику кiлькiсть разiв.
З цiєю метою у MatLabr є можливiсть створити так званi анонiмнi
функцiї. Функцiя має iм’я (iдентифiкатор), визначенi змiннi та парамет-
ри i пiсля її визначення у процесi обчислення програма до неї зверта-
ється згiдно з її iдентифiкатором. Якщо процедура (програма), у якiй
визначена така анонiмна функцiя, не є активною, то вводять числовi та
символьнi данi.

4.4. Увiд числових i символьних даних

Простiшим способом уведення числової та символьної iнформацiї за
допомогою клавiатури є використання iнструкцiї input. Ця функцiя до-
пускає два формати, перший iз яких

x=input(’promt’)

У вiдповiдь на запрошення, яке видає програма, користувач може уве-
сти потрiбне значення або увести вираз, величина якого буде обчислена
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з врахуванням промiжного стану змiнних робочого простору та поверне-
ння у як значення функцiї.

Другий формат iнструкцiї input має вигляд

x=input(’promt’,’s’)

У цьому випадку текст, який уводиться користувачем, трактується як
стрiчка символiв, яка i повертається як значення функцiї. В обидвох ви-
падках текст запрошення може мiстити керуючий символ ” \ n”, який ке-
рує переведенням курсора на початок наступного рядка. Це забезпечує,
у разi необхiдностi, уведення запрошення, яке складається з декiлькох
рядкiв.

4.5. Виведення результатiв обчислень

Для виведення значення виразу, у частковому випадку якого може
бути iм’я довiльної змiнної, достатньо не набирати символ ” ;”, який бло-
кує виведення результату на екран. У iнших випадках можна звернутися
до функцiї disp, яку вiдрiзняє вiд автоматичного виведення на екран тiль-
ки те, що не вiдображається на екранi iдентифiкатор обчисленої змiнної,
результат присвоюється системнiй змiннiй ans. Формат iнструкцiї такий:

disp(expr)

Зокрема, аргументом функцiї disp може бути стрiчка в одинарних ла-
пках:

disp(’expr’)

внаслiдок чого на екранi буде надрукована стрiчка (один iз об’єктiв
MatLabr типу string).

Функцiями error та warning можна скористатися для отримання по-
вiдомлення про помилку або попередження. Головний їхнiй аргумент –
текст повiдомлення, пiсля виведення якого на екран програма буде або
завершена (використання функцiї error), або буде продовжена її робота
(використання функцiї warning), наприклад,

>> warning(’Attention!’)
Warning: Attention!
>> error(’Attention - ERROR!’)
Attention - ERROR!

Загалом функцiя warning має набагато ширшi можливостi. Її загаль-
ний формат такий:

warning(’name_w’,’format’,list)
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Стрiчка name_w використовується як iдентифiкатор групи повiдомлень.
За необхiдностi вивiд всiх повiдомлень однiєї групи можна заблокувати,
звернувшись до iнструкцiї warning так:

warning(’off’,’name_w’)

У цьому випадку не має необхiдностi видаляти всi стрiчки, якi мiстять
повiдомлення для цiєї групи. Якщо необхiдно знову включити це повi-
домлення, то викликається процедура warning iз параметром on:

warning(’on’,’name_w’)

Детальнiше формати описанi в iнструкцiї sprintf. Пiсля компiляцiї у ко-
манднiй стрiчцi вiкна Command Window запис:

>> help sprintf

система поверне:

sprintf - Format data into string

This MATLAB function formats the data in arrays A1,...,An
according to formatSpec in column order, and returns
the results to string str.

str = sprintf(formatSpec,A1,...,An)
[str,errmsg] = sprintf(formatSpec,A1,...,An)

Reference page for sprintf

See also char, fprintf, fscanf, int2str, num2str, sscanf

Синiм кольором видiленi посилання на вiдповiднi розширенi статтi у
довiднику help середовища MatLabr , iз яких можна одержати деталь-
ний опис цих iнструкцiй.

4.6. Типи функцiй

Iснує кiлька рiзновидiв m-функцiй. У пiдроздiлi 4.3. ми ознайомили-
ся з головними функцiями, назви яких збiгаються з назвами m-файлiв.
До них можна звертатися iз iнших функцiй чи рядкiв Command Window,
передавати їм параметри. Характерною особливiстю m-функцiй є наяв-
нiсть iндивiдуального робочого простору – механiзму локальних змiнних.
Разом iз ними m-функцiї можуть використовувати змiннi iнших робочих
просторiв, де цi змiннi оголошенi як глобальнi.

Другий рiзновид m-функцiй утворюють пiдфункцiї (subfunctions), ви-
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значення яких мiстяться у m-файлi одразу за головною функцiєю. До
пiдфункцiй m-файлу не можна звернутися ззовнi. Це функцiї внутрi-
шнього користування. Вони можуть мiж собою комунiкувати в межах
одного m-файлу та звертатися до iнших головних функцiй, що описанi
у iнших m-файлах. Послiдовнiсть звертань пiдфункцiй iнiцiює головна
функцiя m-файлу. Формат пiдфункцiй має вигляд:

function y1=f1(p1,p2)
........

function y2=f2(x,z) % вкладена у функцiю f1
........

function y3=f3(a,b) % вкладена у функцiю f2
........
end % кiнець функцiї f3

........
end % кiнець функцiї f2

........
end % кiнець функцiї f1

При звертаннi до вкладених функцiй зберiгається загально прийня-
те правило: до вкладеної функцiї може звертатися тiльки безпосередньо
функцiя, якiй вона безпосередньо пiдпорядковна. У наведеному вище
прикладi функцiя f1 може звертатися до f2 безпосередньо, але не може
прямо звертатися до f3.

Крiм вкладених (nested functions), як ми вже розглядали, у середови-
щi MatLabr є анонiмнi функцiї (anonymous functions). У цих функцiй
немає власного iменi, замiсть нього використовується вказiвник функцiї.
Анонiмнi функцiї використовуються у двох форматах:

h_F=@(parameters) expr

та

h_F=inline(’expr’)

? Приклад 4.6.1. Наприклад, визначимо функцiю двох змiнних:

>> ff=@(x,y) x.*exp(x.*sqrt(t));

та обчислимо її мiшану похiдну другого порядку:

>> syms x y; diff(diff(f,x),y)
ans =

(xˆ2*exp(-x*yˆ(1/2)))/2 - (x*exp(-x*yˆ(1/2)))/yˆ(1/2)



4.6. Типи функцiй 93

? Приклад 4.6.2. Визначимо тепер функцiю однiєї змiнної:

>> clear; ff=inline(’exp(-x.ˆ2)-3*sin(2*x)’);

та побудуємо її графiк на вiдрiзку [−1, 4] (Рис. 4.3):

>> ezplot(ff,-1,4)

Очевидно, що тако-

Рис. 4.3. Графiк функцiї, побудований за допо-
могою m-файлу

го типу функцiї зруч-
но використовувати
при простому виглядi
expr. Вище ми розгля-
дали анонiмнi функцiї
та приклади їх визна-
чення. Зазначимо, що
анонiмна функцiя мо-
же бути використана
iншими функцiями як
параметр, тобто такi
функцiї можуть бути
у виглядi змiнних iн-
ших функцiй. Наприк-
лад, визначимо функ-
цiю пiднесення до тре-

тього степеня:

>> pwr3=@(x) x.ˆ3;

Тепер обчислимо
∫ 1

0
x3dx у середовищi MatLabr , застосувавши вну-

трiшню функцiю quad обчислення означеного iнтеграла квадратурними
формулами Simpson’a:

>> quad(pwr3,0,1)
ans=

0.2500

У разi потреби m-функцiї можна помiстити у каталог з спецiальним
iменем private. Цi функцiї будуть доступними тiльки з каталога, який
мiстить private. Функцiї, що мiстяться у цьому каталозi, вважаються при-
ватними (private functions). Їхнє призначення – замiнити деякi системнi
функцiї одноiменними користувача. MatLabr починає пошук функцiй,
до яких звертається, з каталогу private, тому вони викликаються найпер-
ше.
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Накiнець варто згадати про так званi перевантаженi функцiї
(overloaded functions). У об’єктно-орiєнтованому програмуваннi широко
використовується можливiсть визначати декiлька функцiй iз однаковими
iдентифiкаторами (iменами), якi вiдрiзняються мiж собою тiльки кiль-
кiстю параметрiв, або їхнiми типами, або типом повернутого обчислення.
Компiлятор аналiзує чергове звертання до функцiї i викликає ту з них,
яка вiдповiдає шаблону виклику.

4.7. Змiннi та параметри функцiй

4.7.1. Глобальнi змiннi

Щоб задекларувати глобальнi властивостi змiнних, використовується
iнструкцiя:

global a b c

Розглянемо приклад.

? Приклад 4.7.1. Нехай задано функцiю

ψ(n, x) = xne−nx,

де x ∈ [0, 10] , n = 3, 4, 5, 6 . Змiнна x зазвичай є аргументом функцiї,
а n є параметром – глобальною змiнною. Утворимо скрипт-файл для
функцiї ψ :

function y=psiA(x)
global n
y=x.ˆn.*exp(-n.*x);
та наступний файл-сценарiй:

%file scenPsiA.m
%plot more curves on the same figure
global n
h=0.001; x=0:h:10;
vn=[1.3 1.5 1.7 1.9 2.5 2.75];
figure(1); hold on
for n=vn
plot(x,psiA(x),’r-’);

end
hold off

У цьому прикладi дослiджувана функцiя залежить вiд змiнної x i
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параметра n . Оголосивши n глобальною змiнною, побудовано однопа-
раметричну сiм’ю графiкiв цiєї функцiї (рис. 4.4).

Рис. 4.4. До прикладу 4.7.1

? Приклад 4.7.2. Розглянемо такий приклад, який дає можли-
вiсть отримати такий самий результат, ввiвши функцiю двох змiнних:

function y=psiA2v(x,n)
y=x.ˆn.*exp(-n.*x);

Дещо модифiкуємо scenPsiA.m, який запишемо пiд назвою scenPsiA2v.m:
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%file scenPsiA2v.m
%plot more plots on the same figure
clear
h=0.001;
x=0:h:10;
vn=[1.3 1.5 1.7 1.9 2.5 2.75];
figure(2); plot(x,psiA2v(x,vn(1)),’r-’);
grid
hold on
for n=2:length(vn)
plot(x,psiA2v(x,vn(n)),’r-’);

end
hold off
Результат виконання scenPsiA2v.m буде такий самий як у попередньому
випадку i зображений на рис. 4.4.

4.7.2. Параметри функцiй

Майже усi алгоритмiчнi мови об’єднують вхiднi та вихiднi аргумен-
ти функцiй у загальнi дужки i повертають у виглядi свого значення
єдиний результат, який зазвичай присвоюється функцiї. Бiльшiсть ал-
горитмiчних мов використовує позицiйний принцип задання аргументiв.
Тiльки деякi системи поряд iз позицiйними аргументами дають змогу ви-
користовувати ключовий спосiб задання параметрiв у форматi вигляду
name=value. Ключовi параметри завжди одразу слiдом за списком по-
зицiйних аргументiв i можуть бути розташованi у довiльному порядку.
Функцiя передає свої параметри через стек, записуючи туди значення
або адреси вiдповiдних аргументiв. Iснує два принципово рiзних спосо-
би записування параметрiв у стек – один iз них першим помiщає у стек
останнiй аргумент списку, а другий – перший аргумент списку. Зазвичай
це потрiбно брати до уваги у тих випадках, коли фрагменти програми
реалiзованi у рiзних системах програмування.

У мовi MatLabr вхiднi та вихiднi аргументи функцiй строго роздi-
ленi. Всi вхiднi параметри використовують тiльки позицiйний принцип
i задаються у круглих дужках пiсля iменi функцiї. Всi вихiднi парамет-
ри оголошуються як масив результатiв i в операторах присвоєння за-
писуються у квадратних дужках. Функцiї можуть мати рiзну кiлькiсть
параметрiв. Для створення такого типу програм використовуються спе-
цiальнi засоби – функцiї (вiрнiше, макровизначення) va_start, va_end,
va_arg, va_list.



4.7. Змiннi та параметри функцiй 97

MatLabr помiщає всi вхiднi параметри у масив комiрок з iменем
varargin i запам’ятовує кiлькiсть переданих аргументiв функцiї у гло-
бальну змiнну nargin. Функцiя, що повертає змiнну кiлькiсть значень,
починається з заголовка

function[varargout]=function_name(arguments)

Це означає, що результати обчислення функцiї присвоюються компонен-
там масиву комiрок varargout. До визначеної так функцiї можна зверта-
тися з рiзною кiлькiстю вихiдних параметрiв:

[y1,y2,y3]=function_name(arguments)
[z1,z2]=function_name(arguments)
w1=function_name(arguments)

У першому випадку змiннiй y1 буде присвоєно значення комiрки
varargout(1), змiннiй y2 – значення комiрки varargout(2), змiннiй y3 – зна-
чення комiрки varargout(3). У другому випадку будуть використанi значе-
ння двох перших комiрок, у третьому – єдине значення першої комiрки
масиву varargout. Через глобальну змiнну nargout функцiї передається
iнформацiя про кiлькiсть запрошуваних даних, щоб вона обчислила по-
трiбну кiлькiсть результатiв.

Для контролю за допустимою кiлькiстю вхiдних та вихiдних аргумен-
тiв m-функцiї можна використовувати iнструкцiї nargchk i nargoutchk:

msg=nargchk(min.max,nargin);
msg=nargoutchk(min,max,nargout);

Обидвi функцiї генерують повiдомлення msg, у яких зазначається не-
допустима кiлькiсть вхiдних чи вихiдних параметрiв, яку можна вивести
за допомогою функцiї error(msg). Якщо кiлькiсть параметрiв мiститься в
iнтервалi [min, max], то повiдомлення msg зображається пустою стрiчкою
i повiдомлення про помилку не буде.

Продемонструємо використання описаних вище глобальних змiнних
на прикладах iз файла допомоги, якi дещо модифiкованi з метою спро-
щення.

? Приклад 4.7.3. Вхiдними параметрами функцiї polyline.m є точ-
ки з координатами (x1,y1), (x2,y2) i т.д.. За заданими точками функцiя
будує ламану. Скрипт має такий вигляд:

function polyline(varargin)
for k=1:length(varargin)

x(k)=varargink(1);
y(k)=varargink(2);
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end
axis([min(x) max(x) min(y) max(y)])
figure(3)
plot(x,y)

Результат звернення до цiєї функцiї у виглядi

>> polyline([1 -1],[0 -2],[-3 -1],[-4 1],[-2 2],[1 1],[1 -1])

зображено на першому рис. 4.5. Якщо ж компiлювати функцiю

>> polyline([2 2],[1 -1],[-3 4],[-1 5],[2 2])

то одержимо графiк, зображений на другому рис. 4.5.

Рис. 4.5. Графiки polyline у випадку 7-ми та 5-ти точок

? Приклад 4.7.4. Передача аргументiв функцiї. Розглянемо та-
кий приклад. Функцiя array2vec отримує масив розмiрностi n× 2 , коор-
динати першого стовпчика якого x1, x2, . . . , а другого – y1, y2, . . . . Завда-
ння полягає у тому, щоб створити вiдповiднi пари (x1, y1) , (x2, y2) , . . . .
Утворимо m-файл сценарiй:

function[varargout]=array2vec(a)
for k=1:nargout
varargoutk=a(k,:);

end

Нижче наведено результати двох обчислень за допомогою функцiї
array2vec. У першому випадку:

>> a1={1 2;3 4;5 6;7 8;9 10;11 12};
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[p1,p2]=array2vec(a1)
p1 =

[1] [2]
p2 =

[3] [4]

У другому випадку:

>> [q1 q2 q3 q4 q5]=array2vec(a1)
q1 =

[1] [2]
q2 =

[3] [4]
q3 =

[5] [6]
q4 =

[7] [8]
q5 =

[9] [10]

Якщо за вхiдний параметр взяти звичайний числовий масив, то ре-
зультатом обчислення цiєї ж функцiї будуть звичайнi числовi вектори:

>> a1=[1 2;3 4;5 6;7 8;9 10;11 12];

[p1,p2]=array2vec(a1)
p1 =

1 2
p2 =

3 4

У другому випадку:

>> [q1 q2 q3 q4 q5]=array2vec(a1)

q1 =
1 2

q2 =
3 4

q3 =
5 6

q4 =
7 8

q5 =
9 10
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4.7.3. Функцiї масиву

? Приклад 4.7.5. Розглянемо задачу обчислення графiка функцiї

f(x) =
xe− sinx

1 + x2
на промiжку [−3, 3] . З цiєю метою утворимо скриптовий

файл funA.m:

function y=funA(x)
y=(x*exp(-sin(x)))/(1+xˆ2);

та наступний файл-сценарiй pltFunA.m, який дасть вiдповiдь на постав-
лене завдання:

%file pltFunA.m
%Plot a graph by using the function file funA.m
clear
h=0.001;
x=-3:h:3;
n=length(x);
for i=1:n
y(i)=funA(x(i));

end
figure(4)
plot(x,y,’r.’);
grid on

Висновок: для побудови графiка функцiї f(x) =
xe− sinx

1 + x2
ми спочат-

ку побудували масив точок у системi координат та через отриманi точки
провели лiнiю, яка є графiком функцiї. Проте середовище MatLabr має
змогу побудувати графiк цiєї функцiї, не вдаючись безпосередньо до по-
будови iтерованих значень функцiї, а безпосередньо обчислювати, тобто
будувати масиви за допомогою самих функцiй.

? Приклад 4.7.6. Розглянемо таку побудову на прикладi функ-

цiї f(x) =
xe− sinx

1 + x2
, але використаємо можливостi середовища MatLabr .

Утворимо такi скрипти-файли:

%Def funAsmart.m
function y=funAsmart(x)
y=(x.*exp(-sin(x)))./(1+x.ˆ2);
%file pltFunAsmart.m
%Ploting a graph by using the function file funAsmart.m
clear
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h=0.001;
x=-3:h:3;
y=funAsmart(x);
figure(5); plot(x,y,’r.’);
title(’ \bf { \it {f(x)=xeˆ-sinx/(1+xˆ2)}}’,’FontSize’,20)
grid on

Проаналiзуємо останнi два приклади. Пiсля виконання pltFunA.m i
pltFunAsmart.m система поверне однаковi графiки (пропонуємо читачевi
самостiйно переконатися у цьому). У чому вiдмiннiсть i про що йдеться?
У випадку визначення дослiджуваної функцiї за допомогою funA.m ви-
користанi звичайнi операцiї на скалярах, позаяк ставили собi за мету
побудувати поточково графiк функцiї. У другому ж випадку, визнача-
ючи ту саму функцiю за допомогою funAsmart.m, використанi операцiї
на масивах, бо табульованi значення функцiї обчисленi на масивi. Тому
використання funA.m у процедурi pltFunAsmart.m поверне помилку i не
обчислить графiка, тодi як у процедурi pltFunA.m можна використати
funAsmart.m.

? Приклад 4.7.7. Розв’яжемо задачу знаходження точок нулiв

функцiї f(x) =
xe− sinx

1 + x2
та визначення її точок мiнiмуму. Укладемо та-

кий сценарiй:

%file funA3.m
%test of an array-smart function
clear
h=0.01;
x=-3:h:3;
y=funAsmart(x);
pause on
pause
x1min=fminbnd(’funAsmart’,-2,-1)
funx1=funAsmart(x1min)
pause
x2min=fminbnd(’funAsmart’,1,3)
funx2=funAsmart(x2min)
pause
x0=fzero(’funAsmart’,-0.5)
funx0=funAsmart(x0)
pause off
figure(6)
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plot(x,y,’b.’);grid on
hold on
plot(x2min,funx2,’gs’,’MarkerSize’,10,’MarkerEdgeColor’,...

’b’,’MarkerFaceColor’,[0,1,0])
plot(x0,funx0,’ro’,’MarkerSize’,10,’MarkerEdgeColor’,...

’b’,’MarkerFaceColor’,[0,1,0])
plot(x1min,funx1,’gs’,’MarkerSize’,10,’MarkerEdgeColor’,...

’b’,’MarkerFaceColor’,[0,1,0])
hold off

Зазначимо, що в останнiй проце-

Рис. 4.6. До прикладу 4.7.7

дурi використана iнструкцiя pause.
У процесi компiляцiї виконання
процедури зупиняється на iнстру-
кцiї pause, щоб продовжити обчис-
лення, необхiдно в активному вiк-
нi Command Window дати пiдтвер-
дження на продовження (натисну-
ти Enter). Пiсля кожної паузи в
активному рядку Command Window
система повертає почергово точку
локального мiнiмуму та значення
функцiї у цiй точцi, точку перетину графiка з вiссю oX:

x1min =
-1.3524

funx1 =
-1.2690

x2min =
1.8724

funx2 =
0.1599

x0 =
2.5164e-18

funx0 =
2.5164e-18

Крiм того, згiдно з процедурою, обчислено графiк функцiї та вище-
згаданi точки (див. рис. 4.6).



Роздiл 5

Алгебра векторiв i матриць у
MatLabr

Назва пакета MatLab походить вiд скороченої англiйської назви
Matrix Laboratory – дослiвно ”матрична лабораторiя”. Тому неважко здо-
гадатися, що основним видом даних, якi використовуються у пакетi, є
матрицi. Навiть загальноприйнятi скалярнi змiннi у MatLabr тракту-
ються як матрицi розмiрностi 1×1 . З огляду на важливiсть поняття ма-
трицi у пакетi MatLabr у цьому роздiлi детальнiше розглянемо основнi
методи утворення, види та дiї на матрицях.

5.1. Утворення векторiв i матриць

Вектор або матриця складаються з iменi та елементiв, взятi у квадра-
тнi дужки. Елементи вектора роздiляються комою або пробiлом. Елемен-
тами вектора можуть бути будь-якi об’єкти середовища MatLabr : дiйснi
чи комплекснi числа, вирази, функцiї тощо.

? Приклад 5.1.1.

>> V=[15,23,-45,7,1/2 ]
>> V=[-2i 4 10 3+sqrt(2)*i]

Для виводу на екран монiтора натискаємо клавiшу 〈Enter〉 . Система пiс-
ля компiлювання поверне елементи вектора без квадратних дужок, роз-
дiлених пробiлами. У нашому випадку результат буде таким:
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V =
15.0000 23.0000 -45.0000 7.0000 0.5000

V =
0.0000 - 2.0000i 4.0000 + 0.0000i 10.0000 + 0.0000i...
3.0000 + 1.4142i

Звернiть увагу на повернутий пiсля компiляцiї результат у другому ви-
падку: перший i четвертий елементи вектора – комплекснi числа, а дру-
гий i третiй – дiйснi. Результат повернутий у комплексному форматi.
Крiм того, другим елементом вектора є уявне число, уявна частина яко-
го – обчислене значення. Тому уявну одиницю i ”приписано” злiва вiд
числа. Уявна частина четвертого елемента є необчисленим значенням,
тобто значення функцiї sqrt у точцi 2. Тому мiж уявною одиницею i та
sqrt(2) треба вписати знак множення *.

Елементами матрицi, як i вектора, можуть бути додатнi чи вiд’ємнi
числа, дiйснi чи комплекснi. Елементи у рядках, як i векторах, роздiля-
ються комою чи пробiлом, а рядки – крапкою з комою, ” ;”.

? Приклад 5.1.2. Визначимо матрицю 2 × 3 , у цьому випадку
скористаємось iнструкцiєю randi пакета MatLabr , яка генерує псевдови-
падковi цiлi числа, якi виберемо з промiжку [−10, 10] :
M=[randi([-10,10]) randi([-10,10]) randi([-10,10]);...

randi([-10,10]) randi([-10,10]) randi([-10,10])]

Очевидно, при кожнiй компiляцiї система поверне рiзнi (випадковi) ма-
трицi, а у нашому випадку, наприклад, одержали

M =
10 3 -10
7 9 4

За допомогою iнструкцiї randi можна генерувати матрицi чи вектори
довiльної розмiрностi, використовуючи такий формат

randi(valrange,sh)

де valrange – промiжок, iз якого генеруються випадковi числа (value
range), sh – розмiрнiсть масиву, тобто розмiрнiсть вектора, матрицi тощо
(shape).

? Приклад 5.1.3. Визначимо i скомпiлюємо вектор V i матрицю
M, вiдповiдно, розмiрностей 1× 4 i 4× 3 :

>> V=randi([-11,20],[1 4])
V =
14 -6 4 3
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>> M=randi([0 20],[4,3])
M =

0 17 0
5 14 9
0 6 8
2 19 16

? Приклад 5.1.4. Квадратну матрицю за допомогою iнструкцiї
randi можна, наприклад 4× 4 , згенерувати так:

>> M=randi([0 20],4)
M =

13 14 10 4
14 13 20 15
15 3 7 5
5 2 12 10

? Приклад 5.1.5. Якщо значення елементiв рядка числової ма-
трицi утворюють арифметичну прогресiю, то матрицю можна згенеру-
вати так:

>> M=[1:5 ; -1:0.5:1 ; 3.3:2.3:13.8]
M =

1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000
-1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000
3.3000 5.6000 7.9000 10.2000 12.5000

5.2. Перетворення матриць

Система MatLabr дає змогу:

• замiнити елементи вектора чи матрицi без редагування;

• змiнити розмiрнiсть вектора чи матрицi;

• привести матрицю до iншого вигляду;

• створити матрицю спецiального вигляду.

5.2.1. Звертання до елементiв матрицi та замiна їхнiх
значень

Для того, щоб викликати елемент вектора чи матрицi, необхiдно у
круглих дужках справа вiд iменi вектора чи матрицi вказати координати
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елемента. Продемонструємо це на прикладах.
? Приклад 5.2.1. Утворимо вектор i матрицю, згенерувавши їхнi

елементи iнструкцiєю rand, яка повертає псевдовипадковi числа з про-
мiжку [0, 1] :

>> V=rand(1,4)
V =
0.5285 0.1656 0.6020 0.2630

>> M=rand(3,4)
M =

0.0540 0.9340 0.4694 0.1622
0.5308 0.1299 0.0119 0.7943
0.7792 0.5688 0.3371 0.3112

Тепер виконаємо присвоєння змiнним a, b, c, d, вiдповiдно, значення
елементiв V(2), V(3) вектора V i значення елементiв M(2,1), M(3,3) ма-
трицi M:

>> a=V(2); b=V(3); c=M(2,1); d=M(3,3); [a b c d]
ans =
0.1656 0.6020 0.5308 0.3371

? Приклад 5.2.2. Нехай вектор V i матриця M iз попереднього
прикладу. Замiнимо значення елементiв V(2), V(3) вектора V i значення
елементiв M(2,1), M(3,3) матрицi M, вiдповiдно, значеннями 1, 2, 3, 4:

>> V(2)=1; V(3)=2; M(2,1)=3; M(3,3)=4;

Перевiримо результати:

>> V
V =
0.5285 1.0000 2.0000 0.2630

>> M
M =

0.0540 0.9340 0.4694 0.1622
3.0000 0.1299 0.0119 0.7943
0.7792 0.5688 4.0000 0.3112

5.2.2. Змiна розмiрностi вектора та матрицi

Змiну розмiрностi вектора найпростiше виконати шляхом редагува-
ння. Змiнити розмiрностi матрицi легше виконати за допомогою видале-
ння або приєднання рядкiв i стовпцiв. Розмiрнiсть матрицi (масиву) M
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повертає iнструкцiя

size(M)

тодi як iнструкцiя

length(M) повертає максимальну розмiрнiсть масиву.

? Приклад 5.2.3. Утворимо тривимiрний масив:

>> Md=randi([-10 10],[2 4 3])

Md(:,:,1) =
-10 9 5 -2
7 4 5 3

Md(:,:,2) =
-7 -10 -10 7
4 -5 -8 4

Md(:,:,3) =
-4 -10 -2 6
9 -1 6 -7

Пiсля чого перевiримо розмiрнiсть:

>> size(Md)

ans =
2 3 4

та дiю iнструкцiї length:

>> length(Md)

ans =
4

Символ двокрапки ”:” у MatLabr позначає iнструкцiю, за допомо-
гою якої повертається дiапазон даних. Наприклад, якщо ” :” розташувати
на першiй позицiї у круглих дужках при iменi матрицi M:

M(:,n)

то MatLabr поверне n-й стовпець матрицi. Аналогiчно, у звертаннi

M(m,:)

одержимо m-й рядок. Тобто, якщо звертання до елемента (m,n) матрицi
M вiдбувається так:M(m,n), конкретно зазначивши координати елемента
у таблицi M, то, наприклад, звертання M(m,:) означає, що всi елементи
стовпця (:), якi є у m-му рядку. Очевидно, що M(:,:) рiвносильне компi-
ляцiї M. Проiлюструємо це на прикладi.
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? Приклад 5.2.4. Утворимо матрицю

>> M=rand(4,5)
M =

0.5060 0.5472 0.8407 0.9293 0.6160
0.6991 0.1386 0.2543 0.3500 0.4733
0.8909 0.1493 0.8143 0.1966 0.3517
0.9593 0.2575 0.2435 0.2511 0.8308

Тодi

>> M(2,:)
ans =

0.6991 0.1386 0.2543 0.3500 0.4733

>> M(:,3)
ans =
0.8407
0.2543
0.8143
0.2435

тобто, видiлили другий рядок i третiй стовпчик матрицi M.
Очевидно, що таким способом можна робити замiну цiлого рядка чи

стовпця матрицi.

? Приклад 5.2.5. Замiнимо другий рядок матрицi M, згенерова-
ної у попередньому прикладi, на послiдовнiсть перших п’яти натураль-
них чисел. Утворимо рядок (звернемо увагу на спосiб генерування за
допомогою ”:”, зазначивши дiапазон змiни), тобто вектор розмiрностi 5,
елементами якого є послiдовнiсть перших натуральних чисел:

>> Vz=[1:5]
Vz =

1 2 3 4 5

А тепер виконаємо замiну:

>> M(2,:)=Vz
M =

0.5060 0.5472 0.8407 0.9293 0.6160
1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000
0.8909 0.1493 0.8143 0.1966 0.3517
0.9593 0.2575 0.2435 0.2511 0.8308

У наступному прикладi з’ясуємо, як за допомогою iнструкцiї ”:” ви-
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дiлити пiдматрицi з цiєї матрицi.

? Приклад 5.2.6. Нехай матриця M з попереднього прикладу пiс-
ля модифiкацiї. Видiлити з неї пiдматрицю, яка складається з другого
по четвертий рядки та перший, другий, третiй, п’ятий стовпцi:

>> M(2:4,[1:3,5])
ans =

1.0000 2.0000 3.0000 5.0000
0.8909 0.1493 0.8143 0.3517
0.9593 0.2575 0.2435 0.8308

Зауважимо, що пiсля видiлення фрагмента матрицi сама матриця не
зазнає змiн.

Видалення рядка чи стовпця матрицi (масиву) M виконується за до-
помогою iнструкцiї

(:)

який ставиться у дужках пiсля iменi матрицi:

M(:,m) = [ ] – видаляє рядок m,
M(n,:) = [ ] – видаляє стовпчик n.

? Приклад 5.2.7. Згенеруємо матрицю M розмiрностi 5× 4 :

>> M=randi([0,100],[5,4])
M =

59 76 53 47
55 38 78 1
92 57 94 34
28 7 13 16
76 5 57 80

Видалити з матрицi M другий, третiй рядки та третiй стовпчик:

>> M([2,3],:)=[ ]
M =

59 76 53 47
28 7 13 16
76 5 57 80

>> M(:,3)=[ ]
M =

59 76 47
28 7 16
76 5 80
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Звернемо увагу, що пiсля видалення рядка/стовпця модифiкованiй
матрицi присвоюється iм’я вихiдної матрицi.

Збiльшити розмiрнiсть матрицi можна шляхом об’єднання матриць
малої розмiрностi в одну бiльшої. Ця процедура називається конкатена-
цiєю. Ця процедура виконується шляхом утворення матрицi з iмен ма-
триць менших розмiрностей. У цьому випадку допускаються алгебричнi
операцiї над iменами. Розглянемо сказане на прикладах.

? Приклад 5.2.8. Утворимо чотири вектори розмiрностi 4:

>> V1=randi([0 50],[1 4]);
41 46 6 46

>> V2=randi([0 50],[1 4]);
32 4 14 27

>> V3=randi([0 50],[1 4]);
48 49 8 49

>> V4=randi([0 50],[1 4]);
48 24 40 7
Утворимо матрицю з векторiв V1, V2, V3, V4. Вектори треба розгля-

дати як елементи матрицi. Тодi одержимо:

>> M=[V1; V2; V3; V4]
M =
41 46 6 46
32 4 14 27
48 49 8 49
48 24 40 7

Видiлимо з цiєї матрицi головнi мiнори третього порядку:

>> M1=M; M2=M;M1(4,:)=[ ]; M1(:,4)=[ ]
M1 =

41 46 6
32 4 14
48 49 8

>> M2=M; M2(1,:)=[ ]; M2(:,1)=[ ]
M2 =
4 14 27
49 8 49
24 40 7

Виконаємо тепер операцiю конкатенацiї. Утворимо тепер iз матриць M1
i M2 матрицю розмiрностi 6 × 6 за допомогою матриць M1-25, M1-M2;
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2*(M2-25), M1:

>> Mc=[M1-25, M1-M2;2*(M2-25),M1]
Mc =

16 21 -19 37 32 -21
7 -21 -11 -17 -4 -35

23 24 -17 24 9 1
-42 -22 4 41 46 6
48 -34 48 32 4 14
-2 30 -36 48 49 8

Остання матриця Mc умовно подiлена на пiдматрицi M1-25, M1-M2;
2*(M2-25), M1 (для зручностi читача), конкатенацiя яких її утворює.

5.3. Математичнi операцiї з векторами та
матрицями

5.3.1. Визначник матрицi

Визначник матрицi у MatLabr обчислюється за допомогою функцiї

det(M)

де M – матриця з дiйсними або комплексними елементами.
? Приклад 5.3.1. Утворимо матрицi та обчислимо їхнi визначни-

ки:

>> M=randi([-5,10],4)
M =

8 5 10 10
9 -4 10 2
-3 -1 -3 7
9 3 10 -3

>> det(M)
ans =
-119.0000

>> MC=[2-3i 4i; -2 1+i];det(MC)
ans =
5.0000 + 7.0000i

Розглянемо функцiї системи MatLabr , якi дають змогу перетворювати
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вектори та матрицi, утворювати новi матрицi, виконувати математичнi
операцiї над елементами векторiв i матриць. У практичних обчисленнях
такi дiї необхiднi, якщо обчислення зводяться до матричних операцiй.

5.3.2. Ранг матрицi

Рангом матрицi називається найвищий порядок неособливого мiнора
цiєї матрицi. Для визначення рангу матрицi у MatLabr слугує iнструк-
цiя

• rank(A)

? Приклад 5.3.2. Задана матриця


3 10 3 10 3 1 −1
0 2 0 5 0 6 3
1 9 0 9 10 5 0
9 4 0 6 5 6 6
0 2 0 5 0 6 3


Визначити ранг i ранговий мiнор матрицi.

>> A=[3 10 3 10 3 1 -1;...
0 2 0 5 0 6 3;...
1 9 0 9 10 5 0;...
9 4 0 6 5 6 6;...
0 2 0 5 0 6 3]

Визначимо ранг матрицi A:

>> rank(A)
ans =
4

Видiлимо з матрицi A головний мiнор четвертого порядку, тобто мiнор,
який одержимо з матрицi A пiсля вилучення з неї п’ятого рядка та трьох
останнiх стовпцiв. Пiсля цього перевiримо ранг одержаного мiнора. Мо-
же статися так, що ранг цього мiнора менший нiж чотири, тодi треба
вилучити iнший рядок та iншi три стовпцi. Щоб зберегти первинний ви-
гляд матрицi A, зробимо переприсвоєння.
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>> B=A;B(5,:)=[ ];B(:,5:7)=[ ]

B =
3 10 3 10
0 2 0 5
1 9 0 9
9 4 0 6

>> rank(B)
ans =
4

Отож, B є ранговим мiнором матрицi A.

5.3.3. Транспонування матрицi

Транспонованою до матрицi M називається матриця, в якiй рядки
замiненi вiдповiдними стовпцями i навпаки, без змiни порядковостi еле-
ментiв у них. Транспонування у MatLabr виконується за допомогою
подання вихiдної матрицi M у виглядi:

M’

? Приклад 5.3.3. Згенеруємо матрицю:

>> M=rand(3,5)
M =

0.4218 0.9595 0.8491 0.7577 0.6555
0.9157 0.6557 0.9340 0.7431 0.1712
0.7922 0.0357 0.6787 0.3922 0.7060

Тодi транспонована матриця до M:

>> M’

ans =
0.4218 0.9157 0.7922
0.9595 0.6557 0.0357
0.8491 0.9340 0.6787
0.7577 0.7431 0.3922
0.6555 0.1712 0.7060

5.3.4. Слiд матрицi

Слiдом матрицi називається сума її дiагональних елементiв. У сис-
темi MatLabr обчислюється за допомогою iнструкцiї
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trace(M)

де M – задана матриця.
? Приклад 5.3.4. Розглянемо матрицю

M=randi([-5,10],4)
M =

-5 8 -5 7
-1 6 2 -3
-5 0 1 2
-4 10 7 2

Її дiагональними елементами є -5, 6, 1, 2, сума яких дорiвнює 4:

>> trace(M)
ans =
4

5.3.5. Одинична матриця

У середовищi MatLabr одиничну матрицю генерують за допомогою
iнструкцiй:

• eye(n) – повертає одиничну квадратну матрицю порядку n;

• eye(m,n) – повертає одиничну матрицю розмiрностi m× n iз одини-
цями на дiагоналi, початок якої у лiвому верхньому кутi, а решта
елементiв дорiвнюють нулю;

• eye(size(M)) – повертає одиничну матрицю спiврозмiрну з матрицею
M.

Розглянемо приклади.
? Приклад 5.3.5.

>> E3=eye(3)
E3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

? Приклад 5.3.6. Згенеруємо прямокутну матрицю:
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>> M=rand(3,6)
M =

0.4733 0.5853 0.2858 0.3804 0.0540 0.9340
0.3517 0.5497 0.7572 0.5678 0.5308 0.1299
0.8308 0.9172 0.7537 0.0759 0.7792 0.5688

та обчислимо вiдповiдну їй спiврозмiрну одиничну матрицю:

>> eye(size(M))
ans =

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

5.3.6. Матриця з одиничними елементами

У середовищi MatLabr матрицю з одиничними елементами гене-
рують за допомогою iнструкцiй:

• ones(n) – повертає квадратну матрицю порядку n, всi елементи якої
дорiвнюють одиницi;

• ones(m,n) – повертає прямокутну матрицю розмiрностi m× n, всi
елементи якої дорiвнюють одиницi ;

• ones(size(M)) – повертає матрицю, спiврозмiрну iз матрицею M, всi
елементи якої дорiвнюють одиницi.

Розглянемо приклади.

? Приклад 5.3.7.

>> O=ones(4)
O =

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

? Приклад 5.3.8. Для матрицi з прикладу 5.3..5 обчислимо ма-
трицю з одиничними елементами:
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>> ones(size(M))
ans =

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

5.3.7. Матриця з нульовими елементами

У середовищi MatLabr матрицю iз нульовими елементами гене-
рують за допомогою iнструкцiй:

• zeros(n) – повертає квадратну матрицю порядку n, всi елементи якої
дорiвнюють нулю;

• zeros(m,n) – повертає прямокутну матрицю розмiрностi m× n, всi
елементи якої дорiвнюють нулю;

• zeros(size(M)) – повертає матрицю, спiврозмiрну iз матрицею M, всi
елементи якої дорiвнюють нулю.

Розглянемо приклади.
? Приклад 5.3.9.

>> Z=zeros(4)
Z =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
? Приклад 5.3.10. Для матрицi з прикладу 5.3..5 обчислимо ма-

трицю з нульовими елементами:

>> zeros(size(M))
ans =

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

5.3.8. Утворення матрицi з наперед заданою дiаго-
наллю

У середовищi MatLabr є можливiсть утворення матрицi з наперед
заданою дiагоналлю, яка є елементами деякого вектора. Це можна вико-
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нати за допомогою таких iнструкцiй:

• M=diag(V,k) – повертає квадратну матрицю M, однiєю з дiагоналей
є елементи вектора V. Якщо k=0, то елементи вектора V слугують
головною дiагоналлю матрицi, якщо k>0 – елементи вектора слу-
гують k -ю наддiагоналлю, якщо k<0 – елементи вектора – k -ю
пiддiагоналлю. Решта елементiв матрицi M дорiвнюють нулю;

• M=diag(V) – повертає квадратну матрицю з дiагональними елемен-
тами вектора V, а решта елементiв дорiвнюють нулю;

• V=diag(M,k) – повертає вектор-стовпчик, елементами якого є k -а
дiагональ прямокутної матрицi M: при k=0 – головна дiагональ,
початок якої у лiвому верхньому кутi, при k>0 – k -а наддiагональ,
при k<0 – k -а пiддiагональ;

• V=diag(M) – повертає головну дiагональ квадратної матрицi M у
виглядi вектор-стовпчика.

? Приклад 5.3.11.

>> V=[4 0 5 -5]
V =

4 0 5 -5
>> M=diag(V,0)
M =

4 0 0 0
0 0 0 0
0 0 5 0
0 0 0 -5

>> M=diag(V,2)
M =

0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 -5
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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>> M=diag(V,-1)
M =

0 0 0 0 0
4 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 5 0 0
0 0 0 -5 0

>> M=rand(5,4)
M =

0.0760 0.4173 0.4893 0.7803
0.2399 0.0497 0.3377 0.3897
0.1233 0.9027 0.9001 0.2417
0.1839 0.9448 0.3692 0.4039
0.2400 0.4909 0.1112 0.0965

>> V=diag(M,-2)
V =

0.1233
0.9448
0.1112

5.3.9. Перестановка елементiв матрицi

Перестановка стовпцiв i рядкiв матрицi виконується за допомогою
таких iнструкцiй:

• fliplr(M) – переставляє стовпцi матрицi M стосовно вертикальної осi;

• flipud(M) – переставляє рядки матрицi M стосовно горизонтальної
осi.

? Приклад 5.3.12.

>> M=randi([-10,10],[3 4])
M =

-8 2 -3 -10
9 -9 7 -7
10 -6 -10 3

>> MC=fliplr(M)
MC =

-10 -3 2 -8
-7 7 -9 9
3 -10 -6 10
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>> MR=flipud(M)
MR =

10 -6 -10 3
9 -9 7 -7
-8 2 -3 -10

Крiм того, у системi MatLabr є функцiя перестановки елементiв, яка
з n вимiрного вектора V утворює матрицю розмiрностi n × n! , тобто,
кiлькiсть рядкiв вiдповiдає кiлькостi перестановок елементiв матрицi V.
Ця iнструкцiя використовується у форматi

perms(V)
де V – n вимiрний вектор.

? Приклад 5.3.13.

>> V=[1 2 3]; VP=perms(V)
VP =

3 2 1
3 1 2
2 3 1
2 1 3
1 2 3
1 3 2

>> length(VP)
ans =
6

Тобто, кiлькiсть рядкiв матрицi VP, якщо розмiрнiсть вектора V є n = 3 ,
дорiвнює n! = 3! = 6 .

5.3.10. Обернена матриця

Оберненою до квадратної матрицi M називається матриця M −1 ,
одержана у результатi дiлення одиничної матрицi E спiврозмiрної з M
на саму матрицю M: M −1 =E/M. Функцiя MatLabr , яка повертає обер-
нену до матрицi M, застосовується у форматi:

inv(M)

? Приклад 5.3.14.

>> M=randi([-10 10],4)
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M =
5 -4 -7 -9
3 5 -3 9
-1 -7 3 6
1 4 6 0

>> MInv=inv(M)
MInv =

0.1330 0.0833 0.0746 0.1595
-0.0373 0.0254 -0.0941 0.0162
0.0027 -0.0308 0.0503 0.1293
-0.0227 0.0590 0.0442 -0.0191

Зазначимо, що цю саму обернену матрицю одержимо, якщо виконає-
мо операцiю iз означення.

? Приклад 5.3.15.

>> MI=eye(4)/M
MI =

0.1330 0.0833 0.0746 0.1595
-0.0373 0.0254 -0.0941 0.0162
0.0027 -0.0308 0.0503 0.1293
-0.0227 0.0590 0.0442 -0.0191

5.3.11. Вектор рiвновiддалених точок

Досить часто у написаннi програм, якi реалiзують деякий чисельний
алгоритм на промiжку [a, b] , виникає необхiднiсть у створеннi рiвно-
мiрної сiтки вузлiв на цьому промiжку. У середовищi MatLabr для
генерацiї рiвномiрної сiтки вузлiв, або скажемо загальнiше – утворення
вектора з рiвновiддаленими елементами, слугує iнструкцiя linspace, яку
вживаємо у форматах:

• linspace(a,b) – повертає масив iз 100 точок рiвновiддалених на [a, b] ;

• linspace(a,b,n) – повертає масив iз n точок рiвновiддалених на [a, b] .

? Приклад 5.3.16.

>> ndAB=linspace(-1,1)
ndAB =
-1.0000 -0.9798 -0.9596 ... 0.9596 0.9798 1.0000
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>> ndAB5=linspace(-1,1,5)
ndAB5 =
-1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000

5.3.12. Видiлення трикутних частин матрицi

Видiлення трикутних частин матрицi у середовищi MatLabr вико-
нується за допомогою таких iнструкцiй:

• tril(M) – повертає нижню трикутну частину матрицi M, починаючи
вiд головної дiагоналi, решта елементiв дорiвнює нулю;

• tril(M,k) – повертає нижню трикутну матрицю, починаючи вiд k-ї
дiагоналi;

• tril(M) – повертає верхню трикутну частину матрицi M, починаючи
вiд головної дiагоналi, решта елементiв дорiвнює нулю;

• tril(M) – повертає верхню трикутну матрицю, починаючи вiд k-ї
дiагоналi.

Зазначимо, що матриця M не обов’язково має бути квадратною.
? Приклад 5.3.17. Нехай

>> M=randi([-10 10],[3,5])
M =

3 -4 7 -7 -4
2 -1 -6 -6 9
-6 -6 -6 -1 -1

Тодi

>> Tr1=tril(M)
Tr1 =

3 0 0 0
2 -1 0 0
-6 -6 -6 0

>> Tr2=tril(M’,-2)

Tr2 =
0 0 0
0 0 0
7 0 0
-7 -6 0
-4 9 -1
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Табл. 5.1. Таблиця матричних операторiв MatLabr

Функцiя Назва Оператор Синтаксис
plus Плюс (додавання матриць) + M1+M2
minus Мiнус (вiднiмання матриць) - M1-M2
times Почленне множення .* M1.*M2

масивiв чисел
mtimes Матричне множення * M1*M2
mpower Пiднесення матрицi ˆ M1ˆX

до степеня
power Почленне пiднесення до .ˆ M1.ˆX

степеня елементiв матрицi
mrdivide Дiлення матрицi / M1/M2

злiва на право
mldivide Обернене дiлення матриць \ M1\M2
rdivide Почленне дiлення елементiв ./ M1./M2

матрицi злiва направо
ldivide Почленне дiлення елементiв .\ M1.\M2

матрицi справа налiво

>> Tr3=triu(M)
Tr3 =

3 -4 7 -7 -4
0 -1 -6 -6 9
0 0 -6 -1 -1

5.4. Математичнi операцiї над векторами та
матрицями

5.4.1. Арифметичнi операцiї над векторами та ма-
трицями

Над векторами та матрицями можна виконувати практично всi опе-
рацiї, що i над числами: додавання та вiднiмання, множення i дiлення,
обчислення елементарних функцiй, таких як пiднесення до степеня, об-
числення квадратного кореня, обчислення логарифма, обчислення три-
гонометричних функцiй. У цьому випадку матричними операторами є
майже всi арифметичнi оператори (див. табл. 5.1 ).
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? Приклад 5.4.1. Визначимо двi матрицi та продемонструємо дiю
арифметичних операторiв на цих матрицях.

>> m1=randi([-10 10],[2 3])
m1 =

10 6 -2
0 -8 9

>> m2=randi([-10 10],[2 3])
m2 =
6 3 7
10 -10 9

Тепер послiдовно застосуємо до матриць m1 та m2 арифметичнi опера-
тори з табл. 5.1.

>> m1+m2
ans =

16 9 5
10 -18 18

>> m1-m2
ans =

4 3 -9
-10 2 0

>> m1.*m2
ans =

60 18 -14
0 80 81

Але для виконання операцiї матричного добутку треба, щоб ма-
тричнi множники мали вiдповiднi розмiрностi. Тому, наприклад,
>> m1*m2’
ans =

64 22
39 161

>> m1’*m2
ans =

60 30 70
-44 98 -30
78 -96 67

Наступна матрична операцiя визначена для квадратної матрицi та пiд-
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несення її до скалярного степеня. Тому визначимо квадратну матрицю
m3 i виконаємо пiднесення її до степеня.

>> m3=randi([-10 10],3)
m3 =

4 -2 4
5 3 -10
5 -7 -5

>> m3ˆ3
ans =

-26 -290 444
485 -43 -950
435 -713 -775

Ця дiя рiвноважна такiй:

>> m3*m3*m3
ans =

-26 -290 444
485 -43 -950
435 -713 -775

Крiм того, наприклад,

>> m3ˆ(1/3)
ans =

1.6828 + 0.1059i -0.2351 - 0.0962i 0.2718 - 0.2249i
0.2376 - 0.4959i 1.7520 + 0.4505i -0.4459 + 1.0532i
0.1646 - 0.6493i -0.3822 + 0.5899i 1.4361 + 1.3790i

Щоб лiпше зрозумiти наступну операцiю, визначимо такi матрицi i ма-
тричний степiнь.

>> m4=[1 3 5;2 4 6];m5=[2 1 3;-2 -1 -2];m4.ˆm5
ans =

1.0000 3.0000 125.0000
0.2500 0.2500 0.0278

Наступна операцiя з таблицi слугує до розв’язування системи лiнiйних
рiвнянь x*A=B. Тодi розв’язок системи (якщо iснує) x=B/A у випадку,
коли матриця A є квадратною порядку n , а кiлькiсть стовпцiв матрицi
B дорiвнює n . Розглянемо приклад. Розв’язати систему X*m3=m2, де
матрицi m3 i m2 визначенi вище.
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>> X=m2/m3
X =

1.9082 0.4531 -0.7796
2.1429 -0.3714 0.6571

Перевiримо одержаний результат.

>> X*m3
ans =

6.0000 3.0000 7.0000
10.0000 -10.0000 9.0000

Операцiя mldivide слугує до розв’язування системи лiнiйних рiвнянь
A*X=B. Якщо розв’язок системи iснує, матриця A є квадратною поряд-
ку n , а кiлькiсть рядкiв матрицi B дорiвнює n , то розв’язок системи
X=A \B. Продемонструємо це на прикладi m3*X=m2’, де матрицi m3 i
m2 визначенi вище.

>> X=m3 \ m2’
X =

1.1592 0.8122
-0.3061 -1.4082
0.1878 0.9837

>> m3*X
ans =

6.0000 10.0000
3.0000 -10.0000
7.0000 9.0000

Останнi двi операцiї з табл. 5.1 очевиднi – почленне дiлення вiдповiдних
елементiв матриць. Для матриць m1 i m2, визначених вище, маємо:

>> m1./m2
ans =

1.6667 2.0000 -0.2857
0 0.8000 1.0000

>> m1. \ m2
ans =

0.6000 0.5000 -3.5000
Inf 1.2500 1.0000

Зауважимо, що остання операцiя рiвноважна наступнiй:
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>> m2./m1
ans =

0.6000 0.5000 -3.5000
Inf 1.2500 1.0000

Крiм арифметичних операцiй на векторах i матрицях, розглянемо
матричнi операцiї.

5.4.2. Скалярний добуток

Скалярний добуток двох масивiв A i B у середовищi MatLabr об-
числюється за допомогою оператора dot у таких форматах:

• dot(A,B) – повертає скалярний добуток двох масивiв; якщо A i B
вектори, тодi необхiдно, щоб вони були однакової довжини, якщо A
i B – матрицi чи багатовимiрнi масиви, тодi їхнi розмiрностi мають
бути рiвними;

• dot(A,B,dim) – повертає скалярний добуток двох масивiв A i B в
напрямi вимiрностi dim; dim є натуральним числом.

? Приклад 5.4.2. Згенеруємо двi матрицi A i B:

>> A=randi([-10 10],[2 3])
A =

7 -8 3
9 9 -8

>> B=randi([-10 10],[2 3])
B =

-5 10 -7
1 10 10

Тодi скалярний добуток двох векторiв V1=A(1,:) i V2=B(1,:) (V1 i V2 є
першими рядками, вiдповiдно, матриць A i B) обчислюється так:

>> V1=A(1,:)

V1 =

7 -8 3
>> V2=B(1,:)
V2 =

-5 10 -7
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>> dot(V1,V2)
ans =
-136

Справдi

>> 7*(-5)+(-8)*10+3*(-7)
ans =
-136

Скалярним добутком двох матриць є вектор, елементи якого – скалярнi
добутки вiдповiдних стовпцiв цих матриць:

>> dot(A,B)
ans =

-26 10 -101
Вимiрнiстю dim=2 матрицi є вимiрнiсть у напрямi стовпцiв, тому

>> dot(A,B,2)

ans =
-136
19

Тобто, кожен елемент повернутого вектора dot(A,B,2) є скалярним
добутком вiдповiдних рядкiв матриць (порiвняти першу компоненту
dot(A,B,2) iз dot(V1,V2) вище).

5.4.3. Обчислення добуткiв елементiв масиву

У середовищi MatLabr є вмонтованi iнструкцiї для обчислення до-
буткiв елементiв масивiв:

• prod(A) – повертає добуток елементiв масиву, якщо A вектор i
вектор-рядок, якщо A – матриця. У другому випадку кожен еле-
мент вектор-рядка є добутком вiдповiдного стовпця матрицi;

• prod(A,dim) – повертає матрицю з добутками елементiв масиву A за
стовпцями (dim=1), за рядками (dim=2), за iншими розмiрностями,
залежно вiд значення dim;

• cumprod(A) – повертає добутки з накопиченням. Якщо A вектор,
то cumprod(A) повертає вектор, елементами якого є добутки A iз
накопиченням. Якщо A матриця, то cumprod(A) матрицю тих самих
розмiрiв, перший рядок якої такий самий як A, у другому рядку
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добутки вiдповiдних елементiв у стовпцях, у третьому – добутки
вiдповiдних елементiв у стовпцi перших трьох рядкiв i т.д.;

• cumprod(A,dim) – повертає добуток iз накопиченням елементiв за
стрiчками або стовпцями матрицi залежно вiд значення dim.

? Приклад 5.4.3. Згенеруємо матрицю та розглянемо дiю зазна-
чених iнструкцiй.

>> A=randi([-1 10],[4 5])
A =

6 7 6 2 7
-1 8 1 -1 2
9 7 7 0 10
10 3 -1 8 -1

Утворимо вектор:

>> V=A(2,:)
V =

-1 8 1 -1 2
Застосуємо iнструкцiї обчислення добуткiв елементiв вектора V i матри-
цi A

>> prod(V)
ans =
16

>> prod(A)
ans =

-540 1176 -42 0 -140
>> prod(A,2)
ans =

3528
16
0

240

Тобто, повернуто добуток елементiв матрицi A у вiдповiдному рядку.

>> cumprod(V)
ans =

-1 -8 -8 8 16
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>> cumprod(A)
ans =

6 7 6 2 7
-6 56 6 -2 14

-54 392 42 0 140
-540 1176 -42 0 -140

Порiвняти перший рядок матрицi cumprod(A) iз перший рядком матрицi
A. Кожен елемент i -го рядка матрицi cumprod(A) є добутком елементiв
матрицi A у вiдповiдному стовпчику вiд першого до i -го рядка матрицi
cumprod(A).

5.4.4. Пiдсумовування елементiв масиву

У MatLabr визначено такi iнструкцiї, за допомогою яких обчислю-
ється сума елементiв масиву:

• sum(A) – повертає суму елементiв масиву, якщо A вектор i вектор-
рядок, якщо A – матриця. У другому випадку кожен елемент
вектор-рядка є сумою вiдповiдного стовпця матрицi;

• sum(A,dim) – повертає матрицю з сумою елементiв масиву A за
стовпцями (dim=1), за рядками (dim=2), за iншими розмiрностя-
ми, залежно вiд значення dim;

• cumsum(A) – повертає суми з накопиченням. Якщо A вектор, то
cumsum(A) повертає вектор, елементами якого є суми A iз накопи-
ченням. Якщо A матриця, то cumsum(A) є матриця тих самих роз-
мiрiв, перший рядок якої такий самий як A, у другому рядку суми
вiдповiдних елементiв у стовпцях, у третьому – суми вiдповiдних
елементiв у стовпцi перших трьох рядкiв i т.д.;

• cumsum(A,dim) – повертає суми з накопиченням елементiв за стрiч-
ками або стовпцями матрицi залежно вiд значення dim.

Розглянемо дiю iнструкцiї пiдсумовування елементiв масиву на прикла-
дах. Для цього визначимо матрицю A i вектор V.

>> A=randi([-10 10],[4 5])
A =

-1 -7 4 3 10
-2 0 5 -7 -3
6 -1 -5 -8 2
6 3 4 0 -6
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>> V=A(3,:)
V =

6 -1 -5 -8 2
>> sum(V)
ans =
-6

>> sum(A)
ans =

9 -5 8 -12 3
>> sum(A,2)
ans =

9
-7
-6
7

>> cumsum(A)
ans =

-1 -7 4 3 10
-3 -7 9 -4 7
3 -8 4 -12 9
9 -5 8 -12 3

>> cumsum(A,2)
ans =

-1 -8 -4 -1 9
-2 -2 3 -4 -7
6 5 0 -8 -6
6 9 13 13 7

5.5. Завдання для самостiйного опрацюва-
ння

� Завдання 5.5.1. Для заданих лiнiйних однорiдних алгебричних
систем потрiбно:

а) визначити ранг матрицi системи;
б) видiлити ранговий мiнор;
в) впровадити необхiдну кiлькiсть довiльних сталих (їхня кiлькiсть
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дорiвнює n − r , де n – кiлькiсть невiдомих системи; r – ранг матрицi
системи); цi довiльнi сталi визначити у MatLabr як символьнi змiннi;

г) визначити загальний розв’язок системи за допомогою рангового
мiнора, використовуючи дiї на матрицях;

д) перевiрити одержаний результат,

якщо

1.


2x2 + 8x3 + 5x4 = 0,
4x2 + 8x3 + 2x4 + 4x5 = 0,

8x1 + 4x3 + 8x4 + 4x5 = 0,
2x1 + 4x2 + 9x3 + 4x4 + 5x5 = 0.

2.


14x1 + 10x2 + 6x3 − 2x4 − 2x5 + 8x6 = 0,
7x1 − 1x2 + 20x3 + 20x4 + 15x5 + 19x6 = 0,
1x1 + 32x2 − 20x3 − 29x4 − 22x5 − 31x6 = 0,
1x1 + 20x2 + 14x3 + 13x4 + 10x5 − 1x6 = 0.



Роздiл 6

Розв’язування задач оптимiзацiї
у MatLabr

6.1. Задачi лiнiйного програмування

Стандартне формулювання задачi лiнiйного програмування у середо-
вищi MatLabr має вигляд:

f(x) = x1c1 + x2c2 + . . .+ xncn → min, (6.1.1)

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn 6 b1;

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn 6 b2;

....................................................

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arnxn 6 br;

ae11x1 + ae12x2 + . . .+ ae1nxn = be1;

ae21x1 + ae22x2 + . . .+ ae2nxn = be2;

....................................................

aes1x1 + aes2x2 + . . .+ aesnxn = bes;

ximin 6 xi 6 ximax.

(6.1.2)

Для розв’язування задачi лiнiйного програмування у MatLabr слу-
гує функцiя

linprog(c,Aneq,bneq,Aeq,beq,xmin,xmax)

де c – вектор коефiцiєнтiв цiльової функцiї; Aneq – матриця коефiцiєн-
тiв обмежень нерiвностей 6 ; bneq – стовпчик правих частин обмежень
типу 6 ; Aeq – матриця коефiцiєнтiв обмежень рiвностей; beq – стовпець
правих частин обмежень типу рiвностей; xmin – стовпець обмежень на
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мiнiмальне значення змiнних; xmax – стовпець обмежень на максималь-
не значення змiнних.

У випадку, якщо у задачi лiнiйного програмування немає обмежень
типу рiвностей або нерiвностей, тодi, вiдповiдно, використовуються такi
формати команди:

linprog(c,Aneq,bneq,[ ],[ ],xmin,xmax)
linprog(c,[ ],[ ], Aeq, beq,xmin,xmax)

У всiх вищеперелiчених випадках система за замовчуванням повер-
не оптимальний розв’язок, тобто вектор xopt, який є розв’язком задачi
лiнiйного програмування (6.1.1)-(6.1.2). Якщо змiнити формат вихiдних
даних, тобто використати iнструкцiю linprog у такому форматi:

[xopt, fval]=linprog(c,Aneq,bneq,Aeq,beq,xmin,xmax)

то система поверне оптимальний розв’язок xopt i значення цiльової функ-
цiї fval на ньому.
♣ Зауваження 6.1.1. Якщо дослiджувана задача лiнiйного про-

грамування не сформульована у стандартному виглядi (6.1.1)-(6.1.2), то-
дi її треба звести до такого вигляду шляхом домноження на ”-1”: i) цiльо-
ву функцiю, якщо дослiджується максимум цiльової функцiї; ii) обмеже-
ння типу нерiвностi, якщо нерiвнiсть така ” > ”. Очевидно, що у випадку
i) максимальне значення цiльової функцiї дорiвнюватиме -fval.

Продемонструємо розв’язування задач лiнiйного програмування у се-
редовищi MatLabr .

? Приклад 6.1.1. Користуючись стандартною iнструкцiєю сере-
довища MatLabr , знайти розв’язок задачi:

f(x1, x2, x3, x4) = x1 − x2 − x3 + 4x4 → min,
x1 + 2x2 − x3 + x4 = 2,

2x1 − x2 + x3 − 2x4= 3,

x1 − 2x2 + 3x3 − x4= 6,

xi > 0, i = 1, 2, 3, 4.

У дослiджуванiй задачi немає умови типу нерiвностей, тому замiсть
матрицi коефiцiєнтiв i вiльних членiв системи нерiвностей у iнструкцiю
linprog пiдставимо пустi масиви: Aneq=[ ], bneq=[ ]. Впровадимо у команд-
нiй стрiчцi вхiднi данi задачi та iнструкцiю на розв’язування:

>> c=[1 -1 -1 4];
Aneq=[ ];
bneq=[ ];
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Aeq=[1 2 -1 1;2 -1 1 -2;1 -2 3 -1];
beq=[2;3;6];
xmin=zeros(1,4);
xmax=[ ];
[xopt, fval]=linprog(c,Aneq,bneq,Aeq,beq,xmin,xmax)

Пiсля виконання обчислення система поверне розв’язок:

Optimization terminated.

xopt =

1.0000
2.0000
3.0000
0.0000

fval =

-4.0000

? Приклад 6.1.2. Розв’язати задачу лiнiйного програмування:

f(x1, x2, x3) = 20x1 + 25x2 + 17x3 → min,

4x1 + 5x2 + 2x3> 400;

x1 + x2 + 4x3 > 250;

x1 + x2 + x3 = 150;

2x1 + x2 + x3 6 300;

xi > 0, i = 1, 2, 3.

Сформульована задача записана не у стандартному виглядi (6.1.1)-
(6.1.2). Отож, щоб обчислити оптимальний розв’язок цiєї задачi зведемо,
згiдно з зауваженням, до стандартного вигляду, а саме:

f(x1, x2, x3) = 20x1 + 25x2 + 17x3 → min,

−4x1 − 5x2 − 2x3 6 −400;

− x1 − x2 − 4x36 −250;

2x1 + x2 + x3 6 300;

x1 + x2 + x3 = 150;

xi > 0, i = 1, 2, 3.

Тепер впровадимо данi цiєї задачi у командний рядок вiкна Command
Window середовища MatLabr та виконаємо обчислення:
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>> clear;
c=[20 25 17];
Aneq=[-4 -5 -2; -1 -1 -4; 2 1 1];
bneq=[-400; -250; 300];
Aeq=[1 1 1];
beq=[150];
xmin=zeros(1,3);
xmax=[ ];
[xopt, fval]=linprog(c, Aneq, bneq, Aeq,beq, xmin, xmax)

В результатi виконання цiєї процедури одержимо оптимальний розв’язок
xopt i мiнiмальне значення fval цiльової функцiї у виглядi:

Optimization terminated.

xopt =

50.0000
0.0000
100.0000

fval =

2.7000e+03

6.1.1. Математичнi моделi, якi приводять до задач
лiнiйного програмування

Моделi на рiвнi пiдприємств промисловостi

Модель технiко-економiчного планування. Для виробництва l
видiв продукцiї використовують n видiв технологiй i видiлено k видiв
ресурсiв. Задача полягає у виборi такої технологiї, щоб за мiнiмальних
затрат виконати план виробництва та використати видiленi ресурси.

Введемо позначення:
j — вид технологiї;
n — кiлькiсть видiв технологiй;
xj — iнтенсивнiсть використання j - ї технологiї;
i — вид продукцiї;
l — кiлькiсть видiв продукцiї;
aij — норма випуску i - го виду продукцiї, використовуючи j - ту

технологiю з одиничною iнтенсивнiстю;
Qi — план випуску i - го виду продукцiї;
s — вид ресурсу;
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bs — кiлькiсть ресурсу s - го виду;
k — кiлькiсть всiх видiв ресурсiв;
bsj — норма використання s - го виду ресурсу, застосовуючи

j - ту технологiю одиничної iнтенсивностi;
cj — норма затрат при використаннi j - ї технологiї

одиничної iнтенсивностi.
Тодi математична модель мiнiмiзацiї затрат на виробництво продукцiї

n∑
j=1

cjxj → min, (6.1.3)

при обмеженнях на ресурси

n∑
j=1

bsjxj ≤ bs (s = 1, k), (6.1.4)

при виконаннi плану виробництва

n∑
j=1

aijxj = Qi (i = 1, l), (6.1.5)

де xj ≥ 0 (j = 1, n) . Задача (6.1.3)–(6.1.5) – задача лiнiйного програму-
вання мiнiмiзацiї лiнiйної форми (6.1.3) при обмеженнях (6.1.4), (6.1.5).
♣ Зауваження 6.1.2. Якщо ми хочемо розв’язати задачу макси-

мiзацiї прибутку, то в моделi (6.1.3)-(6.1.5) замiсть мiнiмiзацiї затрат на
виробництво продукцiї розглядають максимiзацiї прибутку

n∑
j=1

pjxj → max, (6.1.6)

де pj - прибуток вiд використання j - технологiї одиничної iнтенсивностi.
♣ Зауваження 6.1.3. Якщо допускається перевиконання плану,

то замiсть умови (6.1.5) використовується нерiвнiсть

n∑
j=1

aijxj ≥ Qi (i ∈M), (6.1.7)

де M — множина тих видiв продукцiї, для яких допускається перевико-
нання плану.
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Максимiзацiя випуску комплектної продукцiї. У виробництвi
продукцiї, що складається з окремих деталей, треба розподiлити ком-
плектуючi вироби так, щоб отримати найбiльшу кiлькiсть комплектiв.
В моделi технiко-економiчного планування використовується критерiй
максимуму випуску продукцiї в заданому асортиментному спiввiдношен-
нi. Отже, перейдемо до моделювання задачi. Для цього впровадимо по-
значення:
j — вид технологiї;
n — кiлькiсть видiв технологiї;
xj — iнтенсивнiсть використання j - го виду технологiї;
i — вид деталi (комплектуючого виробу);
l — кiлькiсть видiв продукованих виробiв;
li — кiлькiсть деталей i - го виду потрiбних для комплектування

одиницi продукцiї;
s — вид ресурсу;
k — кiлькiсть видiв ресурсiв;
bs — кiлькiсть ресурсу s - го виду;
aij — норма випуску деталей i - го виду, використовуючи j - ту

технологiю одиничної iнтенсивностi;
bsj — норма затрат s - го виду сировини,використовуючи j - ту

технологiю одиничної iнтенсивностi;
z — кiлькiсть одиниць комплектної продукцiї.
Добуток aijxj дорiвнює кiлькостi виготовлених комплектуючих де-

талей i - го виду при використаннi j - ї технологiї, а сума всiх таких

добуткiв
n∑
j=1

aijxj дорiвнюватиме кiлькостi виготовлених деталей i - го

виду. Подiливши цю суму на li , отримаємо кiлькiсть одиниць z про-
дукцiї, що виготовляється. З iншого боку, беручи до уваги норми затрат
сировини при використаннi певного виду технологiї, отримаємо обмеже-
ння на використання сировини. Враховуючи вищесказане, математична
модель сформульованої задачi матиме вигляд:

z → max;

1

li

n∑
j=1

aijxj ≥ z (i = 1, l);

n∑
j=1

bsjxj ≤ bs (s = 1, k);

xj ≥ 0 (j = 1, n).
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Ця модель, як i попередня, виражена у виглядi задачi лiнiйного про-
грамування, розв’язуючи яку, ми отримаємо оптимальний план викорис-
тання технологiй xj (j = 1, n) при виробництвi комплектної продукцiї.

Максимiзацiя випуску комплектної продукцiї з врахуванням
можливостi цехiв. Модель визначає програму випуску деталей це-
хами, при якiй максимiзується випуск комплектної продукцiї. Введемо
позначення для вихiдних даних:
i — вид деталей, з яких складається комплектна продукцiя;
l — кiлькiсть видiв деталей;
r — вид станка (цеху), на якому виготовляються деталi (кожний

станок може випускати деталi одного виду);
R — кiлькiсть видiв станкiв (цехiв);
br — кiлькiсть станкiв (цехiв) r - го виду;
li — кiлькiсть деталей i - го виду, потрiбних для комплектацiї

одиницi продукцiї;
air — кiлькiсть деталей i - го виду, яке можна виготовити на

станку (в цеху) r - го виду за одиницю часу;
xir — кiлькiсть станкiв (цехiв) r - го виду, якi мають

випускати деталi i - го виду.
Якщо через z , як i вище, позначити кiлькiсть продукцiї, яку плану-

ється виготовити, то математична модель матиме вигляд:

z → max;

1

li

R∑
r=1

airxir ≥ z (i = 1, l);

l∑
j=1

xir = br (r = 1, R);

xir ≥ 0 (i = 1, l, r = 1, R).

Модель виражена у виглядi задачi лiнiйного програмування.
Розв’язавши цю задачу вiдомими методами (наприклад, симплекс-
методом), отримаємо оптимальний план завантаження станкiв (цехiв)
з виготовлення деталей.

Модель оптимальних сумiшей

Задача полягає у визначеннi набору компонентiв продуктiв, iз яких
треба отримати сумiш iз наперед визначеними властивостями з мiнiмаль-
ними затратами. Введемо позначення для вихiдних даних:
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j — вид компонента, який є складником сумiшi;
m — кiлькiсть видiв компонент, необхiдних для утворення сумiшi;
i — вид властивостi, яку має мати сумiш;
n — кiлькiсть всiх видiв властивостей сумiшi;
Ri — кiлькiсна характеристика i - го виду властивостi;
aij — вмiст i - го виду властивостi в одиницi j - го виду

компоненти;
cj — вартiсть одиницi j - го виду компоненти;
aj — найменша можлива кiлькiсть j - го виду продукту

потрiбного для сумiшi;
bj — найбiльша можлива кiлькiсть j - го виду

продукту потрiбного для сумiшi;
xj — шукана кiлькiсть продукту j - го виду

необхiдного для утворення сумiшi.
Математична модель: визначити такi xj ≥ 0 (j = 1,m) , за яких

затрати на виготовлення сумiшi будуть мiнiмальними:

m∑
j=1

cjxj → min (6.1.8)

у цьому випадку сумiш матиме заданi властивостi:

m∑
j=1

aijxj ≥ Ri, (i = 1, n); aj ≤ xj ≤ bj, (j = 1,m). (6.1.9)

Легко бачити, що задача (6.1.8), (6.1.9) є задачею лiнiйного програмува-
ння.

Приклади та завдання. На металургiйному комбiнатi виготовляється
чавун з рiзного виду шихтового матерiалу. Потрiбно визначити опти-
мальний набiр шихтового матерiалу, щоб отримати чавун, який мiстить
визначений вмiст сiрки, фосфору, марганцю та iнших компонент з мiнi-
мальними затратами на виробництво. Скласти математичну модель.

Модель оптимального розкрою матерiалiв

На багатьох промислових пiдприємствах при масовому виробництвi
продукцiї необхiдно отримати найбiльш рацiональний розкрiй матерiалiв
(дошки, листи металу, руби, прокат, рулони тканин тощо). План розкрою
вважається оптимальним, якщо вiн забезпечує максимальний вихiд за-
готовок з мiнiмальними вiдходами. Розглянемо таку задачу.



140 Роздiл 6. Розв’язування задач оптимiзацiї у MatLabr

Пiдприємство отримує однотипнi рулони матерiалiв. Треба знайти та-
кий план розкрою рулонiв матерiалу на заготовки по ширинi, за якого
будуть найменшi вiдходи. Домовимося вважати:
i — вид заготовки;
m — кiлькiсть всiх видiв заготовок;
j — варiант розкрою рулона по ширинi;
n — кiлькiсть всiх варiантiв розкрою;
ai — задана кiлькiсть заготовок i -го виду;
aij — кiлькiсть заготовок i -го виду, яку можна отримати з одного

рулона згiдно з j - товим варiантом розкрою;
cj — вiдходи, отриманi з рулона матерiалу при j - му варiантi

розкрою;
xj — шукана кiлькiсть рулонiв, яка буде розкроєна згiдно з

j - товим варiантом.
Математична модель сформульованої задачi має вигляд:

n∑
j=1

cjxj → min;

n∑
j=1

aijxj = ai (i = 1,m)

xj ≥ 0 (j = 1, n).

Це задача лiнiйного програмування, для розв’язування якої можна за-
стосувати симплекс метод.

6.1.2. Завдання для самостiйного опрацювання

Знайти розв’язки таких задач лiнiйного програмування:
� Завдання 6.1.1.

f(x1, x2, x3) = 10x1 + 16x2 + 6x3 → max,
3x1 + 6x2 + 3x36 100;

2x1 + 2x2 + 4x36 30;

3x1 + 4x2 + 7x36 200;

xi > 0, i = 1, 2, 3.

� Завдання 6.1.2.

f(x1, x2, x3, x4) = 2x1 − x2 + 3x3 − 4x4 → min,
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
x1 + 2x2 − 3x3 + 4x46 5;

4x1 − x2 + 2x3 − 3x4> 2;

2x1 + 3x2 − 5x3 + x4= 8;

x1 6 0, x3 > 0, x4 > 0.

� Завдання 6.1.3.

f(x1, x2, x3, x4) = −x1 + 2x2 − 3x3 + x4 → min,
3x1 − x2 + x3 − x4 > 4;

x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 2;

2x1 − x2 + 2x3 − 5x46 6;

x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0.

� Завдання 6.1.4.

f(x1, x2, x3, x4) = −x1 + 2x2 − x3 + x4 → min,

2x1 − x2 − x3 + x4 6 6;

x1 + 2x2 + x3 − x4 > 8;

3x1 − x2 + 2x3 + 2x4 6 10;

−x1 + 3x2 + 5x3 − 3x4= 15;

x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0.

� Завдання 6.1.5.

f(x1, x2, x3) = 2x1 − 5x2 − 3x3 → min,
−x1 + x2 + x3 > 4;

2x1 − x2 + x3 6 16;

3x1 + x2 + 2x3> 18;

x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.

� Завдання 6.1.6.

f(x1, x2, x3) = −3x1 − 5x2 − 6x3 → min,
2x1 + 5x2 − 7x3 6 12;

−4x1 + 3x2 + 8x3> 15;

3x1 − 2x2 + 10x3 6 17;

x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.
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� Завдання 6.1.7.

f(x1, x2, x3) = −2x1 + x2 + 5x3 → max,
4x1 + 2x2 + 5x36 12;

6x1 − 3x2 + 4x3= 18;

3x1 + 3x2 − 2x3> 16;

x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.

� Завдання 6.1.8. Для виготовлення трьох видiв виробiв A , B i
C використовується токарне, фрезерне, зварювальне i шлiфувальне об-
ладнання. Затрати часу на обробку одного виробу для кожного з типiв
обладнання вказанi в таблицi нижче. У нiй же вказано загальний фонд
робочого часу кожного з типiв використовуваного обладнання, а також
прибуток вiд реалiзацiї одного виробу кожного виду. Потрiбно визначити
скiльки виробiв i якого виду слiд виготовити пiдприємству, щоб прибуток
вiд реалiзацiї був максимальним. Скласти математичну модель задачi та
знайти її розв’язок.

Тип Затрати часу Фонд робочого
обладнання A B C часу обладнання (год.)
Токарне 2 4 5 120
Фрезерне 1 8 6 180
Зварювальне 7 4 5 240
Шлiфувальне 4 6 7 360
Прибуток (грн) 10 14 12

� Завдання 6.1.9. На пiдприємствi є R = 5 типiв станкiв (r=1, 2,
3, 4, 5), на яких виготовляють l = 2 види деталей (i=1, 2). Комплект
продукцiї складається з двох видiв деталей 1-го виду (l1 = 2) та однiєї
деталi 2-го виду (l2 = 1) . Кiлькiсть станкiв 1-го виду b1 = 5 , 2-го виду
b2 = 3 , 3-го виду b3 = 40 , 4-го виду b4 = 9 , 5-го виду b5 = 2 . Про-
дуктивнiсть станкiв з виготовлення деталей (в кiлькостi штук) протягом
одного мiсяця наведена в таблицi:

Вид деталi Вид станка
1 2 3 4 5

1 100 400 20 200 600
2 15 200 2, 5 50 250

Знайти максимальну кiлькiсть комплектної продукцiї, яку можна виго-
товити на цих станках за оптимального завантаження.
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� Завдання 6.1.10. На металургiйному комбiнатi виплавляють ча-
вун iз 4 видiв шихтового матерiалу. Визначити оптимальний набiр ши-
хтового матерiалу, щоб отримати чавун який мiстить 2% сiрки, 3% фос-
фору та 5% марганцю за найменшої вартостi. Данi про вмiст кожної з
цих компонент в одиницi кожного з видiв шихтового матерiалу та вар-
тiсть одиницi шихтового матерiалу наведено у табл.

Вид шихтового матерiалу
1 2 3 4

Сiрка 0,3 0,4 0,6 0,1
Фосфор 0,3 0,8 0,1 0,3
Марганець 0,4 0,7 0,2 0,9
Вартiсть 2 4 2 3

� Завдання 6.1.11. Пiдприємство отримує однотипнi рулони шири-
ною 700 см., якi потрiбно розрiзати на заготовки трьох видiв: 1-й шири-
ною 230 см, 2-й – 190 см, 3-й – 80 см. План заготовок такий: заготовок
першого виду — 60 шт., 2-го — 90 шт., 3-го — 320 шт. План треба вико-
нати з мiнiмальними вiдходами. Для цього складають варiанти j - го
розкрою рулонiв на заготовки i визначають кiлькiсть aij заготовок i -
го виду з одного рулона згiдно з j - тим варiантом, i вiдходи cj . Цi данi
наведенi в таблицi:

Варiант розкрою Кiлькiсть заготовок з одного рулона Вiдходи
1-го виду 2-го виду 3-го виду (см)

1 3 – – 10
2 2 1 – 50
3 2 – 3 0
4 1 2 1 10
5 1 – 5 70
6 1 1 3 40
7 2 – 3 0
8 – – 8 60
9 – 2 4 0

Знайти оптимальний план розкрою рулонiв на заготовки.
� Завдання 6.1.12. На пiдприємство надходять однотипнi сувої

сукна шириною 700 см, якi потрiбно розкроїти на заготовки трьох ви-
дiв: 1-й шириною 230 см, 2-й – 190см, 3-й – 80 см. План заготовок такий:
60 штук 1-го виду, 90 – 2-го, 320 – 3-го. Складено 9 варiантiв розкрою.
Скласти план оптимального розкрою сукна, за якого вiдходи будуть мi-
нiмальними, якщо задано кiлькiсть заготовок кожного з трьох видiв iз
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одного сувою сукна для кожного з 9 варiантiв, а також вiдходи при роз-
кроюваннi кожним з 9-ти варiантiв:

Варiант Кiлькiсть заготовок iз одного сувою
розкрою 1-го виду 2-го виду 3-го виду Вiдходи, см

1 3 0 0 10
2 2 1 0 50
3 2 0 3 0
4 1 2 1 10
5 1 0 5 70
6 1 1 3 40
7 2 0 3 0
8 0 0 8 60
9 0 2 4 0

� Завдання 6.1.13. Пiдприємство випускає два види продукцiї за
шiстьма технологiями, використовуючи два види сировини. В табл. на-
ведено норми використання кожного виду сировини при застосуваннi
кожної з технологiй, норми випуску кожного виду продукцiї при викори-
станнi кожної з технологiй одиничної iнтенсивностi, запас сировини, план
випуску продукцiї кожного виду та норми затрат при застосуваннi кож-
ної з технологiй одиничної iнтенсивностi. Знайти оптимальний план ви-
користання таких технологiй, щоб за мiнiмальних затрат виконати план
виробництва та використати видiлену сировину.

Норми використання сировини та випуску продукцiї

Вид Запас
технологiї сировини

Вид сировини 1 2 3 4 5 6
1 4 1 3 6 2 2 340
2 3 1 6 1 1 3 460

Вид продукцiї План
1 5 5 2 3 4 1 280
2 2 4 8 2 6 9 320

Норми затрат 6 3 6 2 5 7

.

� Завдання 6.1.14. Для виробництва трьох видiв продукцiї вико-
ристовуються три види сировини. Норми витрат кожної сировини на ви-
робництво одиницi кожної продукцiї, запас кожної сировини i прибуток
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вiд реалiзацiї одиницi кожної продукцiї наведенi у таблицi.

Вид Вид продукцiї Запас
сировини 1 2 3 сировини

1 3 6 3 100
2 2 2 4 30
3 3 4 7 200

Прибуток 10 16 6

.

Скласти такий план випуску продукцiї, щоб загальний прибуток вiд ви-
робництва був найбiльший.
� Завдання 6.1.15. Для виготовлення двох виробiв можна викорис-

тати 5 типiв станкiв. Комплект складається з двох деталей 1-го виду й
однiєї деталi 2-го виду. Кiлькiсть станкiв 1-го типу – 5, 2-го – 3, 3-го
– 40, 4-го – 9, 5-го – 2. У табл. наведено норми виробництва деталей
на станках протягом мiсяця. Знайти оптимальний план загрузки станкiв
з виготовлення деталей, при якому максимiзується випуск комплектної
продукцiї.

Вид Вид станка
деталi 1 2 3 4 5

1 100 400 20 200 600
2 15 200 2,5 50 250

� Завдання 6.1.16. На заводi є R = 3 групи обладнання (r =
1, 2, 3) , на якому виготовляють l = 3 види продукцiї (i = 1, 2, 3) по
n = 3 видах технологiй (j = 1, 2, 3) . У таблицi 6.1 подано норми arij за-
трати машинного часу r -го обладнання при виготовленнi одиницi про-
дукцiї i -го виду по j -й технологiї, ресурс br обладнання r -го виду,
вартiсть затрат cij на виготовлення одиницi продукцiї i -го виду виго-
товленiй по j -й технологiї та плановий об’єм Qi випуску i -ї продук-
цiї. Знайти оптимальний план завантаження виробничих потужностей
за критерiєм мiнiмальних затрат, обмежених можливостях обладнання
та виконаннi планових завдань.
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6.2. Задачi нелiнiйного програмування

Стандартне формулювання задачi нелiнiйної оптимiзацiї у середови-
щi MatLabr має такий вигляд:

min
x
f(x) за обмежень:



c(x) 6 0,

ceq(x) = 0,

A · x 6 b,

Aeq · x = beq,

lb 6 x 6 ub,

(6.2.1)

де b, beq – вектори; A, Aeq – матрицi коефiцiєнтiв лiнiйних обмежень вiд-
повiдно типу нерiвностей i рiвностей; c(x), ceq(x) – вектор-функцiї обме-
жень, вiдповiдно, типу нерiвностей та рiвностей; f(x), c(x), ceq(x) можуть
бути нелiнiйними. Для розв’язування задач нелiнiйного програмування
у середовищi MatLabr слугує функцiя

fmincon(’cel_func’,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,’nonlin_constr’)

де

• cel_func – цiльова функцiя або iм’я m-файлу, що визначає цю функ-
цiю;

• x0 – масив-стовпчик, який задає початкове значення;

• A – матриця коефiцiєнтiв лiнiйних обмежень нерiвностей 6 ;

• b – стовпчик правих частин лiнiйних обмежень типу 6 ;

• Aeq – матриця коефiцiєнтiв обмежень рiвностей;

• beq – стовпчик правих частин обмежень типу рiвностей;

• lb – стовпчик обмежень на мiнiмальне значення змiнних;

• ub – стовпчик обмежень на максимальне значення змiнних;

• nonlin_constr – iм’я m-файлу (функцiї), що визначає нелiнiйнi об-
меження.

Щоб розв’язати задачу нелiнiйного програмування у середовищi
MatLabr , треба її привести до стандартного вигляду:

– для цiльової функцiї формулюється задача на знаходження мiнiму-
му;
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– всi лiнiйнi обмеження звести до стандартного вигляду як у задачi
лiнiйного програмування (див. вище);

– права частина нелiнiйних обмежень має бути нулем, де всi нелiнiйнi
обмеження звести до нерiвностей 6 .

? Приклад 6.2.1. Розв’язати задачу нелiнiйного програмування:

f(x1, x2, x3) =
ex1

x2ex3
→ min,

за обмежень

x1 + x2 + x3 > 50;

3x1 + 2x2 6 600;

x2 > 10;

x1 = 2x2;

x1x2 + x2x3 6 2000;

x1x2 > 100;

x2
2 + x2

3 = 1000

xi > 0, i = 1, 2, 3.

Створимо m-файл у редакторi пiд назвою cel_fun:

function f=cel_fun(x)
f=exp(x(1))./(x(2).*exp(x(3)));

У редакторi створюємо m-файл пiд назвою nonlin_rest, який реалiзує
нелiнiйнi обмеження. Цей m-файл має зображати функцiю, яка має два
вихiднi параметри: перший – масив нелiнiйних обмежень типу нерiвно-
стей, другий – масив нелiнiйних обмежень рiвностей (власне за зазначе-
ним порядком):

function[neq,eq]=nonlin_rest(x)
neq=[x(1).*x(2)+x(2).*x(3)-2000;-x(1).*x(2)+100];
eq=[x(2).ˆ2+x(3).ˆ2-1000];

Тут neq – масив лiвих частин обмежень нерiвностей, i вiдповiдно, eq –
рiвностей. Якщо у задачi нелiнiйного програмування немає однiєї з умов,
то на їхньому мiсцi у зазначеному записати форматi функцiї обчислення
розв’язку необхiдно вказати порожнiй масив: [ ].

Накiнець, для розв’язування зазначеної задачi створимо файл-
сценарiй у редакторi Editor середовища MatLabr , який запишемо пiд



6.2. Задачi нелiнiйного програмування 149

iменем nonlinProgr:

x0=[1,1,1];
a=[-1,-1,-1;3,2,0;0,-1,0];
b=[-50;600;-10];
ar=[1,-2,0];
br=[0];
xmin=[0;0;0];
[xMin,fVal,k]=fmincon(’cel_fun’,x0,a,b,ar,br,xmin,[ ],
’nonlin_rest’)

Залишається у Command Window ввести назву файлу-сценарiю та дати
команду на виконання

>> nonlinProgr

Система поверне вiдповiдь:

Local minimum found that satisfies the constraints.

Optimization completed because the objective function is
non-decreasing in feasible directions, to within the default
value of the function tolerance, and constraints are
satisfied to within the default value of the
constraint tolerance.

<stopping criteria details>

xMin =

20.0604 10.0302 29.9899

fVal =

4.5400e-06

k =

1

де xMin ={20.0604, 10.0302, 29.9899} – шуканий розв’язок, fVal = 4.5400e-
06 – мiнiмальне значення цiльової функцiї, k = 1 – код результату: 1
свiдчить про те, що розв’язок обчислено успiшно.
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6.2.1. Завдання для самостiйного опрацювання

Задаючи початкове значення, розв’язати задачi нелiнiйної оптимiза-
цiї:
� Завдання 6.2.1.

f(x1, x2, x3) = x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 → min,

за обмежень: {
x1x2x3 = 100;

xi > 0, i = 1, 2, 3.

� Завдання 6.2.2.
f(x1, x2) = x1 − 0, 2x2

1 + 2x2 − 0, 2x2
2 → max,

за обмежень: 
13x1 + 6x2 6 90;

8x1 + 11x2 6 88;

xi > 0, i = 1, 2.

� Завдання 6.2.3.
f(x1, x2) = −x1 + x2 → min,

за обмежень: {
x2

1 + x2
2 6 4,

x2
1 + (x1 − 2)2 > 1.

� Завдання 6.2.4.

f(x1, x2) =
ax2

1

2
+
bx2

2

2
→ extr,

за обмежень: 
x3

1 + x3
2 6 1,

x2
1 + x2

2 > 1,

(0 < a < b).

� Завдання 6.2.5.
f(x1, x2) = x2

1 + (x2 − 1)2 → min,

за обмежень: 
x2

1 + 4x2
2 − 4 6 0,

2x2
1 + x2 − 2 > 0,

−x1 + 2x2 6 0.
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� Завдання 6.2.6.

f(x1, x2) = x1 → max,

за обмежень: 
2x2

1 + x2 − 1 > 0

(x1 − 1)2 + x2
2 − 1 > 0,

x1 + x2 − 1 6 0.

� Завдання 6.2.7.

f(x1, x2) = −x3
1 + x3

2 + 22
1 + x1 − x2 → max,

за обмежень: 
x1 + 2x2 ≤ 2,

x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0.
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6.3. Метод Runge-Kutta розв’язування по-
чаткової задачi для звичайного дифе-
ренцiального рiвняння першого порядку

6.3.1. Загальне формулювання методiв

Розглянемо задачу Cauchy для одного рiвняння

du

dt
= f(t, u), t > 0, u(0) = u0. (6.3.1)

Явний m -кроковий метод Runge-Kutta такий. Припустимо, що
розв’язок yn = y(tn) уже вiдомий. Задаються числовi коефiцiєнти ai ,
bij , i = 1, 2, . . . ,m , j = 1, 2, . . . ,m − 1 , σi , i = 1, 2, . . . ,m , i послiдовно
обчислюються функцiї

k1 = f(tn, yn),

k2 = f(tn + a2τ, yn + b21τk1),

k3 = f(tn + a3τ, yn + b31τk1 + b32τk2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

km = f(tn + amτ, yn + bm1τk1 + bm2τk2 + · · ·+ bmm−1τkm−1).

Тепер iз формули
yn+1 − yn

τ
=

m∑
i=1

σiki (6.3.2)

знаходиться нове значення yn+1 = y(tn+1) .
Коефiцiєнти ai , bij , σi вибираються з мiркувань точностi. Наприк-

лад, для того щоб рiвняння (6.3.2) було апроксимацiєю вихiдного рiв-

няння (6.3.1), треба вимагати, щоб
m∑
i=1

σi = 1 . Зауважимо, що методи

Runge-Kutta при m > 5 не використовуються.
Розглянемо детальнiше окремi методи. При m = 1 одержимо схему

Euler’а. Введемо за змiнною t рiвномiрну сiтку з кроком τ > 0 , тобто
розглянемо множину точок

ωτ = {tn = nτ, n = 0, 1, 2, . . . }.

Позначимо через u(t) точний розв’язок задачi (6.3.1), а через yn =
y(tn) – наближений розв’язок. Зазначимо, що наближений розв’язок є
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сiтковою функцiєю, тобто визначений тiльки у точках сiтки ωτ .
За методом Euler’а рiвняння (6.3.1) замiняємо рiзницевим рiвнянням

yn+1 − yn
τ

− f(tn, yn) = 0, n = 0, 1, 2, . . . , y0 = u0. (6.3.3)

Розв’язок цього рiвняння записується у явному виглядi за рекурент-
ною формулою

yn+1 = yn + τf(tn, yn), n = 0, 1, 2, . . . , y0 = u0.

При використаннi наближених методiв важливим є питання збiж-
ностi. Поняття збiжностi наближеного метода можна сформулювати по-
рiзному. Стосовно рiзницевих методiв, до яких належить метод Euler’a,
найбiльше поширення отримало поняття збiжностi при τ → 0 , яке
означає таке. Фiксуємо точку t i побудуємо послiдовнiсть сiток ωτ та-
ких, що τ → 0 i tn = τn = t (тодi необхiдно n→∞ ). Тодi кажемо, що
метод (6.3.3) є збiжний у точцi t , якщо |yn − u(tn)| → 0 при τ → 0 ,
tn = t .

Метод збiгається на вiдрiзку (0, T ] , якщо вiн є збiжний у кожнiй
точцi t ∈ (0, T ] .

Кажуть, що метод має p -й порядок точностi , якщо iснує число
p > 0 таке, що |yn − u(tn)| = O(τ p) при τ → 0 . Можна довести, що
метод Euler’а має перший порядок точностi, тобто |yn − u(tn)| = O(τ)
[81].

Симетрична схема методу Euler’а полягає у замiнi рiвняння (6.3.1)
рiзницевим рiвнянням

yn+1 − yn
τ

− 1

2
(f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)) = 0, n = 0, 1, 2, . . . , y0 = u0.

(6.3.4)
Порiвняно з методом Euler’а цей метод складнiший у реалiзацiї, позаяк
нове значення yn+1 визначається через вiдоме yn шляхом розв’язування
рiвняння

yn+1 − 0.5τf(tn+1, yn+1) = Fn,

де Fn = yn + 0.5τf(tn, yn) . Iз цiєї причини цей метод називається неяв-
ним. Проте метод (6.3.4) має ту перевагу порiвняно з методом (6.3.3),
що дає вищий порядок точностi, а саме O(τ 2) .

Наведенi приклади iлюструють простiшi випадки рiзницевих мето-
дiв, або, як їх ще називають, рiзницевих схем. Методи Runge-Kutta вiд-
рiзняються вiд рiзницевих методiв тим, що у них допускається обчис-
лення правої частини рiвняння f(t, u) , не тiльки у точках сiтки, але у
деяких промiжних точках.
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6.3.2. Метод Runge-Kutta. Загальна формула чи-
сельного наближення розв’язку

Розглянемо процедуру знаходження наближеного розв’язку мето-
дом Runge-Kutta. Сформулюємо задачу: знайти чисельне наближення
розв’язку початкової задачi {

y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.
(6.3.5)

Чисельне наближення розв’язку задачi (6.3.5) має вигляд:

yn+1 = yn + h
s∑
i=1

bifi

(
xn + cih, yn + h

i−1∑
j=1

aijfj

)
, n = 0, N − 1, (6.3.6)

де h – крок рiвномiрної сiтки на промiжку [x0, x1] : ωh = {x0 +nh : n =
0, 1, 2, . . . , N} , xn = x0 + nh , yn = y(xn) .

Уведемо такi позначення:

f1 = f(xn, yn) = f1(x1, z1);

f2 = f(xn + c2h, yn + ha21f1) = f2(x2, z2);

f3 = f(xn + c3h, yn + ha31f1 + ha32f2) = f3(x3, z3);

f4 = f(xn + c4h, yn + ha41f1 + ha42f2 + ha43f3) = f4(x4, z4);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fs = f(xn + csh, yn + h
s−1∑
j=1

asjfj) = fs(xs, zs);

xs = xn + csh, zs = yn + h
s−1∑
j=1

asjfj.

Коефiцiєнти aij , bi , ci , якi треба визначити, помiстимо у так звану та-
блицю Butcher’а:

c1 0
c2 a21 0
... ... ... 0
cs as1 as2 ... ass−1 0

b1 b2 ... bs−1 bs

Наведемо методи Runge-Kutta вищих порядкiв точностi.
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Методи Runge-Kutta другого порядку точностi

До методу Runge-Kutta другого порядку точностi належать:

– модифiкований метод Euler’а:

f1 = f(xn, yn), f2 = f

(
xn +

h

2
, yn +

h

2
f1

)
, yn+1 = yn + h · f2;

0 0
1/2 1/2 0

0 1

– метод Euler’а iз перерахунком:

f1 = f(xn, yn), f2 = f (xn + h, yn + hf1) , yn+1 = yn +
h

2
(f1 + f2);

0 0
1 1 0

1/2 1/2

Методи Runge-Kutta третього порядку точностi

1. Метод Heun’а

f1 = f(xn, yn), f2 = f

(
xn +

h

3
, yn +

h

3
f1

)
,

f3 = f

(
xn +

2h

3
, yn +

2h

3
f2

)
, yn+1 = yn +

h

4
(f1 + 3f3).

Таблиця Butcher’а методу Heun’а
0 0
1/3 1/3 0
2/3 0 2/3 0

1/4 0 1/4

Iншi методи Runge-Kutta третього порядку, якi використовуються
при наближеному iнтегруваннi задачi Cauchy:
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2.

f1 = f(xn, yn), f2 = f

(
xn +

2h

3
, yn +

2h

3
f1

)
,

f3 = f

(
xn +

2h

3
, yn −

h

3
f1 + hf2

)
, yn+1 = yn +

h

4
(f1 + 2f2 + f3).

Таблиця Butcher’а
0 0
2/3 2/3 0
2/3 -1/3 1 0

1/4 2/4 1/4

3.

f1 = f(xn, yn), f2 = f

(
xn +

h

2
, yn +

h

2
f1

)
,

f3 = f (xn + h, yn − hf1 + 2hf2) , yn+1 = yn +
h

6
(f1 + 4f2 + f3).

Таблиця Butcher’а
0 0
1/2 1/2 0
1 -1 2 0

1/6 4/6 1/6

Класичний метод Runge-Kutta четвертого порядку

f1 = f(xn, yn), f2 = f

(
xn +

h

2
, yn +

h

2
f1

)
,

f3 = f

(
xn +

h

2
, yn +

h

2
f2

)
, f4 = f (xn + h, yn + hf3) ,

yn+1 = yn +
h

6
(f1 + 2f2 + 2f3 + f4).

Таблиця Butcher’а
0 0
1/2 1/2 0
1/2 0 1/2 0
1 0 0 1

1/6 2/6 2/6 1/6
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6.3.3. Оцiнка похибки чисельного розв’язку

Важливим питанням чисельного iнтегрування задачi Cauchy для
звичайного диференцiального рiвняння є оцiнка похибки одержаного
розв’язку. Безпосереднє обчислення у вузлах сiтки норми рiзницi двох
розв’язкiв, аналiтичного i чисельного, не завжди можливо, оскiльки ди-
ференцiальна задача у загальному випадку не iнтегрується до кiнця.
Одержати оцiнку допущеної похибки можна, якщо вiдомий порядок точ-
ностi чисельного методу, який застосовується пiд час розв’язування за-
дачi. У цьому випадку спочатку треба розв’язати рiзницеву задачу на
сiтцi з кроком 2h , а пiсля повторити на сiтцi з кроком h . Позначимо
сiткову функцiю, одержану на сiтцi з кроком 2h , через y(2h) , а на сiтцi
h – ȳ(h) . Слiд розв’язку диференцiальної задачi (тобто точний розв’язок
задачi) на сiтцi 2h нехай y∗ , а слiд ȳ(h) на сiтцi 2h – y(h) . Тодi правильнi
рiвностi

y(2h) = y∗ + C(2h)k,
y(h) = y∗ + Chk,

(6.3.7)

де k – порядок наближення вибраного методу. Вiднявши вiд першого
рiвняння (6.3.7), одержимо

y(2h) − y(h) ≈ Chk(2k − 1),

або

Chk ≈ y(2h) − y(h)

2k − 1
. (6.3.8)

Увiвши у скiнченовимiрному просторi, вiдповiдному до сiтки 2h , одну з
можливих норм, отримаємо оцiнку

||y(h) − y∗|| ≈ ||y
(2h) − y(h)||
2k − 1

6 ε. (6.3.9)

Тут ε – похибка наближення. Якщо умова (6.3.9) не виконується, тодi
вдвiчi збiльшуємо кiлькiсть вузлiв сiтки, одночасно зменшуючи крок, i
знову перевiряємо умову (6.3.9) на новiй сiтцi. Так повторюємо доти,
доки на буде виконана умова (6.3.9).

6.4. Приклад застосування методу Runge-
Kutta

Розглянемо процедуру, яка реалiзує метод Runge-Kutta четвертого
порядку з фiксованим кроком. Вiдповiдний скрипт-файл RuKu4.m має
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вигляд

function ret=RuKu4(y,x)
% RK4 standard method with fixed step h
% the rhs of the equation is given by zeta.m
global h
xm=x+h/2;
k1=h*zeta(x,y);
k2=h*zeta(xm,y+k1/2);
k3=h*zeta(xm,y+k2/2);
k4=h*zeta(x+h,y+k3);
ret=y+(k1+k4+2.0*(k2+k3))/6.0;
end

Розглянемо початкову задачу для звичайного диференцiального рiв-
няння першого порядку, яке не iнтегрується у квадратурах{

y′(x) = x2 + y2(x),

y(0) = 0.
(6.4.1)

Порiвняємо чисельнi розв’язки задачi (6.4.1), одержанi за допомогою ме-
тоду Runge-Kutta та функцiї ode45 середовища MatLabr . З цiєю ме-
тою визначимо функцiю правої частини рiвняння (6.4.1) за допомогою
скрипт-файлу zeta.m:

function z=zeta(x,y)
%rhs function tested method Runge-Kutta
z=xˆ2+yˆ2;
end

Розглядаємо задачу (6.4.1) на промiжку [0, L] . Тодi вiдповiдний
скрипт-файл, за допомогою якого тестуватимемо, назвемо testode1.m:

% file testode1.m
clear
global h
L=input(’L:’);
x0=0; y0=0;
[t,w]=ode45(’zeta’,[x0 L],y0);
N=input(’N:’);
h=(L-x0)/N;
for i=1:N+1
x(i)=x0+(i-1)*h;
end
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Рис. 6.1. Графiки чисельних розв’язкiв одержаних методом Runge-Kutta
та ode45

y(1)=y0;
for i=1:N
y(i+1)=RuKu4(y(i),x(i));
end
format long
yrk4=y(N+1) % y(L) approximated by RK4
M=length(w)
y45=w(M) % y(L) approximated by ode45
plot(t,w,’*’); grid
hold on
plot(x,y,’r-’)
hold off

Чисельнi результати порiвняємо графiчно та значення отриманого
розв’язку на кiнцi промiжку y(L) для L = 1 . Iз графiкiв 6.1 робимо
висновок, що розв’язки майже iдентичнi.

Значення розв’язку у крайнiй точцi L = 1 , отриманий за допо-
могою ode45 дорiвнює y(L) = 0.35023184134841 для M = 41 , де
M − 1 число пiдiнтервалiв. Застосування RuKu1 повертає такi значення:
y(L) = 0.35023184453449 для N = 100 та y(L) = 0.35023184431678 для
N = 1000 , де N – число пiдiнтервалiв. Результат, отриманий за допомо-
гою RuKu1, добре узгоджується з вiдповiдним результатом, отриманим
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за допомогою ode45, позаяк початкова задача (6.4.1) не є жорсткою.

6.4.1. Завдання для самостiйного опрацювання

На заданому iнтервалi на рiвномiрнiй сiтцi з одинадцяти вузлiв iз за-
значеною похибкою ε = 10−4 знайти указаним методом розв’язок задачi
Cauchy.
� Завдання 6.4.1. Метод Runge-Kutta 4 порядку точностi: x ∈

(1, 2) , {
2x2yy′ + y2 = 2x3 + x2,

y(1) = 1.

� Завдання 6.4.2. Метод Runge-Kutta 3 порядку: x ∈ (0, 1) ,{
(x2y − 1)y′ + xy2 − 1 = 0,

y(0) = 0.

� Завдання 6.4.3. Метод Euler’a з перерахунком: x ∈ (1, 1.1) ,{
(6xy + x2 + 3)y′ + 3y2 + 2xy + 2x = 0,

y(1) = −1.

� Завдання 6.4.4. Модифiкований метод Euler’a: x ∈ (1, 2) ,{
(xy − x2)y′ + y2 − 3xy − 2x2 = 0,

y(1) = 1 +
√

2.

� Завдання 6.4.5. Метод Euler’a з перерахунком: x ∈ (1, 1.2) ,{
x(2x2y · ln(y) + 1)y′ = 2y,

y(1) = 1.

� Завдання 6.4.6. Модифiкований метод Euler’a: x ∈ (0, 1) ,{
y′ − xy2 − 3xy = 0,

y(0) = −3.

� Завдання 6.4.7. Метод Runge-Kutta 3 порядку: x ∈ (1, 1.2) ,{
2xyy′ − y2 + 5x = 0,

y(1) = 1.
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� Завдання 6.4.8. Метод Runge-Kutta 4 порядку точностi: x ∈
(1, 2) , {

xy′ + xy2 − y = 0,

y(1) = 2.

� Завдання 6.4.9. Метод Runge-Kutta 3 порядку: x ∈ (1, 2) ,{
x(2x− 1)y′ + y2 − (4x+ 1)y + 4x = 0,

y(1) = 2.

� Завдання 6.4.10. Метод Runge-Kutta 4 порядку точностi: x ∈
(1, 2) , 2x2y′ − 2y2 − 3xy + 2x = 0,

y(1) =
1

2
.

� Завдання 6.4.11. Модифiкований метод Euler’a: x ∈ (1, 2) ,{
xy′ − xy2 − (2x2 + 1)y − x3 = 0,

y(1) = −3.

� Завдання 6.4.12. Метод Euler’a з перерахунком: x ∈ (1, 2) ,{
x2(y′ + y2) + 4xy + 2 = 0,

y(1) = −1.

� Завдання 6.4.13. Метод Runge-Kutta 4 порядку точностi: x ∈
(1, 2) , (y − x2)y′ = x,

y(1) =
3

2
.

� Завдання 6.4.14. Метод Runge-Kutta 3 порядку: x ∈ (1, 2) ,{
yy′ + y2 + 4x(x+ 1) = 0,

y(1) = 12.

� Завдання 6.4.15. Модифiкований метод Euler’a: x ∈ (1, 2) ,{
x3y′ − x4y2 + x2y + 20 = 0,

y(1) = 4.

� Завдання 6.4.16. Метод Euler’a з перерахунком: x ∈ (2, 3) ,{
x2(x− 1)y′ − y2 − x(x− 2)y = 0,

y(2) = 4.
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6.5. Iнтерполяцiя

6.5.1. Формулювання задачi iнтерполяцiї

Сформулюємо задачу iнтерполяцiї: на промiжку [a, b] заданi n + 1
рiзних точок x0, x1, . . . , xn , якi називаються вузлами iнтерполяцiї , а
також значення функцiї y = f(x) у тих точках

f(x0) = y0, f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn. (6.5.1)

Задача iнтерполяцiї полягає у визначеннi наближених значень заданої
функцiї у точках, якi не є вузлами, та оцiнка похибки наближених зна-
чень. Задача полягає у визначеннi такої функцiї F (x) , яка називається
iнтерполяцiйною функцiєю , яка у вузлах iнтерполяцiї набуває тi самi
значення, що i функцiя y = f(x) ; див. рис. 6.2.

Можна сказати, що iнтерполяцiя у певному сенсi є задачею оберне-
ною до табулювання функцiї. При табулюваннi, маючи аналiтичний яв-
ний вигляд функцiї, будуємо таблицю значень функцiї у заданих точках,
тодi як розв’язуючи задачу iнтерполяцiї на пiдставi табличних значень
функцiї треба ”вiдновити” аналiтичний вигляд функцiї.

Рис. 6.2. Iнтерполяцiя

Iнтерполяцiйнi функцiї найчастiше будуються у певному визначеному
наперед виглядi. Ними можуть бути, наприклад, алгебричнi многочлени,
тригонометричнi многочлени, сплайни тощо. Залежно вiд вигляду iнтер-
поляцiйної функцiї задача iнтерполяцiї може не мати жодного розв’язку
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або iснує нескiнчена кiлькiсть розв’язкiв. Важливим питанням є iснува-
ння єдиної iнтерполяцiйної функцiї.

6.5.2. Iнтерполяцiя за допомогою многочленiв

Обмежимося пошуком многочлена Wn(x) щонайвище порядку n ,
який задовольняє умови (6.5.1). Наступне твердження розв’язує пита-
ння однозначностi iнтерполяцiйної функцiї.

Твердження 6.5.1 Iснує єдиний iнтерполяцiйний многочлен сте-
пеня щонайбiльше n (n > 0) , який у точках x0, x1, . . . , xn набуває зна-
чення y0, y1, . . . , yn .

Доведення. Нехай вузли iнтерполяцiї довiльно розташованi на про-
мiжку [a, b] . Отож, маємо заданi n + 1 вузол, у яких вiдомi значення
деякої функцiї y = f(x) . Запишемо шуканий многочлен у виглядi

Wn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n. (6.5.2)

Взявши до уваги умови (6.5.1), одержимо систему для визначення n+ 1
невiдомих коефiцiєнтiв a0, a1, . . . , an

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + . . .+ anx

n
0 = y0,

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + . . .+ anx

n
1 = y1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a0 + a1xn + a2x

2
n + . . .+ anx

n
n = yn.

(6.5.3)

Матриця системи має вигляд

A =


1 x0 x2

0 x3
0 . . . xn0

1 x1 x2
1 x3

1 . . . xn1
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n x3
n . . . xnn

 . (6.5.4)

Оскiльки визначник D матрицi A є визначником Van der Monde’a

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x2

0 x3
0 . . . xn0

1 x1 x2
1 x3

1 . . . xn1
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n x3
n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (6.5.5)

то за умови, що xi 6= xj при i 6= j маємо

D =
∏

06j<i6n

(xi − xj) 6= 0. (6.5.6)
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Отже, система (6.5.1) має єдиний розв’язок i значення ai за формулою
Cramer-a обчислюються так:

ai =
1

D

n∑
j=0

yjDij, (6.5.7)

де Dij (j = 0, n) – алгебричнi доповнення елементiв i -го стовпця ма-
трицi A .

Iз теореми Cramer’а випливає, що iснує многочлен вигляду (6.5.2),
для якого виконуються умови (6.5.1) i цей многочлен є єдиним. Степiнь
многочлена є не бiльший нiж n (якщо a0 = 0 , то очевидно одержимо
многочлен нижчого степеня).

2

6.5.3. Iнтерполяцiйна формула Lagrange’a

Пiдставивши (6.5.7) у (6.5.2) та згрупувавши доданки за однакових
yi , одержимо

Wn(x) = y0Φ0(x) + y1Φ1(x) + · · ·+ ynΦn(x), (6.5.8)

де функцiї Φ0(x),Φ1(x), . . . ,Φn(x) є многочленами степеня щонайбiльше
n .

Як i вище, припустимо, що вузли iнтерполяцiї довiльно розмiщенi на
[a, b] . Побудуємо многочлен Wn(x) степеня не вище n у виглядi (6.5.8).
Для кожного i = 0, 1, . . . , n справджуються рiвностi

Wn(xi) = y0Φ0(xi) + y1Φ1(xi) + · · ·+ ynΦn(xi). (6.5.9)

Звiдки одержуємо таке:

Φj(xi) =

{
0 якщо j 6= i,

1 якщо j = i.
(6.5.10)

Щоб визначити функцiї Φj(x) , треба побудувати многочлен степеня n ,
який у точках x0, x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn тотожно дорiвнює нулю, а в
точцi xj дорiвнює одиницi. Звiдси

Φj(x) = λ(x− x0)(x− x1) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn), (6.5.11)

а оскiльки Φj(xj) = 1 , то

1 = λ(xj − x0)(xj − x1) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn). (6.5.12)
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Визначивши λ iз (6.5.12) та пiдставивши у (6.5.11), одержимо

Φj(x) =
(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
, (6.5.13)

тобто

Wn(x) = y0
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1) . . . (x0 − xn)
+

+ y1
(x− x0)(x− x2) . . . (x− xn)

(x1 − x0)(x1 − x2) . . . (x1 − xn)
+ · · ·+

+ yn
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−1)

(xn − x0)(xn − x1) . . . (xn − xn−1)
=

=
n∑
j=0

yj
(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
.

(6.5.14)

Уведемо позначення

ωn(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn), (6.5.15)

за допомогою якого (6.5.14) запишеться у виглядi

Wn(x) =
n∑
j=0

yj
ωn(x)

(x− xj)
(
ωn(x)

x− xj

) ∣∣∣∣∣
x=xj

=
n∑
j=0

yj
ωn(x)

(x− xj)ω′n(xj)
, (6.5.16)

де yj = y(xj) , а ω′(xj) є значенням похiдної многочлена ωn(x) у вузлi
xj (у якому многочлен ωn(x) набуває нульове значення), що неважко
довести, взявши до уваги формулу Taylor’а в околi xj .

Одержаний многочлен задовольняє всi умови iнтерполяцiї. Формула
(6.5.14) називається iнтерполяцiйною формулою Lagrange’а. Врахував-
ши доведене у попередньому пiдроздiлi Твердження 6.5.1, одержимо, що
такий многочлен степеня найвище n є єдиним.
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6.6. Aпроксимацiя

6.6.1. Задача апроксимацiї

У попередньому пiдроздiлi 6.5. була розглянута задача iнтерполяцiї,
мета якої полягає у побудовi деякої iнтерполюючої функцiї F (x) , значе-
ння якої на цiй дискретнiй множинi аргументiв збiгаються з значеннями
iнтерпольованої функцiї f(x) . Така задача має свої недолiки. При iн-
терполяцiї многочленами велика кiлькiсть вузлiв iнтерполяцiї потребує
побудови многочлена високого порядку. Крiм того, досить часто маємо
справу з функцiєю, значення якої на дискретнiй множинi аргументiв ви-
значено емпiрично (є результатом спостережуваних величин), а це озна-
чає, що цi данi не точнi, а тiльки наближенi. Тому побудова функцiї,
яка б на дискретнiй множинi аргументiв приймала наближенi значення,
немає сенсу.

Розглянемо бiльш загальну задачу, в якiй умова, щоб ця та шука-
на функцiї набували рiвнi значення на дискретнiй множинi аргументiв,
не обов’язково виконується. Функцiю f(x) , яка є вiдомою чи задана
таблицею значень, будемо апроксимувати iншою функцiєю F (x) , яка
називається апроксимуючою функцiєю або наближенням функцiї f(x) .
Очевидно, таке наближення приводить до появи похибки, яку називають
похибкою апроксимацiї i задача оцiнки цiєї похибки, а також її величина
мають суттєвий вплив на вибiр методу апроксимацiї.

Якщо множина, на якiй визначаємо похибку апроксимацiї, є дискрет-
ною множиною, то таку апроксимацiю називаємо дискретною, якщо ж
ця множина є промiжком, то таку апроксимацiя називається iнтеграль-
ною.

Нехай f(x) – функцiя, яку маємо за завдання апроксимувати, X –
деякий нормований лiнiйний простiр (скiнчено або нескiнченно вимiр-
ний; f ∈ X ), а Xm – m -вимiрний лiнiйний пiдпростiр простору X .

Апроксимацiя функцiї f(x) полягає на визначеннi таких коефiцiєнтiв
a0, a1, . . . , am функцiї

F (x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + · · ·+ amϕm(x), (6.6.1)

де ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm є базовими функцiями m+ 1 вимiрного лiнiйного пiд-
простору Xm+1 так, щоб функцiя F (x) задовольняла певнi умови, на-
приклад, мiнiмiзувала норму рiзницi ||f(x)− F (x)|| .

Апроксимацiя, визначена формулою (6.6.1), називається лiнiйною
апроксимацiєю (формула (6.6.1) також називається узагальненим мно-
гочленом).
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Якщо функцiя f(x) визначена на дискретнiй множинi точок, тодi
значення функцiї f(xi) у точках множини можна iнтерпретувати як ко-
ординати вектора f , а отже, розглядається норма

||f || =

(
n∑
i=0

(f(xi))
2

) 1
2

.

Задача найкращої апроксимацiї при вибраних базових функцiях
ϕk(x) зводиться до визначення коефiцiєнтiв ak так, щоб мiнiмiзувати
вираз

||f(x)− (a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + · · ·+ amϕm(x)) || (6.6.2)

та отримати єдиний можливий розв’язок задачi визначення коефiцiєнтiв
ak .

Розглянемо середньоквадратичну апроксимацiю.

6.6.2. Середньоквадратична апроксимацiя

Для функцiї f(x) , визначенiй на промiжку [a, b] , визначаємо мiнiмум
iнтеграла

||F (x)− f(x)|| =
b∫

a

w(x) [F (x)− f(x)]2dx, (6.6.3)

а для функцiї f(x) , визначенiй на дискретнiй множинi аргументiв, ви-
значаємо мiнiмум суми (методом найменших квадратiв)

||F (x)− f(x)|| =
n∑
i=0

w(xi)[F (xi)− f(xi)]
2, w(xi) > 0 (i = 0, n). (6.6.4)

Розглянемо середньоквадратичну апроксимацiю у випадку, коли
апроксимована функцiя f(x) визначена на дискретнiй множинi аргу-
ментiв X . Iдея такої апроксимацiї показана на рис. 6.3.

Нехай функцiя y = f(x) у точках x0, x1, . . . , xn множини X набуває
значення y0, y1, . . . , yn . Цi значення наближенi, iз певними похибками
(наприклад, експериментальнi значення, якi отриманi з деяким набли-
женням – приладам притаманна деяка точнiсть), причому цi похибки
можуть бути досить значними, що суттєво впливає на якiсть апрокси-
мацiї. Завдання полягає у визначеннi такої гладкої функцiї F (x) , яка є
наближенням функцiї f(x) , тобто на основi дискретних даних, якi мi-
стять похибки, функцiї f(x) отримати гладку функцiю, яка з великою
ймовiрнiстю на малу величину вiдхиляється вiд апроксимованої функцiї
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мiж вузлами, та у самих вузлах x0, x1, . . . , xn за припущення, що функ-
цiя f(x) також є гладкою.

Припустимо, що вибра-

Рис. 6.3. Середньоквадратична апрокси-
мацiя

ний базис ϕj(x) (j = 0,m)
пiдпростору Xm . Треба ви-
значити такий узагальне-
ний многочлен F (x) , який
є найкращим середньоква-
дратичним наближенням
функцiї f(x) на сiтцi вузлiв
X = (xj) , тобто функцiю
вигляду

F (x) =
m∑
i=0

aiϕi(x), (6.6.5)

де коефiцiєнти ai визначити так, щоб значення виразу (6.6.4) було мiнi-
мальне. Уведемо позначення

H(a0, a1, . . . , am) =
n∑
j=0

w(xj)

[
f(xj)−

m∑
i=0

aiϕi(xj)

]2

, (6.6.6)

де w(x) – задана вагова функцiя така, що w(xi) > 0 для i = 0, 1, . . . , n ;
Rj означає вiдхилення у точцi xj . Для визначення коефiцiєнтiв ai об-
числимо частиннi похiднi функцiї H за змiнними ai . З умови

∂H

∂ak
= 0, k = 0, 1, 2, . . . ,m, (6.6.7)

отримаємо систему m+ 1 лiнiйних рiвнянь iз m+ 1 невiдомими ai :

∂H

∂ak
= −2

n∑
j=0

w(xj)

[
f(xj)−

m∑
i=0

aiϕi(xj)

]
ϕk(xj) = 0 (k = 0,m). (6.6.8)

Оскiльки ϕj(x) утворюють базис простору Xm , то визначник матри-
цi системи (6.6.8) вiдмiнний вiд нуля i розв’язок цiєї системи мiнiмiзує
функцiю H .

У матричному виглядi система (6.6.8) записується

DTDA = DT f , (6.6.9)
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де

D =


ϕ0(x0) . . . ϕm(x0)
ϕ0(x1) . . . ϕm(x1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ0(xn) . . . ϕm(xn)

 , A =


a0

a1
...
am

 , f =


f(x0)
f(x1)

...
f(xn)

 .
Матриця системи (6.6.8) є симетричною додатно визначеною, отже, iснує
єдиний розв’язок системи.

6.6.3. Апроксимацiя многочленами

Якщо за базовi функцiї виберемо послiдовнiсть степенiв {xi}mi=0 , тодi
апроксимацiйна функцiя (6.6.10) запишеться так:

F (x) =
m∑
i=0

aix
i, (6.6.10)

i формула (6.6.7) набуде вигляду

n∑
j=0

[
f(xj)−

m∑
i=0

aix
i
j

]
xkj = 0, k = 0, 1, 2, . . . ,m. (6.6.11)

Змiнивши порядок сумування, одержимо
n∑
j=0

f(xj)x
k
j =

m∑
i=0

ai

(
n∑
j=0

xi+kj

)
, k = 0, 1, 2, . . . ,m. (6.6.12)

Увiвши позначення

gik =
n∑
j=0

xi+kj , ρk =
n∑
j=0

f(xj)x
k
j , (6.6.13)

система (6.6.7) запишеться у виглядi
m∑
i=0

aigik = ρk, k = 0, 1, 2, . . . ,m. (6.6.14)

Зазначимо, що у випадку попарно рiзних вузлiв x0, x1, . . . , xn та m 6 n ,
визначник матрицi системи (6.6.14) вiдмiнний вiд нуля, отже, система
має єдиний розв’язок. Якщо m = n , тодi апроксимуючий полiном F (x)
збiгається iз iнтерполяцiйним полiномом на сiтцi вузлiв x0, x1, . . . , xn ,
i, крiм того, H = 0 . На практицi степiнь полiнома вибирають значно
меншим вiд кiлькостi вузлiв сiтки xk (k = 0, n) .



Роздiл 7

Розв’язування початкових задач
для звичайних диференцiальних
рiвнянь у MatLabr

7.1. Наближене знаходження розв’язку по-
чаткових задач для звичайних диферен-
цiальних рiвнянь

Знаходження розв’язкiв соцiально-економiчних моделей, якi є
об’єктом наших дослiджень, часто зводиться до розв’язування початко-
вих задач для звичайних диференцiальних рiвнянь i систем. Не завжди
вдається записати у явному виглядi розв’язок такої задачi. Одним iз
способiв дослiдження моделей, якi зводяться до початкових задач для
диференцiальних рiвнянь, є побудова наближення розв’язку за допомо-
гою чисельних методiв. Насамперед сформулюємо теоретичнi основи iс-
нування та єдиностi розв’язку початкової задачi для диференцiального
рiвняння першого порядку{

y′(x) = f(x, y(x)),

y(x0) = y0,
(7.1.1)

де y0 ∈ R , f : D → R , D = {(x, y) ∈ R2 : |x − x0| 6 a, |y − y0| 6
b}, (a, b > 0) .

Теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi (7.1.1) формулюється
так.
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Теорема 7.1.1. Нехай виконуються умови:

(i) функцiя f є неперервною в прямокутнику D ;

(ii) f задовольняє умову Lipschitz’a за змiнною y в D : iснує стала
L > 0 така, що

|f(x, y1)− f(x, y2)| 6 L|y1 − y2| ∀(x, y1), (x, y2) ∈ D.
Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (7.1.1), y ∈ C1([x0 − δ, x0 + δ]) , де

δ = min

{
a,

b

M

}
та |f(x, y)| 6M для кожної точки (x, y) ∈ D , M > 0 .

♣ Зауваження 7.1.1. Якщо iснує неперервна похiдна ∂f/∂y у
прямокутнику D , тодi виконується умова Lipschitz’a (ii).
♣ Зауваження 7.1.2. Якщо умову (i) замiнити на умову f ∈

Cp([x0− δ, x0 + δ]) , де p ∈ N , p > 1 , тодi розв’язок y належить до класу
Cp+1([x0 − δ, x0 + δ]) .

Розглянемо початкову задачу{
y′(x) = 1− 2xy,

y(0) = 0.
(7.1.2)

Розв’язок задачi (7.1.2) має вигляд

y(x) = e−x
2

x∫
0

et
2

dt. (7.1.3)

Для того, щоб знайти розв’язок у точцi A , треба обчислити iнтеграл
A∫
0

et
2
dt , який не обчислюється у квадратурах. Створимо файл-сценарiй

обчислення розв’язку задачi (7.1.2) у довiльнiй точцi x . З цiєю метою
спочатку створимо скрипт-файл для пiдiнтегральної функцiї fquad, тоб-
то:

% Function fquad to be used by probl.m
% to solve numericaly problem
function y=fquad(t)
q=t.ˆ2; %%% array-smart
y=exp(q);
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А тепер i сам m-файл обчислення розв’язку:

%%% File probl.m Integrate IVP y’(x)=1-2xy, x in [0,A],
%y(0)=0, by using the Method of Variation of arbitrary
%constants and the MATLAB routine quadl %%%%
clear
A=input(’A:’);
temp1=exp(-A*A);
temp2=quadl(’fquad’,0,A);
format long
yfinal=temp1.*temp2

Функцiя quad обчи-

Рис. 7.1. Графiк наближеного розв’язку за-
дачi (7.1.2)

слює визначений iнте-
грал числовим методом
Simpson’a. Ця функцiя
має два параметри – iнте-
гровну функцiю та про-
мiжок iнтегрування. У
наведеному вище при-
кладi, за допомогою quad
iнтегрується функцiя
fquad, яка є функцiєю
масиву i визначена за до-
помогою скрипт-файлу.

Застосуємо наближе-
нi методи знаходження
розв’язку за допомогою
внутрiшнiх функцiй сис-
теми MatLabr

ode23 та ode45 (метод Runge-Kutta).
Iнструкцiя ode23 використовується у форматi:

[x,y]=ode23(@rhs2,[x0,x1],y0)

та повертає наближений розв’язок, одержаний методом Runge-Kutta по-
рядку 2-3 з адаптивним кроком. Вхiдними параметрами цiєї функцiї є
назва скрипту правої частини диференцiального рiвняння в одинарних
лапках ’rhs2’, промiжок iнтегрування [x0,x1] та початкове наближення
шуканого розв’язку y0. Зазначимо, що назву скрипт-файлу правої части-
ни рiвняння можна записати у виглядi @rhs2. Чисельний розв’язок одер-
жимо у виглядi двох векторiв x та у. Вектор x = [xi]

n
i=1 визначає вузли,
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обчисленi адаптивним методом Runge-Kutta на промiжку [x0,x1]. Кiль-
кiсть n вузлiв a-priori невiдома, проте пiсля обчислення розв’язку задачi
можна вiдчитати довжину вектора x за допомогою iнструкцiї length. Дру-
гий вектор y = [yi]

n
i=1 мiстить вiдповiднi значення шуканого розв’язку

y у вузлах xi : yi = y(xi) . У середовищi MatLabr також є можливiсть
обчислення значення шуканого розв’язку у наперед заданих точках. На-
приклад, нехай [x0, x1] = [0, 1] , тодi, якщо побудуємо вектор

>> xspan=[0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1];

то отримаємо

[x,y]=ode23(@rhs2,xspan,0)

або

h=0.01;
xspan=x0:h:x1;
[x y]=ode23(’rhs2’,xspan,y0);

Варто зазначити, що отриманi масиви слугують для обчислення гра-
фiка розв’язку розглядуваної початкової задачi:

>> xspan=0:.01:4;
[x,y]=ode23(@rhs2,xspan,0);
figure(1); plot(x,y)

Застосуємо ode23 для обчислення наближеного розв’язку задачi
(7.1.2). Створимо у редакторi файл, що визначає праву частину рiвня-
ння, якому надамо назву rhs2.m:

function z=rhs2(x,y)
z=1-2*x.*y;

Наступним кроком, або безпосередньо у команднiй стрiчцi, або ство-
рюємо файл-сценарiй, за допомогою якого, наприклад, можна побудува-
ти графiк розв’язку:
>> x0=0;
x1=10;
h=.01;
y0=0;
xspan=x0:h:x1;
[x,y]=ode23(’rhs2’,xspan,y0);
figure(1); plot(x,y,’m-’,’LineWidth’,2)

Пiсля виконання останньої процедури одержимо за допомогою ode23
наближення розв’язку задачi (7.1.2), графiк якого зображено на рис. 7.1.
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Iншою функцiєю в середовищi MatLabr чисельного розв’язування
початкових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь є ode45 (адап-
тивний метод Runge-Kutta порядку 4-5). Нагадаємо, що у середовищi
MatLabr довiдку про цi функцiї можна отримати стандартним спосо-
бом за допомогою help ode23 чи ode45, або odeset.

Поставимо перед собою завдання порiвняти два методи знаходження
наближеного розв’язку за допомогою функцiй ode23 та ode45. У редакто-
рi створимо скрипт пiд назвою probl2.m, використавши визначену функ-
цiю rhs2.m:
%%%%% File probl2.m Integrate the IVP
%%%%% y’(x)=1-2xy, x in [x0,x1], y(0)=0,
%%%%% by using the MATLAB files ode23/ode45
%%%%% and the own function rhs2.m
clear
x0=0;
x1=input(’x1: ’);
y0=0;
format long
[x,y]=ode23(’rhs2’,[x0,x1],y0);
N=length(y);
y23=y(N)
figure(2); plot(x,y,’r-’,’LineWidth’,2)
grid
hold on
[z,w]=ode45(’rhs2’,[x0,x1],y0);
M=length(w);
y45=w(M)
plot(z,w,’b:’,’LineWidth’,2); legend(’ode23’,’ode45’)
hold off

Процедурою probl2.m обчислено значення розв’язкiв задачi (7.1.2),
одержаних за допомогою iнструкцiй ode23 i ode45, у кiнцевих точках
(обчисленi розв’язки для x0=0, x1=6) – вiдповiднi рядки у процедурi
N=length(y); y23=y(N) i M=length(w); y45=w(M). Тому пiсля команди на
виконання цього сценарiю у вiкнi Command Window система поверне ре-
зультат:
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Рис. 7.2. Графiки наближених розв’язкiв задачi (7.1.2), обчисленi за до-
помогою ode23 i ode45

y23 =

0.084526747274915

y45 =

0.084550632231825
Iз одержаних значень можемо зробити висновок, на скiльки цi

розв’язки рiзняться мiж собою. Поведiнку розв’язкiв на всьому промiж-
ку можемо спостерiгати на графiку (див. рис. 7.2).

Дослiдимо, який iз методiв – ode12 чи ode45, дає лiпше наближення
розв’язку початкової задачi для звичайного диференцiального рiвняння.
Для цього розглянемо задачу:

y′(x) = y − 2x

y
,

y(0) = 1.
(7.1.4)
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Помножимо рiвняння (7.1.4) на y

yy′ = y2 − 2x, (7.1.5)

та впровадимо замiну z = y2 . Тодi рiвняння (7.1.5) запишеться у виглядi

z′ = 2z − 4x.

Вiдповiдно, початкова умова для z набуде вигляду z(0) = 1 . Засто-
сувавши метод варiацiї сталої та провiвши обернену замiну, розв’язок
задачi (7.1.5) має вигляд

y(x) =
√

2x+ 1.

Порiвняємо точний розв’язок (7.1.4) з наближеним, отриманим за
допомогою функцiї ode23 середовища MatLabr . Най перше створимо
скрипт-файл rhs3 визначення правої частини рiвняння (7.1.4)

%rhs3 definite the right-hand side of equation
%y’=y-2x/y
function z=rhs3(x,y);
z=y-2*x./y;

Рис. 7.3. Графiки точного та наближеного розв’язку задачi (7.1.4), обчи-
сленого за допомогою ode23
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Наступний крок – написати файл-сценарiй probl3_23.m обчислення
наближеного розв’язку за допомогою ode23 та побудова графiкiв точно-
го розв’язку i наближеного.

%%% file probl3_23.m integrate numerically the IVP
%%% y’(x)=y-2x/y, x in [0,L], y(0)=1,
%%% by using of oder23 and compares on [0,L] with the
%%% mathematical solution y(x)=sqrt(2x+1)
clear; L=input(’L: ’);
x=0:0.01:L; y=sqrt(2*x+1);
figure(3); plot(x,y,’r:’,’LineWidth’,2)
hold on; [z,w]=ode23(’rhs3’,[0,L],1);
plot(z,w,’m-.’,’LineWidth’,1)
legend(’Exact Solution’,’ode23 Solution’); hold off

Графiки точного та наближеного розв’язкiв задачi (7.1.4) на промiж-
ку [0, 4] зображенi на рис. 7.3. Порiвнюючи отриманi два графiки, зобра-
женi на рис. 7.3, можна зробити висновок, що на вiдрiзку [0, 2] графiки
майже збiгаються, i сильно вiдрiзняються на вiдрiзку [2, 4] . Тобто, по-
чинаючи вiд початкової точки при обчисленнi наближеного розв’язку на
кожному наступному кроцi накопичується похибка обчислення.

Тепер легко написати аналогiчний сценарiй probl3_45.m графiчно-
го порiвняння точного i наближеного, одержаного за допомогою ode45,
розв’язкiв задачi (7.1.4), та провести дослiдження. Пропонуємо читачевi
виконати це самостiйно.

Iз останнього прикладу видно, що права частина рiвняння слабко за-
довольняє умови теореми iснування та єдиностi. Нижче використаємо
цей результат для побудови кусково неперервного розв’язку.

7.2. Завдання для самостiйного опрацюва-
ння

� Завдання 7.2.1. Розглянути початкову задачу{
y′(x) = x+ y(x),

y(0) = 1,

розв’язок якої має вигляд

y(x) = 2ex − (x+ 1).
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Знайти числовий розв’язок на iнтервалi [0, L] та побудувати графiки
точного та наближеного розв’язку в координатнiй системi. Порiвняти
точний i наближенi розв’язки, використавши format long у точцi x = L .
Порiвняти для рiзних значень L .
� Завдання 7.2.2. Розглянути початкову задачу{

y′(x) = −y(x),

y(0) = 1,

розв’язком якої є функцiя
y(x) = e−x,

та провести дослiдження, описанi у попередньому завданнi.
� Завдання 7.2.3. Для початкової задачi{

y′(x) = x2 + y2(x),

y(0) = −1,

на промiжку [0, L] порiвняти числовi розв’язки, отриманi за допомо-
гою функцiй ode23 та ode45 середовища MatLabr . Побудувати графiки
отриманих наближень у координатнiй системi. Порiвняти значення на-
ближень у точцi L . Дослiдити розв’язки для рiзних значень L .
� Завдання 7.2.4. Створити файл-сценарiй побудови графiка

функцiї
f(x, y) = e−((x−3)2+(y−2)2), x ∈ [0, 4], y ∈ [0, 6].



Роздiл 8

Основнi моделi та їх
застосування

У цьому роздiлi дослiджуватимемо моделi, що описуються початко-
вими задачами для звичайних диференцiальних рiвнянь. Усi моделi ма-
ють конкретне практичне застосування i зазвичай їх використовують для
розв’язування задач оптимального керування.

8.1. Модель популяцiї молi spruce budworm

Розглянемо модель поширення популяцiї молi, яка описується почат-
ковою задачею для звичайного диференцiального рiвняння [38, Роздiл
2.3], [2]. Ця моль є комахою, яка нищить лiси пiвнiчної Америки; пожива
для неї – голки хвойних дерев. Нехай N(t) кiлькiсть особин у момент
часу t ∈ [0, T ] . Поширення популяцiї можна описати за допомогою мо-
делi

N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
,

яка означає, що поширення популяцiї не тiльки залежить вiд природної
народжуваностi та смертностi, а також вiд степеня смертностi, зумовле-
ного швидким розмноженням. У наведеному вище рiвняннi r i K мас-
штабованi параметри, зокрема r є природним коефiцiєнтом росту i K
виражає властивостi середовища. Додатково до коефiцiєнта вимирання,
який вiдповiдає перенаселенню, (r/K)N(t) , додамо доданок, який вiд-
повiдає хижакам. Наприклад, хижакiв репрезентують птахи. Пiсля мо-
дифiкацiї рiвняння запишеться у виглядi

N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
− p(N(t)), t ∈ [0, T ],
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де

p(N) =
BN2

A2 +N2
.

У середовищi MatLabr процедура побудови графiка p(N) для B=1.5,
A=2 на промiжку [0, L] для L=20 має вигляд

>> b=1.5;a=2;
N=0:.01:2;
p=(b*N.ˆ2)./(aˆ2+N.ˆ2);
figure(1);grid on
plot(N,p,’m-’,’LineWidth’,3)
title(’ \it { \bf {p(N): B=1.5, A=2}}’,’FontSize’,16)
xlabel(’ \it { \bf {N}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {p(N)}}’,’FontSize’,16)

i графiк виглядає як на рис. 8.1.

Рис. 8.1. Графiк p(N) на промiжку [0, 20] для B = 1.5 , A = 2

Розглянемо тепер початкову задачу для рiвняння поширення попу-
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ляцiї N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
− BN2(t)

A2 +N2(t)
, t ∈ [0, T ],

N(0) = N0.

Праву частину рiвняння визначимо у скрипт-файлi sbw1.m:

function z=sbw1(y)
global r K A2 B
y2=y*y;
z=r*y*(1-y/K)-B*y2/(A2+y2);

Вiдповiдний файл-сценарiй

% program ist1.m for the spruce budworm model
global r K A2 B
r=input(’r=’); K=input(’K=’);
A=input(’A=’); A2=A*A; B=input(’B=’);
T=input(’T=’); N0=input(’N(0)=’);
h=0.01; tspan=0:h:T;
[x y]=ode45(’sbw1’,tspan,N0) ;
plot(x,y,’r*’);grid on
xlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {N(t)}}’,’FontSize’,16)

Динамiку поширення популяцiї молi spruce budworm для рiзних зна-
чень параметрiв зображено на рис. 8.2.

(а) (б)

Рис. 8.2. Графiки N(t) за рiзних вхiдних даних: а) r = 0.3, K = 5, A =
2 , b = 1.5 , T = 20, N(0) = 30 ; б) r = 1, K = 10, A = 3, b = 2 , T =
10, N(0) = 50 .
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? Приклад 8.1.1. Дослiдити початкову задачу, яка є моделлю по-
ширення популяцiї комах (подiбно як для моделi поширення популяцiї
молi spruce budworm)

N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
− u(t)N(t), t ∈ [0, T ],

N(0) = N0.

Значення параметрiв моделi взяти такi самi, як у моделi розмноження
молi spruce budworm, а саме: r = 0.3 , K = 5 , T = 0 , N0 = 30 . Обчи-
слити графiки поширення популяцiї N(t) за таких значень плодючостi
u(t) :

(i) u(t) = 0.5 на промiжку [0, T ] ;
(ii) u(t) = 1 на промiжку [0, T ] ;
(iii) u(t) = 3 на промiжку [0, T ] .

У всiх випадках обчислити популяцiю за формулою
T∫
0

u(t)N(t)dt .

X Вказiвка. Необхiдно змiнити глобальнi змiннi у програмi ist1.m
та ввести нову величину

u=input(’u(t)=’);

Треба також модифiкувати програму, яка визначає праву частину
рiвняння та у подальшому використовується оператором ode45. Тобто,
функцiю правої частини рiвняння запишемо у виглядi скрипт-файлу
sbw2.m:

function z=sbw2(x,y)
global r K u
z=r*y*(1-y/K)-u*y;
end

Тодi файл-сценарiй обчислення популяцiї комах, який назвемо ist2.m, за-
пишеться так:

% program ist2.m compute the model sbw2
global r K u
r=input(’r=’);
K=input(’K=’);
u=input(’u=’);
T=input(’T=’);
N0=input(’N(0)=’);
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h=0.01;
tspan=0:h:T;
[x y]=ode45(’sbw2’,tspan,N0);
harv=u*trapz(x,y);
uh=[’u=’ num2str(u) ’; harvest=’ num2str(harv) ’;’];
disp(uh);
figure(2)
plot(x,y,’r-’);grid
xlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {N(t)}}’,’FontSize’,16)

Пiсля введення у Command Window назви файлу-сценарiю та значе-
ння параметрiв моделi r = 0.3 , K = 5 , u = 0.5 , T = 20 , N0 = 30 ,
отримаємо обчисленi значення та графiк (рис. 8.3)

>> ist2
r=.3
K=5
u=.5
T=20
N(0)=30
u=0.5; harvest=19.0655;

Рис. 8.3. Графiк приплоду комах для r = 0.3 , K = 5 , u = 0.5 , T = 20 ,
N(0) = 30
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? Приклад 8.1.2. Написати файл-сценарiй виводу на екран обчи-
слених значень приплоду комах для параметрiв r = 0.3 , K = 5 , T = 20 ,
N0 = 30 i послiдовностi значень u = 0.5, 1, 3 та зобразити на одному
рисунку графiки популяцiї.

Вiдповiдний файл-сценарiй пiд назвою ist2U123.m, у якому викори-
стовуємо функцiю sbw2, має вигляд:

%ist2U123.m compute harvest for u=0.5, 1, 3, sbw2 call
global r K u
vu=[.5 1 3];
figure(3)
r=.3; K=5; T=20; N0=30; h=0.01;
tspan=0:h:T;
l=1;
hold on
for u=vu;
[x y]=ode45(’sbw2’,tspan,N0);
harv=u*trapz(x,y);
uh=[’u=’ num2str(u) ’; harvest=’ num2str(harv) ’;’];
disp(uh);
plot(x,y,’LineWidth’,2,’Color’,[l*0.3, 1-l*.2, l*.1]);grid
xlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {N(t)}}’,’FontSize’,16)
l=l+1
end
legend(’u=0.5’,’u=1’,’u=3’)
hold off

Внаслiдок виконання програми отримаємо такi чисельнi результати:

>> ist2U123
u=0.5; harvest=19.0655;

u=1; harvest=21.2371;
u=3; harvest=25.5577;

та графiк, зображений на рис. 8.4.
У процесi обчислення приплоду комах ми використали функцiю trapz

середовища MatLabr . Ця iнструкцiя обчислює визначенi iнтеграли вiд
функцiй, використовуючи метод трапецiй.
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Рис. 8.4. Графiки приплоду комах для r = 0.3, K = 5, T = 20, N(0) = 30
та значень u = 0.3, 1, 3

8.2. Системи звичайних диференцiальних
рiвнянь. Моделi виживання.

У цьому пiдроздiлi розглянемо бiологiчну модель, яка описується сис-
темою n звичайних диференцiальних рiвнянь iз n невiдомими функцiя-
ми.

8.2.1. Модель хижак-жертва

Розглянемо модель, в якiй спостерiгається перенаселення популяцiя
жертви [22, Роздiл 5.4], [66, Роздiл 14]. Тобто, апетит хижакiв задово-
лений i популяцiя жертви зростає. Позначимо популяцiю хижакiв у мо-
мент часу t через y1(t) , а кiлькiсть особин жертви – y2(t) . Тодi змiна
у системi хижак-жертва описується такою системою звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь:


y′1 = −ay1 +

by2

c+ ky2

y1,

y′2 = (d− ey2)y2 −
fy2

c+ ky2

y1,
(8.2.1)
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для t ∈ [0, L] . Тут a, b, c, d, e, f суть невiд’ємнi сталi величини. Додат-
ний параметр k означає граничне перенасичення хижакiв. Малi значе-
ння k означають, що хижаки жеребкують жертви перед кожним сво-
їм насиченням. Велике значення k означає, що перенасичення швидко
з’являється, як тiльки збiльшується кiлькiсть жертв. Для розв’язку сис-
теми (8.2.1) сформулюємо такi початковi умови:

y1(0) = 0.5, y2(0) = 1. (8.2.2)

Для нашого чисельного експерименту розглянемо такi значення па-
раметрiв: a = 0.5 , b = d = e = f = 1 , c = 0.3 , k = 0.7 , кiнцевий момент
часу L = 200 . Цi значення запишемо у текстовий файл file1.txt, вмiст
якого такий:

% file1.txt - file of data value of Predator-Prey model
%using in load sp1.m
0.5
1
0.3
1
1
1
0.7

Перш нiж перейдемо до написання програми обчислення розв’язку
задачi (8.2.1)-(8.2.2), запишемо визначення функцiї правої частини сис-
теми (8.2.1) у скрипт-файл sprhs1.m:

function out1=sprhs1(t,y)
global a b c d e f k
out1=[ -a*y(1)+b*y(1)*y(2)/(c+k*y(2)); ...
(d-e*y(2))*y(2)-f*y(1)*y(2)/(c + k*y(2))];
end

Тепер програма знаходження чисельного розв’язку задачi (8.2.1),
(8.2.2) записується у виглядi

%Suitable Predation model – sp1.m
clear
global a b c d e f k
load file1.txt
disp(’get model parameters’);
a=file1(1);
b=file1(2);
c=file1(3);
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d=file1(4);
e=file1(5);
f=file1(6);
k=file1(7);
disp(’get data’);
L=input(’final time :’);
y01=input(’y1(0) :’);
y02=input(’y2(0) :’);
lw=input(’LineWidth : ’);
tspan=0:0.01:L;
[t y]=ode45(’sprhs1’,tspan,[y01 ; y02]);
% graphs
figure(4); plot(t,y(:,1),’LineWidth’,lw); grid on
hold on
plot(t,y(:,2),’r’,’LineWidth’,lw)
legend(’predator’,’prey’,0)
hold off

Прокоментуємо процедуру, записану вище. Значення параметрiв за-
дачi завантажуються за допомогою файлу file1.txt. У цьому файлi кожна
числова величина записана в окремому рядку. Цей текстовий файл мо-
же бути створений редактором MatLabr або кожним iншим текстовим
процесором OS (Operating System). Iнструкцiя

load file1.txt

зчитує вектор даних, записаних у цьому файлi. Цi величини присвоюю-
ться вiдповiдним змiнним згiдно з iнструкцiєю

a=file1(1);
...

Зауважимо, що є вiдмiннiсть у розв’язуваннi одного диференцiально-
го рiвняння та системи звичайних диферецiальних рiвнянь. Розглянемо
спочатку параметри функцiї ode45. Першим параметром є права частина
системи рiвнянь. Не змiнюється i промiжок iнтегрування, який у нашо-
му випадку [0, L] . Змiни стосуються початкових умов, позаяк у випадку
нашої системи цих умов є двi, на противагу однiй у випадку одного ди-
ференцiального рiвняння. Синтаксис початкових умов показаний у самiй
процедурi вище, тобто має такий формат [y01;y02], отож, початковi умо-
ви задаються як вектор-стовпець. Вiдрiзняється результат дiї оператора
ode45. Вектор t = [ti]

n
i=1 мiстить вузли з промiжку [0, L] , якi отриманi

пiд час використання адаптивного методу. Тут y є матрицею, яка мiстить
n рядкiв i два стовпцi, де n=length(t). Перший стовпець мiстить чисельнi
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значення y1 , а другий – y2 . Отож, на одному рисунку обчисленi графiки
зображають y1 (популяцiю хижакiв), та y2 – популяцiю жертви.

Iнструкцiя legend повертає умовнi позначення на рисунку. Текст на-
писаний, вiдповiдно, у виглядi графiка, побудованого на тому ж рисунку.
Значення параметра 0 вiдповiдає розташуванню на тому самому рисун-
ку. Можливi значення параметра:

• 0 = розташування тексту за замовчуванням;

• 1 = розташування у правому верхньому кутi;

• 2 = розташування у лiвому верхньому кутi;

• 3 = розташування у лiвому нижньому кутi;

• 4 = розташування у правому нижньому кутi;

• −1 = розташування справа вiд графiка.

Детальнiшу iнформацiю можна одержати, скориставшись iнструкцiєю
help legend.

Пояснимо зараз наявнiсть вектора tspan, який мiстить вузловi точки.
Цi вузли використовуються у програмi ode45 як точки подiлу вiдрiзка
iнтегрування. Тому зi зростанням кiлькостi точок (компонент вектора)
отримуємо кращий рисунок графiка. Крiм того, iнструкцiя plot мiстить
опцiю ’Line Width’, яка дає змогу встановлювати товщину лiнiї графiка
розв’язку. Вiдповiднi значення можуть надаватися безпосередньо число-
вi або за допомогою змiнної ( lw як у нашому випадку). Наприклад, на
побудованих графiках вибрано lw=3, але можна вибрати iнше значення.

Пояснимо тепер як правильно написати значення вихiдних парамет-
рiв, якi ми присвоїли змiннiй величинi out1. Нам треба ввести функцiї
правих частин обидвох рiвнянь системи. Для цього записуємо правi ча-
стини у виглядi вектор-стовпця: у квадратних дужках роздiленi ;. При-
чому, для y1 використовуємо позначення y1 , а для y2 – y2 . Отриманi
чисельнi розв’язки моделi ”хижак-жертва” зображенi на рис. 8.5а.

Щоб графiк був бiльш зрозумiлий, додамо на кiнець до сценарiю sp1
такi два рядки

text(100,0.65,’ \ bf predator’,’FontSize’,14)
text(100,0.05,’ \ bf prey’,’FontSize’,14)

Результат зображений на рис. 8.5б. Викликавши допомогу середови-
ща MatLabr , отримаємо довiдку про те, що text(X,Y,’string’) помiщає
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(а) (б)

Рис. 8.5. Графiки чисельних розв’язкiв моделi ”хижак-жертва” за рiзних
початкових даних

текстове поле з координатами X,Y у цiй системi координат, використо-
вуючи масштаб самого графiка.

Зауважимо, що обидвi популяцiї є стiйкими перiодичними функцiя-
ми.

Рис. 8.6. Графiк розв’язку моделi ”хижак-жертва” у фазовiй площинi
(y1, y2)

I накiнець, щоб графiчно зобразити чисельний розв’язок моделi
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(а) у координатнiй системi OXY ; (б) у фазовiй площинi;

Рис. 8.7. Графiк розв’язку моделi ”хижак-жертва” за початкових даних
y1(0) = 0.42 , y2(0) = 0.3 .

(8.2.1), (8.2.2) у фазовiй площинi (y1, y2) , у файлi-сценарiї sp1.m замi-
нимо машинний код частини graphs

...
% graphs-B
plot(y(:,1),y(:,2),’-’);grid
axis([0 1 0 1])
xlabel(’ \ bf y 1’,’FontSize’,16);
ylabel(’ \ bf y 2’,’FontSize’,16);
Вiдповiдний графiк зображено на рис. 8.6.

Якщо за початковi значення вiзьмемо

y1(0) = 0.42, y2(0) = 0.3, (8.2.3)

то графiки компонент розв’язку початкової задачi (8.2.1),(8.2.3) зобра-
женi на рис. 8.7а. Графiк розв’язку у фазовiй площинi (y1, y2) на рис.
8.7б.

Модель нейронної активностi. Рiвняння Fitzhugh–Nagumo

Рiвняння Fitzhugh–Nagumo презентує електричну активнiсть нейрона
(див. [57, Роздiл 6.5], [66, Роздiл 14]). Нейрон є збуджуючою системою,
яка стимулюється зовнiшнiми чинниками, наприклад, електричним роз-
рядом. Стан збудження описується функцiєю y1 , яка означає напругу
у нейронi як функцiя часу. Коли нейрон збуджений, фiзiологiчнi проце-
си змушують вiдновлюватися пiсля збудження. Вiдновлення описується
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функцiєю y2 . Запишемо систему Fitzhugh–Nagumo


y′1 = c

(
y1 + y2 −

y3
1

3

)
,

y′2 =
1

c
(a− y1 − by2),

при t ∈ [0, L] . Можна зауважити два явища у нейронах:
– реакцiя y1 нейрона приводить до стiйкого стану пiсля сильного збу-

дження; нейрон збуджується; це одинарний потенцiал дiї;
– реакцiя (вiдгук) y1 – перiодична функцiя; нейрон отримує перiо-

дичнi iмпульси.
Параметри a , b , c задовольняють такi обмеження, якi виражають

поведiнку

1− 2

3
b < a < 1, 0 < b < 1, b < c2.

У чисельних експериментах вiзьмемо такi значення параметрiв a = 0.75 ,
b = 0.5 , c = 1 . Запишемо їх у текстовому файлi fileFN.txt. Початковi данi
виберемо такi:

y1(0) = 3, y2(0) = 0. (8.2.4)

Утворимо скриптовi файли sprhs1.m та fitzhughNagumoEq.m. Перший
iз них визначає праву частину системи Fitzhugh–Nagumo, а другий –
файл-сценарiй чисельного розв’язування системи та побудови графiкiв
функцiї:

function out1=fitzrhs1(t,y)
global a b c
out1=[c*(y(2)+y(1)-(y(1)ˆ3)/3);(a-b*y(2)-y(1))/c];
end
%Suitable Fitzhugh–Nagumo Equations – fitzhughNagumoEq.m
clear
global a b c
load fileFN.txt
disp(’get model parameters’);
a=fileFN(1);
b=fileFN(2);
c=fileFN(3);
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disp(’get data’);
L=input(’final time :’);
y01=input(’y1(0) :’);
y02=input(’y2(0) :’);
lw=input(’LineWidth : ’);% for graphical use (plot)
tspan=0:0.01:L;
[t y]=ode23(’fitzrhs1’,tspan,[y01 y02]);
figure(5)
% graphs-A
plot(t,y(:,1),’LineWidth’,lw);grid
hold on
plot(t,y(:,2),’r’,’LineWidth’,lw)
legend(’excitation’,’recovery’,0)
hold off
text(6,1.3,’ \it { \bf {excitation}}’,’FontSize’,14)
text(6,-0.5,’ \it { \bf {recovery}}’,’FontSize’,14)
Пiсля виконання сценарiю fitzhughNagumoEq у Command Window середо-
вища MatLabr введемо данi дiалогу, передбаченi у сценарiї:

>> fitzhughNagumoEq
get model parameters
get data
final time :20
y1(0) :3
y2(0) :0
LineWidth : 2

одержимо графiки, зображенi на рис. 8.8. Зауважимо, що функцiю та
сценарiй, використовуючи глобальнi змiннi, ми утворили аналогiчно як
у випадку sprhs1 та sp1, розглянутi вище.

♣ Зауваження 8.2.1. Зазначимо, що без написаного сце-
нарiю чисельного розв’язування системи диферецiальних рiвнянь
MatLabr безпосередньо не повертає розв’язки. Тобто, використовуючи
функцiю fitzrhs1 iз задекларованими глобальними змiнними a , b , c , без-
посередньою командою

>> ode23(’fitzrhs1’,[0 20],[3 0])

у дiалоговому вiкнi Command Window, система повертає повiдомлення
про помилку такого змiсту:
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Рис. 8.8. Графiки станiв збудження та вiдновлення

Error using odearguments (line 92)
FITZRHS1 returns a vector of length 0, but the length of
initial conditions vector is 2. The vector returned by
FITZRHS1 and the initial conditions vector must have the
same number of elements.

Error in ode23 (line 112)
[neq, tspan, ntspan, next, t0, tfinal, tdir, y0, f0,
odeArgs, odeFcn, ...

Помилка полягає у тому, що значення глобальних змiнних мають при-
своюватися у написаному сценарiї.

Уведемо у модель подразник, визначений залежною вiд часу функ-
цiєю z 

y′1 = c

(
y1 + y2 −

y3
1

3

)
− z,

y′2 =
a− y1 − by2

c
,

(8.2.5)

для t ∈ [0, L] . Для числових розрахункiв моделi приймемо

z(t) =

{
0, для t ∈ [0, t∗],

v для t ∈ [t∗, L],
(8.2.6)

де 0 < t∗ < L є точкою перемикання i 0 < v < 1 – величина стимулю-
вання. Вiдповiдна процедура, якiй присвоїмо назву fitz2, має вигляд:
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% the Fitzhugh–Nagumo equation – fitz2.m
% z = the stimulus to the neuron
clear
global a b c
global v tsw
load file2.txt
disp(’get model parameters’);
a=file2(1);
b=file2(2);
c=file2(3);
disp(’get data’);
L=input(’final time :’);
y01=input(’y1(0) :’);
y02=input(’y2(0) :’);
v=input(’stimulus :’); % stimulus value
tsw=input(’switch time :’); % switch time for the stimulus
tspan=0:0.01:L;
[t y]=ode45(’fitzrhs2’,tspan,[y01 y02]);
figure(6)
plot(t,y(:,1),’*’,t,y(:,2),’ro’);grid
legend(’excitation’,’recovery’,0)
text(40,1.5,’ \it { \bf {excitation}}’,’FontSize’,16)

Рис. 8.9. Графiки станiв збудження та вiдновлення у разi дiї стимуляцiї
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text(40,-0.5,’ \it { \bf {recovery}}’,’FontSize’,16)
n=length(tspan);
for i=1:n
if tspan(i)>tsw
z(i)=v;
else
z(i)=0;
end
end
figure(7)
plot(tspan,z,’*’);
grid
axis([0 L 0 v])
xlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {stimulus z(t)}}’,’FontSize’,16)
figure(8)
plot(y(:,1),y(:,2));grid
xlabel(’ \it { \bf {y_1}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {y_2}}’,’FontSize’,16)
Скрипт, який визначає праву частину системи (8.2.5), запишемо пiд на-
звою fitzrhs2 так:

function out1=fitzrhs2(t,y)
global a b c
global v tsw
if t>tsw
z=v;
else
z=0;
end
out1=[c*(y(2)+y(1)-y(1)ˆ3/3)-z;(a-b*y(2)-y(1))/c];
end

В означеннi функцiї fitzrhs2 уведена змiнна t , яка означає часову
змiнну i слугує для обчислення стимуляцiю z . Чисельний розв’язок
моделi одержано для значень параметрiв a , b , c як у попередньому
випадку: L = 100 , v = 0.5 , t∗ = 30 (у програмi ця змiнна позначе-
на tsw) з формули (8.2.6) та початковi значення (8.2.4). Стан збудження
та вiдновлення, якi вiдповiдають стимуляцiї z , зображено на рис. 8.9.
Аналогiчно як у випадку моделi хижак-жертва, у програмi чисельного
розв’язування побудований графiк залежностi збудження-вiдновлення у
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Рис. 8.10. Графiк збудження-вiдновлення у разi дiї стимуляцiї у фазовiй
площинi

фазовiй площинi (y1, y2) (рис. 8.10). Зауважимо, що кожен iз графiкiв
побудований у окремому вiкнi за допомогою команд figure(6), figure(7),
figure(8). Крiм згаданих графiкiв, програма обчислює графiк стимулято-
ра z(t) .

Наступна модель, яку дослiджуватимемо, мiстить три рiвняння з
трьома шуканими функцiями.

8.2.2. Свинець в органiзмi

Свинець є токсичною речовиною, яка зазвичай може бути у рiзних
продуктах. Модель, яка є об’єктом дослiдження у цьому роздiлi, опи-
сує поширення свинцю в органiзмi на рiвнi комiрок (див., наприклад,
[22, Роздiл 7.1]). Ми розглянемо три комiрки: кров (комiрка 1), ткани-
на (комiрка 2), кiстка (комiрка 3). Позначимо через I1 вмiст свинцю
в кровi та через yi(t) , i = 1, 2, 3 , кiлькiсть свинцю у i -й комiрцi у мо-
мент часу t . Вiдбувається обмiн свинцем у кровi i тканинi та кровi i
кiстках. Вiдповiднi коефiцiєнти обмiну мiж клiтинами кровi та тканини
позначимо k21 та k12 i через k31 , k13 вiдповiднi коефiцiєнти обмiну мiж
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клiтинам кровi та клiтки. Свинець може переноситися через кров в ури-
ну (коефiцiєнт k01 ), через клiтини тканини у клiтини волосся, нiгтiв i
пiт (коефiцiєнт k02 ). Отже, одержимо систему диференцiальних рiвнянь

y′1 = −(k01 + k21 + k31)y1 + k12y2 + k13y3 + I1,

y′2 = k21y1 − (k02 + k12)y2,

y′3 = k31y1 − k13y3,

(8.2.7)

для t ∈ [0, L] .
Систему розглядаємо за таких початкових умов

y1(0) = y2(0) = y3(0) = 0, (8.2.8)

якi означають, що у початковий момент часу свинцю в органiзмi немає.
Програма чисельного iнтегрування початкової задачi та побудова послi-
довностi графiкiв для кожної складової розв’язку має вигляд:

% Lead in the Body – lead1.m
% y(1) = lead in Blood
% y(2) = lead in Tissues
% y(3) = lead in Bones
clear
global k01 k21 k31
global k02 k12 k13
global I1
load file3.txt
disp(’get model parameters’);
k01=file3(1);
k21=file3(2);
k31=file3(3);
k02=file3(4);
k12=file3(5);
k13=file3(6);
I1=file3(7);
disp(’get data’);
L=input(’final time :’);
y01=input(’y1(0)=’);
y02=input(’y2(0)=’);
y03=input(’y3(0)=’);
tspan=0:0.01:L;
[t y]=ode45(’lrhs1’,tspan,[y01;y02;y03]);
figure(9)
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plot(t,y(:,1),’ro’,t,y(:,2),’*’,t,y(:,3),’gs’);grid
legend(’blood’,’tissues’,’bone’,0)
text(400,400,’ \it { \bf {tissues}}’,’FontSize’,12)
text(400,1400,’ \it { \bf {blood}}’,’FontSize’,12)
text(400,2000,’ \it { \bf {bones}}’,’FontSize’,12)

Система трьох ди-

Рис. 8.11. Графiки y1 , y2 , y3

ференцiальних рiв-
нянь iз трьома невiдо-
мими функцiями вiд-
рiзняється вiд ранi-
ше дослiджуваних си-
стем двох рiвнянь.
Вектор початкових
даних мiстить три
компоненти. Програ-
ма повертає побудова-
нi три графiки yi(t)
(i = 1, 2, 3) у коор-
динатнiй системi. Для
бiльшої наочностi побудованих графiкiв використали текстову iнформа-
цiю.

Праву частину, якiй присвоїмо назву lrhs1, системи запишемо у ви-
глядi скрипту:

function out1=lrhs1(t,y)
global k01 k21 k31
global k02 k12 k13
global I1
out1=[-(k01+k21+k31)*y(1)+k12*y(2)+k13*y(3)+I1;...
k21*y(1)-(k02+k12)*y(2);k31*y(1)-k13*y(3)];
end

Звернемо увагу, що вираз, визначений у lrhs1, мiстить три складовi,
якi вiдповiдають функцiям правої частини кожного з рiвнянь системи
диференцiальних рiвнянь (8.2.7), якi вiдокремленi мiж собою ” ;”.

Чисельний експеримент проведемо за таких значень числових пара-
метрiв системи: початкових умовах (8.2.8), L = 600 (днiв) i числових
коефiцiєнтах k01 = 0.0211 , k21 = 0.0111 , k31 = 0.0039 , k02 = 0.0162 ,
k12 = 0.0124 , k13 = 0.000035 , значення яких та I1 = 49.3(µg/день) помi-
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стимо у текстовий файл у виглядi стовпчика, зберiгаючи послiдовнiсть
як вище. Графiки чисельних розв’язкiв зображено на рис. 8.11.

Розглянемо задачу, в якiй сталу величину I1 замiнимо на кусково-
сталу функцiю

I(t) =

{
I1 для t ∈ [0, t∗],

I2 для t ∈ [t∗, L],
(8.2.9)

де I1 , I2 сталi величини i 0 < t∗ < L . Введемо двi глобальнi змiннi у
вiдповiдний скрипт, а також момент часу tsw (the switch time t∗ ) пере-
ключення. Тодi lrhs-функцiя запишеться у виглядi:

function out1=lrhs2(t,y)
global k01 k21 k31
global k02 k12 k13
global I1 I2 tsw
if t>tsw
a=I2;
else
a=I1;
end
out1=[-(k01+k21+k31)*y(1)+k12*y(2)+k13*y(3)+a; ...
k21*y(1)-(k02+k12)*y(2);k31*y(1)-k13*y(3)];
end

Утворимо file32 числових параметрiв задачi (8.2.7), (8.2.8), взявши за
основу file3, у якому на восьму позицiю впишемо значення I2 = 2 . Зро-
бивши вiдповiднi змiни у скриптi lead1, утворимо програму lead2, яка має
вигляд:

% Lead in the Body – lead2.m with step function I(t)
% y(1) = lead in Blood
% y(2) = lead in Tissues
% y(3) = lead in Bones
clear
global k01 k21 k31
global k02 k12 k13
global I1 I2 tsw
load file32.txt
disp(’get model parameters’);
k01=file4(1);
k21=file4(2);
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k31=file4(3);
k02=file4(4);
k12=file4(5);
k13=file4(6);
I1=file4(7);
I2=file4(8);
disp(’get data’);
L=input(’final time :’);
tsw=input(’t*=’);
y01=input(’y1(0)=’);
y02=input(’y2(0)=’);
y03=input(’y3(0)=’);
tspan=0:0.01:L;
[t y]=ode45(’lrhs2’,tspan,[y01;y02;y03]);
figure(10); plot(t,y(:,1),’ro’,t,y(:,2),’*’,t,y(:,3),’gs’);
grid on
legend(’blood’,’tissues’,’bone’,0)
text(300,400,’ \it { \bf {tissues}}’,’FontSize’,12)
text(410,1600,’ \it { \bf {blood}}’,’FontSize’,12)
text(500,2700,’ \it { \bf {bones}}’,’FontSize’,12)

Обчислимо наближений розв’язок задачi для значень параметрiв
L = 800 та t∗ = 400 . Програма побудує графiки y1 , y2 , y3 , зобра-

Рис. 8.12. Графiки y1 , y2 , y3 для значення I(t) за формулою (8.2.9)
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женi на рис. 8.12.
У наступному пiдроздiлi дослiдимо модель, що описується системою

чотирьох диференцiальних рiвнянь iз чотирма невiдомими функцiями.

8.2.3. Модель автокаталiтичної реакцiї

Про модель автокаталiтичної реакцiї можна знайти, наприклад, у [22,
Роздiл 5.1]. Розглянемо елементи Yi , i = 1, 4 та автокаталiтичну реакцiю

Y1 → k1Y2,

Y2 → k2Y3,

Y2 + 2Y3 → k33Y3,

Y3 → k4Y4,

зi сталими швидкостi реакцiї ki > 0 , i = 1, 2, 3, 4 . Нехай yi(t) озна-
чає концентрацiю Yi в момент часу t ∈ [0, L] . Тодi модель має вигляд
початкової задачi для системи диференцiальних рiвнянь

y′1 = −k1y1,

y′2 = k1y1 − k2y2 − k3y2y
2
3,

y′3 = k2y2 − k4y3 + k3y2y
2
3,

y′4 = k4y3,

y1(0) = α, y2(0) = y3(0) = y4(0) = 0,

(8.2.10)

для t ∈ [0, L] . Час i концетрацiї записанi у безрозмiрних величинах. Про-
грама обчислення наближеного розв’язку записується так:

% Autocatalytic reaction – auto1.m
clear
global k1 k2 k3 k4
load file4.txt
disp(’get model parameters’);
k1=file4(1);
k2=file4(2);
k3=file4(3);
k4=file4(4);
disp(’get data’);
L=input(’final time : ’);
alpha=input(’y1(0)=’);
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lw=input(’LineWidth : ’); % for graphical use (plot)
tspan=0:0.01:L;
[t y]=ode45(’arerhs1’,tspan,[alpha; 0; 0; 0]);
z1=y(:,1)/200;
z4=y(:,4)/200;
plot(t,z1,’*’,t,y(:,2),’r’,t,y(:,3),’g’,t,z4,’co’) % plot 1
grid on
xlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)
text(50,2,’ \it { \bf {y1/200}}’)
text(100,0.25,’ \it { \bf {y4/200}}’)
text(250,2.5,’ \it { \bf {y2}}’)
text(200,0.2,’ \it { \bf {y3}}’)
figure(11) % plot 2
plot(t,y(:,2),’r’,’LineWidth’,lw); grid on
xlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)
hold on
plot(t,y(:,3),’g’,’LineWidth’,lw)
text(250,2.5,’ \it { \bf {y2}}’,’FontSize’,16)
text(200,0.2,’ \it { \bf {y3}}’,’FontSize’,16)
figure(12)
plot(y(:,2),y(:,3),’:’); grid on % plot 3
xlabel(’ \it { \bf {y2}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {y3}}’,’FontSize’,16)
hold off

Щоб графiки були спiврозмiрнi, подiлимо y1 та y4 на 200. Одержано
графiчне зображення y2(t) та y3(t) у спiльнiй системi координат та у
фазовiй площинi y2Oy3 .

Праву частину системи запишемо у виглядi скрипт-функцiї середо-
вища MatLabr :

function out1=arerhs1(t,y)
global k1 k2 k3 k4
out1=[-k1*y(1);k1*y(1)-y(2)*(k2+k3*y(3)ˆ2);...
y(2)*(k2+k3*y(3)ˆ2)-k4*y(3);k4*y(3)];
end

Створимо текстовий файл file4.txt, в якому запишемо у стовпець зна-
чення k1 = 0.002 , k2 = 0.08 , k3 = k4 = 1 . Обчислимо наближений
розв’язок для значення L = 400 та α = 500 . Графiчний результат об-
числення зображений на рис. 8.13.
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(а) (б)

Рис. 8.13. Графiки розв’язкiв автокаталiтичної моделi: а – графiки
y1/200 , y2 , y3 , y4/200 ; б – графiк у фазовiй площинi y2Oy3

8.2.4. Модель навантаженої балки

Розглянемо тепер модель iз механiки. Ця модель нас цiкавить рад-
ше з боку чисельної реалiзацiї, точнiше, наскiльки питання адекватностi
моделi залежать вiд порядку параметрiв.

Нехай маємо балку, зосереджену на промiжку [0, L] , кiнець якої
x = 0 зафiксований. Другий кiнець x = L вiльний i перебуває пiд ван-
тажем P . Позначимо через y(x) змiщення навантаженої балки в точцi
x ∈ [0, L] . Математична модель описаної задачi має вигляд (див. [35,
Роздiл 8.14]) 

y′′

(1 + (y′)2)3/2
=

P

EI
(L− x), x ∈ [0, L],

y(0) = y′(0) = 0.
(8.2.11)

Зазначимо, що y(x) означає абсолютне змiщення, тому розглядатимемо
−y(x) як вiд’ємне вiдхилення стосовно осi OX . У задачi (8.2.11) E озна-
чає модуль Young’a, а I – момент iнерцiї поперечного перерiзу балки.
Припускаємо, що фiзичнi величини є сталими (незалежнi вiд x ), тому
надалi уведемо позначення C = P/(E I) .

Розглянемо два випадки.

1. Навантаження P є ”малим”, а отже, швидкiсть змiщення також
”мала”. Тодi 1 + (y′)2 ≈ 1 i задача (8.2.11) запишеться{

y′′ = C(x− L), x ∈ [0, L],

y(0) = y′(0) = 0.
(8.2.12)
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Iнтегруючи останню задачу отримаємо її розв’язок

y(x) =
C

6
x2(3L− x), x ∈ [0, L]. (8.2.13)

2. Навантаження P не є ”малим”, а отже, (y′)2 нехтувати не можна.
Розв’язок задачi (8.2.11) обчислимо наближеними методами. Уве-
демо двi функцiї y1 = y , y2 = y′ та запишемо задачу (8.2.11) у
виглядi 

y′1 = y2, x ∈ [0, L],

y′2 = C(1 + y2
2)3/2(L− x), x ∈ [0, L],

y1(0) = y2(0) = 0.

(8.2.14)

Нижче наведено скрипт графiчного порiвняння розв’язку (8.2.13) за-
дачi (8.2.12) та наближеного розв’язку задачi (8.2.14), отриманого за до-
помогою ode45. Зауважимо, що многочлен у (8.2.13) можна завжди об-
числити для кожного x ∈ [0, L] .

% file beam1.m
% the loaded beam fixed at one end
% the numerical integration is made by ode45
% a comparison is made to the simplified model
clear
global L C
L=input(’L : ’)
C=input(’C : ’)
L3=3.0 * L;
C6=C/6.0;
z=0:0.001:L;
[x y]=ode45(’b’,z,[0; 0]);
plot(x,-y(:,1),’s’);grid
xlabel(’ \it { \bf {x}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {-y(x)}}’,’FontSize’,16)
hold on
w=C6*(z.ˆ2).*(L3-z);
plot(z,-w,’r*’)
hleg=legend(’ \it { \bf {Numerical}}’,’ \it { \bf {Polynomial}}’)
set(hleg,’FontSize’,16)
hold off

Тут [x y] пара векторiв, яку повертає пiсля обчислення ode45, а [z w]
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пара векторiв, що вiдповiдає обчисленому розв’язку (8.2.13) спрощеної
моделi. Зауважимо, що w обчислено, використовуючи масив z, тому для
визначення w використали операцiї на масивах. Функцiя rhs, яка вико-
ристовується у ode45, визначена файлом b.m – права частина системи
(8.2.14).

Для порiвняння розв’язкiв для значення x = L до скрипту beam1.m
додамо послiдовнiсть команд:

format long
N=length(x) ;
ynum=y(N,1) % numerical value at x = L
M=length(w) ;
ypol=w(M) % polynomial value at x = L

Обчислимо розв’язки задачi для L = 1 i рiзних значень величини
C . Позаяк C = P/(E I) , тому у наших обчисленнях значення таке ж як
навантаження P . Для випадку C = 1 графiки зображенi на рис. 8.14а.
На графiках спостерiгаємо вiдмiннiсть мiж розв’язками у наближеннi до
правого кiнця балки. В програмi для позначення розв’язкiв використали
функцiю text. Так Numerical означає ”чисельний розв’язок”, а Polynomial
– ”розв’язок многочленом”.

Для значення C = 1.75 розв’язки зображенi на рис. 8.14б. Можна
зауважити ще бiльшу вiдмiннiсть мiж ними у наближеннi до правого
навантаженого кiнця балки. Причому графiк розв’язку, отриманий за
допомогою ode45, розташований нижче вiд графiка розв’язку многочле-
ном. Як i очiкувалося спрощена модель не є правильною, коли значення
C великi.

Накiнець, розв’язки, одержанi для значення C = 2.6 , графiчно зо-
браженi на рис. 8.14в. Наближений розв’язок у деяких випадках не має
значення, що з фiзичного погляду зору означає руйнування балки пiд
дiєю великого навантаження. Розв’язок за допомогою полiнома iснує,
оскiльки полiном (8.2.13) визначений для кожного x , але немає жодного
вiдношення до точного розв’язку. Звiдси напрошується очевидний висно-
вок, що спрощена модель, записана за допомогою полiнома, неадекватна,
коли навантаження великi (великих значеннях параметра C ).

8.2.5. 3D графiка

Еквiвалентною iнструкцiєю до plot у випадку 3D, є plot3. Ця команда
використовує функцiю, графiк якої треба побудувати, задану в параме-
тричнiй формi. Найпростiший формат цiєї iнструкцiї
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(а)

(б)

(в)

Рис. 8.14. Графiки розв’язкiв при рiзних навантаженнях балки: а – ви-
падок C = 1 ; б – випадок C = 1.75 ; в – випадок C = 2.6
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plot3(x,y,z)

де x, y, z – вектори однакової довжини, припустимо N . Процедура plot3
обчислює 3D криву, яка проходить через точки (xi, yi, zi) , i = 1, N .

Розглянемо приклади, якi можна знайти у документацiї help plot3 се-
редовища MatLabr . А саме, гвинтову просторову лiнiю, яка задається
параметричним рiвнянням 

x = cos t,

y = sin t,

z = t,

(8.2.15)

для t ∈ [0, 6π] . Запишемо скрипт helix.m обчислення цiєї кривої:

% file helix.m
% parametric representation with plot3
h=pi/1000;
t=0:h:6*pi;
figure(13)
plot3(sin(t),cos(t),t,’*’); grid
xlabel(’ \it { \bf {sin(t)}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {cos(t)}}’,’FontSize’,16)
zlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)

Рис. 8.15. Графiк гвинтової лiнiї
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Рис. 8.16. Осциляцiя у бокалi

Результат дiї програми зображено на рис. 8.15.
Повернемось до моделi автокаталiтичної реакцiї, розглянутої у пiд-

роздiлi 8.2.3. (програма auto1.m). Додамо до програми такi рядки:

figure(14)
plot3(y(:,2),y(:,3),t)
xlabel(’ \it { \bf {y2}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {y3}}’,’FontSize’,16)
zlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)

У результатi виконання програми зi значеннями параметрiв як у пiд-
роздiлi 8.2.3., одержимо графiк, зображений на рис. 8.16 (розглянута
модель називається осциляцiєю у бокалi).

Для побудови графiка функцiї z = f(x, y) використовуються коман-
ди mesh та surf. Припустимо, що функцiя z = f(x, y) визначена у прямо-
кутнику [a, b] × [c, d] . Спочатку обчислимо вектори x та y , вiдповiднi
компоненти яких є координатами вузлiв, вiдповiдно, на осi OX та OY

x=a:hx:b;
y=c:hy:d;

Опiсля за допомогою команди meshgrid утворюємо матрицю X на Y
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[X,Y]=meshgrid(x,y);

Припустимо, що length(x) дорiвнює n , а length(y) – m . Тодi розмiр-
ностi кожної матрицi дорiвнює m× n . Кожний m -й рядок X дорiвнює
вектору x , всi стовпцi Y дорiвнюють вектору y . Пiсля цього створюємо
матрицю Z

Z=f(X,Y);

де f.m – вiдповiдна функцiя масиву. Тодi 3D ”сiтчасту поверхню” об-
числюємо за допомогою команди

mesh(X,Y,Z)

а 3D ”гранену поверхню” генеруємо за допомогою команди

surf(X,Y,Z)

Побудувати 3D поверхнi можна безпосередньо

mesh(X,Y,f(X,Y))

Аналогiчно у випадку команди surf.
Розглянемо приклад обчислення графiкiв, зображених на рис. 8.17.

Створимо програму Graph3D.m обчислення графiкiв функцiї z =
sin (3x2 + 5y2) за допомогою команд surf i mesh. Треба звернути увагу
на спосiб побудови вузлiв сiтки, за якою обчислюються значення функ-
цiї, i у такий спосiб обчислюється масив точок поверхнi у просторi. Як
зазначалося вище, для обчислення вузлiв слугує команда meshgrid. При-
чому meshgrid об’єднує у масив вузлiв два заданi наперед масиви (як буде
продемонстровано у програмi далi), а можна створити цi вузли безпосе-
редньо

[X Y]=meshgrid(a:hx:b c:hy:d)

або

[X Y]=meshgrid(a:h:b)

якщо розглядається сiтка вузлiв у квадратi.
Отож, програма Graph3D.m:

%file Graph3D.m created the surface
%using statement surf and mesh
hx=0.03;hy=0.02;
xg=0:hx:2; yg=-1:hy:1;
[Xs Ys]=meshgrid(xg,yg);
zs=sin(3*Xs.ˆ2+5*Ys.ˆ2);
figure(15); surf(Xs,Ys,zs)
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(а) (б)

Рис. 8.17. 3D графiки: а – surf-графiк; б – mesh-графiк

xlabel(” \it { \bf {x}}’,’FontSize’,14)
ylabel(’ \it { \bf {y}}’,’FontSize’,14)
zlabel(’ \it { \bf {z=sin(3xˆ2+5yˆ2)}}’,’FontSize’,14)
title(’Created by \it { \bf {Surf}}’,’FontSize’,14)
figure(16)
mesh(Xs,Ys,zs)
xlabel(’ \it { \bf {x}}’,’FontSize’,14)
ylabel(’ \it { \bf {y}}’,’FontSize’,14)
zlabel(’ \it { \bf {z=sin(3xˆ2+5yˆ2)}}’,’FontSize’,14)
title(’Created by \it { \bf {Mesh}}’,’FontSize’,14)

8.2.6. Завдання для самостiйного опрацювання

� Завдання 8.2.1. Розглянути початкову задачу на промiжку [0, L]{
y′(x) = x+ y(x),

y(0) = 1.

У середовищi MatLabr побудувати графiк точного розв’язку (отрима-
ного методом варiацiї сталих)

y(x) = 2ex − (x+ 1),

та наближеного. Чисельний розв’язок побудувати, використовуючи ко-
манди ode23 та ode45. Порiвняти графiчно отриманi розв’язки. Порiв-
няти числовi значення у форматi long трьох розв’язкiв у кiнцевiй точцi
промiжку x = L . Зробити порiвняння для рiзних значень L .
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� Завдання 8.2.2. Завдання, сформульоване вище, виконати для
початкової задачi {

y′(x) = y,

y(0) = 1,

точний розв’язок якої
y(x) = e−x.

� Завдання 8.2.3. Розглянути початкову задачу{
y′(x) = x2 + y2,

y(0) = −1.

На промiжку [0, L] побудувати наближенi розв’язки, отриманi за до-
помогою ode23 та ode45. Зробити графiчне порiвняння отриманих
розв’язкiв i значення їх у кiнцевiй точцi промiжку. Зробити це для рiзних
значень L .
� Завдання 8.2.4. Дослiдити початкову задачi для звичайного ди-

ференцiального рiвняння, яка є моделлю поширення популяцiї комах
(аналогiчна до моделi spruce budworm)N ′(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
− u(t)N(t), t ∈ [0, T ],

N(0) = N0.

Знайти розв’язок моделi для значення параметрiв r = 0.3 , K = 5 , T =
20 , N0 = 30 . Побудувати графiк популяцiї комах N(t) для u(t) = t

t ∈ [0, T ] . Обчислити приплiд комах за формулою
T∫
0

u(t)N(t)dt .

� Завдання 8.2.5. Побудувати графiк функцiї z = sin (x− y) , x ∈
[0, 4] , y ∈ [0, 6] . На графiку вказати назву осей, назву графiка.
� Завдання 8.2.6. Таке саме завдання як i вище для функцiї z =

e−((x−2)2+(y−2)2) , x ∈ [0, 4] , y ∈ [0, 6] .
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8.3. Оптимальне керування диференцiаль-
ними системами. Умови оптимальностi

Численна наукова лiтература присвячена теорiї оптимального керу-
вання. Ця тематика почала бурхливо розвиватися пiсля перших пiонер-
ських робiт Понтрягiна та його учнiв. Одне з важливих завдань у дослi-
дженнi задач оптимального керування – отримати необхiднi умов опти-
мальностi першого порядку (принцип Понтрягiна). Подамо список най-
бiльш важливих монографiй на цю тематику: [78, 79, 80, 55, 51, 18, 19, 67].
Застосуванням задач оптимального керування присвяченi такi працi: [51,
31, 19, 13, 71]. Застосування середовища MatLabr для розв’язування
задач оптимального керування у бiологiї див. [56].

У цьому роздiлi, як i у наступному, розглядаються базовi iдеї та технi-
ка дослiдження у теорiї оптимального керування системами звичайних
диференцiальних рiвнянь. Ми не будемо розглядати задачу оптимально-
го керування чи принцип Понтрягiна у загальному виглядi, а опрацюємо
безпосередньо задачi оптимального керування, якi виникають у приро-
дознавствi та економiцi й описуються системами звичайних диференцi-
альних рiвнянь. Намагатимемося звернути увагу на основнi, принциповi
етапи дослiдження задач оптимального керування через конкретнi при-
клади, для яких цi етапи подiбнi. Однак у деяких прикладах є вiдмiннi
технiчнi труднощi.

Основна мета цього роздiлу – довести iснування та єдинiсть опти-
мального керування, отримати необхiднi умови оптимальностi для де-
яких важливих задач оптимального керування. Iз необхiдних умов опти-
мальностi отримаємо важливу iнформацiю про структуру оптимального
керування. Наведенi чисельнi алгоритми апроксимацiї оптимального ке-
рування та вiдповiднi програми у MatLabr .

Формулювання принципу Понтрягiна для задач оптимального керу-
вання звичайних диференцiальних рiвнянь у загальному виглядi можна
знайти, наприклад, у працях [18, 19, 77].

8.3.1. Формулювання задачi. Принцип Понтрягiна

У загальному формулюваннi задача оптимального керування для зви-
чайного диференцiального рiвняння формулюється так: максимiзувати
функцiонал

L(u, xu) =

T∫
0

G(t, u(t), xu(t))dt+ ϕ(xu(T ))→ max (P1)
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стосовно u ∈ K ⊂ L2(0, T ;Rm) (T > 0) , де xu – розв’язок Carathéodory
початкової задачi {

x′(t) = f(t, u(t), x(t)), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.
(8.3.1)

Тут

G : [0, T ]× Rm × RN → R,
ϕ : RN → R,
f : [0, T ]× Rm × RN → R,

x0 ∈ RN , m,N ∈ N∗ , i K ∈ L2(0, T ;Rm) – опукла замкнута пiдмножи-
на. Тут i нижче всi елементи Rn , n ∈ N∗ розглядаємо як вектор стовпцi
(N∗ – множина цiлих додатних чисел).

Нагадаємо, що розв’язком Carathéodory (або просто розв’язком) на-
зиваємо функцiю xu , що належить до AC([0, T ];RN) 1 та задовольняє
початкову задачу{

(xu)′(t) = f(t, u(t), xu(t)), t ∈ (0, T ),

xu(0) = x0.

L2(0, T ;Rm) є простором керувань.
Задача оптимального керування може бути сформульована у виглядi

задачi мiнiмiзацiї
−L(u, xu)→ min,

1 • О з н а ч е н н я. Нехай X – дiйсний простiр Banach’a з нормою ‖·‖ , a, b ∈
R , a < b . Функцiю x : [a, b]→ X називаємо неперервною у т. t0 ∈ [a, b] , якщо дiйсна
функцiя g : [a, b]→ R ,

g(t) = ‖x(t)− x(t0)‖, t ∈ [a, b],

є неперервною у t0 .
• О з н а ч е н н я. Функцiю x : [a, b] → X називаємо абсолютно неперервною

на [a, b] , якщо ∀ε > 0 , ∃δ(ε) > 0 , що виконується

N∑
k=1

‖x(tk)− x(sk)‖ < ε,

за умови
∑N

k=1 |tk − sk| < δ(ε) , (tk, sk) ∩ (tj , sj) = ∅ для k 6= j ( tk, sk ∈ [a, b]
∀k ∈ {1, 2, . . . , N} ).

Позначимо через AC([a, b];X) простiр абсолютно неперервних функцiй x : [a, b]→
X .
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стосовно керування u ∈ K ⊂ L2(0, T ;Rm) .
Припускаємо, ∀u ∈ L2(0, T ;Rm) фiксованого керування задача (8.3.1)

має єдиний розв’язок, який позначатимемо xu . Рiвняння (8.3.1) назива-
ється станом задачi (рiвняння), а:

• u(∈ K) називається керуванням (або регулятором). Це керування
є умовним, позаяк u ∈ K , а K – пiдмножина L2(0, T ;Rm) ;

• xu – стан, що вiдповiдає керуванню u , i є вiдображенням;

• u→ L(u, xu) = Φ(u) – функцiонал корисностi .

Кажуть, що u∗ ∈ K є оптимальним розв’язком задачi (P1), якщо

L(u, xu) 6 L(u∗, xu
∗
)

для кожного u ∈ K . Пара (u∗, xu
∗
) називається оптимальною парою, а

L(u∗, xu
∗
) називається оптимальним значенням функцiонала кориснос-

тi . Також говоримо, що (u∗, x∗) – оптимальна пара, якщо u∗ є опти-
мальним керуванням, а x∗ = xu

∗ .
Нехай u∗ ∈ K – оптимальне керування задачi (P1), тодi

T∫
0

G(t, u∗(t), xu
∗
(t))dt+ ϕ(xu

∗
(T )) >

T∫
0

G(t, u(t), xu(t))dt+ ϕ(xu(T )),

для кожного u ∈ K .
Припускаємо, що наступна послiдовнiсть операцiй та аргументiв є

допустимими (якщо справджуються деякi гiпотези – враховуючи дифе-
ренцiйовнiсть за Gâteaux – щодо G , ϕ , f ). Приймемо такi позначення:

fu =
∂f

∂u
, fx =

∂f

∂x
,

Gu =
∂G

∂u
, Gx =

∂G

∂x
,

ϕx =
∂ϕ

∂x
.

Тут Gu , Gx , ϕx розглядаються як вектор-стовпчики.
Припускаємо, що кожна функцiя, визначена на L2(0, T ;Rm) , u→ xu

є всюди диференцiйовна за Gâteaux. Цей диференцiал ми позначатимемо
dxu .

Розглянемо

V = {v ∈ L2(0, T ;Rm); u∗ + εv ∈ K для достатньо малого ∀ε > 0}.
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Для кожної v ∈ V позначимо z = dxu
∗
(v) ; z – розв’язок початкової

задачi 
z′(t) = fu(t, u

∗(t), xu
∗
(t))v(t)+

fx(t, u
∗(t), xu

∗
(t))z(t), t ∈ (0, T ),

z(0) = 0.

(8.3.2)

Для кожної довiльної фiксованої v ∈ V матимемо

T∫
0

G(t, u∗(t), xu
∗
(t))dt+ϕ(xu

∗
(T )) >

T∫
0

G(t, u∗(t) + εv(t), xu
∗+εv(t))dt+ ϕ(xu

∗+εv(T )),

звiдки одержуємо

T∫
0

1

ε

[
G(t, u∗(t) + εv(t), xu

∗+εv(t))−G(t, u∗(t), xu
∗
(t))

]
dt+

1

ε

[
ϕ(xu

∗+εv(T ))− ϕ(xu
∗
(T ))

]
6 0,

для кожного v ∈ V i для кожного достатьо малого ε > 0 .
Перейшовши до границi в останнiй нерiвностi при ε→ 0+ , одержимо

T∫
0

v(t) ·Gu(t, u
∗(t), xu

∗
(t)) + z(t) ·Gx(t, u

∗(t), xu
∗
(t))dt+

z(T ) · ϕx(xu
∗
(T )) 6 0 (8.3.3)

для кожного v ∈ V (тут ” · ” означає скалярний добуток у вiдповiдних
просторах Rm та RN ).

Нехай p – розв’язок Carathéodory (припускаємо, що цей розв’язок
iснує i є єдиним), який називатимемо просто розв’язком, спряженої за-
дачi (рiвняння){

p′(t) = −f ∗x(t, u∗(t), xu
∗
(t))p(t)−Gx(t, u

∗(t), xu
∗
(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = ϕx(x
u∗(T ))

(8.3.4)
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( p називається спряженим станом; рiвняння (8.3.4) є лiнiйним).
Пригадаємо, якщо A : Rk → Rs є лiнiйним (i обмеженим) операто-

ром (A може задаватися матрицею, i також позначаємо через A ), тодi
спряжений оператор A∗ : Rs → Rk (також лiнiйний i обмежений), мо-
же визначатися транспонованою до A матрицею i також позначають A∗

(або AT ).
Помножимо (8.3.2) на p i, проiнтегрувавши частинами, одержимо

z(T )·p(T )−
T∫

0

z(t)·p′(t)dt =

T∫
0

[
fu(t, u

∗(t), xu
∗
(t))v(t) + fx(t, u

∗(t), xu
∗
(t))z(t)

]
·p(t)dt,

∀v ∈ V . Iз (8.3.4) маємо

z(T )·ϕx(xu
∗
(T ))+

T∫
0

z(t)·
[
f ∗x(t, u∗(t), xu

∗
(t))p(t) +Gx(t, u

∗(t), xu
∗
(t))
]
dt =

T∫
0

[
v(t) · f ∗u(t, u∗(t), xu

∗
(t))p(t) + z(t) · f ∗x(t, u∗(t), xu

∗
(t))p(t)

]
dt,

звiдки випливає

T∫
0

z(t) ·Gx(t, u
∗(t), xu

∗
(t))dt+z(T ) · ϕx(xu

∗
(T )) =

T∫
0

v(t) · f ∗u(t, u∗(t), xu
∗
(t))p(t)dt,

∀v ∈ V . I накiнець iз (8.3.3) одержимо нерiвнiсть

T∫
0

v(t) ·
[
Gu(t, u

∗(t), xu
∗
(t)) + f ∗u(t, u∗(t), xu

∗
(t))p(t)

]
dt 6 0, ∀v ∈ V.
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А це означає, що

Gu(·, u∗, xu
∗
) + f ∗u(·, u∗, xu∗)p ∈ NK(u∗), (8.3.5)

де NK(u∗) – нормальний конус до K в u∗ . Такий самий результат одер-
жимо, якщо (8.3.4) домножимо на z (пiсля вiдповiдних перетворень).

Рiвняння (8.3.1), (8.3.4) i (8.3.5) репрезентують принцип Понтрягiна
(або максимуму), а (8.3.4) та (8.3.5) є необхiдними умовами оптималь-
ностi першого порядку для цiєї задачi оптимального керування.

Наше головне завдання полягає в тому, щоб використати принцип
максимуму до обчислення оптимального керування u∗ або апроксиму-
вати його, використовуючи апрiорнi чисельнi методи. Для того, щоб ви-
користати (8.3.5), ми повиннi визначити множину NK(u∗) .

Якщо взяти, наприклад, K ∈ L2(0, T ;Rm) , тодi ∀u ∈ K =
L2(0, T ;Rm) , NK(u) = {0} ⊂ L2(0, T ;Rm) .

Якщо вiзьмемо m = 1 i

K = {w ∈ L2(0, T ); L1 6 w(t) 6 L2, t ∈ (0, T )},

де L1, L2 ∈ R , L1 < L2 , тодi для кожного u ∈ K отримаємо

NK(u) = {w ∈ L2(0, T ) : w(t) > 0 якщо u(t) = L2; w(t) 6 0,

якщо u(t) = L1; w(t) = 0, якщо L1 < u(t) < L2, ∀t ∈ (0, T )}.

Загальна схема доведення iснування оптимального керування така.
Нехай

d = sup
u∈K
L(u, xu) ∈ R.

Тодi для кожного n ∈ N∗ iснує un ∈ K таке, що

d− 1

n
< L(un, x

un) 6 d.

Крок 1. Доведення iснування пiдпослiдовностi {unk
} такої, що

unk
→ u∗ слабко у L2(0, T ;Rm).

Якщо, наприклад, K є обмеженою множиною, тодi такий висновок
виконується вiдразу. Оскiльки K – випукла замкнута пiдмножина в
L2(0, T ;Rm) , то K є слабко замкнутою, звiдки випливає u∗ ∈ K .

Крок 2. Доведення iснування пiдпослiдовностi {xunk} , яку позначи-
мо {xunr} , збiжної до xu

∗ в просторi C(0, T ;RN) (в деяких випадках



218 Роздiл 8. Основнi моделi та їх застосування

достатньо збiжностi у L2(0, T ;RN) ).
Крок 3. Iз оцiнки

d− 1

nr
< L(unr , x

unr ) < d,

перейшовши до границi, одержимо

L(u∗, xu
∗
) = d,

звiдки випливає, що u∗ є розв’язком задачi (P1).
Зауважимо, що (8.3.4) i (8.3.5) можемо записати через Hamiltonian

H

H(t, u, x, p) = G(t, u, x) + f(t, u, x) · p.

Тодi у термiнах Hamiltonian’a матимемо рiвняння стану

x′ = Hp,

а спряженим буде рiвняння

p′ = −Hx

i (8.3.5) можемо записати у виглядi

Hu ∈ NK(u∗).

Зазначимо, що деякi автори таку задачу розглядають як спряжену{
p′(t) = −f ∗x(t, u∗(t), xu

∗
(t))p(t) +Gx(t, u

∗(t), xu
∗
(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = −ϕx(xu
∗
(T )).

Розв’язком цiєї задачi є p = −p̃ , де p̃ – розв’язок (8.3.4). Умова (8.3.5)
набуває вигляду

Gu(·, u∗, xu
∗
)− f ∗u(·, u∗, xu∗)p ∈ NK(u∗),

а Hamiltonian, вiдповiдно, запишеться

H(t, u, x, p) = −G(t, u, x) + f(t, u, x) · p.

У наступному роздiлi використовуються обидва означення для спряже-
ної задачi.
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У бiльшостi випадках (8.3.1) є напiвлiнiйною задачею. Тодi f набуває
наступного вигляду

f(t, u, x) = Ax+ f̃(t, u, x),

де A : RN → Rn є, зокрема, лiнiйним оператором. Тодi

fu = f̃u, fx = A+ f̃x.

Деякi задачi оптимального керування, пов’язанi з вiково-структуро-
ваними моделями, напiвлiнiйними параболiчними рiвняннями, iнтегро-
диференцiальними рiвняннями параболiчного типу, в абстрактнiй формi
можуть бути записанi у виглядi (P1), (8.3.1), де

G : [0, T ]× U ×X → R,
ϕ : X → R,

(U, X апрiорi є дiйсними просторами Hilbert’a), x0 ∈ X , i K ⊂
L2(0, T ;U) є замкненою опуклою пiдмножиною. Тут f має наведе-
ний вище вигляд, а A є лiнiйним (загалом необмеженим) оператором,
A : D(A) ⊂ X → X .

Опишемо тiльки загальну схему знаходження розв’язку задачi опти-
мального керування без строгого доведення принципу максимуму, яке,
наприклад, можна знайти в працях [78, 79, 80].

У наступних роздiлах з’ясуємо як за допомогою цiєї схеми отрима-
ти розв’язки на прикладi задач оптимального керування, якi виникають
у науцi про життя, економiчному регулюваннi тощо й описуються зви-
чайними диференцiальними рiвняннями, та рiвняннями з частинними
похiдними. У всiх наведених прикладах ми строго будемо застосовувати
принцип максимуму.

8.3.2. Задача максимiзацiї загального споживання

Розглянемо математичну модель спрощеної економiки. Нехай x(t)
означає продуктивнiсть виробництва у момент часу t (випуск продук-
цiї). Тодi

x(t) = I(t) + C(t), t > 0,

де I(t) – капiталовкладення в момент часу t ; C(t) – норма споживання
в момент часу t . Позначимо через u(t) ∈ [0, 1] частку продукцiї x(t) ,
призначену на iнвестування в момент часу t , тому

I(t) = u(t)x(t).
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Тодi для C(t) отримаємо

C(t) = (1− u(t))x(t), t > 0.

Розглянемо простий випадок, коли рiст продуктивностi пропорцiональ-
ний до капiталовкладення. Це означає, що

x′(t) = γu(t)x(t), t > 0,

де γ ∈ (0,+∞) .
Введемо функцiю ”корисностi” F (C) i шукатимемо керування, яке

максимiзує сукупний добробут

T∫
0

eδtF (C(t))dt.

Тут T > 0 , δ > 0 – дисконтна ставка (мiра переваги споживання в
минулому над майбутнiм).

Спростимо нашу модель, прийнявши F (C) = C та δ = 0 . Сумарне
споживання на часовому промiжку [0, T ] становить

T∫
0

C(t)dt =

T∫
0

(1− u(t))x(t)dt.

Отож, отримаємо таку задачу оптимального керування [19]

T∫
0

(1− u(t))xu(t)dt→ max (P2)

стосовно u∈L2(0, T ) , 0 6 u(t) 6 1 для t ∈ (0, T ) , де xu – розв’язок
початкової задачi {

x′(t) = γu(t)x(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0 > 0.
(8.3.6)

Задача полягає у знаходженнi такого керування u , яке максимiзує су-
купне споживання на промiжку [0, T ] .

Розв’язок xu задачi (8.3.6) записується явно

xu(t) = x0 exp

 t∫
0

γu(s)

 ds, t ∈ [0, T ].
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Задача (P2) є частинним випадком задачi (P1) для m = 1 , N = 1 ,

G(t, u, x) = (1− u)x,

ϕ(x) = 0,

f(t, u, x) = γux,

K = {w ∈ L2(0, T ), 0 6 w(t) 6 1, t ∈ (0, T )}.

Iснування оптимальної пари задачi (P2)

Позначимо

Φ(u) =

T∫
0

(1− u(t))xu(t)dt, u ∈ K

i приймаємо
d = sup

u∈K
Φ(u).

Оскiльки для кожного u ∈ K правильнi оцiнки

0 < xu(t) 6 x0e
γt, t ∈ [0, T ],

то одержимо

0 6 Φ(u) =

T∫
0

(1− u(t))xu(t)dt 6 x0Te
γT .

У пiдсумку d ∈ (0,+∞) .
Для кожного n ∈ N∗ iснує uk ∈ K , такi, що

d− 1

n
< Φ(un) 6 d. (8.3.7)

Пiдмножина K є обмеженою у L2(0, T ) , звiдки випливає iснування пiд-
послiдовностi {unk

}k∈N∗ слабко збiжної у L2(0, T )

unk
→ u∗. (8.3.8)

Границя u∗ належить до K , позаяк K – замкнута опукла пiдмножина
у L2(0, T ) , а отже, слабко замкнута. З останньої збiжностi та явного
зображення для xu отримуємо, що

xu
nk → xu

∗
у L2(0, T ). (8.3.9)
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Iз (8.3.7) отримуємо таке

d− 1

nk
<

T∫
0

(1− unk
(t))xunk (t)dt 6 d для кожного k ∈ N∗. (8.3.10)

Використовуючи (8.3.8) та (8.3.9), перейдемо до границi у (8.3.10), вна-
слiдок чого отримаємо

d =

T∫
0

(1− u∗(t))xu∗(t)dt,

а це означає, що (u∗, xu
∗
) є оптимальною парою (i вiдповiдно u∗ опти-

мальним керуванням) задачi (P2). Для простоти запису позначимо x∗ :=
xu
∗ .

Принцип максимуму

Для кожної довiльної, але фiксованої функцiї v ∈ V =
{w ∈ L2(0, T ); u∗ + εw ∈ K для кожного достатньо малого ε > 0} по-
значимо через z розв’язок початкової задачi{

z′(t) = γu∗(t)z(t) + γv(t)x∗(t), t ∈ (0, T ),

z(0) = 0.
(8.3.11)

Розв’язок початкової задачi (8.3.11) для лiнiйного рiвняння першого по-
рядку записується у явному виглядi

z(t) =

t∫
0

exp

 t∫
s

γu∗(τ)dτ

 γv(s)x∗(s)ds, t ∈ [0, T ]. (8.3.12)

Оскiльки правильно

T∫
0

(1− u∗(t))x∗(t)dt >
T∫

0

(1− u∗(t)− εv(t))xu
∗+εv(t)dt,

для кожного достатньо малого додатного ε , то отримаємо

T∫
0

[
(1− u∗(t))x

u∗+εv(t)− x∗(t)
ε

− v(t)xu
∗+εv(t)

]
dt 6 0. (8.3.13)
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Доведемо правильнiсть таких граничних переходiв

xu
∗+εv → x∗ у C([0, T ]),

i
xu
∗+εv − x∗

ε
→ z у C([0, T ]),

якщо ε→ 0+ .
Справдi, для кожного достатньо малого ε > 0 маємо

xu
∗+εv(t) =x0 exp

γ t∫
0

(u∗(s) + εv(s))ds

 =

xu
∗
(t) exp

εγ t∫
0

v(s)ds

 , t ∈ [0, T ],

звiдки випливає

∣∣xu∗+εv(t)− xu∗(t)∣∣ =
∣∣xu∗(t)∣∣ ·

∣∣∣∣∣∣exp

εγ t∫
0

v(s)ds

− 1

∣∣∣∣∣∣ , t ∈ [0, T ].

Оскiльки ∣∣∣∣∣∣exp

εγ t∫
0

v(s)ds

− 1

∣∣∣∣∣∣ −→ε→0+
0,

рiвномiрно на [0, T ] , то можемо зробити висновок, що

xu
∗+εv −→

ε→0+
x∗ у C([0, T ]).

Для кожного достатньо малого ε > 0 розглянемо

wε(t) =
xu
∗+εv − x∗

ε
− z(t), t ∈ [0, T ].

Функцiя wε є розв’язком початкової задачi для лiнiйного рiвняння пер-
шого порядку{

w′(t) = γu∗(t)w(t) + γv(t)
(
xu
∗+εv(t)− xu∗(t)

)
, t ∈ (0, T ),

w(0) = 0,
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i записується у явному виглядi

w(t) = γ

t∫
0

v(s)e
γ

t∫
s
u∗(τ)dτ [

xu
∗+εv(s)− xu∗(s)

]
ds, t ∈ [0, T ].

Взявши до уваги збiжнiсть xu
∗+εv до x∗ при ε→ 0+ , iз останньої фор-

мули отримаємо, що у C([0, T ]) є

wε → 0,

звiдки випливає

xu
∗+εv − x∗

ε
→ z у просторi C([0, T ]).

Тепер iз (8.3.13) отримаємо

T∫
0

[(1− u∗(t))z(t)− v(t)x∗(t)]dt 6 0. (8.3.14)

Нехай p – розв’язок початкової задачi{
p′(t) = −γu∗(t)p(t) + u∗(t)− 1, t ∈ (0, T ),

p(T ) = 0,
(8.3.15)

i записується у виглядi

p(t) = −
t∫

0

e

s∫
t
γu∗(τ)dτ

(u∗(s)− 1)ds, t ∈ [0, T ].

Домножимо диференцiальне рiвняння (8.3.15) на z та проiнтегруємо на
промiжку [0, T ]

T∫
0

p′(t)z(t)dt = −
T∫

0

γu∗(t)p(t)z(t)dt+

T∫
0

(u∗(t)− 1)z(t)dt.

Iнтегруючи злiва частинами (використаємо (8.3.11) та (8.3.15)), останню
рiвнiсть запишемо у виглядi

−
T∫

0

p(t)z′(t)dt = −
T∫

0

γu∗(t)p(t)z(t)dt+

T∫
0

(u∗(t)− 1)z(t)dt.
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Злiва в останнiй рiвностi за z′ пiдставимо праву частину (8.3.11)

−
T∫

0

γu∗(t)z(t)p(t)dt−
T∫

0

γv(t)x∗(t)p(t)dt =

−
T∫

0

γu∗(t)p(t)z(t)dt+

T∫
0

(u∗(t)− 1)z(t)dt,

звiдки випливає
T∫

0

(1− u∗(t))z(t)dt =

T∫
0

γv(t)x∗(t)p(t)dt.

З останнього спiввiдношення та нерiвностi (8.3.14) отримаємо

T∫
0

x∗(t)(γp(t)− 1)v(t)dt 6 0, (8.3.16)

для кожної функцiї v ∈ V . Остання нерiвнiсть еквiвалентна твердженню

(γp− 1)x∗ ∈ NK(u∗).

Взявши до уваги структуру NK(u∗) , можемо зробити висновок, що

u∗(t) =

{
0, якщо γp(t)− 1 < 0,

1 якщо γp(t)− 1 > 0,
(8.3.17)

для майже всiх t ∈ (0, T ) . Доведемо зараз безпосередньо (8.3.17), опи-
раючись на (8.3.16). Уведемо позначення

A = {t ∈ (0, T ); γp(t)− 1 < 0}.

Доведемо, що u∗(t) = 0 майже всюди на A .
Вiд супротивного, iснує пiдмножина Ã ⊂ A , мiра Lebesgue’a, якої є

додатною (meas(Ã) > 0 ), така, що u∗(t) > 0 майже всюди на Ã . Тодi
можна вибрати таку функцiю v ∈ L2(0, T ) , v(t) < 0 майже всюди в Ã ,
v(t) = 0 майже всюди на множинi (0, T )\Ã i 0 < u∗(t)−εv(t) 6 1 майже
всюди на (0, T ) . За зазначених умов отримуємо

T∫
0

x∗(t)(γp(t)− 1)v(t)dt =

∫
Ã

x∗(t)(γp(t)− 1)v(t)dt > 0,
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позаяк v(t) < 0 , γp(t) − 1 < 0 , x∗(t) > 0 на Ã та measÃ > 0 . Остан-
ня нерiвнiсть суперечить (8.3.16), що i завершує доведення. Аналогiчно
доводиться, що

u∗(t) = 1 майже всюди для t ∈ {s ∈ (0, T ); γp(s)− 1 > 0}.

Зробимо пiдсумок отриманих результатiв як вiдповiдне зауваження.
♣ Зауваження 8.3.1. За допомогою рiвнянь (8.3.6), (8.3.15) i

(8.3.17) сформульовано принцип максимуму, а (8.3.15), (8.3.17) – необ-
хiднi умови оптимальностi першого порядку задачi (P2).

Обчислення оптимального керування u∗

На наступному етапi застосуємо принцип Понтрягiна для того, щоб
отримати бiльше iнформацiї про оптимальне керування u∗ . З’ясуємо як
у частинних випадках обчислити оптимальний розв’язок.

Нехай (T − η, T ] (η > 0) – максимальний iнтервал, на якому непе-
рервна функцiя p задовольняє нерiвнiсть γp(t) < 1 . Тодi з (8.3.17) i
(8.3.15) легко бачити, що

p′(t) = −1, t ∈ [T − η, T ],

звiдки одержуємо

p(t) = T − t, t ∈ [T − η, T ].

Крiм того, якщо γT > 1 , тодi отримаємо

p(t) = T − t, t ∈ [T − 1/γ, T ]

i
u∗(t) = 0 майже всюди для t ∈ (T − 1/γ, T ).

Позаяк p(T − 1/γ) = 1/γ , правильна нерiвнiсть p′(t) 6 0 на iнтервалi
максимальної довжини (T−1/γ−δ, T−1/γ] (δ > 0) , i крiм того, γp(t) >
1 на цьому iнтервалi. Звiдси випливає також, що на iнтервалi (T −1/γ−
δ, T − 1/γ) {

p′(t) = γp(t),

u∗(t) = 1.

Звiдки випливає, що

p(t) =
1

γ
exp

{
γ

(
T − 1

γ
− t
)}

t ∈ [T − 1/γ − δ, T − 1/γ].

Це означає, що δ = T −1/γ i u∗(t) = 1 майже всюди для t ∈ [0, T −1/γ)
Отож, у пiдсумку отримали:
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• якщо γT > 1 , тодi

u∗(t) =

{
1, якщо t ∈ [0, T − 1/γ),

0, якщо t ∈ [T − 1/γ, T ];
(8.3.18)

• якщо γT 6 1 , тодi

u∗(t) = 0, t ∈ [0, T ]. (8.3.19)

Висновки з отриманих результатiв такi: якщо часовий iнтервал достатньо
великий, тодi на деякому промiжку часу капiталовкладення максималь-
нi. Опiсля ми не iнвестуємо нiчого (тiльки споживаємо).

Керування u∗ , множина значень якого є скiнченою {α1, α2, . . . , αk} ,
i крiм того, (u∗)−1(αi) – вимiрна множина для кожного i ∈ {1, . . . , k} ,
називається двопозицiйним керуванням (”bang-bang control”).

Якщо iснують t0 < t1 < . . . < tk такi, що u∗ є сталим на кожному
iнтервалi (ti−1, ti) (i = 1, k) , тодi u∗ є двопозицiйним керуванням на
(t0, tk) i t1, t2, . . . , tk−1 називаються точками перемикання.
♣ Зауваження 8.3.2. (i) У розглянутому прикладi оптималь-

не керування двопозицiйне i має тiльки одну точку перемикання, а саме
T − 1/γ .

(ii) У наведеному прикладi нам вдалося знайти оптимальне керува-
ння, яке визначене формулами (8.3.18) та (8.3.19). Це, звичайно, виня-
тковий випадок.

(iii) Формально принцип максимуму Понтрягiна ми в змозi написати
пiсля визначення L , G , ϕ , f i K , що було доведено i застосовано до
визначення оптимального керування.

8.3.3. Максимiзацiя генеральної сукупностi у системi
хижак-жертва

Система Lotka-Volterra{
x′(t) = r1x(t)− µ1x(t)y(t), t ∈ (0, T ),

y′(t) = −r2y(t) + µ2x(t)y(t), t ∈ (0, T ),

(T > 0) описує динамiку системи хижак-жертва на часовому iнтерва-
лi (0, T ) . Тут x(t) описує густоту популяцiї хижакiв у момент часу t , а
y(t) – густоту популяцiї жертви у момент часу t :

• r1 > 0 вiдповiдає природному темпу росту жертви та вiдсутнiсть
хижакiв;
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• r2 > 0 означає швидкiсть зменшення популяцiї хижакiв i вiдсу-
тнiсть жертви;

• µ1 та µ2 – додатнi сталi; µ1y(t) означає додатковий коефiцiєнт
смертностi жертви в момент часу t , обумовлений хижаками (i є
пропорцiональним до густоти популяцiї хижакiв); µ2x(t) є додатко-
вим темпом росту жертви у момент часу t , зумовлений наявнiстю
хижакiв (i є пропорцiональним до густоти популяцiї жертви).

Загальнiшу модель хижак-жертва розглядали у пiдроздiлi 8.2.1.
Якщо жертви частково вiдокремленi вiд хижакiв, то функцiональна

залежнiсть щодо хижакiв набуває змiни i система записується у виглядi{
x′(t) = r1x(t)− µ1u(t)x(t)y(t), t ∈ (0, T ),

y′(t) = −r2y(t) + µ2u(t)x(t)y(t), t ∈ (0, T ),
(8.3.20)

де 1−u(t) означає рiвень вiдокремлення в момент часу t (0 6 u(t) 6 1) .
Розглянемо початковi умови{

x(0) = x0 > 0,

y(0) = y0 > 0.
(8.3.21)

Нас цiкавить максимiзацiя сукупної кiлькостi особин обидвох популяцiй
у момент часу T > 0 . Задача може бути сформульована так (див. [19,
73]): максимiзувати

{xu(T ) + yu(T )} → max (P3)

стосовно u ∈ L2(0, T ) , 0 6 u(t) 6 1 майже всюди для t ∈ (0, T ) , де
(xu, yu) є розв’язком задачi (8.3.20), (8.3.21).

Задача (P3) є частковим випадком задачi (P1) при m = 1 , N = 2 ,

G(t, u, (x, y)) = 0,

ϕ(x, y) = x+ y,

f(t, u, (x, y)) =

(
r1x− µ1uxy
−r2y + µ2uxy

)
i

K = {w ∈ L2(0, T ), 0 6 w 6 1 майже всюди t ∈ (0, T )}.
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Iснування оптимальної пари для задачi (P3)

Позначимо
Φ(u) = xu(T ) + yu(T ), u ∈ K,

i нехай
d = sup

u∈K
Φ(u).

Очевидно, що d ∈ [0,+∞) . Для кожного n ∈ N∗ iснує таке uk ∈ K , що

d− 1

n
< Φ(un) 6 d.

Оскiльки

xun(t) = x0 exp


t∫

0

(r1 − µ1u(s)yun(s))ds

 > 0,

yun(t) = y0 exp


t∫

0

(−r2 + µ2u(s)xun(s))ds

 > 0,

для t ∈ [0, T ] , то отримуємо, що xun(t), yun(t) > 0 для кожного t ∈
[0, T ] , i, крiм того,

0 6 (xun)′(t) 6 r1x
un(t) майже всюди t ∈ (0, T ).

Звiдки випливає
0 6 xun(t) 6 x0e

r1T , t ∈ [0, T ],

i ,крiм того, {(xun)′}n обмежена у L∞(0, T ) . З iншого боку маємо

0 6 yun(t) 6 y0 exp{(−r2 + µ2x0e
r1T )T}, t ∈ [0, T ],

i, крiм того, послiдовнiсть {(yun)′}n є обмеженою у L∞(0, T ) . Звiдси ви-
пливає, що послiдовностi {xun}n i {yun}n є обмеженими у C([0, T ]) та
рiвномiрно рiвностепенево неперервнi. За теоремою Arzelà та взявши до
уваги, що послiдовнiсть {un}n обмежена у L2(0, T ) , для пiдпослiдовно-
стi отримаємо, що

unk
→ u∗ слабко L2(0, T ),

xunk → x∗ на C([0, T ]), (8.3.22)
yunk → y∗ на C([0, T ]),
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(u∗ ∈ K , оскiльки K є замкненою опуклою пiдмножиною L2(0, T ) ,
звiдки випливає, що вона слабко замкнена).

Оскiльки

xunk (t) = x0 +

t∫
0

(r1x
unk (s)− µ1unk

xunk (s)yunk (s))ds,

yunk (t) = y0 +

t∫
0

(−r2y
unk (s) + µ2unk

xunk (s)yunk (s))ds,

для кожного t ∈ [0, T ] , звiдки, взявши до уваги (8.3.22), отримаємо

x∗(t) = x0 +

t∫
0

(r1x
∗(s)− µ1u

∗x∗(s)y∗(s))ds,

y∗(t) = y0 +

t∫
0

(−r2y
∗(s) + µ2u

∗x∗(s)y∗(s))ds,

для кожного t ∈ [0, T ] . А це означає, що (x∗, y∗) є розв’язком задачi
(8.3.20), (8.3.21), що вiдповiдає u∗ (тобто, x∗ = xu

∗ , y∗ = yu
∗ ). З iншого

боку, з нерiвностей

d− 1

unk

< xunk (T ) + yunk (T ) 6 d ∀k ∈ N∗,

використовуючи (8.3.22), граничним переходом отримаємо

d = x∗(T ) + y∗(T ),

а це означає, що u∗ – розв’язок задачi (P3); (u∗, (x∗, ya) є оптимальною
парою для задачi (P3), тобто, u∗ є оптимальним керуванням i x∗ = xu

∗ ,
y∗ = yu

∗ ).

Принцип максимуму для задачi (P3)

Для кожної довiльної v ∈ V = {w ∈ L2(0, T ) : u∗ + εw ∈
K, ∀ε > 0 достатньо малого} розглянемо початкову задачу, де (z1, z2)
– її розв’язок

z′1 = r1z1 − µ1u
∗z1y

∗ − µ1u
∗x∗z2 − µ1vx

∗y∗, t ∈ (0, T ),

z′2 = −r2z2 + µ2u
∗z1y

∗ + µ2u
∗x∗z2 + µ2vx

∗y∗, t ∈ (0, T ),

z1(0) = z2(0) = 0.

(8.3.23)
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Оскiльки правильна нерiвнiсть

x∗(T ) + y∗(T ) > xu
∗+εv(T ) + yu

∗+εv(T ),

то отримуємо

xu
∗+εv(T )− x∗(T )

ε
+
yu
∗+εv(T )− y∗(T )

ε
6 0, (8.3.24)

для достатньо малого значення ε > 0 .
Для довiльного достатньо малого додатного значення ε функцiя

xu
∗+εv задовольняє оцiнку(

xu
∗+εv

)′
(t) 6 r1x

u∗+εv(t) для майже всiх t ∈ (0, T ),

то звiдси, вiдповiдно, випливає, що iснує така стала величина M ∈
(0,+∞) , що справджується нерiвнiсть

0 6 xu
∗+εv(t) 6M ∀t ∈ [0, T ],

для кожного достатньо малого значення ε > 0 . З iншого боку, маємо(
yu
∗+εv

)′
(t) 6 (−r2 +Mµ2)yu

∗+εv(t) для майже всiх t ∈ (0, T ),

звiдки робимо висновок, що послiдовнiсть
{
yu
∗+εv

}
– обмежена на

C([0, T ]) (для кожного достатньо малого ε > 0 ). Отже, обидвi послiдов-
ностi

{
xu
∗+εv

}
та
{
yu
∗+εv

}
рiвномiрно обмеженi та рiвномiрно неперерв-

нi на [0, T ] . За теоремою Arzelà отримаємо, що для кожної послiдовностi
εn ↘ 0 правильнi граничнi переходи

xu
∗+εnv → x̃ у C([0, T ]),

yu
∗+εnv → ỹ у C([0, T ]).

(8.3.25)

Позаяк для xu
∗+εnv та yu

∗+εnv правильнi подання

xu
∗+εnv(t) =x0+

t∫
0

[
r1x

u∗+εnv(s)− µ1(u∗(s) + εnv(s))xu
∗+εnv(s)yu

∗+εnv(s)
]
ds,

yu
∗+εnv(t) =y0+

t∫
0

[
−r2y

u∗+εnv(s) + µ2(u∗(s) + εnv(s))xu
∗+εnv(s)yu

∗+εnv(s)
]
ds,
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для кожного t ∈ [0, T ] , то виконавши граничний перехiд (скористаємося
(8.3.25)), отримаємо

x̃(t) = x0 +

t∫
0

(r1x̃(s)− µ1u
∗(s)x̃(s)ỹ(s))ds,

ỹ(t) = y0 +

t∫
0

(−r21ỹ(s) + µ2u
∗(s)x̃(s)ỹ(s))ds,

для кожного t ∈ [0, T ] . А це означає, що (x̃, ỹ) є розв’язком задачi
(8.3.20), (8.3.21), яке вiдповiдає керуванню u∗ ; де x̃ = xu

∗ , ỹ = yu
∗ .

Уведемо позначення

αn(t) :=
1

εn

[
xu
∗+εnv(t)− x∗(t)

]
− z1(t), t ∈ [0, T ],

βn(t) :=
1

εn

[
yu
∗+εnv(t)− y∗(t)

]
− z2(t), t ∈ [0, T ].

(αn(t), βn(t)) є розв’язком початкової задачi
α′n = r1αn − µ1u

∗αny
∗ − µ1u

∗x∗βn + f1n(t), t ∈ (0, T ),

β′n = −r2βn + µ1u
∗αny

∗ + µ2u
∗x∗βn + f2n(t), t ∈ (0, T ),

αn(0) = βn(0) = 0

i правильнi граничнi переходи f1n → 0 , f2n → 0 у просторi L∞(0, T ) .
Звiдси отримуємо

αn(t)2 + βn(t)2 6 c

t∫
0

[
αn(s)2 + βn(s)2

]
ds+

2

t∫
0

[f1n(s)αn(s) + f2n(s)βn(s)]ds 6

(c+ 1)

t∫
0

[
αn(s)2 + βn(s)2

]
ds+

T∫
0

[
f1n(s)2 + f2n(s)2

]
ds,

t ∈ [0, T ] , c > 0 – незалежна вiд n стала. Застосовуючи до цiєї не-
рiвностi лему Bellman’a (вiзьмемо до уваги умови αn(0) = βn(0) = 0 ),
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отримаємо таку нерiвнiсть

0 6 αn(t)2 + βn(t)2 6 e(c+1)t

T∫
0

[
f1n(s)2 + f2n(s)2

]
ds,

для кожного значення t ∈ [0, T ] . Перейшовши до границi, отримаємо,
що

αn → 0, βn → 0 у C([0, T ]).

Звiдси випливає правильнiсть граничних переходiв

xu
∗+εnv − x∗

εn
→ z1 у C([0, T ]),

yu
∗+εnv − y∗

εn
→ z2 у C([0, T ]).

Використавши тепер (8.3.24) одержимо остаточно

z1(T ) + z2(T ) 6 0. (8.3.26)

Нехай тепер (p1, p2) є розв’язком початкової задачi
p′1 = −r1p1 + µ1u

∗p1y
∗ − µ2u

∗y∗p2, t ∈ (0, T ),

p′2 = r2p2 + µ1u
∗p1x

∗ − µ2u
∗x∗p2, t ∈ (0, T ),

p1(T ) = p2(T ) = 1.

(8.3.27)

Домножимо перше рiвняння (8.3.27) на z1 , а друге – на z2 , додамо
сторонами i пiсля iнтегрування на промiжку [0, T ] отримаємо iнтеграль-
ну рiвнiсть

T∫
0

[
p′1(t)z1(t) + p′2(t)z2(t)

]
dt =

T∫
0

[
− r1p1(t)z1(t) + µ1u

∗(t)y∗(t)p1(t)z1(t)− µ2u
∗(t)y∗(t)p2(t)z1(t)+

µ1u
∗(t)x∗(t)p1(t)z2(t)− µ2u

∗(t)x∗(t)p2(t)z2(t) + r2p2(t)z2(t)
]
dt.
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Проiнтегруємо в останнiй рiвностi частинами, використавши (8.3.23),
пiсля очевидних перетворень отримаємо таку рiвнiсть:

p1(T )z1(T ) + p2(T )z2(T )− p1(0)z1(0) + p2(0)z2(0) =

T∫
0

x∗(t)y∗(t)v(t)[µ2p2(t)− µ1p1(t)]dt,

звiдки, i з (8.3.23) та (8.3.26), одержимо

z1(T ) + z2(T ) =

T∫
0

x∗(t)y∗(t)v(t)[µ2p2(t)− µ1p1(t)]dt 6 0,

для кожної v ∈ V . Звiдси випливає (аналогiчно як у попередньому пiд-
роздiлi), що

u∗(t) =

{
0, якщо x∗(t)y∗(t)[µ2p2(t)− µ1p1(t)] < 0,

1 якщо x∗(t)y∗(t)[µ2p2(t)− µ1p1(t)] > 0,

майже всюди на (0, T ) . Оскiльки x0, y0 > 0 i x∗ та y∗ є додатними
функцiями, то остаточно отримуємо

u∗(t) =

{
0, якщо µ2p2(t)− µ1p1(t) < 0,

1 якщо µ2p2(t)− µ1p1(t) > 0,
(8.3.28)

майже всюди на (0, T ) .
Рiвняння (8.3.27) i (8.3.28) є необхiдними умовами оптимальностi

першого порядку , а за допомогою задач (8.3.20), (8.3.21) та (8.3.27),
(8.3.28) сформульований принцип максимуму задачi (P3).

Структура оптимального керування для задачi (P3)

Дослiдимо зараз структуру оптимального керування u∗.

• Якщо µ2 < µ1 , тодi µ2p2(T ) − µ1p1(T ) = µ2 − µ1 < 0 , тодi мож-
на вибрати iнтервал максимальної довжини (T − η, T ] (η > 0) , у
якому µ2p2(t) − µ1p1(t) < 0 . Iз (8.3.28) випливає, що u∗(t) = 0 на
(T − η, T ] , а отже,

p′1(t) = −r1p1(t), p′2(t) = r2p2(t), для майже всiх t ∈ (T − η, T ).
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Отож, iз останнiх рiвнянь отримуємо

p1(t) = exp(−r1(t− T )), p2(t) = exp(r2(t− T )), t ∈ [T − η, T ].

Функцiя t → µ2 exp(r2(t − T )) − µ1 exp(−r1(t − T )) є зростаючою
на [T − η, T ] , звiдки випливає, що T − η = 0 i

µ2p2(t)− µ1p1(t) < 0, t ∈ (0, T ),

тому u∗(t) = 0 майже всюди на (0, T ) .

• Якщо µ2 = µ1 , тодi (p1, p2) є розв’язком задачi
p′1 = −r1p1 − µ1u

∗y∗(p2 − p1), t ∈ (0, T ),

p′2 = r2p2 − µ1u
∗x∗(p2 − p1), t ∈ (0, T ),

p1(T ) = p2(T ) = 1.

Пiдсумовуючи

p2(t)− p1(t) =

−
T∫

0

[r2p2(s) + r1p1(s)] exp

µ1

t∫
s

u∗(τ)[y∗(τ)− x∗(τ)]dτ

ds,
t ∈ [0, T ] . Отже, p2(t) − p1(t) < 0 на iнтервалi максимальної дов-
жини (T − η, T ] (η > 0) , аналогiчно як у попередньому випадку,
звiдси випливає, що u∗(t) = 0 майже всюди на (0, T ) .

• Якщо µ2 > µ1 , тодi iснує максимальний iнтервал (T−η, T ) (η > 0)
такий, що

µ2p2(t)− µ1p1(t) > 0, t ∈ (T − η, T ].

Iз (8.3.28) матимемо, що u∗(t) = 1 на (T−η, T ] . Доведемо, що T−η
є точкою перемикання для оптимального керування u∗ . Справдi, з
(8.3.27) отримаємо

µ2p2(t)− µ1p1(t) =

−
T−η∫
t

[
r2µ2p2(s) + r1µ1p1(s)

]
×

exp


t∫

s

u∗(τ)[µ2x
∗(τ)− µ1y

∗(τ)]dτ

 ds, (8.3.29)
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t ∈ [0, T − η] . З iншого боку, (p1, p2) – розв’язок початкової задачi
p′1 = −p1(r1 − µ1y

∗)− µ2y
∗p2, t ∈ (T − η, T ),

p′2 = −p2(µ2x
∗ − r2) + µ1x

∗p1, t ∈ (T − η, T ),

p1(T ) = p2(T ) = 1.

(8.3.30)

Позаяк µ2p2(t) − µ1p1(t) > 0 для кожного t ∈ (T − η, T ] , то отри-
маємо, що

p1(t) > exp {r1(T − t)} > 1, t ∈ [T − η, T ].

Використовуючи те, що µ2p2(T − η) − µ1p1(T − η) = 0 та (8.3.29),
отримаємо, що p2(T − η) > 0 i тому µ2p2(t) − µ1p1(t) < 0 на ма-
ксимальному iнтервалi (T − η− ε, T − η] (ε > 0) . Звiдки випливає,
що u∗(t) = 0 на (T − η − ε, T − η] . Але на цьому iнтервалi справ-
джуються рiвностi

p1(t) = p1(T − η) exp {r1(T − η − t)} ,
p2(t) = p2(T − η) exp {r2(t− T + η)} ,

у пiдсумку µ2p2 − µ1p1 – зростаюча функцiя на (T − η− ε, T − η) .
Оскiльки

µ2p2(t)− µ1p1(t) < 0, t ∈ (T − η − ε, T − η),

то звiдки T − η − ε = 0 . Накiнець матимемо

u∗(t) =

{
0, t ∈ [0, T − η],

1, t ∈ (T − η, T ],
(8.3.31)

майже всюди на (0, T ) .

Отже, ми отримали двопозицiйне оптимальне керування з щонаймен-
ше однiєю точкою перемикання. Можемо визначити точку перемикання
T−η або опираючись на (8.3.30) i на рiвнiсть µ2p2(T−η)−µ1p1(T−η) = 0 ,
або обчисливши таку точку T − η ∈ [0, T ] , яка максимiзує Φ(u∗) , де u∗

має вигляд (8.3.31).

Апроксимацiя оптимального керування задачi (P3)

Для того, щоб апроксимувати оптимальне керування u∗ спочатку
необхiдно обчислити η у формулi (8.3.31). З цiєю метою спробуємо пiдi-
брати τ (яке означає T −η iз (8.3.31)) як точку перемикання керування
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серед точок сiтки вузлiв, визначеної на [0, L] (L приймемо, що дорiв-
нює T ), i отримаємо її як точку, що максимiзує функцiю Φ(u) . Тобто,
приймемо

u(t) =

{
0, t ∈ [0, τ ],

1, t ∈ (τ, L].

Алгоритм розв’язування такий.
Алгоритм 2.1

Будуємо сiтку вузлiв.

tspan=0:h1:L;

Проводимо обчислення у вузлах сiтки.

m=length(tspan);
for i=1 to m

τ =tspan(i);

Крок 1. Будуємо вiдповiдне керування uτ

uτ (t) =

{
0, t ∈ [0, τ ],

1 t ∈ (τ, L].

Крок 2. Обчислюємо стан [x, y] як розв’язок системи (8.3.20), що
вiдповiдає керуванню u := uτ , з початковими умовами

x(0) = x0, y(0) = y0.

Крок 3. Обчислюємо значення цiльової функцiї Φ у вузлах побудо-
ваної сiтки.

fiu(i)=x(L)+y(L);
end-for

Крок 4. Визначення максимального значення вектора fiu.

Сценарiй ppp1.m обчислення наближеного розв’язку задачi (P3) та-
кий:

% file ppp1.m
% predator–prey model with bang-bang optimal control
clear
global r1 r2 mu1 mu2
global tsw
disp(’get model parameters’);
r1=input(’r1 : ’);
mu1=input(’mu1 : ’);
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r2=input(’r2 : ’);
mu2=input(’mu2 : ’);
disp(’get data’);
L=input(’final time : ’);
h=input(’grid step : ’);
h1=input(’switch step : ’);
x0=input(’x(0) : ’);
y0=input(’y(0) : ’);
lw=input(’LineWidth : ’); % for graphs ( plot )
tt=0:h:L; % ODE integration grid
n=length(tt);
tspan=0:h1:L; % switching points grid
m=length(tspan);
for i=1:m
i
tsw=tspan(i); % tsw stands for switching point
[t q]=ode45(’bp2’,tt,[x0; y0]);
k=length(t);
fiu(i)=q(k,1) + q(k,2); % store cost functional value
clear t q % clear memory to avoid garbage for the next

iteration
end
w=fiu’;
save cont.txt w -ascii
disp(’FILE MADE’);
[vmax,j]=max(fiu); % maximal value and corresponding index
j
a1=[’max=’, num2str(vmax)];
disp(a1);
a2=[’switch=’, num2str(tspan(j))];
disp(a2);
figure(1); plot(tspan,fiu,’LineWidth’,lw); grid
xlabel(’ \bf {u switch}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf { \ Phi(u \ tau)}’,’FontSize’,16)
figure(2)
bar(fiu)
title(’ \bf { \ Phi(u \ tau)}’,’FontSize’,16)

У процедурi ode45 використано вектор tt, вектор tspan сiтки вузлiв
для обчислення точки перемикання, щоб прискорити роботу програми.
У програмi вище використовується функцiя bp2.m, яка визначена так:
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(а) (б)

Рис. 8.18. Залежнiсть функцiї цiлi вiд точок перемикання для значення
параметрiв r1 = 0.07 , µ1 = 1 , r2 = 0.6 , µ2 = 2 , L = 50 , h = 0.1 ,
h1 = 1 , x(0) = 0.04 , y(0) = 0.02 , lw = 5 : а – поведiнка цiльової функ-
цiї в залежностi вiд керування; б – iнша залежнiсть поведiнки цiльової
функцiї в залежностi вiд точки перемикання

function out1=bp2(t,q)
global r1 r2 mu1 mu2
global tsw
if t > tsw
u=1;
else
u=0;
end
out1 =[r1*q(1)-mu1*u*q(1)*q(2);mu2*u*q(1)*q(2)-r2*q(2)];
end

Для проведення числових експериментiв вiзьмемо такi значення вхiд-
них параметрiв: r1 = 0.07 , µ1 = 1 , r2 = 0.6 , µ2 = 2 , L = 50 , h = 0.1 ,
h1 = 1 , x(0) = 0.04 , y(0) = 0.02 , lw = 5 . Графiк функцiї τ → Φ(u− τ) ,
де τ є точкою перемикання керування uτ , зображено на рис. 8.18а та
рис. 8.18б.

Отримано глобальний максимум на [0, L] при τ ∗ = 15 i максималь-
не значення цiльової функцiї, яке становить 1.5006 . У програмi ppp2.m
використовується точка перемикання оптимального керування при по-
будовi графiкiв для вiдповiдного стану компонент.
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% file ppp2.m
% predator–prey model with bang-bang optimal control
% makes graphs by using the switching point obtained by
ppp1.m
clear all
global r1 r2 mu1 mu2 tsw
%...read parameters and data as in ppp1.m (except h) ...
tspan=0:h1:L;
% graph of the control
m=length(tspan);
for i=1:m
if tspan(i)>tsw
z(i)=1;

else
z(i)=0;

end
end
figure(1); plot(tspan,z,’rs’); grid
axis([0 L -0.2 1.2])
xlabel(’ \bf {t}’,’Fontsize’,16)
ylabel(’ \bf {u(t)}’,’Fontsize’,16)
[t q]=ode45(’bp2’,[0 L],[x0; y0]);
% predator–prey populations graph
figure(2)
plot(t,q(:,1),’*’,t,q(:,2),’ro’); grid
xlabel(’ \bf {t}’,’Fontsize’,16)
legend(’prey’,’predator’,0)
% xOy graph
figure(3)
plot(q(:,1),q(:,2),’LineWidth’,lw); grid
xlabel(’ \bf {x}’,’Fontsize’,16)
ylabel(’ \bf {y}’,’Fontsize’,16)
Результати обчислення за допомогою програми ppp2.m зображено на рис.
8.19а та рис. 8.19б.

8.3.4. Модель iнсулiнової терапiї

Розглянемо модель iнсулiнової терапiї пацiєнта хворого на дiабет. Ва-
жливою проблемою для таких пацiєнтiв є пiдтримання глюкози у кровi
на належному рiвнi та запобiгати рiзкому вiдхиленню вiд нього. На прак-
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(а) (б)

Рис. 8.19. Результати обчислення за допомогою програми ppp2.m для тих
самих значень параметрiв моделi як у випадку ppp1.m

тицi хворi отримують iнсулiн у виглядi iн’єкцiй. Дослiджується задача
оптимального керування з iмпульсним контролем пiдтримання стiйко-
го рiвня глюкози у кровi. Ця задача не є задачею (P1) , розглянутою у
пiдроздiлi 8.3.1., бо керування у дослiджуванiй задачi iмпульсного типу.
Однак поставимо собi за завдання отримати необхiднi умови оптималь-
ностi першого порядку i використати їх пiд час написання програми.

У випадку дiабету пiдшлункової залози (бета клiтини) неможливо
забезпечити належного рiвня засвоєння iнсулiну. Концентрацiя глюко-
зи у кровi збiльшується, коли вмiст глюкози керований у тварин, тодi
як збiльшення iнсулiну приводить до виведення глюкози з плазми. Вна-
слiдок чого вмiст цукру у кровi спадає до нормального рiвня 0.8-1.2g/l.
Позначимо через I(t) концентрацiю iнсулiну i через G(t) – глюкози у
момент часу t ∈ [0, L] (L > 0) .

Розглянемо пацiєнта, хворого на дiабет, органiзм якого не в ста-
нi продукувати достатньо iнсулiну. Iнсулiн постачається за допомогою
iн’єкцiй. Концентрацiя глюкози визначається (вимiрюється) легко. Вiд-
повiдна спрощена модель динамiки iнсулiн-глюкозової системи така [31,
Роздiл 3.]: 

I ′(t) = dI(t), t ∈ (0, L),

G′(t) = bI(t) + aG(t), t ∈ (0, L),

I(0) = I0, G(0) = G0,

(8.3.32)

де d < 0 ( |d| – швидкiсть зменшення iнсулiну); a – швидкiсть зростання
глюкози ( a 6= d ); b – вiд’ємна константа, яку можна помiряти; I0 – по-
чаткова концентрацiя iнсулiну (iн’єкцiя); G0 – початкова концентрацiя
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глюкози. Результати чисельних обчислень свiдчать про те, що модель
добре працює у випадку, коли I(t) та G(t) перебувають у властивих
межах. У випадку, коли I0 та G0 розташованi поза допустимими межа-
ми, то модель повертає вiд’ємнi значення I(t) i G(t) , а це означає, що
модель неправильна. Точнiша модель розглядається у кiнцi пiдроздiлу.
Спiввiдношення мiж I(t) та G(t) у (8.3.32) локально лiнеаризованi, за-
гальнiшу модель розглянемо пiзнiше.

Приводимо нижче програму dbt1 побудови графiкiв концентрацiї iн-
сулiну та глюкози.

% file dbt1.m
% blood insulin–glucose system
% y(1)=insulin concentration
% y(2)=glucose concentration
clear
global a b d
L=input(’final time : ’);
h=input(’h : ’);
I0=input(’I(0) : ’);
G0=input(’G(0) : ’);
a=0.0343;
b=-0.05;
d=-0.5;
tspan=0:h:L;
[t y]=ode45(’hum1’,tspan,[I0; G0]);
figure(1);plot(t,y(:,1),’*’); grid
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {I(t)}’,’FontSize’,16)
figure(2)
plot(t,y(:,2),’r*’); grid
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {G(t)}’,’FontSize’,16)
Функцiя hum1.m, визначена у середовищi MatLabr , яка використовує-
ться у програмi вище й описує праву частину системи (8.3.32).

function out1=hum1(t,y)
global a b d
out1=[d*y(1);b*y(1)+a*y(2)];
end

Чисельне тестування моделi проведемо за таких значень параметрiв
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(а) (б)

Рис. 8.20. Iнсулiн-глюкозна залежнiсть: а – концентрацiя iнсулiну; б –
концентрацiя глюкози

моделi: L = 10 , h = 0.01 , I0 = 15 , G0 = 2 . Отриманi графiчнi ре-
зультати обчислення динамiки вмiсту iнсулiну та глюкози зображенi на
рис. 8.20. Зауважимо, що концентрацiя iнсулiну (рис. 8.20а) спадає до
нуля (ефект швидкостi зменшення iнсулiну), тодi як концентрацiя глю-
кози (рис. 8.20б) досягає властивого рiвня. Iнсулiн викликає позитивнi
наслiдки, позаяк рiвень глюкози на початку становив G0 = 2 i досягнув,
наближено, значення 0.8 в момент часу t = 6 . Пiсля моменту t = 7 дiя
iнсулiну спадає i вмiст глюкози повiльно росте.

Систему (8.3.32) можна проiнтегрувати в явному виглядi. З цiєю ме-
тою розглянемо спочатку задачу динамiки вмiсту iнсулiну{

I ′(t) = dI(t), t ∈ (0, L),

I(0) = I0,
(8.3.33)

розв’язок якої запишемо у явному виглядi

I(t) = I0e
dt, t ∈ [0, L]. (8.3.34)

Пiдставимо (8.3.34) у задачу (8.3.32), отримаємо задачу для динамiки
вмiсту глюкози {

G′(t) = bI0e
dt + aG(t), t ∈ (0, L),

G(0) = G0,

розв’язок якої має вигляд

G(t) = G0e
at +

bI0

d− a
(edt − eat), t ∈ [0, L]. (8.3.35)
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Отже, розв’язок задачi (8.3.32) визначається формулами (8.3.34),
(8.3.35). Програма обчислення наближеного розв’язку описаної вище за-
дачi записується так (m-файл dbt2.m):

% file dbt2.m
% blood insulin–glucose system
% y1(t)=insulin concentration
% y2(t)=glucose concentration
% mathematical integration
clear
L=input(’final time : ’);
h=input(’h : ’);
I0=input(’insulin(0) : ’);
G0=input(’glucose(0) : ’);
a=0.0343;
b=-0.05;
d=-0.5;
temp=b*I0/(d-a);
t=0:h:L;
v=exp(d*t);
w=exp(a*t);
y1=I0*v;
y2=G0*w+temp*(v-w);
figure(1)
plot(t,y1,’*’); grid
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {I(t)}’,’FontSize’,16)
figure(2)
plot(t,y2,’r*’); grid
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {G(t)}’,’FontSize’,16)

Обчисленi графiки аналогiчнi до побудованих ранiше.
Розглянемо задачу оптимального керування з iмпульсним керува-

нням, щоб отримати алгоритм iнсулiнової терапiї для забезпечення на-
лежного контролю за вмiстом глюкози у кровi на заданому вiдрiзку часу.
Позначимо через A бажаний рiвень глюкози у кровi. Припустимо, що
пацiєнт отримує m iн’єкцiй у моменти часу

0 = t1 < t2 < . . . < tm = L,

вiдповiдними дозами cj(t) , j = 1, 2, . . . ,m i початкова концентрацiя iн-
сулiну I0 = 0 . Зазвичай iн’єкцiї iнсулiну робимо через фiксованi про-
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мiжки часу, тобто tj+1 − tj = h ( j = 1,m− 1 ). Тодi динамiка iнсулiн-
глюкозної залежностi описується такою початковою задачею:

I ′(t) = dI(t) +
m∑
j=1

cjδtj ,

G′(t) = bI(t) + aG(t),

I(0) = 0, G(0) = G0,

(8.3.36)

де δtj – функцiя Dirac’a у момент часу tj . Задача (8.3.36) еквiвалентна
такiй:

I ′(t) = di(t), t ∈ (tj, tj+1), j ∈ {1, 2, . . . ,m− 1},
I(0) = 0,

I(tj+) = I(tj−) + cj, j ∈ {1, 2, . . . ,m− 1},

G′(t) = bI(t) + aG(t), t ∈ (0, L),

G(0) = G0.

(8.3.37)

Розв’язок задачi (8.3.36) у сенсi теорiї розподiлiв (узагальнений
розв’язок, який є також розв’язком задачi (8.3.37)) має вигляд

I(t) =
m∑
j=1

cjH(t− tj)ed(t−tj),

G(t) = G0e
at +

b

d− a
S(t), t ∈ [0, L],

(8.3.38)

де

S(t) =
m∑
j=1

cjH(t− tj)
[
ed(t−tj) − ea(t−tj)

]
, (8.3.39)

а H – функцiя Heaviside’a (функцiя стрибка)

H(t) =

{
1, t > 0,

0, t < 0.

Крiм того, функцiя t 7→ H(t−tj) у формулах (8.3.38) i (8.3.39), визначена
для t ∈ [0, L] та набуває значення

H(t− tj) =

{
1, t ∈ [tj, L],

0, t ∈ [0, tj).
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Iз явного подання для розв’язку G випливає, що дiя iнсулiнової iн’єкцiї,
отриманої у момент часу t = tj , триває тiльки пiсля tj , тобто для t > tj .
Вплив iн’єкцiї затухає протягом деякого часового промiжку за експонен-
цiальним законом iз вiд’ємним показником.

Отож, задача оптимального керування (iнсулiнової терапiї), що зале-
жить вiд (8.3.36), має вигляд

Ψ(c) =
1

2

L∫
0

[G(t)− A]2dt→ min, (I)

стосовно c = (c1, c2, . . . , cm) ∈ Rm , де (I,G) – розв’язок задачi (8.3.36).
Тут вектор c є керуванням (тобто iмпульсним керування – керуванням,
яке дiє у визначенi моменти часу).

Функцiонал Ψ є квадратичним функцiоналом стосовно c , а це озна-
чає, що iснує мiнiмум щодо оптимального керування c = (c1, c2, . . . , cm) ∈
Rm . Оптимальне керування задовольняє лiнiйну систему алгебричних
рiвнянь iз невiдомими cj (j = 1,m) вигляду

∂Ψ

∂cj
(c) = 0, j = 1,m. (8.3.40)

Обчислимо частковi похiднi, використавши формулу (8.3.40), отримаємо
таку алгебричну систему:

m∑
i=1

qijci = Bj, j ∈ {1, 2, . . . ,m},

де

qij = α
L∫
0

H(t− ti)H(t− tj)ei(t)ej(t)dt,

Bj =
L∫
0

H(t− tj)ej(t)(A−G0e
at)dt =

L∫
tj

ej(t)(A−G0e
at)dt,

(8.3.41)

i, j ∈ {1, 2, . . . ,m} . Вище позначено

α =
b

d− a
,

ej(t) = ed(t−tj)−ea(t−tj)

, t ∈ [0, L], j ∈ {1, 2, . . . ,m}.
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Якщо i > j , тодi ti > tj i формула (8.3.41) набуде вигляду

qij = α

L∫
ti

ei(t)ej(t)dt.

Наша мета – знайти розв’язок системи (8.3.40). Якщо якась компо-
нента c є вiд’ємною, то з погляду медицини така ситуацiя не має сенсу.
Якщо ввести обмеження cj > 0 , j ∈ {1, 2, . . . ,m} , то отримаємо скла-
дну задачу лiнiйного програмування. Iнша можливiсть полягає у тому,
що обмеження беремо у виглядi 0 6 cj 6 c̄ , j ∈ {1, 2, . . . ,m} , та вико-
ристати метод ґрадiєнтiв знаходження розв’язку задачi. Але ця задача
також є складною. Для визначення лiкарняної тактики приймемо cj = 0 ,
якщо cj < 0 . Тодi одержуватимемо додаткову глюкозу зазвичай пiд час
споживання їжi, або замiнимо вiд’ємнi дози iн’єкцiй cj = 0 , i звiдси отри-
маємо квазiоптимальне керування. У чисельних експериментах моделi,
проведених при апрiорних значеннях G(0) , розв’язок додатний.

Повернемося до лiнiйної системи. Алгоритм обчислення транспоно-
ваної матрицi Q такої, що QT = {qij} , такий:
for j=1 to m

for i=1 to j

compute qij = α

L∫
tj

ei(t)ej(t)dt

end-for
for i=j+1 to m

compute qij = α

L∫
ti

ei(t)ej(t)dt

end-for
end-for

Транспонуючи матрицю, елементи якої обчислюються за вище зазна-
ченим алгоритмом, отримаємо матрицю Q .

Значення параметрiв системи приймемо такими: a = 0.1 , b = −0.05 ,
d = −0.5 . Нижче наведена програма dbt3.m обчислення рiвня глюкози
залежно вiд iн’єкцiй iнсулiну:

% file dbt3.m
% blood insulin–glucose system
% Insuline Shots L=48; L=60
% mathematical integration
clear
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global a d b a1 ti tj G0
L=input(’final time: ’);
h=input(’h: ’);
I0=input(’insulin(0): ’);
G0=input(’glucose(0): ’);
a1=input(’Desired Level Of Glucose A: ’);
m=L/h+1;
a=0.1;
b=-0.05;
d=-0.5;
t=0:h:L;
alf=b/(d-a);
Q=zeros(m-1);
for j=1:m-1
tj=t(j);
for i=1:j
ti=t(i);
Q(i,j)=alf*quadl(’fi1’,tj,L);

end
for i=j+1:m-1
ti=t(i);
Q(i,j)=alf*quadl(’fi2’,ti,L);

end
end
Q=Q’;
for j=1:m-1
tj=t(j);
B(j)=quadl(’psiIG’,tj,L);

end
B=B’;
% solve system Qc=B
c=Q \ B;
ttl=[’ \bf {Insulin Shots: A=}’,num2str(a1),’; G(0)=’,...

num2str(G0),’; I(0)=’,num2str(I0),’; L=’,num2str(L),...
’; h=’,num2str(h),’; m=’,num2str(m),’.’];

figure(1)
bar(c); grid
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,10)
title( ttl,’FontSize’,10)
У цьому випадку використовуються функцiї fi1.m та fi2.m, за допомогою
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яких обчислюємо, вiдповiдно, компоненти qij матрицi Q для i 6 j та
i > j :

function y=fi1(t)
global ti tj
global a d
y=0;
if t>=tj
temp1=exp(d*(t-tj))-exp(a*(t-tj));
temp2=exp(d*(t-ti))-exp(a*(t-ti));

y=temp1.*temp2;
end

function y=fi2(t)
global ti tj
global a d
y=0;
if t>=ti
temp1=exp(d*(t-tj))-exp(a*(t-tj));
temp2=exp(d*(t-ti))-exp(a*(t-ti));

y=temp1.*temp2;
end

Функцiя psiIG.m обчислює компоненти Bj правої частини системи.

function y=psiIG(t)
global tj
global a d
global a1 G0
y=0;
if t >= tj
temp1=exp(d*(t-tj))-exp(a*(t-tj));
temp2=a1-G0*exp(a*t);
y=temp1.*temp2;

end
Перейдемо до чисельних експериментiв.
? Приклад 8.3.1. Приймемо L = 48 (годин), G0 = 2 , A = 1 , m =

9 (кiлькiсть iн’єкцiй). Звiдси випливає, що iнтервал мiж введенням двох
послiдовних iн’єкцiй становить h = 6 (годин). На рис. 8.21а зображено
iн’єкцiї iнсулiну на часовому iнтервалi 48 годин.

? Приклад 8.3.2. Другий чисельний експеримент проведемо для
таких значень параметрiв системи: L = 60 , G0 = 2 , A = 0.8 , m = 11
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(а) (б)

Рис. 8.21. Залежнiсть вмiсту глюкози вiд iн’єкцiй iнсулiну

(h = 6 ). Результат обчислення зображений на Рис. 8.21б.

На завершення наших дослiджень обчислимо рiвень глюкози за фор-
мулами (8.3.38), (8.3.39). Графiк концентрацiї глюкози у кровi у другому
числовому експериментi зображений на рис. 8.22.

Рис. 8.22. Концентрацiя глюкози у випадку перiодичних iн’єкцiй

Зауважимо, що рiвень глюкози спадає з початкового G0 = 2 до ба-
жаного рiвня A = 0.8 та залишається на цьому рiвнi. Для першого чи-
слового експерименту поведiнка G(t) аналогiчна. Програма обчислення
рiвня глюкози у циклiчному введеннi iн’єкцiй така:

% file dbt4.m
% blood insulin–glucose system
% y2(t)=glucose concentration
% mathematical integration
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clear
global a d b a1 ti tj G0 cj
L=input(’final time : ’);
h=input(’h : ’);
I0=input(’insulin(0) : ’);
G0=input(’glucose(0) : ’);
m=L/h+1;
a1=.8;
a=0.1;
b=-0.05;
d=-0.5;
alf=b/(d-a);
t=0:h:L;
Q=zeros(m-1);
for j=1:m-1

tj=t(j);
for i=1:j
ti=t(i);
Q(i,j)=alf*quadl(’fi1’,tj,L);

end
for i=j+1:m-1
ti=t(i);
Q(i,j)=alf*quadl(’fi2’,ti,L);

end
end
Q=Q’;
for j=1:m-1

tj=t(j);
B(j)=quadl(’psiIG’,tj,L);

end
B=B’;
% solve system Qc=B
c=Q \ B;
s=0:h1:L;
slngth=length(s);
v=G0*exp(a*s);
temp1=zeros(1,slngth);
for j=1:m-1

tj=t(j);
cj=c(j);
temp2=zeros(1,slngth);
for i=1:slngth
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temp2(i)=funcS(s(i));
end
temp1=temp1+temp2;

end
temp=alf*temp1;
y2=v+temp;
figure(1)
plot(s,y2,’r.’); grid
ttl=[[’ \bf {Glucose Level: A=}’,num2str(a1),’; G(0)=’,...

num2str(G0),’; I(0)=’,num2str(I0),’; L=’,...
num2str(L),’; h=’,num2str(h),’; a=’,...
num2str(a),’; b=’,num2str(b),’; d=’,...
num2str(d),’.’]];

title(ttl,’FontSize’,10)
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,10)
ylabel(’ \bf {G(t)}’,’FontSize’,10)
У програмi dbt4.m використовується процедура funcS, яка слугує для об-
числення функцiї (8.3.39) i у машинному кодi записується:

function y=funcS(t)
global cj a d tj
y=0;

if t>=tj
temp1=exp(d*(t-tj))-exp(a*(t-tj));
y=cj*temp1;

end
end

♣ Зауваження 8.3.3. Система (8.3.40) описує умови оптималь-
ностi першого порядку для задачi (I).

8.3.5. Приклади

? Приклад 8.3.3. (ВIЛ терапiя) Розглянемо математичну мо-
дель, яка описує взаємодiю iмунної системи з вiрусом ВIЛ (HIV – human
immunodeficiency virus), запропоновану у [50]. Зокрема, дослiдимо двi за-
дачi оптимального керування, якi базуються на хiмiотерапiї з ефектами
вiрусної iнфекцiї або вiрусної продуктивностi.

Iмунна система описується у термiнах поширення популяцiї CD4+ T
клiтин (див. [60], [44], [62]). Нехай:

T (t) означає концентрацiю CD4+ T клiтин;
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Ti(t) означає концентрацiю iнфiкованих CD4+ T клiтин;
V (t) означає концентрацiю вiльних вiд вiрусної iнфекцiї частин у мо-

мент часу t .
Динамiка системи моделюється такою початковою задачею:

T ′(t) =
s

1 + V (t)
− µ1T (t) + rT (t)

(
1− T (t) + Ti(t)

Tmax

)
−

k1V (t)T (t),

T ′i (t) = k1V (t)T (t)− µ2Ti(t),

V ′(t) = −k1V (t)T (t)− µ3V (t) +Nµ2Ti(t),

T (0) = T0, Ti(0) = Ti0, V (0) = V0,

(8.3.42)

t ∈ (0, L) (L > 0) , де s , k1 , r , N , µ1 , µ2 , µ3 , Tmax – додатнi сталi,
T0 , Ti0 , V0 > 0 – початковi концентрацiї CD4+ T клiтин, iнфiкованих
CD4+ T клiтин i вiльних вiд вiрусних iнфекцiй частин, вiдповiдно.

Доданок s/(1 + V (t)) – основний член; залежнiсть вiд вiрусної кон-
центрацiї V моделює той факт, що може вiдбутися попереднє зараження
T клiтин, а отже, знижує продукування неiнфiкованих T клiтин.

Доданок −k1V T у першому рiвняннi (8.3.42) разом iз доданком
+k1V T другого рiвняння (8.3.42) описує як iнфiкування T клiтин об-
умовлене концентрацiєю вiрусу V ; доданок −k1V T у третьому рiвняннi
задачi (8.3.42) описує опiр вiрусiв у неiнфiкованих T клiтинах, отже, є
головним.

µ1 , µ2 , µ3 означають природню швидкiсть згасання.
Доданок Nµ2Ti у третьому рiвняннi (8.3.42) описує продукування вi-

русiв пiд час зменшення iнфiкованих T клiтин.
Доданок

r

(
1− T (t) + Ti(t)

Tmax

)
описує швидкiсть продукування T клiтин.

Хiмiотерапiя лiкарськими препаратами може бути такою.

• Вплив вiрусної iнфективностi, тодi друге рiвняння (8.3.42) запи-
шеться у виглядi (див. [25])

T ′i (t) = u(t)k1V (t)T (t)− µ2Ti(t), t ∈ (0, L),

де u(t) – змiнна керування, що означає ефективнiсть хiмiотерапiї.
Перше i третє рiвняння можуть бути, вiдповiдно, модифiкованi.
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• Або зменшення продукування вiрусу найчастiше застосовують у те-
рапiї лiкарськими препаратами такими як iнгiбiтор протеаза (див.
[50]). Тодi третє рiвняння (8.3.42) змодифiкується до вигляду

V ′(t) = −k1V (t)T (t)− µ3V (t) + u(t)Nµ2Ti(t), t ∈ (0, L).

Друге рiвняння може бути вiдповiдно змодифiковане.

У кожному з випадкiв максимiзується функцiонал корисностi

L∫
0

[
aT (t)− (1− u(t))2

2

]
dt→ max

(a>0) стосовно u ∈ L2(0, L) , 0 6 u(t) 6 1 для майже кожного t ∈ (0, L) ,
що означає максимiзацiю кiлькостi неiнфiкованих T клiтин, водночас мi-
нiмiзують затрати хiмiотерапiї.

Бiльша чи менша величина a вiдповiдає бiльшому чи меншому впли-
ву мiнiмiзацiї цiни хiмiотерапiї.

Пропонується самостiйно отримати необхiднi умови оптимальностi
першого порядку задачi оптимального керування.
X Вказiвка. Перша задача оптимального керування, запропонова-

на вище, є частинним випадком задачi (P1) (пункт 8.3.1.), в якiй

G(t, u, T, Ti, V ) = aT − (1− u)2

2
, ϕ(T, Ti, V ) = 0,

f(t, u, T, Ti, V ) =


s

1 + V
− µ1T + rT

(
1− T + Ti

Tmax

)
− k1uV T

k1uV T − µ2Ti

−k1uV T − µ3V +Nµ2Ti

 ,

i
K = {w ∈ L2(0, L) : 0 6 w(t) 6 1 для майже всiх t ∈ (0, L)}.

Друга задача оптимального керування також є частинним випадком за-
дачi (P1) для таких самих G , ϕ , K (як у попереднiй задачi), а f має
вигляд

f(t, u, T, Ti, V ) =


s

1 + V
− µ1T + rT

(
1− T + Ti

Tmax

)
− k1V T

k1V T − µ2uTi

−k1V T − µ3V + uNµ2Ti

 .
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? Приклад 8.3.4. (Керування у SIR моделi) У цьому пiдроздi-
лi опишемо динамiку поширення захворювання (яка поширюється тiльки
через контакт мiж iнфiкованими та схильними до захворювання особа-
ми) у бiологiчнiй популяцiї, опираючись на таку стандартну SIR модель
динамiки демографiї (див. [28])

S ′(t) = mN −mS(t)− cS(t)I(t)− u(t)S(t),

I ′(t) = −mI(t)− cS(t)I(t)− dI(t),

R′(t)−mR(t) + u(t)S(t) + dI(t),

(8.3.43)

для t ∈ (0, L) (L > 0) , з такими початковими умовами

S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0, R(0) = R0 > 0. (8.3.44)

Вище введенi позначення, якi означають:

• S(t) – густину схильних до захворювання осiб,

• I(t) – густину iнфiкованих осiб,

• R(t) – густину вилiкуваних (або iмуннозахищених) осiб

у момент часу t . N = S(t)+I(t)+R(t) = S0 +I0 +R0 > 0 є сталою вели-
чиною i означає густину загальної популяцiї, кiлькiсть якої припускаємо
незмiнною. Тут m , c , d деякi додатнi сталi. Вiдсоток хворих описується
доданком cS(t)I(t) . Стала d означає швидкiсть одужання iнфiкованих
осiб. Керування u означає частину осiб популяцiї, схильних до захворю-
вання, якi пiддаються вакцинацiї. Припускається, що вакцинованi особи
вилiковуються.

Пропонується дослiдити таку задачу оптимального керування: мiнi-
мiзувати функцiонал

L∫
0

[I(t) + au2(t)]dt→ min,

(a > 0) стосовно u ∈ L2(0, L) , 0 6 u(t) 6 M (M > 0) для майже всiх
t ∈ (0, L) , де (S, I, R) є розв’язком початкової задачi (8.3.43), (8.3.44).

Iз формулювання задачi випливає, що дослiджуватимемо мiнiмiзацiю
iнфекцiйних захворювань популяцiї, що приводить до мiнiмiзацiї коштiв
вакцинацiї. Бiльше чи менше значення a означає бiльшi чи меншi мiнi-
мальнi кошти вакцинацiї.
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Записати принцип максимуму.
X Вказiвка. Сформульована вище задача є частинним випадком

задачi (P1) (пiдроздiл 8.3.1.) у випадку m = 1 , N = 3 , T := L ,

G(t, u, S, I, R) = I + au2, ϕ(S, I, R) = 0,

f(t, u, S, I, R) =


mN −mS − cSI − uS

−mI + cSI − dI

−mR + uS + dI


K = {w ∈ L2(0, L); 0 6 w(t) 6M для майже всiх t ∈ (0, L)}.

Наступну важливу задачу оптимального керування, пов’язану iз SIR мо-
деллю, пропонується розглянути самостiйно: мiнiмiзувати функцiонал
кошту

L∫
0

[I(t)− Ĩ(t)]2dt

стосовно c ∈ [0,M ] (M > 0) , де Ĩ ∈ C([0, L]) , Ĩ(t) > 0 для кожного
t ∈ [0, L] вiдома функцiя i (S, I, R) є розв’язком початкової задачi

S ′(t) = mN −mS(t)− cS(t)I(t), t ∈ (0, L),

I ′(t) = −mI(t) + cS(t)I(t)− dI(t), t ∈ (0, L),

R′(t) = −mR(t) + dI(t), t ∈ (0, L),

S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0.

Тут m , d , S0 , I0 , R0 заданi сталi. Це така задача. Знаючи кiлькiсть
iнфiкованих осiб у кожний момент часу, прагнемо визначити рiвень iн-
фiкованих c (коефiцiєнт).

8.3.6. Завдання для самостiйного опрацювання

� Завдання 8.3.1. Сформулювати принцип максимуму задачi

{xu(T ) + γyu(T )} → max

де u ∈ L2(0, T ) , 0 6 u(t) 6 1 для майже всiх t ∈ (0, T ) , а (xu, yu) є
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розв’язком системи хижак-жертва
x′(t) = r1x(t)− µ1u(t)x(t)y(t), t ∈ (0, T ),

y′(t) = −r2y(t) + µ2u(t)x(t)y(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0, y(0) = y0.

X Вказiвка. Ця задача є частинним випадком задачi (P1), розгля-
нутої у пiдроздiлi 8.3.3. для m = 1 , N = 2 ,

G(t, u, x, y) = 0, ϕ(x, y) = x+ γy,

f(t, u, x, y) =

(
r1x− µ1uxy

−r2y + µ2uxy

)
,

K = {w ∈ L2(0, T ); 0 6 w(t) 6 1 для майже всiх t ∈ (0, T )}.

� Завдання 8.3.2. Сформулювати принцип максимуму для задачi

{xu(T ) + yu(T )} → max,

де u ∈ L2(0, T ) , 0 6 u(t) 6 1 для майже всiх t ∈ (0, T ) , а (xu, yu) є
розв’язком системи хижак-жертва

x′(t) = r1x(t)− kx2(t)− µ1u(t)x(t)y(t), t ∈ (0, T ),

y′(t) = −r2y(t) + µ2u(t)x(t)y(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0, y(0) = y0.

Тут r1 , r2 , k , µ1 , µ2 – додатнi константи; kx – додатковий коефiцiєнт
смертностi зумовлений перенаселенням; kx2 – логiстичний доданок для
популяцiї жертви.
X Вказiвка. Розглянути аналогiчно як у пiдроздiлi 8.3.1.. Ця зада-

ча є частинним випадком задачi (P1) з пiдроздiлу 8.3.1..
� Завдання 8.3.3. Сформулювати принцип Понтрягiна для задачi

оптимального розмноження

T∫
0

u(t)xu(t)dt→ max,
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де u ∈ L2(0, T ) , 0 6 u(t) 6M (M > 0) для майже всiх t ∈ (0, T ) , а xu

є розв’язком моделi Malthus’a динамiки популяцiї{
x′(t) = r(t)x(t)− u(t)x(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.

Тут xu(t) означає щiльнiсть особин популяцiї виду у момент часу t ;
r ∈ C([0, T ]) – коефiцiєнт розмноження; u(t) – керування i вiдiграє
роль додаткового коефiцiєнта смертностi.

∫ T
0
u(t)xu(t)dt означає загаль-

ний приплiд популяцiї на часовому промiжку [0, T ] .
X Вказiвка. Нехай u∗ означає оптимальне керування. Необхiднi

умови оптимальностi першого порядку запишуться у виглядi{
p′(t) = −r(t)p(t) + u∗(t)(1 + p(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = 0,

u∗(t) =

{
0, якщо 1 + p(t) < 0,

M, якщо 1 + p(t) > 0.

� Завдання 8.3.4. Записати принцип максимума для задачi роз-
множення

T∫
0

u(t)xu(t)dt,

де u ∈ L2(0, T ) , 0 6 u(t) 6M (M > 0) для майже всiх t ∈ (0, T ) , а xu

є розв’язком наступної логiстичної моделi динамiки популяцiї{
x′(t) = rx(t)− kx2(t)− u(t)x(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0 > 0.

Тут r , k , x0 заданi додатнi сталi.
� Завдання 8.3.5. Записати умови оптимальностi задачi

T∫
0

u(t)xu(t)dt− c
T∫

0

u2(t)dt→ max,

де u ∈ L2(0, T ) , 0 6 u(t) 6M (M > 0) для майже всiх t ∈ (0, T ) , а xu

є розв’язком наступної логiстичної моделi динамiки популяцiї{
x′(t) = rx(t)− kx2(t)− u(t)x(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0 > 0.
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Тут c , r , k , x0 – заданi додатнi сталi. Задача полягає у максимiзацiї
врожайностi за мiнiмiзацiї видаткiв.
� Завдання 8.3.6. Створити процедуру обчислення матрицi Q

(див. алгоритм на стор. 247).
� Завдання 8.3.7. Дослiдити задачу оптимального керування

Ψ(c) =
1

2

L∫
0

[G(t)− A]2dt→ max, (I1)

стосовно c = (c1, c2, . . . , cm) ∈ Rm , де (I,G) – розв’язок уточненої задачi
I ′(t) = dI(t) +

m∑
j=1

cjδtj ,

G′(t) = (bI(t) + a)G(t),

I(0) = 0, G(0) = G0,

(8.3.45)

Для дослiдження обидвох задач оптимального керування важлива умова
обмеження на керування

cj > 0, j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Звичайно, найлiпшим контролем за рiвнем глюкози є вплив на вмiст iнсу-
лiну (виконуючи iн’єкцiї), так само як i зберiгання концентрацiї глюкози
(через дотримування дiєти).
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8.4. Оптимальне керування диференцiаль-
ними системами. Ґрадiєнтний метод

У цьому роздiлi розглянемо апроксимацiйнi методи зазвичай ґрадi-
єнтного типу, розв’язування задач оптимального керування звичайними
диференцiальними рiвняннями. Головне завдання полягає у написаннi
програм розв’язування такого типу задач у середовищi MatLabr . Об-
числення ґрадiєнта функцiї корисностi допоможе нам побудувати алго-
ритм ґрадiєнтного типу. Дослiджуватимемо задачi мiнiмiзацiї i максимi-
зацiї функцiї корисностi. Як буде показано нижче, загальний пiдхiд до
розв’язування задач обох типiв ґрадiєнтним методом є такий самий.

Вперше чисельна апроксимацiя оптимального керування була розгля-
нута у працi [61] i [29]. У пiзнiших виданнях отримано новi результати,
наприклад, у [30], [42], [56].

Як факт, у цьому роздiлi ґрадiєнтний метод як iтерацiйна процедура
використаний у виглядi формули u(k+1) = u(k) + ρkw

(k) , де u(k) – вiдоме
керування, w(k) – шуканий напрямок i ρk – крок iтерацiї. В описаних
вище процедурах використано тiльки напрям ґрадiєнта для w(k) i метод
Armijo для обчислення ρk . Програма, в якiй використано згаданi значе-
ння, працює добре. Взагалi у лiтературi використовуються iншi методи
обчислення та вибору w(k) та ρk (див., наприклад, [15, Роздiл 2]).

Наприклад, у роздiлi 8.4.2. ми цитували [51], а у роздiлi 8.4.3. [33].
Приклад у роздiлi 8.4.4. використаний iз [24]. Темi оптимального роз-
множення присвячено досить багато лiтератури. У роздiлi 8.5. будуть
розглянутi узагальнення моделей iз роздiлу 8.4.4.

8.4.1. Метод проєкцiї ґрадiєнта

Опишемо й обґрунтуємо чисельну апроксимацiю побудови розв’язку
задачi оптимального керування методом ґрадiєнтiв. Застосування побу-
дованих алгоритмiв знаходження розв’язкiв задач оптимального керува-
ння розглянемо на прикладах iз пiдроздiлу 8.3.1. Метод ґрадiєнтiв вико-
ристовується до задач максимiзацiї та мiнiмiзацiї i пiдходи до побудови
розв’язкiв у обидвох випадках принципово не вiдрiзняються. Такий ме-
тод iнтерактивний а отже, на кожному кроцi iтерацiї локальний пошук
полiпшує значення функцiї корисностi (значення спадають у випадку
мiнiмiзацiї та зростають у випадку максимiзацiї). Якщо значення керу-
вання на k -му кроцi iтерацiї uk = u(k) , тодi, вiдповiдно, обчислюємо
xuk (розв’язок рiвняння стану, в якому пiдставили uk ), pk (розв’язок
спряженого рiвняння, в якому пiдставили uk , xuk ) та ґрадiєнт Φu(uk) ,
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який позначимо ∇uΦ(uk) . Формулу, яка мiстить puk (але не мiтить xuk ),
отримано з ґрадiєнта. Цей метод, який називається видiленням стану,
ввiв J. Céa [30]. Для прикладу розглянемо задачу керування iз пiдроздi-
лу 8.3.1. у випадку ϕ = 0

Φ(u) = L(u, xu) =

T∫
0

G(t, u(t), xu(t))dt→ max (P1’)

стосовно u ∈ K ⊂ L2(0, T ;Rm) (T > 0) , де xu є розв’язком початкової
задачi {

x′(t) = f(t, u(t), x(t)), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.
(8.4.1)

Визначимо функцiї G i f

G : [0, T ]× Rm × RN → R,

f : [0, T ]× Rm × RN → RN ,

x0 ∈ RN , K ⊂ U – замкнута опукла пiдмножина.
Оскiльки функцiя корисностi у моделях, якi дослiджуються у цьо-

му роздiлi, не мiстить значення розв’язку у кiнцевий момент часу x(T ) ,
виключимо доданок ϕ(xu(T )) , який є у задачах пiдроздiлу 8.3.1. Однак
дослiдження аналогiчне як i у випадку, коли ϕ(xu(T )) входить до функ-
цiї корисностi. Задачу (P1’) можна переформулювати також як задачу
мiнiмiзацiї

Ψ(u) = −L(u, xu)→ min,

стосовно u ∈ K ⊂ U , де Ψ(u) = −Φ(u) .
Нехай (u∗, xua) – оптимальна пара задачi (P1’). У кожен момент часу

припускаємо, що G i f достатньо гладкi i всi оператори, якi визнача-
ються через цi функцiї, визначенi.

Припустимо, що функцiя u 7→ xu диференцiйовна за Gâteaux. Позна-
чимо через dxu цей диференцiал. Розглянемо довiльнi фiксованi функцiї
u, v ∈ U i нехай

V = {v ∈ U : u+ εv ∈ K для кожного достатньо малого ε > 0}.

Для кожної функцiї v ∈ V визначимо z = dxu(v) ; z є розв’язком по-
чаткової задачi{

z′(t) = fu(t, u(t), xu(t))v(t) + fx(t, u(t), xu(t))z(t), t ∈ (0, T ),

z(0) = 0.
(8.4.2)
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Для довiльної фiксованої функцiї v ∈ V маємо

(v,Φu(u)) = lim
ε→0+

Φ(u+ εv)− Φ(u)

ε
,

де (·, ·) – скалярний добуток у U . Звiдси випливає

(v,Φu(u)) =

T∫
0

[v(t) ·Gu(t, u(t), xu(t)) + z(t) ·Gx(t, u(t), xu(t))]dt. (8.4.3)

Нехай pu є розв’язком спряженої задачi{
p′(t) = −f ∗x(t, u(t), xu(t))p(t)−Gx(t, u(t), xu(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = 0.
(8.4.4)

Помножимо рiвняння (8.4.2) на pu та проiнтегруємо частинами на про-
мiжку [0, T ] . Взявши до уваги (8.4.3), аналогiчно як у пiдроздiлi 8.3.1.,
отримаємо

T∫
0

z(t) ·Gx(t, u(t), xu(t))dt =

T∫
0

v(t) · f ∗u(t, u(t)xu(t))pu(t)dt. (8.4.5)

Отож, iз (8.4.5) i (8.4.3) отримаємо

Φu(u) = Gu(·, u, xu) + f ∗u(·, u, xu)pu. (8.4.6)

Використовуючи (8.4.1), (8.4.4) та (8.4.6) побудуємо iтерацiї, за допо-
могою яких обчислимо значення функцiї корисностi на кожному iтера-
цiйному кроцi (або, що означає те ж саме, апроксимуємо оптимальне
керування u∗ ). Використаємо ґрадiєнт функцiонала корисностi Φ для
того, щоб отримати спадну послiдовнiсть функцiонала корисностi Φ(u)
на кожному кроцi iтерацiї. Застосуємо метод проєкцiї ґрадiєнта, щоб ке-
рувати обмеженнями u ∈ K . Нижче наводимо алгоритм розв’язування
задачi (P ′1) , знаний як алгоритм Uzawa (див. наприклад, [15, роздiл 2.5])

S0: Беремо u(0) ∈ K .
Приймемо k := 0 .

S1: Знайдемо розв’язок x(k) задачi (8.4.1), який вiдповiдає u := u(k){
x′(t) = f(t, u(k)(t), x(t)), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.
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S2: Визначимо p(k) розв’язок (8.4.4) для u := u(k) , x := x(k) :{
p′(t) = −f ∗x(t, u(k)(t), x(k)(t))p(t)−Gx(t, u

(k)(t), x(k)(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = 0.

S3: Обчислимо ґрадiєнт w(k) за формулою (8.4.6):

w(k) := Φu(u
(k)) = Gu(·, u(k), x(k)) + f ∗u(·, u(k), x(k))p(k).

S4: Виберемо крок iтерацiї ρk > 0 так, щоб

Φ(Pk(u
(k) + ρkw

(k))) = max
ρ>0

Φ(Pk(u
(k) + ρw(k))).

S5: u(k+1) := Pk(u
(k) + ρkw

(k)) .

S6: (Критерiй завершення обчислень)
Якщо ||u(k+1) − u(k)|| < ε

тодi STOP (u(k+1) є наближенням керування)
якщо нi k := k + 1 ; на виконання S1.

У випадку задачi на мiнiмум алгоритм наближеного знаходження
розв’язку методом проєкцiї ґрадiєнта у загальному буде таким самим,
за винятком двох вiдмiнностей:

- на етапi S3 приймаємо w(k) := −Φu(u
(k)) для того, щоб отримати

спадну послiдовнiсть;

- на етапi S4 замiсть задачi максимiзацiї – max
ρ>0

– знаходимо min
ρ>0

.

У сучаснiй науковiй лiтературi цей метод називають методом найшвид-
шого спуску . Крiм того, ”напрям” означає вектор, значення якого ви-
значено ρ > 0 . Взагалi кажучи, на практицi можна використати iншi
критерiї зупинки програми обчислення наближеного розв’язку, якi за-
стосуємо для розв’язування конкретних прикладiв.

Припустимо, що PK визначений вище, є проєкцiєю оператора на
опуклу множину K ; це означає, що PK : U → K визначений так:

||PK(u)− u|| 6 ||w − u|| для кожної функцiї w ∈ K,

де через || · || позначили норму у просторi U . ε > 0 означає точнiсть
обчислення на кроцi S6. Якщо керування необмежене (тобто K = U ),
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тодi PK = PU = IU i на етапi S4 поступаємо чинимо так.
Обчислимо крок iтерацiї ρk > 0 так, що

Φ(u(k) + ρkw
(k)) = max

ρ>0
{Φ(u(k) + ρw(k))}.

Обчислення кроку iтерацiї ρk за алгоритмом на кроцi S4 є трудоємною
задачею. Для того, щоб обчислити величину ρk , спробуємо визначити
надiйний ефективний метод. Якщо вiдома величина ρ > 0 , тодi обчи-
слюємо Φ(PK(u(k) + ρw(k))) , а для розв’язування задачi багатократно
повторюємо крок S4. Такi перевiрки потрiбнi для знаходження правиль-
ного кроку iтерацiї. Для цього ми повиннi розглянути такi пiдетапи:

• обчислити u := u(k) + ρw(k) ;

• обчислити ū := PK(u) ;

• обчислити x̄ , розв’язок початкової задачi (8.4.1), що вiдповiдає
u := ū ;

• обчислити вiдповiдне значення функцiї корисностi Φ(ū) .

Очевидно, що ця задача потребує великих обчислень. Про метод спуску й
ефективнi алгоритми обчислення iтерацiйного кроку детальнiше можна
знайти у [15, Роздiл 2.3] та [42, Глава 2].

Можна застосувати такий простий алгоритм у частковому випадку,
коли K = U .

Рекурсивний метод прогонки

NS’0 Вибираємо u(0) ∈ U .
Приймаємо k := 0 .

NS’1 Обчислюємо розв’язок x(k) задачi (8.4.1), що вiдповiдає u := u(k){
x′(t) = f(t, u(k)(t), x(t)), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.

NS’2 Обчислюємо розв’язок p(k) задачi (8.4.4), який вiдповiдає u := u(k)

{
p′(t) = −f ∗x(t, u(k)(t), x(k)(t))p(t)−Gx(t, u

(k)(t), x(k)(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = 0.
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NS’3 Обчислюємо u(k+1) як розв’язок рiвняння

Gu(t, u(t), x(k)(t)) + f ∗u(t, u(t), x(k)(t))p(k) = 0.

NS’4 (Критерiй зупинки) (Критерiй завершення обчислень)
Якщо ||u(k+1) − u(k)|| < ε

тодi STOP (u(k+1) – наближення керування)
якщо нi k := k + 1 ; на виконання NS’1.

Рекурсивний метод прогонки використовується тодi, коли є обмеження
на керування.

Подамо теоретичнi основи методу найшвидшого спуску задачi мiнiмi-
зацiї та пов’язану з нею задачi максимiзацiї. Розглянемо задачу мiнiмiза-
цiї функцiї Ψ : U 7→ R у дiйсному просторi Hilbert’a U . Ми припускає-
мо, що U ототожнюється зi спряженим до себе. Використовуватимемо
стандартнi позначення ∇Ψ для Ψ , оскiльки функцiя Ψ залежить тiль-
ки вiд u . Мiнiмiзуючi iтерацiї будуємо за формулою

u(k+1) = u(k) + ρkw
(k), (8.4.7)

де w(k) ∈ U – шуканий напрям, а ρk ∈ R є кроком iтерацiї. Кажемо, що
w ∈ U визначає напрям спуску функцiї Ψ у точцi u ∈ U , якщо iснує
ρ0 > 0 таке, що

Ψ(u+ ρw) < Ψ(u) ∀ρ ∈ (0, ρ0]. (8.4.8)

Припустимо, що градiєнт Ψ є неперервним на U . Тодi w буде напрям-
ком спуску в точцi u ∈ U , якщо виконується нерiвнiсть

(w,∇Ψ(u)) < 0, (8.4.9)

де (·, ·) означає скалярний добуток в U , а через || · || будемо позначати
вiдповiдну йому норму.

Розглянемо питання визначення кроку напряму спуску. Якщо
∇Ψ(u) 6= 0 , то, застосовуючи формулу Taylor’a, одержимо

Ψ(u+ ρw) = Ψ(u) + ρ (w,∇Ψ(u)) + o(ρ).

Якщо w є напрямом спуску в u , тодi виконується (8.4.9) i крок спуску
визначимо, мiнiмiзуючи (w,∇Ψ(u)) . Отож, ми одержимо

min{(w,∇Ψ(u)); ||w|| = 1}. (8.4.10)

Використовуючи нерiвнiсть Schwarz’a

|(w,∇Ψ(u))| 6 ||∇Ψ(u)||,
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одержимо

−||∇Ψ(u)|| 6 |(w,∇Ψ(u))| якщо ||w|| = 1.

Очевидно, що w = −∇Ψ(u)/||∇Ψ(u)|| визначає мiнiмум (8.4.10) i напрям
найшвидшого спуску в u дорiвнює −∇Ψ(u) .

Розглянемо задачу знаходження максимуму Ψ(u) стосовно u ∈ u .
Напрям w , який забезпечує локальне зростання Ψ по u , визначимо
аналогiчно як у випадку спадання функцiї, так:

(w,∇Ψ(u)) > 0. (8.4.11)

Аналогiчно, застосувавши формулу Taylor’a, одержимо

max{(w,∇Ψ(u)); ||w|| = 1} (8.4.12)

максимум зростання Ψ в u . Iз нерiвностi Schwarz’a легко отримаємо

|(w,∇Ψ(u))| 6 ||∇Ψ(u)||, якщо ||w|| = 1.

Очевидно, що w = ∇Ψ(u)/||∇Ψ(u)|| максимiзує (8.4.12). Бiльше того,
напрям локального максимального зростання Ψ в u є ∇Ψ(u) . Отже,
вiдмiннiсть мiж задачею мiнiмiзацiї i максимiзацiї полягає у знаку гра-
дiєнта. Однак обґрунтування збiжностi у методi найшвидшого спуску
складнiше, i важливу роль вiдiграє послiдовнiсть {ρk} кроку iтерацiї
([15, роздiл 2], [42, роздiли 7,8]). Варто зауважити, що можна назвати iн-
шi джерела вивчення задач оптимального керування, де описанi зв’язанi
з ними методи проєкцiї ґрадiєнта. Деякi з таких задач розглянемо у на-
ступних пiдроздiлах.

Повернемося до задачi керування. Розглянемо задачу мiнiмiзацiї

Ψ(u)→ min,

стосовно u ∈ K ⊂ U , де K – замкнута опукла пiдмножина. Доведемо
збiжнiсть методу проєкцiї ґрадiєнта до єдиного оптимального керування,
якщо функцiонал Ψ строго опуклий i достатньо гладкий (ґрадiєнт є не-
перервним) i якщо K є обмеженою множиною або Ψ є коерцетивний
на K ( lim

||u||→∞
Ψ(u) = +∞ ). Якщо керування не є обмеженим, тодi метод

проєкцiї ґрадiєнта є збiжний (див. [15, роздiл 2.1]). У iнших випадках
обґрунтування складнiше [61, 30, 42, 15]. Загалом маємо алгоритм зна-
ходження зростаючих / спадних iтерацiй для функцiї корисностi.

Метод прогонки є наслiдком принципу Понтрягiна. Якщо позначити
u(k+1) = Γu(k) , де Γ – оператор алгоритму, тодi метод iтерацiй з теоре-
ми Banach’a про нерухому точку можна використати для обґрунтування
збiжностi (у випадку обмеженостi Γ ).
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8.4.2. Метод найшвидшого спуску. Приклад

Розглянемо приклад застосування методу найшвидшого спуску, об-
числення ґрадiєнта та подамо вiдповiднi програми. На цьому простому
прикладi продемонструємо ефективнi методи апроксимацiї оптимально-
го керування та порiвняємо апроксимоване керування з точним.

? Приклад 8.4.1. У бiохiмiчнiй реакцiї складова додається зi ста-
лою швидкiстю протягом часового iнтервалу [0, L] (L > 0) ([51, роздiл
III, параграф 1]). Нехай x(t) означає вiдхилення pH рiвня у момент ча-
су t . Ми повиннi контролювати pH баланс, бо вiд цього залежить якiсть
продуктiв. Керування виконується за допомогою концентрацiї u(t) ке-
руючого iнґрадiєнта. Динамiка змiнної x описується такою початковою
задачею {

x′(t) = αx(t) + βu(t), t ∈ (0, L),

x(0) = x0,
(8.4.13)

де α i β – вiдомi додатнi сталi, а x0 є початковим вiдхиленням pH ба-
лансу. Припустимо, що вiдбувається зростання вiдхилення pH балансу
i вiдповiдна змiна pH становить

∫ L
0
x2(t)dt . Припустимо також, що по-

рядок цiни вiдповiдного зусилля u пропорцiональний до u2 . Отож, ця
бiохiмiчна модель зводиться до такої задачi оптимального керування:

1

2

L∫
0

[a(xu(t))2 + u2(t)]dt→ min, (TP)

стосовно u ∈ U = L2(0, L) , де xu є розв’язком (8.4.13) i a додатною
сталою. Варто зазначити, що у цiй задачi немає обмеження на керування.

Задача (TP) є частинним випадком задачi (P1) (пiдроздiл 8.3.1.), де
m = 1 , N = 1 , T = L ,

G(t, u, x) = −1

2
(ax2 + u2),

ϕ(x) = 0,

f(t, u, x) = αx+ βu.
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У нашому випадку

L(u, x) = −1

2

L∫
0

[ax2(t) + u2(t)]dt,

Φ(u) = −1

2

L∫
0

[a(xu(t))2 + u2(t)]dt,

а тому задача (TP) може бути переформульована як задача мiнiмiзацiї

−Φ(u)→ min стосовно u ∈ U.

Для того, щоб викладки методу були зрозумiлими, позначимо через
Ψ(u) функцiонал корисностi вихiдної задачi, тобто

Ψ(u) =
1

2

L∫
0

[a(xu(t))2 + u2(t)]dt,

i тодi задача зводиться до мiнiмiзацiї функцiоналу Ψ

Ψ(u)→ min,

стосовно u ∈ U . Найперше обчислимо ґрадiєнт функцiонала корисностi.
Як вже було вiдзначено, звiдси ми отримаємо необхiднi умови оптималь-
ностi. А це означає, що градiєнт функцiонала корисностi обчислимо за
допомогою спряженої системи (шляхом виключення стану).

Розглянемо двi довiльнi фiксованi функцiї u, v ∈ L2(0, L) . Нехай z
задовольняє таку початкову задачу:{

z′(t) = αz(t) + βv(t), t ∈ (0, L),

z(0) = 0.
(8.4.14)

Запишемо спряжену задачу{
p′(t) = −αp(t) + axu(t), t ∈ (0, L),

p(L) = 0.
(8.4.15)

Для кожного ε ∈ R∗ матимемо

Ψ(u+ εv)−Ψ(u) =

1

2

L∫
0

[
a(xu+εv(t))2 + (u(t) + εv(t))2 − a(xu(t))2 − u2(t)

]
dt.
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Оскiльки задача (8.4.13) є лiнiйна, то неважко записати її розв’язок

xu+εv = xu + εz,

звiдки одержуємо

1

ε
[ψ(u+ εv)−Ψ(u)] =

1

2

L∫
0

[2axu(t)z(t) + εaz2(t) + 2u(t)v(t) + εv2(t)]dt.

Спрямувавши ε до нуля, одержимо

(v,Ψu(u)) =

L∫
0

[axu(t)z(t) + u(t)v(t)]dt, (8.4.16)

де (·, ·) позначено скалярний добуток у L2(0, L) , який обчислюється за
формулою

(g1, g2) =

L∫
0

g1(t)g2(t)dt, g1, g2 ∈ L2(0, L).

Наступним кроком виключимо xu iз (8.4.16). Для цього домножимо ди-
ференцiальне рiвняння (8.4.2) на pu та проiнтегруємо на промiжку [0, L]

L∫
0

z′(t)pu(t)dt =

L∫
0

[αz(t) + βv(t)]pu(t)dt,

звiдки, беручи до уваги z(0) = p(L) = 0 , одержуємо

−
L∫

0

z(t)(pu)′(t)dt =

L∫
0

[αz(t) + βv(t)]pu(t)dt.

Iз (8.4.14) i (8.4.15) випливає

−
L∫

0

z(t)[−αpu(t) + axu(t)]dt =

L∫
0

[αz(t) + βv(t)]pu(t)dt,

а отже,
L∫

0

axu(t)z(t)dt = −
L∫

0

βv(t)pu(t)dt. (8.4.17)
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Iз (8.4.17) та (8.4.16) одержимо

(v,Ψu(u)) =

L∫
0

v(t)[u(t)− βpu(t)]dt.

Остання рiвнiсть справджується для кожної функцiї v ∈ L2(0, L) . Звiдси
робимо висновок, що

Ψu(u) = u− βpu. (8.4.18)

Якщо u∗ є оптимальним керуванням задачi (TP), тодi

Ψu(u
∗) = u∗ − βpu∗ ,

де p є розв’язок задачi (8.4.15), який вiдповiдає u := u∗ .
Отже, пiдводячи пiдсумок, подамо алгоритм ґрадiєнтного методу, в

якому використовуємо −Ψu(u) як напрям найшвидшого спуску при ке-
руваннi u .

Алгоритм методу найшвидшого спуску розв’язування задачi
(TP)

S0: Виберемо u(0) ∈ U .
Приймаємо k := 0 .

S1: Обчислимо розв’язок x(k) задачi (8.4.13), в якiй замiсть u пiдста-
вимо u(k) {

x′(t) = αx(t) + βu(k)(t), t ∈ (0, L),

x(0) = x0.

S2: Обчислимо розв’язок p(k) задачi (8.4.15), в якiй замiнимо xu на
x(k) {

p′(t) = −αp(t) + ax(k)(t), t ∈ (0, L),

p(L) = 0.

S3: Обчислимо ґрадiєнт w(k) за формулою (8.4.18)

w(k) := Ψu(u
(k)) = u(k) − βp(k).

S4: Обчислимо крок iтерацiї ρk iз спiввiдношення

Ψ(u(k) − ρkw(k)) = min
ρ>0
{Ψ(u(k) − ρw(k))}.
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S5: Обчислимо значення керування на наступному iтерацiйному кроцi

u(k+1) := u(k) − ρkw(k).

S6: (Критерiй закiнчення iтерацiйного процесу)
Якщо ‖u(k+1) − u(k)‖ < ε ,

тодi закiнчити iтерацiйний процес (u(k+1) – наближене
значення керування);

в противному випадку k := k + 1 i повторюємо iтера-
цiйний цикл iз S1.

На кроцi S6 використовується дискретна норма, а ε є точнiстю набли-
ження. Нижче доведемо, що критерiй зупинки iтерацiйного обчислення
можна використати на практицi.

З метою практичного застосування дамо декiлька коментарiв. У ба-
гатьох задачах на керування накладаються певнi обмеження; наприклад,
u ∈ K ⊂ U , де K – замкнена опукла пiдмножина. У цьому випадку мо-
же бути використаний метод проєкцiї ґрадiєнта (див. напр., [15, роздiл
2.5]). Наприклад, використовуючи алгоритм Uzawa, формула на кроцi
S4 має вигляд

Ψ(PK(u(k) − ρkw(k))) = min
ρ>0
{Ψ(PK(u(k) − ρw(k)))},

де PK : U → K означає проєкцiю оператора (див. напр., [15, роздiл
2.4]). Тодi формула на кроцi S5 iтерацiйного процесу, вiдповiдно, набуває
вигляду

u(k+1) := PK(u(k) − ρkw(k)).

Щоб можна було застосувати вищезазначенi поправки в алгоритмi, ми
повиннi подати формулу для обчислення PK з метою їх застосування у
разi написання програми. Наприклад, зазвичай обмеження на керування
задається у виглядi

|u(t)| 6M для майже всiх t ∈ (0, L)

(K = {w ∈ L2(0, L); |w(t)| 6 M для майже всiх t ∈ (0, L)}) . У цьому
випадку маємо PK : L2(0, L)→ K ,

PK(u)(t) = Proj(u(t)) для майже всiх t ∈ (0, L),

де

Proj(w) =


w, якщо −M 6 w 6M,

−M, якщо w < −M,

M, якщо w > M.
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Звiдси останню формулу використаємо для визначення функцiї у сере-
довищi MatLabr

function y=Proj(u)
global M
y=u;

if u<-M
y=-M;

end
if u>M
y=M ;

end
end

Перейдемо до написання програми чисельного розв’язання задачi оп-
тимального керування методом проєкцiї ґрадiєнта, описаного вище. Щоб
програма була зрозумiлiша, ми програму подiлимо на частини, кожна з
яких обчислює певнi кроки алгоритму. Загалом програма є конкатенацi-
єю (об’єднанням) частин.

Найперше зауважимо, що часовий iнтервал розiб’ємо сiткою вузлiв
так:

ti = (i− 1)h, i = 1, 2, . . . , n,

де

h =
L

n− 1
.

Використаємо такi iдентифiкатори для позначення векторiв

uold для u(k) , unew для u(k+1) .

Розпочнемо з частини першої PART 1, у якiй зазвичай вводяться почат-
ковi данi, вхiднi параметри, а також крок S0 алгоритму. Виберемо за
початкове значення керування u(0)(t) деяку сталу, а це означає, що де-
якi вхiднi параметри будуть визначенi пiзнiше.

% file CONT0.m
% Optimal control for the pH in a (bio)chemical reaction
% gradient algorithm with Armijo method for the
% steplength rho
% ===========
% PART 1
% ===========
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clear
global alf bet ind uold
global u
global x
L=input(’final time: ’);
alf=input(’alpha: ’); % alpha
bet=input(’beta: ’); % beta
a=input(’a: ’);
x0=input(’x(0): ’);
h=input(’h: ’); % time grid step
t=0:h:L; % time grid
t=t’; % change to column vector
n=length(t);
x=zeros(n,1); % state vector
x1=zeros(n,1); % state vector to be used for rho loop

% (Armijo method)
p=zeros(n,1); % adjoint state vector
uold=zeros(n,1); % control vector corresponding to uˆ(k)
unew=zeros(n,1); % control vector corresponding to uˆ(k+1)
u=zeros(n,1); % control vector to be used for rho loop

% (Armijo method)
% S0: control initialization
u0=input(’u0: ’);
for i=1:n
uold(i)=u0;
end
disp(’enter control data’);
eps=input(’precision: ’); % precision epsilon for the

% gradient algorithm
maxit=input(’maxiter: ’); % max. no. iterations –

% gradient algorithm
disp(’RO data’);
roin=input(’RO: ’); % initial value for gradient

% steplength rho
bro=input(’b for RO: ’); % b parameter for rho loop
eps1=input(’precision for RO: ’); % precision epsilon_1 for

% steplength rho
maxro=input(’max for RO: ’); % max. no. of iterations –

% rho loop
ro=roin; % initialization of steplength rho
flag1=0; % convergence indicator for gradient algorithm
ii=0; % index for gradient values
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Значення flag1 означає:

0 – якщо не досягнуто заданої точностi;

1 – точнiсть обчислення досягнута.

Змiнна ii зберiгає iндекси вектора grad, якому присвоюється обчислений
ґрадiєнт Ψu(u

(k)) при обчисленнi наступних iтерацiй. Цей вектор мiстить
компоненти пiсля їх обчислення на кожному кроцi iтерацiї. Перейдемо
до написання другої частини програми.

% ===========
% PART 2
% ===========
% gradient loop starts
for iter=1:maxit
iter
% S1: solve the state equation for x(t) by

%Runge–Kutta method
x(1)=x0; % the initial condition
for i=1:n-1
ind=i; % ind is a global index variable used by the

% rhs of system

x(i+1)=RK41(x(i),t(i));
end
disp(’SE solved’);
if iter == 1
Q=a*x.ˆ2 + uold.ˆ2;
temp=trapz(t,Q);
cvold=temp/2
cost(1)=cvold; % store the value of the cost functional
jj=1; end

Задача (8.4.13) розв’язується стандартним методом Runge-Kutta по-
рядку 4 (див. пiдроздiл 6.3.). Для знаходження наближеного розв’язку не
використовуємо функцiю ode, бо ускладнюється обчислення керування
u . Застосовуючи внутрiшню функцiю ode, MatLabr повертає вiдразу
розв’язок на розглядуваному часовому iнтервалi, а нам потрiбне значе-
ння вектора у момент часу t . Тому, як зазначено вище, ми безпосередньо
будуємо процедуру обчислення розв’язку методом Runge-Kutta i ввели
глобальну змiнну ind i вiдповiдне значення uold(ind). Визначимо функцiю
RK41.m, за допомогою якої обчислюємо методом Runge-Kutta
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function yout=RK41(x,t)
global h
tm=t+h/2;
k1=h*F1(t,x);
k2=h*F1(tm,x+k1/2);
k3=h*F1(tm,x+k2/2);
k4=h*F1(t+h,x+k3);
yout=x+(k1+k4+2.0*(k2+k3))/6.0;

end

Функцiя F1.m, яка використовується у RK41.m, визначається так:

function yout=F1(t,x)
global alf bet ind
global uold
yout=alf*x+bet*uold(ind);

end

Отже, при iter=1 обчислюємо значення функцiонала корисностi, ви-
користовуючи функцiю trapz, i результат присвоюємо cvold та cost(1).
Змiнна jj дорiвнює iндексу вектора cost, який зберiгає значення функцi-
онала корисностi Ψ(u(k)) для наступних iтерацiй. Пiсля кожного кроку
iтерацiї цьому вектору присвоюються обчисленi компоненти.

Перейдемо до етапу S2 алгоритму. Для знаходження розв’язку дво-
їстої задачi (8.4.15) застосуємо стандартний метод Runge-Kutta порядку
4. Вiн вiдрiзняється вiд попереднього випадку тiльки тим, що пiд час
обчислення змiнюється напрям змiни t вiд L до 0. Обчислимо ґрадiєнт
за допомогою процедури:

% ===========
% PART 3
% ===========
% S2 : solve adjoint equation for p(t):
p(n)=0;
for j=1:n-1
i=n-j;
ip1=i+1;
ind=ip1;
p(i)=RK43SM(p(ip1),t(ip1));

end
disp(’AE solved’);
% S3: compute the gradient
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w=uold-bet*p;
disp(’GRADIENT COMPUTED’);

Скрипт функцiї RK43, яка проводить обчислення за методом Runge-
Kutta у зворотному за часом напрямi, такий:

function yout=RK43(q,t)
global h
h1=-h;
tm=t+h1/2;
k1=h1*F3(t,q);
k2=h1*F3(tm,q+k1/2);
k3=h1*F3(tm,q+k2/2);
k4=h1*F3(t+h1,q+k3);
yout=q+(k1+k4+2.0*(k2+k3))/6.0;

end

Функцiя F3.m визначається так:

function yout = F3(t,p)
global alf bet ind
global a
global x
yout=a*x(ind)-alf*p;

end

Перш нiж перейти до наступного кроку S4, обговоримо критерiй зу-
пинки алгоритму. Один iз них описаний на етапi S6, але замiнимо його
на один iз таких:

• SC1 : ‖Ψu(u
(k))‖ < ε ;

• SC2 : ‖Ψ(u(k+1))−Ψu(u
(k))‖ < ε ;

• SC3 : ‖u(k+1) − u(k)‖ < ε ;

• SC4 : ρk < ε1 .

Зауважимо, що SC1 i SC3 еквiвалентнi, оскiльки

‖u(k+1) − u(k)‖ = ρk‖Ψu(u
(k))‖.

Iз тестування умови SC4 випливає, що iтерацiйний крок ρ дуже малий
i у пiдсумку чисельно не вдається отримати спуску у напрямi −w(k) ,
де w(k) = Ψu(u

(k)) . Однак можна довести, що критерiй SC4 чисель-
но еквiвалентний SC2. Iдея процедури полягає у тому, щоб зупинити її
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виконання, коли буде виконуватися один iз критерiїв. Iншими словами,
якщо матимемо обчислений ґрадiєнт Ψu(u

(k)) , тодi можемо застосувати
критерiй SC1 i продовжити виконання програми за допомогою такого
сценарiю:

% ===========
% PART 4
% ===========
normg=sqrt(sum(w.ˆ2)) % compute the gradient norm
ii=ii+1;
grad(ii)=normg;
% verify SC1
if normg < eps
disp(’CONVERGENCE by GRADIENT’)
flag1=1;
break

end
Опишемо виконання частини PART 4 програми, визначеної вище. Як-

що виконується критерiй зупинки (тобто normg<eps), тодi iндикатору
збiжностi flag1 присвоюється значення 1 i виконується безумовна iн-
струкцiя break, яка зупиняє iтерацiйний цикл, що починається у частинi
PART 2 програми командою for iter=1:maxit. Перейдемо зараз до кроку
S5 алгоритму як одного з найскладнiших, внаслiдок виконання якого
обчислюється крок ρk . Формулою, яка записана в S5, користуватися не-
зручно, позаяк зазвичай не можна обчислити мiнiмуму. Тому ми не бу-
демо обчислювати точного мiнiмуму, розглянемо апроксимацiйний алго-
ритм, який називають методом Armijo (детальнiше див. [14], [15, роздiл
2.3], [61, додаток C.2]). Отже, маємо обчислене значення Ψ(u(k)) . Остан-
нє обчислене значення кроку ρ дорiвнює ρk−1 . Також вiдома величина
параметра b ∈ (0.5, 0.8) , яка є наближенням ρ (вводиться у програмi
командою input i присвоюється змiннiй bro). Також треба наголосити у
позначеннi Ψ(u) = ψ(u, xu) важливiсть залежностi вiд траєкторiї x . Тут

ψ(u, xu) =
1

2

L∫
0

[ax2(t) + u2(t)]dt.

Метод Armijo визначення кроку iтерацiї

• A0: Приймемо ρ̄ := ρk−1 .

• A1: u := u(k) − ρ̄w(k) .
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• A2: Обчислимо розв’язок x1 початкової задачi, пiдставивши обчи-
слене значення u{

x′1(t) = αx(t) + βu(t), t ∈ (0, L),

x1(0) = x0,

• A3: Обчислимо ψ(u, x1) .

• A4: (Критерiй зупинки)
Якщо правильно ψ(u, x1) > ψ(u(k), x(k))

тодi ρ̄ := bρ̄ ; перейти на A1
у противному випадку ρk := ρ̄ ; ЗУПИНКА алгоритму.

Значення ρk використовується на етапi S5 алгоритму спуску i на наступ-
ному кроцi iтерацiї використовується значення ρ̄ . У програмi вiдповiднi
змiннi позначенi так:

• ρk−1 = ro;

• ρ̄ = robar;

• u = u;

• x1 = x1;

• ψ(u(k), x(k)) = cvold;

• ψ(u, x1) = cv;

• b = bro;

• ρk=ro (актуалiзоване значення ρk ).

Виконання циклу методу Armijo контролюється оператором for стосовно
змiнної count та iндикатором зупинки flag2. Змiнна flag2 може набувати
двох значень, якi означають таке:

0 – точнiсть при обчисленнi за алгоритмом Armijo не досягнута;

1 – точнiсть при обчисленнi за алгоритмом Armijo досягнута.

Тодi ця частина програми набуває вигляду:
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% ===========
% PART 5
% ===========
% S4 : FIT RO
robar=ro;
flag2=0;
flag3=0;
% start loop to fit ro
for count=1:maxro
count
u=uold-robar*w;
% solve state equation for input u and get state x1
x1(1)=x0;
for j=1:n-1
ind=j;
x1(j+1)=RK42(x1(j),t(j));

end
% test for SC4
if robar < eps1
flag3=1;
break % leave loop for count ...

end
% compute current cost value and test barrho
Q1=a*x1.ˆ2 + u.ˆ2;
temp=trapz(t,Q1);
cv=temp/2;
if cv >=cvold % no decrease of cost for minimization
robar=bro*robar

else
flag2=1;
break % leave loop for count ...

end
end % for count

Розв’язок задачi (8.4.13), який залежить вiд керування u , обчислює-
ться аналогiчно, як вище, тiльки з незначними вiдмiнностями, якi ство-
рюють труднощi у написаннi програми. Керування u ми присвоюємо
змiннiй uold. Тому пiд час написання програми замiсть RK41 використо-
вуємо RK42. Функцiя RK42 вiдрiзняється вiд RK41 тим, що замiсть F1
використовуємо F2, яка визначена нижче:
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function yout=F2(t,x)
global alf bet ind
global u
yout=alf*x+bet*u(ind);

end

Отже, стосовно циклу зi змiнною count, пiдведемо пiдсумки i з’ясуємо
як працює алгоритм. Якщо flag2=1, тодi алгоритм Armijo завершується
i ми отримуємо нове значення функцiонала корисностi (яке присвоює-
ться змiннiй cvnew). Згiдно з критерiєм SC4 також завершується цикл,
оскiльки ρ̄ < ε1 i flag3=1. У цьому випадку значення u(k) наближене до
оптимального i у зовнiшньому циклi for iter ... значення flag3 викликає
зупинку виконання програми. На наступному кроцi також перевiряємо
критерiй закiнчення програми SC2 та SC3. У противному випадку ґра-
дiєнтний алгоритм буде неправильний, оскiльки крок iтерацiї ρk не буде
обчислений алгоритмом Armijo. Вiдповiдна частина програми має такий
вигляд:

% ===========
% PART 6
% ===========
if flag3 == 1
disp(’CONVERGENCE BY RO’)
break % leave loop for iter ...(SC4 satisfied)

end
if flag2==1
cvnew=cv
jj=jj+1;
cost(jj)=cvnew;
unew=u;
ro=robar;
% verify SC2
if abs(cvnew-cvold) < eps
disp(’CONVERGENCE by COST’)
flag1=1;
break % leave the loop for iter ...(SC2 satisfied)

end
% verify SC3
d=uold-unew;
dif=sqrt(sum(d.ˆ2));
if dif<eps
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disp(’CONVERGENCE by CONTROL’)
flag1=1;
break % leave the loop for iter ...(SC3 satisfied)

end
else
error(’NO CONVERGENCE FOR RO’) % STOP PROGRAM

end

I накiнець остання частина програми, в якiй завершується виконання
алгоритму та повернення результатiв обчислення у виглядi графiкiв та
обчислених величин:

% ===========
% PART 7
% ===========
% prepare a new iteration
uold=unew;
cvold=cvnew;
% x=x1; to be introduced in the final version below

end % for iter start in PART 2
if (flag1==1)|(flag3==1) % | means logical or
plot(t,unew,’*’);grid
xlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {u(t)}}’,’FontSize’,16)
figure(2)
plot(t,x1,’r*’);grid
xlabel(’ \it { \bf {t}}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \it { \bf {x(t)}}’,’FontSize’,16)

else
error(’NO CONVERGENCE FOR DESCENT METHOD’)

end
grad=grad’;
cost=cost’;
save grad.txt grad -ascii % save vector grad into

% file grad.txt
save cost.txt cost -ascii % save vector cost into

% file cost.txt
disp(’END OF JOB’)

Отже, програма завершена. Займемося тепер полiпшенням програми,
зробивши її бiльш швидкодiйною. Зауважимо, що у циклi методу Armijo
(for count ...) обчислюється значення пари [u, x1] та вiдповiдне значе-
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ння функцiонала корисностi. У випадку, коли досягається точнiсть, тодi
змiнна flag2 набуває значення 1 i у пiдсумку одержуємо послiдовнiсть:

if flag2==1
cvnew=cv;
...
unew=u;
...

end

Якщо зовнiшнiй цикл ґрадiєнтного методу (for iter ...) не закiнчуються,
оскiльки не досягнута точнiсть обчислень, тодi запишемо таку iтерацiю:

uold=unew;
cvold=cvnew;

Нова iтерацiя починається з обчислення uold як розв’язку (8.4.13) (крок
S1). Очевидно, що ми знаходимо розв’язок x1 для значення u . Звiд-
си випливає, що немає бiльше необхiдностi розв’язувати задачу (8.4.13).
Прийнявши це до уваги, вiдповiдний промiжок програми змодифiкуємо
так:

for iter=1:maxit
iter
if iter==1
% S1 : solve problem for x by Runge–Kutta method
...
jj=1;

end
...
uold=unew;
cvold=cvnew;

x=x1;
end % for iter

У файлi CONTO0.m виконаємо двi модифiкацiї, а саме:

– у програму, починаючи вiд if iter==1, впишемо послiдовнiсть ко-
манд розв’язування задачi (8.4.13);

– впишемо також присвоєння x=x1; на останнiй позицiї послiдовностi
команд програми for iter ....

Звернемо увагу, що пiсля такої модифiкацiї програма матиме чотири
критерiї її завершення (вiд SC1 до SC4). Пiд час тестування програми



8.4. Оптимальне керування. Ґрадiєнтний метод 283

спочатку виконаємо її з усiма критерiями. Якщо у результатi виконання
програми буде досягнута точнiсть, тодi почергово виключатимемо кри-
терiї (чи заново вводити), щоб з’ясувати, який iз алгоритмiв найлiпший.

Перший чисельний тест виконаємо для таких значень: L = 1 , α = 2 ,
β = 0.7 , a = 3 . Виконання програми розглянемо за таких значень чи-
слових параметрiв моделi: h = 0.001 ; початкове значення ρ (roinit) до-
рiвнює 1; максимальна кiлькiсть iтерацiй у методi Armijo (maxro) дорiв-
нює 20; коефiцiєнт b (bro) дорiвнює 0.55. Точнiсть для зупинки програми
ε = ε1 = 0.001 . Якщо у задачi (8.4.13) приймемо за x0 = 0 , то отрима-
ємо для оптимальної пари (u∗, x∗) , що u∗ = 0 , x∗ = 0 для t ∈ [0, L] .
Очевидно, що оптимальне значення також дорiвнює нулю. Як вже зазна-
чалося у пiдроздiлi 8.4.1., алгоритм є збiжним до оптимального керува-
ння (до оптимальної пари), бо функцiонал корисностi строго увiгнутий.
У кожному з цих випадкiв поведiнка програми може бути досить цiка-
вою. Вибравши початкове наближення оптимального керування u0 = 10
на першому кроцi iтерацiї [u(0), x(0)] , буде сильно вiдрiзнятися вiд опти-
мальної пари. Програма чисельно збiжна до оптимальної пари. Збiжнiсть
отримаємо так:

– SC1 (критерiй корисностi), пiсля 15 iтерацiї;

– SC2 (критерiй керування), пiсля 31 iтерацiї;

– SC3 (ґрадiєнтний критерiй), пiсля 34 iтерацiї.

Значення функцiонала корисностi пiсля 34 iтерацiй становить 2.984 ×
10−10 .

Проведемо такий чисельний тест програми з такими самими значе-
ннями вхiдних параметрiв, тiльки за початкове наближення керування
приймемо u0 = 25 . Збiжнiсть буде досягнута за рiзних критерiїв так:

– SC1 (критерiй корисностi), пiсля 17 iтерацiї;

– SC2 (критерiй керування), пiсля 34 iтерацiї;

– SC3 (ґрадiєнтний критерiй), пiсля 37 iтерацiї.

Наближене значення функцiонала корисностi пiсля 37 крокiв дорiвню-
ватиме 1.92× 10−10 . Звiдси можна зробити такi висновки.

– Для обчислення оптимальної пари потрiбна велика кiлькiсть iтера-
цiй.

– При рiзних критерiях збiжностi для досягнення вiдповiдної точнос-
тi обчислення необхiдна рiзна кiлькiсть крокiв iтерацiї.
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– Для u0 = 25 треба бiльше iтерацiї.

– На рис. 8.23 зображено графiк оптимального керування для ви-
падку u0 = 25 .

Рис. 8.23. Оптимальне керування у випадку x0 = 0

Щоб дослiдити швидкiсть збiжностi до нуля алгоритму, проведемо
чисельний експеримент при значеннях u0 = 10 та x0 = 0 . Результати є
такими:

iteration cost
1 197.1929
2 82.1698
3 34.2942
4 14.3325
5 6.0014
6 2.5172
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7 1.0583
8 0.4458
9 0.1883
10 0.0798
11 0.0339
12 0.0144
13 0.0062
14 0.0027
15 0.0011
16 0.0005

У наступному чисельному експериментi приймемо x(0) = 2 та u0 =
5 . Збiжнiсть алгоритму досягнемо пiсля 15 iтерацiї. Графiк керування у
цьому випадку зображено на рис. 8.24.

Рис. 8.24. Оптимальне керування у випадку x0 = 2

Зауважимо, що оптимальне керування можна обчислити за допомо-
гою принципу максимуму. Нехай (u∗, x∗) – оптимальна пара i, вiдповiд-
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но, спряжений стан p∗ . Тому x∗ i p∗ є розв’язками таких задач:{
(x∗)′(t) = αx∗(t) + βu∗(t), t ∈ (0, L),

x∗(0) = x0,
(8.4.19)

{
(p∗)′(t) = −αp∗(t) + ax∗(t), t ∈ (0, L),

p∗(L) = 0.

Крiм того, справедлива рiвнiсть

βp∗(t) = u∗(t) для майже всiх t ∈ (0, L).

Це означає, що u∗ можна ототожнити (у L2(0, L) ) з абсолютно непе-
рервною функцiєю βp∗ . Отож, пiдставимо u∗ замiсть βp∗{

(u∗)′(t) = −αu∗(t) + aβx∗(t), t ∈ (0, L),

u∗(L) = 0,
(8.4.20)

звiдки одержимо

x∗ =
1

aβ
((u∗)′ + αu∗).

Виключивши iз (8.4.19) i (8.4.20) x∗ , одержимо для u∗ задачу
(u∗)′(t)− (α2 + aβ2)u∗(t) = 0, t ∈ (0, L),

(u∗)′(0) + αu∗(0) = aβx0,

u∗(L) = 0.

Розв’язок цiєї задачi записується у явному виглядi

u∗(t) = c1e
rt + c2e

−rt для майже всiх t ∈ (0, L), (8.4.21)

де r =
√
α2 + aβ2 i 

c1 =
aβx0

(r + a) + (r − α)e2rL
,

c2 = − aβx0e
2rL

(r + a) + (r − α)e2rL
.

Вiзьмемо значення параметрiв такi ж як у останньому чисельному експе-
риментi. Якщо обчислити графiк оптимального керування за формулою
(8.4.21) та порiвняти його з наближеним розв’язком, то цi обидва графiки
накладуться.
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8.4.3. Керування запасами

У цьому пунктi дослiдимо задачу керування запасами та знайдемо
оптимальну стратегiю.

Розглянемо фiрму, яка має контракт на постачання продукцiї у зада-
ному iнтервалi часу [0, T ] (T > 0 ). Вiдповiдно до контракту, план поста-
чання описується вiдомою кусково неперервною функцiєю g : [0, T ] →
R+ . Функцiя g(t) визначає об’єм продукцiї, що постачається у момент
часу t . Через u(t) позначимо об’єм продукцiї, що виготовляє фiрма у
момент часу t i через x(t) ї ї запаси. Змiну запасiв можна описати такою
задачею: {

x′(t) = u(t)− g(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0 ∈ R.
(8.4.22)

Об’єм запасiв у момент часу t визначається як розв’язок задачi
(8.4.22) i записується за допомоги формули

x(t) = x0 +

t∫
0

[u(s)− g(s)]ds.

• Якщо x(t) > 0 , то в момент часу t постачання не вiдтермiновує-
ться.

• Якщо x(t) > 0 , то фiрма збiльшує свої запаси.

• Якщо x(t) < 0 , то вiдбувається вiдтермiнування постачання у мо-
мент часу t . Фiрма постачає продукцiю обсягом |x(t)| .

Уведемо функцiю ψ(x) , яка описує кошти утримування запасiв або
штраф за невчасне постачання. Точнiше, ψ(x) = цiнi утримування запа-
су у випадку x > 0 i ψ(x) = величинi штрафу за несвоєчасне постачання
у випадку x < 0 . Функцiя ψ записується у виглядi

ψ(x) =

{
c1x

2, x > 0,

c2x
2, x < 0,

(8.4.23)

де c1 > 0 i c2 > 0 . Наприклад, якщо приймемо c1 = 0.001 i c2 =
0.003 , то графiк функцiї ψ(x) на промiжку [−10, 10] зображено на рис.
??. Значення параметрiв означають, що вiдтермiнування у постачаннi
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є коштовнiше за складування. Якщо за a > 0 прийняти цiну одиницi
продукцiї, то загальний кошт фiрми визначається так:

Φ(u) =

T∫
0

[au(t) + ψ(xu(t))]dt,

де xu є розв’язком задачi (8.4.22). Отже, задача оптимального керування
полягає у мiнiмiзацiї корисностi

T∫
0

[au(t) + ψ(xu(t))]dt→ min, (PS)

стосовно u ∈ K = {w ∈ L2(0, T ) : u1 6 u(t) 6 u2 для майже всiх t ∈
(0, T )} , де u1, u2 ∈ R , 0 6 u1 < u2 . Обмеження на керування означає,
що обсяг виробництва продукцiї обмежений. Крiм того, очевидно, що

u1 6 g(t) 6 u2, t ∈ [0, T ].

Задача (PS) еквiвалентна такiй:

−Φ(u)→ max, (PS′)

стосовно u ∈ K .
Для кожної довiльної функцiї u ∈ U = L2(0, T ) розглянемо pu (спря-

жений стан) як розв’язок задачi{
p′(t) = −ψ′(xu(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = 0.
(8.4.24)

Обчислимо ґрадiєнт функцiонала корисностi. Для довiльних u, v ∈ U та
ε ∈ R∗ справджується рiвнiсть

1

ε
[Φ(u+ ε)− Φ(u)] =

T∫
0

1

ε
[ψ(xu+εv(t))− ψ(xu(t))]dt+ a

T∫
0

v(t)dt. (8.4.25)

Нехай z є розв’язком задачi{
z′(t) = v(t), t ∈ (0, T ),

z(0) = 0.
(8.4.26)
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У пiдроздiлах 8.3.2. i 8.3.3. доведено, що

xu+εv → xu у C([0, T ]),

а також
xu+εv − xu

ε
→ z у C([0, T ]),

при ε→ 0 . Виконавши граничний перехiд у (8.4.25), одержимо

(v,Φu(u))L2(0,T ) = a

T∫
0

v(t)dt+

T∫
0

ψ′(xu(t))z(t)dt. (8.4.27)

Домножимо рiвняння (8.4.24) на z та проiнтегруємо на промiжку [0, T ] .
Пiсля чого одержимо

T∫
0

(pu)′(t)z(t)dt = −
T∫

0

ψ′(xu(t))z(t)dt.

Проiнтегруємо злiва частинами та використавши (8.4.24) i (8.4.26), одер-
жимо

T∫
0

ψ′(xu(t))z(t)dt =

T∫
0

puv(t)dt.

Тодi (8.4.27) запишеться у виглядi

(v,Φu(u))L2(0,T ) =

T∫
0

v(t)[pu(t) + a]dt.

На пiдставi того, що v ∈ L2(0, T ) довiльна функцiя, з останньої рiвностi
одержимо

Φu(u) = pu + a. (8.4.28)

Отож, тепер можемо написати алгоритм методу спуску знаходження
розв’язку задачi (PS), використавши −Φu(u) як напрям ґрадiєнта за
такого керування u . Оскiльки на керування накладенi умови, то скори-
стаємося методом проєкцiї ґрадiєнта (алгоритм Uzawa).
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Алгоритм методу ґрадiєнта для задачi (PS)

S0: Виберемо нульове наближення u(0) ∈ K .
Приймемо j := 0 .

S1: Обчислимо розв’язок x(j) задачi (8.4.22), пiдставивши u(j) замiсть
u : {

x′(t) = u(j)(t)− g(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.

S2: Обчислимо розв’язок p(j) задачi (8.4.24), до якої замiсть x пiдста-
вимо обчислене наближення x(j){

p′(t) = −ψ′(x(j)(t)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = 0.

S3: Обчислимо наближення напряму ґрадiєнта w(j) за допомогою фор-
мули (8.4.28)

w(j) := Φu(u
(j)) = p(j) + a.

S4: (Критерiй закiнчення алгоритму)
Якщо виконується умова: ‖Φu(u

(j))‖ < ε ,
тодi STOP (u(j) є наближенням керування);
якщо умова не виконується, тодi перехiд на S5.

S5: Обчислити крок ρj iз умови

Φ(PK(u(j) − ρjw(j))) = min
ρ>0

Φ(PK(u(j) − ρw(j))).

S6: Обчислити наближення керування u(j+1) :

u(j+1) := PK(u(j) − ρjw(j));

присвоїти j := j + 1 ; перехiд на S1.

Оператор проєктування PK : L2(0, T ) → K поточково стосовно t , а
саме

PK(u)(t) = Proj(u(t)) для майже всiх t ∈ (0, T ),

де

Proj (w) =


w, якщо u1 6 w 6 u2,

u1, якщо w < u1,

u2, якщо u2 < w.
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Як зазначалось у пiдроздiлi 8.4.2., для зупинки алгоритму можна ви-
користати рiзнi критерiї (вiд SC1 до SC4). У згаданих пiдроздiлах кон-
цептуально описано алгоритм iз використанням SC2. У цьому випадку
скористаємося критерiєм SC1, позаяк його можна вписати у рiзних мiс-
цях алгоритму. У програмi будуть використанi критерiї SC2 та SC4.
Сама структура програми повнiстю аналогiчна до вiдповiдної програми,
написаної у пiдроздiлi 8.4.2. Розглянемо тiльки тi мiсця програми, якими
вони вiдрiзняються. Задекларуємо глобальнi змiннi: ind, L2, c1, c2, u1, u2,
g1, g2, g3, g4, h, uold, u, x. Тут L – кiнцевий момент часу T i

L2=L/2;% the midinterval for function g

На наступному кроцi впровадимо вiдповiднi данi. Для чисельних експе-
риментiв приймемо

g(t) =

{
g1t+ g2, t ∈ [0, T/2],

g3 − g4t t ∈ (T/2, T ].

Прийнявши

g1 = g4 =
2

T
(u2 − u1), g2 = u1, g3 = 2u2 − u1,

функцiя g(t) задовольняє обмеження u1 6 g(t) 6 u2 . Крiм того, g не-
перервна на [0, T ] та g(0) = g(T ) = u1 , g(T/2) = u2 . Це вiдповiдний
план постачання для фiрми. У програмi змiнна L означає T та, крiм
того, введемо позначення L2 = L/2 .

Продовжимо модифiкацiю програми, використовуючи подiл на ча-
стини як у пiдроздiлi 8.4.2.. Використовуючи вище згадану програму та
вiдповiднi допомiжнi функцiї, якi належить модифiкувати, будемо нада-
вати їм змiненi змiстовнi назви, а саме, доповнимо назви лiтерами SM,
що означає ”Stock Management”. Частину PART 2 програми CONT0.m за-
пишемо так:

===========
PART 2
===========
%gradient loop starts
for iter=1:maxit
iter
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if iter==1
%S1 : solve IVP for x by RK4 method
x(1)=x0;
for i=1:n-1
ind=i;
x(i+1)=RK41SM(x(i),t(i));

end
disp(’State Problem solved’);
for i=1:n
z(i)=f(x(i)); % function f stands for psi

end
Q=a*uold+z;
temp=trapz(t,Q);
cvold=temp
cost(1)=cvold;
jj=1;

end % end if

m-файл RK41SM.m залишається незмiнним, тодi як функцiю F1.m не-
обхiдно змiнити, бо рiвняння траєкторiї x вiдрiзняється вiд вiдповiдного
рiвняння з пiдроздiлу 8.4.2. Функцiя-файл F1SM.m записується у виглядi

function yout=F1SM(t,x)
global ind
global uold
yout=uold(ind)-g(t);

end

Визначимо тепер функцiю g у середовищi MatLabr за допомогою g.m
так:

function y=g(t)
global L2
global g1 g2 g3 g4
if t<=L2
y=g1*t+g2;

else
y=g3-g4*t;

end

Функцiю-файл f.m для обчислення функцiї ψ у машинному кодi
MatLabr визначимо так
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function y=f(x)
global c1 c2
temp=x*x;
if x>=0
y=c1*temp;

else
y=c2*temp;

end

PART 3 програми залишається без змiн за винятком формули для ви-
значення ґрадiєнта. Вiдповiдне мiсце у програмi запишемо так:

% S3: compute the gradient
w=p+a;
disp(’GRADIENT COMPUTED’);

Спряжене рiвняння також вiдрiзняється вiд вiдповiдного рiвняння, вико-
ристаного у пiдроздiлi 8.4.2., тому функцiя F3SM.m iз RK43SM.m, набуде
вигляду:

function yout=F3SM(t,p)
global ind
global x
yout=-fder(x(ind));
end

Тепер треба визначити функцiю fder.m, яка є похiдною ψ згiдно з фор-
мулою (8.4.23)

function y=derf(x)
global c1 c2
if x>=0
y=2*c1*x;

else
y=2*c2*x;

end
end

PART 4 програми залишається без змiн (застосовується тест SC1).
Позаяк для мiнiмiзацiї функцiонала використовується метод проєкцiї
ґрадiєнта, тому треба внести змiни у PART 5. Обчислення промiжно-
го значення керування виконуємо за допомогою процедури
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for count=1:maxro
count
for i=1:n
temp=uold(i)-robar*w(i);
u(i)=Proj(temp);

end

Функцiю Proj.m, за допомогою якої обчислюється оператор проєктуван-
ня, визначимо так:

function y=Proj(u)
global u1 u2
y=u;
if u<u1
y=u1;

end
if u>u2
y=u2;

end
end

Функцiя RK42SM.m така ж як i RK42.m, за винятком F2, яку необ-
хiдно замiнити на F2SM (формула обчислення Runge-Kutta та сама), де
F2SM.m визначається так:

function yout=F2SM(t,x)
global ind
global u
yout=u(ind)-g(t);

end
Ще одна змiна у PART 5 вiдповiдає обчисленню вектора траєкторiї

x1, який використовується при визначеннi вектора керування u та вiдпо-
вiдного значення функцiї корисностi. Цi змiни мають вигляд:

for j=1:n
z1(j)=f(x1(j));

end
Q1=a*u+z1;
temp=trapz(t,Q1);
cv=temp;

Отож, пiсля зазначених модифiкацiй та очевидних змiн у програмi
CONT0, програма StockManagement набуде вигляду
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% file StockManagement.m
% gradient algorithm with Armijo method for the steplength
rho
% ===========
% PART 1
% ===========
clear
global ind uold
global L2 L
global c1 c2 u1 u2
global g1 g2 g3 g4
global a h u x
load DataSM.txt;
L=DataSM(1);
L2=L/2; % the midinterval for function g
a=DataSM(2);
x0=DataSM(3);
u1=DataSM(4);
u2=DataSM(5);
u0=DataSM(6);
c1=DataSM(7);
c2=DataSM(8);
g1=DataSM(9);
g2=DataSM(10);
g3=DataSM(11);
g4=DataSM(12);
h=DataSM(13);
t=0:h:L; % time grid
n=length(t);
x=zeros(n,1); % state vector
x1=zeros(n,1); % state vector to be used for rho loop

% (Armijo method)
p=zeros(n,1); % adjoint state vector
uold=zeros(n,1); % control vector corresponding to uˆ(k)
unew=zeros(n,1); % control vector corresponding to uˆ(k+1)
u=zeros(n,1); % control vector to be used for rho loop

% (Armijo method)
% S0: Control initialization
for i=1:n
uold(i)=u0;

end
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eps=DataSM(14);% precision epsilon for the gradient algorithm
maxit=DataSM(15);% max. no. iterations – gradient algorithm
disp(’RO data’);
roin=DataSM(16);% initial value for gradient steplength rho
bro=DataSM(17);% b parameter for rho loop
eps1=DataSM(18);% precision epsilon_1 for steplength rho
maxro=DataSM(19);% max. no. of iterations – rho loop
ro=roin; % initialization of steplength rho
flag1=0; % convergence indicator for gradient algorithm
ii=0; % index for gradient values
hold on
% ===========
% PART 2
% ===========
% gradient loop starts
for iter=1:maxit
iter;
if iter==1

% S1: solve the state equation for x(t) by Runge–Kutta method
x(1)=x0;
for i=1:n-1
ind=i; % ind is a global index variable used

% by the rhsHarv of system for x(t)
x(i+1)=RK41SM(x(i),t(i));

end
disp(’State Problem for X solved’);
z=zeros(n,1);
for i=1:n
z(i)=f(x(i));%function f stands for psi

end
Q=a*uold+z;
temp=trapz(t,Q);
cvold=temp;
cost(1)=cvold; % store the value of the cost functional
jj=1;

disp(’End Step One!’);
end

% ===========
% PART 3
% ===========
% S2 : solve adjoint equation for p(t):
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p(n)=0;
for j=1:n-1
i=n-j;
ip1=i+1;
ind=ip1;
p(i)=RK43SM(p(ip1),t(ip1));

end
disp(’AE solved’);
% S3: compute the gradient
w=p+a;
disp(’GRADIENT COMPUTED’);
% ===========
% PART 4
% ===========
normg=sqrt(sum(w.ˆ2)); % compute the gradient norm
ii=ii+1;
grad(ii)=normg;
% verify SC1
if normg < eps
dspCGr=[’CONVERGENCE by GRADIENT’,’ u0=’,num2str(u0),...

’; u1=’,num2str(u1),’; u2=’,num2str(u2),...
’; x0=’,num2str(x0),’; a=’,num2str(a),...
’; c1=’,num2str(c1),’; c2=’,num2str(c2),...
’; ro=’,num2str(roin),’; b=’,num2str(bro),...
’; h=’,num2str(h),’; eps=’,num2str(eps),...
’; eps1=’,num2str(eps1)];

disp(dspCGr)
flag1=1;
break

end
% ===========
% PART 5
% ===========
% S4 : FIT RO
robar=ro;
flag2=0;
flag3=0;
% start loop to fit ro
for count=1:maxro
count;
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for i=1:n
temp=uold(i)-robar*w(i);
u(i)=Proj(temp);

end
% solve state equation for input u and get state x1
x1(1)=x0;
for j=1:n-1
ind=j;
x1(j+1)=RK42SM(x1(j),t(j));

end
plot(t,u,’g-’);grid
title(’ \bf {u}’,’FontSize’, 16)
dispRo=[’Robar’ (num2str(count)) ’=’ num2str(robar)];
disp(dispRo)

% test for SC4
if robar<eps1
flag3=1;
break % leave loop for count ...

end
% compute current cost value and test barrho
z1=zeros(n,1);
for j=1:n
z1(j)=f(x1(j));

end
Q1=a*u+z1;
temp=trapz(t,Q1);
cv=temp;
if cv >=cvold % no decrease of cost for minimization
robar=bro*robar;

else
flag2=1;
break % leave loop for count ...

end
end % for count
% ===========
% PART 6
% ===========
if flag3==1
dspCRo=[’CONVERGENCE BY RO:’,’ u0=’,num2str(u0),...

’; u1=’,num2str(u1),’; u2=’,num2str(u2),...
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’; x0=’,num2str(x0),’; a=’,num2str(a),...
’; c1=’,num2str(c1),’; c2=’,num2str(c2),...
’; ro=’,num2str(roin),’; b=’,num2str(bro),...
’; h=’,num2str(h),’; eps=’,num2str(eps),...
’; eps1=’,num2str(eps1)];

disp(dspCRo)
break % leave loop for iter ...(SC4 satisfied)

end
if flag2==1
cvnew=cv;
jj=jj+1;
cost(jj)=cvnew;
unew=u;
ro=robar;

% verify SC2
if abs(cvnew-cvold)<eps
dspCC=[’CONVERGENCE by COST:’,’ u0=’,num2str(u0),...

’; u1=’,num2str(u1),’; u2=’,num2str(u2),...
’; x0=’,num2str(x0),’; a=’,num2str(a),...
’; c1=’,num2str(c1),’; c2=’,num2str(c2),...
’; ro=’,num2str(roin),’; b=’,num2str(bro),...
’; h=’,num2str(h),’; eps=’,num2str(eps),
’; eps1=’,num2str(eps1)];

disp(dspCC)
flag1=1;
break % leave the loop for iter ...(SC2 satisfied)

end
% verify SC3
d=uold-unew;
dif=sqrt(sum(d.ˆ2));
if dif<eps
dspCContr=[’CONVERGENCE by CONTROL:’,...

’ u0=’,num2str(u0),’; u1=’,num2str(u1),...
’; u2=’,num2str(u2),’; x0=’,num2str(x0),...
’; a=’,num2str(a),’; c1=’,num2str(c1),...
’; c2=’,num2str(c2),’; ro=’,num2str(roin),...
’; b=’,num2str(bro),’; h=’,num2str(h),...
’; eps=’,num2str(eps),’; eps1=’,num2str(eps1)];

disp(dspCContr)
flag1=1;
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break % leave the loop for iter ...(SC3 satisfied)
end

else
error(’NO CONVERGENCE FOR RO’) % STOP PROGRAM

end
% ===========
% PART 7
% ===========
% prepare a new iteration
uold=unew;
cvold=cvnew;

% x=x1; to be introduced in the final version below
end % for iter start in PART 2
if (flag1==1)||(flag3==1) % | means logical or
plot(t,unew,’r.’); grid
ttltxt=[’u_0=’,num2str(u0),’; u_1=’,num2str(u1),...

’; u_2=’,num2str(u2),’; x_0=’,num2str(x0),...
’; a=’,num2str(a),’; c_1=’,num2str(c1),...
’; c_2=’,num2str(c2),’; \ rho=’,num2str(roin),...
’; b=’ num2str(bro,),’; h=,num2str(h),...
’; \ epsilon=’,num2str(eps),...
’; \ epsilon_1=’ num2str(eps1)];

title(ttltxt)
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {u(t)}’,’FontSize’,16)

% figure
% plot(t,x1,’r*’);grid
% xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,16)
% ylabel(’ \bf {x(t)}’,’FontSize’,16)
else
error(’NO CONVERGENCE FOR DESCENT METHOD’)

end
hold off
grad=grad’;
cost=cost’;
save gradSM.txt grad -ascii % save vector grad into file
grad.txt
save costSM.txt cost -ascii % save vector cost into file
cost.txt
disp(’END OF JOB’)
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Перейдемо до прикладiв обчислення.
? Приклад 8.4.2. Приймемо L=12 (мiсяцiв), a=0.1, x0=5, u1=10,

u2=16, u0=10.2. Коефiцiєнти c1=0.001, c2=0.003 функцiї ψ(x) , якi озна-
чають, що затримки у постачаннi бiльш вартiснi, нiж додатний баланс
запасiв. Коефiцiєнти функцiї g(t) мають такi значення: g1=g4=0.3333,
g2=10, g3=14. Значення числових параметрiв ґрадiєнтного методу такi:
h=0.001, eps=0.001. У методi Armijo визначення кроку iтерацiї параме-
трам присвоїмо значення roinit=1, b=0.6, eps1=0.001, maxro=20. Набли-
ження оптимального керування зображено на рис. 8.25. Вiдповiдне зна-
чення функцiонала корисностi дорiвнює 1.2445243e+01.

Рис. 8.25. Оптимальне керування для даних iз Прикладу 8.4.2

Кiлька зауважень щодо програми та отриманих результатiв. Вхiд-
нi данi задачi, як легко бачити з програми, записанi у текстовий файл
DataSM.txt у виглядi

12 % L
.1 % a
5 % x0
10 % u1
16 % u2
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10.2 % u0
.001 % c1
.003 % c2
.33333 % g1
10 % g2
14 % g3
.33333 % g4
.001 % h
.001 % eps
30 % MaxItr
1 % ro
.6 % b
.001 % eps1
20 % MaxRo

У наступних обчисленнях iз iншими даними треба внести вiдповiдну змi-
ну значення параметра у файлi DataSM.txt, записати i запустити на ви-
конання програму StockManagement. По закiнченнi обчислень отримує-
мо повiдомлення про збiжнiсть iтерацiйного процесу на пiдставi крите-
рiю точностi обчислень функцiонала корисностi та значення основних
параметрiв задачi. Отриманий графiк мiстить графiчне зображення по-
слiдовних наближень i наближення з заданою точнiстю оптимального
керування. Для зручностi перегляду над графiком замiсть заголовка по-
мiщенi значення параметрiв обчисленої задачi. Послiдовнiсть наближень
значення функцiонала корисностi та його ґрадiєнта записано у файли
сostSM.txt та gradSM.txt. Якщо є необхiднiсть побудови графiка траєкто-
рiї, то необхiдно у кiнцi програми закоментувати команди обчислення
графiка керування та розкоментувати послiдовнiсть команд побудови
графiка вiдповiдної траєкторiї.

? Приклад 8.4.3. Виберемо значення числових параметрiв такi
самi як у Прикладi 8.4.2, за винятком коефiцiєнтiв функцiї ψ(x) , яким
присвоїмо значення c1=0.004 та c2=0.001. Це означає, що додатний запас
вигiднiший вiд затримки у постачаннi. У цьому випадку графiк набли-
ження оптимального керування зображено на рис. 8.26а та вiдповiдне
значення функцiї корисностi дорiвнює 1.2676467e+01.

? Приклад 8.4.4. Значення параметрiв такi самi, як у Прикладi
8.4.2, змiнимо тiльки початкове положення траєкторiї, взявши x(0) =
−5 . Результат обчислення зображено на рис. 8.26б та вiдповiдне значе-
ння функцiї корисностi дорiвнює 1.6190569e+01.

Накiнець вiдзначимо, що вiд’ємнi початковi запаси (x(0) = −5 для
t = 0 ) спричиняють пiдвищення рiвня виробництва (порiвняти значення
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(а) (б)

Рис. 8.26. Графiки до: а – Прикладу 8.4.3; б – Прикладу 8.4.4

стосовно осi oY ) i зменшення його у першiй частинi iнтервалу порiвняно
з Прикладом 8.4.2, у якому x(0) = 5 .

8.4.4. Задача оптимального розмноження

Розглянемо просту задачу розмноження ([24, роздiли 8.2.3, 12.4]). А
саме, нехай x(t) для t ∈ [0, L] означає вiдновлення популяцiї (наприк-
лад, популяцiї риби, пасовища, лiсу тощо). Наше завдання полягає в
оптимальному керуваннi розмноженням. Розглянемо рiвняння

x′(t) = F (x(t))− h(t), t ∈ (0, L), (8.4.29)

де F – закон росту; h(t) – швидкiсть розмноження. Розглянемо вигляд
функцiї зростання F , запропоновану Verhulst

F (x) = rx
(

1− x

k

)
. (8.4.30)

Параметр r > 0 означає швидкiсть зростання, k > 0 – продуктивнiсть
середовища (див. у роздiлi 8.1. аналогiчну модель). Розглянемо

h(t) = u(t)x(t),

де u , iнтенсивнiсть риболовлi, пропорцiональна до рiвня популяцiї. На-
ша мета – максимiзувати економiчну ренту, яка визначається як рiзни-
ця мiж доходами та витратами. Вiзьмемо revenue = ah , де a > 0 цiна
одиницi продукцiї, cost = cu , де c > 0 – стала величина: витрати про-
порцiональнi iнтенсивностi риболовлi. Тодi задача керування полягає у
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максимiзацiї функцiонала

Φ(u) =

L∫
0

e−δt(auxu − cu)dt (PH)

стосовно

u ∈ K = {w ∈ L2(0, L); 0 6 w(t) 6 ū для майже всiх t ∈ (0, L)}, ū > 0,

де xu є розв’язок задачi стану{
x′(t) = F (x(t))− u(t)x(t), t ∈ (0, L),

x(0) = x0 > 0.
(8.4.31)

Обмеження на керування можна iнтерпретувати як обмеження ви-
лову риби. Крiм того, δ > 0 означає дисконтну ставку. Очевидно, що
розв’язок задачi (8.4.31) додатний. Нехай (u∗, x∗) – оптимальна пара
(iснування та єдинiсть доводиться аналогiчно як у роздiлi 8.3.2. i 8.3.3.).
Розглянемо довiльнi фiксованi u ∈ K та v ∈ V = {w ∈ L2(0, T ) :
u+εw ∈ K ∀ε > 0 достатньо малого} . Обчислимо ґрадiєнт Φu(u) . Функ-
цiя z = zu є розв’язок задачi{

z′(t) = F ′(xu(t))z(t)− u(t)z(t)− v(t)xu(t), t ∈ (0, L),

z(0) = 0.
(8.4.32)

Запишемо ε−1[Φ(u+ εv)−Φ(u)] , та зробивши у цьому виразi граничний
перехiд при ε→ 0 , одержимо

(v,Φu(u)) =

L∫
0

e−δt(au(t)z(t) + axu(t)v(t)− cv(t))dt. (8.4.33)

Уведемо спряжений стан системи p = pu як розв’язок спряженої
задачi{

p′(t) = −e−δtau(t)− [F ′(x(t))− u(t)]p(t), t ∈ (0, L),

p(L) = 0.
(8.4.34)

Помножимо диференцiальне рiвняння (8.4.32) на pu та проiнтегруємо
частинами на промiжку [0, L] . Пiсля цього помножимо диференцiальне
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рiвняння (8.4.34) на z , проiнтегруємо на [0, L] та порiвнявши цi форму-
ли, одержимо

L∫
0

e−δtauzdt = −
L∫

0

xupuvdt.

Пiдставивши у (8.4.33), отримаємо

Φu(u) = e−δt(axu − c)− xupu. (8.4.35)

Крiм того, оптимальне керування u∗ задовольняє

Φu(u
∗) = e−δt(axu

∗ − c)− xu∗pu∗ ∈ NK(u∗). (8.4.36)

Отож (уведемо позначення x∗ = xu
∗ , p∗ = pu

∗ ):

• якщо e−δt(ax∗ − c)− x∗p∗ > 0 , тодi u∗(t) = ū .

• якщо e−δt(ax∗ − c)− x∗p∗ < 0 , тодi u∗(t) = 0 .

Проаналiзуємо, що буде iз u∗(t) , якщо t належить множинi B = {t :
e−δt(ax∗−c)−x∗p∗ = 0 м.в.} . Iз означення B визначимо p∗ , продиферецi-
юємо та використаємо (8.4.34), пiсля чого одержимо рiвняння, розв’язком
якого є x∗

F ′(x) +
cF (x)

x(ax− c)
= δ. (8.4.37)

Пiдставимо (8.4.30) у (8.4.37), одержимо рiвняння другого порядку сто-
совно x∗ , а саме

αx2 + βx+ γ = 0,

де
α =

2ar

k
> 0, β = a(δ − r)− cr

k
, γ = −cδ < 0.

Легко бачити, що квадратне рiвняння, записане вище, має два коренi,
один з яких додатний, iнший – вiд’ємний. Позначимо через x̃ додатний iз
них. Звiдки випливає x∗(t) = x̃ на B та з (8.4.31) одержимо вiдповiдне
керування ũ = F (x̃)/x̃ . Отже, оптимальне керування може набувати
тiльки значення {0, ũ, ū} . Крiм того, з умов на коефiцiєнти випливає,
що 0 < ũ < ū . Неважко переконатися, що 0 < x̃ < k . Позаяк F (x̃) > 0 ,
тому ũ > 0 . З iншого боку, ũ < ū означає, що F (x̃)/x̃ < ū , звiдки легко
одержимо необхiдну умову ū > r .

У працi [24] запропоновано як ”оптимальне” керування у виглядi

u(t) =


ū, x∗(t) > x̃,

ũ, x∗t = x̃,

0, x∗(t) < x̃.

(8.4.38)
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Керування, визначене за формулою (8.4.38), загалом не є оптимальним.
У цьому можна переконатися, провiвши чисельнi тести. Це керування
має властивiсть збiльшувати чисельнiсть популяцiї x(t) до рiвня x̃ . За-
пишемо програму у машинному кодi середовища MatLabr для того,
щоб показати цю властивiсть керування i пiсля того обчислимо вiдповiд-
не значення функцiонала корисностi.

% file harv1.m
% a harvesting problem
clear
global r k
global util ubar xtil eps1
% Introduce below input statements for
% L, y0 (for x(0)), r, k, a, c, d (for delta), ubar (for
baru),...
% eps1 (for epsilon_1 ), h.
% compute xtil=tildex and util=tildeu
alf=2*a*r/k; % this is alpha
b=a*(d-r)-c*r/k; % this is beta
cd=-c*d; % this is gamma
w=[alf,b,cd] % this is the polynomial
x=roots(w)
if x(1) > 0
xtil=x(1);

else
xtil=x(2);

end
xtil
util=FHarv(xtil) / xtil
% end of sequence for util and xtil
tspan=0:h:L;
[t y]=ode45(’rhsHarv’,tspan,y0);
plot(t,y,’r*’); grid on
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {x(t)}’,’FontSize’,16)
n=length(t);
u=zeros(n,1);
w=zeros(n,1);
% compute the control tildeu
for i=1:n
if y(i)>=xtil+eps1
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u(i)=ubar;
end
if abs(y(i)-xtil)<eps1
u(i)=util;

end
end
figure(2)
plot(t,u,’*’); grid
xlabel(’ \bf {t}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {u(t)}’,’FontSize’,16)
for i=1:n
w(i)=exp(-d*t(i))*(a*y(i)-c)*u(i);

end
cost=trapz(t,w)

Визначимо функцiю rhsHarv.m правої частини рiвняння стану

function out1=rhsHarv(t,y)
global util ubar xtil eps1
temp=0 ;
if abs(y-xtil)<eps1
temp=util;

end
if y>=xtil+eps1
temp=ubar;

end
out1=FHarv(y)-temp*y;
end

Тут i у скрипт-файлi ми змушенi керувати обчисленнями цiєї задачi.
У задачi використовується формула (8.4.38). Перекласти математичний
тест x(t) = x̃ на y==xtil у програмi немає сенсу, оскiльки арифметичнi
обчислення мають помилку заокруглення. Нерiвнiсть |x(t) − x̃| < ε1 є
правильним числовим тестом, де ε1 > 0 означає точнiсть обчислення
(змiнна eps1 у програмi). Це означає, що формулу (8.4.38) потрiбно за-
мiнити такою:

u(t) =


ū, x(t) > x̃+ ε1,

ũ, x(t) ∈ (x̃− ε1, x̃+ ε1),

0, x(t) 6 x̃− ε1.

(8.4.39)

Файл-функцiя FHarv.m визначає функцiю, що задається формулою
(8.4.30)
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function y=FHarv(x)
global r k
y=r*x*(1-x/k);
end

Виконаємо чисельне тестування моделi. Приймемо L=1, r=0.3, k=5,
a=1, c=1, delta=0.5, eps=0.001. Одержимо значення x̃ = 1.5396 , ũ =
F (x̃)/x̃ = 0.2076 . У наслiдок чого отримаємо ū = 0.5 . Стан популяцiї,
що вiдповiдає початковим даним x(0) = 1.4 та x(0) = 1.6 зображено на
рис. 8.27. Зауважимо, що у обидвох випадках траєкторiї ”збiгаються” до
значення x̄ . Вiдповiднi керування зображенi на рис. 8.28.

Рис. 8.27. Динамiка популяцiї програми harv1

Звернемо увагу на ”несталий” характер параметра ε1 (eps1). Це озна-
чає, що значення параметра треба задавати з великою точнiстю. Наприк-
лад, для малого значення обчислення довший перiод будуть нестабiль-
нi. Зрозумiло, що не можна вибирати досить великими значення ε1 . У
цьому випадку значення ε1 = 0.001 є властивим. Нижче цю проблему
розглянемо детальнiше на чисельному прикладi.

Повернемося до чисельної апроксимацiї оптимального значення
функцiонала корисностi. Оскiльки дослiджується максимум задачi ке-
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(а) (б)

Рис. 8.28. Оптимальне керування програми harv1 при рiзних початкових
даних: а – випадок x(0) = 1.4 ; б – випадок x(0) = 1.6

рування, то з цiєю метою використаємо напрям ґрадiєнта Φu(u
(j)) для

керування u(j) . Алгоритм такий. Використаємо критерiй зупинки SC1,
аналогiчно як у попередньому роздiлi. Пiзнiше доведемо, що у цьому
випадку ґрадiєнтний метод дещо ускладнюється.

Алгоритм методу проєкцiї ґрадiєнта задачi (PH)

S0: Вибрати u(0) ∈ K .
Прийняти j:=0.

S1: Обчислити розв’язок x(j) задачi (8.4.31), пiдставивши u(j){
x′(t) = F (x(t))− u(j)(t)x(t), t ∈ (0, L),

x(0) = x0.

S2: Обчислити розв’язок p(j) спряженої задачi (8.4.34), пiдставивши
x(j) {

p′(t) = −e−δtau(j)(t)− [F ′(x(j)(t))− u(j)(t)]p(t), t ∈ (0, L),

p(L) = 0.

S3: Обчислити напрям ґрадiєнта w(j) за формулою (8.4.35)

w(j) := Φu(u
(j)) = e−δt(ax(j) − c)− x(j)p(j).

S4: (Критерiй зупинки)
Якщо ‖w(j)‖ < ε
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тодi STOP (u(j) – наближення керування)
у противному випадку перехiд на S5.

S5: Обчислити крок ρj такий, що

Φ(PK(u(j) + ρjw
(j))) = max

ρ>0
{Φ(PK(u(j) + ρw(j)))}.

S6: Обчислити таке наближення керування:

u(j+1) := PK(u(j) + ρjw
(j));

приймемо j := j + 1 ; перехiд на S1.

Оператор проєкцiї Proj визначаємо поточково за t як у попередньому
роздiлi

(Proj(u))(t) = Proj(u(t)) д.м.в. t ∈ [0, L].

Крiм того, поточковий оператор проєкцiї Proj : R 7→ {0, ũ, ū} визначе-
ний, як було доведено вище, бо оптимальне керування набуває тiльки
значення 0 , ū , ũ . Тому ми використовуємо мiнiмум вiдстанi до однi-
єї з трьох точок. Запишемо у простiшiй формi вiдповiдну функцiю-файл
Proj2.m (зауважимо, що ми використовуємо позначення util для ũ та ubar
для ū ):

function y=Proj2(u)
global ubar util
if u<=0
y=0;
return

end
if u>=ubar
y=ubar;
return

end
z(1)=u;
z(2)=abs(u-util);
z(3)=abs(u-ubar);
[zm,j]=min(z);
if j==1
y=0;
return

end
if j==2
y=util;
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return
end
y=ubar;
end

Для полiпшення алгоритму, що буде обґрунтовано нижче, ми також
використаємо класичний оператор проєктування з R на [0, ū] . Тому за-
пишемо вiдповiдну функцiю ProjHarv.m:

function y=ProjHarv(u)
global ubar
y=u;
if u<0
y=0;

end
if u>ubar
y=ubar;

end
end

Чисельнi тестування цiєї задачi досить трудоємнi. У самiй програмi
ми використовуємо такi пiдпрограми (процедури):

• harv1.m для обчислення значення корисностi, що вiдповiдає керу-
ванню, обчисленого за формулою (8.4.39);

• harv2.m для обчислення оптимальної пари (використовуючи
ProjHarv.m та критерiї закiнчення алгоритму SC1, SC2, SC3);

• harv35b.m для обчислення оптимальної пари (використовуючи
Proj2.m та критерiї закiнчення алгоритму SC1, SC4);

• harv35a.m для обчислення оптимальної пари з використанням поча-
ткового наближення оптимального керування як у harv2.m (вико-
ристовуючи Proj2.m та критерiї закiнчення алгоритму SC1, SC4).

За винятком harv1.m, решта три процедури подiбнi, вiдмiннiсть мiж яки-
ми описана вище. Опишемо вiдмiнностi мiж harv2.m та навчальної про-
грами CONT0.m з роздiлу 8.4.2.. Позаяк у чисельних тестах прийнято
δ = 0 , програма мiстить формули алгоритму проєкцiї градiєнта у яких
δ = 0 .

Почнемо з PART1, якi мiстить визначення глобальних змiнних (r, k,
a, ubar, util, ind, h, uold, u, x), визначення величин вхiдних параметрiв, а
також послiдовнiсть присвоєнь
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t=0:h:L;
t=t’;
n=length(t);

У процедурах harv35b.m та harv35a.m, якi використовують Proj2.m, впро-
вадимо послiдовнiсть команд iз harv1.m для обчислення xtil та util:

% compute xtil= x̃ and util= ũ
.....
% end of sequence for util and xtil

У другiй частинi PART2 програми CONT0.m програми змiниться тiль-
ки обчислення функцiонала корисностi i цi змiни запишемо у виглядi

disp(’SE solved’);
for i=1:n
q(i)=uold(i)*(a*x(i)-c);

end
temp=trapz(t,q);
cvold=temp

Функцiя F1.m, яку для програми harv2 перейменуємо на F1Harv2.m, i яка
викликається процедурою RK41.m (перейменуємо на RK41Harv2.m), вiд-
повiдно, запишеться у виглядi

function yout=F1Harv2(t,x)
global ind
global uold
yout=FHarv(x)-uold(ind)*x;
end

Функцiя-файл FHarv.m, яка визначена формулою (8.4.30), визначена
вище. Розглянемо таку частину програми PART3. Для того, щоб обчи-
слити розв’язок спряженої системи, визначимо функцiю F3Harv2.m, яка
викликається у процедурi RK43Harv2.m, так:

function yout=F3Harv2(t,p)
global a
global ind
global uold
global x
yout=(p-a)*uold(ind)-FHarvDer(x(ind))*p;
end

Функцiя-файл FHarvDer.m повертає похiдну функцiї F (x) , визначену
формулою (8.4.30) i яка записується у середовищi MatLabr так:
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function y=FHarvDer(x)
global r k
y=r*(1-2*x/k);
end

Iншi змiни у PART3 стосуються обчислення градiєнта:

% S3: compute the gradient
for i=1:n
w(i)=(a-p(i))*x(i)-c;

end
disp(’GRADIENT COMPUTED’);

Запишемо змiни у PART5. Почнемо з обчислення кроку steplength

for count=1:maxro
count
for i=1:n
temp=uold(i)+robar*w(i);
u(i)=ProjHarv(temp); % use Proj2 for harv35a,b.m

end

Функцiя-файл F2Harv2.m, яка викликається процедурою RK42Harv2.m, у
цiй програмi набуває вигляду

function yout=F2Harv2(t,x)
global ind
global u
yout=FHarv(x)-u(ind)*x;

end

Функцiонал корисностi обчислюється так:

for i=1:n
q1(i)=u(i)*(a*x1(i)-c);

end
temp=trapz(t,q1);
cv=temp;

На кiнець, обчислення значення корисностi змiниться, бо ми маємо спра-
ву з задачею максимiзацiї. Для кращого розумiння подамо послiдовнiсть
команд програми до кiнця циклу count. Порiвняємо її з вiдповiдною по-
слiдовнiстю у програмi CONT0.m iз роздiлу 8.4.1. для знаходження мiнi-
муму.
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if cv<=cvold % no increase of cost for maximization
robar=bro*robar

else
flag2=1;
break

end
end % for count

Отже, програма записана повнiстю у кожнiй iз версiй. Перейдемо до
чисельних експериментiв.

? Приклад 8.4.5. Приймемо L=10, r=0.3, k=5, a=1, c=1, delta=0.
На пiдставi обчислення одержимо xtil=3, util=0.12. Звiдси, вибравши
x(0)=x0=2, ubar=1.5, u(0)=u0=1.4 (запишемо цi данi у DataHarv2.txt),
та перейдемо до виконання програми. Програма поверне такi значення.

• harv1.m яка використовує формулу (8.4.39). Протестуємо також па-
раметр ε1 =eps1. Програма за рiзних значень параметра поверне
такi вiдповiднi значення корисностi при h=0.001:

epsilon_1 cost
10^-1 1.7646
10^-2 1.7537
10^-3 1.7665
10^-4 0.7232

Звернемо увагу на результат при ε1 = 10−4 . Це означає, що ε1

достатньо мале.

• harv35b.m (iз параметрами b = 0.6 , h = 0.001 , ε1 = 10−3 ,
maxro=20) пiсля 4 iтерацiй (враховуючи модифiкацiю ρ ) отримано
значення корисностi 1.9724 та керування, графiк якого зображено
на рис. 8.30. Зi зменшенням точностi обчислення ε = 10−4 значення
корисностi не змiнюється.

• harv2.m iз класичним методом проєкцiї пiсля 72 iтерацiї отримано
значення корисностi 2.5653458, де використано критерiй точностi
SC2. Графiк вiдповiдного керування зображений на рис. 8.29.

Зауважимо, що керування u(t) набуває у багатьох точках зна-
чення 0, ũ = 0.12 , та ū . На кiнець, запишемо обчисленi значення
оптимального керування у файл UHarv2.txt за допомогою команд

save UHarv2.txt unew -ascii
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Рис. 8.29. Керування, одержане за допомогою harv2.m iз використанням
ProjHarv

• harv35a.m починає обчислення, використовуючи керування, отрима-
не за допомогою процедури harv2.m. Вiдповiдна послiдовнiсть ко-
манд у програмi має вигляд

load UHarv2.txt
for i=1:n
uold(i)=UHarv2(i);

end

Пiсля 23 iтерацiй (включно з циклом для обчислення ro) отримаємо
полiпшене значення функцiонала корисностi, а саме 2.5781. Графiк
вiдповiдного керування зображений на рис. 8.31.

На кiнець, запишемо чисельнi результати значень функцiонала кориснос-
тi у звiдну таблицю. Цiкавим є те, що цi значення утворюють зростаючу
послiдовнiсть. Отримаємо

program cost
harv1.m 1.7665
harv35b.m 1.9724
harv2.m 2.5653
harv35a.m 2.5781
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Рис. 8.30. Керування, одержане за допомогою harv35b.m iз використа-
нням Proj2

Рис. 8.31. Керування, одержане за допомогою harv35a.m iз використа-
нням Proj2
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? Приклад 8.4.6. Вхiднi данi виберемо як у прикладi 8.4..5, за
винятком початкових даних u(0) = 0.12 , x(0) = 3 . Виконавши чисельнi
обчислення за допомогою програм як у прикладi 8.4..5, одержимо такi
результати:

program cost
harv1.m 0.7232
harv35b.m 2.8989
harv2.m 3.2142
harv35a.m 3.2266

? Приклад 8.4.7. Вхiднi данi виберемо як у прикладi 8.4..5, за
винятком початкових даних u(0) = 0.12 , x(0) = 2 , промiжком спосте-
реження L=5 та точнiстю обчислень ε = 10−3 . За допомогою тих самих
програм одержимо такi значення:

program cost
harv1.m 0.5489
harv35b.m 1.3534
harv2.m 1.3726
harv35a.m 1.3789

8.4.5. Завдання для самостiйного опрацювання

� Завдання 8.4.1. Розглянемо задачу оптимального керування:

1

2

1∫
0

(u2(t) + x2(t))dt→ min,

стосовно u ∈ L2(0, 1) , де x = xu(t) є розв’язком початкової задачi{
x′(t) = u(t), t ∈ (0, 1),

x(0) = 1.

Записати умови оптимальностi (а також ґрадiєнт Φu(u) ) та обчислити
оптимальне керування.
X Вказiвка. Задача є частковим випадком задачi, розглянутої у

роздiлi 8.4.2.. Нехай pu є розв’язком спряженої задачi{
p′(t) = −xu(t), t ∈ (0, 1),

p(1) = 0.
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Ґрадiєнт записується у виглядi

Φu(u) = u+ pu.

Оптимальне керування набуває вигляду

u∗(t) = −sh(1− t)
ch(1)

.

Вiдповiдна оптимальна траєкторiя x∗ = xu
∗ :

x∗(t) =
ch(1− t)

ch(1)
.

Написати програму знаходження наближеного значення оптимальної
пари задачi та порiвняти отриманi чисельнi результати з точним
розв’язком.
� Завдання 8.4.2. Модифiкувати функцiю корисностi задачi (P1’) з

роздiлу 8.4.1., додавши до неї вираз ϕ(xu(T )) . Вивести необхiднi умови
та написати ґрадiєнтний алгоритм обчислення наближеного розв’язку
задачi аналогiчний як у роздiлi 8.4.1..
� Завдання 8.4.3. Дослiдити задачу оптимального керування

T∫
0

u(t)xu(t)dt− c
T∫

0

u2(t)dt −→ max
u∈L2(0,T )

,

де 0 6 u(t) 6 M (M > 0 ) м.в. ∀t ∈ (0, L) , xu – розв’язок логiстичної
моделi динамiки популяцiї{

x′(t) = rx(t)− kx2(t)− u(t)x(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0 > 0.

Тут c , r , k , x0 деякi додатнi сталi. Обчислити ґрадiєнт функцiї корис-
ностi i написати програму, використовуючи ґрадiєнтний метод.
X Вказiвка. Див. Завдання 8.3.5 та взяти до уваги обмеження на

керування (якi необхiднi для методу проєкцiї ґрадiєнта).
� Завдання 8.4.4. Задача (PS) – задача мiнiмiзацiї, тодi як (PS′)

є задачею на знаходження максимума. Трансформувати програму
StockManagement.m iз роздiлу 8.4.3., написану для задачi (PS), до про-
грами знаходження чисельного розв’язку задачi (PS′). Провести такi самi
чисельнi тести i висновки, якщо будуть одержанi протилежнi величини
для функцiонала корисностi.
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X Вказiвка. Для актуалiзацiї величини корисностi (метод Armijo)
взяти до уваги програму harv2 iз роздiлу 8.4.4., яка написана для задачi
максимiзацiї.
� Завдання 8.4.5. Дослiдити задачi оптимального керування з

Прикладу 8.3.3 (ВIЛ терапiя). Для кожної з них обчислити ґрадiєнт
функцiонала корисностi та написати програму, використавши ґрадiєнт-
ний метод.
� Завдання 8.4.6. Дослiдити задачi оптимального керування з

Прикладу 8.3.4 (Керування у SIR моделi). Для кожної з них обчислити
ґрадiєнт функцiонала корисностi та написати програму, використавши
ґрадiєнтний метод.
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8.5. Оптимальне розмноження структурова-
ною за вiком популяцiї

Цей роздiл слугує своєрiдним мiстком мiж науковими дослiдженнями
та теорiєю оптимального керування. Задачi, якi дослiджуються у цьо-
му роздiлi, складнiшi вiд тих, якi розглядалися у попереднiх роздiлах.
Сконцентруємо свою увагу на дослiдженнi задач оптимального керува-
ння поширення вiковоструктурованої популяцiї, якi дуже важливi з бiо-
логiчного й економiчного погляду. Варто зазначити, що рiвень складно-
стi дослiджуваних задач на порядок вищий вiд задач, розглянутих у
роздiлi 8.3..

Вiк є важливим параметром у динамiцi популяцiї. Цей роздiл при-
свячено дослiдженню важливої моделi вiкової залежностi, що описує-
ться динамiкою популяцiї окремого виду. Дослiджено основнi властивос-
тi розв’язкiв моделi. Отримано чисельний розв’язок моделi у середовищi
MatLabr . Розглянуто також задачу оптимального керування приросту
популяцiї, що описує лiнiйну динамiку вiковозалежної популяцiї. Опти-
мальне керування приростом апроксимовано у середовищi MatLabr . До-
слiджується також оптимальне керування динамiкою вiковозалежної по-
пуляцiї з перiодичним коефiцiєнтом смертностi та логiстичним параме-
тром.

Задачi оптимальної народжуваностi для вiковозалежної динамiки
популяцiї з заданою початковою щiльнiстю присвячена значна кiль-
кiсть наукових робiт. Найважливiшi результати дослiдженi й отриманi
у [40, 23, 19, 12, 13, 45, 37]. Аналiз та керування вiково залежною ди-
намiкою популяцiї у випадку багатовимiрного середовища дослiдженi у
працях [32, 49].

Однак небагато праць присвячено важливому випадковi перiодичної
вiково структурованої динамiки популяцiї. Вiдмiтимо працi [12, 13, 54] у
випадку лiнiйної моделi та [6] у випадку нелiнiйної.

Чисельнi розв’язки задачi оптимального розмноження можна знайти
у працях [3, 4].

8.5.1. Динамiка з лiнiйною вiковою структурою

Дослiдимо деякi основнi властивостi розв’язкiв лiнiйної моделi дина-
мiки популяцiї з вiковою структурою. Отриманi результати важливi для
дослiдження задач оптимального приросту популяцiї.

Приймемо позначення: A, T ∈ (0,+∞) , QT = (0, A) × (0, T ) , Dy –
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похiдна за напрямом (1, 1) вiд y , тобто

Dy(a, t) = lim
h→0

y(a+ h, t+ h)− y(a, t)

h
.

Розглянемо бiологiчну популяцiю одного виду i позначимо через
y(a, t) кiлькiсть (щiльнiсть, густину) особин вiком a ∈ [0, A] у момент
часу t ∈ [0, T ] . Припустимо, що y – достатньо гладка.

Нехай µ(a, t) означає коефiцiєнт смертностi особин вiком a ∈ [0, A]
у момент часу t ∈ [0, T ] . Вiн визначає частку смертностi особин i зале-
жить вiд вiку a i часу t . Закон рiвноваги стверджує, що кiлькiсть особин
вiку a у момент часу t , якi померли на часовому iнтервалi [t, t + dt] ,
обчислюється за формулою

y(a, t)− y(a+ dt, t+ dt) = µ(a, t)y(a, t)dt.

Подiливши рiвняння на dt , одержимо

Dy(a, t) + µ(a, t)y(a, t) = 0.

Якщо є притiк популяцiї, тодi динамiка популяцiї описується рiвнянням

Dy(a, t) + µ(a, t)y(a, t) = f(a, t), (a, t) ∈ QT , (8.5.1)

де A – максимальний вiк популяцiї виду i f(a, t) є густиною притоку
популяцiї вiку a у момент часу t .

Рiвняння (8.5.1) було запропоновано F.R. Sharpe, A. Lotka та A.G.
McKendrick (див., наприклад, [13], [48], [70], [72]). Якщо y достатньо
гладка функцiя, тодi

Dy(a, t) =
∂y

∂a
+
∂y

∂t
.

Отже, одержимо рiвняння, яке у наукових працях називають рiвнянням
Sharpe–Lotka–McKendrick’s, i записують у виглядi

∂y

∂a
(a, t) +

∂t

∂t
(a, t) + µ(a, t)y(a, t) = f(a, t),

яке є рiвнянням з частинними похiдними першого порядку.
Процес народження описується законом вiдновлення

y(0, t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da, t ∈ (0, T ), (8.5.2)
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де y(0, t) – кiлькiсть новонароджених у момент часу t ; β(a, t) – коефi-
цiєнт смертностi, який дорiвнює вiдношенню новонароджених до зрiлої
популяцiї вiком a у момент часу t . Варто зазначити, що умова (8.5.2)
нелокальна.

Початковий розподiл популяцiї за вiком визначається умовою

y(a, 0) = y0(a), a ∈ (0, A), (8.5.3)

де y0(a) задана функцiя.
У реальних умовах можна спостерiгати, що для кожного фiксова-

ного значення t > 0 графiки β(·, t) i µ(·, t) мають вигляд, зобра-
жений на рис. 8.32а. На рисунках зображенi графiки функцiй β(a) =
10a2(A− a)(1 + sin(π/Aa)) та µ(a) = exp(−a)/(A− a) , де A = 1 . Заува-
жимо, що A перемасштабовано до 1 .

Iз практичних спостережень за бiологiчними популяцiями виплива-
ють такi припущення щодо функцiй β , µ та y0 :

(H1) β ∈ L∞(QT ) , β(a, t) > 0 д.м.в. (a, t) ∈ QT ;

(H2) µ ∈ L1
loc([0, A)× [0, T ]) , µ(a, t) > 0 д.м.в. (a, t) ∈ QT ;

(H3) y0 ∈ L1(0, A) , y0(a) > 0 д.м.в. a ∈ (0, A) ;

f ∈ L1(QT ) , f(a, t) > 0 д.м.в. (a, t) ∈ QT .

Розв’язком задачi (8.5.1)-(8.5.3) називаємо функцiю y ∈ L∞(0, T ;
L1(0, A)) , абсолютно неперервну вздовж кожної характеристики (рiвня-
ння характеристики a − t = k , (a, t) ∈ Q̄T , k ∈ R ), та задовольняє
задачу 

Dy(a, t) + µ(a, t)y(a, t) = f(a, t), м.в. у QT ,

y(0, t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da, д.м.в. t ∈ (0, T ),

y(a, 0) = y0(a), д.м.в. a ∈ (0, A).

(8.5.4)

Позаяк розв’язок y задачi (8.5.1)-(8.5.3) абсолютно неперервний вздовж
кожної характеристики, то умови (8.5.4) 2,3 є суттєвими, зокрема, y(0, t)
та y(a, 0) означають:

y(0, t) = lim
ε→0+

y(ε, t+ ε), д.м.в. t ∈ (0, T ),

y(a, 0) = lim
ε→0+

y(a+ ε, ε), д.м.в. a ∈ (0, A).
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Теорема 8.5.1. Розв’язок задачi (8.5.1)-(8.5.3) єдиний i невiд’ємний.

Доведення. Нехай y – розв’язок задачi (8.5.1)-(8.5.3). Iз означення
розв’язку одержуємо (iнтегруючи вздовж характеристики)

y(a, t) = exp

−
a∫

0

µ(s, t− a+ s)ds

 b(t− a)+

a∫
0

exp

−
a∫
s

µ(τ, t− a+ τ)dτ

 f(s, t− a+ s)ds, (8.5.5)

м.в. на {(a, t) ∈ QT ; a < t} , i

y(a, t) = exp

−
t∫

0

µ(a− t+ s, s)ds

 y0(a− t)+

+

t∫
0

exp

−
t∫

s

µ(a− t+ τ, τ)dτ

 f(a− t+ s, s)ds, (8.5.6)

м.в. на {(a, t) ∈ QT ; a > t} .
Уведемо позначення

b(t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da д.м.в. t ∈ (0, T ). (8.5.7)

На пiдставi властивостей β i y , беручи до уваги (8.5.7), робимо висно-
вок, що b ∈ L∞(0, T ) . Отож, припустивши, що правильне включення
b ∈ L∞(0, T ) , одержимо, що y , визначена формулами (8.5.5), (8.5.5), є
єдиним розв’язком задачi

Dz(a, t) + µ(a, t)z(a, t) = f(a, t), (a, t) ∈ QT ,

z(0, t) = b(t), t ∈ (0, T ),

z(a, 0) = y0(a), a ∈ (0, A).

(8.5.8)

Тут пiд розв’язком задачi (8.5.8) розумiємо функцiю з класу z ∈
L∞(0, T ;L1(0, A)) , абсолютно неперервну вздовж кожної характеристи-
ки, яка задовольняє

Dz(a, t) + µ(a, t)z(a, t) = f(a, t), м.в. на QT ,

lim
ε→0+

z(ε, t+ ε) = b(t), д.м.в. t ∈ (0, T ),

lim
ε→0+

z(a+ ε, ε) = y0(a), д.м.в. a ∈ (0, A).
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Розв’язок y задачi (8.5.1)-(8.5.3) задовольняє (8.5.5), (8.5.6), де b визна-
чається (8.5.7). Отож, можемо зробити висновок, що

b(t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da =

t∫
0

β(a, t) exp

−
a∫

0

µ(s, t− a+ s)ds

 b(t− a)da+

t∫
0

β(a, t)

a∫
0

exp

−
a∫
s

µ(τ, t− a+ τ)dτ

 f(s, t− a+ s)ds da+

A∫
t

β(a, t) exp

−
t∫

0

µ(a− t+ s, s)ds

 y0(a− t)da+

A∫
t

β(a, t)

t∫
0

exp

−
t∫

s

µ(a− t+ τ, τ)dτ

 f(a− t+ s, s)ds da

для майже всiх 0 < t < min{T,A} , i

b(t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da =

A∫
0

β(a, t) exp

−
a∫

0

µ(s, t− a+ s)ds

 b(t− a)da+

A∫
0

β(a, t)

a∫
0

exp

−
a∫
s

µ(τ, t− a+ τ)dτ

 f(s, t− a+ s)ds da

для майже всiх min{T,A} = A < t < T (якщо A < T ). I на кiнець, b
задовольняє таке iнтегральне рiвняння Volterra

b(t) = F (t) +

t∫
0

K(t, t− s)b(s)ds д.м.в. t ∈ (0, T ) (8.5.9)
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(яке вiдоме як рiвняння вiдновлення або рiвняння Lotka). Тут

F (t) :=

t∫
0

β(a, t)

a∫
0

exp

−
a∫
s

µ(τ, t− a+ τ)dτ

 f(s, t− a+ s)ds da+

A∫
t

β(a, t)

t∫
0

exp

−
t∫

s

µ(a− t+ τ, τ)dτ

 f(a− t+ s, s)ds da+

A∫
t

β(a, t) exp

−
t∫

0

µ(a− t+ s, s)ds

 y0(a− t)da

для майже всiх 0 < t < min{T,A} , i

F (t) :=

A∫
0

β(a, t)

a∫
0

exp

−
a∫
s

µ(τ, t− a+ τ)dτ

 f(s, t− a+ s)ds da

для майже всiх min{T,A} = A < t < T (якщо A < T ), а також

K(t, a) :=

{
β(a, t) e−

∫ a
0 µ(s,t−a+s)ds, д.м.в. (a, t) ∈ QT , a < t,

0, в противному випадку.

Iз припущень щодо гладкостi функцiй випливає, що{
K ∈ L∞(QT ), K(t, a) > 0 д.м.в. (a, t) ∈ QT ,

F ∈ L∞(0, T ), F (t) > 0 д.м.в. t ∈ (0, T ).
(8.5.10)

Використовуючи теорему Banach’a про нерухому точку, доведемо, що
рiвняння вiдновлення має єдиний розв’язок b ∈ L∞(0, T ) . Для цього
уведемо норму у просторi L∞(0, T ) так:

‖w‖ = Ess sup
t∈(0,T )

(
e−γt|w(t)|

)
, w ∈ L∞(0, T ),

де γ > 0 стала, яку визначимо нижче; ця норма еквiвалентна звичайнiй
нормi у L∞(0, T ) .

Розглянемо оператор

F : L∞(0, T )→ L∞(0, T )
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такий, що

(Fw)(t) = F (t) +

t∫
0

K(t, t− s)w(s)ds д.м.в. t ∈ (0, T ).

Для кожних b1 , b2 ∈ L∞(0, T ) :

‖(Fb1)(t)− (Fb2)(t)‖ =

= Ess sup
t∈(0,T )

e−γt
∣∣∣∣∣∣

t∫
0

K(t, t− s)(b1 − b2)(s)ds

∣∣∣∣∣∣
 6

6 Ess sup
t∈(0,T )

e−γt‖K‖L∞(QT )

t∫
0

eγse−γs|(b1 − b2)(s)|ds

 6
6 Ess sup

t∈(0,T )

(
e−γt‖β‖L∞(QT ) · ‖b1 − b2‖ ·

eγt

γ

)
.

Звiдси, для кожної сталої γ > ‖β‖L∞(QT ) , F є стискуючим вiдображе-
нням на (L∞(0, T ), ‖ · ‖) . Тому з теореми Banach’a про нерухому точку
випливає, що iснує єдиний розв’язок b ∈ L∞(0, T ) iнтегрального рiв-
няння (8.5.9). Крiм того, b є границею у (L∞(0, T ), ‖ · ‖) послiдовностi
наближень розв’язку {bn} , визначену так:

b0(t) = F (t), д.м.в. t ∈ (0, T ),

bn+1(t) = F (t) +

t∫
0

K(t, t− s)bn(s)ds, д.м.в. t ∈ (0, T ), n ∈ N.

(8.5.11)

Iз (8.5.10) випливає, що bn(t) > 0 д.м.в. t ∈ (0, T ) , ∀n ∈ N , з чого
робимо висновок, що b є єдиним невiд’ємним на (0, T ) розв’язком iнте-
грального рiвняння (8.5.9).

Розглянемо зараз y , що визначається за допомогою (8.5.5) i (8.5.6), де
b – єдиний розв’язок iнтегрального рiвняння (8.5.9). Припущення (H1)-
(H3), (8.5.5) та (8.5.6) дають змогу зробити висновок, що y(a, t) > 0
м.в. на QT та µy ∈ L1(QT ) .

Використовуючи повторно (8.5.5) та (8.5.6), одержимо, що y –
розв’язок задачi (8.5.1)-(8.5.3). Цей розв’язок єдиний, оскiльки b як
розв’язок iнтегрального рiвняння (8.5.9) єдиний i невiд’ємний, позаяк
b , y0 , f є невiд’ємними. Теорема доведена.

2
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Теорема 8.5.2. Якщо коефiцiєнт смертностi задовольняє додаткову
умову

A∫
0

µ(a, t− A+ a)da = +∞ д.м.в. t ∈ (0, T ), (H4)

де µ доповнено нулем на (0, A)× (−∞, 0) , тодi розв’язок задачi (8.5.1)-
(8.5.3) задовольняє рiвнiсть

lim
ε→0+

y (A− ε, t− ε) = 0 д.м.в. t ∈ (0, T ),

тобто y(A, t) = 0 д.м.в. t ∈ (0, T ) .

Доведення. Iз (8.5.6) д.м.в. t ∈ (0,min{T,A}) i для достатньо малого
значення ε > 0 одержуємо

y(A− ε, t− ε) = exp

−
t−ε∫
0

µ(A− t+ s, s)ds

 y0(A− t)+

t−ε∫
0

exp{−
t−ε∫
s

µ(A− t+ τ, τ)dτ}f(A− t+ s, s)ds −−−→
ε→0+

exp

−
t∫

0

µ(A− t+ s, s)ds

 y0(A− t)+

t∫
0

exp{−
t∫

s

µ(A− t+ τ, τ)dτ}f(A− t+ s, s)ds = 0.

Що i треба було довести.
2

♣ Зауваження 8.5.1. Якщо y0 , β , µ i f задовольняють силь-
нiшi умови (якi є у реальних моделях), а саме: y0 ∈ C([0, A]) , β ∈ C(Q̄T ) ,
µ ∈ C([0, A]× [0, T ]) , f ∈ C(Q̄T ) , тодi одержимо доведення аналогiчне
як у теоремi 8.5.1, що розв’язок y задачi (8.5.1)-(8.5.3) є неперервний на
D1 ∪D2 , де D1 = {(a, t) ∈ Q̄T ; a > t} , D2 = {(a, t) ∈ Q̄T ; a < t}

Доведемо таку важливу теорему.

Теорема 8.5.3. Нехай y є розв’язком задачi (8.5.1)-(8.5.3).

(i) Якщо f(a, t) > 0 м.в. на QT , тодi y(a, t) > 0 м.в. на QT .
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(ii) Якщо βi , µi , y0i , fi задовольняють умови (H1)-(H3) (i ∈ {1, 2})
i, крiм того,

β1(a, t) > β2(a, t), µ1(a, t) 6 µ2(a, t),м.в. у QT ,

y01(a) > y02(a), м.в. на (0, T ),

f1(a, t) > f2(a, t), м.в. у QT ,

тодi y1(a, t) > y2(a, t) м.в. у QT , де yi є розв’язком задачi (8.5.1)-
(8.5.3), що вiдповiдає β := βi , µ := µi , y0 := y0i , f := fi , i ∈
{1, 2} .
Крiм того, якщо fn → f у L1(QT ) i fn задовольняє (H3), тодi

yn → y

у L∞(0, T ;L1(0, A)) , де yn є розв’язком (8.5.1)-(8.5.3) при f := fn ,
вiдповiдно.

Доведення. Iз теореми 8.5.1 випливає, що розв’язок задачi (8.5.1)-
(8.5.3) визначається формулами (8.5.5) i (8.5.6), де b , розв’язок iнте-
грального рiвняння (8.5.9), невiд’ємний. Якщо f(a, t) > 0 м.в. на QT ,
тодi з (8.5.5) i (8.5.6) випливає, що y(a, t) > 0 м.в. на QT .

Iз (8.5.11) випливає, що розв’язок b рiвняння (8.5.9) можна отримати
граничним переходом у просторi L∞(0, T ) у послiдовностi

bβ,µ,y0,f0 (t) = F β,µ,y0,f (t),

bβ,µ,y0,fn+1 (t) = F β,µ,y0,f (t) +

t∫
0

Kβ,µ,y0,f (t, t− s)bβ,µ,y0,fn (s)ds,
(8.5.12)

д.м.в. t ∈ (0, T ) , n ∈ N∗ , де F β,µ,y0,f i Kβ,µ,y0,f є f i K визначенi ранiше
(як наголошувалось, цi функцiї залежать вiд β , µ , y0 , f ).

Якщо

β1(a, t) > β2(a, t), µ1(a, t) 6 µ2(a, t),м.в. у QT ,

y01(a) > y02(a), м.в. на (0, T ),

f1(a, t) > f2(a, t), м.в. у QT ,

тодi

Kβ1,µ1,y01,f1(t, a) > Kβ2,µ2,y02,f2(t, a) м.в. на QT ,

F β1,µ1,y01,f1(t) > F β2,µ2,y02,f2(t, a) м.в. на (0, T ),
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та з (8.5.12) робимо висновок, що bβ2,µ2,y02,f20 (t) 6 bβ1,µ1,y01,f10 (t) м.в.на
(0, T ) . А з (8.5.5) i (8.5.6) випливає, що y1(a, t) > y2(a, t) м.в.на QT .

I накiнець, якщо fn → f у просторi L1(QT ) , то робимо висновок,
що Fn → F у просторi L∞(0, T ) (де Fn i F вiдповiдають f := fn ).
Справдi,

Fn(t)− F (t) =

t∫
0

β(a, t)

a∫
0

e−
∫ a
s µ(τ,t−a+τ)dτ (fn − f)(s, t− a+ s)dsda+

A∫
t

β(a, t)

t∫
0

e−
∫ t
s µ(a−t+τ,τ)dτ (fn − f)(a− t+ s, s)dsda

д.м.в. t ∈ (0,min{T,A}) , а тому

Fn(t)− F (t) =

A∫
0

β(a, t)

a∫
0

e−
∫ a
s µ(τ,t−a+τ)dτ (fn − f)(s, t− a+ s)dsda

д.м.в. A = min{T,A} < t < T (у випадку A < T ). Отож, вiдповiдно,
одержимо

‖Fn − F‖L∞(0,T ) 6 ‖β‖L∞(QT ) · ‖fn − f‖L1(QT ),

звiдки випливає Fn → F у просторi L∞(0, T ) при n→ +∞ .
Використавши (8.5.9) та лему Bellman’a (див. [13]) одержимо, що

bfn → b у просторi L∞(0, T ) , де bfn є розв’язок (8.5.9), що вiдповiдає
F := Fn (i вiдповiдно f := fn ).

Iз (8.5.5) i (8.5.6) випливає, що yn → y у просторi L∞(0, T ;L1(0, A)) ,
що i завершує доведення теореми.

2

♣ Зауваження 8.5.2. Для кожної функцiї f ∈ L1(QT ) такої,
що f(a, t) > 0 м.в. у QT , розв’язок y задачi (8.5.1)-(8.5.3) задовольняє
оцiнку

y(a, t) > 0 д.м.в. (a, t) ∈ QT .

Ця нерiвнiсть пiдтверджує бiологiчну iнтерпретацiю A як максималь-
ний вiд популяцiї виду.

Наведемо декiлька зауважень щодо поведiнки на великому промiж-
ку часу розв’язку лiнiйної вiковозалежної динамiки популяцiї у випадку
незалежного вiд часу коефiцiєнта смертностi та нульового зовнiшнього
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приросту популяцiї. Розглянемо таку модель:

Dy(a, t) + µ(a)y(a, t) = 0, (a, t) ∈ Q,

y(0, t) =

A∫
0

β(a)y(a, t)da, t ∈ (0,+∞),

y(a, 0) = y0(a), a ∈ (0, A),

(8.5.13)

де Q = (0, T )× (0,+∞) .
Нехай виконуються умови

(A1) β ∈ L∞(0, A) , β(a) > 0 д.м.в. a ∈ (0, A) , β 6= 0L∞(0,A) ;

(A2) µ ∈ L1
l oc([0, A)) , µ(a) > 0 д.м.в. a ∈ (0, A) ,

A∫
0

µ(a)da = +∞,

(A3) y0 ∈ L1(0, A) , y0(a) > 0 д.м.в. a ∈ (0, A) .

Позначимо через R величину

R =

A∫
0

β(a)e
−

a∫
0

µ(s)ds
da,

i назвемо її коефiцiєнтом репродукцiї .

Теорема 8.5.4. Якщо виконуються умови (A1)-(A3), тодi

lim
t→∞
‖y(t)‖L∞(0,A) = 0, якщо R < 1,

lim
t→∞
‖y(t)‖L1(0,A) = +∞, якщо R > 1,

lim
t→∞
‖y(t)− ỹ‖L∞(0,A) = 0, якщо R = 1,

де y є розв’язок (8.5.13) i ỹ нетривiальний стiйкий розв’язок задачi
(8.5.13) 1,2 .

Доведення цiєї теореми можна знайти у [13] i [48]. Твердження тео-
реми будуть перевiренi числовими тестами.
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♣ Зауваження 8.5.3. Нехай виконуються умови (A1)-(A3) i
y0 ∈ C([0, A]) . Якщо виконується умова

y0(0) =

A∫
0

β(a)y(a)da, (Ac)

тодi розв’язок b iнтегрального рiвняння (8.5.9) є неперервним, b(0) =
y0(0) , а з (8.5.5) i (8.5.6) одержуємо, що y ∈ C([0, A] × [0,+∞)) (див.
[13]).

Якщо умова погодження (Ac) не виконується, тодi {(a, a); a ∈ [0, A]}
є лiнiєю розриву y розв’язку задачi (8.5.13). Геометричну iнтерпретацiю
цього твердження отримаємо у чисельнiй симуляцiї у MatLabr .

Чисельний розв’язок

Побудуємо апроксимацiю типу Euler’a для задачi (8.5.1)-(8.5.3), у якiй
вiзьмемо f ≡ 0 . При написаннi апроксимацiйного алгоритму визначення
наближеного розв’язку задачi вiзьмемо до уваги метод доведення Те-
ореми 8.5.1, а саме, iнтегрування вздовж характеристики. Насамперед
визначимо сiтки вузлiв

ai = (i− 1)h, i = 1, 2, . . . ,M,

i
tj = (j − 1)h, j = 1, 2, . . . , N,

де h > 0 є крок сiтки, а кiлькiсть вузлiв вiдповiдає крайнiм точкам A
та T , вiдповiдно, тобто

M = 1 + A/h, N = 1 + T/h.

Для позначення апроксимацiї функцiї введемо позначення

ϕ(ai, tj) ≈ ϕ
(j)
i .

Пiсля дискредитацiї у точцi (ai, tj) рiвняння (8.5.1) запишеться

y
(j)
i − y

(j−1)
i−1

h
+ µ

(j)
i y

(j)
i = 0. (8.5.14)

Використаємо для похiдної першого порядку обернену скiнчено-
рiзницеву апроксимацiю. Нехай ϕ є функцiєю класу C2 . Тодi за фор-
мулою Taylor’a

ϕ(x− h) = ϕ(x)− hϕ′(x) +
h2

2
ϕ′′(ξ),
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для деякого ξ ∈ (x− h, x) . Звiдки справджується рiвнiсть

ϕ′(x) =
ϕ(x)− ϕ(x− h)

h
+O(h). (8.5.15)

Зауважимо, щоб одержати формулу (8.5.14), треба застосувати (8.5.15)
вздовж дiагоналi добутку сiток на [0, A] × [0, T ] . Iз (8.5.14) легко одер-
жуємо

y
(j)
i = (1 + hµ

(j)
i )−1y

(j−1)
i−1 .

Позаяк µ є незалежна вiд t у дослiджуваному випадку, тому вище за-
писана формула набуде простiшого вигляду, а саме

y
(j)
i = (1 + hµi)

−1y
(j−1)
i−1 . (8.5.16)

Для апроксимацiї iнтеграла в умовi (8.5.2) застосуємо формулу трапецiй,
згiдно з якою одержимо рiвнiсть

d∫
c

ϕ(x)dx =
h

2
[ϕ(c)− ϕ(d)] + h

n−1∑
i=2

ϕ(xi) +O(h2),

де h > 0 є кроком сiтки

c = x1 < x1 < · · · < xn = d,

за припущення, що ϕ ∈ C2([c, d]) .
Опишемо апроксимацiйний метод побудови алгоритму обчислення

наближеного розв’язку задачi (8.5.1)-(8.5.3). Через z(i, j) позначимо
z(ai, tj) .

Алгоритм 8.1
/∗ Обчислимо розв’язок на першому за часом кроцi (j = 1) iз по-

чаткової умови (8.5.3) ∗/

for i = 1 to M
y(i,1) = y0(a(i))

end–for

/∗Обчислимо розв’язок на вищих рiвнях за часом, використовуючи фор-
мулу (8.5.16) та формулу трапецiй
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for j = 2 to N
for i = 2 to M
y(i,j) = y(i - 1,j - 1)/(1 + h * µ (i))

end–for
for i = 1 to M
w(i) =beta(i) * y(i,j)

end–for
y(1,j) = trapz(a,w)

end–for

Нагадаємо, що тут trapz є функцiєю MatLabr чисельного iнтегруван-
ня. Вiдзначимо, що y(1, j) невiдоме (ще не обчислене значення) у циклi

for i = 1 to M
w(i) = beta(i) * y(i,j)

end–for

Тому w(1) також невiдоме на момент обчислення trapz(a,w). Це логi-
чний висновок, проте, взявши у наших чисельних тестах β(1) = 0 , i тодi
w(1) = 0 . Отож, обчислення значення y(1,j)=trapz(a,w) буде проводи-
тись правильно.

Запишемо програму обчислення розв’язку задачi (8.5.1)-(8.5.3) у ви-
падку, коли β(a, t) = B · a2(A − a)(1 + sin(π/Aa)) , де B > 0 , µ(a, t) =
exp(−a)/(A− a) , y0(a) = exp(−a2/2) :

% file pop1.m
% Program to compute the density of population
% using the backward Euler method ( step is h )
clear
A=input(’The maximal age is A: ’);
T=input(’The final time is T: ’);
h=input(’The discretization parameter is h: ’);
ct=input(’constant for beta: ’); % constant B>0 for beta
lw=input(’LineWidth: ’);
M=1+A/h;
N=1+T/h;
for i=1:M
a(i)=(i-1)*h;

end
for j=1:N
t(j)=(j-1)*h;

end
beta=ct*a.ˆ2.*(A-a).*(1+sin(pi/A*a));
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miu=exp(-a)./(A-a);
R=trapz(a,beta.*exp(-miu));
y=zeros(M,N);
for i=1:M
y(i,1)=exp(-0.5*a(i)ˆ2);

end
for j=2:N
j
for i=2:M
y(i,j)=y(i-1,j-1)/(1+h*miu(i));

end
for i=1:M
w(i)=y(i,j);

end
y(1,j)=trapz(a,beta.*w);

end
for i=1:M
for j=1:N
age(i,j)=a(i);
time(i,j)=t(j);

end
end
% make figures
K=max(max(y));
meshz(age,time,y); % or mesh
axis([0 A 0 T 0 K])
xlabel(’ \bf {Age a}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {Time t}’,’FontSize’,16)
zlabel(’ \bf {y(a,t)}’,’FontSize’,16)
figure(2)
plot(a, beta,’LineWidth’,lw); grid
title(’ \bf { \ beta and \ mu}’,’FontSize’,16)
xlabel(’ \bf {a}’,’FontSize’,16)
hold on
plot(a, miu,’r’,’LineWidth’,lw);
text(0.6,4,’ \bf { \ beta(a)}’,’FontSize’,16)
text(0.8,6,’ \bf { \ mu(a)}’,’FontSize’,16)
hold off
Координати об’єкта text у координатнiй системi залежать вiд розташу-
вання графiка.

Для одержання точнiшої апроксимацiї рiвняння (8.5.1), використа-
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ємо центровану скiнчено рiзницеву схему. Нехай ϕ – тричi неперервно
диференцiйовна, тобто, функцiя класу C3 . Тодi за формулою Taylor’a
запишемо

ϕ(x+ h) = ϕ(x) + hϕ′(x) +
h2

2
ϕ′′(x) +

h3

6
ϕ′′′(ξ1),

ϕ(x− h) = ϕ(x)− hϕ′(x) +
h2

2
ϕ′′(x) +

h3

6
ϕ′′′(ξ2).

Звiдки, вiднявши обидвi формули вище, одержимо

ϕ′(x) =
ϕ(x+ h)− ϕ(x− h)

2h
+O(h2).

Отож, використавши зображення похiдної, апроксимацiя рiвняння (8.5.1)
виглядатиме так:

y
(j+1)
i+1 − y

(j−1)
i−1

2h
+ µ

(j)
i y

(j)
i = 0.

Взявши до уваги, що µ
(j)
i = µi , остаточно одержимо iтерацiйну формулу

апроксимацiї рiвняння (8.5.1)

y
(j+1)
i+1 = y

(j−1)
i−1 − 2hµiy

(i)j. (8.5.17)

Замiнивши формулу (8.5.16) на (8.5.17), одержимо такий алгоритм об-
числення наближеного розв’язку задачi.

Алгоритм 8.2
/∗ Використовуючи умову (8.5.3), обчислимо розв’язок на першому за
часом кроцi ∗/

for i=1 to M
y(i,1)=y0(a(i))

end–for

/∗ Використовуючи формулу (8.5.16) та формулу трапецiй, обчислимо
розв’язок на другому за часом кроцi ∗/

j=2
i=2 to M
y(i,j)=y(i-1,j-1)/(1 + h*mu(i))

end–for
for i=1 to M
w(i)=beta(i)*y(i,j)

end–for
y(1,j)=trapz(a,w)
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(а) (б)

Рис. 8.32. Графiки програми pop1.m: а – коефiцiєнти фертильностi (β)
та смертностi (µ) ; б – розподiл популяцiї

/∗ Використовуючи (8.5.17) та формулу трапецiй, обчислимо розв’язок
на кроках j = 3, . . . , N, дискредитованих за часом ∗/

for j=2 to N-1
for i=2 to M-1
y(i+1,j+1)=y(i-1,j-1)-2*h*mu(i)*y(i,j)

end–for
i=2
y(i,j+1)=y(i-1,j)/(1 + h*mu(i-1))
for i=1 to M
w(i)=beta(i)*y(i,j+1)

end–for
y(1,j+1)=trapz(a,w)

end–for

Звернемо увагу на те, що для j = 2 i i = 2 , вiдповiдно, використа-
но однокроковi формули. Наприклад, y(:, 1) обчислюється з початко-
вої умови (8.5.3), тодi як y(:, 2) обчислюється за допомогою формули
(8.5.16), i накiнець y(:, j) для j = 3, . . . , N обчислюється за допомогою
формули (8.5.17).

♣ Зауваження 8.5.4. Вздовж лiнiї a = t вiдбувається розрив,
позаяк початкова умова не задовольняє умову погодження

y0(0) =

A∫
0

β(a)y0(a)da.
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Детальнiше див. [13].

Вектори beta, miu, i y(:,1) з програми вище, якi вiдповiдають значен-
ням у вузлах сiтки функцiй β , µ , y0 , обчислюються так:

beta(i) = β(ai), miu(i) = µ(ai), y(i, 1) = y0(ai), i = 1, 2, . . . ,M,

можна ввести з файлiв. Припустимо, що утворенi файли beta.txt, mui.txt,
y0.txt у форматi стовпчика значень (одне значення у рядку). Тодi за до-
помогою послiдовностi команд введемо данi у програму:

load miu.txt
miu=miu’; % transform into a row vector
load beta.txt
beta=beta’; % transform into a row vector
load y0.txt
y0=y0’; % transform into a row vector

8.5.2. Задача оптимального розмноження

У цьому роздiлi дослiдимо задачу оптимального розмноження, яка
описує динамiку лiнiйної вiково структурованої популяцiї. Вiдповiдна мо-
дель у виглядi рiвняння з частинними похiдними була сформульована у
попередньому роздiлi. У цьому роздiлi доведемо iснування оптимально-
го керування, виведемо необхiднi умови оптимального першого порядку
i використаємо їх пiд час побудови чисельного алгоритму знаходження
наближеного розв’язку задачi. Цей алгоритм є основою програми апрок-
симацiї оптимального керування (та оптимального значення функцiї ко-
шту).

Дослiджувана задача має важливе значення з економiчної погляду
(оскiльки визначає оптимальнi стратегiї) та з бiологiчного.

Отож, сформулюємо задачу оптимального розмноження: максимiзу-
вати функцiонал

T∫
0

A∫
0

u(a, t)yu(a, t)da dt→ max (OHP)
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стосовно u ∈ K = {w ∈ L∞(QT ) : 0 6 w(a, t) 6 L м.в. на QT} , де yu є
розв’язком задачi

Dy(a, t) + µ(a, t)y(a, t) = f(a, t)− u(a, t)y(a, t), (a, t) ∈ QT ,

y(0, t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da, t ∈ (0, T ),

y(a, 0) = y0(a), a ∈ (0, A).

(8.5.18)

Тут L > 0 , K є множиною обмежень керування. u ∈ K – керування
або зусилля спрямованi на розмноження. Також u вiдiграє роль дода-
ткового коефiцiєнта смертностi. Iнтеграл у (OHP) дорiвнює значенню
сукупного розмноження.

Наше завдання полягає у знаходженнi такого керування (зусилля
спрямованi на розмноження), за якого розмноження є максимальне –
таке керування називаємо оптимальним (оптимальне зусилля спрямо-
ване на розмноження).

Дослiдження, запрезентованi у цьому роздiлi, стимульованi працею
[3].

З метою спрощення припустимо, що виконуються умови (H1)-(H4).
Оскiльки µ := µ + u задовольняє (H2) ( ∀u ∈ K ), то можна зробити
висновок, що задача (8.5.18) має єдиний розв’язок yu . Цей розв’язок не-
вiд’ємний.

Iснування оптимального керування

Теорема 8.5.5. Задача (OHP) допускає щонайменше одне оптимальне
керування.

Доведення. Позначимо

Ψ(u) =

T∫
0

A∫
0

u(a, t)yu(a, t)da dt, u ∈ K,

i нехай
d = sup

u∈K
Ψ(u).

Iз теореми 8.5.3 одержимо оцiнку

0 6 Ψ(u) 6 L

T∫
0

A∫
0

y0(a, t)da dt < +∞,
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( y0 є розв’язок (8.5.18), який вiдповiдає u ≡ 0 ) для довiльного керува-
ння u ∈ K , звiдки випливає, що d ∈ [0,+∞) .

Нехай {un}n∈N∗ ⊂ K є послiдовнiстю керувань, якi задовольняють
таку оцiнку

d− 1

n
< Ψ(un) 6 d.

Iз цiєї ж теореми 8.5.3 випливає, що

0 6 yun(a, t) 6 y0(a, t) м.в. у QT ,

i, крiм того, для пiдпослiдовностi, яку позначимо {yun} , матимемо

yun → y∗ слабко у L2(QT ).

Сформулюємо(без наведення доведення) таке допомiжне твердження, вi-
доме як теорема Mazur’a (див. [17])

Твердження 8.5.1. (Mazur) Припустимо, що {xn}n∈N слабко збiжна
послiдовнiсть у дiйсному просторi Banach’a X до x ∈ X . Тодi iснує
послiдовнiсть {yn}n∈N ⊂ X , yn ∈ conv{xk : k > n+ 1} , n ∈ N така,
що {yn}n∈N збiжна (сильно) до x .

Використовуючи твердження 8.5.1, одержимо, що iснує послiдовнiсть
{ỹn} така, що

ỹn =
kn∑

i=n+1

λni y
ui , λni > 0,

kn∑
i=n+1

λni = 1

(kn > n+ 1) , i
ỹn → y∗ у L2(QT ).

Нехай керування ũn визначається так:

ũn(a, t) =



kn∑
i=n+1

λni (a, t)ui(a, t)

kn∑
i=n+1

λni y
ui(a, t)

, якщо
kn∑

i=n+1

λni y
ui(a, t) 6= 0,

0, якщо
kn∑

i=n+1

λni y
ui(a, t) = 0.

Це керування задовольняє ũn ∈ K , а також

ỹn(a, t) = yũn(a, t) м.в. у QT .
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Можна вибрати пiдпослiдовнiсть (яку також позначимо {ũn} ) таку, що
ũn → u∗, слабко у QT ,

Ψ(ũn) =
kn∑

i=n+1

λni Ψ(ui)→ d, при n→ +∞,

звiдки робимо висновок, що

d = lim
n→+∞

Ψ(ũn) =

T∫
0

A∫
0

u∗(a, t)y∗(a, t)da dt. (8.5.19)

З iншого боку, з слабкої збiжностi ũn → u∗ у L2(QT ) одержимо, що
yũn → yu

∗ слабко у L2(QT ) , що означає

y∗(a, t) = yu
∗
(a, t) м.в. у QT

(позаяк слабка границя єдина). Iз (8.5.19) одержимо, що d = Ψ(u∗) , а
отже, u∗ є оптимальним керуванням (OHP).

2

Принцип максимуму

Теорема 8.5.6. Припустимо додатково, що f(a, t) > 0 м.в. у QT . Як-
що u∗ є оптимальним керуванням задачi (OHP) i p є розв’язком задачi

Dp− µp = u∗(1 + p)− β(a, t)p(0, t), (a, t) ∈ QT ,

p(A, t) = 0, t ∈ (0, T ),

p(a, T ) = 0, a ∈ (0, A),

(8.5.20)

тодi

u∗(a, t) =

{
0, якщо 1 + p(a, t) < 0,

L, якщо 1 + p(a, t) > 0.
(8.5.21)

Доведення. Для кожної функцiї v ∈ L∞(QT ) такої, що u∗ + εv ∈ K ,
та для довiльного достатньо малого значення ε > 0 , маємо

T∫
0

A∫
0

u∗yu
∗
da dt >

T∫
0

A∫
0

(u∗ + εv)yu
∗+εvda dt,

звiдки
T∫

0

A∫
0

u∗
yu
∗+εv − yu∗

ε
da dt+

T∫
0

A∫
0

vyu
∗+εvda dt 6 0. (8.5.22)
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Збiжнiсть yu
∗+εv → yu

∗ у просторi L∞(0, T ;L1(0, A)) при ε → 0+ ви-
пливає з теореми 8.5.3.

Для завершення доведення теореми нам необхiдне твердження, яке
сформулюємо та доведемо у виглядi леми.

Лема 8.5.1. Якщо z – розв’язок задачi

Dz(a, t) + µ(a, t)z(a, t) = −vyu∗ − u∗z, (a, t) ∈ QT ,

z(0, t) =

A∫
0

β(a, t)z(a, t)da, t ∈ (0, T ),

z(a, 0) = 0, a ∈ (0, A),

(8.5.23)

тодi справедлива збiжнiсть:

1

ε
[yu
∗+εv − yu∗ ]→ z у L∞(0, T ; (L1(0, A))), при ε→ 0 + .

Доведення леми. Iснування та єдинiсть розв’язку задачi (8.5.23) ви-
пливає з теореми 8.5.1. Уведемо позначення

wε(a, t) =
1

ε
[yu
∗+εv(a, t)− yu∗(a, t)]− z(a, t), (a, t) ∈ QT .

Неважко переконатися, що wε є розв’язком задачi

Dw(a, t) + µ(a, t)w(a, t) = −u∗w − v[yu
∗+εv − yu∗ ], (a, t) ∈ QT ,

w(0, t) =

A∫
0

β(a, t)w(a, t)da, t ∈ (0, T ),

w(a, 0) = 0, a ∈ (0, A).

Позаяк yu
∗+εv − yu

∗ → 0 у L∞(0, T ;L1(0, A)) при ε → 0+ та вико-
риставши результат теореми 8.5.3, одержимо, що wε → 0 у просторi
L∞(0, T ;L1(0, A)) при ε→ 0+ , що i завершує доведення леми.

2

Доведення теореми 8.5.6, (продовження). Виконавши граничний пе-
рехiд у (8.5.22), одержимо

T∫
0

A∫
0

(u∗z + vyu
∗
)da dt 6 0. (8.5.24)
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Помножимо (8.5.20) 1 на z та проiнтегрувавши у прямокутнику [0, T ]×
[0, A] , одержимо

T∫
0

A∫
0

(Dp− µp)zda dt =

T∫
0

A∫
0

[u∗(1 + p)z − β(a, t)p(0, t)z(a, t)]da dt.

Використавши (8.5.20) i (8.5.23) 2 та пiсля очевидних перетворень, одер-
жимо

−
T∫

0

A∫
0

p(Dz + µz)da dt =

T∫
0

A∫
0

u∗(1 + p)zda dt. (8.5.25)

Використовуючи (8.5.25) можна записати

T∫
0

A∫
0

pvyu
∗
da dt =

T∫
0

A∫
0

u∗zda dt,

а отже, з (8.5.24) випливає, що

T∫
0

A∫
0

v(a, t)(1 + p(a, t))yu
∗
(a, t)da dt 6 0,

для довiльної функцiї v ∈ L∞(QT ) такої, що u∗ + εv ∈ K для достатньо
малого значення ε > 0 . Мiркуваннями, аналогiчними як у роздiлi 8.3.,
одержимо

u∗(a, t) =

{
0, якщо (1 + p(a, t))yu

∗
(a, t) < 0,

L, якщо (1 + p(a, t))yu
∗
(a, t) > 0.

Оскiльки за припущенням f(a, t) > 0 м.в. у QT , то yu
∗
(a, t) > 0 м.в. у

QT , а отже, правильне подання (8.5.21). Теорема доведена.
2

♣ Зауваження 8.5.5. Як наслiдок iз теореми 8.5.6 одержуємо,
що p (розв’язок задачi (8.5.20)) є розв’язком задачi

Dp− µp = L(1 + p)+ − β(a, t)p(0, t), (a, t) ∈ QT ,

p(A, t) = 0, t ∈ (0, T ),

p(a, T ) = 0, a ∈ (0, A).

(8.5.26)
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Детальнiше, враховуючи єдинiсть, див. [13] i [3]. Щодо єдиностi опти-
мального керування – у наступному зауваженнi.
♣ Зауваження 8.5.6. Припустимо, що u∗ є оптимальним керу-

ванням у задачi (OHP). Нехай, крiм того, f(a, t) > 0 м.в. на QT та
µ(a, t) > 0 м.в. на QT ,

i, д.м.в. t ∈ (0, T ),
β

µ
(·, t) не є строго додатною сталою

на кожнiй пiдмножинi з додатною вимiрнiстю.

(H5)

За цих додаткових умов iз рiвняння (8.5.20) 1 випливає, що

D = {(a, t) ∈ QT : p(a, t) = −1}

є множиною мiри нуль за Lebesgue ( p є розв’язком задачi (8.5.20)) та
u∗ є двопозицiйним керуванням (u∗ набуває всюди скiнчену кiлькiсть
значень). Бiльше того, оптимальне керування єдине.
♣ Зауваження 8.5.7. За виконання припущення зауваження

8.5.2., розв’язок p двоїстої задачi (8.5.26) не залежить або вiд f , або
вiд y0 .

Позначимо через u∗ оптимальне керування. Останнє зауваження дає
змогу сформулювати такий результат для загального випадку f(a, t) > 0
м.в. на QT .

Теорема 8.5.7. При виконаннi умов (H1)-(H4) керування u∗ також є
оптимальним для задачi (OHP) у випадку невiд’ємностi функцiї f .

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть {fn} функцiй fn ∈ L1(QT ) та-
ких, що fn(a, t) > 0 м.в. у QT , причому fn → f у просторi L1(QT ) при
n → +∞ . Через Ψn(u) позначимо функцiю кошту у задачi (OHP), що
вiдповiдає f := fn та через yun розв’язок задачi (8.5.4), що вiдповiдає
керуванню u i f := fn .

Теорема 8.5.3 дає пiдстави стверджувати, що для довiльного керува-
ння u ∈ K

yun → yu

у просторi L∞(0, T ;L1(0, A)) при ε→ +∞ . Звiдси випливає

Ψn(u)→ Ψ(u) якщо n→ +∞.

Позаяк для довiльного керування u ∈ K правильна нерiвнiсть Ψn(u∗) >
Ψn(u) / тому беручи до уваги останню збiжнiсть, одержуємо, що u∗ є
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оптимальним керуванням задачi (OHP).
2

♣ Зауваження 8.5.8. Якщо виконуються умови (H1)-(H4), то
iснує єдине оптимальне керування u∗ задачi (OHP). Для визначення u∗

необхiдно знайти розв’язок p задачi (8.5.26). Тодi оптимальне керування
визначається за формулою (8.5.21).

Чисельний розв’язок

За теоремою 8.5.7 та задачi (8.5.26) iз її наслiдку одержуємо простий
спосiб обчислення наближеного розв’язку задачi оптимального керува-
ння. Опишемо алгоритм розв’язування задачi.

OH1: Обчислимо розв’язок p задачi (8.5.26), тобто задачi


Dp− µp = L(1 + p)+ − β(a, t)p(0, t), (a, t) ∈ QT ,

p(A, t) = 0, t ∈ (0, T ),

p(a, T ) = 0, a ∈ (0, A).

OH2: Обчислимо оптимальне керування u∗ за формулою (8.5.21)

Задача (OH1) розв’язується у напрямi спадання за часовою змiн-
ною. Багатократно застосовуючи обернену скiнчено-рiзницеву апрокси-
мацiю для диференцiального оператора, ми дискредитуємо перше рiвня-
ння (для p ) неявно так:

p
(j)
i − p

(j−1)
i−1

h
− µip(j)

i = LΠ
(
p

(j)
i

)
− βip(j)

1 . (8.5.27)

де

Π(p) = (1 + p)+.

Як наслiдок одержуємо

p
(j−1)
i−1 = (1− hµi)p(j)

i − h
[
LΠ
(
p

(j)
i

)
− βip(j)

1

]
.

Цикл для обчислення p , вiдповiдно, має вигляд
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for j=1 to N
p(M,j)=0;

end–for
for i=1 to M
p(i,N)=0;

end–for
for j=N down to 2
for i=2 to M
temp=h*(L*pp(p(i,j))-beta(i)*p(1,j));
p(i-1,j-1)=(1-h*mu(i))*p(i,j)-temp;

end–for
end–for

Тут pp – додатна частина функцiї Π i у машинному кодi визначається
за допомогою файл-функцiї середовища MatLabr :

function out=pp(p)
p1=p + 1;
if (p1>= 0)
out=p1;

else
out=0;

end

На жаль, що стосується чисельних тестiв, то точний метод має недолiк.
У наших чисельних експериментах розглянемо функцiю

µ(a) =
e−a

A− a
,

яку (див. попередню програму) у середовищi MatLabr визначимо

mu=exp(-a)./(A-a);

Очевидно, що значенняmu(M) невизначене i MatLabr поверне значення
Inf, тобто +∞ . Однак, як видно з записаного вище алгоритму, у циклi for
i to M обчислюється значення mu(i). Тому ми змушенi присвоїти значення
NaN (Not a Number) для багатьох значень p .

Тому, замiнивши µi на µi−1 , одержимо напiвявну формулу

p
(j)
i − p

(j−1)
i−1

h
− µi−1p

(j−1)
i−1 = LΠ

(
p

(j)
i

)
− βip(j)

1 ,

звiдки

p
(j−1)
i−1 = (1 + hµi−1)−1

[
p

(j)
i − h

(
LΠ
(
p

(j)
i

)
− βip(j)

1

)]
.

Запишемо вiдповiдний алгоритм.
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Алгоритм 8.3.

for j=1 to N
p(M,j)=0

end–for
for i=1 to M
p(i,N)=0

end–for
for i=N downto 2
for i=2 to M
temp=h*(L*pp(p(i,j))-beta(i)*p(1,j))
p(i-1,j-1)=(p(i,j)-temp)/(1+h*mu(i))

end–for
end–for
for i=1 to M
for j=1 to N
if (1+p(i,j)>0)
u(i,j)=L

else
u(i,j)=0

end–if
end–for

end–for

Вiдповiдна програма запишеться, наприклад, так:

% file ohp1.m
% Program for optimal harvesting – age dependent population
% (semi-implicit method)
clear all
A=input(’The maximal age is A=’);
T=input(’The final time is T=’);
h=input(’The discretization parameter is h=’);
L=input(’L=’);
ct=input(’constant for beta: ’); % constant B>0 for beta
M=1+A/h;
N=1+T/h;
N1=N+1;
for i=1:M
a(i)=(i-1)*h;

end
for j=1:N
t(j)=(j-1)*h;
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end
beta=ct*a.ˆ2.*(A-a).*(1+sin(pi/A*a));
mu=exp(-a)./(A-a);
p=zeros(M,N);
u=zeros(M,N);
for j=1:N
p(M,j)=0;

end
for i=1:M
p(i,N)=0;

end
for k=1:N-1
j=N1-k;
for i=2:M
temp=h*(L*pp(p(i,j))-beta(i)*p(1,j));
p(i-1,j-1)=(p(i,j)-temp)/(1+h*mu(i-1));

end
end
for i=1:M
for j=1:N
temp=1+p(i,j);
if (temp>0)
u(i,j)=L;

end
end

end
for i=1:M
for j=1:N
age(i,j)=a(i);
time(i,j)=t(j);

end
end
% make figures
K=max(max(u));
meshz(age,time,u);
axis([0 A 0 T 0 K]);
xlabel(’ \bf {Age a}’,’FontSize’,16)
ylabel(’ \bf {Time t}’,’FontSize’,16)
zlabel(’ \bf {control u}’,’FontSize’,16)
figure(2)
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(а) (б)

Рис. 8.33. Графiки програми ohp1.m: а – графiк оптимального керування
u∗ ; б – графiк розв’язку двоїстої задачi p ;

meshz(age,time,p)
xlabel(’ \bf {Age a}’,’FontSize’,16);
ylabel(’ \bf {Time t}’,’FontSize’,16);
zlabel(’ \bf {adjoint state p}’,’FontSize’,16);
tl=input(’time level: ’);
tval=t(tl)
for i=1:M
w(i)=u(i,tl);
end
figure(3)
plot(a,w,’ks’); grid
axis([0 1 -2 12])
xlabel(’ \bf {a}’,’FontSize’,16)
w1=w’;
save w1.txt w1 -ascii

Тут pp функцiя, яка визначена вище. Масив w слугує для побудови гра-
фiка вiдображення a 7→ u(a, t) на кроцi tl за часом, що вiдповiдає зна-
ченню t визначеному за допомогою tval у програмi.

Тестування програми ohp1.m проведенi за таких значень параметрiв
моделi: A=1, T=1, L=10, h=0.005, B=10 (константа для функцiї β ). Гра-
фiки оптимального керування u та розв’язку p двоїстої задачi зобра-
женi на рис. 8.33а, 8.33б, вiдповiдно.

Вибравши крок часу tl=81, одержимо вектор w, що вiдповiдає зна-
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ченню часу t=0.4. Зрiз для керування u зображений на рис. 8.34.
Розглянемо тепер iнший непрямий метод дискредитацiї рiвняння

(8.5.26). Для цього формулу (8.5.27) замiнимо такою:

p
(j)
i − p

(j−1)
i−1

h
− µi−1p

(j−1)
i−1 = LΠ

(
p

(j−1)
i−1

)
− βi−1p

(j−1)
1 ,

й одержимо для p
(j−1)
i−1 рiвняння

a1p
(j−1)
i−1 + a2Π

(
p

(j−1)
i−1

)
− a3 = 0,

де

a1 = 1 + hµi−1,

a2 = hL,

a3 = p
(j)
i + hβi−1p

(j−1)
1 .

Звiдси одержуємо, що p
(j−1)
i−1 є розв’язком такого рiвняння

a1x+ a2(x+ 1)+ − a3 = 0.

Елементарнi обчислення дають два можливi розв’язки цього рiвняння, а
саме

x1 =
a3 − a2

a1 + a2

> −1,

Рис. 8.34. Графiк оптимального керування при t = 0.4
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та
x2 =

a3

a1

< −1.

Виберемо один iз них i запишемо вiдповiдний алгоритм.

Алгоритм 8.4

for j=1 to N
p(M,j)=0

end–for
for i=1 to M
p(i,N)=0

end–for
a2=h*L;
for j=N downto 2
for i=2 to M
a1=1+h*mu(i-1);
a3=p(i,j) + h*beta(i-1)*p(1,j-1);
x1=(a3-a2)/(a1+a2);
x2=a3/a1;
if (x1<-1) and (x2>=-1)
error(’NO ROOT’);

end–if
if (x2<-1)
p(i-1,j-1)=x2;

else
p(i-1,j-1)=x1;

end–if
end–for

end–for

/∗ u is computed as in Algorithm 8.3 ∗/

Зауважимо, що порiвняно з алгоритмом 8.3 змiнено тiльки for i=2 to M
всерединi циклу.

У наступному роздiлi дослiдимо складнiшу модель.

8.5.3. Логiстична модель iз перiодичним показником
природної змiни популяцiї

У цьому роздiлi дослiдимо оптимальну задачу приросту з вiково
структурованою динамiкою популяцiї iз логiстичним членом та перiодич-
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ним показником природної змiни популяцiї. Вiдправною точкою є така
нелiнiйна модель iз вiково структурованою динамiкою популяцiї

Dy(a, t) + µ(a, t)y +M(t, Y (t))y = −u(t)y, (a, t) ∈ Q,

Y (t) =

A∫
0

y(a, t)da, t > 0,

y(0, t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da, t > 0,

y(a, 0) = y0(a), a ∈ (0, A),

(8.5.28)

де Q = (0, A) × (0,+∞) . Демографiчний показник β (показник наро-
джуваностi) i µ (коефiцiєнт смертностi), залежнi вiд вiку та часу, припу-
скаються T -перiодичними за змiнною t . Y (t) означає щiльнiсть загаль-
ної популяцiї у момент часу t i M(t, Y (t)) означає додатковий коефi-
цiєнт смертностi пов’язаний iз перенаселенням. T -перiодична функцiя
u означає зусилля спрямованi на розмноження (керування). Зауважимо,
що (8.5.28) є крайовою задачею. У [6] i [4] за певних умов доведено, що
розв’язок yu задачi (8.5.28) має властивiсть

lim
t→+∞

‖yu(t)− ỹu(t)‖L∞(0,A) = 0,

де ỹu є максимальним невiд’ємним перiодичним розв’язком такої задачi

Dy(a, t) + µ(a, t)y +M(t, Y (t))y = −u(t)y, (a, t) ∈ Q,

Y (t) =

A∫
0

y(a, t)da, t > 0,

y(0, t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da, t > 0,

y(a, t) = y(a, t+ T ), a ∈ (0, A).

(8.5.29)

Вiдомо, що задача (8.5.29) має щонайменше два невiд’ємнi розв’язки
( y ≡ 0 звичайно є невiд’ємним розв’язком задачi).

У цьому контекстi дослiдимо задачу знаходження T -перiодичного зу-
силля направленого на розмноження u , яка приведе нас до максимальної
народжуваностi на часовому iнтервалi [t, t+ T ] при t→ +∞ .

Беручи до уваги, що для кожного додатного початкового значення
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y0 ,
t+T∫
t

A∫
0

u(s)yu(a, s)da ds→
T∫

0

A∫
0

u(s)ỹu(a, s)da ds,

при t→ +∞ (загальний прирiст популяцiї на часовому промiжку [t, t+
T ] , що описується (8.5.28), збiжний до загального приросту популяцiї на
часовому промiжку довжини T за перiодичної популяцiї, що описується
(8.5.29)), задачу можна сформулювати так: максимiзувати

T∫
0

A∫
0

u(s)ỹu(a, s)da ds→ max, (OH)

стосовно u ∈ K , де множина керувань K визначена так:

K = {v ∈ L∞(R+) : 0 6 v(t) 6 L, v(t) = v(t+ T ) м.в. в R+},

i L ∈ (0,+∞) .
Нехай виконуються такi умови (див. [6] i [4]):

(Hyp1)

β ∈ C(R+;L∞(0, A)),

β(a, t) > 0, β(a, t) = β(a, t+ T ) д.м.в. (a, t) ∈ Q,
∃δ, τ > 0, ∃a0 ∈ (0, A) : a0 + T 6 A, β(a, τ) > δ

д.м.в. a ∈ (a0, a0 + T ).

Останнє припущення щодо β означає, що вiковий перiод репродукцiї по-
пуляцiї виду є довшим або дорiвнює перiоду T .

(Hyp2)
µ ∈ C(R+;L∞(0, ã)) ∀Ã ∈ (0, A),

µ(a, t) > 0, µ(a, t) = µ(a, t+ T ) д.м.в. (a, t) ∈ Q.

(Hyp3) y0 ∈ L∞(0, A), y0(a) > 0 м.в. на (0, A).

(Hyp4) M : R+ × R+ → R+ є неперервною функцiєю, непе-
рервно диференцiйовною за другою змiнною i похiдна MY додатна на
R+ × R+ . Крiм того,

M(t, Y ) =M(t+ T, Y ) ∀t, Y ∈ R+,

M(t, 0) = 0 t ∈ R+,

lim
Y→+∞

M(t, Y ) = +∞ рiвномiрно за t.

Пiд розв’язком задачi (8.5.28) розумiємо абсолютно неперервну
вздовж характеристики (рiвняння якої a − t = k , (a, t) ∈ Q , k ∈ R )



8.5. Оптимальне розмноження структурованою за вiком популяцiї 353

функцiю yu ∈ L∞(0, T̃ ; (0, A)) (∀T̃ > 0 ), яка задовольняє

Dyu(a, t) = −µ(a, t)yu(a, t)−M(t, Y (t))yu(a, t)− u(t)yu(a, t),

д.м.в. (a, t) ∈ Q,

Y u(t) =

A∫
0

yu(a, t)da, д.м.в. t > 0,

yu(0, t) =

A∫
0

β(a, t)yu(a, t)da, д.м.в. t > 0,

yu(a, 0) = y0(a), д.м.в. a ∈ (0, A).

Пiд розв’язком задачi (8.5.29) розумiємо абсолютно неперервну
вздовж характеристики a − t = k ( (a, t) ∈ Q, k ∈ R ) функцiю ỹu ,
яка задовольняє систему

Dỹu(a, t) = µ(a, t)ỹu(a, t)−M(t, Ỹ u(t))ỹu(a, t)− u(t)ỹu(a, t),

д.м.в. (a, t) ∈ Q,

Ỹ u(t) =

A∫
0

ỹu(a, t)da, д.м.в. t > 0,

ỹu(0, T ) =

A∫
0

β(a, t)ỹu(a, t)da, д.м.в. t > 0,

ỹu(a, 0) = ỹu(a, t+ T ), д.м.в. (a, t) ∈ Q.

Iз ергодичного результату, отриманого у [69], випливає iснування
єдиної пари (α, y∗) ∈ R × C(R+;L∞(0, A)) такої, що y∗ є невiд’ємним
розв’язком задачi

Dy∗(a, t) + µ(a, t)y∗ + αy∗ = 0, (a, t) ∈ Q,

y∗(0, t) =

A∫
0

β(a, t)y∗(a, t)da, t > 0,

y∗(a, t) = y∗(a, t+ T ), (a, t) ∈ Q,

(8.5.30)

який задовольняє

Ess sup{y∗(a, t) : (a, t) ∈ Q} = 1.
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Крiм того, y∗ є додатна на (0, A)×(0,+∞) . Множина розв’язкiв (8.5.30)
утворює одномiрний лiнiйний простiр.

Сформулюємо теорему про асимптотичний характер поведiнки
розв’язку yu задачi (8.5.28) (див. [13, 48]).

Теорема 8.5.8. Для довiльного керування u ∈ K задача (8.5.28) має
єдиний розв’язок yu такий, що

lim
t→+∞

‖yu(t)− ỹu‖L∞(0,A) = 0,

де ỹu – максимальний невiд’ємний розв’язок задачi (8.5.29).
Крiм того,

(i) якщо Tα >
T∫
0

u(t)dt , тодi ỹu є єдиним нетривiальним не-

вiд’ємним розв’язком (8.5.29);

(ii) якщо Tα 6
T∫
0

u(t)dt , тодi ỹu ≡ 0 є єдиним невiд’ємним розв’язком

(8.5.29).

♣ Зауваження 8.5.9. Якщо Tα >
T∫
0

u(t)dt , тодi ỹu(a, t) =

c0y
∗(a, t)hu(t) , (a, t) ∈ Q , де c0 ∈ (0,+∞) – довiльна стала i hu – єдиний

нетривiальний розв’язок задачi{
h′(t) +M(t, Y ∗0 (t)h(t))h(t)− αh(t) = −u(t)h(t), t ∈ R+,

h(t) = h(t+ T ), t ∈ R+,
(8.5.31)

де Y ∗0 (t) = c0

A∫
0

y∗(a, t)da , t > 0 .

Очевидно, що hu через Y ∗0 залежить вiд c0 . Отже, c0h
u не залежить

вiд c0 .
♣ Зауваження 8.5.10. Результат Теореми 8.5.8 дає змогу апрок-

симувати максимальний невiд’ємний розв’язок (8.5.29), взявши за нульо-
ве наближення розв’язок задачi (8.5.28) (див. алгоритм (NSM) у кiнцi
цього роздiлу).

Задача оптимального розмноження
Iз Теореми 8.5.8 одержуємо, що для довiльного u ∈ K

T∫
0

A∫
0

u(t)ỹu(t)da dt =

T∫
0

u(t)Y ∗0 (t)hu(t)dt,
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де hu – максимальний невiд’ємний розв’язок задачi (8.5.31), а отже,
оптимальна задача розмноження може бути переписана так:

T∫
0

u(t)Y ∗0 (t)hu(t)dt→ max (OH)

стосовно ∀u ∈ K . Якщо α 6 0 , то як випливає з Теореми 8.5.8, hu ≡ 0
для довiльного u ∈ K , а отже, розв’язок задачi OH тривiальний. Це
вiдповiдає випадку, коли популяцiя вимирає без народжуваностi.

З цього випливає, що вивчатимемо випадок

α > 0,

i очевидно, що у випадку малого значення
T∫
0

u(t)dt маємо hu(t) > 0

∀t ∈ [0, T ] .
Доведемо необхiднi умови оптимальностi першого порядку задачiOH

(див. [4]).

Теорема 8.5.9. Припустимо, що (u∗, h∗) є оптимальною парою задачi
(OH). Якщо q є розв’язком задачi

q′(t)−M(t, Y ∗0 (t)h∗(t))q(t)−
MY (t, Y ∗0 (t)h∗(t))Y ∗0 (t)h∗(t)q(t) + αq(t) =

u∗(t)(Y ∗0 (t) + q(t)),

q(t) = q(t+ T ), t > 0,

(8.5.32)

тодi

u∗(t) =

{
0, якщо Y ∗0 (t) + q(t) < 0,

L, якщо Y ∗0 (t) + q(t) > 0.
(8.5.33)

Доведення. Зазначимо, що h∗ є додатним розв’язком задачi{
(h∗)′(t) = γ(t)h∗(t), t > 0,

h∗(0) = h∗(T ) ,

де γ(t) = α − u∗(t) − M(t, Y ∗0 (t)h∗(t)) д.м.в. t ∈ R+ . Тодi з T -

перiодичностi h∗ одержуємо, що
T∫

0

γ(t)dt = 0 .
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Найперше доведемо, що розв’язок q задачi (8.5.32) єдиний. Викорис-
товуючи γ(t) , задачу (8.5.32) можна записати у виглядi

q′(t) = −γ(t)q(t) +MY (t, Y ∗0 (t)h∗(t))Y ∗0 (t)h∗(t)q(t)+

u∗(t)Y ∗0 (t), t ∈ R+,

q(t) = q(t+ T ), t ∈ R+.

Звiдси ∀t ∈ R+ розв’язок q задовольняє рiвнiсть

q(t) =q(0) exp


t∫

0

[−γ(s) +MY (s, Y ∗0 (s)h∗(s))Y ∗0 (s)h∗(s)]ds

+

t∫
0

u∗(s)Y ∗0 (s) exp


t∫

s

[−γ(θ) +MY (θ, Y ∗0 (θ)h∗(θ))Y ∗0 (θ)h∗(θ)]dθ

ds.
Використовуючи умову q(0) = q(T ) , з останньої рiвностi ∀t ∈ R+ одер-
жимо

q(0) =q(0) exp


T∫

0

[−γ(s) +MY (s, Y ∗0 (s)h∗(s))Y ∗0 (s)h∗(s)]ds

+

T∫
0

u∗(s)Y ∗0 (s) exp


T∫
s

[−γ(θ) +MY (θ, Y ∗0 (θ)h∗(θ))Y ∗0 (θ)h∗(θ)]dθ

ds,
i, вiдповiдно,

q(0) =

1− exp


T∫

0

[−γ(s) +MY (s, Y ∗0 (s)h∗(s))Y ∗0 (s)h∗(s)]ds


−1

×

T∫
0

u∗(s)Y ∗0 (s) exp


T∫
s

[−γ(θ) +MY (θ, Y ∗0 (θ)h∗(θ))Y ∗0 (θ)h∗(θ)]dθ

ds < 0

(що випливає з припущення щодо M та додатностi h∗ i Y ∗0 ). Одержана
T -перiодична функцiя q є єдиним розв’язком задачi (8.5.32).

Розглянемо тепер довiльну T -перiодичну функцiю v ∈ L∞(R+) та-
ку, що для довiльного достатньо малого значення ε > 0 u∗ + εv ∈ K .
Очевидно, що за достатньо малого ε > 0 правильна нерiвнiсть Tα >
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T∫
0

u∗(t)dt+ε
T∫
0

v(t)dt . Позаяк u∗ є оптимальним керуванням задачi (OH),

то правильна нерiвнiсть

T∫
0

u∗(t)Y ∗0 (t)h∗(t)dt >

T∫
0

(u∗(t) + εv(t))Y ∗0 (t)hu
∗+εv(t)dt,

iз якої одержуємо

T∫
0

u∗(t)Y ∗0 (t)
hu
∗+εv(t)− h∗(t)

ε
dt+

T∫
0

v(t)Y ∗0 (t)hu
∗+εv(t)dt 6 0,

за довiльного достатньо малого значення ε > 0 .
Сформулюємо допомiжне твердження у виглядi леми, яке доводиться

аналогiчно як у попередньому роздiлi.

Лема 8.5.2. Виконуються такi граничнi переходи

hu
∗+εv → h∗у C([0, T ]),

hu
∗+εv − h∗

ε
→ zу C([0, T ]),

при ε→ 0+ , де z є розв’язком задачi{
z′(t) = −γ(t)z(t)−MY (t, Y ∗0 (t)h∗(t))Y ∗0 (t)h∗(t)z(t)− v(t)h∗(t), t ∈ R+,

z(t) = z(t+ T ), t ∈ R+.

Виконавши граничний перехiд ( ε → 0+ ) в останнiй нерiвностi та
використавши лему 8.5.2, одержимо нерiвнiсть

T∫
0

Y ∗0 (t)[u∗(t)z(t) + v(t)h∗(t)]dt 6 0.

Домножимо рiвняння (8.5.32) 1 на z та пiсля iнтегрування на промiжку
[0, T ] одержимо таку рiвнiсть

T∫
0

q′(t)z(t)dt =

T∫
0

z(t)
[
− γ(t)q(t)+

MY (t, Y ∗0 (t)h∗(t))Y ∗0 (t)h∗(t)q(t) + u∗(t)Y ∗0 (t)
]
dt.
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Позаяк

T∫
0

q′(t)z(t)dt = −
T∫

0

q(t)z′(t)dt =

T∫
0

q(t)
[
− γ(t)z(t) +MY (t, Y ∗0 (t)h∗(t))Y ∗0 (t)h∗(t)z(t) + v(t)h∗(t)

]
dt,

то звiдси одержимо

T∫
0

u∗(t)Y ∗0 (t)z(t)dt =

T∫
0

v(t)h∗(t)q(t)dt.

Це дає нам пiдставу стверджувати, що

T∫
0

v(t)h∗(t)(Y ∗0 (t) + q(t))dt 6 0,

для кожної T -перiодичної функцiї v ∈ L∞(R+) такої, що u∗ + εv ∈ K

i Tα >
T∫
0

u∗(t)dt + ε
T∫
0

v(t)dt за довiльного достатньо малого ε > 0 . Iз

останнього спiввiдношення випливає (8.5.33). Теорема доведена.
2

Чисельнi алгоритми
Розглянемо тепер концептуальнi алгоритми апроксимацiї розв’язку

оптимальної задачi народжуваностi (OH). Основу алгоритмiв станов-
лять умови оптимальностi, сформульованi у теоремi 8.5.9.

Опишемо спочатку метод чисельної стабiлiзацiї (Numerical Stabili-
zation Method (NSM)) для перiодичної задачi. Розглянемо таку загальну
задачу. Знайти єдиний розв’язок x ∈ X задачi{

(Fx)(a, t) = z(a, t), (a, t) ∈ Q,
x(a, t) = x(a, t+ T ), (a, t) ∈ Q,

(S)

де z ∈ Z є T -перiодичний розв’язок за змiнною t i F : X → Z є зада-
ний оператор, що вiдображає заданий простiр X у заданий Z . Задача
(S) є T -перiодичною стосовно змiнної t . Як зазначалося у попередньому
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роздiлi, розв’язок такої задачi можна обчислити за допомогою початко-
вої задачi {

(Fx)(a, t) = z(a, t), (a, t) ∈ Q,
x(a, 0) = x0(a), a ∈ [0, A).

(S0)

Опишемо метод (NSM).

Алгоритм (NSM)

Step 0: Розв’язуємо задачу (S0) для t ∈ [0, T ] та визначимо чи-
сельний розв’язок x(0) ; приймемо k := 1 .

Step 1: Розв’язуємо задачу{
(Fx)(a, t) = z(a, t), a ∈ [0, A), t ∈ [kT, (k + 1)T ],

x(a, kT ) = x(k−1)(a), a ∈ [0, A),
(Sk)

та визначаємо чисельний розв’язок x(k) .

Step 2: Критерiй зупинки:
якщо ‖x(k) − x(k−1)‖ < ε
тодi stop (x(k) є розв’язок)
у противному випадку k := k + 1 ; перехiд на Step 1.

На кроцi Step 2 норма визначається апрiорi, а ε є заданим параметром
збiжностi. На кожному часовому промiжку [kT, (k + 1)T ] довжини T
визначимо рiвномiрну сiтку вузлiв

kT = t1 < t2 < · · · < tN = (k + 1)T

й апроксимуємо вiдповiднi значення x(k) = (x
(k)
i )i , i = 1, 2, . . . , N , якi

означають x
(j)
i ≈ x(k)(ti) для i = 1, 2, . . . , N . Очевидно, кожне значе-

ння x
(k)
i також необхiдно апроксимувати за змiнною a . Тому вище зга-

дану норму можна визначити дискретно стосовно x(k) = (x
(k)
i )i . Пiсля

завершення обчислення за алгоритмом (NSM) x(k) трактуються як T -
перiодичнi розв’язки задачi (S).

Бiологiчнi системи, якi тут дослiджуються, мають властивiсть стiй-
костi, яка передбачена в алгоритмi (NSM). Незалежно вiд початкової
функцiї x0 розв’язок x є стiйким пiсля декiлькох часових iнтервалiв
довжиною T .
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Перейдемо до наступного алгоритму знаходження розв’язку опти-
мальної задачi народжуваностi – метод проєкцiї ґрадiєнта (Projected
Gradient Method (PGM)). Взявши до уваги обмеження на керування,
використаємо алгоритм Rosen’a (див. [15, p. 44]). У процесi обчислень
також скористаємося алгоритмом (NSM) як пiдпрограмою. Для спроще-
ння формул у задачi приймемо M(t, Y ) = Y та c0 = 1 . Зауважимо, що
метод (PGM), який опишемо нижче, правильний для α > 0 .

Алгоритм методу проєкцiї ґрадiєнта (PGM)

• S0: Обчислимо параметр α .
S0.0: Виберемо y0(a) > 0 та, використавши алгоритм (NSM),

обчислимо розв’язок такої задачi:

Dy(a, t) + µ(a, t)y + Y (t)y(a, t) = 0, (a, t) ∈ Q,

Y (t) =

A∫
0

y(a, t)da, t > 0,

y(0, t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da, t > 0,

y(a, t) = y(a, t+ T ), (a, t) ∈ Q.

S0.1: α =
1

T

(k+1)T∫
kT

A∫
0

y(a, t)da dt , де k одержуємо на другому

кроцi Step 2 iз алгоритму (NSM).
S0.2: Приймемо j := 0 , u(j)(t) := u0(t) , де u0 задана функцiя.

• S1: Використовуючи алгоритм (NSM), обчислимо розв’язок y(j) за-
дачi

Dy(a, t) + µ(a, t)y + Y (t)y(a, t) = −u(j)(t)y(a, t), (a, t) ∈ Q,

Y (t) =

A∫
0

y(a, t)da, t > 0,

y(0, t) =

A∫
0

β(a, t)y(a, t)da, t > 0,

y(a, t) = y(a, t+ T ), (a, t) ∈ Q.
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Тут y(j) вiдповiдний ỹu розв’язок задачi (8.5.29).

• S2: Використовуючи алгоритм (NSM), обчислимо розв’язок h(j) за-
дачi

h′(t) +

 A∫
0

y(j)(a, t)da

h(t)− αh(t) = −u(j)(t)h(t), t ∈ R+,

h(t) = h(t+ T ), t ∈ R+.

Тут h(j) вiдповiдний розв’язок задачi (8.5.31).

• S3: Обчислимо q(j) .

S3.1: Y (j)
0 (t) =

1

h(j)(t)

A∫
0

y(j)(a, t)da .

S3.2: Обчисливши насамперед q(0) , обчислимо розв’язок q(j)

задачi
q′(t)− 2

 A∫
0

y(j)(a, t)da

 q(t) + αq(t) =

− u(j)(t)
(
Y

(j)
0 (t) + q(t)

)
,

q(t) = q(t+ T ), t ∈ R+.

Зауважимо, що q(j) є розв’язком задачi (8.5.32).

• S4: Обчислимо w(j) за формулою (порiвняти з (8.5.33))

w(j) =

{
0, якщо Y (j)

0 (t) + q(j)(t) < 0,

L, якщо Y
(j)

0 (t) + q(j)(t) > 0.

• S5: Обчислимо наближення керування u(j+1) .

S5.1: Обчислимо розв’язок λj ∈ [0, 1] задачi знаходження мак-
симуму

Φ
(
λu(j) + (1− λ)w(j)

)
−→
λ∈[0,1]

max,

де Φ – функцiонал кошту з (OH).

S5.2: Обчислити наближене значення керування u(j+1) за фор-
мулою

u(j+1) = λju
(j) + (1− λj)w(j).
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• S6: Критерiй зупинки.
Якщо ‖u(j+1) − u(j)‖ < ε,
тодi stop (u(j+1) є шуканий розв’язок),
у противному випадку: j := j + 1; перехiд на S1.

Чисельнi експерименти
Найперше звернемо увагу, що опукла комбiнацiя двох двопозицiйних

керувань, якi приймають тiльки значення 0 або L , не обов’язково повер-
тає цi два значення. Це слугує причиною, щоб замiнити опуклу комбiна-
цiю λu(j) + (1− λ)w(j) iз Step 5.1 алгоритму метода проєкцiї ґрадiєнта
(PGM), скориставшись iдеєю K. Glashoff та E. Sachs [41] (детальнiше див.
[15, pp.137–143]). Iдея полягає у виборi такої опуклої комбiнацiї точок
переключення u(j) та w(j) , для якої одержуємо систему точок переклю-
чення для нового двопозицiйного керування.

8.5.4. Завдання для самостiйного опрацювання

� Завдання 8.5.1. Написати програму для алгоритму 8.5..1, взяв-
ши за зразок pop1.m.
X Вказiвка. Для чисельних тестiв взяти такi значення числових

параметрiв A = 1 , T = 1 , h = 0.02 , B = 10 , lw = 4 . Для обидвох
алгоритмiв одержимо графiки для β , µ та y (рис. 8.32).
� Завдання 8.5.2. Написати програму для алгоритму 8.4, взявши

за основу pop1.m.
X Вказiвка. Для чисельних тестiв взяти такi значення числових

параметрiв A=1, T=1, L=100, h=0.01, B=10 (мультиплiкативна константа
для функцiї beta), i tl=71, що вiдповiдає t=0.7 для кроку за часом.
� Завдання 8.5.3. Довести iснування оптимального керування за-

дачi OH (див. [4]).
� Завдання 8.5.4. Використовуючи алгоритми (NSM) та (PGM),

написати програму апроксимацiї оптимального значення загальної на-
роджуваностi. Використати такi данi:

β(a, t) = B · a2(1− a)(1 + sin(πa))

∣∣∣∣sin 2πt

T

∣∣∣∣ ,
µ(a, t) =

e−4a(2 + cos 2πt
T

)

(1− a)1.4
,

A = 1, T = 0.5, y0(a) = 3, L = 1.5, B = {50, 75, 100}.
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� Завдання 8.5.5. Обчислити та побудувати графiк розв’язку за-
дачi 

Dy(a, t) +
a

π − a
y(a, t) = t, (a, t) ∈ (0, π)× (0, 1),

y(0, t) =

π∫
0

sin (a) y(a, t)da, t ∈ (0, 1),

y(a, 0) = 1, a ∈ (0, π).

� Завдання 8.5.6. Вивести необхiднi умови оптимальностi першого
порядку для такої загальної задачi:

T∫
0

A∫
0

u(a, t)g(a)yu(a, t)da dt→ max (OHP-1)

стосовно u ∈ K{w ∈ L∞(QT ) : 0 6 w(a, t) 6 L м.в. у QT} , де yu є
розв’язком задачi (8.5.18), L – додатна стала.

Припускаємо, що g задовольняє умови

g ∈ C1([0, A]), g(a) > 0 ∀a ∈ [0, A].

Функцiя g(a) означає вагу (кошт) особини вiку a . Тому

T∫
0

A∫
0

u(a, t)g(a)yu(a, t)da dt

визначає загальну вагу (кошт) народжуваностi популяцiї.
X Вказiвка. Позначити zu(a, t) = g(a)yu(a, t) та сформулювати за-

дачу (OHP-1) стосовно u та zu . Тодi можна скористатися з результатiв
отриманих у роздiлi 8.5.2.
� Завдання 8.5.7. Обчислити оптимальне зусилля й оптимальний

кошт народжуваностi популяцiї задачi (OHP-1), взявши за β , µ та y0

значення, як у роздiлi 8.5.2., i g(a) = 1 + a .
� Завдання 8.5.8. Вивести необхiднi умови оптимальностi першого

порядку для такої задачi:

T∫
0

A∫
0

u(a, t)yu(a, t)da dt→ max (OHP-2)

стосовно u ∈ V = {w ∈ L∞(QT ) : w1(a, t) 6 w(a, t) 6
w2(a, t) м.в. у QT} , де yu є розв’язком задачi (8.5.18). Тут w1, w2 ∈
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L∞(QT ) , 0 6 w1(a, t) 6 w2(a, t) м.в. у QT .
X Вказiвка. Припустимо, що u∗ – оптимальне керування задачi

(OHP-2), i спряжений стан є розв’язком задачi
Dp+ µp = u∗(1 + p)− β(a, t)p(0, t), (a, t) ∈ QT ,

p(A, t) = 0, t ∈ (0, T ),

p(a, T ) = 0, a ∈ (0, A).

Тодi

u∗(a, t) =

{
w1(a, t), якщо 1 + p(a, t) < 0,

w2(a, t), якщо 1 + p(a, t) > 0.

� Завдання 8.5.9. Дослiдити задачу максимiзацiї народжуваностi
A∫

0

u(a)yu(a, t)da при t→ +∞ у випадку залежних вiд часу β i µ , керу-

вання належить класу

V = {v ∈ L∞(0, A) : 0 6 v(a) 6 L д.м.в. a ∈ (0, A)}.

� Завдання 8.5.10. Дослiдити задачу максимiзацiї народжуваностi

t+T∫
t

A∫
0

u(a, s)yu(a, s)da ds

при t→ +∞ , якщо керування належить класу

V = {v ∈ L∞(Q) : 0 6 v(a) 6 L, v(a, t) = v(a, t+ T )д.м.в. (a, t) ∈ Q}.



Роздiл 9

Оптимальне керування
дифузiйними моделями

Математична бiологiя має свої корiння в екологiї популяцiї, яка трак-
тує математичне моделювання взаємодiї видiв визначених математиками
A. Lotka (1924) та V. Volterra (1926) у виглядi нелiнiйних звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь.

Головним у моделях типу Lotka-Volterra є припущення кiлькiсного
пiдходу до еволюцiї взаємодiї популяцiй у часi. Важливими є аспекти,
якими не можна нехтувати на просторовiй структурi, що є значимим
для популяцiї.

У цьому роздiлi дослiджуються двi задачi оптимального керування
пов’язанi з дифузiйними моделями. Доведений принцип максимуму для
такого типу задач та визначенi чисельнi алгоритми апроксимацiї опти-
мального значення функцiонала кошту. Крiм того, у кiнцi роздiлу у ви-
глядi вправ для самостiйного опрацювання сформульовано оптимальнi
задачi динамiки вiкової та вiково структурованої популяцiї.

Задачам оптимального керування дифузiйними моделями присвяче-
на численна лiтература (див., наприклад, [53]). Зокрема, динамiчнi мо-
делi популяцiї дослiдженi у [13]. Моделi епiдемiй дослiджували у [28] та
бiблiографiя роботи. Рiзноманiтнi моделi економiки, як i фiзики та технi-
цi описанi у [19] i цитованiй там лiтературi. Рiзноманiтнi задачi керува-
ння просторовими структурованими епiдемологiчними системами можна
знайти у [7, 8, 9, 10].

Що стосується чисельних методiв розв’язування задач оптимального
керування для рiвнянь у частинних похiдних, то вони описанi у працi
[15].
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9.1. Дифузiя у математичних моделях

Пiсля праць R. A. Fisher’a [36], A. N. Kolmogorov’a, I. G. Petrovskogo,
N. S. Piskunov’a [52], J. Skellam’a [64] (див. також [65, 16]) математичне
моделювання просторово структурованих популяцiй були ретельно про-
аналiзованi, поклали початок бурхливому потоку наукової лiтератури,
присвячених так званих систем реакцiї-дифузiї, в яких дифузiя вiдпо-
вiдної популяцiї додається до нелiнiйної динамiки їхньої взаємодiї (див.
[59, 57]).

Найперше пригадаємо два найважливiшi та унiверсальнi способи ви-
значення дифузiї: перший це тривiальний наслiдок з закону збереження
у поєднаннi iз вiдомим законом Fick’a, та другий завдяки вiдповiдному
масштабуванню у часi та просторi простого випадкового блукання.

Розглянемо поширення популяцiї чи дифузiю деякої речовини, щiль-
нiсть якої у точцi x та у момент часу t дорiвнює y(x, t) (тут x ∈ Ω̄ ⊂ RN

– середовище поширення, N ∈ N∗ , t > 0 ); функцiя y така, що популяцiя
у момент часу t > 0 у кожнiй областi V ⊂ Ω (V є вiдкритою обмеже-
ною пiдмножиною з гладкою межею, тобто ∂V належить до класу C1 )
визначається за формулою

YV (t) =

∫
V

y(x, t)dx. (9.1.1)

Нехай V – довiльна пiдобласть iз вище зазначеними властивостями.
Припустимо, на деякий час, що y є гладкою функцiєю. Згiдно з законом
Fick’a ”мiграцiя популяцiї через точку x ∈ ∂V дорiвнює

J(x, t) = (γ(x, t)∇xy(x, t)) · ν(x),

де ν(x) – зовнiшня нормаль до ∂V у точцi x ; γ(x, t) – параметр дифузiї;
∇xy = yx – градiєнт y стосовно x ”.

Якщо через f(x, t) позначимо довiльний прирiст динамiки популяцiї
у точцi x ∈ V , t > 0 , тодi закон збереження при змiнi популяцiї в областi
V запишеться

Y ′V (t) =

∫
∂V

J(x, t)dσ +

∫
V

f(x, t)dx.

Застосувавши теорему Stock’a та (9.1.1), одержимо∫
V

[
∂y

∂t
(x, t)− divx(γ(x, t)∇xy(x, t))− f(x, t)

]
dx = 0.
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Для довiльної пiдобластi V остання рiвнiсть справджується тодi i тiльки
тодi, якщо

∂y

∂t
(x, t)− divx(γ(x, t)∇xy(x, t))− f(x, t) = 0. (9.1.2)

У випадку сталої величини γ рiвняння (9.1.2) запишеться у виглядi

∂y

∂t
(x, t)− γ∆y(x, t) = f(x, t), (9.1.3)

де ∆ = ∆x – оператор Laplace’a стосовно x .
Рiвняння Fisher’a є частковим випадком рiвняння (9.1.3) для випадку

однiєї популяцiї та f(x, t) описує процес народжуваностi-смертностi

∂y

∂t
(x, t)− γ∆y(x, t) = −µy(x, t) + βy(x, t)

(
1− y(x, t)

k

)
. (9.1.4)

Тут β та µ означають коефiцiєнти природної народжуваностi та смер-
тностi, вiдповiдно, k – деяка додатна стала. Очевидно, це – логiстич-
не рiвняння (оскiльки (β/k)y(x, t) – додатковий коефiцiєнт смертностi,
спричинений перенаселенням, пропорцiональний до густини популяцiї).

Виведемо рiвняння дифузiї iншим способом, опираючись на простi ви-
падковi подiї. Проста випадкова подiя – це ланцюг Markov’a (Xn)−n ∈ N
на злiченому просторi станiв E = Z , множинi всiх цiлих чисел, iз ма-
трицею переходу

prob(Xn+1 = k + 1 |Xn = k) = pk,k+1 = p,

prob(Xn+1 = k − 1 |Xn = k) = pk,k−1 = 1− p,

prob(Xn+1 = j |Xn = k) = pk,j = 0,

для кожного k ∈ E та j ∈ E , j 6= k − 1 , j 6= k + 1 , де p ∈ (0, 1) . У
симетричному випадку p = 1/2 .

Якщо прийняти pk(n) = prob(Xn = k) , тодi з теореми про повну
ймовiрнiсть i властивостi ланцюгiв Маркова

prob(Xn+1 = j | Xn = i, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) =

prob(Xn+1 = j | Xn = i) =pi,j,

для довiльних i, j ∈ E одержимо

pk(n) =
pk+1(n) + pk−1(n)

2
.
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Звiдки

pk(n+ 1)− pk(n) =
pk+1(n)− 2pk(n) + pk−1(n)

2
. (9.1.5)

Якщо взяти ∆t ∈ R∗+ як крок за часом, а ∆x ∈ R∗+ як кроком за
просторовою змiнною, то рiвняння (9.1.5) запишеться у виглядi

pk∆x((n+ 1)∆t)− pk∆x(n∆t) =

p(k+1)∆x(n∆t)− 2pk∆x(n∆t) + p(k−1)∆x(n∆t)

2
.

Приймемо k∆x = x , n∆t = t та позначивши

pn∆t := y(x, t),

одержимо еквiвалентний запис

y(x, t+ ∆t)− y(x, t) =
y(x+ ∆x, t)− 2y(x, t) + y(x−∆x, t)

2
.

Застосувавши формулу Taylor’a, останню рiвнiсть перепишемо у виглядi

y(x, t+ ∆t)− y(x, t) =
1

2
(∆x)2 ∂

2y

∂x2
(x, t) + o((∆x)2),

з якої одержимо

y(x, t+ ∆t)− y(x, t)

∆t
=

1

2

(∆x)2

∆t

∂2y

∂x2
(x, t) +

o((∆x)2)

∆t
. (9.1.6)

Виконавши граничний перехiд ∆t→ 0 , ∆x→ 0 так, що

(∆x)2

∆t
= 2γ = constant,

iз рiвностi (9.1.6) одержимо рiвняння дифузiї зi сталим коефiцiєнтом ди-
фузiї

∂y

∂t
(x, t) = γ

∂2y

∂x2
(x, t), x ∈ R, t > 0.

Додамо початкову умову
y(·, 0) = δ0,

(функцiя Dirac’a у точцi 0 ), тодi з теорiї рiвнянь iз частинними похiдни-
ми одержимо фундаментальний розв’язок

y(x, t) =
1√

4πγt
exp

(
− x2

4γt

)
, x ∈ R, t > 0,
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який є функцiєю густини ймовiрностi Gauss’a N(0, 2γt) , i означає гра-
ничний розподiл броунiвського руху у момент часу t . Детальнiше цi
викладки можна знайти у працях [65, 59, 58].

До рiвнянь (9.1.3), (9.1.4) та iнших нелiнiйних параболiчних рiвнянь
можна дописати стандартнi граничнi умови трьох типiв.

• Умова Dirichlet:

y(x, t) = ϕ(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0,

де ϕ – задана функцiя. Випадок ϕ ≡ 0 означає, що для бiологiчної
популяцiї межа ∂Ω абсолютно непридатна для життя.

• Умова Neumann’a:

dy

dν
(x, t) = ϕ(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0,

де ϕ – задана функцiя. З бiологiчного погляду ця умова означає,
що рух популяцiї через межу описується заданою функцiєю ϕ . Як-
що ϕ ≡ 0 , тодi немає руху популяцiї через границю, а отже, попу-
ляцiя iзольована в ареалi проживання Γ .

• Умова Robin’a:

∂y

∂ν
(x, t) + α(x, t) = ϕ(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0,

де α та ϕ вiдомi функцiї. Ця умова (для популяцiї) означає, що
потiк популяцiї через границю пропорцiональний до рiзницi мiж
густиною популяцiї y(x, t) внутрi ареалу проживання Ω та назовнi
Ω :

∂y

∂ν
(x, t) = −α(x, t)(y(x, t)− ỹ(x, t)), x ∈ ∂Ω, t > 0,

звiдки

∂y

∂ν
(x, t) + α(x, t)y(x, t) = α(x, t)ỹ(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0,

9.2. Модель Fisher’a оптимальної народжу-
ваностi

Розглянемо модель Fisher’a, яка описує динамiку бiологiчної популя-
цiї, яка вiльно може перемiщатися в iзольованому ареалi життєдiяльностi
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Ω : 
∂y

∂t
− γ∆y = ry

(
1− y

k

)
−m(x)u(x, t)y(x, t), (x, t) ∈ QT ,

∂y

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω.

(9.2.1)

Тут Ω – обмежена вiдкрита пiдмножина у RN (N ∈ N∗) з межею класу
C1 . T , γ , r , k – додатнi сталi, QT = Ω × (0, T ) , ΣT = ∂Ω× (0, T ) ,
y0 ∈ L∞(Ω) , y0(x) > 0 д.м.в. x ∈ Ω ( y0 – початкова густина популяцiї).
Ця задача випливає з (9.1.4) у випадку, коли коефiцiєнт природної наро-
джуваностi бiльший вiд коефiцiєнта природної смертностi.

Нехай u означає сприяння народжуваностi i має змiст на не пустiй
вiдкритiй пiдмножинi ω ⊂ Ω , а m – характеристична функцiя ω . Тодi
згiдно з позначенням

m(x)u(x, t) =

{
u(x, t), x ∈ ω, t ∈ (0, T ),

0, x ∈ Ω \ ω̄, t ∈ (0, T ).

Загально народжуванiсть на часовому промiжку [0, T ] визначається згi-
дно з формулою

T∫
0

∫
ω

u(x, t)yu(x, t)dx dt,

де yu – розв’язок задачi (9.2.1) i задача оптимального керування стосов-
но (9.2.1) формулюється так:

T∫
0

∫
ω

u(x, t)yu(x, t)dx dt→ max, (DP1)

стосовно u ∈ K = {w ∈ L2(ω × (0, T )) : 0 6 w(x, t) 6 L м.в. } (L > 0) ,
де yu – розв’язок задачi (9.2.1).

Формулювання задач та основнi властивостi розв’язкiв параболiчних
рiвнянь можна знайти детальнiше у [20].

Якщо для u ∈ K , задача (9.2.1) допускає розв’язок yu , тодi з принци-
пу максимуму для параболiчного рiвняння (див. [63]) одержуємо оцiнку

0 < yu(x, t) 6M = ‖y0‖L∞(QT )erT м.в. (x, t) ∈ QT .

Iз теореми Banach’a про фiксовану точку звiдси одержуємо, що для кож-
ного u ∈ K нелiнiйна задача (9.2.1) допускає єдиний розв’язок yu , який
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задовольняє вищезазначену оцiнку.

Iснування оптимального керування

Означимо функцiонал

Φ(u) =

T∫
0

∫
ω

u(x, t)yu(x, t)dx dt, u ∈ K,

i нехай
d = sup

u∈K
Φ(u).

Застосувавши принцип максимуму для параболiчного рiвняння, одержи-
мо

0 < yu(x, t) 6 y0(x, t) д.м.в. (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

звiдки випливає

0 6

T∫
0

∫
ω

u(x, t)yu(x, t)dx dt 6 L

T∫
0

∫
ω

y0(x, t)dx dt.

У пiдсумку одержуємо, що
d ∈ R+.

Нехай {un}n∈N∗ ⊂ K – послiдовнiсть керувань, якi задовольняють
систему нерiвностей

d− 1

n
< Φ(un) 6 d. (9.2.2)

Позаяк {un}n∈N∗ є обмеженою послiдовнiстю у L2(ω× (0, T )) , тодi iснує
така пiдпослiдовнiсть, за якою збережемо те саме позначення {un}n∈N∗ ,
що

un → u∗ слабко у L2(ω × (0, T )),

i
mun → mu∗ слабко у L2(ω × (0, T )).

Оскiльки K – замкнута опукла пiдмножина у L2(ω × (0, T )) , а отже,
слабко замкнена, тому u∗ ∈ K (див. [26]).

Уведемо позначення

an(x, t) = ryun(x, t)

(
1− yun(x, t)

k

)
−m(x)un(x, t)yun(x, t), (x, t) ∈ QT .
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Очевидно, що {an}n∈N∗ є обмеженою послiдовнiстю у L∞(QT ) (а також
у L2(QT ) ), i yun задовольняє задачу

∂y

∂t
− γ∆y = an(x, t), (x, t) ∈ QT ,

∂y

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω.

Iз обмеженостi послiдовностi {an}n∈N∗ одержуємо (використавши ре-
зультат компактностi для параболiчних рiвнянь, див. [20]), що iснують
такi пiдпослiдовностi {ank

}k∈N∗ та {yunk}k∈N∗ , що{
ank
→ a∗ слабко у L2(QT ),

yunk → y∗ м.в. у QT ,
(9.2.3)

де y∗ є розв’язком задачi

∂y

∂t
− γ∆y = a∗(x, t), (x, t) ∈ QT ,

∂y

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω.

З iншого боку, iз (9.2.3), використовуючи слабку збiжнiсть {un}n∈N∗ та
обмеженiсть {yunk}n∈N∗ у просторi L∞(QT ) , можемо зробити висновок,
що

ank
→ ry∗

(
1− y∗

k

)
−mu∗y∗ у L2(QT ),

а отже,

a∗ = ry∗
(

1− y∗

k

)
−mu∗y∗ у L2(QT ).

I на завершення, y∗ є розв’язком задачi (9.2.1), який вiдповiдає u := u∗ ,
тобто y∗ = yu

∗ .
Якщо тепер перейдемо до границi у (9.2.2), то одержимо таке:

d = Φ(u∗),

а це означає, що u∗ – оптимальне керування задачi (DP1).

Принцип максимуму
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Задачу (9.2.1) можна переписати як початкову у просторi L2(Ω){
y′(t) = f(t, u(t), y(t)), t ∈ (0, T ),

y(0) = y0,

де
f(t, u, y) = Ay + ry

(
1− y

k

)
−muy.

Тут A – лiнiйний необмежений оператор. Справдi, A можна визначити
так:

D(A) = {w ∈ H2Ω;
∂w

∂ν
= 0 на ∂Ω},

Ay = γ∆y, y ∈ D(A).
Означення та основнi властивостi просторiв Sobolev’a детальнiше мож-
на знайти у [1, 26]. Рiвняння, розв’язком якого є спряжений стан, було
виведене у роздiлi 8.3.2. i записується

p′(t) = −A∗p− rp+
2r

k
yup+mu(1 + p), t ∈ (0, T ).

Зауважимо, що A є самоспряженим оператором, а тому A∗ можна за-
мiнити A . Доведемо таку теорему.

Теорема 9.2.1. Якщо (u∗, yu
∗
) є оптимальною парою задачi (DP1), а

p – розв’язом задачi
∂p

∂t
+ γ∆p = −rp+

2r

k
yu
∗
p+mu∗(1 + p), (x, t) ∈ QT ,

∂p

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

p(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

(9.2.4)

тодi оптимальне керування допускає зображення

u∗(x, t) =

{
0, якщо 1 + p(x, t) < 0,

L, якщо 1 + p(x, t) > 0,
(9.2.5)

д.м.в. (x, t) ∈ ω × (0, T ) .

Доведення. Розглянемо множину

V = {w ∈ L2(ω × (0, T )) : u∗ + εv ∈ K},
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для довiльних достатньо малих ε > 0 . Для кожної довiльної фiксованої
функцiї v ∈ V правильна нерiвнiсть (на пiдставi означення оптималь-
ного розв’язку)

T∫
0

∫
ω

u∗(x, t)yu
∗
(x, t)dx dt/gqs

T∫
0

∫
ω

(u∗(x, t) + εv(x, t))yu
∗+εv(x, t)dx dt,

звiдки

T∫
0

∫
ω

u∗
yu
∗+εv − yu∗

ε
dx dt+

T∫
0

∫
ω

vyu
∗+εvdx dt 6 0, (9.2.6)

для довiльного достатньо малого ε > 0 .
Щоб завершити доведення теореми, сформулюємо допомiжне твер-

дження.

Лема 9.2.1. Нехай z є розв’язком задачi
∂z

∂t
− γ∆z = rz − 2r

k
yu
∗
z −mu∗z −mvyu∗ , (x, t) ∈ QT ,

∂z

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

z(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

(9.2.7)

тодi справедливi граничнi переходи

yu
∗+εv −→ yu

∗
у L∞(QT ),

1

ε

[
yu
∗+εv − yu∗

]
−→ z у L∞(QT ).

Доведення теореми (продовження). Перейшовши до границi у нерiв-
ностi (9.2.6) (використаємо теорему Lebesgue та лему 9.2.1), одержимо

T∫
0

∫
ω

[
u∗(x, t)z(x, t) + v(x, t)yu

∗
(x, t)

]
dx dt 6 0. (9.2.8)

Помножимо рiвняння (9.2.7) 1 на p та проiнтегрувавши по областi QT ,
одержимо

T∫
0

∫
Ω

p

[
∂z

∂t
− γ∆z

]
dx dt =

T∫
0

∫
Ω

p

[
rz − 2r

k
yu
∗
z −mu∗z −mvyu∗

]
dx dt.
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Пiсля iнтегрування частинами (стосовно змiнної t ) та застосування фор-
мули Green’a (стосовно x ), остання iнтегральна рiвнiсть набуде вигляду

−
T∫

0

∫
Ω

z

[
∂p

∂t
+ γ∆p

]
dx dt =

T∫
0

∫
Ω

p

[
rz − 2r

k
yu
∗
z −mu∗z −mvyu∗

]
dx dt.

Позаяк p є розв’язком задачi (9.2.4), то

−
T∫

0

∫
Ω

z

[
−rp+

2r

k
yu
∗
p+mu∗(1 + p)

]
dx dt =

=

T∫
0

∫
Ω

p

[
rz − 2r

k
yu
∗
z −mu∗z −mvyu∗

]
dx dt,

отже, можна зробити висновок, що

T∫
o

∫
Ω

m(x)u∗(x, t)z(x, t)dx dt =

T∫
0

∫
Ω

m(x)v(x, t)yu
∗
(x, t)p(x, t)dx dt.

А це еквiвалентно iнтегральнiй рiвностi

T∫
0

∫
ω

u∗(x, t)z(x, t)dx dt =

T∫
0

∫
ω

v(x, t)yu
∗
(x, t)p(x, t)dx dt. (9.2.9)

Остаточно, iз нерiвностi (9.2.8) та iнтегральної рiвностi (9.2.9), одержимо

T∫
0

∫
ω

v(x, t)yu
∗
(x, t)(1 + p(x, t))dx dt 6 0 ∀v ∈ V.

Аналогiчно, як у роздiлi 8.3., мiркуючи (використавши додатнiсть
yu
∗ ), одержимо, що u∗ задовольняє (9.2.5) i, крiм того, ∀u ∈ U = L2(ω×

(0, T )) можна довести, що

Φu(u) = yu(1 + p).

Теорема доведена.
2
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Доведення леми. Доведемо першу частину леми. Друга частина до-
водиться аналогiчно.

Для довiльної v ∈ V та довiльного достатньо малого ε > 0 матиме-
мо, що

0 6 yu
∗
(x, t), yu

∗+εv 6M д.м.в. (x, t) ∈ QT .

Якщо позначити wε = yu
∗+εv − yu∗ , то wen є розв’язком задачi

∂w

∂t
− γ∆w = rw − r

k
w(yu

∗+εv + yu
∗
)−muw − εmvyu∗+εv, (x, t) ∈ QT ,

∂w

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

w(x, 0) = 0, x ∈ Ω.

Якщо в черговий раз застосуємо принцип максимуму для параболiчного
рiвняння, то одержимо такi оцiнки:

w1ε(x, t) 6 w(x, t) 6 w2ε(x, t) д.м.в. (x, t) ∈ QT , (9.2.10)

де w1ε є розв’язком задачi

∂w1

∂t
− γ∆w1 =

(
r +

2rM

k
+ L

)
w1 − εM‖v‖L∞(QT ), (x, t) ∈ QT ,

∂w1

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

w1(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

i w2 – розв’язом задачi

∂w2

∂t
− γ∆w2 =

(
r +

2rM

k
+ L

)
w2 + εM‖v‖L∞(QT ), (x, t) ∈ QT ,

∂w2

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

w2(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

Безпосередньою перевiркою можна переконатися, що

w1ε = −εM‖v‖L∞(QT )

t∫
0

eM0(t−s)ds д.м.в. (x, t) ∈ QT ,

i також

w2ε = εM‖v‖L∞(QT )

t∫
0

eM0(t−s)ds д.м.в. (x, t) ∈ QT ,
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де M0 = r + 2rM/k + L .
Iз явних зображень розв’язкiв w1ε та w2ε одержуємо

w1ε, w2ε −→
ε→0+

0 у L∞(QT ).

Звiдси та з (9.2.10) випливає таке:

wε −→
ε→0+

0 у L∞(QT ),

що i завершує доведення першої частини леми.
Для того, щоб довести другу частину леми, приймемо

lε =
1

ε

[
yu
∗+εv − yu∗

]
− z,

i тим самим способом, що i вище (використовуючи принцип максимуму
для параболiчного рiвняння) доведемо, що

lε −→
ε→0+

0 у L∞(QT ),

чим i завершимо доведення другої частини леми, а отже, доведення леми
у цiлому.

2

Важливо зауважити, що при доведеннi другої частини леми суттєво
використовується результат першої частини доведення.

Дослiдимо тепер задачу без логiстичного члена, яка формулюється
так:

T∫
0

∫
ω

u(x, t)yu(x, t)dx dt −→ max (DP1’)

стосовно u ∈ K , де yu – розв’язок задачi

∂y

∂t
− γ∆y = ry −m(x)u(x, t)y(x, t), (x, t) ∈ QT ,

∂y

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω.

Iснування оптимального керування доводиться аналогiчно як у поперед-
ньому випадку. Сформулюємо необхiднi умови оптимальностi першого
порядку.
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Теорема 9.2.2. Якщо (u∗, yu
∗
) є оптимальною парою задачi (DP1’) i

p розв’язком задачi

∂p

∂t
+ γ∆p = −rp+ u∗(1 + p), (x, t) ∈ QT ,

∂p

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

p(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

(9.2.11)

тодi оптимальне керування u∗ має вигляд

u∗(x, t) =

{
0, якщо 1 + p(a, t) < 0,

L, якщо 1 + p(a, t) > 0,
(9.2.12)

д.м.в. (x, t) ∈ ω × (0, T ) .

Iз (9.2.11) та (9.2.12) одержимо у цьому випадку, що p є єдиним
розв’язком задачi

∂p

∂t
+ γ∆p = −rp+mL(1 + p)+, (x, t) ∈ QT ,

∂p

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

p(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

(9.2.13)

Якщо побудувати апроксимацiю розв’язку p задачi (9.2.13) (яка не
залежить вiд u∗ i yu∗ ),тодi, використавши (9.2.12), одержимо оптималь-
не керування u∗ . Отже, алгоритм знаходження розв’язку задачi (DP1’)
такий:

OP1: обчислити розв’язок p задачi (9.2.13);

OP2: обчислити оптимальне керування u∗ за формулою (9.2.12).
Розв’язування (OP1) вiдбувається у зворотному за часом напрямi. Оче-
видно, що обчислення керування є стiйкою апроксимацiєю в стосунку
до того, що завдання (OP1) проводиться чисельними методами. Однак
алгоритм досить простий.

Iз (9.2.11) i (9.2.12) можна зробити висновок, що u∗ – двопозицiйне
керування. Крiм того, оптимальне керування u∗ явно не залежить вiд
y0 .

Чисельний алгоритм розв’язування завдання (DP1)

Остання теорема та вигляд функцiонала Φu дають змогу укласти ал-
горитм побудови наближення оптимального значення цiльового функцi-
онала. Нижче опишемо алгоритм типу проєкцiї ґрадiєнта (метод Uzawa).
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Метод Uzawa для (DP1)

S0: Вибрати u(0) ∈ K .
Прийняти j := 0 .

S1: Обчислити y(j) , розв’язок (9.2.1), пiдставивши u(j)
∂y

∂t
− γ∆y = ry

(
1− y

k

)
−m(x)u(j)y, (x, t) ∈ QT ,

∂y

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω.

S2: Обчислити p(j) , розв’язок (9.2.4) iз y(j) , u(j)
∂p

∂t
+ γ∆p = −rp+

2r

k
y(j)p+mu(j)(1 + p), (x, t) ∈ QT ,

∂p

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

p(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

S3: Обчислити напрям ґрадiєнта w(j) за формулою

w(j) := Φu(u
(j)) = y(j)(1 + p(j)).

S4: (Критерiй завершення алгоритма)
Якщо ‖w(j)‖ < ε,
тодi STOP (u(j) є апроксимацiя керування),
у противному випадку перехiд на S5.

S5: Обчислити крок ρj iз умови

Φ(PK(u(j) + ρjw
(j))) = max

ρ>0
{Φ(PK(u(j) + ρw(j)))}.

S6: Обчислити подальше наближення керування за формулою

u(j+1) := PK(u(j) + ρjw
(j)).

j := j + 1 ; перехiд на S1.

Якщо використати формулу (9.2.12) для побудови оптимального ке-
рування, тодi одержимо метод проєкцiї ґрадiєнта типу Rosen’a.



380 Роздiл 9. Оптимальне керування дифузiйними моделями

Метод Rosen’a для (DP1)

S0: Вибрати u(0) ∈ K .
Прийняти j := 0 .

S1: Обчислити y(j) , розв’язок (9.2.1), пiдставивши u(j)
∂y

∂t
− γ∆y = ry

(
1− y

k

)
−mu(j)y, (x, t) ∈ QT ,

∂y

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω.

S2: Обчислити p(j) , розв’язок (9.2.4) iз y(j) , u(j)
∂p

∂t
+ γ∆p = −rp+

2r

k
y(j)p+mu(j)(1 + p), (x, t) ∈ QT ,

∂p

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ,

p(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

S3: Обчислити v(j) за формулою

v(j)(x, t) =

{
0, якщо 1 + p(j)(x, t) < 0,

L, якщо 1 + p(j)(x, t) > 0,

для (x, t) ∈ ω × (0, T ) . Наближення v(j) оптимального керування
u∗ обчислили за формулою (9.2.5).

S4: Обчислити λj ∈ [0, 1] iз умови

max
λ∈[0,1]

Φ(λu(j) + (1− λ)v(j)).

S5: Обчислити чергове наближення керування u(j+1) за формулою

u(j+1) = λju
(j) + (1− λj)v(j).

S6: (Критерiй завершення алгоритму)
Якщо ‖u(j+1) − u(j)‖ < ε,
тодi STOP (u(j) є апроксимацiя керування),
у противному випадку j := j + 1; перехiд на S1.
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Зауважимо, що опукла комбiнацiя двох двопозицiйних керувань набу-
ває значення мiж 0 та L , але не обов’язково цi два значення. Це дає
пояснення чому лiпше замiнити опуклу комбiнацiю λu(j) + (1 − λ)v(j) у
S4 та S5 опуклою комбiнацiєю точок переключення u(j) i v(j) як було
обґрунтовано у роздiлi 8.5.3.

Щодо використання MatLabr , то можна сказати, що для Ω ⊂ R
можна застосувати скiнченi рiзницевi схеми для апроксимацiї розв’язку
рiвнянь iз частинними похiдними на етапi S1 та S2, написати вiдповiдну
програму. У випадку Ω ⊂ R2 може бути використаний метод скiнчених
елементiв (Finite Element Method (FEM)) знаходження розв’язку рiвня-
ння з частинними похiдними.

9.3. Приклад: керування системою реакцiї-
дифузiї

У цьому роздiлi продовжимо дослiдження моделi хижак-жертва з
роздiлу 8.3.3.. Припустимо, що двi популяцiї не змiшуються в тому ж
просторi життєдiяльностi Ω .

Наступне вiдхилення вiд систем реакцiї-дифузiї виникають у динамi-
цi популяцiї або в епiдемологiї – та iнших областях застосування – є у
членi реакцiї, який нелокальний, тобто зображається iнтегральним чле-
ном. Повертаючись до нашої мотивацiйної задачi, бiомаса схоплених i
спожитих жертв у точцi x середовища iснування Ω у подальшому роз-
подiляється на всю територiю розташування хижакiв, Ω . Це приводить
до локальних/нелокальних мiжвидових взаємодiй мiж двома видами хи-
жакiв, тобто, функцiональна реакцiя на хижакiв є локальною тодi, як
чисельна реакцiя на хижакiв нелокальна i розподiлена на Ω (див. також
[34, 39, 43, 11]).

Це знову вiдхилення вiд бiльшостi стандартних моделей хижак-
жертва, див. [57]. Iз феноменологiчного погляду маємо змогу впровадити
досить загальний член iнтегрального ядра для моделювання просторо-
вого розподiлу бiомаси. У випадку нелокальних дифузiйних моделей епi-
демiї див. [27].

Сформулюємо математичну задачу дослiджуваної моделi. Нехай
y1(x, t) означає щiльнiсть видiв жертви у точцi x у момент часу t розпо-
дiленої в областi Ω ⊂ RN , N = 1, 2, або, 3 , i припустимо, що просторово-
часова динамiка описується рiвнянням

∂y1

∂t
− d1∆y1 = r1y1, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),
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де r1 означає коефiцiєнт природного зростання, d1 > 0 є коефiцiєнт ди-
фузiї i T > 0 . Нехай y2(x, t) означає щiльнiсть у точцi x у момент часу
t розподiлу видiв хижакiв у цьому самому просторi життєдiяльностi; за
вiдсутностi вищезгаданих жертв – припускається iснування їхнього своє-
рiдного запасу – популяцiя хижакiв зменшується за експоненцiальним
законом iз коефiцiєнтом r2 > 0 i просторово-часова динамiка описує-
ться рiвнянням

∂y2

∂t
− d2∆y2 = −r2y2, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

де d2 > 0 – коефiцiєнт дифузiї.
У випадку наявностi двох популяцiй вiдбувається полювання хижакiв

у Ω ; припустимо, що функцiонал є типу Lotka–Volterra (див. [57]). Ди-
намiка популяцiї жертви модифiкується у зв’язку з наявнiстю хижакiв,
у зв’язку з чим рiвняння набуде вигляду

∂y1

∂t
− d1∆y1 = r1y1 − µ1u(x, t)y1y2, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), (9.3.1)

де µ1 > 0 i 1 − u(x, t) означає роздiлення (сегрегацiю) двох популяцiй.
u фактично є керуванням.

Схоплена i спожита жертва у момент часу t у точцi x′ ∈ Ω пе-
ретворюється у бiомасу i через фактор перетворення впливає на кiль-
кiсть хижакiв µ2u(x′, t)y1(x′, t)y2(x′, t) (µ1 = constant > 0) . Припускає-
мо, що ця величина розподiлена на Ω за допомогою невiд’ємного ядра
`(x, x′) ( ` ∈ L∞(Ω × Ω) , `(x, x′) > 0 д.м.в. (x, x′) ∈ Ω × Ω ) так, що
`(x, x′)m2u(x, x′)y1(x, x′)y2(x, x′) бiомаса у точцi x ∈ Ω є результатом хи-
жацтва у точцi x′ ∈ Ω . Iз наведених мiркувань щодо бiомаси випливає,
що має виконуватися умова

∫
Ω

`(x, x′)dx = 1 д.м.в. x′ ∈ Ω .

Беручи до уваги сказане вище, динамiка хижака описується рiвнян-
ням

∂y2

∂t
− d2∆y2 = −r2y2 + µ2

∫
Ω

`(x, x′)u(x′, t)y1(x′, t)y2(x′, t)dx′, (9.3.2)

x ∈ Ω, t ∈ (0, T ).

Щоб завершити побудову моделi, треба записати крайовi умови для
обидвох видiв. Вiзьмемо крайовi умови без мiграцiй, що вiдповiдають
iзоляцiї популяцiй

∂y1

∂ν
(x, t) =

∂y2

∂ν
(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ). (9.3.3)
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I на завершення, невiд’ємнi й обмеженi початковi умови задаються у
початковий момент часу t = 0

{
y1(x, 0) = y01(x), x ∈ Ω,

y2(x, 0) = y02(x), x ∈ Ω.
(9.3.4)

Отже,задача (9.3.1)-(9.3.4) є основною моделлю керування системою
хижак-жертва.

Припустимо, що

y01, y02 ∈ L∞(Ω),

та

y01(x), y02(x) > 0, д.м.в. x ∈ Ω.

Наша мета – максимiзувати загальну кiлькiсть особин обидвох популя-
цiй у момент часу T > 0 . Ця задача спорiднена з задачею (P3), яку
дослiджено у роздiлi 8.3.3.

Формулювання задачi звучить так:

Ψ(u) =

∫
Ω

[yu1 (x, T ) + yu2 (x, T )]dx −→ max, (DP2)

стосовно u ∈ L2(Ω× (0, T )) , 0 6 u(x, t) 6 1 д.м.в. t ∈ (0, T ) , де (yu1 , y
u
2 )

– розв’язок задачi (9.3.1)-(9.3.4).
Побудуємо нижче алгоритм методу проєкцiї ґрадiєнта типу Rosen’a

апроксимацiй оптимального керування задачi (DP2) у припущеннi, що
K = {w ∈ L2(Ω× (0, T )) : 0 6 w(x, t) 6 1 м.в. } .

Алгоритм методу проєкцiї ґрадiєнта для задачi (DP2) (метод
Rosen’a)

S0: Вибрати u(0) ∈ K .
Прийняти j := 0 .

S1: Обчислити y(j) = (y1
(j), y2

(j)) розв’язок задачi (9.3.1)-(9.3.4), у якiй
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пiдставити u(j)

∂y1

∂t
− d1∆y1 = r1y1 − µ1u

(j)(x, t)y1y2, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

∂y2

∂t
− d2∆y2 = −r2y2 + µ2

∫
Ω

`(x, x′)u(j)(x′, t)y1(x′, t)y2(x′, t)dx′,

x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

∂y1

∂ν
(x, t) =

∂y2

∂ν
(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ),

y1(x, 0) = y01(x), y2(x, 0) = y02(x), x ∈ Ω.

S2: Обчислити p(j) = (p1
(j), p(j)) , розв’язок задачi

∂p1

∂t
+ d1∆p1 = −r1p1 + µ1u

(j)y2
(j)p1−

−µ2u
(j)(x, t)y2

(j)(x, t)

∫
Ω

`(x′, x)p2(x′, t)dx′,

(x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂p2

∂t
+ d2∆p2 = r2p2 + µ1u

(j)y1
(j)p1−

−µ2u
(j)(x, t)y1

(j)(x, t)

∫
Ω

`(x′, x)p2(x′, t)dx′,

(x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂p1

∂ν
(x, t) =

∂p2

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

p1(x, T ) = p2(x, T ) = 1, x ∈ Ω.

S3: Обчислити v(j) за формулою з теореми 9.4.1

v(j)(x, t) =


0, якщо µ2

∫
Ω

`(x′, x)p2
(j)(x′, t)dx′ − µ1p1

(j)(x, t) < 0,

1, якщо µ2

∫
Ω

`(x′, x)p2
(j)(x′, t)dx′ − µ1p1

(j)(x, t) > 0,

м.в. на Ω× (0, T ).
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S4: Обчислити значення λj ∈ [0, 1] , яке є розв’язком задачi максимiза-
цiї

max
λ∈[0,1]

Ψ(λu(j) + (1 + λ)v(j)).

S5: Обчислити чергове наближення керування u(j+1) за формулою

u(j+1) = λju
(j) + (1− λj)v(j).

S6: (Критерiй завершення алгоритму)
Якщо ‖u(j+1) − u(j)‖ < ε,

тодi STOP (u(j+1) є наближенням керування)
у противному випадку j := j + 1; перехiд на S1.

Варто зауважити, що опукла комбiнацiя двох двопозицiйних керувань,
якi набувають значення 0 або 1, не обов’язково набуватиме тiльки тих
значень. Iз цiєї причини замiнили опуклу комбiнацiю λu(j) + (1 − λ)v(j)

у S4 та S5 опуклою комбiнацiєю точок переключення u(j) та v(j) , ана-
логiчно як у роздiлi 8.5.3.

9.4. Завдання для самостiйного опрацюва-
ння

� Завдання 9.4.1. Довести, що для довiльного u задача (9.3.1)-
(9.3.4) допускає єдиний розв’язок.

� Завдання 9.4.2. Довести таку теорему.

Теорема 9.4.1. Нехай (u∗, (y∗1, y
∗
2)) – оптимальна пара задачi (DP2), i

p = (p1, p2) – розв’язок задачi

∂p1

∂t
+ d1∆p1 = −r1p1 + µ1u

∗y∗2p1− µ2u
∗(x, t)y∗2(x, t)

∫
Ω

`(x′, x)p2(x′, t)dx′,

∂p2

∂t
+ d2∆p2 = r2p2 + µ1u

∗y∗1p1− µ2u
∗(x, t)y∗1(x, t)

∫
Ω

`(x′, x)p2(x′, t)dx′,

(x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂p1

∂ν
(x, t) =

∂p2

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

p1(x, T ) = p2(x, T ) = 1, x ∈ Ω,
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тодi

u∗(x, t) =


0, якщо µ2

∫
Ω

`(x′, x)p2(x′, t)dx′ − µ1p1(x, t) < 0,

1, якщо µ2

∫
Ω

`(x′, x)p2(x′, t)dx′ − µ1p1(x, t) > 0,

м.в. на Ω× (0, T ).

♣ Зауваження 9.4.1. Досить цiкаво вивчити задачi оптималь-
ного керування дослiджених моделей iз просторовою структурою (дода-
ючи за необхiдностi дифузiйний доданок).

� Завдання 9.4.3. Записати принцип максимуму для такої задачi:

T∫
0

A∫
0

∫
ω

u(x, a, t)yu(x, a, t)dx da dt −→ max,

де u ∈ L2(Ω× (0, A)× (0, T )) , 0 6 u(x, a, t) 6 L м.в., yu є розв’язком
задачi

∂y

∂t
+
∂y

∂a
+ µ(a)y = −m(x)u(x, t)y(x, a, t), (x, a, t) ∈ Q,

∂y

∂ν
(x, a, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

y(x, 0, t) =

A∫
0

β(a)y(x, a, t)da, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

y(x, a, 0) = y0(x, a), (x, t) ∈ Ω× (0, A),

де Q = Ω × (0, A) × (0, T ) , Σ = ∂Ω × (0, A) × (0, T ) . Тут γ > 0 , Ω , i
ω задовольняють припущення з роздiлу 9.2., а β i µ – припущення з
роздiлу 8.5.1.

X Вказiвка. Детальнiше див. [13].

� Завдання 9.4.4. За припущень iз роздiлу 9.3., записати принцип
максимуму такої задачi:∫

Ω

[yu1 (x, T ) + yu2 (x, T )]dx −→ max, (DP2’)
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стосовно u ∈ L2(Ω× (0, T )) , 0 6 u(x, t) 6 1 д.м.в. t ∈ (0, T ) , де (yu1 , y
u
2 )

є розв’язком задачi

∂y1

∂t
− d1∆y1 = r1y1 − µ1u(x, t)y1y2, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂y2

∂t
− d2∆y2 = −r2y2 + µ2u(x, t)y1y2, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂y1

∂ν
(x, t) =

∂y2

∂ν
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

y1(x, 0) = y01(x) y2(x, 0) = y02(x), x ∈ Ω.

X Вказiвка. (yu1 , y
u
2 ) – розв’язок такої початкової задачi (у L2(Ω) ×

L2(Ω) ): {
y′(t) = f(t, u(t), y(t)), t ∈ (0, T ),

y(0) = y0,

y0 =

(
y01

y02

)
,

f(t, u, y) = Ay +

(
r1y1 − µ1uy1y2

−r2y2 + µ2uy1y2

)
.

Тут

y =

(
y1

y2

)
,

i A – лiнiйнi необмеженi оператори. Справдi, A визначається так:

D(A) = {w = (w1, w2) ∈ H2(Ω)×H2(Ω) :
∂w1

∂ν
=
∂w2

∂ν
= 0 на ∂Ω},

Ay =

(
d1∆y1

d2∆y2

)
, y ∈ D(A).

� Завдання 9.4.5. За припущень iз роздiлу 9.3., сформулювати
принцип максимуму для задачi∫

Ω

[yu1 (x, T ) + yu1 (x, T )]dx −→ max, (DP2”)
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стосовно u ∈ L2(Ω× (0, T )) , 0 6 u(x, t) 6 1 д.м.в. t ∈ (0, T ) , де (yu1 , y
u
2 )

є розв’язком задачi

∂y1

∂t
− d1∆y1 = r1y1

(
1− y1

k

)
− µ1u(x, t)y1y2, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂y2

∂t
− d2∆y2 = −r2y2 + µ2u(x, t)y1y2, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂y1

∂ν
(x, t) =

∂y2

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

y1(x, 0) = y01(x), y2(x, 0) = y02(x), x ∈ Ω,

де k додатна стала.
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[34] Capasso, V., Wilson, R.E. Analysis of a reaction-diffusion system
modelling man–environment–man epidemics. SIAM J. Appl. Math.
57, 327–346 (1997)



392 Бiблiоґрафiя

[35] Dorn, W.S., McCracken, D.D. Numerical Methods with FORTRAN
IV. Case Studies. John Wiley & Sons, New York (1972)

[36] Fisher, R.A. The wave of advance of advantageous genes. Ann. Eugen.
7, 355–369 (1937)

[37] Fister, K.R., Lenhart, S. Optimal harvesting in an age-structured
predator-prey model. Appl. Math. Optim. 54, 1–15 (2006)

[38] Istas, J. Mathematical Modeling for the Life Sciences. Springer-
Verlag, New York, (2005)

[39] Gourley, S.A. Travelling front solutions of a nonlocal Fisher equation.
J. Math. Biol. 41, 272–284 (2000)

[40] Gurtin, M.E., Murphy, L.F. On the optimal harvesting of age-
structured populations: some simple models. Math. Biosci. 55,
115–136 (1981)

[41] Glashoff, K., Sachs, E. On theoretical and numerical aspects of the
bang-bang principle. Numer. Math. 29, 93–113 (1977)

[42] Gurtin, M.E., Murphy, L.F. On the optimal harvesting of age-
structured populations: some simple models. Math. Biosci. 55,
115–136 (1981)

[43] Genieys, S., Volpert, V., Auger, P. Pattern and waves for a model in
population dynamics with nonlocal consumption of resources. Math.
Model. Nat. Phenom. 1, 65–82 (2006)

[44] Ho, D.D., Neumann, A.U., Perelson, A.S., Chen, W., Leonard, J.M.,
Markowitz, M. Rapid turnover of plasma virions and CD4 lymphoci-
tes in HIV-1 infection. Nature 373, 123–126 (1995)

[45] Hritonenko, N., Yatsenko, Y. Optimization of harvesting age in
integral age-dependent model of population dynamics. Math. Biosci.
195, 154–167 (2005)

[46] Brian R. Hunt,Ronald L. Lipsman,John E. Osborn,Jonathan
M. Rosenberg Differential Equations with MatLabr .
Updated for MatLabr 2011b (7.13), Simulinkr 7.8, and
Symbolic Math ToolboxTM 5.7 (Third Edition). - John Wiley
& Sons, Inc. New York (2012) – 296



Бiблiоґрафiя 393

[47] B.Hunt, R.Lipsman, J.Rosenberg, K.Coombes, J. Osborn, G.Stuck A
Guide to MatLabr for Beginners and Experienced Users. Updated
for MatLabr 7 and Simulinkr 6 (Second Edition). - Cambridge
University Press. The Edinburgh Building, Cambridge cb2 2ru, UK
(2006) – 329.

[48] Iannelli, M. Mathematical Theory of Age-Structured Population
Dynamics. Giardini Editori e Stampatori, Pisa (1995)

[49] Iannelli, M., Marinoschi, G. Harvesting control for an age-structured
population in a multi-layered habitat. J. Optim. Theory Appl. 142,
107–124 (2009)

[50] Kirschner, D., Lenhart, S., Serbin, S. Optimizing chemoterapy of HIV
infection: scheduling, ammounts and initiation of treatment. J. Math.
Biol. 35, 775–792 (1997)

[51] Knowles, G. An Introduction to Applied Optimal Control. Academic
Press, London (1981)

[52] Kolmogorov, A.N., Petrovskii, I.G., Piskunov, N.S. Étude de
l’équation de la diffusion avec croissance de la quantité de matiére et
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