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Вступ 5

Вступ

У багатьох частинах свiту рiвень життя рiзний. Крiм того у всiх
країнах вiн змiнюється з плином часу. Наявнi данi засвiдчують, що
середнiй реальний дохiд у багатих країнах, зокрема таких як США,
Нiмеччина, Японiя в десятки разiв перевищує дохiд бiдних країн
– Бангладешу, Iндiї, Заїру та iнших. Також iснує велика рiзниця
в темпах зростання цих доходiв. Деякi країни, зокрема Пiвденна
Корея, Туреччина, Iзраїль, характеризуються високими темпами
росту доходiв, тодi як iншим країнам (багатьом країнам Пiвден-
ної Америки та на Пiвдень вiд Сахари) важко отримати позитивнi
темпи зростання реального доходу на душу населення.

Крiм мiждержавних вiдмiнностей також простежуються знач-
нi змiни рiвня життя з часом: свiт сьогоднi набагато багатший,
нiж 300, чи навiть 50 рокiв тому. Наслiдки цих вiдмiнностей, якi
визначаються в рiзних рiвнях життя, для людського добробуту ве-
личезнi. Рiзнi реальнi доходи пов’язанi зi значними вiдмiнностями
в харчуваннi, освiченостi, дитячiй смертностi, тривалостi життя та
iнших визначниках добробуту. З погляду добробуту, наслiдки дов-
гострокового економiчного зростання мають набагато бiльше зна-
чення, нiж будь-якi наслiдки короткострокових коливань, яких на-
магаються уникнути державнi дiячi й економiсти.

Питання вiдмiнностей у доходах дослiджують моделi економiч-
ного зростання, основною метою яких є пояснення причин свiто-
вого економiчного зростання та вiдмiнностей у доходах мiж краї-
нами. Основою таких моделей є модель Солоу, яка грунтується на
виробничiй функцiї

Y = AKα L1−α , 0 < α < 1 ,

де Y – обсяг випуску, K – обсяг капiталу, L – обсяг працi, A –
абстрактна величина, яка визначає ефективнiсть виробництва. Го-
ловний результат моделi Солоу полягає в тому, що, незважаючи на
те, в якому початковому станi перебуває економiка, внаслiдок на-
копичення капiталу в довгостроковому перiодi вона прямує до де-
якої траєкторiї збалансованого зростання, досягнувши якої, зали-
шається там надалi. На траєкторiї збалансованого зростання кож-
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на змiнна моделi зростає зi сталим темпом, зокрема темп росту
випуску на одного працiвника визначається тiльки темпом росту
науково-технiчного прогресу.

Модель Солоу виявляє двi можливi причини мiжчасових або
мiждержавних вiдмiнностей у рiвнях випуску на душу населення:
вiдмiнностi у величинi капiталу на працiвника K/L та вiдмiнностi
у величинi ефективної працi AL. Проте аналiз моделi засвiдчує,
що за правдоподiбних значень параметрiв пояснити великi рiзни-
цi в доходах на пiдставi рiзниць у капiталi неможливо, оскiльки
для такого пояснення згiдно з моделлю необхiдна занадто велика
рiзниця в капiталi, а емпiричнi данi не пiдтверджують таких зна-
чних вiдмiнностей у запасах капiталу в рiзних країнах свiту. Отож,
вiдмiнностi у капiталi на працiвника, якi iснують у рiзних країнах,
недостатнi для того, щоб пояснити вiдмiнностi в доходах на одно-
го працiвника, якi ми намагаємося зрозумiти. Iншим поясненням
рiзних рiвнiв життя можуть бути рiзнi норми прибутку в рiзних
країнах. Проте для пояснення великих рiзниць у рiвнi випуску з
моделi випливає, що вiдмiнностi в нормi прибутку повиннi бути ще
бiльшими. Як i у випадку з капiталом, ми не спостерiгаємо таких
вiдмiнностей у нормi прибутку в рiзних країнах чи в рiзнi роки.

Отже, висновки моделi Солоу стверджують, що накопиченням
фiзичного капiталу не можна пояснити анi швидкого зростання ви-
пуску на душу населення, анi вiдмiнностей у реальних доходах на
душу населення мiж регiонами. Тому для вiдповiдi на головнi пи-
тання теорiї зростання треба розширити межi моделi Солоу.

Моделi Рамсея-Каса-Купманса, Даймонда та їхнi узагальнен-
ня модифiкують модель Солоу, грунтуються на задачах оптимi-
зацiї й аналiзують головнi чинники, якi визначають заощадження
та iнвестицiї. У цих моделях норма заощаджень може змiнювати-
ся в часi та визначається ендогенно на вiдмiну вiд моделi Солоу,
в якiй вона вважається постiйною екзогенно заданою величиною.
Проте головнi висновки таких моделей щодо центральних питань
теорiї зростання збiгаються з висновками моделi Солоу i не зале-
жать вiд припущення про постiйнiсть норми заощаджень. Згiдно з
цими моделями до постiйного збiльшення темпiв зростання випу-



Вступ 7

ску на одного працiвника може призвести лише пiдвищення темпiв
зростання ефективностi працi.

Сучаснi напрями ендогенної теорiї зростання полягають у глиб-
шому дослiдженнi параметра A, що визначає ефективнiсть вироб-
ництва. Пояснення вiдмiнностей у рiвнi життя рiзною ефективнi-
стю працi не потребує величезних вiдмiнностей у капiталi або нормi
прибутку. Тому подальшi моделi економiчного зростання вiдмовля-
ються вiд припущення про екзогеннiсть технiчного прогресу, яке
використане в моделi Солоу, i передбачають, що технiчний прогрес
є результатом перерозподiлу факторiв виробництва для створення
нових технологiй. Вони аналiзують вплив ендогенного технiчного
прогресу на економiчне зростання, а також вплив основних детер-
мiнант вибору обсягу ресурсiв, використаних для створення iнно-
вацiй. Рiзнi моделi такого типу вiдрiзняються в iнтерпретацiї ефе-
ктивностi працi як знань i у формальному моделюваннi її розвитку
в часi. Зокрема, аналiзується динамiка економiки, коли нагрома-
дження знань явно моделюються i розглядаються рiзнi погляди на
те, як виробляються знання та що визначає розподiл ресурсiв для
виробництва знань.

Рiзнi моделi ендогенного зростання по-рiзному iнтерпретують
коефiцiєнт A. Одним з них є припущення про те, що ефективнiсть
працi вiдповiдає абстрактним знанням. Тодi для пояснення свiто-
вого зростання потрiбно виявити чинники, якi впливають на ди-
намiку запасу знань. Для пояснення мiждержавних вiдмiнностей
у реальних доходах треба зрозумiти, чому в одних країнах фiр-
ми мають доступ до бiльшого запасу знань, нiж в iнших, i чому
цi знання не переходять у бiднi країни. Iснують iншi iнтерпретацiї
коефiцiєнта A: освiта та квалiфiкацiя робочої сили, гарантiї прав
власностi, якiсть iнфраструктури, ставлення до пiдприємництва та
роботи, що визначається особливостями культури i т.д. Крiм того,
є змога вiдображати комбiнацiю рiзних чинникiв. Потребує також
дослiдження питання: якi типи знань найважливiшi для зростання,
якi показники вимiрюють їхнє кiлькiсне значення та якими є сили,
що визначають рiвень нагромадження знань.

За будь-якого з запропонованих поглядiв на те, що таке пара-
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метр A, для того, щоб дослiдити, як вiн впливає на випуск, як
еволюцiонує в часi й чому рiзний для рiзних частин свiту, в мо-
дель зростання вводять додатковий сектор дослiдження та розви-
тку - R&D (Research and Development Models), що визначає модель
виробництва нових технологiй. Висновки моделi, якi стосуються
свiтового зростання, стверджують, що сили, на яких модель зосе-
реджує увагу, є важливими. Зростання знань – це основна причина
того, що виробництво та рiвень життя є таким високим сьогоднi по-
рiвняно iз минулим столiттям. Щодо вiдмiнностей мiж реальними
доходами рiзних країн, актуальнiсть цiєї моделi менш чiтка, оскiль-
ки неправдоподiбне те, що причина бiдностi деяких країн полягає в
тому, що вони не мають доступу до технологiчних досягнень мину-
лого столiття. Крiм того, застосування однiєї технологiї може вiд-
буватися одночасно в рiзних мiсцях, тому виникає питання, чому
бiднiшi країни не мають такого самого доступу до тих самих техно-
логiй, що й багатi. Якщо вiдповiднi знання є у вiдкритому доступi,
то бiднi країни можуть ставати багатшими, змушуючи своїх пра-
цiвникiв i менеджерiв читати вiдповiдну лiтературу. Якщо ж вiд-
повiднi знання є складовими знань, якi були виробленi приватним
R&D сектором, то бiднi країни можуть ставати багатими, вводя-
чи ефективнi програми про дотримання прав власностi iноземних
фiрм. За такої програми фiрми з розвинених країн з власними зна-
ннями вiдкриватимуть заводи в бiдних країнах, найматимуть їхню
дешеву робочу силу та вироблятимуть продукцiю з використанням
запатентованої технологiї. У пiдсумку граничний продукт працi в
бiдних країнах, i, отже, заробiтна плата буде швидко зростати до
рiвня розвинених країн. Хоча брак довiри з боку iноземних фiрм у
безпецi їхнiх прав власностi, безсумнiвно, є важливою проблемою
багатьох бiдних країн, важко повiрити, що лише це є причиною
бiдностi країн. Iснують численнi приклади бiдних регiонiв чи кра-
їн, починаючи вiд європейських колонiй протягом останнiх декiль-
кох столiть до багатьох iнших країн сьогоднi, де iноземнi iнвестори
можуть засновувати заводи та використовувати свої ноу-хау з ви-
соким ступенем впевненостi, що полiтична ситуацiя буде досить
стабiльною, їхнi врожаї не будуть нацiоналiзованими, а їхнiй при-
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буток не обкладатимуть податком за завищеними ставками. Проте
ми не спостежуємо у цих регiонах доходiв, якi б пiдскочили до рiв-
ня промислово розвинених країн.

Отже, висновок цього аналiзу такий: ендогенний технiчний про-
грес майже напевно є найважливiшим чинником свiтового економi-
чного зростання i його розвиток може пояснити вiдмiнностi рiвнiв
багатства в часi, проте, ймовiрно, не має вирiшального впливу на
рiзницю в доходах мiж країнами.

Можна припустити, що труднощi, на якi натрапляють бiднi кра-
їни полягають не у браку доступу до передових технологiй, а у
браку можливостей використання цих технологiй. Отож, головне
джерело вiдмiнностей у рiвнях життя в рiзних країнах полягає не
у рiзних рiвнях знань або технологiях, а у вiдмiнностях чинникiв,
якi дають змогу багатшим країнам краще використовувати пере-
довi технологiї. Отже, розумiння вiдмiнностей у доходах потребує
розумiння причин розбiжностей в цих чинниках.

У першому роздiлi навчально-методичного посiбника розгляну-
то теоретичнi моделi, якi визначають капiтал як основний чинник
економiчного зростання, проте надають поняттю капiталу ширшо-
го розумiння. Зокрема, використовується виробнича функцiя, яка
разом з фiзичним враховує також людський капiтал. Такi моделi
допомагають зрозумiти та пояснити великi рiзницi в доходах мiж
країнами завдяки використанню в аналiзi двох нових чинникiв: вiд-
мiнностей не тiльки у фiзичному, а й у людському капiталi, а та-
кож вiдмiнностей у продуктивностi, що не пов’язана з рiзницею в
технологiях.

Другий роздiл присвячено економетричному моделюванню вит-
рат на освiту в Українi, що зумовлюють зростання людського капi-
талу в нашiй країнi, а вiдтак, як засвiдчують моделi економiчного
росту, i зростання доходiв в довгостроковому перiодi. Пропоноване
емпiричне дослiдження грунтується на статистичних даних зна-
чень витрат на освiту для 26 областей України впродовж 7 рокiв,
кiлькостi населення, кiлькостi учнiв у школах i кiлькостi студентiв
у вищих навчальних закладах для вiдповiдних областей протягом
дослiджуваного перiоду. Данi отримано на пiдставi запитiв в обла-
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снi управлiння освiти та науки, обласнi головнi фiнансовi управлi-
ння, обласнi державнi адмiнiстрацiї та головнi управлiння стати-
стики в кожнiй областi. Щиру вдячнiсть автор висловлює Олегу
Терличу за наполегливiсть у зборi даних.

Зауважимо, що данi, на яких грунтується моделювання, є па-
нельними, тобто одночасно об’єднують i часовi ряди, i просторовi
вибiрки. А саме вони мiстять просторову вибiрку, що охоплює рiз-
нi областi України, яка спостерiгається впродовж семи рокiв. Такi
данi – значно багатше джерело iнформацiї порiвняно суто пере-
рiзними просторовими даними або з окремими часовими рядами,
проте їхнє моделювання потребує досить складних специфiкацiй.
Аналiз панельних даних є предметом одного з найактивнiших та
iнновацiйних напрямкiв сучасних економетричних дослiджень.

Оскiльки для сукупного моделювання важливе значення мають
властивостi кожного з рядiв, якi входитимуть у модель, тому у по-
сiбнику проведено графiчний аналiз характеру поведiнки кожної
змiнної, який описано в пунктi 2.1. Пункти 2.2 - 2.5 присвяченi ета-
пам побудови економетричної моделi. Тут наведено теоретичний
огляд методiв дослiдження моделей для панельних даних, а також
за їхньою допомогою описано проведене практичне емпiричне до-
слiдження. Зокрема в пунктi 2.3 висвiтлено моделi з фiксованими
ефектами, а в пунктi 2.4 – моделi з випадковими ефектами, пункт
2.5 описує методи їхнього порiвняння.

Реалiзацiю кiлькiсних розрахункiв проведеного в посiбнику мо-
делювання виконано за допомогою економетричного пакета EVi-
ews.



Роздiл 1

Модель економiчного
зростання, яка враховує
людський капiтал

Дослiдження моделей економiчного зростання засвiдують, що тео-
рiї, якi враховують лише обсяг накопичених знань, не можуть по-
яснити мiждержавних розбiжностей у доходах. Розглянемо виснов-
ки нових теорiй економiчного зростання, а саме моделi, якi врахо-
вують нагромадження не лише фiзичного, а й людського капiталу.

Нагромадження людського капiталу пов’язане з навчанням пра-
цiвникiв, тобто з обсягом нагромаджених знань. Проте iснує чiтке
розмежування мiж людським капiталом i абстрактними знаннями.
Людський капiтал складається зi здiбностей, навичок i знань окре-
мих працiвникiв, i подiбно до звичайних економiчних благ може
бути конкурентним та ексклюзивним. Якщо, наприклад, iнженер
спрямовує усi свої зусилля (людський капiтал) в один вид дiяльно-
стi, то це не дає змоги йому використовувати свої навички в iншiй
сферi виробництва. Навпаки, якщо деякий алгоритм (знання) ви-
користовують в однiй сферi дiяльностi, то це не заважає застосо-
вувати його в iншiй бiльш чи менш складнiй виробничiй сферi.

Моделi, якi використовують людський капiтал як фактор ви-
робництва, доповнюють моделi Солоу, Рамcея, Даймонда. Базовi
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моделi так само припускають, що виробнича функцiя має власти-
вiсть постiйної вiддачi вiд масштабу, проте висновки моделей з вра-
хуванням людського капiталу вiдрiзняються вiд висновкiв моделi
Солоу, i засвiдчують, що помiрнi змiни ресурсiв, якi виникають вна-
слiдок нагромадження фiзичного та людського капiталу, можуть
призвести до великих змiн обсягу виробництва продукцiї на одно-
го працiвника. У пiдсумку цi моделi дають змогу пояснити великi
вiдмiнностi в доходах у рiзних країнах.

Дослiдимо, чому введення в модель людського капiталу дає пiд-
стави значно збiльшити нашi можливостi при врахуваннi вiдмiн-
ностей мiж країнами. Зауважимо, що в моделях, якi враховують
лише фiзичний капiтал, результат змiни норми заощаджень на ви-
пуск залежить вiд частки капiталу. У моделi Солоу довгострокова
еластичнiсть випуску стосовно заощаджень дорiвнює α/(1−α), де
α частка капiталу. Якщо частка капiталу помiрна, то ця еласти-
чнiсть незначна. Отож, з моделi Солоу випливає, що за помiрного
значення частки капiталу функцiя sf(k), яка визначає фактичнi
iнвестицiї на одиницю ефективної працi, є вiдносно ввiгнутою, i,
таким чином, збiльшення частки випуску, що iнвестується s, не
сильно впливає на рiвень стацiонарного обсягу капiталу k∗.

Вплив зростання s на k∗ за помiрних значень α зображено на
Рис. 1.1. У пiдсумку бачимо, що помiрне значення частки капiта-
лу спричиняє те, що f(k∗) не буде дуже чутливим до змiни k∗,
внаслiдок чого випуск не сильно залежатиме вiд змiн у нормi за-
ощаджень.

Якщо частка капiталу близька до 1, то sf(k) є близькою до
лiнiйної, i тодi невелике збiльшення s спричинятиме велике збiль-
шення k∗. Цей випадок зображено на рис. 1.2. Збiльшення частки
капiталу також збiльшує i вплив k∗ на f(k∗). Отож, у цьому ви-
падку довгострокова еластичнiсть випуску стосовно заощаджень
велика. В крайньому випадку, коли частка капiталу дорiвнює 1
(наприклад, у моделях лiнiйного економiчного зростання), змiни s
мають постiйний вплив на темпи зростання випуску, причому цей
вплив на рiвень виробництва необмежено зростає.

Отож, визнання iснування людського капiталу припускає, що
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Рис. 1.1: Вплив змiни норми заощаджень на характеристики
стацiонарного стану за помiрного значення частки
капiталу

Рис. 1.2: Вплив змiни норми заощаджень на характеристики ста-
цiонарного стану за значення частки капiталу, яка близь-
ка до одиницi
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оцiнка частки доходу, який виплачується всiм видам капiталу, є
бiльшою за звичайну оцiнку частки, що припадає на фiзичний капi-
тал. Крiм того, поведiнка нагромадження людського капiталу бага-
то в чому схожа на поведiнку нагромадження фiзичного капiталу:
спрямування бiльшої кiлькостi ресурсiв на нагромадження будь-
якого типу капiталу збiльшує кiлькiсть продукцiї, яку можуть ви-
робити в майбутньому. Додавши до моделi людський капiтал, отри-
муємо збiльшення випуску внаслiдок змiни ресурсiв, якi спрямова-
нi для нагромадження капiталу, так само як i зростання частки
фiзичного капiталу в моделi Солоу збiльшує випуск внаслiдок змi-
ни норми заощаджень. Ця властивiсть моделi дає змогу пояснити
великi вiдмiнностi в доходах мiж країнами.

1.1 Динамiка економiки

Розглянемо базову модель економiчного зростання, що враховує на-
громадження фiзичного та людського капiталу. Такi моделi дослi-
джували Манкiв (Mankiw), Ромер (Romer), Вейл (Weil). Рiзнi моди-
фiкацiї таких моделей розглядали Лукас (Lucas), Дражен (Drazen),
Беккер (Becker), Марфi (Murphy), Тамура (Tamura), Ребело (Rebe-
lo), Кремер (Kremer), Томсон (Thomson) та iншi.

Нехай сукупний дохiд в економiцi визначається виробничою
функцiєю

Y (t) = K(t)α H(t)β [A(t)L(t)]1−α−β , (1.1)

α > 0 , β > 0 , α + β < 1 ,

де H — людський капiтал, L — кiлькiсть працiвникiв (кiлькiсть
працi). Таким чином один квалiфiкований працiвник визначає одну
одиницю L i деяку величину H.

Запишемо також (1.1) у виглядi

Y = Kα(H/AL)β(AL)(1−α) .

Тут випуск є функцiєю величини капiталу K, ефективної робочої
сили AL, а також людського капiталу на одного ефективного пра-
цiвника H/AL. Зауважимо, що (1.1) означає, що виробнича фун-
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кцiя характеризується сталим ефектом вiд розширення масштабу
за усiма факторами K, H i L разом.

Припустимо, що динамiка K i L визначається рiвняннями

K̇(t) = sK Y (t) , (1.2)

L̇(t) = nL(t) , (1.3)

де sK використовують для позначення частки випуску, який спря-
мовується на нагроимадження фiзичного капiталу. Для спрощення
моделi припускатимемо також, що зношення фiзичного капiталу не
iснує, тобто амортизацiя дорiвнює нулю.

Крiм того, оскiльки наша мета не полягає в поясненнi економiч-
ного зростання загалом в усьому свiтi впродовж часу, а спрямована
на пояснення рiзницi в темпах економiчного зростання в рiзних
країнах, то модель подiбно до моделi Солоу припускає постiйний i
екзогенний технологiчний прогрес, тобто припускатимемо, що

Ȧ(t) = g A(t) . (1.4)

Припустимо також, що нагромадження людського капiталу вiд-
бувається подiбно до нагромадження фiзичного капiталу й опису-
ється рiвнянням

Ḣ(t) = sH Y (t) , (1.5)

де sH позначає частку ресурсiв, що видiляється для нагромадже-
ння людського капiталу. Зауважимо, що рiвняння (1.5) не iнтер-
претується як деякi заощадження в людський капiтал, а визначає,
що технологiя вироблення нового людського капiталу залежить вiд
фiзичного капiталу, людського капiталу та кiлькостi працi в той
самий спосiб як i технологiя вироблення iнших благ. Тобто, припу-
скаємо, що

Ḣ = Kα
E Hβ

E (ALE)(1−α−β) ,

де KE , HE , LE визначають деякий обсяг фiзичного капiталу, люд-
ського капiталу i робочої сили, якi задiянi в освiтi та навчаннi пра-
цiвникiв. Якщо припустити, що

KE = sHK , HE = sHH , LE = sHL ,
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то отримаємо
Ḣ = sH [KαHβ(AL)(1−α−β)] .

Така базова модель може бути узагальнена в декiлькох напря-
мах, проте головний висновок моделi не змiниться. Функцiю Коба-
Дугласа можна замiнити загальною виробничою функцiєю Y =
F (K, H, AL), яка характеризується сталою вiддачею вiд масштабу
i в iнтенсивнiй формi задовольняє умови Iнади. Припущення ек-
зогенного технологiчного прогресу можна замiнити моделлю ендо-
генного зростання знань. Також припущення, що технологiя отри-
мання нового людського капiталу є такою самою, як i технологiя
отримання випуску, можна дещо послабити. Проте жодна з цих
змiн не впливає на головнi результати про мiждержавнi вiдмiнно-
стi в доходах, якi демонструє модель.

Аналiз динамiки економiки в цiй моделi подiбний до аналiзу мо-
делi Солоу. Головна вiдмiннiсть полягає у тому, що замiсть враху-
вання лише динамiки фiзичного капiталу, дослiджується динамiка
не лише фiзичного, а й людського капiталу. Зокрема, визначимо
k = K/AL, h = H/AL, y = Y/AL – обсяг фiзичного капiталу,
людського капiталу та випуску на одного ефективного працiвни-
ка, вiдповiдно. Якщо подiлити обидвi частини (1.1) на AL, то за
введених позначень отримаємо виробничу функцiю в iнтенсивнiй
формi

y(t) = k(t)αh(t)β . (1.6)

Розглянемо спочатку поведiнку k. З визначення k = K/AL i
рiвностей (1.2)−(1.4), якi визначають динамiку K, L i A, отримаємо

k̇(t) =
K̇(t)

A(t)L(t)
− K(t)

[A(t)L(t)]2
[A(t)L̇(t) + L(t)Ȧ(t)] =

=
sKY (t)
A(t)L(t)

− K(t)
A(t)L(t)

[
L̇(t)
L(t)

+
Ȧ(t)
A(t)

]
=

= sKy(t)− (n + g)k(t) =

= sKk(t)αh(t)β − (n + g)k(t). (1.7)
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Отож, k̇ дорiвнює нулю, коли

sKkαhβ = (n + g)k .

Ця умова рiвносильна тому, що k1−α = [sK/(n + g)]hβ , або

k =
(

sK

n + g

)1/(1−α)

hβ/(1−α) .

Комбiнацiї h i k, якi задовольняють цю умову, зображено на рис.
1.3. Оскiльки β < 1−α, то друга похiдна k за h вздовж цiєї кривої
вiд’ємна. Крiм того, з (1.7) випливає, що k̇ зростає за h. Отже,
справа вiд кривої k̇ = 0 отримаємо геометричне мiсце точок, де k̇
додатна, а злiва – k̇ вiд’ємна.

Рис. 1.3: Динамiка фiзичного капiталу на одного ефективного
працiвника

Тепер розглянемо поведiнку h. Аналогiчно до того, як було ви-
ведене (1.7), отримаємо

ḣ(t) = sHk(t)αh(t)β − (n + g)h(t). (1.8)

Величина ḣ дорiвнює нулю, коли

sHkαhβ = (n + g)h ,

або

k =
(

n + g

sH

)1/α

h(1−β)/α .
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Множина таких точок зображена на рис. 1.4. Оскiльки 1− β > α,
то друга похiдна додатна i залежнiсть k вiд h, яка визначається
кривою ḣ(t) = 0, є опуклою функцiєю. Крiм того, ḣ додатна над
цiєю кривою i вiд’ємна пiд нею.

Рис. 1.4: Динамiка людського капiталу на одного ефективного
працiвника

Початковi значення K,H, A i L визначають початковi рiвнi k i
h, якi потiм рухаються вiдповiдно до (1.7) i (1.8). З рис. 1.5 видно
одночасну динамiку k i h. Точка E глобально стiйка. Початкове
положення економiки прямує до точки E, i як тiльки вона досягає
цiєї точки, економiка залишається там. Будемо iгнорувати можли-
вiсть початку без капiталу, бо якщо початкове значення k або h
дорiвнює нулю, то економiка збiгатиметься до k = h = 0.

1.2 Якiснi висновки моделi

Дослiдимо динамiку основних змiнних економiки, яка досягла точ-
ки E. У цьому випадку кажуть, що вона розташована на траєкто-
рiї збалансованого зростання. На траєкторiї збалансованого зро-
стання, оскiльки k̇(t) = 0 i ḣ(t) = 0, то обсяг фiзичного капiталу
на одного ефективного працiвника k, обсяг людського капiталу на
одного ефективного працiвника h, а вiдтак згiдно з (1.6) i обсяг
випуску на одного ефективного працiвника y є сталими. Позаяк
сукупний фiзичний капiтал K дорiвнює ALk i k в точцi E є ста-
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Рис. 1.5: Динамiка k i h

лим, то сукупний фiзичний капiтал K зростає з тим самим темпом,
що i ефективна праця, а саме з темпом n+g. Аналогiчно сукупний
людський капiтал H i сукупний випуск Y зростають з темпом n+g.
Фiзичний капiтал на одного працiвника K/L, людський капiтал на
одного працiвника H/L i випуск на одного працiвника Y/L зро-
стають з темпом g. Отож, так само як i в моделi Солоу, отримує-
мо висновок, що довгостроковий темп зростання випуску на одно-
го працiвника визначається екзогенним темпом науково-технiчного
прогресу g.

Дослiдимо, як змiни в заощадженнях впливають на економiку.
Для цього припустимо, що спочатку вона перебуває на траєкторiї
збалансованого зростання, i що sK збiльшується. З рiвняння (1.7)
i (1.8) випливає, що ця змiна впливає на геометричне мiсце точок,
якi задовольняють рiвнiсть k̇ = 0, але не на розташування кривої
ḣ = 0. Крива k̇ = 0 змiщується, як це показано на рис. 1.6. Точка
E старої траєкторiї збалансованого зростання лежить на кривiй
ḣ = 0, але нижче нової кривої k̇ = 0. Отож, спочатку h стале, а k
росте. Тому економiка рухається вгору в просторi (h, k). Це перемi-
щує економiку вище кривої ḣ = 0, тому h також починає зростати.
Далi k i h зростають, економiка рухається вгору та вправо, доки
не досягне нової траєкторiї збалансованого зростання – точки E′.
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Рис. 1.6: Змiни пов’язанi зi збiльшенням норми заощадження

Ми можемо визначити випуск на одного працiвника Y/L як
A(Y/AL) або Akαhβ. Пiд час переходу вiд однiєї траєкторiї зба-
лансованого зростання (точка E) до iншої (точка E′) випуск на
одного працiвника зростає з двох причин: по-перше, тому що росте
A i тому що h i k ростуть. Отож, випуск на одного працiвника зро-
стає зi швидкiстю бiльшою, нiж g. Коли економiка досягає нової
траєкторiї збалансованого зростання, h i k знову сталi, тому темп
зростання випуску на одного працiвника повертається до g. Таким
чином, збiльшення рiвня заощаджень призводить до тимчасового
збiльшення темпiв зростання економiки. Отже, якiснi наслiдки мо-
делi, яка враховує людський капiтал подiбнi до якiсних висновкiв
моделi Солоу.

1.3 Кiлькiснi висновки моделi

Дослiджувана модель не дає остаточних кiлькiсних висновкiв, про-
те як i модель Солоу показує, як змiни в рiвнi заощаджень й кiль-
костi населення впливають на випуск. Знайдемо рiвень y на трає-
кторiї збалансованого зростання, який позначимо y∗.

Нехай k∗ i h∗ позначають значення k i h на траєкторiї збалансо-
ваного зростання. Оскiльки на траєкторiї збалансованого зростан-
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ня k̇ = ḣ = 0, то з (1.7) i (1.8) випливає

sKk∗αh∗β = (n + g)k∗ , (1.9)

sHk∗αh∗β = (n + g)h∗ . (1.10)

Прологарифмувавши цi два рiвняння, отримаємо

ln sK + α ln k∗ + β lnh∗ = ln(n + g) + ln k∗ , (1.11)

ln sH + α ln k∗ + β lnh∗ = ln(n + g) + lnh∗ . (1.12)

Розв’язуючи цю систему лiнiйних рiвняння стосовно ln k∗ i ln h∗,
отримуємо

ln k∗ =
1− β

1− α− β
ln sK +

β

1− α− β
ln sH − 1

1− α− β
ln(n + g) ,

(1.13)

ln h∗ =
α

1− α− β
ln sK +

1− α

1− α− β
ln sH − 1

1− α− β
ln(n + g) .

(1.14)
Для виробничої функцiї (1.6) одержимо

ln y∗ = α ln k∗ + β ln h∗ ,

тому, пiдставляючи (1.13), (1.14) у цей вираз i згрупувавши подiбнi
доданки, отримаємо

ln y∗ =
α

1− α− β
ln sK +

β

1− α− β
ln sH − α + β

1− α− β
ln (n + g) .

(1.15)
Висновок моделi Солоу, яка грунтується на виробничiй функцiї

Y (t) = K(t)α [A(t)L(t)]1−α, 0 < α < 1 ,

є частковим випадком виразу (1.15), в якому β дорiвнює нулю. А
саме для моделi Солоу одержимо

ln y∗Solow =
α

1− α
ln sK − α

1− α
ln (n + g) . (1.16)
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Для оцiнки кiлькiсних наслiдкiв моделi нам потрiбна оцiнка
частки людського капiталу β. Iснують рiзнi способи отримання та-
кої оцiнки. Зокрема, для Сполучених Штатiв Кендрiк (Kendrick)
визначав значення частки людського капiталу i показав, що ця ве-
личина трохи бiльша, нiж оцiнка значення частки фiзичного ка-
пiталу (α = 1/3), тобто значення параметра β трохи бiльше за
1/3. Згiдно з його мiркуваннями зарплата неквалiфiкованого ро-
бiтника, яка наближається до розмiрiв мiнiмальної оплати працi,
в США зазвичай становить вiд 1/3 до 1/2 вiд величини середньої
заробiтної плати. Це свiдчить про те, що вiд 1/2 до 2/3 загальної
суми платежiв за працю вкладається в людський капiтал, або, що
1/2(1− α) < β < 2/3(1− α). Звiдси випливає, що значення β пере-
буває мiж 1/3 та 4/9. До повного впровадження закону про мiнi-
мальну заробiтну плату неквалiфiкований iммiгрант у Сполучених
Штатах заробляв приблизно 1/4 вiд середньої заробiтної плати. У
цьому випадку β = 1/2.

Для того, щоб побачити важливiсть впливу включення в модель
людського капiталу на кiлькiснi висновки моделi, припустимо, що β
становить 0, 4, а α дорiвнює 0, 35. З рiвняння (1.15) випливає, що за
цих значень параметрiв еластичнiсть випуску стосовно sK дорiвнює
α/(1 − α − β) = 1, 4, стосовно sH дорiвнює β/(1 − α − β) = 1, 6,
а стосовно n + g дорiвнює −(α + β)/(1 − α − β) = −3. У моделi
без людського капiталу цi еластичностi значно меншi, а саме, за
значення α = 0, 35 отримаємо, що еластичнiсть випуску стосовно
sK становить α/(1− α) = 0, 54, а його еластичнiсть стосовно n + g
дорiвнює −α/(1− α) = −0, 54.

1.3.1 Вплив частки заощаджень на вiдмiнностi
у рiвнях випуску в рiзних країнах

Завдяки великiй еластичностi випуску модель, яка враховує люд-
ський капiтал, дає змогу пояснити великi вiдмiнностi в доходах
у рiзних країнах. Розглянемо, наприклад, двi країни з однакови-
ми виробничими функцiями та технологiями, i вважатимемо, що
α = 0, 35 i β = 0, 4. Припустимо, що частки заощаджень у фiзи-
чний капiтал sK та у людський капiтал sH удвiчi бiльшi в другiй
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країнi, нiж у першiй, а темп росту ефективної робочої сили n + g
на 20 вiдсоткiв менший, тобто

sK2 = 2sK1 , sH2 = 2sH1 , n2 + g = 0, 8(n1 + g) .

Зауважимо, що такi вiдмiнностi у величинах цих параметрiв не є
рiдкiсними у свiтовiй практицi. З рiвняння (1.15) випливає, що цi
вiдмiнностi приводять до такої рiзницi у випуску на одного працiв-
ника на траєкторiї збалансованого зростання

ln y∗2 − ln y∗1 =
α

1− α− β
(ln sK2 − ln sK1)+

+
β

1− α− β
(ln sH2 − ln sH1)− (1.17)

− α + β

1− α− β
[ln(n2 + g)− ln(n1 + g)] =

=1, 4 (ln 2) + 1, 6 (ln 2)− 3 (ln 0, 8) ' 2, 75 .

З того, що e2,75 = 15, 6, випливає, що випуск на одного працiв-
ника в другiй країнi буде майже в 16 разiв бiльшим. Отже, вiд-
мiнностi в рiвнi заощаджень i темпi росту населення, якi наявнi в
рiзних країнах, породжують значнi вiдмiнностi в їхнiх доходах.

Покажемо, що модель Солоу, яка не враховує людський капi-
тал, не призводить до такого висновку. Для тих самих значень па-
раметрiв (за винятком значення β, яке тепер дорiвнює 0), з (1.16)
випливає, що розрив у доходах становить

ln y∗2 − ln y∗1 =
α

1− α
(ln sK2 − ln sK1)−

− α

1− α
[ln(n2 + g)− ln(n1 + g)] =

=
0, 35
0, 65

(ln 2− ln 0, 8) ' 0, 49 .

(1.18)

Оскiльки e0,49 = 1, 6, то отримаємо, що модель Солоу пояснює лише
60% рiзницi в доходах.
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1.3.2 Вiдмiнностi у граничнiй нормi прибутку
в рiзних країнах

На рiдставi моделi (1.1), яка враховує людський капiтал, порiв-
няємо також вплив граничної норми прибутку в рiзних країнах.
Оскiльки ця модель передбачає спадний характер граничного про-
дукту фiзичного та людського капiталу, то з неї випливає, що нор-
ма прибутку в багатих країнах нижча, нiж у бiдних. Проте ця рi-
зниця незначна, i не спричиняє перемiщення капiталу в бiднi краї-
ни.

Знайдемо значення граничних продуктiв фiзичного та людсько-
го капiталу на траєкторiї збалансованого зростання. Для виробни-
чої функцiї (1.1) граничний продукт фiзичного капiталу становить

MPK =
∂Y (t)
∂K(t)

= α K(t)α−1 H(t)β (A(t)L(t))1−α−β =

= α

(
K(t)

A(t)L(t)

)α−1 (
H(t)

A(t)L(t)

)β

=

= α k(t)α−1 h(t)β . (1.19)

З рiвнянь (1.13), (1.14) одержуємо значення фiзичного та люд-
ського капiталу на одного ефективного працiвника на траєкторiї
збалансованого зростання

k∗ =

(
s1−β
K sβ

H

n + g

)1/(1−α−β)

, (1.20)

h∗ =

(
sα
K s1−α

H

n + g

)1/(1−α−β)

. (1.21)
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Пiдставивши (1.20) i (1.21) в рiвнiсть (1.19), одержимо

MPK∗ = α

(
s1−β
K sβ

H

n + g

)(α−1)/(1−α−β) (
sα
K s1−α

H

n + g

)β/(1−α−β)

=

= α

(
s
(1−β)(α−1)+αβ
K s

β(α−1)+(1−α)β
H

(n + g)(α−1)+β

)1/(1−α−β)

=

= α

(
s
−(1−α−β)
K s0

H

(n + g)−(1−α−β)

)1/(1−α−β)

=

=
α (n + g)

sK
.

Аналогiчно для виробничої функцiї (1.1) граничний продукт
людського капiталу становить

MPH =
∂Y (t)
∂H(t)

= β K(t)α H(t)β−1 (A(t)L(t))1−α−β =

= β k(t)α h(t)β−1 .

Пiдставивши k∗ та h∗, отримуємо його значення на траєкторiї
збалансованого зростання

MPH∗ = β

(
s
α(1−β)+α(β−1)
K s

αβ+(1−α)(β−1)
H

(n + g)α+(β−1)

)1/(1−α−β)

=

=
β (n + g)

sH
.

Отже, граничнi продукти фiзичного та людського капiталу на
траєкторiї збалансованого зростання становлять

MPK∗ = α(n + g)/sK , (1.22)

MPH∗ = β(n + g)/sH . (1.23)

Покажемо, що вiдмiнностi в наявних темпах росту населення та
нормi заощаджень у рiзних країнах, якi спричиняють великi рi-
зницi в доходах у цих країнах, ведуть при цьому лише до помiрних
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вiдмiнностей у нормi прибутку. Зокрема, для наведеного вище при-
кладу

sK2 = 2sK , sH2 = 2sH , n2 + g = 0, 8(n1 + g) ,

з (1.22) i (1.23) випливає, що

MPK∗
2 = 0, 4MPK∗

1 , MPH∗
2 = 0, 4MPH∗

1 .

Хоча ця рiзниця в нормах прибутку може бути суттєвою, проте
не виключено, що податкова полiтика, можливiсть експропрiацiї
капiталу, недосконалостi ринку та iншi полiтичнi чинники можуть
призвести до того, що капiтал не перетiкатиме до бiдних країн,
незважаючи на переваги в прибутках.

Зауважимо, що чим бiльше значення β, тим сильнiший вплив
людського капiталу на пояснення вiдмiнностей мiж країнами, i тим
менша необхiдна рiзниця у заощадженнях i темпах росту кiлькостi
населення для пояснення великих вiдмiнностей в рiвнях доходiв в
рiзних країнах. У цьому разi рiзниця в нормi прибутку ще менша. У
моделi Солоу зi звичайним значенням частки капiталу, на вiдмiну
вiд того що, ми отримали у цiй моделi, великi вiдмiнностi в дохо-
дах потребують великих вiдмiнностей у рiвнi заощаджень i темпах
зростання населення, а також великих рiзниць у нормi прибутку.

1.4 Швидкiсть збiжностi до траєкторiї
збалансованого зростання

На практицi нас цiкавить не тiльки довгостроковий ефект впливу
деяких чинникiв, зокрема норми заощаджень i темпу росту насе-
лення, а й те наскiльки швидко цей ефект реалiзується. Для визна-
чення швидкостi збiжностi економiки до траєкторiї збалансованого
зростання використаємо апроксимацiю Тейлора моделi в околi точ-
ки довгострокової рiвноваги.

Прологарифмувавши виробничу функцiю в iнтенсивнiй формi
(1.6), отримаємо

ln y(t) = α ln k(t) + β ln h(t).
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Наше завдання – визначити, наскiльки швидко y збiгається до y∗.
Тому продиференцiюємо цю рiвнiсть за часом i використаємо (1.7),
(1.8). Одержимо

d ln y(t)
dt

=α
k̇(t)
k(t)

+ β
ḣ(t)
h(t)

=

=α
(
sKk(t)α−1h(t)β − (n + g)

)
+

+ β
(
sHk(t)αh(t)β−1 − (n + g)

)
. (1.24)

Використаємо наближення першого порядку Тейлора

d ln y(t)
dt

∼=
(

∂ (d ln y(t)/dt)
∂ ln k(t)

)
(ln k(t)− ln k∗(t))+

+
(

∂ (d ln y(t)/dt)
∂ ln h(t)

)
(ln h(t)− ln h∗(t)) , (1.25)

де частковi похiднi обчисленi за значень на траєкторiї збалансова-
ного зростання ln k = ln k∗, ln h = ln h∗.

Обчислимо похiднi першого порядку вiд (1.24)

∂ (d ln y(t)/dt)
∂ ln k(t)

= k(t)
∂ (d ln y(t)/dt)

∂ k(t)
=

= k(t)
(
αsK(α− 1) k(t)α−2h(t)β + βsHα k(t)α−1h(t)β−1

)
=

= α(α− 1)sK k(t)α−1h(t)β + βαsH k(t)αh(t)β−1 .

Пiдставивши (1.20), (1.21), отримаємо

∂ (d ln y(t)/dt)
∂ ln k(t)

=α (α− 1) sK

(
s1−β
K sβ

H

n + g

) α−1
1−α−β

(
sα
Ks1−α

H

n + g

) β
1−α−β

+

+ βαsH

(
s1−β
K sβ

H

n + g

) α
1−α−β

(
sα
Ks1−α

H

n + g

) β−1
1−α−β

=
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= α(α− 1)
(
s1−α−β+α−1−αβ+β+αβ
K sαβ−β+β−αβ

H (n + g)−α−β+1
) 1

1−α−β +

+ βα
(
sα−αβ+αβ−α
K s1−α−β+αβ+β−1−αβ+α

H (n + g)−α−β+1
) 1

1−α−β +

= α(α− 1)(n + g) + βα(n + g) = α(n + g)(α− 1 + β) =
= −α(1− α− β)(n + g) . (1.26)

Аналогiчно

∂ (d ln y(t)/dt)
∂ ln h(t)

=h(t)
∂ (d ln y(t)/dt)

∂ h(t)
=

=αβsKk(t)α−1h(t)β + β(β − 1)sHk(t)αh(t)β−1 =

=αβsK

(
s1−β
K sβ

H

n + g

) α−1
1−α−β

(
sα
Ks1−α

H

n + g

) β
1−α−β

+

+ β(β − 1)sH

(
s1−β
K sβ

H

n + g

) α
1−α−β

(
sα
Ks1−α

H

n + g

) β−1
1−α−β

=

=α β (n + g) + β (β − 1) (n + g) =
= − β (1− α− β) (n + g) . (1.27)

Використавши (1.26), (1.27), з (1.25) одержимо

d ln y(t)
dt

∼=− α (1− α− β)(n + g) (ln k(t)− ln k∗)−
− β (1− α− β)(n + g) (ln h(t)− ln h∗) =

= − (1− α− β)(n + g)×
× (α ln k(t) + β ln h(t)− (α ln k∗ + β ln h∗)) .

Оскiльки ln y(t) = α ln k(t) + β ln h(t), то на траєкторiї збалансо-
ваного зростання ln y∗ = α ln k∗ + β ln h∗, i тодi матимемо

d ln y(t)
dt

∼= −(1− α− β)(n + g) (ln y(t)− ln y∗) . (1.28)

З рiвностi (1.28) випливає, що в околi траєкторiї збалансованого
зростання логарифм випуску на одиницю ефективної працi прямує
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до значення ln y∗ зi швидкiстю, яка приблизно пропорцiйна до його
вiдхилення вiд ln y∗. Таким чином, позначивши χ(t) = ln y(t)− ln y∗

i λ = (1− α− β)(n + g), з (1.28) отримаємо

χ̇(t) ∼= −λχ(t) .

Тобто, темп росту χ є константою i дорiвнює −λ. Траєкторiя χ
така:

χ(t) ∼= χ(0)e−λt ,

де χ(0) - початкове значення χ. З погляду y, це означає

d ln y(t)
dt

∼= −λ (ln y(t)− ln y∗) . (1.29)

або
ln y(t)− ln y∗ ∼= e−(1−α−β)(n+g)t(ln y(0)− ln y∗) .

Кiлькiсно обчислимо як швидко економiка прямує до траєкторiї
збалансованого зростання. Для цього припустимо, що n+g = 0, 06,
тобто приблизно 6% у рiк, частки фiзичного та людського капiталу
в сукупному доходi дорiвнюють 1/3, тодi λ = (1− 1/3− 1/3)0, 06 =
0, 02, тобто становить приблизно 2%. Таким чином, вiдстань мiж
ln y i ln y∗ щороку скорочується приблизно на 2%. Час t∗, за який
економiка пройде половину шляху до траєкторiї збалансованого
зростання, є розв’язком рiвняння e−λt∗ = 0, 5, де λ - темп збiжностi.
Тому треба приблизно t∗ = − ln(0, 5)/λ ∼= 0, 69/λ = 35 рокiв для
того, щоб пройти половину шляху до траєкторiї збалансованого
зростання. Отже, вплив змiни норми заощаджень реалiзується не
так швидко.
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1.5 Модель, яка використовує виробничу
функцiю зi сталою вiддачею
вiд розширення масштабiв
фiзичного та людського капiталу

Розглянемо виробничу функцiю, яка залежить лише вiд обсягу фi-
зичного та людського капiталу i характеризується сталою вiддачею
вiд розширення масштабiв. А саме

Y (t) = K(t)αH(t)1−α , 0 < α < 1 . (1.30)

Нагромадження фiзичного та людського капiталу описується
рiвняннями

K̇(t) = sK Y (t) , (1.31)

Ḣ(t) = sH Y (t) . (1.32)

Доведемо, що не залежно вiд початкових значень K та H (за
умови, що вони додатнi), вiдношення обсягу фiзичного капiталу
до обсягу людського капiталу K/H збiгається до деякої траєкторiї
збалансованого зростання (K/H)∗. Для цього знайдемо похiдну

˙(K(t)/H(t)) =
1

H2(t)

(
K̇(t)H(t)−K(t)Ḣ(t)

)
. (1.33)

Пiдставивши (1.31) та (1.32) в (1.33), отримаємо

˙(K(t)/H(t)) =
1

H2(t)
(sKY (t)H(t)− sHY (t)K(t)) =

=
Y (t)
H(t)

(
sK − sH

K(t)
H(t)

)
. (1.34)

З (1.34) випливає, що вiдношення K/H зростає, якщо

sK − sH (K(t)/H(t)) > 0 ,

або K/H < sK/sH . Вiдповiдно K/H спадає, якщо K/H > sK/sH .
Отож, K/H збiгається до рiвня траєкторiї збалансованого зростан-
ня (

K

H

)∗
=

sK

sH
.
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Подiливши обидвi частини (1.31) на K(t) i пiдставивши (1.30),
знайдемо темп росту фiзичного капiталу

K̇(t)
K(t)

=
sKY (t)
K(t)

=
sKK(t)αH(t)1−α

K(t)
=

= sK

(
H(t)
K(t)

)1−α

. (1.35)

Аналогiчно темп росту людського капiталу виражається як

Ḣ(t)
H(t)

= sH

(
K(t)
H(t)

)α

. (1.36)

Оскiльки (K/H)∗ = sK/sH , то темп росту фiзичного капiталу на
траєкторiї збалансованого зростання становить

K̇(t)
K(t)

= sK

(
sH

sK

)1−α

= sα
K s1−α

H . (1.37)

Оскiльки на траєкторiї збалансованого зростання вiдношення K/H
стале, то людський капiтал зростає з тим самим темпом, що i фi-
зичний капiтал K. Тодi за припущення, що виробнича функцiя
характеризується сталою вiддачею вiд розширення масштабу за
змiнними K i H разом, випуск також зростає з тим самим темпом
sα
K s1−α

H . Тому зростання норми заощаджень чи в фiзичний sK , чи
в людський sH капiтал призводить до збiльшення довгостроково-
го темпу росту випуску. Цей висновок вiдрiзняється вiд висновку
попередньої моделi, в якiй виробнича функцiя (1.1) характеризува-
лась спадною вiддачею вiд розширення масштабiв за змiнними K
i H, i ми отримували, що зростання норми заощаджень спричиняє
лише зростання рiвня випуску, проте не впливає на довгостроковий
темп його росту на траєкторiї збалансованого зростання.

Взявши похiдну вiд логарифма виробничої функцiї (1.30), отри-
маємо вираз для темпу росту випуску

gY = αgK + (1− α)gH , (1.38)
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де gK i gH позначають темпи росту фiзичного та людського капiта-
лу, вiдповiдно. Пiдставивши замiсть gK i gH вирази (1.35) i (1.36),
отримаємо

gY = αsK (K/H)α−1 + (1− α)sH (K/H)α . (1.39)

Дослiдимо як змiниться темп росту випуску зi змiною спiввiдноше-
ння фiзичного та людського капiталу. З (1.40) одержимо

∂gY

∂(K/H)
= α(α− 1)sK (K/H)α−2 + α(1− α)sH (K/H)α−1 =

= α(1− α)sH (K/H)α−2

(
K

H
− sK

sH

)
. (1.40)

Звiдси випливає таке: якщо K/H менше за рiвень траєкторiї зба-
лансованого зростання (K/H)∗ = sK/sH , то ∂gY /∂(K/H) < 0.
Отже, якщо початкове вiдношення обсягу фiзичного капiталу до
обсягу людського капiталу K/H менше за рiвень траєкторiї зба-
лансованого зростання, то це вiдношення зростає i наближається
до рiвня траєкторiї збалансованого зростання, при цьому оскiльки
в цей час K/H < sK/sH , то темп росту випуску мусить зменшува-
тись. Оскiльки темп росту випуску зменшується i досягає значення
g∗ тодi, коли K/H досягає (K/H)∗, то в початковому положеннi g
повинно бути бiльшим за g∗. Отож, якщо початкове спiввiдношен-
ня K/H менше за його рiвень траєкторiї збалансованого зростання,
то початковий темп росту випуску бiльший за темп росту випуску
на траєкторiї збалансованого зростання.

1.6 Модель, яка використовує виробничу
функцiю зi зростаючою вiддачею
вiд розширення масштабiв
фiзичного та людського капiталу

Розглянемо випадок, за якого виробнича функцiя набуде вигляду

Y (t) = K(t)α[(1− aH)H(t)]β (1.41)
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i характеризуватиметься зростаючою вiддачею вiд розширення мас-
штабiв, тобто

α > 0 , β > 0 , α + β > 1 .

Нагромадження фiзичного та людського капiталу описується рiв-
няннями

K̇(t) = sK Y (t) , (1.42)

Ḣ(t) = BaH H(t) . (1.43)

З рiвняння (1.42) випливає, що темп росту людського капiталу ста-
лий i дорiвнює

gH = Ḣ(t)/H(t) = BaH . (1.44)

Темп росту фiзичного капiталу становить

gK(t) = K̇(t)/K(t) = sKY (t)/K(t) =

= sKKα−1[(1− aH)H(t)]β . (1.45)

Дослiдимо поведiнку темпу росту фiзичного капiталу. Продифе-
ренцiювавши прологарифмоване рiвняння (1.45) за часом, отрима-
ємо темп росту темпу росту фiзичного капiталу

ġK(t)/gK(t) = (α− 1)K̇(t)/K(t) + βḢ(t)/H(t) =
= (α− 1)gK(t) + βgH . (1.46)

Тодi залежнiсть змiни темпу росту капiталу ġK(t) вiд самого темпу
росту капiталу gK описується рiвнянням

ġK(t) = (α− 1)(gK(t))2 + βgH gK(t) . (1.47)

Дослiдимо як залежить питання збiжностi економiки до траєкто-
рiї збалансованого зростання вiд величини параметра α, а саме вiд
того, чи параметр α бiльший чи менший за одиницю, тобто вiд
того чи виробнича функцiя характеризується зростаючою чи спа-
дною вiддачею за змiнною фiзичного капiталу. Якщо α > 1, має-
мо зростаючу вiддачу вiд фiзичного капiталу K. У цьому випадку
графiком правої частини рiвняння (1.47) є парабола вiтками вго-
ру i коренем gK(t) = 0. Незважаючи на початкове значення, темп
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росту капiталу безмежно зростає. Тому економiка не прямує до
деякої траєкторiї збалансованого зростання. Зауважимо, що у ви-
падку α = 1 (стала вiддача вiд фiзичного капiталу) отримуємо той
самий результат. У цьому випадку ġK(t) є лiнiйною функцiєю вiд
gK(t), але висновок той самий – gK(t) безмежно зростає i не iснує
траєкторiї збалансованого зростання.

Розглянемо випадок α < 1, що характеризує спадну вiддачу
вiд фiзичного капiталу. У цьому випадку графiком правої части-
ни рiвняння (1.47) є парабола вiтками вниз. Темп росту капiталу
gK(t) є константою, коли ġK(t) = 0, або (α − 1)gK(t) + βgH = 0.
Розв’язуючи це рiвняння стосовно gK(t), отримаємо

g∗K =
(

β

1− α

)
gH .

Зауважимо таке: оскiльки α+β > 1, то β > 1−α i g∗K > gH . Тодi
злiва вiд g∗K маємо ġK(t) > 0, а тому gK(t) зростає i прямує до g∗K .
Аналогiчно справа вiд g∗K одержуємо ġK(t) < 0, тому gK(t) спадає
i прямує до g∗K . Отож, якщо α < 1, то темп росту фiзичного капi-
талу прямує до сталого значення g∗K i траєкторiя збалансованого
зростання iснує.

Знайдемо темп росту випуску, продиференцiювавши за часом
прологарифмоване рiвняння (1.41),

Ẏ (t)/Y (t) = αK̇(t)/K(t) + βḢ(t)/H(t) = αgK(t) + βgH .

На траєкторiї збалансованого зростання

gK(t) = g∗K = [β/(1− α)]gH ,

тому
Ẏ (t)
Y (t)

=
αβ

1− α
gH + βgH =

β

1− α
gH = g∗K

Отже, на траєкторiї збалансованого зростання випуск зростає з тим
самим темпом росту, що i фiзичний капiтал, який бiльший за темп
росту людського капiталу gH = BaH .
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1.7 Емпiричнi дослiдження:
Нагромадження фiзичного та людського
капiталу та мiждержавнi вiдмiнностi
в доходах

Теоретична модель, яка враховує людський капiтал, виявила, що
рiзнi темпи зростання населення та вiдмiнностi в нагромадженнi
капiталу можуть пояснити великi рiзницi в доходах рiзних країн.

Манкiв, Ромер i Вейл у своїх емпiричних дослiдженнях показа-
ли, що вплив заощаджень i зростання кiлькостi населення на до-
ходи набагато бiльший, нiж передбачає модель Солоу з часткою
капiталу α = 1/3. Оскiльки модель з людським капiталом перед-
бачає набагато бiльший вплив заощаджень та зростання кiлькостi
населення на випуск, нiж робить це модель Солоу, цей емпiричний
висновок є доказом на користь моделi людського капiталу.

Манкiв, Ромер i Вейл на пiдставi даних рiзних країн оцiнювали
рiвняння

ln y∗ =
α

1− α− β
ln sK +

β

1− α− β
ln sH − α + β

1− α− β
ln(n + g).

Вони вимiрювали y як реальний ВВП на одну особу працездатно-
го вiку, s – як середню частку реальних приватних i державних
iнвестицiй у реальному ВВП впродовж 1960-1985 рокiв, n – як се-
реднiй темп росту населення працездатного вiку впродовж цього
ж перiоду. Значення g приймали таким, що дорiвнює 0, 05 для всiх
країн. Вони також вимiрювали sH як середнє вiдношення кiлько-
стi осiб, якi закiнчили середню школу, до загальної кiлькостi осiб
працездатного вiку впродовж 1960-1985 рокiв. Зрозумiло, що таке
вимiрювання sH , яке визначає частку ресурсiв країни, яка спря-
мована на нагромадження людського капiталу, не є досконалим.
Оскiльки в (1.15) входить логарифм вiд sH , то якщо справжнє sH

пропорцiйне до вимiряної величини, то така недосконалiсть вимi-
рювання вплине лише на сталий член регресiї. Незважаючи на цi
мiркування, похибка вимiрювання в sH є проблемою.
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Переписавши (1.15) в iншому виглядi, Манкiв, Ромер i Вейл
оцiнили таке рiвняння:

ln yi = a+b [ln sKi−ln (ni+0, 05)]+c [ln sHi−ln (ni+0, 05)]+εi, (1.48)

де i позначає номер країни. Результати оцiнювання, отриманi на
основi досить широкої вибiрки країн, такi:

ln yi = 7, 86 + 0, 73 [ln sKi − ln (ni + 0, 05)]
(0, 14) (0, 12)
+ 0, 67 [ln sHi − ln (ni + 0, 05)],

(0, 07)

(1.49)

N = 98, R
2 = 0, 78, s = 0, 51 .

Тут числа в дужках визначають стандартнi похибки параметрiв.
Оцiнки параметрiв α i β отриманi за допомогою оцiнок параметрiв
b i c дорiвнюють

α̂ = 0, 31 (0, 04) , β̂ = 0, 28 (0, 03) ,

де в дужках також подано стандартнi похибки. Крiм того, коли
змiнну ln(ni +0, 05) ввели в регресiю окремо, то коефiцiєнт при нiй
приблизно дорiвнював мiнус сумi коефiцiєнтiв при ln sKi i ln sHi,
як i передбачає модель (тобто значення статистики Вальда свiдчи-
ло про те, що це обмеження не можна вiдхилити). Отож, модель
людського капiталу добре узгоджується з даними. З результатiв
оцiнювання одержуємо, що частки фiзичного та людського капiта-
лу помiрнi, а регресiя пояснює 80% мiждержавних вiдмiнностей у
доходах на одного працiвника.

Манкiв, Ромер i Вейл дослiджували також питання швидко-
стi збiжностi економiки до траєкторiї збалансованого зростання. З
теоретичної моделi випливає таке: оскiльки країни з рiзними рiв-
нями sK , sH i n на їхнiх траєкторiях збалансованого зростання
мають рiзний рiвень виробництва на одного працiвника, то iснує
компонента мiждержавних вiдмiнностей доходу, яка зберiгається
протягом довгого часу. Крiм цих вiдмiнностей. iснують також роз-
бiжностi, якi виникають внаслiдок того, що країни перебувають у
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рiзних початкових положеннях стосовно їхнiх траєкторiй збалан-
сованого зростання. Такi вiдмiнностi поступово зникають, в мiру
того як країни наближаються до їхнiх траєкторiй збалансованого
зростання. Отож, модель передбачає збiжнiсть до величин дохо-
ду на траєкторiї збалансованого зростання, або так звану умовну
збiжнiсть.

З теоретичної моделi випливає, що в околi траєкторiї збалансо-
ваного зростання y збiгається до y∗ з темпом λ = (1−α−β)(n+g),
тобто

d ln y(t)
dt

' −λ (ln y(t)− ln y∗) . (1.50)

З рiвняння (1.50) випливає, що ln y наближається до ln y∗ експо-
ненцiально

ln y(t)− ln y∗ ' e−λt (ln y(0)− ln y∗) , (1.51)

де y(0) – значення доходу в деякий початковий момент часу. Якщо
α i β дорiвнюють 1/3, n+g становить 6%, то λ становить 2%. Звiд-
си випливає, що країна перебуватиме на пiвдорозi до її траєкторiї
збалансованого зростання через 35 рокiв.

Додавши ln y∗− ln y(0) до обидвох частин (1.51), отримаємо ви-
раз для темпу росту доходу

ln y(t)− ln y(0) ' −(1− e−λt)[ln y(0)− ln y∗]. (1.52)

Зазначимо, що з (1.52) випливає умовна збiжнiсть: країни, в
яких вiдношення початкового доходу до доходу на траєкторiї зба-
лансованого зростання низький, характеризуються високим тем-
пом росту. Використавши рiвняння (1.15) для визначення ln y∗,
одержимо

ln y(t)− ln y(0) ' (1− e−λt) ln y∗ − (1− e−λt) ln y(0)

= (1− e−λt)
α

1− α− β
(ln sK − ln(n + g))

+ (1− e−λt)
β

1− α− β
(ln sH − ln(n + g))

− (1− e−λt) ln y(0) .

(1.53)
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Манкiв, Ромер i Вейл оцiнили це рiвняння, використовуючи тi
самi данi, що i ранiше, й отримали такi результати:

ln yi(t)− ln yi(0) = 2, 46 + 0, 500 [ln sKi − ln (ni + g)] (1.54)
(0, 48) (0, 082)
+ 0, 238 [ln sHi − ln (ni + g)]− 0, 299 ln yi(0),

(0, 07) (0, 061)

N = 98, R
2 = 0, 46, s = 0, 33 .

З оцiнок параметрiв цiєї регресiї одержано оцiнки параметрiв

α̂ = 0, 48 (0, 07) , β̂ = 0, 23 (0, 05) , λ̂ = 0, 0142 (0, 0019) .

Оцiнки в цiлому узгоджуються з прогнозами моделi: економiки
країн збiгаються до їхнiх траєкторiй збалансованого зростання при-
близно з такою самою швидкiстю, що i передбачає модель. Крiм
того, оцiнки частки капiталу подiбнi до тих, якi пропонують без-
посередньо на пiдставi моделi.

Загалом, данi свiдчать про те, що модель, яка пiдтримує припу-
щення спадної вiддачi вiд капiталу, але грунтується на ширшому
визначеннi капiталу, нiж традицiйний фiзичний капiтал, i отже,
передбачає загальну частку капiталу близькою до 1, а не до 1/3,
забезпечує хороше пояснення вiдмiнностей у доходах мiж країна-
ми.



Роздiл 2

Економетричне
моделювання динамiки
витрат на освiту
на основi панельних даних
областей України

Проведемо емпiричне дослiдження витрат на освiту в Українi, що
зумовлюють зростання людського капiталу в нашiй країнi, а вiд-
так, як засвiдчують моделi економiчного росту, i зростання доходiв
у довгостроковому перiодi. В кожнiй країнi цi витрати зростають
з ростом доходу, тобто чим багатша країна, тим бiльшi витрати на
освiту. В Українi з кожним роком витрати на освiту збiльшуються,
водночас зростають i доходи бюджету. Також дослiдимо, як зале-
жать витрати на освiту вiд кiлькостi населення, кiлькостi учнiв у
школах та кiлькостi студентiв у вищих навчальних закладах.

Щоб оцiнити залежнiсть витрат на освiту в Українi вiд зазначе-
них чинникiв, треба мати досить велику вибiрку даних, в iншому
випадку (у випадку малої вибiрки) оцiнки моделi будуть дуже не-
точними. Для того, щоб розширити множину даних, ми об’єднаємо
данi часових рядiв за 7 рокiв (вiд 2004 р. до 2010 р. включно) для 26

39
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областей України в одну вибiрку i на пiдставi такої об’єднаної ви-
бiрки побудуємо економетричну модель, яка описуватиме динамiку
витрат на створення та розвиток людського капiталу в Українi.

2.1 Аналiз даних

Моделювання проводитимемо на пiдставi щорiчних даних по 26
областях (Вiнницька, Волинська, Днiпропетровська, Донецька,Жи-
томирська, Закарпатська, Запорiзька, Iвано-Франкiвська, Київська.
Кiровоградська, Луганська, Львiвська, Миколаївська, Одеська, Пол-
тавська, Рiвненська, Сумська, Тернопiльська, Харкiвська, Херсон-
ська, Хмельницька, Черкаська, Чернiвецька, Чернiгiвська, м.Севас-
тополь, Крим) за 7 рокiв (всього 182 спостережень) таких величин:

1. витрати на освiту, в млн.грн. – змiнна CO;

2. доходи мiсцевих бюджетiв, в млн.грн. – змiнна Y ;

3. кiлькiсть населення, в тис. – змiнна L;

4. кiлькiсть учнiв на 10 тис. населення, в тис. – змiнна U ;

5. кiлькiсть студентiв на 10 тис. населення, в тис. – змiнна S.

Данi отримано на пiдставi запитiв в обласнi управлiння освiти
та науки, обласнi головнi фiнансовi управлiння, обласнi державнi
адмiнiстрацiї та головнi управлiння статистики в кожнiй областi.
Почнемо з графiчного аналiзу даних, на основi яких проводитиме-
мо подальше моделювання.

Панельний графiчний аналiз витрат на освiту
На рис. 2.1 зображено динамiку змiни витрати на освiту для

кожної областi впродовж 2004-2010 рокiв. Зауважимо, що у всiх
областях витрати на освiту з часом зростали, найбiльшими витрати
на освiту були в Донецькiй та Днiпропетровськiй областях.

Скупчення лiнiй у серединi рисунка свiдчить про те, що бiль-
шiсть областей мала переважно однаковi витрати на освiту впро-
довж 2004 - 2010 рокiв. Львiвську область визначає третя зверху
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Рис. 2.1: Динамiка змiни витрат на освiту в областях України
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Рис. 2.2: Об’єднаний ряд витрат на освiту в областях
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лiнiя (тут досить високi витрати на освiту порiвняно з iншими обла-
стями). Найменше на освiту витрачають Севастополь, Чернiгiвська
та Кiровоградська областi.

На рис. 2.2 зображено динамiку об’єднаного ряду витрат на
освiту, на основi якого буде проводитися моделювання. Зокрема,
великими пiками вирiзняються Львiвська, Днiпропетровська, До-
нецька, Харкiвська областi та Крим.

Панельний графiчний аналiз доходiв
Розглянемо динамiку доходiв бюджетiв областей. З рис. 2.3 ви-

дно, як змiнюються доходи мiсцевих бюджетiв впродовж 2004-2010
рокiв. Бачимо, що максимальнi значення досягаються для Доне-
цької, Днiпропетровської, Львiвської, Харкiвської, Одеської обла-
стей та Криму.
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Рис. 2.3: Поведiнка доходiв бюджету кожної областi

Отож, можна стверджувати, що у всiх областях впродовж дос-
лiджуваного перiоду доходи бюджетiв зростали. Це зростання та-
кож добре видно з рис. 2.4, що показує доходи бюджету окремо
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по кожнiй областi. Найбiльшi доходи отримують Донецька та Днi-
пропетровська областi. Львiвська область також має досить високi
доходи бюджету, i перебуває в верхнiй частинi графiка. Скупчення
лiнiй внизу графiка свiдчить про те, що доходи бюджетiв бiльшостi
областей України сильно не вiдрiзняються. Найменшi доходи отри-
мують мiсто Севастополь i Чернiгiвська область. Отже, бачимо, що
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Рис. 2.4: Поведiнка доходiв бюджетiв кожної областi

тi областi, в яких доходи бiльшi, мають i бiльшi витрати на освiту.
Наше завдання – визначити, якою саме є залежнiсть мiж витрата-
ми та доходом, i якими є оцiнки параметрiв цiєї моделi. Проте i до-
ходи, i витрати на освiту залежать вiд кiлькостi населення областi.
Тому, можливо, високий ступiнь кореляцiї мiж доходами та витра-
тами на освiту зумовлений значною залежнiстю цих змiнних вiд
фактора величини населення в областi.
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Панельний графiчний аналiз кiлькостi населення

Розглянемо як змiнюється кiлькiсть населення протягом 2004-
2010 рокiв в областях України. З рис. 2.5 видно, що ця величи-
на в кожнiй областi впродовж останнiх семи рокiв зменшується.
Найпомiтнiшi змiни вiдбулися у Донецькiй областi. Крiм того, ба-
чимо, що у Донецькiй, Днiпропетровськiй, Харкiвськiй областях
проживає бiльша частка населення порiвняно з iншими областя-
ми. Кiлькiсть населення у Львiвськiй областi зображено синьою
лiнiєю. Зауважимо, що кiлькiсть населення у Луганськiй областi,
яка характеризувалася високими доходами та витратами на освiту,
приблизно 2500 тис., що є середньою величиною по Українi.
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Рис. 2.5: Динамiка кiлькостi населення в областях

Панельний графiчний аналiз кiлькостi учнiв

Проаналiзуємо як змiнюється кiлькiсть учнiв на 10 тис. населе-
ння в областях України з 2004 до 2010 року. З рис. 2.6 видно, що
частка дiтей шкiльного вiку в Українi з кожним роком зменшує-
ться. Зокрема, в серединi 2005 р. майже у всiх областях України
розпочався рiзкий спад кiлькостi учнiв. Графiк кiлькостi учнiв у
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Львiвськiй областi зображено видiленою лiнiєю, i це вже не третя
позицiя (як було для змiнних доходу i витрат на освiту). Зокрема, у
Львiвськiй областi у 2004 р. частка учнiв становила 1300 учнiв на 10
тис. населення, тодi як у 2010 р. ця кiлькiсть зменшилась до 1 тис.
учнiв на 10 тис. населення. В середньому за 7 рокiв частка учнiв
в Українi зменшилась приблизно на 20%. Зауважимо, що найбiль-
ше учнiв припадає на 10 тис. населення в Рiвненськiй, Волинськiй,
Закарпатськiй та Iвано-Франкiвськiй областях, найменша частка
учнiв у Днiпропетровськiй, Луганськiй, Сумськiй, Донецькiй обла-
стях i в м. Севастополь.
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Рис. 2.6: Динамiка кiлькостi школярiв на 10 тис. населення
в областях

Панельний графiчний аналiз кiлькостi студентiв

Зобразимо графiчно змiну кiлькостi студентiв на 10 тис. насе-
лення в областях України протягом семи рокiв. З рис. 2.7 видно,
що найбiльша частка студентiв у Харкiвськiй областi, а саме 1 тис.
студентiв на 10 тис. населення, це майже вдвiчi бiльше, нiж в сере-
дньому по Українi. Львiвська область займає друге мiсце по щiль-
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ностi студентiв, зокрема у Львiвськiй областi на 10 тис. населення
припадає приблизно 600 студентiв, ця кiлькiсть досить велика по-
рiвняно з iншими областями, причому протягом 2004-2008 рокiв
вона зростала. В Закарпатськiй областi простежується найменша
кiлькiсть студентiв. Помiтно, що в бiльшостi областей, починаючи
з середини 2007 р. частка студентiв зменшується.
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Рис. 2.7: Динамiка кiлькостi студентiв на 10 тис. населення по
областях України впродовж 2004-2010 рокiв

Зауважимо, що в Днiпропетровськiй i Донецькiй областях, в
яких спостерiгають найбiльшi доходи бюджетiв та найбiльшi обсяги
витрат на освiту, частка студентiв середня по Українi.

Розглянемо також ряди UL i SL, якi вимiрюють загальну кiль-
кiсть школярiв i студентiв у кожнiй областi. На рис. 2.8 показа-
но динамiку змiни загальної кiлькостi студентiв у кожнiй областi.
Найвища лiнiя вiдповiдає Харкiвськiй областi, а в Севастополi най-
менша загальна кiлькiсть студентiв. Видiлимо Львiвську область,
в якiй велика кiлькiсть студентiв, причому цей показник зростає з
часом. Загальну кiлькiсть студентiв у Донецькiй i Днiпропетров-
ськiй областях позначено зеленим та чорним кольором.
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Рис. 2.8: Динамiка загальної кiлькостi студентiв
по областях України впродовж 2004-2010 рокiв

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

Львів
Вінниця

Волинь

Дніпропетровськ
Донецьк

Житомир

Закарпаття

Запоріжжя
Івано-Франківськ

Київ

Кіровоград
Луганськ

Миколаїв

Одеса

Полтава
Рівне

Суми

Тернопіль
Харків

Херсон

Хмельницьк

Черкаси
Чернівці

Чернігів

Севастополь
Крим

Рис. 2.9: Динамiка загальної кiлькостi учнiв по областях України
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Рис. 2.9 iлюструє змiну загальної кiлькостi учнiв у кожнiй обла-
стi. На ньому чiтко видно рiзкий спад кiлькостi школярiв у всiх
областях, особливо в Донецькiй областi (верхня видiлена лiнiя).
Львiвська область перебуває в верхнiй частинi графiка, що свiд-
чить про те, що тут висока загальна кiлькiсть учнiв, проте, як i в
iнших областях, цей показник спадає.

2.2 Економетричне моделювання
на пiдставi об’єднаної регресiї

Будуючи економетричну модель неможливо одразу визначити, який
саме тип моделi буде краще вiдображати потрiбну нам залежнiсть.
Саме тому дослiдимо рiзнi види моделей i проведено їх порiвнян-
ня. Так ми зможемо обрати найбiльш адекватну модель, яка буде
вiдображати залежнiсть витрат на освiту вiд доходу, кiлькостi на-
селення, загальної кiлькостi учнiв i загальної кiлькостi студентiв.

Для початку побудуємо найпростiшу модель, яка дає змогу мо-
делювати панельнi данi — модель без ефектiв або модель об’єднаної
регресiї. Моделювання даних таким способом припускає, що зв’яз-
ки мiж змiнними є сталими протягом часу i для всiх перехресних
об’єктiв у вибiрцi.

У загальному виглядi модель панельних даних для опису ви-
трат на освiту можна подати так:

COit = c + β1itYit + β2itLit + β3itULit + β4itSLit + εit , (2.1)

i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T,

де COit – витрати на освiту i-ї областi за рiк t (млн.грн.); c – по-
стiйний доданок в моделi; Yit – доходи бюджету i-ї областi за рiк
t (млн. грн.); Lit – кiлькiсть населення i-ї областi за рiк t (тис.);
ULit – загальна кiлькiсть учнiв i-ї областi за рiк t (тис.); SLit –
загальна кiлькiсть студентiв i-ї областi за рiк t (тис.); eit – збурен-
ня, βjit, (j = 1, 2, 3, 4) – параметри моделi, якi вимiрюють частковi
ефекти вiд змiни регресора.
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У практичних застосуваннях досить часто вводять додатковi
обмеження на параметри моделi. Стандартним є припущення про
постiйнiсть параметрiв βjit для всiх значень t та i. Тодi модель (2.1)
набуває вигляду

m. 1. COit = c + β1Yit + β2Lit + β3ULit + β4SLit + εit ,

i = 1, . . . , N , t = 1, . . . , T .

Зауважимо, що при моделюваннi у ролi рiзних груп ми розглядає-
мо окремi областi на територiї України (N = 26). Часовий промi-
жок становить 7 рокiв – з 2004 до 2010 р. (T = 7). Модель такого
типу можна розглядати як загальну модель панельних даних, яка
фактично є регресiйною моделлю на множинi панельних даних.
Побудова, оцiнювання параметрiв i дослiдження такої моделi нi-
чим не вiдрiзняється вiд класичних багатофакторних регресiйних
моделей.

Провiвши економетричнi оцiнювання цiєї моделi, отримуємо

ĈO = 173, 822 + 0, 311Y − 0, 376L + 1, 741UL + 0, 952SL .

Статистичнi результати оцiнювання моделim. 1. подано в табл.
2.1.

Аналiзуючи значення статистик Стьюдента, бачимо, що всi во-
ни бiльшi за критичнi, тому всi параметри моделi значущi, а отже,
всi змiннi включенi в модель мають суттєвий вплив на витрати на
освiту. Економiчний змiст параметрiв полягає в тому, що вони ви-
мiрюють граничний ефект впливу включених факторiв на рiвень
витрат на освiту, за умови, що всi iншi змiннi не змiнюються. Бачи-
мо, що збiльшення доходiв бюджетiв, загальної кiлькостi школярiв,
загальної кiлькостi студентiв спричиняє зростання рiвня витрат на
освiту. А саме, згiдно з цiєю моделлю зi збiльшенням доходiв бю-
джетiв областей на 1 млн. грн. витрати на освiту збiльшуються на
311 тис. грн., зi зменшенням кiлькостi населення на 1 тис. витрати
на освiту збiльшуються на 376 тис. грн., зi збiльшенням загальної
кiлькостi студентiв на 1 тис. витрати на освiту збiльшаться на 952
тис. грн., зi збiльшенням загальної кiлькостi учнiв на 1 тис. ви-
трати на освiту збiльшаться на 1741 тис. грн., тобто на кожного
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Таблиця 2.1: Результати оцiнювання моделi m. 1.

Dependent Variable: CO
Method:Panel Least Squares
Sample: 2004 2010
Periods included: 7
Cross-sections included: 26
Total panel (balanced) observations: 182

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 173,8221 24,52278 7,088186 0,0000
Y 0,310570 0,005717 54,32284 0,0000
L -0,376466 0,045497 -8,274606 0,0000
UL 1,741385 0,395472 4,403303 0,0000
SL 0,952066 0,258833 3,678308 0,0003

R-squared 0,971299 Mean dependent var 1011,558
Adjusted R-squared 0,970651 S.D. dependent var 663,0683
S.E. of regression 113,5943 Akaike info criterion 12,33023
Sum squared resid 2283950, Schwarz criterion 12,41825
Log likelihood -1117,051 Hannan-Quinn criter. 12,36592
F-statistic 1497,528 Durbin-Watson stat 1,640831
Prob(F-statistic) 0,000000

додаткового школяра область в середньому витрачає 1741 гривню
на рiк.

Коефiцiєнт детермiнацiї моделi R2 становить 0, 971299 i є близь-
ким до 1, тобто модель пояснює 97% дисперсiї змiни витрат на
освiту. Перевiримо модель на адекватнiсть на пiдставi статисти-
ки Фiшера. Оскiльки значення F -статистики настiльки велике, що
P = 0, 000000, то робимо висновок, що побудована модель адеква-
тно описує данi.

На рис. 2.10 показано фактичнi значення залежної змiнної (чер-
воний колiр) i оцiненi, на основi моделi m. 1. значення залежної
змiнної (зелений колiр), а також залишки оцiненої регресiї.

З динамiки залишкiв бачимо, що є деякi викиди значень залиш-
кiв, крiм того, переважна бiльшiсть їхнiх абсолютних значень є не
достатньо малими. Також обчислене значення статистики Дарбiна
- Уотсона DW = 1, 64 (табл. 2.1) свiдчить про автокореляцiю зали-
шкiв, тому ми не можемо стверджувати, що залишки побудованої
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Рис. 2.10: Реальнi та оцiненi на пiдставi моделi m. 1. значення
витрат на освiту; динамiка залишкiв моделi

моделi є бiлим шумом. Отже, модель m. 1. потребує подальшого
дослiдження та вдосконалення.
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2.3 Застосування моделей панельних даних
з фiксованими ефектами

Модель m. 1. мiстить спiльний для рiзних областей перетин c i
не враховує iндивiдуальних особливостей формування витрат на
освiту в кожнiй областi. У цiй моделi данi по рiзних областях ми
об’єднали в одну вибiрку i трактували їх як спостереження однiєї
узагальненої абстрактної областi України, тобто припускали, що
такi значення витрат на освiту можливi i могли б бути для кожної
з областей України за заданих значень екзогенних змiнних. Отже,
якби, наприклад, у Львiвськiй областi проживала така сама кiль-
кiсть населення як у Днiпропетровськiй областi, була б така сама
кiлькiсть учнiв i студентiв, а також та сама величина доходiв, то
згiдно з моделлю m. 1. i витрати на освiту були б однаковi для
Львiвської та Днiпропетровської областей.

Проте специфiка регiону, традицiї та загальне ставлення до
освiти зумовлює те, що витрати на освiту можуть бути рiзними
для рiзних областей навiть за однакових рiвнiв доходу, кiлькостi
населення, учнiв i студентiв. Перевага моделювання, яке грунту-
ється на використаннi панельних даних, полягає в тому, що таке
дослiдження дає змогу видiляти рiзнi ефекти впливу невимiрюва-
них факторiв для кожного об’єкта панельної вибiрки.

Щоб дослiдити модель, яка враховуватиме рiзнi ефекти для
рiзних областей, розкладемо збурення εit на декiлька складових.
Якщо збурення моделi m. 1. подати у виглядi

εit = αi + uit, (2.2)

то модель m. 1. перетвориться у модель панельних даних з одно-
компонентною помилкою. Тут αi позначає специфiчнi iндивiдуаль-
нi ефекти факторiв кожної з областей, якi не пiддаються спостере-
женню та кiлькiсному вимiрюванню, тому й не можуть бути вра-
хованi в регресiйнiй моделi m. 1., а uit – випадковi збурення.

Крiм моделей панельних даних з одновимiрною складовою по-
милки, дослiджують також моделi з двовимiрною складовою по-
милки. У випадку моделей з двовимiрною складовою помилки за-
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лишки моделi m. 1. зображають у виглядi

εit = αi + τt + uit, (2.3)

де αi позначає неспостережуванi специфiчнi iндивiдуальнi ефекти
областей; τt — неспостережуванi часовi ефекти; uit — залишковi
шуми. У цьому випадку включення параметрiв τt дає змогу додат-
ково враховувати специфiчнi часовi ефекти. Залежно вiд того, чи
компоненти збурень фiксованi величини, чи випадковi, розрiзня-
ють моделi панельних даних з фiксованими ефектами та моделi з
випадковими ефектами.

2.3.1 Оцiнювання моделi, яка мiстить
фiксованi ефекти областей

Якщо розглядати αi як N невiдомих фiксованих параметрiв, то
модель m.1. зi збуреннями у виглядi (2.2) належатиме до класу
стандартних моделей панельних даних з фiксованими ефектами та
набуде вигляду

m.2. COit = αi + β1 Yit + β2 Lit + β3 ULit + β4 SLit + uit ,

де CO – витрати на освiту (млн грн.); αi – рiзнi значення перетину
(фiксованi ефекти) для кожної областi; Y – доходи бюджетiв (млн
грн.); L – кiлькiсть населення (тис.); UL – загальна кiлькiсть учнiв
(тис.); SL – загальна кiлькiсть студентiв (тис.); β1, β2, β3, β4 –
невiдомi параметри моделi.

Моделi m. 1. грунтувалась на припущеннi, що iснує спiльний
перетин для всiх областей, який вiдображений у коефiцiєнтi c. В
моделi m. 2. ми узагальнюємо модель m. 1., ввiвши рiзнi значення
перетинiв αi i тим самим враховуємо те, що залежнiсть витрат на
освiту для однiєї областi може вiдрiзнятися вiд залежностi витрат
на освiту iншої областi, проте є постiйною для рiзних перiодiв часу.

Особливiстю моделi m. 2. є те, що для рiзних областей оцiнюю-
ться рiзнi значення констант αi, якi вiдображають вплив факторiв,
що є специфiчними саме для них. Водночас оцiненi параметри βi

будуть однаковими для всiх об’єктiв i всiх перiодiв часу. Отже,
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вiдмiнностi мiж областями подаються лише як вiдмiнностi мiж по-
стiйними доданками.

Припустимо, що збурення uit моделi m. 2. незалежнi, однаково
розподiленi випадковi величини для всiх об’єктiв i перiодiв часу з
нульовим математичним сподiванням та постiйною дисперсiєю σ2

u.
Тодi модель m. 2. з фiксованими ефектами є лiнiйною регресiйною
моделлю, в якiй перетини варiюють залежно вiд номера i. Таким
чином цю модель можна переписати у виглядi лiнiйної регресiї



CO1

CO2
...

CON


 =




e 0 . . . 0
0 e . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . e







α1

α2
...

αN


+ (2.4)

+




Y1 L1 UL1 SL1

Y2 L2 UL2 SL2
...

...
...

...
YN LN ULN SLN







β1

β2

β3

β4


 +




u1

u2
...

uN


 ,

де e – T - вимiрний вектор, складений з одиниць; COi, Yi, Li, ULi,
SLi – T - вимiрнi вектори, що мiстять T рiчних спостережень для
i-ї областi; ui – T - вимiрнi вектори збурень, i = 1, ..., N . Ввiвши
фiктивнi змiннi, регресiю m.2. можна також зобразити у такому
виглядi:

CO =
(

d1 d2 . . . dN Y L UL SL
)




α
β1

β2

β3

β4




+ u, (2.5)

де di – фiктивна змiнна, що визначає i-ту область i є NT - вимiр-
ним вектором (i = 1, ..., N); α = (α1, . . . , αN )′; CO, Y , L, UL, SL –
вектори розмiрностi (NT × 1).

Позначимо D =
(

d1 d2 . . . dN

)
– матрицю розмiрностi

(NT ×N). Тодi модель з фiктивними змiнними (2.5) можна запи-
сати у виглядi

CO = Dα + Y · β1 + L · β2 + UL · β3 + SL · β4 + u . (2.6)
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Параметри β1, β2, β3, β4 цiєї моделi можна оцiнити за допомогою
методу найменших квадратiв, а саме використовуючи формулу

β̂ =







Y
L
UL
SL


Md




Y
L
UL
SL




′


−1 





Y
L
UL
SL


Md CO


 ,

де Md = I −D(D′D)−1D′.
На практицi таке оцiнювання неефективне, оскiльки побудова-

на регресiйна модель може мiстити велику кiлькiсть додаткових
фiктивних змiнних. Зауважимо, що у нашому випадку треба ввести
26 додаткових змiнних, тодi загальна кiлькiсть факторiв становить
30 змiнних. У зв’язку з цим часто оцiнювання моделей, якi врахо-
вують фiксованi ефекти вiдбувається у два етапи, якi грунтуються
на оцiнюваннi допомiжної регресiї.

Розглянемо модель

COi = αi + β1Y i + β2Li + β3ULi + β4SLi + ui , (2.7)

де

COi =
1
T

T∑

t=1

COit , Y i =
1
T

T∑

t=1

Yit , Li =
1
T

T∑

t=1

Lit ,

ULi =
1
T

T∑

t=1

ULit , SLi =
1
T

T∑

t=1

SLit , ui =
1
T

T∑

t=1

uit

визначають середнi значення показникiв для кожної областi. Вiд-
нявши вiд обох частин моделi m. 2. вiдповiднi частини (2.7), отри-
маємо модель зi змiнними у вiдхиленнях вiд середнiх

COit − COi =β1(Yit − Y i) + β2(Lit − Li) + β3(ULit − ULi)+

+ β4(SLit − SLi) + (uit − ui). (2.8)

Зауважимо, що модель (2.8) не мiстить iндивiдуальних ефектiв
областей αi. Оцiнки параметрiв β, отриманi з цiєї моделi, назива-
ються оцiнками фiксованих ефектiв, i вони спiвпадають з оцiнками
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параметрiв, якi одержують з моделi з фiктивними змiнними (2.6).
Позначимо їх β̂FE i обчислимо за формулою


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β̂1FE

β̂2FE

β̂3FE
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
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×

×
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
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Yit − Yi

Lit − Li
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× (

COit − COi

)
.

На пiдставi знайдених оцiнок β̂FE за умови, що всi фактори
моделi незалежнi вiд випадкових величин uit, знаходимо незмiщенi
оцiнки рiзних перетинiв αi моделi m. 2., а саме

α̂i = COi −
(

Yi Li ULi SLi

)×




β̂1FE

β̂2FE

β̂3FE

β̂4FE


 .

Необхiдним елементом дослiдження є знаходження коварiацiй-
ної матрицi параметрiв. Коварiацiйну матрицю оцiнок β̂FE за при-
пущення, що величини uit незалежнi, однаково розподiленi для усiх
значень t та i, з однаковою дисперсiєю σ2

u оцiнюють так:

Var [β̂FE ] = σ̂2
u
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.
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Оскiльки дисперсiя трансформованої похибки (uit − ui) дорiв-
нює T−1

T σ2
u, а не просто σ2

u, то для консистентного оцiнювання не-
вiдомої дисперсiї s2 треба внутрiшню суму квадратiв дiлити на
NT −N −K

s2 =
1

NT −N −K
×

×
N∑

i=1

T∑

t=1




(
COit − COi

)−


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
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
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


2

.

Для iндивiдуальних ефектiв також можна знайти оцiнку кова-
рiацiйної матрицi, побудовану на пiдставi s2

Var [α̂i] =
s2

T
+




Y i

Li

ULi

SLi




′

Var [β̂FE ]




Y i

Li

ULi

SLi


 .

Провiвши вiдповiднi розрахунки, отримаємо результати, поданi
в табл. 2.2.

Отже, ми отримали таку оцiнену залежнiсть:

CO = αi + 0, 224Y + 2, 637L− 9, 917UL− 5, 289SL ,

де αi – рiзнi значення перетину (фiксованi ефекти) для кожної
областi, якi наведенi в табл. 2.3.

Графiчне зображення значень перетинiв (фiксованi ефекти) для
кожної областi зображено на рис. 2.11.

Побудована модель досить добре вiдображає залежнiсть витрат
на освiту вiд доходiв бюджетiв, кiлькостi населення, кiлькостi учнiв,
кiлькостi студентiв. Коефiцiєнт детермiнацiї становить R2 = 0, 9872.
Значення F - статистики бiльше за критичне значення i свiдчить
про адекватнiсть побудованої моделi. Аналiзуючи значення t - ста-
тистик, бачимо, що всi екзогеннi змiннi є значущими. Економiчний
змiст параметрiв полягає в тому, що вони є показниками, якi вiд-
ображають вплив факторiв на обсяг витрат на освiту.
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Таблиця 2.2: Результати оцiнювання моделi m. 2.

Dependent Variable: CO
Method:Panel Least Squares
Sample: 2004 2010
Periods included: 7
Cross-sections included: 26
Total panel (balanced) observations: 182

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C -2011,349 786,1632 -2,558437 0,0115
Y 0,223996 0,014858 15,07616 0,0000
L 2,637408 0,601834 4,382284 0,0000
UL -9,917162 1,744853 -5,683666 0,0000
SL -5,288920 1,395008 -3,791320 0,0002

Effects Specification

Cross-section fixed (dummy variables)

R-squared 0,987238 Mean dependent var 1011,558
Adjusted R-squared 0,984803 S.D. dependent var 663,0683
S.E. of regression 81,74161 Akaike info criterion 11,79455
Sum squared resid 1015617,0 Schwarz criterion 12,32268
Log likelihood -1043,304 Hannan-Quinn criter. 12,00865
F-statistic 405,4454 Durbin-Watson stat 1,973317
Prob(F-statistic) 0,000000

Обчисленi значення фiксованих ефектiв для кожної областi по-
казують рiвень витрат на освiту в цiй областi порiвняно з середнiм
рiвнем перетину моделi. З рис. 2.12 бачимо, що за однакових зна-
чень факторiв моделi (а саме, доходiв бюджетiв областей, загальної
кiлькостi учнiв i студентiв) значно менше порiвняно з середнiм по
Українi рiвнем витрачали б на освiту Донецька та Днiпропетров-
ська областi.
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Таблиця 2.3: Значення перетинiв (фiксованi ефекти) для кожної
областi

№ Область Ефект № Область Ефект
1 Львiв -502,10 14 Одеса -700,80
2 Вiнниця -74,80 15 Полтава 115,09
3 Волинь 1090,65 16 Рiвне 1088,98
4 Днiпропетровськ -2352,77 17 Суми 524,65
5 Донецьк -5056,19 18 Тернопiль 1009,38
6 Житомир 683,12 19 Харкiв -999,16
7 Закарпаття 863,23 20 Херсон 833,65
8 Запорiжжя -233,68 21 Хмельницький 648,58
9 Iвано-Франкiвськ 645,30 22 Черкаси 280,07
10 Київ -249,78 23 Чернiвцi 1018,69
11 Кiровоград 699,79 24 Чернiгiв 476,31
12 Луганськ -1427,59 25 Севастополь 1556,88
13 Миколаїв 640,17 26 Крим -577,69
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Рис. 2.11: Значення перетинiв (фiксованi ефекти)
для кожної областi
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Рис. 2.12: Реальнi та оцiненi, на пiдставi моделi m. 2. значення
витрат на освiту; динамiка залишкiв моделi

2.3.2 Внутрiшньо-групове та мiжгрупове оцiнювання

Зазначимо, що модель об’єднаної регресiї можна сформулювати
трьома способами. Початкове формулювання має вигляд

m. 1. COit = c + β1 Yit + β2 Lit + β3 ULit + β4 SLit + eit .
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Оцiнки параметрiв цiєї моделi обчислюються за формулами
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)
.

У термiнах вiдхилень вiд групових середнiх цю модель можна
переписати у виглядi

COit − COi =β1(Yit − Y i) + β2(Lit − Li) + β3(ULit − ULi)+

+ β4(SLit − SLi) + (uit − ui) .

Оцiнки коефiцiєнтiв цiєї регресiї грунтуються на внутрiшньо
групових сумах квадратiв i взаємних добуткiв
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.

Для побудови та розгляду цiєї моделi використовують те, що все-
рединi групи iснують певнi зв’язки та закономiрностi.

У термiнах групових середнiх модель записують так:

COi = β1 Y i + β2 Li + β3 ULi + β4 SLi + ui .
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Для оцiнювання такої специфiкацiї використовують властивiсть,
що всерединi дослiджуваних об’єктiв iснує рiзниця, оцiнки грунту-
ються на мiжгрупових сумах квадратiв i перехресних добуткiв
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N∑

i=1

T




Y i − Y

Li − L

ULi − UL

SLi − SL


×

(
COi − CO

)
.

Оцiнка моделi з фiксованими ефектами – це матрично зважене
середнє внутрiшньо групової та мiжгрупової оцiнок. Вона ефектив-
нiша, нiж кожна з них окремо.

2.3.3 Оцiнювання моделi з фiксованими часовими
ефектами

Пiдхiд з фiксованими змiнними можна доповнити врахуванням ча-
сових ефектiв. Один зi способiв такого узагальнення полягає у до-
даваннi до моделi факторiв τt, якi характеризують часовi ефекти.
Таке моделювання характеризується введенням додаткових фiк-
тивних змiнних

COit = τt + β1Yit + β2Lit + β3ULit + β4SLit + uit . (2.9)

Якщо ввести в модель сталу, то для того, щоб уникнути доско-
налої колiнеарностi, ми повиннi вiдмовитись вiд одного з часових
ефектiв. Однак у такiй моделi буде наявна певна асиметрiя. У тако-
му випадку для приведення моделi до симетричної форми вводимо

постiйний доданок i накладаємо обмеження
T∑

t=1
τt = 0. Отже, одер-

жимо

m.3. COit = α + τt + β1 Yit + β2 Lit + β3 ULit + β4 SLit + uit ,
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де τt – рiзнi значення перетину (фiксованi ефекти) для кожного
року. Зауважимо, що припущення, за якого залежнiсть витрат на
освiту в одному роцi може вiдрiзнятися вiд залежностi витрат на
освiту в iншому роцi, але є постiйною для рiзних областей, вводи-
ться в модель за допомогою рiзних значень перетину τt.

З рис. 2.13 видно часову динамiку змiни витрат на освiту в обла-
стях України. Кожна лiнiя вiдповiдає певному року й iлюструє,
якими є витрати на освiту для кожної областi у цьому роцi. Зокре-
ма бачимо, що в усiх областях вiдбувається збiльшення витрат на
освiту.

Рис. 2.13: Динамiка змiни витрат на освiту в областях у часовому
розрiзi
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На рис. 2.14 зображено, як змiнювалися доходи бюджетiв в
областях з часом. Зокрема, цей графiк iлюструє зростання дохо-
дiв бюджетiв з кожним роком.

Рис. 2.14: Поведiнка доходу бюджету кожної областi в часовому
розрiзi

МНК - оцiнки коефiцiєнтiв при незалежних змiнних одержують
з допомiжної регресiї

CO∗it = β1 Y∗it + β2 L∗it + β3 UL∗it + β4 SL∗it + u∗it ,

де

Y∗it = Yit − Y i − Y t + Y , Y i =
1
T

T∑

t=1

Yit ,

Y t =
1
N

N∑

i=1

Yit , Y =
1

TN

N∑

i=1

T∑

t=1

Yit
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та аналогiчно для iнших змiнних. Тодi спiльну константу та коефi-
цiєнти при фiктивних змiнних знаходимо так:

α̂ = CO −
(

β̂1 β̂2 β̂3 β̂4

)



Y

L

UL

SL


 ,

τ̂t = (COt − CO)−
(

β̂1 β̂2 β̂3 β̂4

)



Y t − Y

Lt − L

ULt − UL

SLt − SL


 .

Провiвши вiдповiднi розрахунки, отримуємо результати оцiню-
вання моделi m. 3., якi поданi в табл. 2.4.

Отже, отримали таку оцiнку моделi

CO = 157, 5345 + τt + 0, 256Y − 0, 303L + 2, 244UL + 0, 856SL .

Рiзнi значення перетину (фiксованi ефекти) для кожного року,
τt, наведенi в табл. 2.5.

Графiчне зображення значень перетинiв (фiксованi ефекти) для
кожного року подано на рис. 2.15.

2.3.4 Модель з ефектами областей i часовими
ефектами

Розглянемо модель m.4, в якiй враховуємо обидва види ефектiв:
ефекти фiксованого часу й ефекти фiксованого об’єкта

m. 4. COit = α + αi + τt + β1Yit + β2Lit + β3ULit + β4SLit + uit .

Результати оцiнювання такої моделi подано в табл. 2.6.
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Таблиця 2.4: Результати оцiнювання моделi m. 3.

Dependent Variable: CO
Method:Panel Least Squares
Sample: 2004 2010
Periods included: 7 Cross-sections included: 26
Total panel (balanced) observations: 182

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

Const 157,5345 21,49455 7,329043 0,0000
Y 0,255646 0,009102 28,08724 0,0000
L -0,302637 0,040742 -7,428126 0,0000
UL 2,243706 0,352634 6,362700 0,0000
SL 0,855650 0,226147 3,783599 0,0002

Effects Specification

Period fixed (dummy variables)

R-squared 0,979116 Mean dependent var 1011,558
Adjusted R-squared 0,977895 S.D. dependent var 663,0683
S.E. of regression 98,58376 Akaike info criterion 12,07823
Sum squared resid 1661908, Schwarz criterion 12,27187
Log likelihood -1088,119 Hannan-Quinn criter. 12,15673
F-statistic 801,7123 Durbin-Watson stat 0,588153

Таблиця 2.5: Значення часових ефектiв

№ Рiк Ефект
1 2004 -158,9027
2 2005 -90,73601
3 2006 -88,89689
4 2007 -48,67017
5 2008 62,32357
6 2009 135,7442
7 2010 189,1381

Аналiзуючи значення статистик Стьюдента, бачимо, що для
всiх змiнних вони бiльшi за критичнi, тому всi змiннi, якi вклю-
ченi в модель, мають суттєвий вплив на витрати на освiту, тобто
змiннi доходу, населення, загальної кiлькостi школярiв i студентiв
мають значущий статистичний вплив на витрати на освiту в Укра-
їнi. Економiчний змiст параметрiв полягає в тому, що вони вимiрю-
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Рис. 2.15: Значення перетину (фiксованi ефекти) для кожного року

ють граничний ефект впливу включених факторiв на рiвень витрат
на освiту за умови, що всi iншi змiннi фактори не змiнюються.

Коефiцiєнт детермiнацiї моделi R2 становить 0, 992 i близький
до 1. Перевiримо модель на адекватнiсть за допомогою статистики
Фiшера. На пiдставi обчисленого значення F - статистики робимо
висновок, що побудована модель адекватно описує данi, при цьому
ймовiрнiсть здiйснити помилку (першого роду) становить 0, 000000.

2.3.5 Тестування значущих вiдмiнностей у значеннях
фiксованих ефектiв

Використовуючи моделi панельних даних з фiксованими ефекта-
ми, важливою є перевiрка факту, чи статистично вiдрiзняються
значення перетинiв.

Перевiрка значущих вiдмiнностей у фiксованих ефектах обла-
стей здiйснюється на пiдставi перевiрки нульової гiпотези, що всi
перетини рiвнi мiж собою

H0 : α1 = α2 = . . . = αN
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Таблиця 2.6: Результати оцiнювання моделi з фiксованими
часовими ефектами та з фiксованими ефектами
окремих областей

Dependent Variable: CO
Method:Panel Least Squares
Sample: 2004 2010
Periods included: 7
Cross-sections included: 26
Total panel (balanced) observations: 182

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C -1218,887 674,9039 -1,806016 0,0730
Y 0,179853 0,013344 13,47839 0,0000
L 2,111482 0,510286 4,137838 0,0001
UL -9,140642 1,477037 -6,188501 0,0000
SL -3,921790 1,390828 -2,819752 0,0055

Effects Specification

Cross-section fixed (dummy variables)
Period fixed (dummy variables)

R-squared 0,991795 Mean dependent var 1011,558
Adjusted R-squared 0,989827 S.D. dependent var 663,0683
S.E. of regression 66,87633 Akaike info criterion 11,41877
Sum squared resid 652976,7 Schwarz criterion 12,05253
Log likelihood -1003,108 Hannan-Quinn criter. 11,67569
F-statistic 504,2013 Durbin-Watson stat 1,914053
Prob(F-statistic) 0,000000

проти альтернативи, що хоча б один з параметрiв вiдрiзняється
вiд решти. Для тестування нульової гiпотези використовують ста-
тистику

F [N − 1, NT −N −K] =
(R2

U −R2
R)/(N − 1)

(1−R2
U )/(NT −N −K)

, (2.10)

де N – кiлькiсть областей; T – кiлькiсть рокiв спостереження; K –
кiлькiсть факторiв в моделi; R2

U – коефiцiєнт детермiнацiї моделi
без обмежень на параметри (в цьому випадку – це коефiцiєнт де-
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термiнацiї моделi з фiксованими ефектами m. 2.); R2
R – коефiцiєнт

детермiнацiї моделi з обмеженнями на параметри (тобто моделi з
одним загальним сталим членом m. 1.). Обмеження полягає у то-
му, що всi фiксованi ефекти рiвнi мiж собою та дорiвнюють певнiй
константi.

Для перевiрки нульової гiпотези обчислене значення F -статис-
тики (2.10) порiвнюють з критичним значенням, знайденим за таб-
лицями критичних значень розподiлу Фiшера зi ступенями свободи
(N − 1) та (NT − N − K) за заданого рiвня значущостi. Якщо
обчислене значення F -статистики перевищує критичне значення,
то нульова гiпотеза вiдхиляється. Це означає, що краще оцiнювати
модель панельних даних з фiксованими ефектами, нiж звичайну
регресiйну модель зi спiльним перетином на множинi панельних
даних.

Протестуємо значущiсть вiдмiнностей мiж ефектами областей
у моделi витрат на освiту. Перевiряючи цю гiпотезу, використає-
мо N = 26, T = 7, K = 4. Коефiцiєнти детермiнацiї для моде-
лi m. 1. та моделi m. 2., вiдповiдно, дорiвнюють R2

R = 0, 971 та
R2

U = 0, 987. Звiдси F = 7, 5929, що перевищує критичне значен-
ня Fkr[25, 152] = 1, 578613. Отже, фiксованi ефекти кожної областi
значущо вiдрiзняються.

Таблиця 2.7: Тестування значущих вiдмiнностей у фiксованих
ефектах областей моделi m. 2.

Redundant Fixed Effects Tests
Equation: M02
Test cross-section fixed effects

Effects Test Statistic d.f. Prob.

Cross-section F 7,592889 [25,152] 0,0000
Cross-section Chi-square 147,494663 25 0,0000

Аналогiчно протестуємо значущiсть вiдмiнностей у фiксованих
часових ефектах моделi m. 3.. Результати такого тестування наве-
денi в табл. 2.8, i свiдчать про те, що часовi ефекти рiзних рокiв не
є однаковими.
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Таблиця 2.8: Тестування значущих вiдмiнностей у фiксованих
часових ефектах областей моделi m. 3.

Redundant Fixed Effects Tests
Equation: M03
Test period fixed effects

Effects Test Statistic d.f. Prob.

Period F 10,667391 [6,171] 0,0000
Period Chi-square 57,865162 6 0,0000

Протестуємо також сукупну гiпотезу про те, чи доцiльно ви-
користовувати рiзнi ефекти для областей i перiодiв часу в однiй
моделi. Результати таких тестувань подано у табл. 2.9.

Таблиця 2.9: Тестування значущих вiдмiнностей у фiксованих
часових ефектах областей моделi m. 3.

Redundant Fixed Effects Tests
Equation: M04
Test cross-section and period fixed effects

Effects Test Statistic d.f. Prob.

Cross-section F 9,023533 [25,146] 0,0000
Cross-section Chi-square 170,020750 25 0,0000
Period F 13,513879 [6,146] 0,0000
Period Chi-square 80,391249 6 0,0000
Cross-Section/Period F 11,763605 [31,146] 0,0000
Cross-Section/Period Chi-square 227,885912 31 0,0000

Узагальненi результати проведених вище тестiв наведено в табл.
2.10.

Отже, F -статистики засвiдчують, що фiксованi ефекти кожної
областi та часовi ефекти рiзних рокiв значущо вiдрiзняються. Отож,
для моделювання треба оцiнювати рiзнi константи-перетини для
рiзних областей i для рiзних рокiв, тобто використовувати модель
m.4.
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Таблиця 2.10: Тестування значущостi фiксованих ефектiв

Гiпотеза F - χ2- P -значення
статистика статистика

H0 : α1 = ... = αN

(вiдмiнностей мiж ефектами 9,023533 170,020750 0,000000
областей немає)
H0 : τ1 = . . . = τT

(часовi ефекти значущо 13,513879 80,391249 0,000000
не вiдрiзняються)
H0 : значущо не
вiдрiзняються ефекти 11,763605 227,885912 0,000000
областей i часовi ефекти

2.4 Застосування моделей панельних даних
з випадковими ефектами

Якщо припускати, що αi – це реалiзацiя незалежних вiд регресорiв
випадкових величин з математичним сподiванням α та дисперсiєю
σ2

α, то модель m. 2. є моделлю панельних даних з випадковими
ефектами. Для опису витрат на освiту модель з випадковими ефек-
тами матиме вигляд

m. 5. COit = α + β1 Yit + β2 Lit + β3 ULit + β4 SLit + αi + uit .

Вплив випадкових факторiв вiдображається за допомогою вклю-
чення збурення uit, а αi визначає iндивiдуальну випадкову специ-
фiчну компоненту i-ї областi, що не змiнюється з часом.

Випадковi величини uit та αi припускають взаємно незалежни-
ми, а також не залежать вiд змiни регресорiв. Оскiльки

E [αi + uit] = σ2
α + σ2

u ,

Cov [αi + uit, αi + uis] = σ2
α , t 6= s ,

то випадкова величина моделi (αi + uit) гетероскедастична i по-
трапляє пiд вплив автокореляцiї, тому стандартнi похибки, якi об-
числюють на основi МНК, не є коректними, а оцiнки параметрiв
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неефективнi. Ефективнiшi оцiнки можна отримати узагальненим
методом найменших квадратiв (УМНК). Для цього для кожної
областi згорнемо двi випадковi компоненти в одну

εi = αieT + ui, (2.11)

де eT = ( 1 1 . . . 1 )′ — T - вимiрний вектор, а ui = (ui1, . . . , uiT )′.
Коварiацiйна матриця кожного вектора εi дорiвнює

Ω = Var [εi] =

=




σ2
α + σ2

u σ2
α σ2

α . . . σ2
α

σ2
α σ2

α + σ2
u σ2

α ... σ2
α

...
σ2

α σ2
α σ2

α ... σ2
α + σ2

u


 =

= σ2
αeT e′T + σ2

uIT , (2.12)

де IT – одинична матриця розмiрностi (T × T ). Тодi коварiацiй-
на матриця вектора збурень для усiх NT спостережень є блочно
дiагональною матрицею

V =




Ω 0 0 . . . 0
0 Ω 0 . . . 0
...
0 0 0 . . . Ω


 .

Матрицю, обернену до матрицi (2.12), обчислюють за форму-
лою

Ω−1 = σ−2
u

[
IT − σ2

α

σ2
u + Tσ2

α

eT e′T

]
. (2.13)

Тодi оцiнки параметрiв моделi з випадковими ефектами m. 5.
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позначають β̂RE i знаходять за формулами




β̂1RE

β̂2RE

β̂3RE

β̂4RE


 =




N∑

i=1

T∑

t=1




Yit − Y i

Lit − Li

ULit − ULi

SLit − SLi


×




Yit − Y i

Lit − Li

ULit − ULi

SLit − SLi




′

+

+ θT
N∑

i=1




Yi − Y i

Li − Li

ULi − ULi

SLi − SLi


×




Yi − Y i

Li − Li

ULi − ULi

SLi − SLi




′


−1

×

×




N∑

i=1

T∑

t=1




Yit − Y i

Lit − Li

ULit − ULi

SLit − SLi


× (

COit − COi

)′+

+ θ T
N∑

i=1




Yi − Y i

Li − Li

ULi − ULi

SLi − SLi


× (

COi − COi

)′



де

θ =
σ2

u

σ2
u + Tσ2

α

,

Yi = (Yi1, . . . , YiT )′, Li = (Li1, . . . , LiT )′, COi = (COi1, . . . , COiT )′,
ULi = (ULi1, . . . , ULiT )′, SLi = (SLi1, . . . , SLiT )′.

Дисперсiї σ2
u та σ2

α невiдомi. Незмiщену оцiнку для σ2
u одержу-

ють з формули

σ̂ 2
u =

N∑
i=1

T∑
t=1

(ûit − ui)2

NT −NK −N
.

Тодi консистентною оцiнкою σ2
α буде величина

σ̂ 2
α = σ̂ 2

G −
1
T

σ̂ 2
u ,



74 Роздiл 2. Економетричне моделювання витрат на освiту

де

σ̂ 2
G =

1
N −K

×

×
N∑

i=1

(
COi −

(
Y i Li ULi SLi

) (
β̂G

1 β̂G
2 β̂G

3 β̂G
4

)′)2

оцiнка дисперсiї похибки регресiї на пiдставi групових середнiх, β̂G
1 ,

β̂G
2 , β̂G

3 , β̂G
4 – оцiнки коефiцiєнтiв цiєї регресiї.

Кiнцева оцiнка, яку отримали за допомогою ДУМНК, асимпто-
тично нормально розподiлена з коварiацiйною матрицею

Var [β̂RE ] = σ2
u




N∑

i=1

T∑

t=1




Yit − Y i

Lit − Li

ULit − ULi

SLit − SLi


×




Yit − Y i

Lit − Li

ULit − ULi

SLit − SLi




′

+

+ θ T

N∑

i=1




Yi − Y i

Li − Li

ULi − ULi

SLi − SLi


×




Yi − Y i

Li − Li

ULi − ULi

SLi − SLi




′


−1

2.4.1 Оцiнювання моделi, що мiстить
випадковi ефекти областей

Результати оцiнювання моделi панельних даних з випадковими ефе-
ктами областей i фiксованими ефектами часу подано у табл. 2.11.

Порiвнюючи цю модель i першу об’єднану модель зi спiльним
перетином на основi суми квадратiв залишкiв, бачимо, що для мо-
делim. 1. ESS = 1834201, а для моделim. 5. ESS = 1043772. Тоб-
то, використання технiки моделювання з врахуванням випадкових
ефектiв значно зменшило суму квадратiв залишкiв. Також змiни-
лося значення статистики Дарбiна-Уотсона DW = 1, 9. Значення
статистики Фiшера F = 856, 8112 свiдчить про те, що побудована
модель адекватно описує данi.
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Таблиця 2.11: Результати оцiнювання моделi з випадковими
ефектами областей i фiксованими часовими ефекта-
ми

Dependent Variable: CO
Method: Panel EGLS (Cross-section random effects)
Sample: 2004 2010
Periods included: 7
Cross-sections included: 26
Total panel (balanced) observations: 182

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 207,5914 32,94620 6,300921 0,0000
Y 0,254284 0,007831 32,47290 0,0000
L -0,165157 0,062112 -2,658997 0,0086
UL 0,814711 0,539983 1,508772 0,1332
SL 0,611030 0,366808 1,665802 0,0976

Effects Specification
S. D. Rho

Cross-section random 57,28347 0,4232
Period fixed (dummy variables)
Idiosyncratic random 66,87633 0,5768

Weighted Statistics

R-squared 0.980433 Mean dependent var 1011,558
Adjusted R-squared 0,979289 S.D. dependent var 542,8740
S.E. of regression 78,12763 Sum squared resid 1043772,0
F-statistic 856,8112 Durbin-Watson stat 1,905828
Prob(F-statistic) 0,000000

Unweighted Statistics

R-squared 0,976951 Mean dependent var 1011,558
Sum squared resid 1834201,0 Durbin-Watson stat 0,515471

2.4.2 Перевiрка статистичної значущостi
випадкових ефектiв

Проведемо перевiрку гiпотези статистичної значущостi випадкових
ефектiв. Для тестування нульової гiпотези H0 : σ2

e = 0 проти аль-
тернативної H1 : σ2

e 6= 0 використовується статистика Бреуша-
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Пагана

LM =
NT

2(T − 1)




N∑
i=1

(Tui)
2

N∑
i=1

T∑
t=1

u2
it

− 1




2

. (2.14)

Якщо D – матриця фiктивних змiнних, u – вектор залишкiв, то
статистику (2.14) можна переписати так:

LM =
NT

2(T − 1)

[
u′DD′u

u′u
− 1

]2

.

За нульової гiпотези LM -статистика має розподiл χ2 з одним
степенем свободи.

Оцiнимо значущiсть випадкових ефектiв у моделi витрат на
освiту за допомогою LM - статистики. Обчислене значення кри-
терiю LM = 64, 806 свiдчить про значущiсть випадкових ефектiв
рiзних областей.

2.5 Порiвняння моделей з фiксованими
та випадковими ефектами на пiдставi
тесту Гаусмана

Ми оцiнили двi моделi для панельних даних витрат на освiту: мо-
дель з фiксованими ефектами m. 4. та модель з випадковими ефе-
ктами m. 5.. При цьому модель з фiксованими ефектами моделює
вiдмiнностi мiж залежностями для рiзних областей як параметрич-
нi змiщення регресiйної специфiкацiї, а модель з випадковими ефе-
ктами розглядає окремi iндивiдуальнi сталi для рiзних областей як
такi, що випадково розподiленi мiж рiзними елементами просто-
рової вибiрки. Тому треба перевiрити, яку з цих моделей краще
використовувати у конкретному випадку.

Критерiй для перевiрки порiвняння специфiкацiй спирається на
критерiй, який розробив Гаусман. Розглянемо нульову гiпотезу

H0 : β̂FE i β̂RE − консистетнi оцiнкиβ ,
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та альтернативну

H1 : консистентною є лише оцiнка β̂RE .

За нульової гiпотези p lim (β̂RE − β̂FE) = 0, а за альтернативної
p lim(β̂RE− β̂FE) 6= 0. Перевiрити цю гiпотезу можна за допомогою
критерiю Вальда

W = χ2[K] = (β̂RE − β̂FE)′
(
Var [β̂RE − β̂FE ]

)−1
(β̂RE − β̂FE)

.
Асимптотичну коварiацiйну матрицю Var [β̂RE − β̂FE ] обчислю-

ють з виразу

Var [β̂RE − β̂FE ] = Var [β̂RE ] + Var [β̂FE ]− 2Cov [β̂RE , β̂FE ]. (2.15)

Ми не маємо виразiв для обчислення коварiацiй. Iдея Гаусмана
полягає в тому, що коварiацiя ефективного оцiнника та рiзницi мiж
ним та неефективним оцiнником дорiвнює нулю

Cov [βRE , βRE − βFE ] = Var [βRE ]− Cov [βRE , βFE ] = 0.

Звiдси
Cov [βRE , βFE ] = Var [βRE ].

Пiдставляючи цей результат у (2.15), одержуємо необхiдну фор-
мулу для коварiацiйної матрицi

Var [βRE − βFE ] = Var [βFE ]−Var [βRE ].

Тодi на основi критерiю Вальда одержимо такий критерiй для
порiвняння моделей

W = χ2[K] = (β̂RE − β̂FE)′
(
Var [β̂FE ]−Var [β̂RE ]

)−1
(β̂RE − β̂FE).

Використаємо тест Гаусмана для порiвняння моделi m. 4., яка
враховує фiксованi ефекти областей i фiксованi часовi ефекти та
моделi m. 5., що мiстить випадковi ефекти областей та фiксованi
часовi ефекти. Результати такого тестування наведено в табл. 2.12.
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Таблиця 2.12: Результат тесту Гаусмана для порiвняння моделей з
фiксованими i випадковими перехресними ефектами

Correlated Random Effects - Hausman Test
Equation: M06
Test cross-section random effects

Chi-Sq.
Test Summary Statistic Chi-Sq. d.f. Prob.

Cross-section random 66,378377 4 0,0002

Cross-section random effects test comparisons:

Variable Fixed Random Var(Diff.) Prob.

Y 0,179853 0,254284 0,000117 0,0000
L 2,111482 -0,165157 0,256534 0,0000
UL -9,140642 0,814711 1,890056 0,0000
SL -3,921790 0,611030 1,799854 0,0007

Обчислене значення критерiю Гаусмана дорiвнює 66, 38. Критич-
не значення з таблиць χ2 - розподiлу з чотирма ступенями свободи
становить 9, 49, що менше, нiж обчислене значення статистичного
критерiю. Тому ми вiдхиляємо гiпотезу про те, що для врахуван-
ня iндивiдуальних особливостей кожної з областей краще викорис-
товувати модель з фiксованими ефектами. Отже, на пiдставi ре-
зультатiв тесту Гаусмана ми можемо стверджувати, що випадковi
ефекти краще пiдходять для моделювання витрат на освiту рiзних
областей.

На рис. 2.16 показано фактичнi значення залежної змiнної (чер-
воний колiр) i оцiненi, на пiдставi моделi з випадковими перехре-
сними ефектами, значення залежної змiнної (зелений колiр), а та-
кож залишки регресiї (синiй колiр), якi є випадковими i досить
малими.

Отже, для моделювання обсягу витрат на освiту в областях
України метод, який використовує випадковi ефекти, характеризу-
ється кращою пояснювальною здатнiстю, нiж метод моделювання
на основi фiксованих ефектiв. Результати дослiдження засвiдчу-
ють, що для такого моделювання треба використовувати модель
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Рис. 2.16: Реальнi та оцiненi, на основi моделi з випадковими
ефектами, значення витрат на освiту та динамiка
залишкiв моделi

для панельних даних, що враховує випадковi ефекти для рiзних
областей i фiксованi часовi ефекти рiзних рокiв.

2.6 Емпiричнi висновки

Результати дослiдження показують, що для моделювання видаткiв
на освiту потрiбно використовувати модель для панельних даних,
що враховує випадковi ефекти для рiзних областей та фiксованi
часовi ефекти рiзних рокiв. Статистики Стьюдента коефiцiєнтiв
побудованої моделi (див. табл. 2.11) показують, що видатки на освi-
ту областей України не залежать вiд кiлькостi учнiв та студентiв у
цих областях, хоча як ми бачили ранiше їх частка є рiзною у рiзних
областях, а залежать лише вiд сукупного доходу областi i загальної
кiлькостi населення, яка у нiй проживає. Крiм того ця залежнiсть
мiстить рiзнi коефiцiєнти перетину для кожної областi та рiзних ча-
сових перiодiв. Отже, як показує моделювання, в областях України
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не достатньо справедливо i обгрунтовано формуються видатки на
освiту, що сповiльнює розвиток людського капiталу в нашiй країнi.
Тому при встановленнi рiвня видаткiв на освiту в рiзних областях
слiд враховувати фактор щiльностi учнiв та студентiв в регiонах.
Крiм того слiд також надати бiльшої уваги розвитку освiти в про-
мислових регiонах України, зокрема в Донецькiй, Луганськiй та
Днiпропетровськiй областях, в яких як показує моделювання вста-
новилося занижене, враховуючи їх можливостi i потреби, фiнансу-
вання освiти.

Концентрацiя ресурсiв в напрямку пiдвищення рiвня освiченос-
тi майбутнiх працiвникiв є необхiдним елементом сучасних еконо-
мiчних перетворень в нашiй країнi, оскiльки як засвiдчують моде-
лi економiчного зростання, якi враховують людський капiтал (див.
Роздiл 1), навiть помiрнi змiни ресурсiв, що виникають внаслiдок
нагромадження людського капiталу, можуть призвести до великих
змiн обсягу виробництва продукцiї на одного працiвника.
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Данi, що використовувались
для моделювання

ДОДАТОК 1

Область Рiк Видатки Дохiд Кiлькiсть
на освiту, бюджету, населення,
млн грн. млн грн. тис.

Львiвська 2004 579,60 1921,70 2598,30
2005 851,90 3142,90 2588,00
2006 1088,30 4581,00 2577,20
2007 1607,10 5316,70 2568,40
2008 2181,30 7254,90 2559,80
2009 2434.8 7516.2 2552.9
2010 2881.3 8711.80 2549.6

Вiнницька 2004 366,61 1357,80 1736,20
2005 478,71 1841,20 1720,20
2006 642,83 2571,30 1701,50
2007 902,90 3472,70 1686,50
2008 1124,50 4164,80 1672,20
2009 1459.01 4363.21 1660,00
2010 1750.08 5307.05 1650.60

Волинська 2004 250,52 761,92 1048,80
2005 390,35 1060,72 1044,80
2006 508,71 1491,79 1040,40
2007 688,22 2025,09 1038,00
2008 954,56 2654,42 1036,40
2009 1062.40 2869.70 1036.20
2010 1283.60 3640.70 1036.70

Днiпропетровська 2004 769.60 3047.40 3502.90
2005 1136.10 4239.60 3476.20
2006 1438.50 5938.80 3447.20
2007 1929.60 7440.40 3422.90
2008 2326.80 8847.15 3398.40
2009 2707.50 10178.60 3374.20
2010 3235.40 11938.70 3355.50
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Область Рiк Видатки Дохiд Кiлькiсть
на освiту, бюджету, населення,
млн грн. млн грн. тис.

Донецькa 2004 670.50 3850.70 4720.90
2005 1054.30 4889.20 4671.90
2006 1562.70 7143.30 4622.90
2007 2021.80 9677,00 4580.60
2008 2723.90 11811.10 4538.90
2009 2968.30 12092.20 4500.50
2010 3588.30 14176.70 4466.70

Житомирська 2004 332.30 1073.17 1359.90
2005 513.54 1409.26 1345.30
2006 666.81 1985.35 1330.10
2007 882.92 2703.01 1317.10
2008 1173.37 3565.78 1305.50
2009 1290.70 3627.43 1294.20
2010 1532.34 4350.67 1285.80

Закарпатська 2004 315.15 916.45 1251.10
2005 487,00 1259,00 1248.50
2006 644,00 1824,00 1245.50
2007 872,00 2458,00 1243.80
2008 1196,00 3277,00 1242.60
2009 1300.56 4195.37 1243.40
2010 1606.70 5355.67 1244.80

Запорiзька 2004 384.50 1345.75 1892.60
2005 598.20 2133.60 1877.20
2006 776.80 2796.48 1861.10
2007 1014.10 3510.76 1846.90
2008 1362.10 4864.64 1832.90
2009 1582.78 5457.89 1821.30
2010 1892.04 6306.82 1811.70

Iвано-Франкiвська 2004 309.10 1094.40 1397.80
2005 507.70 1600.90 1393.60
2006 647.70 2098.70 1388.90
2007 870.30 2922.20 1385.40
2008 1144.60 3692.26 1382.60
2009 1270.60 4085.53 1381.10
2010 1521.40 5157.29 1380.70
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Область Рiк Видатки Дохiд Кiлькiсть
на освiту, бюджету, населення,
млн грн. млн грн. тис.

Київська 2004 396.70 1586.80 1793.90
2005 627.20 2440.50 1778.90
2006 802.80 3087.70 1763.70
2007 1107.90 4228.60 1751.10
2008 1511.80 5399.30 1737.30
2009 1556.40 5618.80 1727.90
2010 1837.60 6447.70 1721.80

Кiровоградська 2004 162.83 561.50 1100,00
2005 175.48 605.12 1083.90
2006 207.09 690.30 1067.10
2007 257.63 780.70 1053.10
2008 885.50 2610.30 1039.70
2009 974.10 2773.10 1027,00
2010 1146.40 3338.20 1017.80

Луганська 2004 445.35 1781.68 2472.60
2005 630.57 2200.17 2440.30
2006 801.20 3139.41 2409.10
2007 1055.44 4157.67 2381.90
2008 1422.81 5370.96 2355.40
2009 1551.64 5834.08 2331.80
2010 1850.14 6778.55 2311.60

Миколаївська 2004 235.56 906,00 1240.40
2005 364.65 1215.50 1229.50
2006 552.79 1783.20 1219.60
2007 768.10 2342.40 1211.90
2008 1048.70 2947.14 1203.60
2009 1142.70 3236.57 1195.80
2010 1363.50 3882.64 1189.50

Одеська 2004 337.75 1407.30 2430,00
2005 769.80 2702.40 2415.70
2006 1061.30 3561.41 2402.20
2007 1321.70 5044.66 2395.50
2008 1771.90 6641.50 2394.70
2009 2022.20 6734.80 2392.20
2010 2309.20 8664.60 2391,00
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Область Рiк Видатки Дохiд Кiлькiсть
на освiту, бюджету, населення,
млн грн. млн грн. тис.

Полтавська 2004 7357.10 1420,00 1590.50
2005 546.40 1904.70 1572.40
2006 689.50 2504.50 1554.90
2007 895.70 3474,00 1540.50
2008 1227.60 4122.50 1524.90
2009 1375.90 4760.90 1511.40
2010 1601.46 5619.16 1499.60

Рiвненська 2004 302.90 1008.80 1164.20
2005 447.50 1307.90 1160.70
2006 581.40 1703.90 1156.50
2007 768.90 2534.90 1154.40
2008 1066.10 3339.50 1152,00
2009 1161.80 3588.40 1151,00
2010 1423.60 4522.10 1151.60

Сумська 2004 273.70 888.80 1261.70
2005 416.60 1220.70 1244,00
2006 531.20 1639.80 1226.30
2007 683,00 2278.90 1211.40
2008 939.20 2914.50 1196.80
2009 1016.80 3003.80 1184,00
2010 1212.40 3626.30 1172.30

Тернопiльська 2004 250.08 751.83 1126.60
2005 397.31 1069.07 1119.60
2006 517.95 1471.75 1112.10
2007 683.31 2023.87 1105.40
2008 947.02 2724.18 1098.60
2009 1065.10 3089.47 1093.30
2010 1265.02 3753.95 1088.90

Харкiвська 2004 552.62 2349.60 2866.70
2005 776.72 2908.75 2848.30
2006 990.34 4092.95 2829.10
2007 1433.45 5630.26 2812.10
2008 1998.75 6438.32 2795.90
2009 2272.41 7526.18 2782.40
2010 2668.65 8708.55 2769.10
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Область Рiк Видатки Дохiд Кiлькiсть
на освiту, бюджету, населення,
млн грн. млн грн. тис.

Херсонська 2004 282.10 790.50 1149.80
2005 424.40 1143.30 1138.10
2006 552.79 1595.50 1126.50
2007 724.10 2071.40 1117.10
2008 838.74 2466.90 1107.50
2009 1037.96 2907.88 1099.20
2010 1261.48 3493.94 1093.40

Хмельницька 2004 282.70 1045.90 1401.10
2005 537.10 1441.70 1388,00
2006 681.60 2001.40 1373.40
2007 911.40 2746.50 1361.40
2008 1251.70 3542.80 1350.30
2009 1377.20 3718.40 1341.40
2010 1638,00 4490.40 1334,00

Черкаська 2004 276.60 1067.60 1372.50
2005 382.10 1455.10 1357.10
2006 503.30 2331.70 1341.40
2007 694.70 2815.20 1328,00
2008 983.50 3918.33 1315.50
2009 1178.29 4600.50 1304.20
2010 1392.46 5713.85 1295.20

Чернiвецька 2004 210.40 706.20 914.60
2005 322.90 1007.90 911.50
2006 418,00 1531.20 908.20
2007 567,00 2032.70 906.30
2008 774.70 3160.40 904.50
2009 857.62 3443.89 904.10
2010 1038.55 4088.80 904.40

Чернiгiвська 2004 218.16 909,00 1206.80
2005 264.25 1057,00 1187.70
2006 330.25 1321,00 1168.40
2007 390.26 1501,00 1151.90
2008 560.78 1809,00 1135.90
2009 1012.58 2903.28 1121.30
2010 1178.62 3493.33 1109.70
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Область Рiк Видатки Дохiд Кiлькiсть
на освiту, бюджету, населення,
млн грн. млн грн. тис.

м. Севастополь 2004 81.56 377.30 378.4
2005 153.23 459.70 378.6
2006 227.30 681.90 379.1
2007 343.57 1030.70 379.2
2008 491.19 1534.97 379.5
2009 636.59 1929.07 380.1
2010 817.91 2555.98 380.5

Крим 2004 523.14 2146.12 2005.10
2005 791.51 2558.84 1994.20
2006 974.35 3408.50 1983.90
2007 1293.91 5116.84 1977.10
2008 1770.29 6056.91 1971.10
2009 2021.12 7091.66 1967.30
2010 2491.50 8532.55 1965.30
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ДОДАТОК 2

Область Рiк Кiлькiсть учнiв Кiлькiсть студентiв
загальноосвiтнiх у вищих навчальних закладах

навчальних закладiв, усiх рiвнiв акредитацiї,
у тис. у тис.

на 10 тис. населення на 10 тис. населення
Львiвська 2004 1296 594

2005 1275 615
2006 1221 641
2007 1161 647
2008 1111 656
2009 1080 638
2010 1034 617

Вiнницька 2004 1219 321
2005 1206 338
2006 1156 344
2007 1101 353
2008 1050 336
2009 1026 312
2010 971 308

Волинська 2004 1424 327
2005 1413 334
2006 1370 342
2007 1324 357
2008 1277 347
2009 1251 335
2010 1214 324

Днiпро- 2004 1108 543
петровська 2005 1096 548

2006 1038 563
2007 990 569
2008 946 559
2009 928 527
2010 889 511
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Область Рiк Кiлькiсть учнiв Кiлькiсть студентiв
загальноосвiтнiх у вищих навчальних

навчальних закладiв закладах
Донецька 2004 969 467

2005 936 470
2006 885 475
2007 842 473
2008 800 450
2009 789 416
2010 759 387

Житомирська 2004 1343 370
2005 1300 386
2006 1254 394
2007 1204 382
2008 1153 366
2009 1115 351
2010 1066 344

Закарпатська 2004 1472 209
2005 1459 217
2006 1415 228
2007 1371 234
2008 1322 225
2009 1282 229
2010 1250 228

Запорiзька 2004 1103 531
2005 1094 550
2006 1040 561
2007 987 621
2008 942 613
2009 918 592
2010 878 570

Iвано-Франкiвська 2004 1401 411
2005 1375 435
2006 1326 447
2007 1269 443
2008 1211 442
2009 1172 408
2010 1121 397
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Область Рiк Кiлькiсть учнiв Кiлькiсть студентiв
загальноосвiтнiх у вищих навчальних

навчальних закладiв закладах
Київська 2004 1251 224

2005 1217 228
2006 1164 233
2007 1107 238
2008 1059 240
2009 1046 229
2010 997 234

Кiровоградська 2004 1189 304
2005 1170 311
2006 1122 312
2007 1067 317
2008 1014 313
2009 990 293
2010 933 279

Луганська 2004 1002 450
2005 970 475
2006 908 508
2007 861 505
2008 818 502
2009 804 472
2010 763 456

Миколаївська 2004 1234 349
2005 1209 360
2006 1150 370
2007 1093 378
2008 1039 367
2009 1009 370
2010 963 463

Одеська 2004 1192 589
2005 1179 601
2006 1130 614
2007 1078 627
2008 1038 630
2009 1017 598
2010 985 596
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Область Рiк Кiлькiсть учнiв Кiлькiсть студентiв
загальноосвiтнiх у вищих навчальних

навчальних закладiв закладах
Полтавська 2004 1170 451

2005 1148 470
2006 1092 499
2007 1038 494
2008 980 488
2009 951 456
2010 898 434

Рiвненська 2004 1495 448
2005 1478 466
2006 1438 485
2007 1393 501
2008 1344 489
2009 1309 458
2010 1275 433

Сумська 2004 1097 521
2005 1060 537
2006 1008 542
2007 955 518
2008 911 500
2009 889 465
2010 837 441

Тернопiльська 2004 1340 625
2005 1302 602
2006 1252 580
2007 1213 568
2008 1160 578
2009 1120 538
2010 1064 504

Харкiвська 2004 1136 998
2005 1006 1012
2006 955 1022
2007 911 1043
2008 866 1018
2009 846 966
2010 805 923
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Область Рiк Кiлькiсть учнiв Кiлькiсть студентiв
загальноосвiтнiх у вищих навчальних

навчальних закладiв закладах
Херсонська 2004 1276 388

2005 1267 397
2006 1208 403
2007 1146 390
2008 1088 381
2009 1057 361
2010 1012 352

Хмельницька 2004 1369 349
2005 1286 366
2006 1237 386
2007 1184 409
2008 1131 409
2009 1085 393
2010 1032 380

Черкаська 2004 1201 414
2005 1176 426
2006 1118 437
2007 1061 452
2008 1003 444
2009 969 421
2010 908 405

Чернiвецька 2004 1347 436
2005 1329 433
2006 1282 437
2007 1227 425
2008 1177 430
2009 1153 419
2010 1104 412

Чернiгiвська 2004 1130 368
2005 1102 360
2006 1049 352
2007 1003 334
2008 961 321
2009 931 306
2010 880 291
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Область Рiк Кiлькiсть учнiв Кiлькiсть студентiв
загальноосвiтнiх у вищих навчальних

навчальних закладiв закладах
м. Севастополь 2004 954 529

2005 938 537
2006 881 520
2007 833 518
2008 810 523
2009 810 496
2010 810 465

Крим 2004 1140 306
2005 1123 325
2006 1060 355
2007 1006 360
2008 955 344
2009 941 307
2010 903 282
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