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Вступ

Операцiя — це система керованих дiй, якi об’єднанi єдиним
задумом i спрямованi на досягнення визначеної цiлi. Наприклад,
треба органiзувати побудову аеропорту i зазначити порядок ви-
конання робiт у часi i розподiлити необхiднi ресурси мiж видами
робiт так, щоб закiнчити будiвництво об’єкта в заданий час i з
найменшою вартiстю.

Дослiдження операцiй — це комплексна математична дисци-
плiна, яка займається побудовою, аналiзом i застосуванням мате-
матичних моделей прийняття оптимальних рiшень при проведенi
операцiї.

Набiр параметрiв керування (змiнних) при проведенi опера-
цiї називається розв’язком. Розв’язок, який задовольняє набiр
деяких умов, називається допустимим. Допустимий розв’язок,
який за деяких визначених ознак має перевагу над iншими або
принаймнi не гiрший за них, називається оптимальним. Ознака
переваги є критерiєм оптимальностi. Критерiй оптимальностi —
це цiльова функцiя i напрям оптимiзацiї або набiр цiльових фун-
кцiй i вiдповiдних напрямiв оптимiзацiї. Цiльова функцiя визна-
чає ефективнiсть розв’язкiв, а напрям оптимiзацiї — це максимум
(мiнiмум), якщо найлiпшим є найбiльше (найменше) значення
цiльової функцiї. Наприклад, критерiєм може бути максимiзацiя
прибутку або мiнiмiзацiя вартостi.

Математична модель дослiдження операцiй складається: з
опису параметрiв керування (змiнних), якi потрiбно знайти, опи-
су критерiю оптимальностi й опису множини допустимих розв’яз-
кiв. Задачi дослiдження операцiй класифiкують залежно вiд па-
раметрiв задачi вiд часу: статичнi задачi (прийняття рiшення
вiдбувається за умов, коли всi параметри задач наперед вiдомi i
не змiнюються з часом) та динамiчнi задачi (в процесi прийня-
ття рiшення параметри задачi змiнюються з часом i процедура
прийняття рiшення виконується кроками та може бути подана
дискретним або неперервним процесом). Класифiкують задачi
дослiдження операцiй також за достовiрнiстю iнформацiї (детер-
мiнованi та недетермiнованi задачi) i за критерiєм оптимальностi
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(критерiї оптимальностi можуть мати довiльний вигляд, зокре-
ма неформалiзований). Найпоширенiший (формалiзований) кри-
терiй оптимальностi у виглядi оптимiзацiї (максимiзацiї або мi-
нiмiзацiї) однiєї або декiлькох скалярних цiльових функцiй. До
однокретирiйних задач оптимiзацiї — оптимiзацiї скалярної фун-
кцiї на заданiй множинi допустимих числових розв’язкiв (задач
математичного програмування) зачисляють наприклад, задачу
лiнiйного програмування, задачу цiлочислового програмування,
задачу булевого програмування, задачу динамiчного програму-
вання та iн. У задачах дослiдження операцiй в бiльшостi випад-
кiв наявний не один, а декiлька критерiїв оцiнки. Такi задачi
називають багатокритерiйними.

Для написання текстiв лекцiй використали пiдручники [4,9,10],
в яких розглянуто теми, якi мало або зовсiм не вiдображенi в ди-
сциплiнi "Методи оптимiзацiї та варiацiйне числення" , яку чи-
тають на механiко-математичному факультетi, а саме: двоїстий
симплекс-метод, задача лiнiйного програмування з двостороннi-
ми обмеженнями, задача цiлочислового програмування, метод
динамiчного програмування i мережевi задачi.



Роздiл 1

Задача лiнiйного
програмування — LP

Задачею лiнiйного програмування — LP називається задача мак-
симiзацiї (або мiнiмiзацiї) афiнної функцiї при лiнiйних обмежен-
нях: рiвностях i (або) нерiвностях, тобто оптимiзацiя афiнної
функцiї на полiедрi

max c ·x + d,

за умов Gx 6 q,

Ax = b, x ∈ Rn,

(1.1)

де G ∈ Rk×n, A ∈ Rm×n, c ∈ Rn, q ∈ Rk, b ∈ Rm, d ∈ R.
Отож, LP — задача максимiзацiї афiнної функцiї c ·x+d (або

еквiвалентно, лiнiйної функцiї c ·x) на полiедрi P = {x ∈ Rn :
Gx 6 q, Ax = b}.

Прийнято декiлька форм запису (LP), кожна з яких зручна,
коли розглядають певну задачу. Задача (1.1) — LP в загальнiй
формi. Канонiчна форма LP, коли обмеження-нерiвностi мають
лише вигляд x > 0, тобто

max c ·x,

за умов Ax = b,

x > 0.

(1.2)

7
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Стандартна форма LP, коли немає обмеження-рiвностi

max c ·x,

за умов Ax 6 b.
(1.3)

Задачу LP у загальнiй формi можна записати або в канонiчнiй
формi, або в стандартнiй формi. Отож, задача LP набуде кано-
нiчної форми, якщо введемо додатковi змiннi si i зробимо замiну
змiнних x = x+ − x−, x+, x− > 0. Тодi задача набуде вигляду

max c ·x+ − c ·x− + d,

за умов Gx+ −Gx− + s = q,

Ax+ −Ax− = b,

x+ > 0, x− > 0, s > 0.

(1.4)

Задача лiнiйного програмування в канонiчнiй формi зi змiнними
x+, x− та s.

Багато важливих задач економiки та органiзацiї виробництва
можуть бути зведенi до задачi лiнiйного програмування без втра-
ти загальностi.

Приклад 1.1. Задача про дiєту. Iсторично цю задачу лiнiйно-
го програмування розглянули одну з перших. Її сформулювали
та розв’язали в цiнах 1944 р. Зокрема, для оплати вiдповiдної
дiєти треба приблизно 60 доларiв на рiк, якщо ця дiєта вiдпо-
вiдає смакам тих рiдкiсних споживачiв, якi можуть отримувати
задоволення вiд одноманiтної їжi.

Задача лiнiйного програмування, яка нагадує задачу про дiє-
ту, виникає в нафтовiй промисловостi, наприклад, пiд час розра-
хунку найдешевшого способу змiшування деяких сортiв i кiлькос-
тi бензину для отримання декiлькох видiв палива. Кожний вид
палива повинен мати визначену кiлькiсть властивостей.

Нехай є n продуктiв споживання i m корисних елементiв. Вi-
домi такi параметри:

• aij — вмiст i-го елемента в одиницi j-го продукту;

• cj — цiна за одиницю j-го продукту;
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• bj — потреба споживача в i-му елементi.

Позначимо через xj споживання j-го продукту споживачем. Тодi
задача про дiєту набуде вигляду

min c ·x,

за умов Ax > b, x > 0. N

Приклад 1.2. Модель аналiзу технологiчних процесiв. Не-
хай в економiчнiй системi є n чинникiв виробництва i m — техноло-
гiчних процесiв. Нехай aij — кiлькiсть i-го чинника, яка потрiбна
для функцiонування з одиничною iнтенсивнiстю j-го технологiч-
ного процесу. Iнтенсивнiсть процесу може визначатися кiлькiстю
фiрм, якi використовують цей процес, i рiвнем затрат трудових
ресурсiв, якi розглядають як екзогенний чинник.

Нехай bi — наявна кiлькiсть i-го чинника, cj — цiна продукцiї,
яку отримують внаслiдок використання j-го процесу з одинич-
ною iнтенсивнiстю, xj — шукана iнтенсивнiсть j-го процесу.

Отже, задача знаходження вектора iнтенсивностей x > 0
за наявних початкових запасiв факторiв виробництва b шляхом
максимiзацiї загальної вартостi виробленої продукцiї набуде виг-
ляду

max c ·x,

за умов Ax 6 b, x > 0. N

1.1 Фундаментальнi теореми
лiнiйного програмування

Опуклий полiедр

Означення 1.1. Непорожня множина P ⊆ Rn називається опук-
лим полiедром, якщо P — перетин скiнченної кiлькостi замкне-
них пiвпросторiв, тобто

P = {x ∈ Rn : aj ·x 6 αj , (j = 1, . . . ,m)} =
m⋂

j=1

H−aj ,αj
,
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де {aj}m
j=1 — заданi вектори з Rn, {αj}m

j=1 — заданi числа.

Полiедир P називається (опуклим) полiтопом, якщо P —
обмежена множина.

Наступна теорема є фундаментальною теоремою теорiї опук-
лих полiедрiв, вона визначає зображення опуклого полiедра в
термiнах вершин i напрямiв.

Теорема 1.1. (Мiнковського-Вейля). Непорожня множина
P ⊆ Rn є опуклим полiедром тодi i лише тодi, коли iснують
вектори {vi}k

i=1 i {dj}l
j=1 такi, що

P = conv{v1, . . . , vk}+ cone{d1, . . . , dl}

=
{ k∑

i=1

λivi +
l∑

j=1

µjdj :
k∑

i=1

λi = 1, λi > 0, µj > 0
}

.
(1.5)

Наступна афiнна версiя леми Фаркаша за змiстом еквiвален-
тна теоремi сильної двоїстостi лiнiйного програмування.

Лема 1.1. (Лема Фаркаша, афiнна версiя). Нехай {aj}m
j=1,

ajRn, {αj}m
j=1, αj ∈ R, — заданi вектори i числа. Припустимо,

що лiнiйнi нерiвностi

aj ·x 6 αj (j = 1, . . . , m)

сумiснi. Тодi такi твердження еквiвалентнi:

(i) [aj ·x 6 αj (j = 1, . . . ,m) ] =⇒ [c ·x 6 γ],

(ii) ∃(y1, . . . , ym) > 0 таке, що
m∑

i=1

aiyi = c,

m∑

i=1

yiαi 6 γ.

Фундаментальнi теореми LP

Розглянемо задачу лiнiйного програмування

(P) : max c ·x,

за умов aj ·x 6 bj (j = 1, . . . , m),
x ∈ Rn,

(1.6)

до якої можна звести будь-яку iншу задачу LP.
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Лема 1.2. Нехай допустима множина P задачi (1.6) непорож-
ня. Задача (1.6) має розв’язок тодi i лише тодi, коли цiльова
функцiя c ·x обмежена зверху на P.
Доведення. Нехай цiльова функцiя обмежена зверху сталою M <
∞ на допустимiй множинi P = {x ∈ Rn : aj ·x 6 bj (j =
1, . . . , m)}. За теоремою 1.1 P має зображення

P = conv{v1, . . . , vk}+ cone{d1, . . . , dl}.
Оскiльки v1 + tdj ∈ P для всiх t > 0, то отримаємо c ·(v1 + tdj) 6
M. Звiдси при t →∞ одержимо c · dj 6 0 для j = 1, . . . , l. Тепер
супремум цiльової функцiї на P дорiвнює

sup
{ k∑

i=1

λi(c · vi) +
l∑

j=1

δj(c · dj) : λ ∈ Pm−1, δj > 0 (j = 1, . . . , l)
}

= sup
{ k∑

i=1

λi(c · vi) : λ ∈ Pm−1
}

= max{c · vi : (i = 1, . . . , m)},

де Pm−1 — стандартний ймовiрнiсний симплекс в Rm. Ми показа-
ли, що супремум цiльової функцiї можна досягнути i досягнути
в деякiй екстремальнiй точцi vi.

Наступна теорема про iснування розв’язку в двоїстiй теорiї
задачi лiнiйного програмування.

Теорема 1.2. Нехай задача (1.6) має розв’язок. Допустима точ-
ка x∗ є розв’язком (1.6) тодi i лише тодi, коли iснують множ-
ники {λ∗j}m

j=1 такi, що
m∑

j=1

λ∗jaj = c, λ∗j > 0, i b ·λ∗ = c ·x∗. (1.7)

Доведення. Нехай x∗ i λ∗ задовольняють (1.7). Якщо x допусти-
ма точка, то

c ·x =
( m∑

j=1

λ∗jaj

)
·x =

m∑

j=1

λ∗j (aj ·x) 6
m∑

j=1

λ∗jbj = c ·x∗,
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тобто x∗ є розв’язком (1.6).
Навпаки, нехай x∗ — розв’язок (1.6). Оскiльки кожна допус-

тима точка x задовольняє умову c ·x 6 c ·x∗, тобто

aj ·x 6 bj (j = 1, . . . , m) =⇒ c ·x 6 c ·x∗,

то за лемою Фаркаша 1.1 iснують невiд’ємнi {λ∗j}m
j=1 такi, що

m∑
j=1

λ∗jaj = c i b ·λ∗ 6 c ·x∗. Зокрема,

c ·x∗ − b ·λ∗ =
m∑

j=1

λ∗j (aj ·x∗)− b ·λ∗ =
m∑

j=1

λ∗j (aj ·x∗ − bj) 6 0,

оскiльки λ∗ > 0 i aj ·x∗ 6 bj . Звiдси отримаємо c ·x∗ 6 b ·λ∗, i
отже, c ·x∗ = b ·λ∗.
Зауваження 1.1. Множники {λ∗j}m

1 "засвiдчують оптимальнiсть"
для x∗: щоб переконатися, що допустима точка x∗ справдi є опти-
мальним розв’язком (1.6), потрiбно перевiрити, що точка x∗ є
допустимою для задачi i λ∗ задовольняє (1.7).

Наслiдок 1.3. Нехай задача (1.6) має розв’язок. Допустима
точка x∗ є розв’язком (1.6) тодi i лише тодi, коли iснують
множники {λ∗j}m

1 такi, що справджуються умови

m∑

j=1

λ∗jaj = c, λ∗j > 0 (j = 1, . . . , m),

i умови доповняльностi: для кожного j=1,. . . ,m,

або λ∗j = 0, або aj ·x∗ = bj . (1.8)

Це випливає з теореми, оскiльки c ·x∗ = b ·λ∗, що еквiвалент-
но

b ·λ∗ − c ·x∗ =
m∑

j=1

λ∗j (aj ·x∗ − bj) = 0,

позаяк λ∗j > 0 i aj ·x∗ − bj 6 0, тому одержуємо (1.8).
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Умови доповняльностi ще називають умовами доповняльної
нежорсткостi.

Умова оптимальностi

c ·x 6 c ·x∗ = b ·λ∗ для всiх x ∈ P,

призводить до розгляду двоїстої задачi лiнiйного програмування

(D) : min b ·λ,

за умов
m∑

j=1

λjaj = c,

λj > 0 (j = 1, . . . ,m).

(1.9)

Стосовно пари задач (1.6) i (1.9) отримали такий фундаменталь-
ний результат.

Теорема 1.4. (Теорема слабкої двоїстостi LP). Якщо x —
допустимий розв’язок (1.6) i λ — допустимий розв’язок (1.9),
то

c ·x 6 b ·λ.

Доведення. Оскiльки λj > 0 i aj ·x 6 bj , то

b ·λ− c ·x = b ·λ−
m∑

j=1

λj(aj ·x) =
m∑

j=1

λj(bj − (aj ·x)) > 0.

Вираз
b ·λ− c ·x

називається двоїстим надлишком. Теорема слабкої двоїстостi стверд-
жує таке: якщо x i λ допустимi, то двоїстий надлишок невiд’єм-
ний.

Теорема 1.5. (Теорема сильної двоїстостi LP). Якщо за-
дача (1.6) має оптимальний розв’язок x∗, тодi (1.9) також має
оптимальний розв’язок λ∗ i оптимальне значення цих задач
однакове, тобто

c ·x∗ = b ·λ∗.
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Доведення теореми випливає з теореми 1.2.
Задачi лiнiйного програмування (P) i (D) можна записати в

компактнiй формi, використавши матрицi. Позначимо через A
— m × n матрицю з рядками aT

i , тобто AT = [a1, . . . , am]. Тодi
отримаємо

(P) : max c ·x, (D) : min b ·λ,

за умов Ax 6 b, за умов AT λ = c,

x ∈ Rn, λ > 0.

Правило двоїстостi в лiнiйному програмуваннi

Пряма задача (LP) Двоїста задача (LP)
Максимiзацiя Мiнiмiзацiя
i-те обмеження: 6 i-та змiнна: > 0
i-те обмеження: = i-та змiнна: без обмеження
i-те обмеження: > i-та змiнна: 6 0
j-та змiнна: > 0 j-те обмеження: >
j-та змiнна: без обмеження j-те обмеження: =
j-та змiнна: 6 0 j-те обмеження: 6

Якщо в задачi на максимум обмеження набувають вигляду 6 i
незалежнi змiнi невiд’ємнi, то в двоїстiй задачi на мiнiмум обме-
ження набувають вигляду > i незалежнi змiннi є невiд’ємними,
тобто пара двоїстих задач набуде вигляду

(P) : max c ·x, (D) : min b ·λ,

за умов Ax 6 b, за умов AT λ > c,

x > 0, λ > 0,

де A — m × n матриця, c, x ∈ Rn i b, λ ∈ Rm. Наведена пара
двоїстих задач лiнiйного програмування є в симетричнiй формi.
Використовуючи наведене правило, можна показати, що насту-
пнi задачi LP є також парою двоїстих задач

(P) : min c ·x, (D) : max b ·λ,

за умов Ax = b, за умов AT λ 6 c

x > 0, λ ∈ Rm.
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Кажуть, що така пара двоїстих задач записана в стандартнiй
формi. Симплекс-метод застосовують до задачi лiнiйного програ-
мування (P) в канонiчнiй формi. Якщо задача лiнiйного програ-
мування не є записана в канонiчнiй формi, то введенням слабких
змiнних можна цю задачу звести до канонiчної форми.

Наслiдок 1.6. (Умови доповняльностi). Нехай x∗ i λ∗ —
допустимi розв’язки пари двоїстих задач у симетричнiй формi.
Для того, щоб x∗ i λ∗ були оптимальними розв’язками, необхi-
дно i достатньо, щоб справджувалися рiвностi

(i) x∗j
( m∑

i=1

aijλ
∗
i − cj

)
= 0, j = 1, . . . , n,

(ii) λ∗i
(
bi −

n∑

j=1

aijx
∗
j

)
= 0, i = 1, . . . , m.

(1.10)

Приклад 1.3. 1. Розглянемо LP

(P) : max 4x1 + x2 + 5x3 + 3x4,

за умов x1 − x2 − x3 + 3x4 6 1,

5x1 + x2 + 3x3 + 8x4 > 15,

− x1 + 2x2 + 3x3 − 5x4 = 3,

x1 > 0, x2 − вiльне, x3 > 0, x4 6 0.

Тодi двоїста задача набуде вигляду

(D) : min λ1 + 15λ2 + 3λ3,

за умов λ1 + 5λ2 − λ3 > 4,

− λ1 + λ2 + 2λ3 = 1,

− λ1 + 3λ2 + 3λ3 > 5,

3λ1 + 8λ2 − 5λ3 6 3,

λ1 > 0, λ2 6 0, λ3 − вiльне.
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2. Розглянемо LP

(P) : min 3x1 − 6x2 − x3 + 2x4,

за умов 2x1 − 16x2 + 12x3 + 0x4 > 12,

5x1 + 5x2 + 0x3 − 13x4 6 23,

− 4x1 − 3x2 − x3 − 7x4 = 28,

x1 > 0, x2, x3 − вiльнi, x4 > 0.

Тодi двоїста задача набуде вигляду

(D) : max 12λ1 − 23λ2 + 28λ3,

за умов 2λ1 − 5λ2 − 4λ3 6 3,

−16λ1 − 5λ2 − 3λ3 = −6,

12λ1 + 0λ2 − λ3 = −1,

0λ1 + 13λ2 − 7λ3 6 2,

λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 − вiльне.

N

1.2 Базиснi розв’язки

Розглянемо систему рiвнянь

Ax = b, (1.11)

де x ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm i b > 0. Нехай rankA = rank (A|b) =
m i, необмежуючи загальностi, припустимо, що першi m стовпцiв
матрицi A лiнiйно незалежнi. Позначимо m ×m матрицю скла-
дену з цих стовпцiв через B. Матриця B невироджена i система
BxB = b має єдиний розв’язок xB. Приймемо

x = (xB, 0). (1.12)

Тодi x є розв’язком системи Ax = b.



1.2. Базиснi розв’язки 17

Компоненти x, якi вiдповiдають стовпцям B, називаються ба-
зисними змiнними, а розв’язок системи (1.11), який набув вигля-
ду (1.12), називається базисним розв’язком. Якщо одна або бiль-
ше базисних змiнних у базисному розв’язку набуває значення
нуль, то розв’язок називається виродженим базисним розв’яз-
ком.

Припустимо, що m × n матриця A, m < n, має m лiнiйно
незалежних рядкiв.

Розглянемо систему обмежень

Ax = b,

x > 0,
(1.13)

яка зображає обмеження задачi LP в канонiчнiй формi.

Означення 1.2. Вектор x, який задовольняє (1.13), називає-
ться допустимим розв’язком обмеження. Допустимий розв’язок
обмеження (1.13), який є базисним, називається базисним допу-
стимим розв’язком; якщо допустимий розв’язок є виродженим
базисним розв’язком, то його називають виродженим базисним
розв’язком.

Тепер розглянемо задачу LP в канонiчнiй формi

min c ·x,

за умов Ax = b,

x > 0.

(1.14)

Допустимий розв’язок обмеження, який надає мiнiмального зна-
чення цiльовiй функцiї, називається оптимальним допустимим
розв’язком. Якщо такий розв’язок базисний, то вiн називається
оптимальним базисним допустимим розв’язком.

Теорема 1.7. Нехай в задачi (1.14) rank A = m. Тодi:
(i) якщо iснує допустимий розв’язок, то iснує базисний допус-

тимий розв’язок;
(ii) якщо iснує оптимальний допустимий розв’язок, то iснує

оптимальний базисний розв’язок.
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Теорема 1.8. Нехай A ∈ Rm×n i rankA = m, b ∈ Rm. Вектор
x — екстремальна точка для K = {x ∈ Rn : Ax = b, x > 0} —
опуклого полiедра тодi i лише тодi, коли x — базисний допусти-
мий розв’язок системи (1.13).

За теоремою 1.7 розв’язок задачi LP потрiбно шукати серед
базисних допустимих розв’язкiв. Оскiльки в задачi n змiнних i
m обмежень, то найбiльше

(
n
m

)
=

n!
m!(n−m)!

базисних розв’язкiв. Отже, (за теоремою 1.8) для пошуку розв’яз-
ку задачi (1.14) достатньо перебрати лише екстремальнi точки
допустимої множини, кiлькiсть яких скiнченна. Екстремальна
точка в якiй цiльова функцiя c ·x набуває найменшого значен-
ня, буде одним iз розв’язкiв задачi (якщо задача має розв’язок).
Одним iз алгоритмiв рацiонального перебору, тобто перебору, за
якого значення цiльової функцiї зменшується при переходi вiд
однiєї екстремальної точки до iншої, є симплекс-метод.

Iснування i скiнченна кiлькiсть екстремальних точок це час-
тковий прояв загальних основ опуклого аналiзу. Насправдi, за-
мкнена опукла множина має екстремальнi точки тодi i лише тодi,
коли вона не мiстить прямих. Позаяк множина вигляду (1.13)
має таку властивiсть, оскiльки є пiдмножиною в Rn

+. Кожний
полiедр P 6= ∅ має скiнченну кiлькiсть екстремальних точок.

Приклад 1.4. 1. Розглянемо задачу LP

min − x1 − 2x2,

за умов − 2x1 + x2 + x3 = 2,

− x1 + x2 + x4 = 3,

x1 + x5 = 3,

xi > 0, i = 1, . . . , 5.

Наприклад, базиснi змiннi {x2, x3, x5}, а базисний розв’язок x =
(0, 3,−1, 0, 3) вiдповiдає недопустимiй екстремальнiй точцi; базис



1.3. LP i симплекс-метод 19

{x3, x4, x5}, a допустимий базисний розв’язок x = (0, 0, 2, 3, 3);
базис {x1, x2, x3}, a оптимальний допустимий базисний розв’язок
x = (3, 6, 2, 0, 0).

2. Розглянемо обмеження

Ax =




2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1







x1

x2

x3

x4


 =




6
13
12


 = b, x > 0.

Базисна матриця

B =




2 1 0
3 0 1
4 0 0


 ,

а вироджений базисний допустимий розв’язок (3, 0, 4, 0). N

1.3 LP i симплекс-метод

Оскiльки задачу лiнiйного програмування i пошук оптимального
розв’язку симплекс-методом вивчають у загальному курсi "Ме-
тоди оптимiзацiї i варiацiйне числення" , тому придiлимо увагу
лише тим темам, якi не вивчаються або вивчають недостатньо.
Насамперед розглянемо LP з двостороннiми обмеженнями. Для
розгляду симплекс-методу її розв’язання, нагадаємо деякi озна-
чення.

Нехай задано LP:

max W (x) =
n∑

j=1

cjxj ,

за умов
n∑

j=1

aijxj 6 bi, i = 1, . . . , m,

xj > 0, j = 1, . . . , n.

(1.15)

Задача (1.15) записана в канонiчнiй формi, якщо обмеження∑n
j=1 aijxj = bi, i = 1, . . . , m, набули вигляду рiвностей. Задачу
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(1.15) завжди можна записати в канонiчнiй формi, увiвши слабкi
змiннi xn+i, i = 1, . . . , m, i перетворивши обмеження-нерiвностi
в рiвностi. Звiдси отримаємо задачу LP

max W (x) =
n∑

j=1

cjxj ,

за умов
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1, . . . , m,

xj > 0, j = 1, . . . , n + m.

(1.16)

Будемо говорити, що задача (1.16) має дiагональну форму сто-
совно змiнних xn+1, . . . , xn+m.

Розглянемо LP в канонiчнiй формi

max W (x) =
n∑

j=1

cjxj ,

за умов
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . , m,

xj > 0, j = 1, . . . , n.

(1.17)

Для розв’язку цiєї задачi приймемо I(x) = {i : xi 6= 0}. Якщо x
— допустимий розв’язок задачi (1.17), то компоненти xi, i ∈ I(x),
додатнi, а решта компонент дорiвнює нулю.

Означення 1.3. Розв’язок x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n), який задовольняє

обмеження-нерiвностi задачi (1.17), називається базисним, якщо
система стовпцiв {Aj : j ∈ I(x∗)} матрицi A = (aij) лiнiйно
незалежна.

Легко бачити, що ненульовий базисний розв’язок x∗ — єдиний
розв’язок системи рiвнянь

∑

j∈I(x∗)

xjAj = b, xi = 0, i 6∈ I(x∗).
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Кiлькiсть базисних розв’язкiв скiнчена. Надалi для базисних до-
пустимих розв’язкiв будемо використовувати позначення БДР.

Нехай X — множина всiх допустимих розв’язкiв задачi (1.15).
X — полiедр в Rn. Обмежений полiедр — полiтоп.

Розв’язок x∗ ∈ X є БДР тодi i лише тодi, коли x∗ — екстре-
мальна (крайня) точка множини X.

Означення 1.4. Базисом називається система B = {Aj : j ∈
I}, яка складається з m лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi
A. У цьому разi I будемо називати множиною базисних номерiв
(МБН).

Очевидно, що B є базисом в Rm у звичайному алгебричному
розумiннi. Нехай x∗ — базисний розв’язок. Кiлькiсть елементiв
|I(x∗)| множини I(x∗) не бiльше за m. Якщо |I(x∗)| = m, то
розв’язок x∗ невироджений, а в iншому випадку (|I(x∗)| < m) —
вироджений. Невиродженому базисному розв’язку x∗ вiдповiдає
єдиний базис B = {Aj : j ∈ I(x∗)}. Для виродженого базисного
розв’язку лiнiйно незалежну систему стовпцiв {Aj : j ∈ I(x∗)}
можна доповнити до базису B = {Aj : j ∈ I}, I(x∗) ⊂ I. Для
виродженого базисного розв’язку зазвичай вiдповiдає декiлька
базисiв.

Припустимо, що bi > 0, i = 1, . . . , m. Якщо задача LP у дiа-
гональнiй формi (1.15), то розв’язок x(1) вигляду

x(1) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n раз

, b1, . . . , bm) (1.18)

— базисний.
Симплекс-метод [4,5] застосовують для пошуку оптимально-

го розв’язку LP. Вiн також дає змогу визначити сумiснiсть обме-
жень задачi, а також чи є обмежена зверху цiльова функцiя на
множинi допустимих розв’язкiв.

Оскiльки серед розв’язкiв LP є екстремальнi точки допусти-
мої множини, кiлькiсть яких скiнченна, то головна iдея симплекс
методу — рацiональний перебiр крайнiх точок — у випадку зада-
чi на максимум, значення цiльової функцiї зростає при переходi
вiд однiєї екстремальної точки до iншої.
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Зауважимо, що для задачi LP в дiагональнiй формi (1.16)
розв’язок x(1) вигляду (1.18) — базисний з МБН I(1) = {n +
1, . . . , n + m}.

Означення 1.5. Розв’язок x∗, який задовольняє обмеження-
рiвностi задачi (1.16), називається реберним, якщо або |I(x∗)| = r
(випадок базисного розв’язку), або |I(x∗)| = r + 1, де r — ранг
системи стовпцiв {Aj : j ∈ I(x∗)}.

Приклад 1.5. Для обмеження

x1 + x3 = 1, x2 + x4 = 1, xi > 0, i = 1, 2, 3, 4,

точки (1, x2, 0, x4), де x2 +x4 = 1, x2, x4 > 0, — ребернi розв’язки.
N

Симплекс-метод застосований до двоїстої задачi називають
двоїстим. Його особливiсть виявляється в тому, що перетворе-
ння виконують з симплекс-таблицею прямої задачi.

Розглянемо задачу LP в дiагональнiй формi (1.16). Двоїсту
задачу до неї можна записати у формi рiвностей

min Z =
m∑

i=1

biyi,

за умов
m∑

i=1

aijyi − ym+j = cj , j = 1, . . . , n,

yi > 0, i = 1, . . . , m + n.

(1.19)

Мiж змiнними задач (1.16) i (1.19) є таке взаємно однозначне
спiввiдношення

x1 . . . xn xn+1 . . . xn+m

ym+1 . . . ym+n y1 . . . yn
.

Початкова симплекс-таблиця з початковим БДР (1.18) i МБН
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I(1) = {n + 1, . . . , n + m} набула вигляду

W −c1 . . . −cn 0 . . . 0 0
xn+1 a11 . . . a1n 1 . . . 0 b1

...
...

xn+m am1 . . . amn 0 . . . 1 bm

·

Для застосування двоїстого симплекс-методу необхiдно, щоб її
нульовий рядок мiстив невiд’ємнi елементи, тобто −cj > 0, j =
1, . . . , n. Така симплекс-таблиця називається двоїсто допусти-
мою. У цьому випадку

y(1) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
mраз

,−c1, . . . ,−cn)

— допустимий розв’язок задачi (1.19). Для розв’язку y(1) множи-
на J (1) = {m+1, . . . , n+m} є МБН. Базисним змiнним ym+1, . . . ,
ym+n задачi (1.19) вiдповiдають змiннi x1, . . . , xn задачi (1.16).
Решта змiнних xn+1, . . . , xn+m є базисними змiнними розв’язку
x(1) вигляду (1.18) прямої задачi. Отож, МБН розв’язкiв x(1) i
y(1) взаємно доповнюють один одного. Цi властивостi зберiгаю-
ться i на наступних кроках алгоритму. Алгоритм зупиняє робо-
ту на k-му кроцi, коли в поточнiй симплекс-таблицi виконується
одна з таких умов:

1) b′i > 0, i = 1, . . . , m; тодi поточнi базиснi розв’язки x(k) i y(k)

оптимальнi в задачах (1.16) i (1.19);

2) в опорному l-му рядку всi елементи a′ij невiд’ємнi; у цьому
випадку цiльова функцiя задачi (1.19) не обмежена знизу.

Приклад 1.6. Розглянемо задачу LP

min W =2x1 + x2,

за умов x1 − 2x2 6 2, 3x1 − x2 > 1, x1, x2 > 0.

Зведемо задачу до вигляду (1.16)

max W = − 2x1 − x2,

за умов x1 − 2x2 + x3 = 2, −3x1 + x2 + x4 = 1, x1, x2, x3, x4 > 0.
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Початкова симплекс-таблиця така:

W 2 1 0 0 0
x3 1 −2 1 0 2
x4 −3 1 0 1 −1

·

У цiй таблицi нульовий рядок невiд’ємний, тому y(1) = (0, 0, 2, 1)
— початковий базисний розв’язок. Опорний другий рядок i пер-
ший стовпець визначається однозначно. Пiсля перетворення таб-
лицi отримаємо

y3 y4 y1 y2

W 0 5/3 0 2/3 −2/3
x3 0 −5/3 1 1/3 5/3
x4 1 −1/3 0 −1/3 1/3

·

Оскiльки b′i > 0, i = 1, 2, то y(2) = (0, 2/3, 0, 5/3) — оптималь-
ний розв’язок задачi (1.19), x(2) = (1/3, 0, 5/3, 0) — оптимальний
розв’язок задачi (1.16), а x∗ = (1/3, 0) — оптимальний розв’язок
вихiдної задачi LP. Оскiльки в оптимальному розв’язку двоїстої
задачi y∗4 > 0, y∗2 > 0, то за властивiстю доповнювальної нежорс-
ткостi в кожному оптимальному розв’язку прямої задачi (1.16),
вiдповiдно, друга i четверта компоненти дорiвнюють нулю. Тому
знайдений розв’язок єдиний. N

Означення 1.6. Ненульовий вектор a ∈ Rs називається лек-
сикографiчно додатним (позначення: a Â 0), якщо перша йо-
го ненульова координата бiльша за нуль. Вектор a ∈ Rs нази-
вається лексикографiчно вiд’ємним (позначення: a ≺ 0), якщо
−a Â 0. Вектор a ∈ Rs лексикографiчно бiльший за вектор b ∈ Rs

(позначення: a Â b), якщо a− b Â 0.

Нехай a0j — j-та компонента нульового рядка симплекс-табли-
цi, а її стовпцi позначимо через

Aj = (aij , i = 0, . . . , m)T , j = 1, . . . , n + m.
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Означення 1.7. Симплекс-таблиця називається строго двоїсто
допустимою, якщо всi стовпцi Aj , j = 1, . . . , n+m, лексиграфiчно
додатнi.

Позначимо через lex max
16j6n

a(j) лексикографiчний максимум

векторiв a(j), j = 1, . . . , n.

Теорема 1.9. Нехай симплекс-таблиця строго двоїсто допус-
тима. Припустимо, що в двоїстому симплекс-алгоритмi опор-
ний l-й рядок вибирають довiльно з умови bl < 0, а опорний p-й
стовпець — iз рiвностi

lex max
j: aij<0

Aj

aij
=

Ap

alp
.

Якщо тут лексикографiчних стовпцiв декiлька, то серед них
будемо вибирати стовпець з найбiльшим номером. Тодi дво-
їстий симплекс-алгоритм збiгається за скiнченну кiлькiсть кро-
кiв, а в процесi iтерацiй останнiй стовпець симплекс-таблицi
лексикографiчно спадає.

Задачi

1.1 Задачу LP

minW = 7x1 + 6x2 + 5x3,

за умов 4x1 + x2 + 2x3 > 10,
3x1 + 8x2 + 6x3 > 18,

x1 + 2x2 + 6x3 > 15, x1, x2, x3 > 0,

сформулюйте як задачу на максимум i застосуйте двоїстий симп-
лекс-метод. Опорний рядок вибирайте з найменшим можливим
номером l = min{i : b′i < 0}, а опорний стовпець так, як це
показано в формулюваннi теореми 1.9.

Вiдповiдь. Оптимальний розв’язок x∗ = (4/3, 0, 7/3).
1.2 Двоїстим симплекс-методом розв’язати такi задачi LP:
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1)

minW = 2x1 + 3x2,

за умов 4x1 + x2 > 5,

3x1 + 4x2 > 1,

x1 + 3x2 > 4,

xj > 0, j = 1, 2;

2)

minW = 3x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4,

за умов 2x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4 > 1,

4x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 > 1,

xj > 0, j = 1, 2, 3, 4.

Вiдповiдь. 1)x∗ = (1, 1); 2) x∗ = (1/8, 1/4, 0, 0).
1.3 На заводi треба вирiшити, яку кiлькiсть x1 чистої сталi i

яку кiлькiсть x2 брухту потрiбно використати для виготовлення
(з вiдповiдного сплаву) виливка для одного з замовникiв. Нехай
виробничi витрати на 1 т сталi становить 3 у. о., а витрати на 1 т
брухту — 5 у. о. (останнє число бiльше попереднього, позаяк ви-
користання брухту пов’язане з його попереднiм очищенням). За-
мовлення передбачає постачання не менше 5 т виливка; у цьому
разi замовник готовий купити i велику кiлькiсть виливка, якщо
завод поставить перед ним таку умову. Вiдношення маси бру-
хту до маси чистої сталi в сплавi не повинно перевищувати 7/8.
Технологiчнi умови такi, що на процеси плавлення i виливан-
ня не може бути вiдведено бiльше нiж 18 год, зокрема на 1 т
сталi витрачається 3 год, а на 1 т брухту — 2 год. Мета заводу
— виконати замовлення з мiнiмальними виробничими витрата-
ми. Складiть задачу LP на максимум i розв’яжiть її двоїстим
симплекс-методом.

Вiдповiдь. x∗ = (5, 0).
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1.4 Аналiз чутливостi

Крiм наведених в п. 1.1 спiввiдношень двоїстостi, є також i iншi,
одним з яких є така теорема.

Теорема 1.10. Нехай x∗ = x∗(b) — оптимальний невиродже-
ний базисний розв’язок задачi (1.17), який вiдповiдає вектору b.
Тодi оптимальний розв’язок двоїстої задачi єдиний i його коор-
динати визначаються рiвностями

λ∗i =
∂(c ·x∗(b))

∂bi
, i = 1, . . . ,m. (1.20)

У термiнах виробничої задачi (див. приклад 1.2) рiвностi (1.20)
означають, що λ∗i — степiнь (мiра) чутливостi максимального
прибутку до змiни i-го чинника: якщо λ∗i > 0, то збiльшення об-
сягу i-го чинника призводить до збiльшення максимального при-
бутку i тим ефективнiше, чим бiльше λ∗i ; при λ∗ < 0 до збiльше-
ння максимального прибутку призводить зменшення обсягу i-го
чинника. Iз (1.20) отримаємо, що прирiст максимального значен-
ня цiльової функцiї дорiвнює

4Wmax = λ∗14b1 + · · ·+ λ∗m4bm. (1.21)

Зауважимо, що все наведене є правильним не при будь-яких змi-
нах чинникiв, а лише за деяких в околi заданого значення век-
тора b. Отож, для проведення аналiзу розв’язку LP треба знати
оптимальний двоїстий розв’язок.

Для базисного розв’язку (див. п.1.2) головне обмеження Ax =
b набуває вигляду BxB = b. Тому базисний розв’язок x мо-
жна побудувати за базисною матрицею B: xB = B−1b > 0,
x = (xB, 0). Використаємо це для аналiзу впливу змiн чинникiв
на змiну оптимального значення цiльової функцiї, тобто для ана-
лiзу чутливостi до вектора чинникiв. Всi змiни вектора ресурсiв
b повиннi бути такими, щоб B−1(b + 4b) > 0, де B — базисна
матриця, яка вiдповiдає оптимальному розв’язку x∗. У разi ви-
конання умови B−1(b+4b) > 0 оптимальний двоїстий розв’язок
λ∗ буде залишатися тим самим (стiйким до змiни вектора
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ресурсiв). Оптимальний розв’язок x∗(b + 4b), який вiдповiдає
вектору ресурсiв b + 4b, а також максимальне значення Wmax

у цьому разi може змiнитися, але базис i двоїстий оптимальний
розв’язок λ∗ залишаються незмiнними.

Приклад 1.7. Виробнича задача. Пiдприємство виготовляє
два види продукцiї q1, q2. Для їхнього виготовлення необхiдно
витратити такi чинники: сировину, фiзичну працю та знання.
Витрати чинникiв на одиницю продукцiї кожного виду, вiдпо-
вiдно: 8,8,1 i 25,5,5. Обсяг наявних ресурсiв на день, вiдповiдно
800,640 i 145. Прибуток на одиницю продукцiї кожного виду 80
i 70. Треба скласти план випуску продукцiї за день, за якого
прибуток буде максимальним.

Побудуємо математичну модель. Позначимо через xj кiль-
кiсть одиниць продукцiї вигляду qj , j = 1, 2, якi пiдприємство
виготовить за добу. Тодi 80x1 — прибуток вiд реалiзацiї про-
дукцiї вигляду q1, 70x2 — вигляду q2, W (x) = 80x1 + 70x2 —
прибуток вiд реалiзацiї всiєї продукцiї. Запишемо в моделi обме-
ження на чинники. Маємо: 8x1 — обсяг сировини, яка необхi-
дна для виготовлення продукцiї вигляду q1, 25x2 — вигляду q2,
8x1+25x2 — всiєї продукцiї. Оскiльки в наявностi є 800кг сирови-
ни, то маємо 8x1 +25x2 6 800. Аналогiчно, обмеження на працю:
8x1+5x2 6 640, обмеження на знання x1+5x2 6 145. Iз фiзичного
змiсту змiнних випливає, що всi вони невiд’ємнi xj > 0.

Виробнича задача звелася до розв’язання такої математичної
задачi:

max W (x) =80x1 + 70x3,

за умов 8x1 + 25x2 6 800,

8x1 + 5x2 6 640,

x1 + 5x2 6 145,

xi > 0, i = 1, 2.

(1.22)

Задача (1.22) — математична модель виробничої задачi.
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Зведемо її до канонiчного вигляду

max W (x) =80x1 + 70x3,

за умов 8x1 + 25x2 + x3 = 800,

8x1 + 5x2 + x4 = 640,
x1 + 5x2 + x5 = 145,

xi > 0, i = 1, . . . , 5.

(1.23)

Для цiєї задачi x = (x1, x2, x3, x4, x5), c = (80, 70, 0, 0, 0), b =
(800, 640, 145) i

A =




8 25 1 0 0
8 5 0 1 0
1 5 0 0 1


 .

Змiннi x3, x4, x5 — слабкi. Вихiдним базисним (невиродженим)
розв’язком є вектор x = (0, 0, 800, 640, 145) з базисною матрицею
B = (A3, A4, A5) i I = {3, 4, 5}. Симплекс-методом знаходимо
оптимальний базисний розв’язок x∗ = (75, 8, 0, 0, 30). Для вихiд-
ної задачi x∗1 = 75, x∗2 = 8. Максимальне значення Wmax = 6560.
Величина x∗5 = 30 для виробничої задачi означає невикористаний
чинник, а в нашiй задачi — це 30 годин невикористаної iнтелек-
туальної працi при випуску обох видiв продукцiї.

Запишемо тепер двоїсту задачу

min Z(λ) =800λ1 + 640λ2 + 145λ3,

за умов 8λ1 + 8λ2 + λ3 > 80,
25λ1 + 5λ2 + 5λ3 > 70,

x1 + 5x2 6 145,
λi > 0, i = 1, 2, 3.

(1.24)

Оскiльки вiдомий розв’язок прямої задачi, то розв’язок двоїстої
задачi можна знайти за допомогою умов доповняльностi (1.10):
λ∗ = (1, 9, 0).

Оптимальному базисному розв’язку вiдповiдає матриця B =
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(A2, A1, A5), а вiдповiдна

B−1 =




1/20 −1/20 0
−1/32 5/32 0
−7/32 3/32 1


 .

Базиснi координати базисного розв’язку — це координати векто-
ра b в поточному базисi, тобто xB = B−1b = (75, 8, 30). Границi
змiни вектора чинникiв, для яких двоїстий оптимальний план
залишається незмiнним, знаходять як розв’язок нерiвностi

B−1(b +4b) =




1/20 −1/20 0
−1/32 5/32 0
−7/32 3/32 1







800 +4b1

640 +4b2

145 +4b3


 > 0.

1. Прийнявши 4b2 = 4b3 = 0, з першої нерiвностi отримаємо

4b1 > −160, з другої — 4b1 6 2400, а з третьої — 4b1 6 137
1
7
,

тобто при незмiнних чинниках b2 i b3 та змiни b1 в межах вiд

640 до 937
1
7

двоїстий оптимальний розв’язок залишається не-
змiнним, оскiльки λ∗1 = 1 > 0, то зi збiльшенням сировини вiд

800 до 937
1
7
кг максимальний прибуток буде збiльшуватися, а зi

зменшенням вiд 800 до 640кг — зменшується.
2. При 4b1 = 0, 4b3 = 0 знаходимо: −320 6 4b2 6 160, тобто

при незмiнних b1 i b3 i 320 6 b2 6 800 оптимальний двоїстий
розв’язок не змiнюється, оскiльки λ∗2 = 9 > 0, то як у першому
випадку збiльшення працi вiд 640 до 800 г призведе до збiльшен-
ня максимального прибутку, а зменшення вiд 640 до 320 г — до
зменшення максимального прибутку.

3. При 4b1 = 0, 4b2 = 0 знаходимо:4b2 > −30. Отож, за
незмiнних b1 i b2 i 115 6 b3 < ∞ оптимальний двоїстий розв’язок
є незмiнним, оскiльки λ∗3 = 0, то в цьому випадку максимальний
прибуток не змiнюється.

Можна дослiдити i одночасну змiну всiх трьох координат век-
тора b, за якого оптимальний двоїстий розв’язок залишається
незмiнним. N
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Можна також проводити аналiз чутливостi у випадку змiни
вектора вартостi.

Уведемо функцiю γ(c) = max{c ·x : x ∈ X}, де X — мно-
жина розв’язкiв задачi LP. Позначимо через X∗(c) — множину
оптимальних розв’язкiв. Функцiя γ(c) характеризує залежнiсть
максимального значення цiльової функцiї вiд вектора вартостi.
Множина X∗(c) при кожному c — непорожнiй опуклий компакт.

Позначимо через

ν+
i =

∂γ(c)
∂c+

i

, ν−i =
∂γ(c)
∂c−i

(1.25)

праву та лiву частиннi похiднi за ci вiд функцiї γ(c). Числа ν+
i

i ν−i називають правим i лiвим коефiцiєнтами чутливостi
цiльової функцiї за i-ю компонентою вектора вартостi.

Фiзичний змiст коефiцiєнтiв чутливостi випливає iз озна-
чення (1.25): ν+

i (ν−i ) — швидкiсть змiни максимального значення
цiльової функцiї у випадку змiни компоненти ci (решта компо-
нент вектора c фiксованi) в правому (лiвому) околi вихiдного
значення.

Теорема 1.11. Коефiцiєнт чутливостi ν+
i (ν−i ) дорiвнює мак-

симальнiй (мiнiмальнiй) i-й координатi серед всiх оптимальних
розв’язкiв LP

ν+
i = max

xi∈X∗
i (c)

xi, ν−i = min
xi∈X∗

i (c)
xi, i = 1, . . . , n,

де X∗
i (c) — проекцiя множини X∗(c) на вiсь Oxi. Якщо опти-

мальний розв’язок x∗ єдиний, то ν+
i = ν−i = xi, i = 1, . . . , n.

У прикладi 1.7 оптимальний план x∗ = (75, 8) єдиний, тому
ν+
1 = ν−1 = ν1 = 75, ν+

2 = ν−2 = ν2 = 8. Зi змiсту коефiцiєнтiв
чутливостi випливає, що максимальний прибуток пiдприємства
в 9,375 раза (ν1 : ν2) чутливiший до змiни прибутку на одиницю
продукцiї першого вигляду, нiж другого.
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1.5 LP з двостороннiми обмеженнями

Розглянемо задачу

max W (x) =
n∑

j=1

cjxj ,

за умов
n∑

j=1

aijxj 6 bi, i = 1, . . . , m,

0 6 xj 6 uj , j = 1, . . . , n.

(1.26)

Порiвняно з задачею (1.15), на змiннi накладено деякi додатковi
обмеження xj 6 uj , де uj , j = 1, . . . , n – заданi додатнi числа.
Подiбнi задачi з двостороннiми обмеженнями виникають, напри-
клад, у тих випадках, коли вихiдною множиною розв’язкiв є па-
ралелепiпед. Такi задачi трапляються пiд час розв’язання задач
цiлочислового LP методом вiток i границь.

Приклад 1.8. Оптимiзацiя структури страхового портфе-
ля.Медична страхова компанiя проводить страхування за двома
видами захворювань, якi потребують хiрургiчних операцiй. Ймо-
вiрнiсть першого захворювання — 0, 0048, а термiн перебування
в лiкарнi становить в середньому 30 днiв. Аналогiчнi цифри при
другому захворюваннi, вiдповiдно 0, 0018 i 60. Компанiя може
забезпечити в рiк 240 i 144 операцiї, вiдповiдно, при першому
i другому захворюваннi, а страховi премiї (внески) становлять
2 i 3 у.о. Компанiя має 32 лiкарняних лiжка. Потрiбно визна-
чити оптимальний вмiст страхового портфеля, який забезпечує
максимальну страхову премiю при заданих обмеженнях.

Сформулюємо задачу LP. Нехай xj — число десяткiв тисяч
договорiв, якi укладаються за j-м видом страхування, j = 1, 2.
Для першого виду страхування очiкувана кiлькiсть страхових
випадкiв 104x1 ·0, 0048 = 48x1 не повина перевищувати 240. Тому
отримуємо нерiвнiсть x1 6 5. Аналогiчнi мiркування для друго-
го виду страхування приводять до нерiвностi x2 6 8. Оскiльки
протягом року в одному номерi лiкарнi можна розмiстити 12 па-
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цiєнтiв з першим захворюванням або 6 пацiєнтiв з другим захво-
рюванням, то отримаємо ще одне обмеження

48x1

12
+

18x2

6
6 32.

Отже, одержуємо таку задачу LP:

minW = 2x1 + 3x2,

за умов 4x1 + 3x2 6 32, 0 6 x1 6 5, 0 6 x2 6 8.

N

Сформулюємо задачу з двостороннiми обмеженнями в дiаго-
нальнiй формi

max W (x) =
n∑

j=1

cjxj ,

за умов
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1, . . . , m,

0 6 xj 6 uj , j = 1, . . . , n, xn+i > 0, i = 1, . . . , m.

(1.27)

Зауважимо, що на слабкi змiннi xn+i не накладаються двосто-
роннi обмеження. Можна ввести додатковi слабкi змiннi та пе-
ретворити нерiвностi xj 6 uj в рiвностi, але у цьому разi збiль-
шиться розмiрнiсть симплекс-таблицi. Позаяк цього можна не
робити, а використати звичайну симплекс-таблицю задачi (1.16).

Надалi припустимо, що bi > 0, i = 1, . . . , m. Як i у випадку
розв’язування задачi (1.16), це дає змогу почати роботу симплекс-
алгоритму з БДР x(1) вигляду (1.18).

Поряд iз змiнними xj , i = 1, . . . , n, будемо розглядати до-
повнювальнi змiннi yj = uj − xj , i = 1, . . . , n. Легко бачити, що
0 6 yj 6 uj . Якщо в задачi (1.16) деякi змiннi xj замiнити на
uj−yj , то отримуємо еквiвалентну задачу. Такi перетворення бу-
демо використовувати в процесi застосування симплекс-методу.
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Розглянемо як перетвориться симплекс-таблиця у випадку замi-
ни змiнної yj = uj − xj .

Розглянемо симплекс-таблицю на довiльному кроцi алгорит-
му

W −c′1 . . . −c′n+m c′0
xB(1) a′11 . . . a′1n+m b′1

...
...

xB(m) a′m1 . . . a′mn+m b′m

.

Замiна змiнної xj на yj призводить до того, що з останнього
стовпця симплекс-таблицi вiднiмається j-й, помножений на uj ,
а елементи j-го стовпця змiнюють знак.

Позначимо через x(k) поточний базисний розв’язок з базис-
ними компонентами x

(k)
B(i) = b′i, i = 1, . . . , m. Нехай −c′p < 0,

тобто не виконується умова оптимальностi. Будемо вводити в
базис змiнну xp (або yp, якщо до цього була зроблена замiна
yp = up − xp). Як завжди, перехiд до базисного розв’язку x(k+1)

виконується збiльшенням компоненти xp вiд нуля. Зокрема, ре-
берний розв’язок набув вигляду

x̃ = (. . . , 0, . . . , xp, . . . , b
′
i − xp︸ ︷︷ ︸
B(i)

a′ip, . . . , 0, . . .).

Збiльшуємо xp доти, доки розв’язок x̃ не перестане бути допу-
стимим в задачi (1.26). Щоб компоненти розв’язку x̃ були невiд’-
ємними, необхiдно виконати нерiвностi

xp 6 θ = min
i: a′ip>0

b′i
a′ip

=
b′l
a′lp

.

Також треба стежити за виконанням нерiвностей вигляду

b′i − xpa
′
ip 6 uB(i), де B(i) 6 n.

Остання нерiвнiсть може не справджуватися лише при a′ip < 0.
Звiдси одержимо

xp 6 θ1 : = min
i: a′ip<0, B(i)6n

uB(i) − b′i
−a′ip

=
uB(l) − b′l
−a′lp

.
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Якщо a′ip > 0 для всiх i, таких, що B(i) 6 n, тодi умовно можна
прийняти θ1 = +∞. Отже, xp не може перевищувати кожну з
трьох величин: up, θ, θ1, тобто xp 6 min[up, θ, θ1].

Розглянемо три можливi випадки.
1. θ 6 [up, θ1]. Тодi xp збiльшуємо до величини θ = b′l/a′lp, де l

– номер опорного рядка. Виконаємо операцiю замiщення, увiвши
в базис змiнну xp (або yp) i вивiвши з нього змiнну xB(l).

2. θ1 6 [up, θ]. У цьому випадку компоненту xp збiльшуємо
до величини

θ1 =
uB(l) − b′l
−a′lp

.

У цьому разi B(l)-я компонента розв’язку x̃ набуде значення
uB(l). Виконаємо замiну змiнної yB(l) = uB(l) − xB(l). Оскiльки
в розв’язку x̃, xB(l) = uB(l), то yB(l) = 0. Отож, змiнна yB(l)

буде виведена з базису. Тому пiсля замiни змiнної треба вико-
нати операцiю замiщення з опорним елементом a′lp. Легко пе-
ревiрити, що при цих перетвореннях у розв’язку x(k+1) базисна
координата xp дорiвнюватиме θ1. Справдi, для замiни змiнної
yB(l) = uB(l) − xB(l) з останнього стовпчика симплекс-таблицi
вiднiмається базисний стовпчик el, помножений на uB(l). Тому
в останньому стовпчику змiниться тiльки один l-й елемент, який
буде дорiвнювати b′l − uB(l). Пiсля операцiї замiщення вiн буде
дорiвнювати (b′l − uB(l))/alp = θ1.

3. up 6 min[θ, θ1]. В розв’язку x̃ приймемо xp = up i виконаємо
замiну змiнної yp = up − xp. Тодi отримаємо, що yp = 0. У цьо-
му випадку базис залишається незмiнним, але таблицю потрiбно
перетворити вiдповiдно до замiни змiнної.

Пiсля завершення перетворень перевiряється умова оптималь-
ностi, тобто невiд’ємнiсть нульового рядка симплекс-таблицi.
Якщо вона виконується, то розв’язок x(k+1) оптимальний. Iна-
кше, iтерацiю алгоритму продовжуємо.

Зауважимо таке: якщо в вихiднiй задачi (1.26) двостороннi
обмеження накладаються лише на частину змiнних xj , то наве-
денi мiркування вiдповiдно модифiкуються.



36 Роздiл 1. Задача лiнiйного програмування — LP

Приклад 1.9. Розглянемо задачу (LP)

maxW = 2x1 + x2 + 2x3,

за умов 4x1 + x2 = 12; −2x1 + x3 = 4,

0 6 x1 6 4, 0 6 x2 6 15, 0 6 x3 6 6.

Початкова симплекс-таблиця набуде вигляду

W −2 −1 −2 0
x2 4 1 0 12
x3 −2 0 1 4

.

Забезпечимо виконання умови симплекс-алгоритму — цiльова
функцiя W залежить лише вiд небазисних:

W −2 0 0 20
x2 4 1 0 12
x3 −2 0 1 4

,

де

p = 1, u1 = 4, θ =
12
4

= 3, θ1 =
uB(2) − b2

−a21
=

6− 4
2

= 1.

Оскiльки θ1 < min[θ, u1], то потрiбно виконати замiну змiнної
x3 = 6− y3 i провести операцiю замiщення з опорним елементом
a′21:

W −2 0 0 20
x2 4 1 0 12
y3 −2 0 −1 −2

,

W 0 0 1 22
x2 0 1 −2 8
x1 1 0 1/2 1

.

Звiдси знаходимо, що x∗ = (x∗1, x
∗
2, y

∗
3) = (1, 8, 0) оптимальний

розв’язок i x∗3 = 6. N

Задачi

1.4 Розв’язати задачi (LP) з двостороннiми обмеженнями:
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1)

maxW = 9x1 + 6x2 + 4x3,

за умов 9x1 + 3x2 + 2x3 6 12,

3x1 + 6x2 + x3 6 10,

0 6 xj 6 1, j = 1, 2, 3;

2)

maxW = x1 + x2,

за умов 2x1 + x2 6 2,

x1 + 3x2 6 3,

3x1 + 2x2 6 5
0 6 xj 6 1, j = 1, 2, ;

3)

maxW = x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4,

за умов 2x1 + x2 + 4x3 + 2x4 6 3,

4x1 + 3x2 + x3 + 2x4 6 3,

0 6 xj 6 1, j = 1, 2, 3, 4.

Вiдповiдь. 1) x∗ = (7/9, 1, 1); 2)x∗ = (3/5, 4/5);, 3) x∗ =
(0, 3/11, 2/11, 1).

1.5 В умовi задачi 2.3 додатково припустимо, що запаси чис-
тої сталi, якi призначенi для лиття, становлять 4 т, а брухту —
6 т. Розв’язати задачу LP з двостороннiми обмеженнями.

Вiдповiдь. x∗ = (4, 1).
1.6 Розв’язати задачу з прикладу 1.8 двома способами: зви-

чайним симплекс-методом i як задачу лiнiйного програмування
з двостороннiми обмеженнями, а також надати iнтерпретацiю
розв’язку.

Вiдповiдь. x∗ = (2, 8).
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1.6 Транспортна задача

Багато задач LP формулюють як транспортнi задачi або зво-
дять до них. Сформулюємо транспортну задачу. Нехай є m пун-
ктiв виробництва деякого продукту. Нехай в i-му пунктi його
випускають у кiлькостi si, i = 1, . . . , m. Продукт може бути не-
подiльним (у цьому випадку величини si — цiлi) та нескiнченно
подiльним (наприклад, воднi ресурси). Нехай є n пунктiв спожи-
вання продукту з потребами dj , j = 1, . . . , n. Припустимо, що
виконується умова балансу

m∑

i=1

si =
n∑

j=1

dj .

Нехай деяка транспортна компанiя проводить перевезення про-
дукту з пункту виробництва в пункти споживання. Позначимо
через cij вартiсть перевезення одиницi продукту з i-го пункту
виробництва в j-й пункт споживання. Зазвичай вартiсть переве-
зення пропорцiйна вiдстанi мiж пунктами.

План перевезення можна зобразити матрицею X = (xij)mn
ij .

Згiдно з цим планом з пункту i продукт перевозиться в пункт
j в кiлькостi xij одиниць. Отож, маємо таку задачу мiнiмiзацiї
вартостi перевезення:

minW =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij ,

за умов
n∑

j=1

xij = si, i = 1, . . . , m,

m∑

i=1

xij = dj , j = 1, . . . , n,

xij > 0, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

(1.28)

Задачу (1.28) називають стандартною транспортною зада-
чею.
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Часто виникають транспортнi задачi, в яких умова балансу
порушена. За умов дефiциту продукту виконується нерiвнiсть

m∑

i=1

si <
n∑

j=1

dj .

У цьому випадку також можна мiнiмiзувати вартiсть перевезен-
ня, але деякi пункти споживання отримають продукт не в повних
обсягах. Зведемо цю задачу до стандартної. Введемо (m + 1)-й
фiктивний пункт виробництва з величиною випуску

sm+1 =
n∑

j=1

dj −
m∑

i=1

si.

У цьому разi варто прийняти cm+1,j = 0, j = 1, . . . , n i розгля-
нути (1.28) з m + 1 пунктами виробництва. Нехай x∗ — опти-
мальний розв’язок цiєї задачi. Якщо x∗m+1,j > 0, тодi в j-й пункт
споживання буде недопоставлена продукцiя в кiлькостi x∗m+1,j .
Якщо треба, щоб в j1-й пункт була повна доставка, тодi доцiльно
прийняти cm+1,j1 = M , де M — достатньо велике додатне число.
Можна розглянути ще один варiант формулювання задачi, ко-
ли компанiя платить штраф величиною cj одиниць за кожну
недопоставлену в j-й пункт одиницю продукцiї. Тодi потрiбно
прийняти cm+1,j = cj . Може виникнути задача, коли перевезе-
ння з i-го пункту в j-й неможливе (наприклад, при постачаннi
води з водойм до мiста). Тут також варто застосувати "метод
великого M" i прийняти cij = M .

Припустимо, що є надлишок продукту, тобто
m∑

i=1

si >
n∑

j=1

dj .

Для зведення задачi до стандартної форми (1.28) уведемо фiк-
тивний (n + 1)-й пункт споживання i покладемо

dm+1 =
m∑

i=1

si −
n∑

j=1

dj , ci,n+1 = 0, i = 1, . . . ,m.
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Якщо x∗ — оптимальний розв’язок цiєї задачi i x∗i,n+1 > 0,
тодi в i-му пунктi виробництва не вiзьмуть продукту кiлькiстю
x∗i,n+1. Як i в випадку дефiциту продукту, тут можливi iншi ме-
тоди визначення величин ci,n+1, i = 1, . . . , m.

Наведемо два приклади задач LP, якi в початковому форму-
люваннi не є транспортними задачами, але за змiстом є такими.

Задача про призначення

Завод має n цехiв i закупив m станкiв, m 6 n. У кожному цеху
можна встановити не бiльше одного станка. Нехай cij — вартiсть
встановлення i-го станка в j-му цеху. Потрiбно розмiстити стан-
ки в цехах з найменшими витратами на їхнє встановлення. Цю
задачу можна розглянути як транспортну з dj = si = 1 при всiх
i, j. Якщо m < n, тодi маємо задачу з дефiцитом продукту.

Транспортна задача, яку побачимо далi, має таку власти-
вiсть. Якщо всi величини sj i dj — цiлi числа, то iснує оптималь-
ний розв’язок з цiлими координатами. Тому координати такого
оптимального розв’язку задачi про призначення дорiвнюють ну-
лю або одиницi.

Задача про графiк доставок

Фiрма повинна виконати доставку виробiв протягом n мiсяцiв у
кiлькостi d1, . . . , dn одиниць. Фiрма може в i-му мiсяцi виготови-
ти si виробiв. Припустимо, що

j∑

i=1

si >

j∑

i=1

di, j = 1, . . . , n.

У деякi мiсяцi можна виготовити виробiв бiльше, нiж потрiбно,
але тодi частину продукцiї доведеться зберiгати на складах з
оплатою за зберiгання. Позначимо через xij — кiлькiсть виробiв,
виготовлених фiрмою в i-у мiсяцi для доставки в j-му (j > i). Не-
хай cij — вартiсть таких виробiв з врахуванням можливої оплати
за зберiгання. При j < i приймемо cij = M , де M — доста-
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тньо велике додатне число. Отож, отримали транспортну задачу
з надлишком товару.

Перейдемо до розгляду симплекс-методу розв’язування стан-
дартної транспортної задачi (1.28). Почнемо з побудови поча-
ткового базисного розв’язку. Передусiм, зауважимо, що в задачi
(1.28) mn змiнних та m + n обмежень-рiвностей. У цьому разi
сума перших m рiвнянь дорiвнює сумi n останнiх. Отже, рiвнян-
ня лiнiйно залежнi. Покажемо, що матриця системи рiвнянь має
ранг m + n− 1.

Для цього розглянемо загальну схему побудови початково-
го базисного розв’язку x(1). Вона полягає в послiдовнiй побудо-
вi m + n − 1 базисних компонент. Нехай C = (cij)m×n — ма-
триця вартостей. Спочатку за деяким правилом вибирають па-
ру (i1, j1) i першу компоненту приймаємо такою, що дорiвнює
x

(1)
i1,j1

= min[si1 , dj1 ]. Якщо si1 < dj1 , то припускаємо, що x
(1)
i1,j1

=
si1 , викреслюємо i1-й рядок i перевизначається величина dj1 :=
dj1−si1 . Якщо si1 > dj1 , то x

(1)
i1,j1

= dj1 i викреслюється j1-й стов-
пчик i перевизначається величина si1 := si1−dj1 . Якщо si1 = dj1 ,
то викреслюється або j1-й стовпець, або i1-рядок (але не одно-
часно). У цьому разi баланс зберiгається i виникає транспортна
задача меншої розмiрностi, в якiй або si1 = 0, або dj1 .

У зведенiй матрицi знову за деяким правилом вибирається
пара (i2, j2) i друга компонента x

(1)
i2,j2

припускається, що дорiв-
нює min[si2 , dj2 ] i т. д. Пiсля чого залишиться матриця з одним
рядком (або з одним стовпцем) розмiром, наприклад, p. У нiй ви-
креслюють p разiв одноелементнi стовпцi (або рядки). Зауважи-
мо, що в 1×1 матрицi одночасно викреслюють i рядок, i стовпець.
Отже, загальне число викреслювань буде дорiвнювати m +n− 1
i внаслiдок чого будуть визначенi компоненти

x
(1)
i1j1

, . . . , x
(1)
im+n−1jm+n−1

.

Приймемо компоненти розв’язку x(1), якi залишилися нульови-
ми. За побудовою отримаємо, що розв’язок x(1) допустимий. По-
кажемо, що це базисний розв’язок з базисними компонентами

x
(1)
ij , (i, j) ∈ I(1) = {(i1, j1), . . . , (im+n−1, jm+n−1)}.
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Упорядкуємо змiннi так:

x11, x12, . . . , x1n, x21, . . . , x2n, . . . , xm1, . . . , xmn.

Розглянемо обмеження типу рiвностей задачi (1.28). Розширена
матриця системи рiвностей набула вигляду

(A|b) =

1 . . . 1 0 s1

1 . . . 1
...

0 . . .
...

1 . . . 1 sm

1 . . . 0 1 . . . 0 . . . 1 . . . 0 d1

. . . . . . . . .
...

0 . . . 1 0 . . . 1 . . . 0 . . . 1 dn

Позначимо через Aij стовпець матрицi A, який вiдповiдає па-
рi (i, j). Його i-та та (m+j)-та компоненти дорiвнiють 1, а решта
дорiвнюють нулю. Доведемо лiнiйну незалежнiсть системи стов-
пцiв Aij , (i, j) ∈ I(1). Покажемо, що вiдповiдна цим стовпцям
система лiнiйних рiвнянь

m+n−1∑

k=1

xikjk
Aikjk

= b (1.29)

має єдиний розв’язок. Насправдi, якщо при побудовi початково-
го БДР викреслений i1-й рядок матрицi C, тодi з i1-го рiвняння
системи (1.22) компонента xi1j1 визначається однозначно i во-
на дорiвнює x

(1)
i1j1

. Позначимо через Âij , b̂, стовпцi матрицi (A|b)
пiсля викреслювання i1-го рядка. Пiсля виключення з системи
(1.22) змiнної x

(1)
i1j1

отримаємо аналогiчну систему лiнiйних рiв-
нянь

m+n−1∑

k=2

xikjk
Âikjk

= b̂.

З цiєї системи знаходимо xi2j2 = x
(2)
i2j2

. Аналогiчно однозначно
визначають й iншi компоненти xij з номерами (i, j) ∈ I(1). Iз
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єдиностi розв’язку системи рiвнянь (1.29) призводить до незале-
жностi стовпчикiв її матрицi i, отже, базиснiсть розв’язку x(1).
Звiдси отримаємо, що ранг матрицi A дорiвнює m + n− 1. Пари
(i, j), якi входять в множину I(1), будемо називати базисними.

Наведемо два методи побудови початкового БДР.
1. Метод "пiвнiчно-захiдного кута". Приймемо i1 = 1,

j1 = 1, тобто елемент, який стоїть в "пiвнiчно-захiдному кутi"
матрицi C. Пiсля визначення компоненти x

(1)
11 i викреслювання

першого рядка або першого стовпця в отриманiй матрицi бере-
мо елемент в "пiвнiчно-захiдному кутi" i т. д. Зазвичай цей ме-
тод дає невдале початкове наближення, оскiльки не враховується
вартiсть cij .

2. Метод мiнiмального елемента. Нехай ci1j1 — мiнiмаль-
ний елемент матрицi C. Пiсля викреслювання в матрицi C i1-го
рядка або j1-го стовпця в отриманiй матрицi вибираємо елемент
(i2, j2) з мiнiмальною вартiстю i т. д.

Приклад 1.10. Розглянемо транспортну задачу, яка задана таб-
лицею (рис. 1.2)

x(1) =




5 0 0 0
2 0 0 0
0 1 1 1


 , W (x(1)) = 45

Рис. 1.2
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У правих верхнiх кутках клiтинок зазначена вартiсть перевезе-
ння. У центрах клiтинок розташованi базиснi компоненти поча-
ткового розв’язку, який отримали методом "пiвнiчно-захiдного
кута". В матрицi x(1) базиснi елементи пiдкресленi. Якщо вико-
ристати метод мiнiмального елемента, то

x(1) =




4 0 1 0
1 0 0 1
2 1 0 0


 , W (x(1)) = 42.

Наведемо деякi властивостi базисних компонентiв довiльного ба-
зисного розв’язку x(1). Нехай I(1) = {(it, jt), t = 1, . . . , m + n− 1}
— множина базисних пар, якi вiдповiдають x(1).

Лема 1.3. Нехай x(1) — довiльний БДР з множиною базисних
пар I(1). Тодi правильнi такi твердження:

1) у кожному рядку i в кожному стовпцi матрицi C мiсти-
ться хоча б одна базисна пара;

2) будь-яка базисна пара не може бути одночасно єдиною в
своєму рядку i в своєму стовпцi матрицi C;

3) знайдеться рядок (стовпець) матрицi C, який мiстить
єдину базисну пару.

Уведемо такi бiнарнi вiдношення R1 i R2 на множинi пар
(i, j):

(i, j)R1(i′, j′) ⇔ i = i′; (i, j)R2(i′, j′) ⇔ j = j′.

Очевидно, що вiдношення R1 i R2 транзитивнi (перевiрити!).
Розглядатимемо ланцюжки вигляду

(is, js)R1(it, jt)R2(ir, jr)R1 . . . (il, jl),

в яких вiдношення R1 i R2 чергуються i зв’язують базиснi пари
(is, js), (it, jt), (ir, jr), . . . , (il, jl). Наприклад, у базисному розв’яз-
ку

x(1) =




4 0 1 0
1 0 0 1
2 1 0 0



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ланцюжок (2, 4)R1(2, 1)R2(3, 1)R1(3, 2) зв’язує базиснi пари (2, 4)
i (3, 2).

Теорема 1.12. Будь-якi двi базиснi пари (is, js) i (it, jt), якi вiд-
повiдають базисним компонентам початкового базисного розв’яз-
ку, зв’язує єдиний ланцюжок.

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю за числом m + n,
що будь-якi двi базиснi пари можна з’єднати ланцюжком. Для
m + n = 3, коли m = 2, n = 1 або m = 1, n = 2, обидвi пари є
базисними та з’єднаними ланцюжком. Припустимо, що це твер-
дження правильне для всiх m i n таких, що m + n 6 p, де p > 3
— цiле число. Доведемо твердження при m + n = p + 1. Викори-
стовуючи третє твердження леми 1.3, без обмеження загальностi
припустимо, що базисна пара (i1, j1) = (1, 1) єдина в першому
стовпцi.

Рис. 1.3

Спочатку доведемо, що пара (it, jt) = (1, 1) може бути з’єд-
нана ланцюжком з парою (is, js). За другим твердженням ле-
ми 1.3 в першому рядку матрицi C знайдеться базисна пара
(1, jk) 6= (1, 1). Якщо в матрицi C викреслити перший стовпець,
тодi в отриманiй новiй задачi пари (ik, jk), k 6= t, якi залишили-
ся, будуть базиснi. За припущенням iндукцiї пару (1, jk) можна
з’єднати ланцюжком з парою (is, js). Тому i пару (1, 1) можна
з’єднати ланцюжком з парою (is, js) (рис. 1.3).
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Якщо пари (it, jt) i (is, js) не збiгаються з (1, 1), тодi їх можна
з’єднати ланцюжком вiдповiдно до припущення iндукцiї.

Доведемо єдинiсть ланцюжка, що з’єднує двi базиснi пари.
Припустимо протилежне. Тодi iснує цикл вигляду

(il, jl)R1(il, jr)R2 . . . R1(ip, jl)R2(il, jl).

Звiдси для базисних стовпчикiв матрицi A виконується рiвнiсть

Ail,jl
−Ail,jr + . . .−Aip,jl

= 0,

що суперечить лiнiйнiй незалежностi цих стовпцiв.

Наслiдок 1.13. Якщо до базисних пар з I(1) додати не базисну
пару (i, j), тодi iснує єдиний цикл вигляду

(i, j)R1(i, jl)R2 . . . R1(ir, j)R2(i, j),

де (i, jl)R2 . . . R1(ir, j) — ланцюжок, який мiстить базиснi пари.

Доведення. За лемою 1.3 в i-му рядку матрицi C знайдеться
базисна пара (i, jt) i (i, j)R1(i, jt). Аналогiчно, в j-му стовпi ма-
трицi C знайдеться базисна пара (is, j) i (is, j)R2(i, j).

Рис. 1.4

Але пара (i, jt) може бути з’єднана єдиним ланцюжком з парою
(is, j) (рис. 1.4). Нехай цей ланцюжок набуває вигляду

(i, jt)R1(i, jl)R2 . . . R1(ir, j)R2(is, j).
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Тодi (i, j)R1(i, jt)R1(i, jl)R2 . . . R1(ir, j)R2(is, j)R2(i, j). За власти-
вiстю транзитивностi вiдношення R1 i R2 отримуємо побудову
шуканого циклу.

Як видно з доведення теореми 1.12, стовпець Aij розкладає-
ться за базисними стовпцями Aijl

, . . . , Airj , якi вiдповiдають па-
рам, що входять до циклу

Aij = Aijl
− . . . + Airj .

З єдиностi цього розвинення випливає єдинiсть циклу.

Тепер перейдемо безпосередньо до методу розв’язування транс-
портної задачi (1.28). Задачу (1.28) можна записати як задачу
максимiзацiї функцiї

W =
m∑

i=1

n∑

j=1

(−cij)xij .

Почнемо симплекс-метод з початкового БДР x(1). Скористаємо-
ся конкретною структурою матрицi обмеження. Зауважимо, що
початкова симплекс-таблиця набула вигляду

W cij 0
xI(1) A b

,

де I(1) — множина базисних пар розв’язку x(1). Зробимо так, щоб
цiльова функцiя W визначалася лише через небазиснi змiннi, для
цього елементи нульового рядка симплекс-таблицi, що вiдповiд-
ають базисним стовпчикам, повиннi бути нульовими. Складемо
лiнiйну комбiнацiю рядкiв симплекс-таблицi, помноживши кожен
i-й рядок на ui i кожний (m + j)-й рядок на vj . Отриману ком-
бiнацiю вiднiмемо вiд нульового рядка, який у пiдсумку набуде
вигляду

W cij − ui − vj −
m∑

i=1
siui −

n∑
j=1

djvj ·
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Для базисних пар (it, jt) ∈ I(1) розглянемо систему рiвнянь

uit + vjt = citjt , t = 1, . . . , n + m− 1, (1.23)

i виберемо величини u1, . . . , um, v1, . . . , vn, якi задовольняють цю
систему. Тодi функцiя W буде визначена лише через небазиснi
змiннi. Зауважимо, що система (1.23) мiстить m + n− 1 рiвнянь
стосовно m+n невiдомих. Тому ця система має нескiнченно бага-
то розв’язкiв. Можна використовувати будь-який з цих розв’яз-
кiв. Щоб видiлити єдиний розв’язок, приймемо uj̃ = 0, де (̃i, j̃) —
базисна пара, яка має найменшу вартiсть. У цьому разi vj̃ = cĩj̃ .
Покажемо, що значення решти змiнних ui, vj визначають одно-
значно. Вiзьмемо будь-яку базисну пару (i, j) 6= (̃i, j̃). За теоре-
мою 1.12 пари (̃i, j̃) i (i, j) можна з’єднати єдиним ланцюжком
(̃i, j̃)R1(̃i, jl)R2(ik, jl) . . . R1(ir, j)R2(i, j), рухаючись вздовж яко-
кого, можна знайти vj̃ , ujl

, . . . , vj i ui. Оскiльки в кожному рядку
i стовпчцi знайдеться хоча б одна базисна пара, то всi змiннi ui

i vj будуть однозначно визначенi.
Початковий базисний розв’язок оптимальний, якщо для всiх

не базисних пар виконується нерiвнiсть cij −ui −vj > 0. Нехай
знайдеться пара (i, j), для якої виконана нерiвнiсть cij−ui−vj <
0. Тодi можна ввести в базис змiнну xij . Знайдемо змiнну, яка
виводиться з базису. Розглянемо визначений у наслiдку цикл

(i, j)R1(i, jl)R2(ik, jl) . . . R1(ir, j)R2(i, j).

Побудуємо новий базисний розв’язок x(2). Для цього будемо збiль-
шувати компоненту xij > 0 i збережемо при цьому всi обмежен-
ня задачi (1.21). Для цього достатньо на величину xij зменшити
компоненту x

(1)
ijl

, збiльшити на xij компоненту x
(1)
ikjl

i так далi,
рухаючись вздовж циклу. У цьому разi вартiсть перевезень змi-
ниться на величину

xij (cij − cijl
+ cikjl

− . . .− cirj)
=xij(cij − (ui + vjl

) + (uik + vjl
)− . . .− (uir + vj))

=xij(cij − ui − vj),
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тобто зменшиться. Зрозумiло, що xij можна збiльшувати до ве-
личини

x
(1)
i∗j∗ = minx

(1)
itjt

,

де мiнiмум приймають за базисними парами циклу, якi стоять
на парних мiсцях. Покажемо, що при xij = x

(1)
i∗j∗ отримаємо но-

вий базисний розв’язок x(2). У цьому випадку змiнна xi∗j∗ буде
виведена з базису, а змiнна xij — введена в нього. Справдi, в
розвиненi вектора Aij за базисними стовпцями

Aij = Aijl
−Aikjl

+ . . . + Airj

вектор Ai∗j∗ входить з коефiцiєнтом 1. Якщо в системi базисних
стовпцiв Aitjt , t = 1, . . . , m + n− 1, стовпець Ai∗j∗ замiнити стов-
пцем Aij , то отримаємо знову лiнiйно незалежну систему.

Для продовження симплекс-алгоритму треба знову розв’я-
зати систему (1.23) для множини базисних пар I(2) = (I(1) \
{(i∗, j∗)}) ∪{(i, j)} i перевiрити умови оптимальностi. Зауважи-
мо, що величина x

(1)
i∗j∗ може дорiвнювати нулю. Тодi x(1) = x(2) i

вiдбувається тiльки змiна базису.

Наслiдок 1.14. Якщо величини si, dj — цiлi, тодi оптималь-
ний базисний розв’язок, отриманий в наслiдок роботи алгори-
тму, також буде цiлочисловим.

Справдi, початковий базисний розв’язок — цiлочисловий.
Далi цiлочисельнiсть базисного розв’язку буде пiдтримуватися,
оскiльки в алгоритмi використовують лише операцiї додавання
та вiднiмання.

Розв’яжемо методом потенцiалiв приклад 1.10 (рис. 1.5).
У центрах клiтинок таблицi зазначенi базиснi компоненти по-

чаткового БДР x(1), отриманого методом мiнiмальної вартостi.
Цим компонентам вiдповiдає система рiвнянь





u1 + v1 = 5; u1 + v3 = 6;
u2 + v1 = 3; u2 + v4 = 2; u2 = 0;
u3 + v1 = 4; u3 + v2 = 3.
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Рис. 1.5

Рис. 1.6

Розв’язок системи показано злiва i зверху вiд таблицi. Умова
оптимальностi не виконується для пари (2,3): c23−u2−v3 = −1 <
0. Знаходимо цикл, який з’єднює пару (2,3) з базисними парами

(2, 3)R1(2, 1)R2(1, 1)R1(1, 3)R2(2, 3).

На його парних мiсцях компоненти розв’язку x(1) дорiвнюють 1.
Тому змiнну x23 можна збiльшити на 1. Звiдси отримаємо табли-
цю (рис. 1.6).
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Тут змiнна x13 виведена з базису, а змiнна x23 введена в нього.
Розв’язуємо систему рiвнянь





u1 + v1 = 5; u2 + v3 = 3;
u2 + v1 = 3; u2 + v4 = 2; u2 = 0;
u3 + v1 = 4; u3 + v2 = 3.

Умова оптимальностi виконана i x(2) — оптимальний розв’язок
задачi вартостi W (x(2)) = 41.

Задачi

1.7 У прикладi 1.10 знайти всi оптимальнi базиснi розв’язки
транспортної задачi.

Вiдповiдь. Множиною всiх розв’язкiв транспортної задачi є
вiдрiзок [x(2), x(3)] у просторi 3× 4-матриць, де

x(3) =




4 0 0 1
1 0 1 0
2 1 0 0


 .

1.8 Розв’язати задачу про призначення з матрицею витрат

C = (cij) =




9 1 5 6
7 2 8 8
6 8 3 7
1 7 4 5


 ,

звiвши її до транспортної задачi. Знайти всi оптимальнi розв’яз-
ки.

Вiдповiдь. Єдиний оптимальний розв’язок




0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0


 .
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1.9 На чотирьох заводах виготовляють деталi для станкiв,
якi потiм вiдправляють у три фiрми. Вартiсть перевезень визна-
чається матрицею

C = (cij) =




1 3 2
3 5 8
2 7 4
5 3 6


 ,

а потужностi i потреби, вiдповiдно s = (25, 10, 30, 20) i d = (30, 40, 15).
Потрiбно спланувати розподiл деталей мiж фiрмами так, щоб
вартiсть перевезень була найменшою.

Вiдповiдь. Wmin = 230.



Роздiл 2

Цiлочислове
програмування

2.1 Формулювання задачi цiлочислового LP

Розглянемо цiлочислову задачу LP

max W (x) =
n∑

j=1

cjxj

за умов
n∑

j=1

aijxj 6 bi, i = 1, . . . , m,

xj > 0, xi ∈ Z, j = 1, . . . , n ,

(2.1)

де Z — множина цiлих чисел.
Якщо xj = {0, 1}, то задачу (2.1) будемо називати задачею бу-

левого лiнiйного програмування. Множину допустимих розв’яз-
кiв задачi (2.1) позначимо через X0. Якщо вiдкинути умову цi-
лочисельностi, то отримаємо ”неперервну” задачу (1.15) з мно-
жиною допустимих розв’язкiв X ⊃ X0.

Наявнi приклади задач цiлочислового програмування, в яких
оптимальний розв’язок можна отриманити як розв’язок вiдпо-
вiдної неперервної задачi (1.15). Наприклад, у транспортнiй за-
дачi (1.28) з виробництвом штучного продукту величини sj , dj –

53
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цiлi, а розв’язок задачi методом потенцiалiв призводить до опти-
мального цiлочислового розв’язку.

Iнодi вважають, що для розв’язання задачi (2.1) треба розв’я-
зати неперервну задачу (1.15) i округлити до найближчої цiлої
компоненти отриманого оптимального розв’язку. Проте цей ме-
тод не завжди приводить до мети.

Приклад 2.1. Розглянемо задачу

maxW = x1 + x2

за умов
(
1 +

1
a

)
x1 + 1 6 x2 6

(
1− 1

2a

)
x1 +

3
2
,

xj > 0, xj ∈ Z, j = 1, 2,

де a > 0 — параметр.
Покажемо, що x0 = (0, 1) — єдиний допустимий розв’язок.

Справдi, припустимо, що (x1, x2) ∈ X0. Нехай x1 > 0. З першої
нерiвностi обмеження одержимо, що x2 − x1 > 2, а з другої —
x2 − x1 6 1 (суперечнiсть). Нехай x1 = 0. Тодi 1 6 x2 6 3/2 i
x2 = 1. Отже, x0 = (0, 1) — оптимальний розв’язок задачi (2.1)
i W (x∗) = 1. Для оптимального розв’язку x∗ вiдповiдної непе-
рервної задачi нерiвностi обмеження перетворюються в рiвностi
i x∗ = (a/3, (a+4)/3). При a > 3 заокруглення x∗ до найближчого
цiлого не призводить до розв’язку цiлочислової задачi (розв’язки
не є допустимими). При a →∞ компоненти розв’язку x∗ пряму-
ють до нескiнченностi. N

2.2 Метод Гоморi

У цьому параграфi припустимо, що всi коефiцiєнти aij , cj , bi за-
дачi (2.1) цiлi числа. Головнi обмеження в нiй можна задати у
формi рiвностей, увiвши слабкi змiннi xj , j = n + 1, . . . , n + m.
Для наведеного припущення, якщо x ∈ X0, то вiдповiднi значен-
ня слабких змiнних також будуть цiлими.

Метод Гоморi розв’язання задачi (2.1) побудований на вико-
ристаннi симплекс-методу та послiдовному введеннi додаткових
обмежень (зрiзу Гоморi), якi не змiнють множину X0.
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Нехай a, b — дiйснi числа, c — цiле число.

Означення 2.1. Кажуть, що числа a i b можна порiвняти за
модулем c (позначення: a ≡ b( mod c)), якщо рiзниця (a − b) —
цiле число, яке дiлиться без залишку на c. Якщо буде порiвняння
за модулем 1, то запис ( mod 1) опускатимемо.

Приклади порiвнянь: 9 ≡ 3( mod 2), 3/2 ≡ 5/2, a ≡ 0 для
будь-якого цiлого a.

Порiвняння за модулем одного числа можна додавати i вiд-
нiмати як рiвняння, а також множити на цiлi числа.

Схема побудови зрiзу Гоморi
Припустимо, що для розв’язування неперервної задачi LP

(1.15) симплекс-методом на деякому кроцi отримано поточну МБН
I = {B(1), . . . , B(m)}. Нехай

xB(i) +
∑

j 6∈J

a′ijxj = b′i , (2.2)

— рiвняння, яке вiдповiдає i-му рядку симплекс-таблицi, в якiй
число b′i нецiле. Цей рядок будемо називати опорним. Звiдси ви-
пливає порiвняння

xB(i) +
∑

j 6∈I

a′ijxj ≡ b′i . (2.3)

Оскiльки xj ∈ Z, xj ≡ 0, j = 1, . . . , n + m, i 0 ≡ 1, то з (2.3)
випливає ∑

j 6∈I

fijxj ≡ fi , (2.4)

де fij = a′ij − [a′ij ]; fi = b′i − [b′i] — дробовi частини чисел a′ij i b′i.
Розглянемо оптимiзацiйну задачу

min
∑

j 6∈I

fijxj

за умов
∑

j 6∈I

fijxj ≡ fi,

xj ∈ Z, xj > 0, j 6∈ I.

(2.5)
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Очевидно, що мiнiмальне значення цiльової функцiї задачi (2.5)
дорiвнює fi + k, де k – деяке цiле число. Зауважимо, що k > 0,
оскiльки 0 < fi < 1. Для будь-якого розв’язку x ∈ X0 правильна
нерiвнiсть ∑

j 6∈I

fijxj > fi + k , (2.6)

яку будемо називати модифiкованим зрiзом Гоморi. Класичний
зрiз Гоморi вiдповiдає слабшiй нерiвностi (2.6) при k = 0. За-
значимо, що за опорний рядок можна взяти i нульовий рядок
симплекс-таблицi.

Приклад 2.2. Нехай опорний рядок симплекс-таблицi визнача-
ється рiвнянням

x2 +
17
14

x3 − 9
14

x4 =
22
7

.

Звiдси випливає порiвняння

x2 +
17
14

x3 − 9
14

x4 ≡ 22
7

=⇒ 3
14

x3 +
5
14

x4 ≡ 1
7

.

Розв’яжемо тепер таку оптимiзацiйну задачу:

min
3
14

x3 +
5
14

x4,

за умов
3
14

x3 +
5
14

x4 ≡ 1
7
, x3, x4 > 0, x3, x4 ∈ Z.

Перебираючи значення x3, x4 = 0, 1, 2, . . ., знаходимо, що мiнi-
мум досягається при x̂3 = x̂4 = 2 i дорiвнює 8/7. Отже, для
будь-якого розв’язку x ∈ X0 правильна нерiвнiсть

3
14

x3 +
5
14

x4 > 8
7

,

яка є модифiкованим зрiзом Гоморi. N
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Наведемо тепер алгоритм Гоморi розв’язання задачi (2.1),
який також називається дробовим двоїстим алгоритмом. Ме-
тод Гоморi починається з пошуку симплекс-методом оптималь-
ного розв’язку неперервної задачi (1.15)

max
x∈X

W (x) = W (x1) .

Пiсля цього отримана симплекс-таблиця перетворюється в стро-
го двоїсто допустиму двоїстим симплекс-методом. Далi прогля-
дається останнiй рядок симплекс-таблицi, починаючи з нульової
компоненти. Перший рядок, який мiстить в останньому стовпцi
нецiле число, береться за опорний. Будується (модифiкований)
зрiз Гоморi, який записують у виглядi рiвностi з використанням
слабкої змiнної s1 i додають як останнiй рядок симплекс-таблицi.
Додають також базисний стовпець em+2 ∈ Rm+2, який вiдповiдає
змiннiй s1.

В алгоритмi Гоморi видiляють так званi великi та малi iтера-
цiї. Перша велика iтерацiя фактично вже описана. Наступнi ве-
ликi iтерацiї включають операцiї замiщення за двоїстим симплекс-
алгоритмом, який називають малою iтерацiєю. Вибiр опорного
стовпця в малiй iтерацiї описаний в теоремi 1.9. Розглянемо як
вiдбувається t велика iтерацiя, t > 2. До цього моменту формує-
ться неперервна задача (1.15)t, що є задачею (1.15) з t−1 зрiзами
Гоморi. Якi записанi у виглядi рiвностей з використанням слаб-
ких змiнних s1, . . . , st−1. Симплекс-таблиця задачi (1.15)t строго
двоїсто допустима. Велика t операцiя починається з малої iтера-
цiї, в якiй опорний останнiй рядок симплекс-таблицi вiдповiдає
(t− 1)-у зрiзу Гоморi. У цьому разi змiнна st−1 виводиться з ба-
зису. Наступнi малi iтерацiї проводять за такими правилами:

1) за опорний вибирають i-й рядок, який мiстить довiльну
поточну базисну компоненту xB(i) = b′i < 0, де B(i) ∈
{1, . . . , n + m};

2) малi iтерацiї припиняються, якщо в поточному базисному
розв’язку

xj > 0, j = 1, . . . , n + m;
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3) алгоритм Гоморi припиняє роботу, якщо в процесi виконан-
ня малих iтерацiй з’ясовується, що цiльова функцiя задачi,
двоїстої до (1.15)t, не обмежена знизу.

Виконання умови 3) означає, що додавання (t − 1)-го зрiзу
Гоморi робить несумiсними обмеження задачi (1.15)t. Отже, в
цьому випадку множина X0 — допустимих розв’язкiв задачi (2.1)
порожня. Зазначимо, що згiдно з теоремою 1.9 велика iтерацiя
може мiстити лише скiнчене число малих iтерацiй.

Пiсля завершення малих iтерацiй проглядається останнiй стов-
пець симплекс-таблицi, починаючи з нульовою рядка. Якщо всi
його компоненти – цiлi, то поточний базисний розв’язок визна-
чає оптимальний розв’язок xt ∈ X0 задачi (2.1) (див. далi лему
2.1). В iншому випадку будується наступний зрiз Гоморi, який
записують у виглядi рiвностi з використанням слабкої змiнної
st, до симплекс-таблицi додається рядок i базисний стовпець, що
вiдповiдає змiннiй st. На цьому t велика iтерацiя закiнчується.

У сформульованому алгоритмi з кожною великою iтерацiєю
зростає кiлькiсть рядкiв i стовпцiв симплекс-таблицi, що є його
недолiком. Крiм того, пiсля завершення малих iтерацiй симплекс-
таблиця може не бути прямо допустимою, тобто деякi базиснi
змiннi sj вiд’ємнi й умова оптимальностi для розв’язку xt в зада-
чi (1.15)t порушується. У зв’язку з цим потрiбне деяке уточнення
алгоритму.

На початку (t + 1)-ї великої iтерацiї змiнна st виводиться з
базису, але при подальших малих iтерацiях може бути поверну-
та в базис. Покажемо, що далi змiнна st залишиться в базисi.
Справдi, для того, щоб змiнна st була повторно виведена з бази-
су, потрiбно, щоб i-й рядок, який її мiстить, був опорним, тобто
st = b′i < 0, що суперечить правилу 1 алгоритму. Отож, рядок
симплекс-таблицi, яка мiстить повторно введену в базис змiнну
st, нiколи не буде опорним. Цей рядок не впливає на подаль-
шi обчислення i її можна викреслити. Пiсля цього в симплекс-
таблицi утворюється принаймнi один нульовий стовпець, який
вiдповiдає базиснiй змiннiй st. Можуть з’явитися й iншi нульо-
вi стовпцi, що вiдповiдають деяким iншим не базисним змiнним
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xj , j ∈ I1. Можна прийняти xj = 0, j ∈ I1, до кiнця роботи
алгоритму, що не вплине на значення цiльової функцiї задачi
(1.15)t. Треба викреслити всi нульовi стовпцi. Згiдно з теоре-
мою 1.9 симплекс-таблиця залишиться строго двоїсто допусти-
мою. Тепер пiсля закiнчення малих iтерацiй змiннi sj не можуть
бути базисними. Внаслiдок цих змiн в алгоритмi Гоморi отриму-
ємо таке твердження.

Лема 2.1. У процесi виконання алгоритму Гоморi число рядкiв
симплекс-таблицi не перевершує n + m, а пiсля завершення в
t-й великiй iтерацiї малих iтерацiй xt — оптимальний розв’язок
задачi (1.15)t.

Приклад 2.3. Розв’яжемо методом Гоморi задачу цiлочислово-
го LP

maxW = 2x1 + 3x2

за умов x1 + 3x2 6 9, 4x1 + x2 6 13, x1, x2 > 0, x1, x2 ∈ Z.

Введемо слабкi змiннi x3, x4 i розв’яжемо неперервну задачу
(1.15) симплекс-методом. Обчислення наведенi в таких трьох сим-
плекс-таблицях:

W −2 −3 0 0 0
x3 1 3 1 0 9
x4 4 1 0 1 13

,
W −1 0 1 0 9
x2 1/3 1 1/3 0 3
x4 11/3 0 −1/3 1 10

,

W 0 0 10/11 3/11 129/11
x2 0 1 4/11 −1/11 23/11
x1 1 0 −1/11 3/11 30/11

.

Оптимальний розв’язок неперервної задачi x1 = (30/11, 23/11)
мiстить не цiлi компоненти. Вiзьмемо рiвняння

W +
10
11

x3 +
3
11

x4 =
129
11

,

яке вiдповiдає нульовому рядку, i побудуємо зрiз Гоморi. Отри-
маємо

10
11

x3 +
3
11

x4 ≡ 8
11

.
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Звiдси знаходимо модифiкований зрiз: 10x3/11+3x4/11 > 19/11.
Увiвши слабку змiнну s1, останню нерiвнiсть запишемо як

рiвнiсть−10x3/11−3x4/11+s1 = −19/11 i додамо його в симплекс-
таблицю

W 0 0 10/11 3/11 0 129/11
x2 0 1 4/11 −1/11 0 23/11
x1 1 0 −1/11 3/11 0 30/11
s1 0 0 −10/11 −3/11 1 −19/11

.

Розв’яжемо неперервну задачу (1.15)2 з додатковим обмежен-
ням, використовуючи двоїстий симплекс-алгоритм. Тут опорним
є четвертий стовпець, оскiльки A4/a34 Â A3/a33. Пiсля операцiї
замiщення отримаємо

W 0 0 0 0 1 10
x2 0 1 2/3 0 −1/3 8/3
x1 1 0 −1 0 1 1
x4 0 0 10/3 1 −11/3 19/3

.

Тут x2 = (1, 8/3) — оптимальний розв’язок задачi (1.15)2. За
першим опорним рядком будуємо другий зрiз: 2x3/3 + 2s1/32/3.
Додамо його в симплекс-таблицю, ввiвши слабку змiнну s2

W 0 0 0 0 1 0 10
x2 0 1 2/3 0 −1/3 0 8/3
x1 1 0 −1 0 1 0 1
x4 0 0 10/3 1 −11/3 0 19/10
s2 0 0 −2/3 0 −2/3 1 −2/3

.

Пiсля перетворення вона набуває такого вигляду:

W 0 0 0 0 1 0 10
x2 0 1 0 0 −1 1 2
x1 1 0 0 0 2 −3/2 2
x4 0 0 0 1 −7 5 3
x3 0 0 1 0 1 −3/2 1

.
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Звiдси отримуємо оптимальний розв’язок x3 = (2, 2) задачi (2.1).
Якщо використовувати класичнi зрiзи Гоморi, то їх потрiбно було
б чотири замiсть двох модифiкованих (перевiрте). N

Тепер розглянемо питання про збiжнiсть методу Гоморi.

Теорема 2.1. Нехай X множина допустимих розв’язкiв задачi
(1.15) обмежена. Тодi алгоритм Гоморi розв’язання задачi (2.1)
збiгається за скiнченну кiлькiсть iтерацiй.

Доведення. Позначимо через J t – МБН, а через

bt
i, at

ij , i = 0, 1, . . . , m + n, j = 1, . . . , m + n + nt ,

– компоненти стовпцiв симплекс-таблицi, що утворилася безпо-
середньо пiсля завершення великої iтерацiї t, де nt – цiле число,
яке не перевершує n. Зазначимо, що bt

0 – оптимальне значення
цiльової функцiї задачi (1.15)t (i в двоїстiй до неї).

Припустимо, що для деякої задачi (2.1) алгоритм Гоморi ви-
конує нескiнченну кiлькiсть iтерацiй. Тодi в кожнiй великiй iте-
рацiї t множина допустимих розв’язкiв задачi (1.15)t не порожня.
Тому цiльова функцiя задачi, двоїстої до (1.15)t, обмежена зни-
зу константою L = min

x∈X
W (x) . Звiдси випливає, що величини bt

0,

t > 1, обмеженi знизу константою L. При кожному t останнiй
стовпець bt = (bt

0, b
t
1, . . . , b

t
m+nt

)T невiд’ємний i мiстить не цiлi
компоненти. Оскiльки симплекс-таблиця в ходi алгоритму зали-
шається строго двоїсто допустимою, то за теоремою 1.9 останнiй
рядок симплекс-таблицi лексикографiчно спадає. Отже, перша
ненульова рiзниця bt+1

i − bt
i, i = 0, 1, . . . , m + nt вiд’ємна.

Нехай bt
0 — нецiле число. Тодi нульовий рядок симплекс-таблицi

буде опорним i в неперервнiй задачi (1.15)t+1 з’явиться обмежен-
ня

−
∑

j 6∈Jt

f t
0jxj + st = −(f t

0 + kt
0) ,

де f t
0j = at

0j− [f t
0j ], j 6∈ J t; f t

0 = bt
0− [bt

0]; kt
0 — цiле невiд’ємне чис-

ло. Зауважимо, що у випадку використання стандартного зрiзу
Гоморi kt

0 = 0.
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Нехай p-й стовпець — опорний. Тодi f t
0p > 0 i at

0p = [at
0p] +

f t
0p > 0, оскiльки p-й стовпець лексикографiчно додатний. Пiсля
операцiї замiщення величина bt

0 перетворюється на величину

bt+1
0 = bt

0 − (f t
0 + kt

0)
at

0p

f t
0p

6 bt
0 − (f t

0 + kt
0)

f t
0p

f t
0p

= [bt
0]− kt

0 6 [bt
0] .

Остання нерiвнiсть означає, що величина bt
0 зменшується при-

наймнi до найближчого цiлого. Оскiльки величина bt
0 обмежена

знизу константою L, то її дробове значення може траплятися
тiльки скiнченну кiлькiсть разiв. Тому починаючи з деякого t1,
bt
0 — цiле число, яке не залежить вiд t.

Нехай при деякому t > t1 величина bt
1 — нецiле число. Тодi

bt
1 > 0 i в неперервнiй задачi (1.15)t+1 з’явиться останнє обмежен-
ня

−
∑

j 6∈Bt

f t
1jxj + st = −(f t

1 + kt
1),

де f t
1j = at

1j − [f t
1j ], j 6∈ Bt, f t

1 = bt
1 − [bt

1], kt
1 — цiле невiд’ємне

число.
Покажемо, що в нульовому рядку симплекс-таблицi at

0p = 0.
Справдi, в iншому випадку at

0p > 0 i за лексикографiчним пра-
вилом вибору опорного стовпця (див. теорему 1.9) at

0j > 0 для
всiх j, таких що f t

1j > 0. Додаючи до нульового рядка симплекс-
таблицi її останнiй рядок, помножений на мале цiле додатне чис-
ло, можна домогтися зменшення значення цiльової функцiї за-
дачi, двоїстої до (1.15)t+1(протирiччя з визначенням b0

t ). Отож,
at

0p = 0. Тому at
1p > 0. Але з нерiвностi f t

1p > 0 випливає, що
at

1p = [at
1p] + f t

1p > 0. Тому пiсля операцiї замiщення величина bt
1

зменшується принаймнi до найближчого цiлого. Оскiльки bt
1 > 0

дробове значення bt
1 може траплятися тiльки скiнченну кiлькiсть

разiв. Звiдси, починаючи з деякого t2, величина bt
1 стає цiлою i

сталою. За лемою 2.1 кiлькiсть рядкiв симплекс-таблицi не пере-
вищує m + n. Продовживши аналогiчнi мiркування, можна по-
казати, що, починаючи з деякого tm+n, всi компоненти стовпця
bt будуть цiлими i сталими, що означає оптимальнiсть розв’язку
xt для задачi (2.1) Отже, алгоритм Гоморi не може виконувати
нескiнченну кiлькiсть iтерацiй, що суперечить припущенню.
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При використаннi модифiкованих зрiзiв потрiбно багато ра-
зiв розв’язувати задачу (2.5). Покажемо, що для її розв’язування
можна використовувати метод ефективнiший, нiж алгоритм пе-
ребору. Обмежимося випадком двох змiнних i запишемо задачу
(2.5) у виглядi

minW =
a1

r
x1 +

a2

r
x2,

за умов
a1

r
x1 +

a2

r
x2 ≡ b

r
, x1, x2 > 0, x1, x2 ∈ Z,

або

min W =µ,

за умов a1x1 + a2x2 = b + µr,

x1, x2, µ > 0, x1, x2, µ ∈ Z,

(2.7)

де a1, a2, r — додатнi цiлi числа; max[a1, a2, b] < r. Припускаємо,
що обмеження задачi (2.2) сумiснi.

Через НCД(h, l, . . . , p) позначимо найбiльший спiльний дiль-
ник цiлих чисел h, l, . . . , p. Без втрати загальностi будемо вважа-
ти, що НСД(a1, a2, b) = 1. Приймемо НCД(a1, a2) = d. Розгляне-
мо два випадки.

1. Нехай d = 1. Загальний розв’язок рiвняння a1x1 + a2x2 =
b + µr в цiлих числах записують у виглядi

x1(t) = ta2 + (b + µr)x0
1, x2(t) = −ta1 + (b + µr)x0

2 ,

де (x0
1, x

0
2) — частковий розв’язок рiвняння a1x1 +a2x2 = 1,

а параметр t набуде будь-яких цiлих значень. Приймемо

ψ1(µ) =
(b + µr)x0

2

a1
, ψ2(µ) = −(b + µr)x0

1

a2
.

При заданому значеннi µ розв’язок (x1(t), x2(t)) невiд’єм-
ний тiльки у випадку, коли t ∈ [ψ2(µ), ψ1(µ)]. Звiдси для
iснування невiд’ємного цiлочислового розв’язку необхiдно
i достатньо, щоб [ψ1(µ)] > ψ2(µ).
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Тому знаходимо мiнiмальне цiле µ0, яке задовольняє цю не-
рiвнiсть. Воно буде вiдповiдати мiнiмальному значенню µ в
задачi (2.2). Зауважимо, що цiле µ, яке задовольняє нерiв-
нiсть [ψ1(µ)] > ψ2(µ), завжди знайдеться, оскiльки рiзниця

ψ1(µ)− ψ2(µ) = (b + µr)
(

x0
1

a2
+

x0
2

a1

)
=

b + µr

a1a2

зi збiльшенням µ необмежено збiльшується. У пiдсумку отри-
муємо зрiз

a1

r
x1 +

a2

r
x2

b

r
+ µ0 .

2. Нехай d > 1. Тодi числа ai, i = 1, 2, зобразимо у виглядi
ai = a′id, де a′i > 0, a′i ∈ Z, i = 1, 2, НCД(a′1, a

′
2) = 1. У

цьому випадку рiвняння a1x1 + a2x2 = b не має розв’язку в
цiлих числах. Покажемо, що d i r – взаємно простi числа,
тобто НCД(d, r) = 1. Справдi, припустимо, що НCД(d, r) =
d1 > 1. Тодi з рiвняння a1x1 + a2x2 = b + µr випливає, що
d1 дiлить b, але це суперечить рiвностi НCД(a1, a2, b) = 1.

Розглянемо рiвняння kd−µr = b стосовно цiлих змiнних k i µ. Це
рiвняння має розв’язки в цiлих числах, оскiльки НСД(d, r) = 1.
Вiзьмемо розв’язок k0, µ0, який задовольняє умову 0 < k0 <
r. Пiдставивши a1 = a′2d, a2 = a′2d, b = k0d − µ0r в рiвняння
a1x1 + a2x2 = b + µr, отримаємо

a′1dx1 + a′2dx2 = k0d + (µ− µ0)r .

З нього випливає, що d дiлить µ − µ0, тобто µ − µ0 = sd. Пiсля
скорочення на d, отримуємо a′1x1+a′2x2 = k0+sr i, як у випадку 1,
знаходимо мiнiмальне s0, яке вiдповiдне оптимальному розв’язку
здачi

min W = s,

за умов a′1x1 + a′2x2 = k0 + sr,

x1, x2, s > 0, x1, x2, s ∈ Z.
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Звiдси знаходимо зрiз

a′1
r

x1 +
a′2
r

x2 > k0

r
+ s .

Приклад 2.4. Знайдемо модифiкований зрiз Гоморi для порiв-
няння

710
401

x1 +
158
401

x2 ≡ 1
401

.

Тут a1 = 710, a2 = 158, b = 1, r = 401, d = (710, 158) = 2.
Рiвняння dk − rµ = b має розв’язок (k0, µ0) = (201, 1).

Далi a′1 = 355, a′2 = 79. Рiвняння a′1x1 + a′2x2 = 1 має частко-
вий розв’язок (x0

1, x
0
2) = (77,−346). Звiдси

ψ1(s) =
(k0 + rs)x0

2

a′1
= −(201 + 401s)346

155
,

ψ2(s) = −(k0 + rs)x0
1

a′2
= −(201 + 401s)77

79
.

Мiнiмальне s > 0, яке задовольняє нерiвнiсть [ψ1(s)] > ψ2(s),
дорiвнює 6. У цьому разi ψ1(6) ≈ −2540, 9, ψ2(6) = −2541. Отри-
маємо зрiз

155
401

x1 +
79
401

x2 > 201
401

+ 6 =
2406
401

.

N

Задачi

2.1. При обмеженнях з прикладу 2.3 розв’яжiть задачу цiлочис-
лового LP для таких цiльових функцiй:

1) W = 3x1 + x2;

2) W = x1 + 3x2.

Вiдповiдь. 1)x∗ = (3, 1); 2)x∗ = (0, 3).
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2.2. Знайти розв’язок задачi

max W (x) =6x1 + 5x2,

за умов 5x1 + 4x2 6 20,

4x1 + 7x2 6 28,

0 6 x1 6 3, x2 > 0, x1, x2 ∈ Z.

Вiдповiдь. x∗ = (3, 1), Wmax = 23.

2.3 Метод гiлок i меж

Спочатку викладемо загальну схему методу, а потiм його кон-
кретну реалiзацiю для задачi цiлочислового LP.

Нехай цiльова функцiя W (x) визначена на скiнченнiй мно-
жинi розв’язкiв X0. Розглянемо задачу

max
x∈X0

W (x) = W (x0) . (2.8)

Вихiдну множину X0 можна помiстити в ширшу множину X ⊃
X0. Множина X може мiстити скiнченну або нескiнченну мно-
жину розв’язкiв.

Припустимо, що ми вмiємо розбивати (розгалужувати) мно-
жину X на такi пiдмножини A, для яких пiдзадача max

x∈A
W (x) =

W (xA) = WA розв’язується досить нескладно. Якщо оптималь-
ний розв’язок xA пiдзадачi допустимий (тобто xA ∈ X0), то ве-
личина WA є оцiнкою (межа) знизу для шуканого максимуму
W (x0).

Розглянемо метод гiлок i меж для задачi (2.8) детальнiше.
Нехай N — поточна оцiнка знизу для максимуму W (x0) задачi
(2.8). Ця оцiнка або дорiвнює −∞, або досягається для деяко-
го поточного допустимого розв’язку. Спочатку припустимо, що
N = −∞ i розв’язуємо задачу

max
x∈X

W (x) = W (x∗) = WX .

Якщо x∗ належить X0, то x∗ — оптимальний розв’язок задачi
(2.8), оскiльки X0 ⊂ X.
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Припустимо, що x∗ 6∈ X0. У цьому випадку множину X розби-
ваємо на пiдмножини X1, . . . , Xm, послiдовно розв’язуємо пiдза-
дачi i знаходимо величини WXi = W (xXi), i = 1, . . . ,m, зокрема
за такими правилами вiдкидаємо пiдмножини Xi:

1) N > WXi . В цьому випадку N – скiнченна величина, яка з
побудови досягається на поточному допустимому розв’язку
задачi (2.8). Тому всi розв’язки з множини Xi мають ненай-
лiпшi значення цiльової функцiї i можуть бути вiдкинутi;

2) N < WXi i xX1 ∈ X0, тобто оптимальний розв’язок пiдза-
дачi допустимий у задачi (2.8). Тодi приймемо N = WXi i
запам’ятовуємо xXi як новий поточний розв’язок. У цьому
випадку оцiнка N полiпшується;

3) множина Xi не мiстить допустимих розв’язкiв.

Пiсля перегляду всiх пiдмножин Xi вiдбираємо тi з них, якi
не були вiдкинутi. Вибираємо серед них пiдмножину з найбiль-
шим значенням WXi i розбиваємо його на пiдмножини Xij , j =
1, . . . , n. Розв’язуємо пiдзадачi з пiдмножинами Xij , використо-
вуючи правила вiдкидання пiдмножин i т.д. Алгоритм завершує
свою роботу, коли всi пiдмножини будуть вiдкинутi.

Зауважимо, що в кожнiй конкретнiй реалiзацiї методу гiлок
i границь треба доводити його збiжнiсть за скiнченну кiлькiсть
крокiв. Покажемо, що при невдалому способi розгалуження за-
дачi алгоритм може призвести до нескiнченної кiлькостi крокiв.
Припустимо, що в задачi цiлочислового LP є єдина цiлочисель-
на точка x0, внутрiшня для множини допустимих розв’язкiв X
неперервної задачi. Нехай процес розбиття на пiдмножини про-
водять так, що точка x0 завжди залишається внутрiшньою для
множини розбиття, що її мiстить. Оптимальнi розв’язки пiдза-
дач, отриманi симплекс-методом, належать границям пiдмножин
розбиття. Тому в цьому прикладi метод гiлок i меж не сходиться
за скiнченну кiлькiсть крокiв.

Продемонструємо метод гiлок i меж на прикладi.

Приклад 2.5 (Задача про призначення). Нехай α, β, γ, δ –
робiтники, яких треба розподiлити на чотири об’єкти з номерами
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1, 2, 3, 4. Тут множина X0 складається з 24 перестановок сим-
волiв α, β, γ, δ. Наприклад, x1 = (δ, γ, α, β) означає, що робiтник
δ задiяний на першому об’єктi, робiтник γ – на другому i т.д. У
такiй матрицi

1 2 3 4
α
β
γ
δ




9 1 5 6
7 2 8 8
6 8 0 7
1 7 3 2




(2.9)

мiстяться величини ефективностi використання робiтникiв на кож-
ному об’єктi. Визначимо функцiю W (x) як сумарну величину
ефективностi розподiлу робочих за об’єктами. Наприклад, W (x1) =
1 + 8 + 5 + 8 = 22.

Розглянемо множину X, яка складається з векторiв x, за яки-
ми допускається розподiл робiтникiв бiльше, нiж на один об’єкт.
Множина X включає X0 i мiстить 256 розв’язкiв.

Легко бачити, що

max
x∈X

W (x) = W (x∗) = 33, x∗ = (α, γ, β, β) 6∈ X0 .

Переходимо до розбиття задачi на пiдзадачi. Нехай Xα — мно-
жина таких x, для яких x1 = α, xj 6= α, j = 2, 3, 4. Iнакше
при x ∈ Xα лише робiтник α призначається на перший об’єкт.
Аналогiчно визначають множини Xβ , Xγ , Xδ, Xαβ i т. п. Тодi
X = Xα ∪ Xβ ∪ Xγ ∪ Xδ ∪ X̃, де X̃ складається з векторiв x, у
яких перша компонента збiгається з будь-якою iншою. Оскiль-
ки множина X̃ не мiстить допустимих розв’язкiв, то її можна
вiдразу вiдкинути.

Алгоритм зручно проiлюструвати за допомогою дерева розга-
луження задачi. Вершина дерева буде вiдповiдати деякiй пiдмно-
жинi A множини X. Її зображають кружечком, всерединi якого
вказано значення WA. Якщо xA ∈ X0, то значення WA буде-
мо пiдкреслювати. З кореневої вершини дерева виходить чотири
ребра, вiдмiченi символами α, β, γ, δ. Вони вiдповiдають вибору
пiдзадач з пiдмножинами Xα, Xβ, Xγ , Xδ множини X. Наступне
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за ребром α ребро β вiдповiдає вибору пiдзадачi з пiдмножиною
Xαβ i т.д. На рисунку зображено результати обчислення. Тут
x∗ = (α, δ, β, γ) — оптимальний розв’язок i W (x∗) = 31.
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Застосуємо метод гiлок i меж для розв’язування задачi (2.1).
Припустимо, що множина X допустимих розв’язкiв вiдповiдної
неперервної задачi (1.15) полiтоп. Позначимо через [a] — цiлу
частину числа a. Нехай x∗ — оптимальний розв’язок неперервної
задачi (1.15). Якщо x∗ мiстить цiлi компоненти, то x∗ ∈ X0 i x∗ —
оптимальний розв’язок задачi (2.1). Нехай розв’язок x∗ мiстить
нецiлi компоненти i x∗s — будь-яка з них. Визначимо три множини

X1 = {x ∈ X : xs 6 [x∗s]}, X2 = {x ∈ X : xs > [x∗s] + 1},
X̃ = {x ∈ X : [x∗s] < xs < [x∗s] + 1} .

Оскiльки X̃ не мiстить допустимих розв’язкiв задачi (2.1), то
її вiдразу можна вiдкинути. Вiдповiдно до методу гiлок i меж
знаходимо оптимальнi розв’язки пiдзадач x1, x2: WX1 = W (x1),
WX2 = W (x2). Одна з множин X1 або X2 може виявитися по-
рожньою, тодi її вiдкидаємо. Якщо x1 ∈ X0, то приймемо, що
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N = WX1 , розв’язок x1 запам’ятовуємо, а множину X1 вiдки-
даємо. Аналогiчну перевiрку виконуємо для x2. Припустимо, що
обидвi множини X1 i X2 не були вiдкинутi i що WX1 > WX2 . Тодi
беремо множину X1 для наступного розгалуження. Для нецiлої
компоненти x1

k визначимо двi множини X3 = {x ∈ X1 : xk 6
[x1

k]}, X4 = {x ∈ X1 : xk > [x1
k] + 1}. Розв’язуємо вiдповiднi

пiдзадачi i т. д. Алгоритм закiнчує роботу за скiнченну кiлькiсть
крокiв. Справдi, при кожному розгалуженнi задачi з будь-якої
осi xi вiдкидається iнтервал (множина вигляду X̃). Оскiльки X
— полiтоп, то таких iнтервалiв скiнченна кiлькiсть, i звiдси ви-
пливає скiнченiсть алгоритму.

Зауважимо, що нерiвнiсть WX1 > WX2 не означає, що опти-
мальний розв’язок x∗ задачi (2.1) обов’язково мiститься в мно-
жинi X1.

Приклад 2.6. Розглянемо задачу

max W =
1
9
x1 + x2,

за умов x2 6 16
9

x1, x1 +
9
10

x2 6 3,

x1, x2 > 0, x1, x2 ∈ Z .

Множина X0 — допустимих розв’язкiв мiстить шiсть точок.
Тут x1 = (1, 16/9) i x2 = (2, 10/9) — оптимальнi розв’язки пiдза-
дач i W (x1) = 17/9 > Z(x2) = 12/9, але оптимальний розв’язок
x∗ = (1, 2) задачi (2.1) належить множинi X2. N

Якщо множина X необмежена, то у разi застосування методу
гiлок i меж можливi рiзнi перешкоди.

Приклад 2.7. Гра на фондовiй бiржi. Нехай A — кiлькiсть
грошей, якi компанiя видiлила для купiвлi на наступних торгах
n видiв цiнних паперiв. Компанiя доручає купiвлю цiнних папе-
рiв брокеру i задає такi обмеження. Паперiв j-го вигляду можна
купити на суму не бiльшу нiж, bj , j = 1, ..., n, де

n∑

j=1

bj > A .
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Крiм того, є група цiнних паперiв J , якi найбiльш бажанi для
компанiї. Вона вважає, що цiннi папери з номерами j ∈ J треба
купити на суму не меншу, нiж B > A/2. Брокер повинен забез-
печити таку купiвлю цiнних паперiв, щоб на наступних торгах
сума, виручена вiд їхнього продажу, була найбiльшою.

Нехай aj — вартiсть цiнного паперу j-го вигляду в цей мо-
мент, а cj — прогнозована брокером цiна на наступних торгах.
Позначимо через xj кiлькiсть паперiв вигляду j, якi купив бро-
кер. Приймемо uj = [bj/aj ], j = 1, ..., n. Для брокера виникає
задача цiлочислового програмування з двостороннiми обмежен-
нями

max W =
n∑

j=1

cjxj ,

за умов
n∑

j=1

ajxj 6 A,
∑

j∈J

ajxj > B,

x1 ∈ [0, 100], x2 ∈ [0, 160], x3 ∈ [0, 120], xj ∈ Z, j = 1, 2, 3.

Розглянемо конкретний приклад

max W =8x1 + 8x2 + 5x3,

за умов 6x1 + 8x2 + 4x3 6 1360, 6x1 + 8x2 > 1250,

x1 ∈ [0, 100], x2 ∈ [0, 160], x3 ∈ [0, 120], xj ∈ Z, j = 1, 2, 3.

Розв’яжемо вiдповiдну неперервну задачу. Введемо для першої
нерiвностi слабку змiнну x4, а для другої — x5.

Початкова симплекс-таблиця така:

W −8 −8 −5 0 0 0
x4 6 8 4 1 0 1360
x5 −6 −8 0 0 1 −1250

.

Перетворимо її, щоб отримати початковий базисний розв’язок.
Для цього виконаємо операцiю замiни з опорним елементом a22 =
−8:
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W −2 0 −5 0 −1 1250
x4 0 0 4 1 1 110
x5 3/4 1 0 0 −1/8 625/4

.

Вiзьмемо опорним перший стовпець. Тодi θ = min
i: aip>0

bi

aip
=

625
3

>

u1 = 100 i, як наслiдок, потрiбно зробити замiну x1 = 100− y1:

W 2 0 −5 0 −1 1450
x4 0 0 4 1 1 110
x2 −3/4 1 0 0 −1/8 325/4

.

Вiзьмемо опорним третiй стовпець. Тодi θ = 110/4 < u3 = 120 i
перший рядок – опорний. Далi проводимо звичайне перетворення
таблицi:

W 2 0 0 5/4 1/4 3175/2
x3 0 0 1 1/4 1/4 55/2
x2 −3/4 1 0 0 −1/8 325/4

.

Звiдси знаходимо оптимальний розв’язок неперервної задачi: y∗1 =
0, x∗2 = 325/4, x∗3 = 55/2.

Зрештою, x∗ = (100, 325/4, 55/2).
Вiзьмемо не цiлу компоненту x∗2 i розглянемо множини

X1 = {x ∈ X : x2 6 81} , X2 = {x ∈ X : x2 > 82} ,

де X — множина розв’язкiв x = (x1, x2, x3), якi задовольняють
обмеження задачi без вимоги цiлочисельностi компонент. Пока-
жемо, що множина X1 порожня. Справдi, для x ∈ X1, 6x1+8x2 6
600 + 648 = 1248 < 1250 i друга нерiвнiсть обмеження не вико-
нується.

Розв’яжемо пiдзадачу

max
x∈X2

W (x) = W (x∗) .

Вiд тiльки що розв’язаної задачi вона вiдрiзняється нерiвнiстю
82 6 x2 6 100. Використаємо вже наведенi обчислення. Зробимо
замiну x2 = x̃2 + 82. Тодi 0 6 x̃2 6 18. Кiнцева симплекс-таблиця
набуде вигляду:
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W 2 0 0 5/4 1/4 3175/2
x3 0 0 1 1/4 1/4 55/2
x4 −3/4 1 0 0 −1/8 −3/4

.

Поточний базисний розв’язок не допустимий. Використаємо дво-
їстий симплекс-метод. Другий рядок — опорний, θ′ = min[8/3, 2]
= 2 i п’ятий стовпець — опорний. Пiсля перетворення отримаємо
симплекс-таблицю

W 1/2 2 0 5/4 0 1586
x3 −3/2 2 1 1/4 0 26
x4 6 −8 0 0 1 6

.

Звiдси y0
1 = 0, x̃0

2 = 0, x0
3 = 26. Зрештою, x∗ = (100, 82, 26).

Оскiльки розв’язок x∗ складається з цiлих компонент, то вiн
оптимальний розв’язок вихiдної задачi. N

Задачi

2.3. Методом гiлок i меж розв’язати задачу про призначення на
мiнiмум з матрицею затрат (2.9). Вiдповiдь. x∗ = (δ, β, γ, α),
W (x∗) = 9.

2.4. Розв’язати методом гiлок i меж таку задачу цiлочислового
LP:

max W =4x1 + 5x2 + x3,

за умов 3x1 + 2x2 6 10, x1 + 4x2 6 11, 3x1 + 3x2 + x3 6 13,

x1, x2, x3 > 0, xj ∈ Z, j = 1, 2, 3.

Вiдповiдь. x∗ = (2, 2, 1).

2.5. Методом гiлок i меж визначити несумiснiсть обмеженої за-
дачi

max W = − 3x1 − 2x2,

за умов 1 6 3x1 + 3x2 6 2, x1, x2 > 0, xj ∈ Z, j = 1, 2.
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2.6. Навести приклад задачi цiлочислового LP, в якiй X0 = {(0, 0)},
а цiльова функцiя W (x) на множинi X не обмежена зверху.

2.7. Навести приклад задачi (2.1) з необмеженою множиною X
i порожньою множиною X0, в якiй метод гiлок i меж не
збiгається за скiнченну кiлькiсть крокiв.

2.8. Нехай у задачi (2.1) X0 6= ∅, коефiцiєнти aij i bj — рацiо-
нальнi числа, а цiльова функцiя W (x) не обмежена зверху
на X. Довести, що функцiя W (x) не обмежена зверху на
X0.

2.4 Задача булевого програмування

Розглянемо задачу булевого лiнiйного програмування

max W =
n∑

j=1

cjxj ,

за умов
n∑

j=1

aijxj 6 bi, i = 1, ..., m,

xj ∈ {0, 1}, j = 1, ..., n.

(2.10)

Зауважимо, що кожну задачу цiлочислового LP з обмеженою
множиною X вiдповiдних неперервних розв’язкiв можна звести
до задачi булевого LP. Для цього достатньо використати двiйкове
зображення цiлих чисел

xj =
l∑

r=0

yjr2r,

де yjr — булевi змiннi. Оскiльки xj набуває своїх значень з де-
якого вiдрiзка, то номер l можна вважати фiксованим. Однак
отримана задача булевого LP може мати велику розмiрнiсть.

Наведемо приклади задачi булевого LP.
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Приклад 2.8. Задача про рюкзак
Нехай фiрма має капiтал I, призначений для iнвестування

в n проектiв. У цьому разi j-й проект дає прибуток Vj i потре-
бує iнвестицiй у розмiрi Ij . Потрiбно так вибрати проекти, щоб
оптимiзувати сумарний прибуток.

Уведемо булевi змiннi xj , j = 1, ..., n. Значення xj = 1 (xj = 0)
засвiдчує, що фiрма (не) iнвестує капiтал в j-й проект. Отриму-
ємо задачу про рюкзак

max
n∑

j=1

Vjxj ,

за умов
n∑

j=1

Ijxj 6 I,

xj ∈ {0, 1}, j = 1, ..., n.

(2.11)

Спочатку вона мала таку iнтерпретацiю: турист збирається в по-
хiд i вiдбирає в рюкзак найбiльш цiннi для себе предмети, сумар-
ний обсяг яких обмежений мiсткiстю рюкзака. N

Приклад 2.9. Задача водопровiдника. Водопровiдник отри-
мав наряд на встановлення кранiв на декiлькох трубах, прокла-
дених пiд землею, покритою плитами (рис. 2.4.1). Вiн може вста-
новити механiзми перекриття в будь-якому мiсцi труби, але, зви-
чайно, по одному крану на кожнiй трубi. Для мiнiмiзацiї працi
водопровiдниковi треба визначити мiнiмальну кiлькiсть плит, якi
треба пiдняти, щоб встановити по одному крану на кожнiй трубi.
Пронумеруємо плити вiд 1 до 12, а труби вiд (1) до (5). Нехай
булева змiнна xj набуває значення 1 або 0 залежно вiд того, пiд-
няли j-у плиту чи нi. Кожнiй трубi вiдповiдає одне обмеження,
яке означає, що для отримання до неї доступу необхiдно пiдня-
ти принаймнi одну з покриваючих її плит. Для труби (1) будемо
мати обмеження x1 + x2 + x3 > 1. Для труб (2) – (5) можна
записати аналогiчнi обмеження. У пiдсумку отримуємо задачу
булевого LP
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1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

(1) (3)

(2)

(4)

(5)

Рис. 2.4.1.

min W =
12∑

j=1

xj ,

за умов x1 + x2 + x3 > 1, x1 + x2 + x5 + x6 > 1,

x3 + x7 + x8 + x12 > 1, x10 + x11 + x12 > 1,

x8 + x12 > 1,

(2.12)

де xj , j = 1, ..., 12, — булевi змiннi. N

Припустимо, необмежуючи загальностi, що 0 6 c1 6 c2 6
... 6 cn. Справдi, якщо cj < 0, то пiсля замiни змiнної xj = 1−yj

отримаємо додатний коефiцiєнт −cj при yj .
Для задачi булевого LP розглянемо алгоритм Балаша, який

є варiантом методу гiлок i меж. Нехай X0 – множина допустимих
розв’язкiв задачi (2.10), а X – множина всiх 2n булевих розв’язкiв
x. На початку роботи алгоритму перевiримо на допустимiсть два
розв’язки: x∗ = (1, ..., 1) i x = (0, 1, ...., 1). Легко бачити, що x∗

— оптимальний розв’язок задачi максимiзацiї функцiї W (x) на
множинi X, а x — розв’язок, на якому цiльова функцiя набуває
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друге за величиною значення. Якщо хоча б одне з них допусти-
ме, то отримуємо розв’язок задачi (2.10). Припустимо, що обидва
розв’язки не є допустимими в задачi (2.10).

Вiзьмемо натуральне число k < n. У наборах значень булевих
змiнних вигляду x1, x2, ..., xk коми часто будемо опускати. Для
довiльного такого набору x1x2...xk визначимо множину розв’яз-
кiв

X(x1...xk) = {y ∈ X : yj = xj , j = 1, ..., k}.
Розгалуження задачi проводиться звичайним методом: множина
X розбивається на двi пiдмножини X(0) i X(1), кожна з яких
розбивається вiдповiдно на двi пiдмножини: X(0) = X(00) ∪
X(01) i X(1) = X(10) ∪X(11) i т.д.

Розглянемо детально дiї алгоритму, проведенi для невiдки-
нутої множини X(x1...xk). Перед усiм перевiряють допустимiсть
розв’язку x′ = (x1, ..., xk, 0, 1, 1, ..., 1). Якщо вiн допустимий, то
при W (x′) > N приймемо N = W (x′), розв’язок x′ запам’ятову-
ють як поточний, а множину X(x1, ..., xk) вiдкидають. Зауважи-
мо, що розв’язок x′′ = (x1, ..., xk, 1, 1, ..., 1) не є допустимим, ко-
ли огляд множин вiдбувається таким методом. Справдi, якщо б
розв’язок x′′ був допустимим, то це було би визначено на якомусь
попередньому кроцi алгоритму при оглядi множини X(x1, ..., xl),
де xl+1 = 0 — останнiй нуль з набору x1...xk. У цьому випад-
ку множина X(x1...xl) була б вiдкинута i, вiдповiдно, множина
X(x1...xk) не повинна була виникнути. Коли набiр x1...xk скла-
дається лише з одиниць, то розв’язок x′′ також мiстить лише
одиницi i перевiрка його на допустимiсть виконується на самому
початку роботи алгоритму.

Отже, в множинi X(x1...xk) розв’язок x′′ має бути вiдкину-
тим. Тодi максимум цiльової функцiї на розв’язках, що залиши-
лися, задається формулою

WX(x1...xk) = W (x′) =
k∑

j=1

cjxj +
n∑

j=k+2

cj .

Це отримують з впорядкованостi коефiцiєнтiв цiльової функцiї.
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Обговоримо додатковi дiї, якi дають змогу скоротити обчис-
лення за алгоритмом. Розглянемо нерiвностi

min
y∈X(x1...xk)

n∑

j=1

aijyj 6 bi, i = 1, ..., m, (2.13)

де коефiцiєнти aij , bi взятi з обмеження задачi булевого про-
грамування (2.10). Легко перевiрити кожну з нерiвностей (2.13),
оскiльки мiнiмум у лiвiй частi знаходимо просто

min
y∈X(x1...xk)

n∑

j=1

aijyj =
k∑

j=1

aijxj +
n∑

j=k+1

min [aij , 0].

Нехай N — поточне значення оцiнки максимуму задачi (2.10).
Якщо множина X(x1, ..., xk) виявилася невiдкинутою, то корисно
перевiрити нерiвнiсть

N > WX(x1...xk) − ck+2. (2.14)

Теорема 2.2. Якщо для множини X(x1...xk) виконується не-
рiвнiсть (2.14), то всерединi неї достатньо обмежитися огля-
дом пiдмножин

X(x1...xk 1...1︸︷︷︸
l раз

), l = 1, ..., n− k − 1.

Доведення. За умови (2.14) множину X(x1...xk0) можна не роз-
глядати, оскiльки N > WX(x1...xk0) − ck+2 = WX(x1...xk0). От-
же, при розгалуженнi задачi можна вiдразу перейти до мно-
жини X(x1...xk1). З нерiвностi WX(x1...xk1) = W(x1...xk) + ck+1 −
ck+2 6 WX(x1...xk) випливає, що WX(x1...xk)− ck+2 > WX(x1...xk1)−
ck+3. Це означає, що нерiвнiсть (2.14) правильна i для множини
X(x1...xk1). Мiркуючи аналогiчно, переконуємося, що достатньо
розглянути лише множини X(x1...xk 11...1︸ ︷︷ ︸

l раз

) i перевiрити допусти-

мiсть розв’язку

(x1, ..., xk, 1, ..., 1, 0, 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
l раз

), l = 1, ..., n− k − 1.
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Для тих з них, якi виявилися допустимими, необхiдно перевi-
рити, чи полiпшують вони оцiнку N . Тепер множину X(x1...xk)
можна вiдкинути.

У всьому iншому алгоритм Балаша є методом гiлок i меж.

Приклад 2.10. У банк надiйшли заявки на кредити вiд шести
клiєнтiв. Нехай очiкуваний прибуток у разi укладення договорiв
з j-м клiєнтом становить cj ум. од., де c1 = 3, c2 = c3 = 3, 5,
c4 = 4, c5 = c6 = 4, 5. Розглянемо обмеження. Клiєнти 1, 3 та 5-й
були в боржниках, клiєнти 2, 4 i 6-й — новi, невiдомi, 1, 2 i 3-й
подали заявки на короткостроковi кредити, а 4, 5 i 6-й — на дов-
гостроковi. Керiвництво банку прийняло рiшення задовольнити
не бiльше двох заявок для кожної з перерахованих груп клiєнтiв.

У цьому прикладi розв’язок x = (x1, ..., x6) складається з бу-
левих компонентiв xj , у цьому разi xj = 1, якщо заявка на кредит
j-му клiєнтовi задоволена, i xj = 0 — у протилежному випадку.
Отримаємо задачу булевого програмування

max W =3x1 + 3, 5x2 + 3, 5x3 + 4x4 + 4, 5x5 + 4, 5x6,

за умов x1 + x3 + x5 6 2, x2 + x4 + x6 6 2,

x1 + x2 + x3 6 2, x4 + x5 + x6 6 2,

xj ∈ {0, 1}, j = 1, ..., 6.

(2.15)

Застосуємо алгоритм Балаша. Обчислення зведенi в табл. 2.1.
У її першому стовпцi розташованi номери (у порядку розгляду)
множин X(x1, ..., xk), у другому — оптимальнi розв’язки вiдпо-
вiднинх пiдзадач x1...xk(01...1), в третьому — максимуми WX(x1...xk)

цiльової функцiї для пiдзадач, у четвертому — список номерiв
невiдкинутих множин X(x1...xk). У цьому списку будемо пiдкре-
слювати номер множини, що має найбiльший максимум i вибра-
ної для розгалуження задачi. Якщо множина X(x1...xk) мiстить
допустимий розв’язок, то оцiнку WX(x1..xk) будемо вiдзначати зi-
рочкою.

При переглядi множини X(110) з номером 5 отримали оцiнку
N = 15, 5, яка досягається на допустимому розв’язку (1, 1, 0, 0, 1, 1).
Множина з номером 5 вiдкидається. Множина X(111) з номером
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Табл. 2.1.

Номер
множини x1...xk(01...1) WX(x1...xk)

Невiдкинутi
множини

1 0(01111) 16,5 1, 2
2 1(01111) 19,5
3 10(0111) 16 1,3,4
4 11(0111) 19,5
5 110(011) 15,5∗ 1, 3, 5, 6
6 111(011) 19

Табл. 2.2.

j 1 2 3 4 5 6 7
Ij 1 1 2 2 2 3 4
Vj 73 89 137 157 159 211 299

6 вiдкидається за умови (2.13). Для множини x(0) з номером 1
виконується умова (2.14): N = 15, 5 > WX(0)−c3 = 13. Вiдповiдно
до теореми 2.2 перевiримо допустимiсть розв’язку (0, 1, 0, 1, 1, 1),
x0 = (0, 1, 1, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 1, 0, 1) i (0, 1, 1, 1, 1, 0). Другий вектор
x∗ є допустимим i W (x∗) = 16. Тому N = 16 i множину 3 можна
вiдкинути. Отже, x∗ = (0, 1, 1, 0, 1, 1) — оптимальний розв’язок
задачi. N

Задачi

2.9. Розв’язати задачу про рюкзак при n = 7, I = 10 зi значен-
нями решти параметрiв, заданими в табл. 2.2.

Вiдповiдь. x∗ = (1, 1, 0, 1, 1, 0, 1).

2.10. Розв’язати задачу водопровiдника, використовуючи алго-
ритм Балаша.
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Вiдповiдь. x∗ = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1), W (x∗) = 2.

2.11. Задача про рюкзак. Нехай є n неподiльних продуктiв
з номерами i = 1, . . . , n. Вага i-го продукту становить ci, а
цiннiсть pi. Треба вибрати сукупнiсть продуктiв з мiнiмаль-
ною загальною вагою, якщо загальна цiннiсть не менша вiд
заданої величини A.

Математичне формулювання задачi

min W (x) =
n∑

i=1

cixi,

за умов
n∑

i=1

pixi > A,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n.

Розв’язати задачу про рюкзак iз загальною цiннiстю набору
продуктiв A = 50 i c = (4, 6, 10, 5, 4, 1), p = (12, 15, 10, 16, 8, 5).

Вiдповiдь. x∗ = (1, 1, 0, 1, 1, 0).



Роздiл 3

Динамiчне
програмування

3.1 Метод динамiчного програмування

У задачах лiнiйного та нелiнiйного програмування керований
процес, стосовно якого приймається рiшення, вважається ста-
тичним, тобто незалежним вiд часу, тому оптимальне рiшення
(керування) знаходять лише на один етап планування. Такi за-
дачi називаються одноетапними або однокроковими.

У задачах динамiчного програмування керований процес за-
лежить вiд часу, тому приймають рiшення (для кожного етапу),
що забезпечують оптимальний розвиток всього процесу в цiлому.
Задачi динамiчного програмування називають багатоетапними
або багатокроковими. Динамiчне програмування —це математи-
чний апарат, який дає пiдстави реалiзувати оптимальне керува-
ння багатокроковими процесами прийняття рiшень. Зауважимо,
що досить часто шляхом деякого переформулювання певнi ста-
тичнi задачi можуть бути зведенi до багатоетапних.

Основним методом динамiчного програмування є розробле-
ний американським математиком Р.Белманом та його учнями
метод рекурентних спiввiдношень, вiдомий як метод функцiо-
нальних рiвнянь Белмана, в основу якого покладено такий прин-

82
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цип оптимальностi: якщо керування процесом є оптималь-
ним, то воно буде оптимальним i для процесу, що залишає-
ться пiсля першого кроку. У бiльш загальному виглядi принцип
оптимальностi формулюється так: яким би не був стан систе-
ми перед черговим кроком, керування на цьому кроцi потрiбно
вибирати так, щоб оптимiзувати результат на цьому кроцi
плюс на всiх наступних кроках. Цей принцип, який правильний
для так званих адитивних i мультиплiкативних показникiв керу-
вання (цiльових функцiй), допомагає визначити спiввiдношення
мiж екстремальними значеннями цiльової функцiї в задачах з
рiзною тривалiстю процесу та рiзними початковими станами.

Розглянемо цей принцип на такому прикладi: є n пiдпри-
ємств, k-те пiдприємство дає прибуток πk(xk), k = 1, . . . , n, якщо
йому видiлено xk одиниць ресурсу. Треба наявнi A одиниць ре-
сурсу розподiлити мiж n пiдприємствами так, щоб сумарний при-
буток був максимальним.

Нехай xk, k = 1, . . . , n — кiлькiсть ресурсу, яку видiляють
k-му пiдприємству. Тодi з формального погляду задача зводи-
ться до задачi нелiнiйного програмування

max W (x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

πk(xk),

за умов
n∑

k=1

xk = A, xk > 0, k = 1, . . . , n.

Зрозумiло, що для розв’язання цiєї задачi можуть бути за-
стосованi методи нелiнiйного програмування.

Розглянемо цю задачу як задачу n-етапного керування,
k-им кроком якої є видiлення ресурсу xk k-му пiдприємству. За-
уважимо, що в нашому прикладi цiльова функцiя W (x1, . . . , xn)
(показник ефективностi керування) є сумою прибуткiв за всiма
окремими кроками. Така функцiя називається адитивною.

Згiдно з принципом оптимальностi керування на кожному
кроцi потрiбно вибирати з врахуванням його майбутнiх наслiдкiв
на наступних кроках. Винятком є останнiй, n-й крок, пiсля яко-
го iнших крокiв немає. Його можна планувати так, щоб вiн сам
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собою принiс найбiльший прибуток. Тому процес динамiчного
програмування розгортається вiд кiнця до початку: першим пла-
нується останнiй n-й крок. Оскiльки невiдомо, чим закiнчився
передостаннiй крок, то потрiбно зробити припущення про закiн-
чення (n−1)-го кроку i для кожного з них знайти таке керування
за якого ми знайдемо умовне оптимальне керування на n-му кро-
цi.

Тепер можна оптимiзувати керування на (n − 1)-му кроцi.
Зробивши усi можливi припущення про те, як закiнчився (n−2)-
й крок, для кожного з них знаходимо оптимальне рiшення для
(n−1)-го кроку, щоб прибуток за два останнi кроки ((n−1)-й та
n-й) був максимальним. Далi оптимiзується рiшення на (n− 2)-
му кроцi i так продовжуємо, аж поки не оптимiзуємо рiшення на
першому кроцi.

Iншими словами, на кожному кроцi знаходимо таке рiшен-
ня, яке забезпечує оптимальне продовження процесу стосовно
досягнутого на цей момент стану. У цьому разi на першому кроцi
стан системи вiдомий (A одиниць ресурсу), тому легко знаходи-
мо оптимальне керування для першого етапу (оптимальний об’єм
ресурсу x∗1, який видiляється першому пiдприємству). У пiдсум-
ку для наступних етапiв залишається (A− x∗1) одиниць ресурсу.
Використовуючи умовне оптимальне керування для другого ета-
пу, знаходимо оптимальний об’єм ресурсу x∗2 для другого пiдпри-
ємства, продовжуючи так крок за кроком, знаходимо оптималь-
не керування процесом x = (x∗1, . . . , x

∗
n), що надає максимальне

значення цiльової функцiї W (x1, . . . , xn).
Отже, в процесi оптимiзацiї керування методом динамiчного

програмування багатокроковий процес вiдбувається двiчi: спочат-
ку вiд кiнця до початку, внаслiдок чого знаходять умовнi опти-
мальнi керування на кожному кроцi, другий раз — вiд початку
до кiнця, внаслiдок чого знаходять оптимальнi рiшення на всiх
кроках.

Зауважимо, що аналогiчний пiдхiд можна застосувати i у ви-
падку мультиплiкативної цiльової функцiї, тобто, коли загальний
прибуток дорiвнює добутку прибуткiв на кожному з етапiв (за
умов їхньої додатностi).
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3.2 Рiвняння Белмана

Спочатку розглянемо загальний динамiчний процес прийняття
рiшень, який вiдбувавється за n крокiв. Кожному кроку k вiдпо-
вiдає множина станiв Sk. Якщо процес перебуває в станi sk ∈ Sk,
то приймаємо рiшення про вибiр альтернативи xk ∈ Xk(sk). Пi-
сля цього процес переходить у стан sk+1 = σk(sk, xk), що вiд-
повiдає такому (k + 1)-му кроку, який обчислюють за функцiєю
σk(sk, xk). Для простоти будемо вважати, що на першому кроцi
множина S1 мiстить єдиний стан s1. Процес закiнчується в станi
sn+1 ∈ Sn+1, де вибiр альтернатив не проводиться. Для кожної
пари sk, xk, визначена оцiнка fk(sk, xk) альтернативи xk в станi
sk. Найкраща альтернатива x∗k(sk) визначається з умови

f∗k (sk) := max
xk∈Xk(sk)

fk(sk, xk) = fk(sk, x
∗
k(sk)).

Часто замiсть максимуму тут пишуть мiнiмум, якщо це вiдпо-
вiдає змiсту оцiнок.

У методi динамiчного програмування передбачено, що
f∗k (sk) є найлiпшим результатом, який можна забезпечити за
умови, що, починаючи з k-го кроку, застосовують найкращi аль-
тернативи. Тому fk(sk, xk) — оцiнка альтернативи xk ∈ Xk(sk) за
умови, що, починаючи з (k +1)-го кроку, застосовують найлiпшi
альтернативи. Звiдси отримуємо, що функцiя fk(sk, xk) повинна
залежати вiд f∗k+1(sk+1), де sk+1 = σk(sk, xk). У цьому випадку
f∗k (sk) називається функцiєю Белмана.

Приклад 3.1. На рис. 3.2.1 показано розташування десяти мiст,
зв’язаних мiж собою мережею автомобiльних дорiг (цифри по-
руч зi стрiлками — довжини дорiг у кiлометрах, пiд квадрати-
ками — номери мiст). Передбачено, що дорогами можна перемi-
щатися лише в напрямах, зазначених стрiлками. Треба проїхати
з мiста 1 в мiсто 10 найкоротшим шляхом.

У цьому природно вважати, що процес перемiщення з мiста
1 в мiсто 10 вiдбувається протягом чотирьох крокiв. На пер-
шому кроцi S1 = {1}. На другому множина станiв дорiвнює
S2 = {2, 3, 4} i т. д. На k-му кроцi нехай xk — дорога, яка веде
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Рис. 3.2.1.
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з мiста sk у наступне мiсто sk+1 = σk(sk, xk). Уведемо функцiю
оцiнки fk(sk, xk), яка визначає довжинину найкоротшого шля-
ху з мiста sk в мiсто 10, якщо спочатку їхати дорогою xk. Тодi
функцiя Белмана

f∗k (sk) = min
xk∈Xk(sk)

fk(sk, xk)

— довжина найкоротшого шляху з мiста sk в мiсто 10. Зауважи-
мо, що

fk(sk, xk) = d(xk) + f∗k+1(sk+1),

де d(xk) – довжина дороги xk. Вважаючи f∗5 (10) = 0, послi-
довно знаходимо f∗4 (9) = 4, f∗4 (8) = 3, f∗3 (7) = 6 i т. д. На
рис. 3.2.1 значення функцiй Белмана зображено всерединi ква-
дратикiв. Зокрема, f∗1 (s1) = 11 – довжина найкоротшого шляху
1 → 3 → 5 → 10 з мiста 1 в мiсто 10. N

Розглянутий приклад засвiдчує, що функцiя fk(sk, xk) повин-
на набувати вигляду fk(sk, xk) = gk(xk, f

∗
k+1(σk(sk, xk))). Тодi з

визначення функцiї f∗k (sk) отримуємо

f∗k (sk) = max
xk∈Xk(sk)

gk(xk, f
∗
k+1(σk(sk, xk))).

Це спiввiдношення називається рiвнянням Белмана. Функцiю
f∗n+1(sn+1) залежно вiд змiсту задачi приймають тотожно рiв-
ною нулю або одиницi.
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Рiвняння Белмана дає змогу пiдрахувати функцiї f∗k (sk) i
x∗k(sk), починаючи з n-го i закiнчуючи першим кроком. Мета пiд-
рахункiв за методом динамiчного програмування — знаходжен-
ня величини f∗1 (s1) i послiдовностi x∗1 = x∗1(s1), s∗2 = σ1(s1, x

∗
1),

x∗2 = x∗2(s
∗
2), ..., s

∗
n = σn−1(s∗n−1, x

∗
n−1), x∗n = x∗n(s∗n), яка мiстить

оптимальнi значення альтернатив x∗k для всiх крокiв процесу.

Зазначимотаке: коли знайдена функцiя f∗k (sk), то функцiю
f∗k+1(sk+1) можна ”забути”. Проте всi функцiї x∗k(sk) треба па-
м’ятати, що розглядається як недолiк методу. Для його засто-
сування до будь-якої задачi необхiдно конкретизувати елемен-
ти розглянутого динамiчного процесу i пояснити змiст функцiй
Беллмана.

Розглянемо задачу максимiзацiї адитивної цiльової функцiї

max W =
n∑

j=1

pj(xj),

за умов
n∑

j=1

ajxj 6 A, xj > 0, xj ∈ Z, j = 1, ..., n,

(3.1)

де константи A, aj , j = 1, ..., n, — додатнi, а pj(xj) — зростаючi
функцiї цiлого аргументу.

Задачу (3.1) можна iнтерпретувати як задачу оптимально-
го розмiщення рекламних оголошень. Нехай деяка фiрма
проводить рекламну компанiю. Є n пунктiв можливого розмi-
щення реклами (газети, радiо, телебачення тощо). Дослiдже-
ння виявили таке: якщо в j-му пунктi оголошення дається t
разiв, то очiкувана кiлькiсть клiєнтiв фiрми збiльшується на
величину pj(t). Нехай А – кiлькiсть грошей, видiлених на рекла-
му, aj – вартiсть одного рекламного оголошення в j-му пунктi
розмiщення.

Розглянемо окремий випадок, коли aj = 1, j = 1, ..., n, а A –
цiле число. Тодi максимум у задачi (3.1) досягається, коли сума
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змiнних в обмеженнi дорiвнює A. У пiдсумку отримаємо задачу

max W =
n∑

j=1

pj(xj),

за умов
n∑

j=1

xj = A, xj > 0, xj ∈ Z, j = 1, ..., n.

(3.2)

Задачi (3.2) можна надати iншу iнтерпретацiю. Страхова ком-
панiя розподiляє A своїх агентiв за n районами мiста. Якщо в
j-му районi працює t агентiв, то pj(t) – очiкувана кiлькiсть пiд-
писаних договорiв страхування. Треба так розподiлити агентiв
за районами, щоб загальна очiкувана кiлькiсть договорiв було
найбiльшою.

Застосуємо метод динамiчного програмування до задачi (3.1).
Будемо вважати, що значення змiнних вибирають послiдовно:
спочатку x1, потiм x2 i т.д. Приймемо

sk = A−
k−1∑

j=1

ajxj

— кiлькiсть грошей, що залишилися пiсля розмiщення рекла-
ми на перших k − 1 пунктах. У цьому разi sk ∈ Sk ⊂ [0, A],
sk+1 = σk(sk, xk) = sk − akxk. Зазначимо, що пiд час виконан-
ня обмежень задачi (3.1) величина sk набуває лише скiнченну
кiлькiсть значень. Зокрема, в задачi (3.2) Sk = {0, ..., A}. Далi
xk ∈ Xk(sk) = {0, 1, ..., [sk/ak]}. Визначимо множину

Dk(sk) =
{

(xk, ..., xn) :
n∑

j=k

ajxj 6 sk, xj > 0, xj ∈ Z, j = k, ..., n
}

i функцiю, яка вiдповiдає k-му кроку,

f∗k (sk) = max
(xk,...,xn)∈Dk(sk)

n∑

j=k

pj(xj). (3.3)
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Розв’язуючи задачу (3.3), фiрма найкраще розподiляє грошi
в кiлькостi sk за пунктами з номерами k, k + 1, ..., n.

Тепер визначимо функцiю fk(sk, xk) = pk(xk) + f∗k+1(sk −
akxk), що оцiнює вибiр xk в станi sk. Ця оцiнка ґрунтується на
тому, що пiсля вибору xk сума, яка залишилася sk−akxk, розпо-
дiляється оптимально за пунктами з номерами k+1, ..., n. Будемо
вважати, що f∗n+1(sn+1) ≡ 0. Покажемо, що функцiї f∗k (sk) задо-
вольняють рiвняння Белмана

f∗k (sk) = max
xk∈Xk(sk)

(pk(xk) + f∗k+1(sk − akxk)), k = n, n− 1, ..., 1.

При k = n

f∗n(sn) = max
xn∈Xn(sn

pn(xn) = pn([sn/an]), x∗n(sn) = [sn/an]

i твердження очевидне.
Нехай k < n. Вiзьмемо вектор (x∗k, ..., x

∗
n) ∈ Dk(sk) такий, що

f∗k (sk) =
n∑

j=k

pj(x∗j ).

Тодi x∗k ∈ Xk(sk) i (x∗k+1, . . . , x
∗
n) ∈ Dk+1(sk − akx

∗
k). Звiдси

Табл. 3.1.

t p1(t) p2(t) p3(t)
0 0 0 0
1 20 30 25
2 40 54 50
3 55 82 70
4 70 100 90

f∗k (sk) 6 max
xk∈Xk(sk)

(pk(xk) + f∗k+1(sk − akxk)).
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Аналогiчно доводимо, що

f∗k (sk) > max
xk∈Xk(sk)

(pk(xk) + f∗k+1(sk − akxk)).

З рiвняння Белмана послiдовно знаходимо функцiї f∗k (sk),
x∗k(sk), k = n − 1, . . . , 1. Оскiльки s1 = A, то s2 = A − a1x

∗
1(A),

s3 = s2 − a2x
∗
2(s2), . . . Звiдси отримуємо x∗ = (x∗1(A), x∗2(s2), . . . ,

x∗n(sn)) — оптимальний розв’язок задачi (3.1).
Якщо в задачi (3.1) числа n i A великi, то у разi реалiзацiї

методу динамiчного програмування збереження функцiй f∗k (sk) i
x∗k(sk) може потребувати великого об’єму пам’ятi. Цих труднощiв
менше в задачi (3.2), де величина sk при кожному k набуває
значення 0, 1, . . . , A. Аналогiчнi спрощення можливi й у випадку,
коли всi величини aj цiлi.

Приклад 3.2. Розмiщення реклами. Органiзацiя вирiшила
розмiстити рекламнi оголошення в газетi, на телебаченнi та по
радiо. Вартiсть одного оголошення в газетi становить 220 у.о.,
на телебаченнi – 300 i на радiо – 250 у.о. Витрати на рекламу
заплановано в розмiрi 1000 у.о. Нехай pj(t) – очiкувана кiль-
кiсть нових клiєнтiв пiсля t оголошень в j-му пунктi розмiще-
ння реклами, j = 1, 2, 3. Функцiї pj(t) заданi в табл. 3.1 Потрi-
бно найефективнiше використати грошi на рекламу. Отримуємо
задачу (3.1) з A = 1000, a1 = 220, a2 = 300, a3 = 250. Застосу-
ємо метод динамiчного програмування. Зауважимо, що функцiї
f∗3 (s3) = p3([s3/250]) i x∗3(s3) = [s3/250] кусково-сталi. Випишемо
їхнi значення в таблицю:

s3 f∗3 (s3) x∗3(s3)
0 6 s3 < 250 0 0

250 6 s3 < 500 25 1
500 6 s3 < 750 50 2
750 6 s3 < 1000 70 3

s3 = 1000 90 4

Тепер протабулюємо функцiї

f2(s2, x2) = p2(x2) + f∗3 (s2 − 300x2),
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f∗2 (s2) = max
x2∈X2(s2)

f2(s2, x2) i x∗2(s2).

Зауважимо, що величина s2 = 1000−220x1 ∈ S2 = {120, 340, 560,
780, 1000}.

Випишемо таблицю:

s2 f2(s2, 0) f2(s2, 1) f2(s2, 2) f2(s2, 3) f∗2 (s2) x∗2(s2)
120 0 0 0
340 25 30 30 1
560 50 55 55 1
780 70 55 54 70 0
1000 90 80 79 82 90 0

Знайдемо

f1(s1, x1) = p1(x1) + f∗2 (s1 − 220x1),

f∗1 (s1) = max
x1∈X1(s1)

f1(s1, x1), x∗1(s1)

при одному значеннi s1 = 1000. Отримаємо таблицю:

f1(s1, 0) f1(s1, 1) f1(s1, 2) f1(s1, 3) f1(s1, 4) f∗1 (s1) x∗1(s1)
90 90 95 85 70 95 2

Звiдси знаходимо x∗1 = x∗1(s1) = 2; s∗2 = s1 − 2 · 220 = 560;
x∗2 = x∗2(560) = 1; s∗3 = 560−1 ·300 = 260; x∗3 = x∗3(260) = 1. Отже,
x∗ = (2, 1, 1) — оптимальний розв’язок задачi. Органiзацiї треба
розмiстити два оголошення в газетi i по одному на телебаченнi
та на радiо. N

Приклад 3.3. Розглянемо задачу

max W =
n∏

j=1

pj(xj),

за умов
n∑

j=1

aj(xj) 6 A,

1 6 xj 6 m, xj ∈ Z, j = 1, ..., n,

(3.4)

де pj(xj), aj(xj) — зростаючi функцiї цiлого аргументу.
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Задача (3.4) має таку iнтерпретацiю. Проектується систе-
ма, яка складається з n елементiв. Кожен j-й елемент може
бути дубльований. У цьому разi число xj паралельно з’єднаних
елементiв не може бути бiльше m; pj(xj) — ймовiрнiсть не-
виходу з ладу j-го дубльованого елемента, а aj(xj) — його вар-
тiсть. Тодi W — ймовiрнiсть не виходу з ладу всiєї системи
(її надiйнiсть). Нехай A — сума грошових коштiв, призначених
для створення системи. Потрiбно спроектувати систему, яка
має найбiльшу надiйнiсть.

Застосуємо метод динамiчного програмування. Нехай

sk = A−
k−1∑

j=1

aj(xj)

— сума коштiв, яка залишилася пiсля вибору значень x1, ..., xk−1

на попереднiх кроках. У цьому разi

sk ∈ Sk ⊂
[ n∑

j=k

aj(1), A−
k−1∑

j=1

aj(1)
]
.

Для sk ∈ Sk визначимо x0
k = max{xk : ak(xk) 6 sk}. Тодi аль-

тернатива xk ∈ Xk(sk) = {1, ..., x0
k(sk)}. Приймемо f∗n+1(sn+1) ≡

1, σk(sk, xk) = sk − ak(xk),

f∗k (sk) = max
xk∈Xk(sk)

(pk(xk)f∗k+1(sk − ak(xk)))

— рiвняння Белмана. Далi зауважимо, що

f∗n(sn) = max
xn∈Xn(sn)

pn(xn) = pn(x0
n(sn)), x∗n(sn) = x0

n(sn).

Як i для випадку адитивної функцiї, з рiвняння Белмана послi-
довно знаходимо функцiї f∗k (sk), x∗k(sk), k = n−1, n−2, ..., 1. Далi
s1 = A, s2 = A − a1(x∗1(A)), s3 = s2 − a2(x∗2(s2)), ... Звiдки отри-
муємо x∗ = (x∗1(A), x∗2(s2), ..., x∗n(sn)) — оптимальний розв’язок
задачi (3.4). N
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3.3 Задача iнвестування

Вiсiм умовних одиниць певного ресурсу (наприклад, мiльйонiв
гривень) можуть бути iнвестованi у розвиток трьох пiдприємств
(k = 1, 2, 3). Позначимо через πk(x), k = 1, 2, 3 прибуток у тих
самих умовних одиницях, що одиниць ресурсу. Величини при-
буткiв πk(x), k = 1, 2, 3 для рiзних можливих значень наведенi
у табл. 3.2. Зауважимо, що ця таблиця мiстить iншi данi, змiст
яких надамо згодом.

Табл. 3.2.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8
π1(x) 0 5 15 40 80 90 95 98 100
π2(x) 0 5 15 40 60 70 73 74 75
π3(x) 0 4 26 40 45 50 51 52 53
f3(x) 0 4 26 40 45 50 51 52 53
d3(x) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
f2(x) 0 5 26 40 60 70 86 100 110
d2(x) 0 1 0 0 4 5 4 4 5

Ми вважаємо, що ресурс вимiрюється лише в цiлих числах i
прибутки вiд пiдприємств є незалежними при будь-якому розпо-
подiлi ресурсу. Треба так роздiлити наявнi ресурси мiж пiдпри-
ємствами, щоб загальний прибуток вiд них був максимальним.

Нехай xk, k = 1, 2, 3 — обсяг iнвестицiй у k-тее пiдприємство.
Формулювання задачi: знайти вектор x = (x1, . . . , x3) такий, що

max W (x1, . . . , x3) =
3∑

k=1

πk(xk),

за умов
3∑

k=1

xk = 8,

xk > 0, k = 1, . . . , 3.
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Оскiльки цiльова функцiя адитивна, то застосуємо метод ди-
намiчного програмування до розв’язування цiєї задачi. Отже,
розглядаємо трьохетапний процес планування, кожен з трьох
етапiв якого це видiлення ресурсу вiдповiдному пiдприємству.
Зауважимо, що оптимальний розв’язок задачi не залежить вiд
того, в якому порядку пронумерувати пiдприємства. Розглядає-
мо останнiй (3-й) етап планування i нехай на перших двох ета-
пах не використано жодної одиницi ресурсу, тобто до третього
етапу ми прийшли, маючи 8 одиниць ресурсу. Тодi для отриман-
ня максимального прибутку потрiбно всi 8 одиниць iнвестувати
в розвиток третього пiдприємства, тому що π3(x) — зростаюча
функцiя (див. табл. 3.2). У цьому разi максимальний прибуток
вiд iнвестування f3(8) = π3(8) = 53 одиниць i для цього тре-
ба вкласти в розвиток третього пiдприємства d3(8) = 8 одиниць
ресурсу. Для розв’язання задачi методом динамiчного програму-
вання потрiбнi також значення f3(x), d3(x) при x = 0, 1, 2, . . . , 7.
Їх знаходять аналогiчно i подано в табл.3.2. Отже, ми зробили
всi можливi припущення стосовно закiнчення передостаннього
(2-го) етапу планування i отримали вiдповiднi умовнi оптималь-
нi рiшення для третього кроку.

Нехай тепер 8 одиниць ресурсу розподiляється мiж другим i
третiм пiдприємствами i z — об’єм iнвестування в друге пiдпри-
ємство. Використовуючи значення f3(x) з табл. 3.2, легко пiдра-
ховуємо

f2(8) = max
z=0,1,...,8

[π2(z) + f3(8− z)]

= max[π2(0) + f3(8), π2(1) + f3(7), π2(2) + f3(6), π2(3) + f3(5),
π2(4) + f3(4), π2(5) + f3(3), π2(6) +f3(2), π2(7) +f3(1), π2(8) +f3(0)
= max[53; 5 +52; 15 +51; 40 + 50; 60 +45; 70 + 40; 73 +26; 74 +4; 75]
= max[53; 57; 66; 90; 105; 99; 78; 75] = 110,

тобто за цих умов у розвиток другого пiдприємства треба вкла-
сти d2(8) = 5 одиниць ресурсу. Аналогiчно знаходимо f2(x) та
d2(x) при x = 0, 1, 2, . . . , 7 (табл.3.2). Отже, ми отримали умов-
нi величини прибуткiв для другого та третього етапiв (f2(x)) та
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умовний оптимальний об’єм iнвестування в друге пiдприємство
(d2(x)) за умов рiзних закiнчень першого етапу.

Розгляд першого етапу планування еквiвалентний розв’язан-
ню вихiдної задачi. Нехай з 8 одиниць ресурсу z одиниць iнвес-
тується у перше пiдприємство, (8 − z) - у друге та третє. Вико-
ристовуючи значення f2(x) з табл. 1, знаходимо

f1(8) = max
z=0,1,...,8

[π1(z) + f2(8− z)] = π1(4) + f2(4) = 140,

тобто d1(8) = 4. Отже, максимальний прибуток в 140 одиниць
отримують при такому розподiлi iнвестицiй: d1(8) = 4 одиницi в
перше пiдприємство, d2(4) = 4 в друге пiдприємство та d3(0) = 0
одиниць в третє.

Загальний вигляд розглянутих рiвнянь такий:

f3(x) = π3(x), d3(x) = x,

fi(x) = maxz=0,1,...,8 [πi(z) + fi+1(x− z)] ,

di(x) = arg max
z=0,1,...,8

[πi(z) + fi+1(x− z)] , i = 2, 1; x = 0, 1, . . . , 8,

де fi(x) — максимальний прибуток вiд iнвестування x одиниць
ресурсу в пiдприємства i, i + 1, . . . , 3, di(x) — оптимальне iнвес-
тування в i-те пiдприємство, якщо в пiдприємства i, i + 1, . . . , 3
iнвестується x одиниць ресурсу.

Узагальнимо наведенi вище мiркування. Нехай A одиниць ре-
сурсу треба розподiлити мiж n (k = 1, . . . , n) пiдприємствами,
πk(xk) — прибуток вiд k-го пiдприємства при iнвестуваннi в його
розвиток xk одиниць ресурсу, k = 1, . . . , n, W (x1, . . . , xn) — за-
гальний прибуток. Вважаємо, що πk(xk), k = 1, . . . , n — неспаднi
функцiї своїх аргументiв. З математичного погляду задача зво-
диться до знаходження вектора x = (x1, . . . , xn), що є розв’язком
задачi математичного програмування

max W (x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

πk(xk),

за умов
n∑

k=1

xi = A, xk > 0, k = 1, . . . , n.
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Приймемо

fi(x) = max
{xi, . . . , xn}

n∑
k=i

xk = x

n∑

k=1

πk(xk), i = n− 1, . . . , 1.

Тодi

fi(x) = max
06xi6x

[
max {xi+1, . . . , xn}

n∑
k=i+1

xk = x− xi

n∑
k=1

πk(xk)
]

= max
06xi6x

[
πi(xi) + max {xi+1, . . . , xn}

n∑
k=i+1

xk = x− xi

n∑
k=1

πk(xk)
]

= max
06xi6x

{πi(xi) + fi+1(x− xi)}, i = n− 1, . . . , 1,

де x = 0, 1, . . . , A для кожного i = n− 1, . . . , 1. Остання рiвнiсть
— головний результат рекурентних спiввiдношень, зв’язує fi(x)
та fi+1(x), i називається функцiональним рiвнянням Беллмана.

Нехай

di(x) = arg max
06xi6x

{πi(xi) + fi+1(x− xi)} , i = n− 1, . . . , 1,

dn(x) = arg max
06xn6x

πn(xn)

Тодi f1(A) — максимальний прибуток, який можна отримати вiд
iнвестування A одиниць ресурсу в розвиток n пiдприємств, yk =

dk

(
A−

k−1∑
l=1

yl

)
, k = 1, . . . , n — оптимальний обяг iнвестицiй в

k-те пiдприємство.

Задачi

3.1. Нехай система складається з чотирьох елементiв, кожен з
яких може бути паралельно з’єднаний ще з двома (m = 3).
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Для створення системи видiлена сума в 100 у.о. Функцiї
pj(t), aj(t) заданi в табл. 3.3. Знайти варiант найбiльш на-
дiйної системи.

Вiдповiдь. x∗ = (1, 2, 1, 3).

Табл. 3.3.

t p1(t) p2(t) p3(t) p4(t) a1(t) a2(t) a3(t) a4(t)
1 0,7 0,5 0,7 0,6 10 20 10 20
2 0,8 0,7 0,9 0,7 20 40 30 30
3 0,9 0,8 0,95 0,9 30 50 40 40

3.2. Методом динамiчного програмування розв’язати задачу про
оптимальний розподiл капiталовкладень з прикладу 2.10
при довiльних значеннях I ∈ {1, ..., 10}.

3.4 Задача про замiну обладнання

На пiдприємствi експлуатується деякий механiзм 1999 р. випус-
ку. Розглядається задача про доцiльнiсть його замiни протягом
2001-2005 рокiв. На початку кожного року приймається одне з
двох можливих рiшень: або замiнити механiзм (з), або продов-
жити його експлуатацiю (е). Звичайно, експлуатацiя механiзму
приносить пiдприємству певний прибуток, а також потребує ви-
трат на його утримання. Вважається також, що вiдома вартiсть
замiни механiзму на початку року. Перша частина таблицi мi-
стить значення цих величин для механiзму 1999 р. випуску в
наступнi роки, розпочинаючи з 2001 р. Наприклад, у 2004 р. вiк
механiзму становитиме 5 рокiв, його експлуатацiя протягом цьо-
го року принесе прибуток у 6 одиниць, витрати на утримання
становитимуть 4 одиницi, а його замiна на початку року обiйде-
ться пiдприємству в 28 аналогiчних одиниць.

Може трапитися, що буде доцiльно замiнити механiзм 1999
р. на початку 2001 р. Тодi для подальшого аналiзу потрiбнi ана-
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Табл. 3.4.

2001 2002 2003 2004 2005
Механiзм 1999 р. випуску

Вiк 2 3 4 5 6
Прибуток 10 8 8 6 4
Утримання 3 3 4 4 5
Замiна 25 26 27 28 29

Механiзм 2001 р. випуску
Вiк 0 1 2 3 4
Прибуток 14 16 16 14 12
Утримання 1 1 2 2 3
Замiна 20 22 24 25 26

Механiзм 2002 р. випуску
Вiк 0 1 2 3
Прибуток 16 14 14 12
Утримання 1 1 2 2
Замiна 20 22 24 25

Механiзм 2003 р. випуску
Вiк 0 1 2
Прибуток 18 16 16
Утримання 1 1 2
Замiна 20 22 24

Механiзм 2004 р. випуску
Вiк 0 1
Прибуток 18 16
Утримання 1 1
Замiна 21 22

Механiзм 2005 р. випуску
Вiк 0
Прибуток 20
Утримання 1
Замiна 21
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логiчнi данi про механiзм 2001 р. випуску. Їх подаємо в другiй
частинi табл. 3.4.

Якщо ж замiна механiзму 1999 р. вiдбудеться на початку
2002 р., то надалi аналiзуватимуться прибутки та витрати, пов’я-
занi з експлуатацiєю механiзму 2002 р. випуску (третя частина
таблицi 3.4) тощо. Отже, табл. 3.4, отже мiстить всю потрiбну iн-
формацiю, пов’язану з можливою замiною механiзму протягом
2001-2005 рокiв. Зауважимо, що наведеної iнформацiї достатньо
i для щорiчної замiни механiзму: на початку 2001 р. замiнити
механiзм 1999р. випуску, експлуатувати цей механiзм протягом
року i замiнити на початку 2002 року i т. д.

Треба визначити рiшення на початку кожного року так, щоб
максимiзувати сумарнi прибутки за 2001-2005 роки. Будемо вва-
жати 2001р.— першим роком, ..., 2005 р. — п’ятим роком плано-
вого перiоду i нехай:

ri(t) — прибуток вiд експлуатацiї t-рiчного механiзму протя-
гом i-го року;

ui(t) — витрати на утримання протягом i-го року t-рiчного
механiзму;

ci(t) — вартiсть замiни t-рiчного механiзму на початку i-го
року;

IT = 2 — вiк механiзму на початку розглядуваного перiоду;
fi(t) — максимальний прибуток для перiоду з рокiв i, i +

1, . . . , 5 за умови, що на початку i-го року маємо t-рiчний ме-
ханiзм;

xi(t) — рiшення, яке потрiбно прийняти на початку i-го року
для отримання fi(t).

Нехай на початок i-го року планування є t-рiчний механiзм. У
нас є двi альтернативи: замiнити його або продовжувати експлу-
атацiю. У першому випадку витрати протягом i-го року станови-
тимуть ui(0) одиниць на утримання нового механiзму та ci(t) на
замiну старого механiзму. У цьому разi експлуатацiя нового ме-
ханiзму протягом i-го року дає прибуток в ri(0) одиниць i на по-
чатку i+1-го року планування отримаємо однорiчний механiзм.
Це означає, що у випадку замiни механiзму загальний прибуток
становить ri(0) − ui(0) − ci(0) + fi+1(1) одиниць. Оскiльки ми
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прагнемо максимiзувати прибуток, то функцiональне рiвняння
для i-го перiоду набуде вигляду

fi(t) = max{ri(0)− ui(0)− ci(0)+ fi+1(1); ri(t)−ui(t)+ fi+1(t + 1)},
i = 1, . . . , 5, t = 1, . . . , i− 1, i + IT − 1.

Для використання функцiонального рiвняння при i = 5 необхi-
днi значення f6(j) для j = 1, . . . , 5, 7. Приймемо їх такими, що
дорiвнюють нулю. Це означає, що ми не приймаємо до уваги
прибутки, якi утримують поза плановим перiодом. Використо-
вуючи функцiональне рiвняння та данi з табл. 3.4, отримаємо,
наприклад,

для i = 5, t = 1, f5(1) = max{r5(0)− u5(0)− c5(1) + f6(1);
r5(1)− u5(1) + f6(2)}

=max{20− 1− 22 + 0; 16− 1 + 0}
=max {−3; 15} = 15 ⇒ x5(1) = (e),

для i = 5, t = 2, f5(2) = max{r5()− u5(0)− c5(2) + f6(1);
r5(2)− u5(2) + f6(3)}

=max {20− 1− 24 + 0; 16− 2 + 0}
=max{−5; 14} = 14 ⇒ x5(2) = (e),

для i = 5, t = 3, f5(3) = max{r5(0)− u5(0)− c5(3) + f6(1);
r5(3)− u5(3) + f6(4)}

=max {20− 1− 25 + 0; 12− 2 + 0}
=max {−6; 10} = 10 ⇒ x5(3) = (e),

для i = 5, t = 4, f5(4) = max{r5(0)− u5(0)− c5(4) + f6(1);
r5(4)− u5(4) + f6(5)}

=max {20− 1− 26 + 0; 12− 3 + 0}
=max {−7; 9} = 9 ⇒ x5(4) = (e),

для i = 5, t = 6, f5(6) = max{r5(0)− u5(0)− c5(6) + f6(1);
r5(6)− u5(6) + f6(7)}

=max {20− 1− 29 + 0; 4− 5 + 0}
=max {−10; −1} = −1 ⇒ x5(6) = (e).
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Табл. 3.5.

t f5(t) x5(t) f4(t) x4(t) f3(t) x3(t) f2(t) x2(t) f1(t) x1(t)
1 15 (e) 29 (e) 35 (e) 50 (e)
2 14 (e) 22 (e) 35 (e) 38 (з)
3 10 (e) 21 (e) 24 (з,e)
4 9 (e) 19 (з)
5 4 (з)
6 -1 (e)

Одержанi результати записуємо до таблицi 3.5. Виконуючи ана-
логiчнi обчислення послiдовно для i = 4, t = 1, 2, 3, 5; i = 3, t =
1, 2, 4, 5; i = 2, t = 1, 3, 4, 5; i = 1, t = IT , отримуємо решту
результатiв табл. 3.5.

Отже, оптимальне рiшення таке: замiнити механiзм на почат-
ку 2001 р. i експлуатувати його протягом 5 рокiв. У цьому разi
прибуток становить 38 одиниць.

3.5 Задача планування виробництва та за-
пасiв

Нехай заводу-постачальнику треба запланувати випуск проду-
кцiї на наступний рiк так, щоб забезпечити певний графiк попи-
ту на свою продукцiю кожного мiсяця. Наприклад, у сiчнi мiсяцi
потрiбно поставити 150 одиниць продукцiї, у лютому - 70, у бе-
резнi - 250 тощо.

Можна виробляти кожного мiсяця стiльки продукцiї, скiльки
її потрiбно за графiком. Однак такий план випуску пов’язаний
з надмiрними витратами на розширення виробництва в перiод
пiдвищеного попиту та витратами на простiй обладнання в перi-
од зниженого попиту з тим, щоб зберегти його та використати в
перiод пiдвищеного попиту. Проте при такому плануваннi виро-
бництва варто враховувати витрати на зберiгання продукцiї. За-
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дача полягає в тому, щоб визначити план випуску продукцiї, при
якому мiнiмiзуються сумарнi витрати, пов’язанi з виробництвом
та зберiганням продукцiї. Часто цю задачу скорочено називають
задачею згладжування виробництва.

Нехай для простоти кiлькiсть перiодiв поставки продукцiї
n = 6 i об’єми попиту такi:

Перiод i 1 2 3 4 5 6
Попит di 8 4 6 2 10 4

Будемо вважати також, що запаси продукцiї на початку 1-го
перiоду IO = 0, запас продукцiї в кiнцi n-го перiоду EI = 0,
вартiсть виробництва j одиниць продукцiї протягом i-го перiоду
позначається PCi(j) i визначається спiввiдношенням

PCi(j) =
{

0, j = 0, i = 1, . . . , n,
20 + 5j, j 6= 0, i = 1, . . . , n,

в якому є вартiсть наладки виробництва, 5 є вартiсть виробни-
цтва одиницi продукцiї, вартiсть зберiгання j одиниць продукцiї
на кiнець i-го перiоду EICi(j) визначається спiввiдношенням

EICi(j) = j, i = 1, . . . , n,

тобто, витрати на зберiгання визначаються кiлькiстю продукцiї
на кiнець перiоду.

Дотримуючись iдеї методу динамiчного програмування, роз-
глянемо оптимальне планування на n-й (6-й) перiод. Нехай fn(k),
xn(k) — мiнiмальна вартiсть виробництва i його об’єм для n-го
перiоду за умови, що на початку n-го перiоду є запас об’єму k
одиниць продукцiї. Тодi

fn(k) =
{

0, для k > dn,
20 + 5(dn − k), для k = 0, 1, . . . , dn − 1,

xn(k) =
{

0, для k > dn,
dn − k, для k = 0, 1, . . . , dn − 1,

Значення fn(k) i xn(k) для рiзних можливих значень k наведенi
в табл. 3.6.
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Переходимо до 5-го етапу, розглядаючи оптимальне планува-
ння для пятого та шостого перiодiв. Якщо запас на початок пя-
того перiоду менший, нiж d5, то мiнiмальна кiлькiсть продукцiї,
що має бути вироблена, дорiвнює d5−k, iнакше — 0. Аналогiчно,
максимальний об’єм виробництва на 5-му етапi визначається ве-
личиною d5 + d6 − k. Тому

f5(k) = min
max(0,d5−k)6z6d5+d6−k

[PC5(z)+EIC5(k+ z −d5)+f6(k+ z −d5)]

= min
max(0,10−k)6z614−k

[PC5(z) + k + z − 10 + f6(k + z − 10)] .

Нехай x5(k) — розв’язок цiєї задачi. Тодi для можливих зна-
чень k = 0, 1, . . . , d5 + d6 = 14 отримуємо f5(k) та x5(k) (див.
табл. 3.6 i 3.7).

Для решти етапiв i = 4, 3, 2, 1 величини fi(k), xi(k) визнача-
ють аналогiчно. Взагалi

fi(k) = min
max(0,di−k)6z6

6∑
j=i

di−k

[PCi(z)+EICi(k+z−di)+fi+1(k+z−di)],

а xi(k) — оптимальний розв’язок цiєї задачi. Величини fi(k),
xi(k), i = 1, . . . , 6, поданi у табл. 3.6. Як бачимо, x1 = 20,

x2(20− d1) = x2(20− 8)x2(12) = 0,
x3(12− d2) = x3(12− 4) = x3(8) = 0,
x4(8− d3) = x4(8− 6) = x4(2) = 0,
x5(2− d4) = x5(2− 2) = x5(0) = 14,

x6(14− d5) = x6(14− 10) = x6(4) = 0,

тобто, оптимальний план виробництва у розглянутiй задачi та-
кий: протягом першого перiоду виробити 20 одиниць продукцiї
для задоволення попиту протягом перших чотирьох перiодiв, про-
тягом пятого перiоду виробити 14 одиниць продукцiї для задо-
волення попиту останнiх двох перiодiв. У цьому разi мiнiмальнi
витрати становлять 236 одиниць.
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Табл. 3.6.
k f6(k) x6(k) f5(k) x5(k) f4(k) x4(k) f3(k) x3(k) f2(k)
0 40 4 94 14 118 16 156 8 184
1 35 3 89 13 113 15 151 7 179
2 30 2 84 12 94 0 146 6 174
3 25 1 79 11 90 0 141 5 169
4 0 0 74 10 86 0 136 4 156
5 0 0 69 9 82 0 131 3 152
6 0 0 64 8 78 0 118 0 148
7 0 0 59 7 74 0 114 0 144
8 0 0 54 6 70 0 96 0 140
9 0 0 49 5 66 0 93 0 136
10 0 0 40 0 62 0 90 0 124
11 0 0 36 0 58 0 87 0 121
12 0 0 32 0 50 0 84 0 104
13 0 0 28 0 47 0 81 0 102
14 0 0 4 0 44 0 78 0 100
15 0 0 0 0 41 0 75 0 98
16 0 0 0 0 18 0 72 0 96
17 0 0 0 0 0 0 69 0 92
18 0 0 0 0 0 0 62 0 92
19 0 0 0 0 0 0 60 0 90
20 0 0 0 0 0 0 58 0 88
21 0 0 0 0 0 0 56 0 86
22 0 0 0 0 0 0 34 0 80
23 0 0 0 0 0 0 0 0 79
24 0 0 0 0 0 0 0 0 78
25 0 0 0 0 0 0 0 0 77
26 0 0 0 0 0 0 0 0 56
27 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Табл. 3.7.

k x2(k) f1(k) x1(k)
0 12 236 20
1 11
2 10
3 9

4 - 27 0

3.6 Задача про найкоротший шлях
на мережi

Треба знайти найкоротший шлях з вершини 1 до вершини 10
на графi, зображеному на рис.3.5. Цифри на дугах означають
довжини cij вiдповiдних комунiкацiй.
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(3.5)

Застосуємо iдею методу динамiчного програмування до цiєї
задачi. Етапи позначенi на рис.3.5. Нехай fk(x) - мiнiмальна вiд-
стань вiд вершини x, що належить k-му етапу, до вершини 10,
dk(x) — вершина, до якої треба перейти пiсля вершини x, дотри-
муючись шляху мiнiмальної довжини. Якщо ми перебуваємо на
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Табл. 3.8.

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9
f4(x) 8 4
d4(x) 10 10
f3(x) 12 10 8
d3(x) 8,9 9 9
f2(x) 19 17 13
d2(x) 6 6 6
f1(x) 16
d1(x) 4

четвертому етапi, то

f4(8) = 8, d4(8) = 10, f9(4) = 4, d4(9) = 10.

Переходимо до третього етапу. Якщо ми перебуваємо у вер-
шинi 5, то з неї iснує два можливi шляхи до вершини 10. Очеви-
дно, що

f3(5) = min {4 + f4(8), 8 + f4(9)} = min {12, 12} = 12,
d3(5) = 8 або 9.

Аналогiчно знаходимо всi величини fk(x), dk(x). Результати
поданi в табл. 3.8.

Як видно з табл., довжина найкоротшого шляху з вершини
1 до вершини 10 дорiвнює 16, а оптимальним маршрутом є 1 →
4 → 6 → 9 → 10. Цей маршрут будуємо згiдно з dk(x)

1 → d1(1) = 4 → d2(4) = 6 → d3(6) = 9 → d4(9) = 10.

Зауважимо таке: якщо cij — собiвартiсть перевезення ванта-
жу вiдповiдною комунiкацiєю, то розглянута задача еквiвален-
тна пошуку шляху мiнiмальної собiвартостi з вершини 1 до вер-
шини 10.
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Задачi

3.1. Нехай 20 умовних одиниць ресурсу можуть бути iнвестова-
нi в розвиток трьох галузей промисловостi. Прибутки, якi
отримують вiд iнвестування x одиниць ресурсу в кожну з
галузей, вiдповiдно дорiвнюють

g1(x) = 5
√

(x), g2(x) = x, g3(x) = 0.07x2, 0 6 x 6 20.

Ресурс розподiляється в цiлих одиницях. Визначити кiль-
кiсть одиниць ресурсу, що iнвестується в кожну з галузей
так, щоб отримати максимальний сумарний прибуток. Зна-
йти величину цього прибутку.

3.2. Пiдприємство, що виготовляє новий пральний порошок, за-
цiкавлене в оптимальних iнвестицiях в рiзнi засоби рекла-
ми, щоб максимiзувати свiй прибуток вiд реалiзацiї продук-
цiї. Розглядають чотири засоби реклами: газета (г), журнал
(ж), телебачення (т), радiо (р). В табл. 3.9 подано очiкува-
нi прибутки в умовних одиницях вiд iнвестування в рiзнi
засоби реклами. На рекламу видiлено 10 000 одиниць. В
якi засоби реклами варто їх iнвестувати, щоб максимiзу-
вати загальний прибуток. Розв’язати цю задачу, якщо на
рекламу видiлено 5 000 одиниць.

3.3. 1) На графi, зображеному на рис. 1, знайти найкоротший
шлях з вершини 1 до вершини 10, що проходить через вер-
шину 8.

2)Модифiкувати алгоритм розв’язання задачi про найкорот-
ший шлях на мережi на випадок задачi про знаходження
найдовшого шляху мiж двома заданими вершинами на ме-
режi. Знайти найдовший шлях з вершини 1 до вершини 10
на графi, зображеному на рис. 1.

3.4. Вантажний автомобiль треба перегнати з пункту 1 до пун-
кту 12. Дорогою вiн може перевозити вантажi та принести
прибутки, величини яких зазначенi в табл. 3.10. Зауважи-
мо, що з заданого пункту можна проїхати лише до деяких
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Табл. 3.9.

Iнвестицiя,
тис. од. Прибуток тис. од.

г ж т р
0 10.00 10.00 10.00 10.00
1 10.20 10.25 10.30 10.15
2 10.70 10.80 10.90 10.50
3 11.20 11.65 11.95 11.20
4 12.00 12.60 13.00 12.00
5 12.65 13.75 14.50 13.10
6 13.30 14.80 16.30 14.50
7 14.06 15.95 18.05 15.60
8 14.80 17.20 20.00 17.20
9 15.40 18.10 21.70 18.64
10 16.00 19.00 24.00 20.00

iнших пунктiв. Наприклад, з пункту 2 можна безпосеред-
ньо проїхати до пунктiв 5, 6, 7 та 8. Потрiбно визначити
маршрут перегону автомобiля, що максимiзує загальний
прибуток.

3.5. Використовуючи концепцiю динамiчного програмування, ви-
значити шлях максимальної довжини з вершини 1 до вер-
шини 7 на графi, зображеному на рис. 2.

3.6. Використовуючи алгоритм розв’язування задачi плануван-
ня виробництва та запасiв, розв’язати приклад з пункту 1.4
за умови, що початковий запас продукцiї становить 9 оди-
ниць, а запас продукцiї не може перевищувати 10 одиниць.

3.7. 1) Розглянути задачу згладжування виробництва з 10-ма
перiодами, якщо початковий запас становить 15 одиниць,
максимальний запас продукцiї на кiнець кожного мiсяця
— 20 одиниць, вартiсть виробництва j одиниць продукцiї
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Табл. 3.10.

Вiд
пункту До пункту

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 5 4 2
2 8 10 5 7
3 6 3 8 10
4 8 9 6 4
5 8 4 3
6 5 2 7
7 4 10 6
8 12 5 2
9 7
10 3
11 6

протягом кожного перiоду — 25 + 6j, вартiсть зберiгання j

одиниць продукцiї на кiнець кожного перiоду становить
j

2
,

а об’єми попиту подано в таблицi: Використовуючи алго-

Табл. 3.11.

Перiод i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Перiод di 15 12 30 25 24 6 18 25 12 40

ритм пункту 1.4, визначити план виробництва на кожний
перiод, що мiнiмiзує сумарнi витрати.

2) Розглянути задачу згладжування виробництва, об’єми
попиту якої подано в табл. 3.11, вартiсть налагодження ви-
робництва — 5 одиниць, вартiсть виробництва одного ви-
робу - 1 одиниця, вартiсть зберiгання одного виробу - 1
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одиниця i визначається запасом на кiнець мiсяця. Запас на

Табл. 3.12.

Мiсяць Червень Липень Серпень
Попит 5 3 2

1-ше червня становить 1 одиницю, а на кiнець серпня – 0.
Побудувати функцiональне рiвняння динамiчного програ-
мування для визначення оптимального плану виробництва.

3.8. Розв’язати задачу про замiну обладнання, наведену в пун-
ктi 1.3, в якiй величини всiх прибуткiв збiльшенi на 2 оди-
ницi, всi витрати на утримання збiльшенi на 3 одиницi i всi
вартостi замiни збiльшенi на 1 одиницю.

3.9. Методом динамiчного програмування розв’язати задачу про
оптимальний розподiл капiталовкладень з прикладу 2.10
при довiльних значеннях I ∈ 1, ..., 10.

3.10. Нехай у задачi цiлочислового програмування (3.2) функцiї
pj(xj) заданi у виглядi таблицi. Порiвняти кiлькiсть ариф-
метичних операцiй та операцiй порiвняння чисел у мето-
дi динамiчного програмування i при використаннi методу
повного перебору всiх допустимих розв’язкiв.



Роздiл 4

Потоки в мережi

4.1 Задача про найкоротший шлях

Нагадаємо необхiднi означення.

Означення 4.1. Орiєнтований граф складається з множини вер-
шин V = {1, ..., n} i множини E впорядкованих пар рiзних вер-
шин. Кожна така пара (i, j) ∈ E називається дугою. Мережею
називається орiєнтований граф, кожнiй дузi (i, j) ∈ E якого
поставлено у вiдповiднiсть невiд’ємне число bij . Цi числа можуть
визначати довжину, час, пропускну здатнiсть i т.д.

Ми будемо розглядати мережi, в яких вершина 1 виокремлена
як початкова, а вершина n — як кiнцева1. Всi iншi вершини i 6=
1, n будемо називати промiжними.

Якщо (i, j) ∈ E, то вважатимемо, що вершина i передує вер-
шинi j, а вершина j наступна за вершиною i.

Нехай P (i) = {k ∈ V : (k, i) ∈ E} — множина вершин k, якi
передують вершинi i, а D(i) = {j ∈ V : (i, j) ∈ E} — множина
вершин j, наступних за вершиною i.

Надалi кожне число bij будемо iнтерпретувати як довжину
вiдповiдної дуги (i, j) ∈ E.

1Вершини в мережi також називають вузлами.

111
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Шляхом, прокладеним iз вершини i1 у вершину ik, називаєть-
ся перемiжна послiдовнiсть вершин i дуг мережi вигляду

i1, (i1, i2), i2, (i2, i3), i3, ..., (ik−2, ik−1), ik−1, (ik−1, ik), ik, (4.1)

в якiй всi вершини i1, ..., ik рiзнi.
Надалi будемо говорити про шлях з i1 в ik i позначати його

так: i1 → i2 → ... → ik. Вершини i2, ..., ik−1 називаються про-
мiжними. Довжина шляху i1 → i2 → ... → ik дорiвнює сумi
довжин дуг, якi його становлять

k−1∑

l=1

bilil+1
.

Послiдовнiсть дуг i вершин вигляду (4.1) називається циклом,
якщо в нiй всi промiжнi вершини рiзнi, а i1 = ik.

Задача про найкоротший шлях: треба знайти шлях мi-
нiмальної довжини, що веде з вершини 1 у вершину n, тобто
визначити в транспортнiй мережi найкоротший шлях мiж за-
даним вихiдним пунктам i пунктом призначення.

Як приклад розглянемо задачу про найкоротший шлях мiж
двома мiстами 1 i n. Для визначення мережi потрiбно задати її
дуги. Враховуючи змiст задачi, дорогу довжини b1j мiж мiстом 1
i будь-яким сусiднiм мiстом j вважатимемо такою, що виходить
з мiста 1. Зiставимо їй дугу (1, j), яка виходить з вершини 1.
Аналогiчно дорогу довжини bin, що зв’язує мiсто n з будь-яким
сусiднiм мiстом i, будемо вважати такою, що входить в мiсто n.
Зiставимо їй дугу (i, n), яка входить у вершину n. Розглянемо
дорогу довжини bij , що з’єднує мiста i, j 6= 1, n. Якщо по нiй
можна проїхати у двох напрямах (що зазвичай i буває), то в
мережi вводяться двi дуги (i, j) i (j, i), причому bij = bji. Задачу
про найкоротший шлях з мiста 1 в мiсто 4 iлюструє рис. 4.1.1.
Числа в дужках позначають довжини дорiг у кiлометрах.

Найпоширенiшi два алгоритми для розв’язання задачi пошу-
ку найкоротшого шляху в мережах, якi мають цикли, та в мере-
жах без циклiв.

1. Алгоритм Дейкстри.
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2. Алгоритм Флойда.
Алгоритм Дейкстри розроблений для пошуку найкоротшо-

го шляху мiж заданою вихiдною вершиною та будь-якою iншою
вершиною мережi. Алгоритм Флойда бiльш загальний, оскiльки
вiн дає змогу одночасно знайти найменшi шляхи мiж будь-якими
двома вершинами мережi.

Алгоритм Дейкстри розв’язування задачi про найкоротший
шлях

У процесi реалiзацiї алгоритму Дейкстри при переходi вiд вер-
шини i до наступної вершини j використовують спецiальну про-
цедуру позначки дуг.

На кожному кроцi алгоритму є множина вершин W , яка мiс-
тить вершину 1, i позначки ρ(j), якi визначенi для всiх вершин
j ∈ V . За змiстом ρ(j) — довжина найкоротшого шляху з вер-
шини 1 у вершину j, в якому всi промiжнi вершини належать
множинi W . Якщо для деякої вершини j, зазначеного шляху не
iснує, то приймають ρ(j) = ∞.

Покажемо на прикладi, що довжина найкоротшого шляху з
1 в j може бути менше ρ(j). На рис. 4.1.2 позначки ρ(j) розташо-
вують знизу або зверху вiд вершин j, а поряд iз кожною дугою
(i, j) в дужках зазначена її довжина bij . На рис. 4.1.1 W = {1, 2},
ρ(4) = 6 i шлях 1 → 2 → 4 довжиною 6 веде з вершини 1 у вер-
шину 4 через вершину 2 ∈ W . Позаяк найкоротший шлях з 1 в 4
є шлях 1 → 3 → 4 довжини 5. Зауважимо, що ρ(5) = ∞, оскiль-
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ки не iснує шляху з вершини 1 у вершину 5, який має промiжнi
вершини, що належать множинi W .

Розглянемо реалiзацiю алгоритму за кроками.

Крок 1.Приймемо W = {1}, ρ(j) =
{

b1j , (1, j) ∈ E,
∞, (1, j) /∈ E.

Нехай

пiсля k крокiв є деяка множина W i значення позначок ρ(j), j ∈
V .

Крок k + 1. Вершина

i ∈ Arg min
j /∈W

ρ(j) (4.2)

додається до множини W , а для вершин j ∈ D(i) значення по-
значок ρ(j) перераховуєть за формулою

ρ(j) := min{ρ(j), ρ(i) + bij}. (4.3)

Реалiзацiя алгоритму закiнчується, коли кiнцева вершина n буде
входити до множини W . У цьому разi найкоротший шлях з 1 в n
довжиною ρ(n) вiдновлюється так: спочатку знаходимо вершину
k ∈ P (n) з умови ρ(n) = bkn + ρ(k), потiм вершину s ∈ P (k) з
умови ρ(k) = bsk + ρ(s) i т. д.

Розглянемо обґрунтування алгоритму Дейкстри.

Лема 4.1. Нехай Π — найкоротший шлях з вершини 1 у вер-
шину i /∈ W , який визначається за (4.2). Тодi всi промiжнi
вершини шляху Π належать множинi W .

Доведення. Справдi, припустимо протилежне. Рухаючись уздовж
шляху Π, починаючи вiд вершини 1, знайдемо першу вершину
k /∈ W . Тодi за припущенням k 6= i i позначка ρ(k) менша вiд дов-
жини шляху π, яка, зокрема, не перевищує позначки ρ(i). Отже,
ρ(k) < ρ(i), що суперечить вибору вершини i.

Лема 4.2. Нехай вершина i задовольняє умову (4.2) i приєд-
нана до множини W (тобто W := W ∪ {i}), а позначки ρ(j),
де j ∈ D(i), перерахованi за формулою (4.3). Тодi новi позначки
ρ(j) вiдповiдають їхнiм визначенням: ρ(j) — довжина найкоро-
тшого шляху з 1 в j, що має промiжнi вершини, якi належать
W .
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Рис. 4.1.4.

Доведення. Виберемо довiльну вершину j ∈ D(i). Нехай викону-
ється нерiвнiсть ρ(j) 6 ρ(i) + bij . Тодi найкоротший шлях з 1 в
j довжиною ρ(j) з промiжними вершинами, якi належать мно-
жинi W , при додаваннi вершини i не змiниться. Отож, у цьому
випадку позначка ρ(j) вiдповiдає своєму визначенню.

Припустимо тепер, що виконується нерiвнiсть ρ(j) > ρ(i)+bij .
Множина W мiстить вершину i. Тому найкоротший шлях з 1 в
j з промiжними вершинами з W буде йти спочатку з 1 в i, а
потiм — по дузi (i, j). I в цьому випадку позначка ρ(j) вiдповiдає
своєму визначенню.

Зауваження 4.1. Зазначимо, що пiсля того як на деякому кро-
цi алгоритму Дейкстри вершина i добавлена в множину W , на
наступних кроках позначка ρ(i) не змiнюється i ρ(i) — довжина
найкоротшого шляху з 1 в i. Отже, на кожному кроцi алгоритму
позначки ρ(j) можна перераховувати тiльки для вершин j /∈ W .
Якщо сформульована задача визначення мiнiмальних шляхiв з
вершини 1 у кожну вершину j ∈ V , то алгоритм треба зупинити
пiсля того, як множина W збiгається з множиною V .

Приклад 4.1. Знайдемо найкоротший шлях з мiста 1 до мiс-
та 4 для мережi, зображеної на рис. 4.1.1. На рис. 4.1.3 – 4.1.6
штриховими лiнiями вiдзначенi множини W та позначки вер-
шин для чотирьох крокiв алгоритму Дейкстри. Найкоротший
шлях 1 → 2 → 3 → 4. N
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Задачi

4.1. Знайти найкоротший шлях з вершини 1 у вершину 5 для
мережi, зображеної на рис. 4.1.2.

4.2. Знайти всi найкоротшi шляхи з мiста 1 в мiсто 7 для мережi
дорiг, що зображенi на рис. 4.1.7.

4.3. Довести, що в алгоритмi Дейкстри пiсля додавання верши-
ни i в множину W помiтка ρ(i) не змiнює свого значення
до завершення алгоритму.

4.4. Чи може пiсля завершення алгоритму Дейкстри деяка вер-
шина j не належати множинi W? Якщо може, то навести
приклад.
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4.2 Мережеве планування

Органiзовуючи роботи над рiзними проектами (iнвестицiйнi про-
екти, комплекснi науковi дослiдження i т.д.), набули поширення
методи мережевого планування. Розглянемо їхню головну iдею.

Будемо говорити, що робота k безпосередньо передує роботi
l, якщо в момент завершення роботи k i, можливо, деяких iнших
робiт може розпочатися виконання роботи l.

Початкова iнформацiя про проект задається перелiком робiт,
їхньою тривалiстю та черговiстю виконання. Черговiсть викона-
ння означає, що для кожної роботи має бути зазначено, яким
роботам вона безпосередньо передує.

Для наочностi проект зображають мережевим графiком.

Означення 4.2. Мережним графiком називається мережа
без циклiв з множиною вершин V = {1, ..., n} i множиною дуг
E, в якiй напрямленi дуги вiдповiдають роботам, а вершини –
подiям, якi вiдбуваються пiд час завершення деяких робiт. Нi-
яка робота, що виходить з деякої вершини, не може початися
ранiше, нiж завершаться всi роботи, що входять в цю вершину.
У мережi видiлено двi вершини: початкова та кiнцева, якi вiд-
повiдають моментам початку i закiнчення всiх робiт проекту. У
початкову вершину дуги не можуть входити, а з кiнцевої верши-
ни вони не можуть виходити. Iншi вершини мають як вхiднi, так
i вихiдять дуги. Без втрати загальностi будемо вважати, що 1 —
початкова, а n — кiнцева вершини. Кожнiй дузi (роботi) (i, j) ∈ E
мережевого графiка зiставлена тривалiсть її виконання tij .
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Табл. 4.1.

Найменування
роботи

Безпосередньо
передує
роботам

Час
виконання,
мiсяцiв

1. Пiдбiр акцiонерiв 3,4 4
2. Пошук примiщення 5,6 5
3. Внески акцiонерiв 5,6 3
4. Лiцензування 7 4
5. Реєстрацiя 7 3
6. Обладнання офiсу - 6
7. Наймання працiвникiв - 2

Приклад 4.2. Пiдприємець вирiшив органiзувати фiрму. У
табл. 4.1 подано iнформацiю про роботи, якi необхiднi для створен-
ня фiрми. У другому стовпцi зазначенi роботи, яким ця робота
безпосередньо передує. Мережевий графiк будуємо, починаючи з
кiнцевої вершини. У неї входять роботи з номерами 6 i 7. Роботi
7 передують роботи 4 i 5.

Треба ввести подiю, яка полягає в закiнченнi робiт 4 та 5 i т.д.
На рис. 4.2.8 зображено вiдповiдний мережевий графiк. На дугах
зазначено номери робiт, а в дужках їхня тривалiсть у мiсяцях. N

Зауваження 4.2. У вихiднiй iнформацiї з проекту можуть мiсти-
тися помилки. Нехай у прикладi 4.2 помилково зазначено, що
перша робота безпосередньо передує п’ятiй, тобто робота 1 пе-
редує роботам iз списку 3,4,5. Як виявити i виправити подiбнi
помилки? Послiдовно беремо роботи з зазначеного списку i зна-
ходимо всi наступнi за ними роботи. Серед подальших робiт не
повинна траплятися робота зi списку 3,4,5. Якщо ж така трапля-
ється (в цьому випадку п’ята), то її треба вилучити зi списку.

Зауваження 4.3. Деякi роботи можуть виконуватися одночасно.
Тодi виникне мультиграф, тобто деякi вершини будуть з’єднанi
декiлькома дугами (рис. 4.2.9).
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Щоб отримати звичайний орiєнтований граф, потрiбно на
кожнiй дузi ввести подiю i фiктивну роботу нульової тривало-
стi.

Пронумеруємо вершини, присвоївши початковiй вершинi но-
мер 1, а кiнцевiй — номер n. Будемо говорити, що вершина i
передує вершинi j, якщо iснує дуга, що виходить з вершини i та
входить у вершину j.

Уведемо поняття рангу вершини. Початковiй вершинi при-
своюємо нульовий ранг. До вершин першого рангу зачислено тi,
яким передує лише вершина нульового рангу та нiякi iншi. Вер-
шини рангу k — це тi вершини, яким передують тiльки вершини
рангу не вище k − 1.

Лема 4.3. Методом присвоєння рангу можна визначити ранги
всiх вершин мережевого графiка.

Доведення. Справдi, припустимо протилежне i вважатимемо, що
ми визначили ранги вершин з деякої множини W , але вершинам
з доповнювальної множини V \W ранг приписати не можна. Вi-
зьмемо будь-яку вершину без рангу i1 /∈ W . За припущенням їй
не можна приписати ранг. Це означає, що їй передує вершина
без рангу i2 /∈ W , якiй також передує ще одна вершина без ран-
гу i3 /∈ W i т.д. Оскiльки мережевий графiк мiстить скiнченну
кiлькiсть вершин, то, зрештою, за деякого k знайдеться вершина
il ∈ {i1, ..., ik−1}, яка передує вершинi ik. У пiдсумку отримаємо
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цикл ik → ik−1 → ... → il → ik, який суперечить означенню
мережевого графiка.

Розглянемо алгоритм знаходження рангiв вершин мереже-
вого графiка. Для цього припишемо кожнiй дузi (i, j) ∈ E дов-
жину bij = 1. Довжина шляху з вершини 1 у вершину j дорiвнює
кiлькостi дуг, з яких вiн складається. Максимальний шлях з вер-
шини 1 у вершину j має найбiльшу довжину серед усiх шляхiв,
що ведуть з 1 в j. Неважко довести, що довжина максимального
шляху з 1 в j дорiвнює рангу r(j) вершини j. Тому для визначен-
ня рангiв вершин скористаємося алгоритмом Дейкстри, модифi-
кованим для пошуку довжин максимальних шляхiв iз вершини
1 у будь-яку вершину j ∈ V .

Крок 1. Приймемо W = {1},

ρ(j) =
{

1, (1, j) ∈ E,
0, (1, j) /∈ E.

Нехай пiсля k крокiв є деяка множина W i значення позначок
ρ(j), j ∈ V .

Крок k + 1. Вершина

i ∈ Arg max
j /∈W

ρ(j) (4.4)

додається до множини W , а для вершин j ∈ D(i) значення по-
значок ρ(j) перераховуються за формулою

ρ(j) := max{ρ(j), ρ(j) + bij}. (4.5)

Алгоритм закiнчить свою роботу, коли множина W збiгається з
множиною V . Пiдсумковi значення позначок ρ(j) будуть дорiв-
нювати рангам вершин r(j).

Обґрунтування цього алгоритму майже подiбне до обґрун-
тування алгоритму пошуку мiнiмального шляху з вершини 1 у
вершину j.

Пiсля того як знайденi ранги всiх вершин мережевого графi-
ка, вершини зручно перенумерувати вiдповiдно до такого пра-
вила. Вершинам рангу 1 присвоюємо номери 2, ..., l, вершинам
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рангу 2 — номери l + 1, ..., s i т.д. Нарештi, n — номер кiнцевої
вершини. Мережевий графiк за зазначеним способом нумерацiї
вершин називається правильно пронумерованим. Для правиль-
но пронумерованого мережевого графiка алгоритми обчислення
його характеристик значно спрощуються.

Довжиною шляху мережного графiка з вершини (подiї) 1
у вершину (подiю) j будемо називати суму тривалостей робiт,
якi його становлять. Виникає запитання про мiнiмальний час tj
реалiзацiї якої-небудь подiї j. Для початкової подiї 1 приймемо
t1 = 0, тобто проект починається в нульовий момент часу. На-
гадаємо, що через P (j) позначаємо множину всiх вершин, якi
передують вершинi j.

Лема 4.4. Мiнiмальний час tj виконання подiї j дорiвнює дов-
жинi найбiльш тривалого шляху, що веде з вершини 1 у верши-
ну j.

Доведення. Доведемо, використовуючи метод математичної iндук-
цiї за рангом вершини j. Для вершини 1 ранг дорiвнює нулю i
твердження очевидне. Нехай для всiх вершин i рангу не вище
k − 1 твердження леми правильне. Вiзьмемо вершину j рангу k.
Нехай t – довжина найдовшого шляху, який веде з вершини 1
у вершину j. Покажемо, що tj = t. Неважко бачити, що tj > t.
Справдi, подiя j не може вiдбутися, якщо не виконанi всi робо-
ти, якi належать найдовшому шляху з 1 в j. Далi всi вершини
i ∈ P (j) мають ранг не вище k − 1. Отже, за припущенням iн-
дукцiї ti – довжина найдовшого шляху, що веде з вершини 1 у
вершину i. Тому

t = max
i∈P (j)

(ti + tij).

Для виконання подiї j за час t достатньо, щоб кожна подiя i ∈
P (j) була виконана за час ti i за нею негайно починалася робота
(i, j). Отже, tj = t.

З леми 4.4 безпосередньо отримуємо таку процедуру пошуку
величин tj , яка називається алгоритмом Форда.
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Для вершин j першого рангу очевидно, що tj = t1j . Нехай
знайденi величини ti для усiх вершин i рангу не вище k−1. Тодi
для вершини рангу k отримаємо

tj = max
i∈P (j)

(ti + tij). (4.6)

У пiдсумку для кiнцевої вершини (подiї) n знаходимо вели-
чину tn, яку називають критичним часом проекту.

Означення 4.3. Критичним шляхом називається шлях дов-
жиною tn, який веде з початкової вершини до кiнцевої.

Для знаходження критичного шляху достатньо, рухаючись
з вершини n, спочатку знайти вершину s ∈ P (n) з умови tn =
ts + tsn, потiм вершину l ∈ P (s) з умови ts = tl + tls i т.д.

Зазначимо, що алгоритм Форда використовує ранги вершин i
правильну нумерацiю мережевого графiка. Якщо ранги вершин
невiдомi, то для визначення часу tj можна використовувати ал-
горитм Дейкстри. Перейдемо до визначення iнших характерис-
тик мережевого графiка.

Означення 4.4. Максимальним часом Ti подiї i називається
найбiльший час її реалiзацiї, за якого проект можна виконати за
критичний час tn.

Розглянемо алгоритм знаходження часiв Ti. Нагадаємо, що
для вершини i через D(i) позначається множина вершин j, яким
передує вершина i.

Очевидно, що Tn = tn. Нехай визначенi числа Tn, Tn−1, ..., Ti+1.

Лема 4.5. Для кожного j ∈ D(i), час Tj, пов’язаний з часом Ti

спiввiдношенням
Ti = min

j∈D(i)
(Tj − tij). (4.7)

Доведення. Нехай s ∈ D(i) — номер вершини, на якому дося-
гається мiнiмум у формулi (4.7). Припустимо, що Ti > Ts − tis.
Якщо подiя i виконана в момент Ti, то за визначенням часу Ti
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проект може бути виконаний за критичний час. З останньої не-
рiвностi випливає, що подiю s не можна виконати за час Ts i за
визначенням Ts, час виконання всього проекту буде бiльшим за
tn (суперечнiсть). Отже, Ti 6 Ts− tis. З iншого боку, якщо подiя
i виконана в момент Ts − tis, то кожна подiя j ∈ D(i) може бути
виконана не пiзнiше моменту Ts − tis + tij 6 Tj i проект можна
виконати за критичний час. Отже, Ti = Ts − tis.

З леми 4.5 випливає, що всi часи Tn, Tn−1, ..., T1 можна по-
слiдовно знайти за формулою (4.7). Для подiй i, що входять до
критичного шляху, Ti = ti. Обчислення величин tj , Tj дає змогу
визначити резерви часу для кожної роботи.

Означення 4.5. Величина Tj − ti − tij називається повним ре-
зервом часу роботи (i, j). Це максимально можливе збiльшен-
ня тривалостi роботи (i, j) без збiльшення тривалостi виконання
всього проекту. Вiльний резерв часу (tj − ti − tij) — це макси-
мально можливе збiльшення тривалостi роботи (i, j), за якого
можна розпочати всi роботи, якi виходять з вершини j в най-
бiльш раннiй час. Незалежний резерв часу max{0, tj − Ti − tij}
— це максимально можливе збiльшення тривалостi роботи (i, j),
яке не впливає на резерв часу iнших робiт.

Визначення незалежного резерву часу роботи потребує де-
якого пояснення. Розглянемо три послiдовнi подiї k, i, j, з’єднанi
роботами (k, i) i (i, j). Нехай виконується нерiвнiсть Ti > ti i не-
залежний резерв роботи (i, j) додатний, тобто tj − Ti − tij > 0.
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Припустимо, що незалежний резерв роботи (i, j) використовує-
ться повнiстю. Тодi тривалiсть цiєї роботи збiльшиться до вели-
чини tj−Ti. Якщо почати її в момент Ti i закiнчити в момент tj ,
то резерви iнших робiт не зменшаться. Наприклад, можна вико-
ристовувати повний резерв роботи (k, i), почавши її в момент tk
i закiнчивши в момент Ti.

У прикладi 4.2 з органiзацiєю фiрми знайдемо всi наведенi
характеристики проекту. На рис. 4.2.10 над (або пiд) вершинами
зазначено пари tj , Tj .

Критичний шлях: 1 → 2 → 3 → 5. Критичний час вико-
нання всього проекту – 13 мiсяцiв. Повний резерв часу роботи
(2, 4) (реєстрацiя) дорiвнює 3 мiсяцi, а аналогiчний резерв для
роботи (3, 4) (наймання працiвникiв) становить 1 мiсяць. Вiль-
ний i незалежний резерви роботи (2, 4) становлять по 2 мiсяцi
кожний.

Задачi

4.5. Iндукцiєю за величиною рангу довести, що ранг r(j) верши-
ни j дорiвнює довжинi максимального шляху з вершини 1
до вершини j.

4.6. Використовуючи алгоритм Дейкстри, знайти ранги вершин
i правильно пронумерувати мережевий графiк, зображений
на рис. 4.2.11.

4.7. Довести, що правильно прономерована мережа не мiстить
циклiв.

4.8. За якого рангу кiнцевої вершини n можлива єдино правиль-
на нумерацiя мережевого графiка?

4.9. Довести, що для будь-якої вершини i критичного шляху ви-
конується рiвнiсть Ti = ti.

4.10. Знайти критичний шлях, критичний час проекту, а також
резерви робiт мережевого графiка, зображеного на рис. 4.2.11.
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4.3 Задача про максимальний потiк

У цьому параграфi розглянемо задачу максимiзацiї потоку де-
якого продукту мережею. Подiбнi задачi виникають при водопо-
стачаннi мiст, перекачуваннi нафти i т.д. Вивчають також iнфор-
мацiйнi потоки в мережах.

Уточнимо, що розумiтимемо пiд потоком продукту, який ру-
хається по деякiй дузi мережi. Нехай як дуга мережi буде труба
водопроводу. Потiк води по трубi вимiрюється кiлькiстю рiдини,
що протiкає в одиницю часу через поперечний перерiз труби. На-
прям руху води має зазвичай сталу орiєнтацiю, яка зобумовлена
розташуванням у мережi насосiв або гiдравлiчних веж. Макси-
мальна величина потоку по трубi залежить вiд її дiаметра, по-
тужностi насосiв або висоти гiдравлiчних веж.

Означення 4.6. Потоковою мережею називається орiєнтований
граф з множиною вершин V = {1, ..., n} i множиною дуг E, що
задовольняє такi умови. У графа видiлено двi вершини: початко-
ва та кiнцева. З початкової вершини продукт по дугах мережi
направляється до кiнцевої. Кожнiй дузi (i, j) ∈ E зiставлять чи-
сло bij , яке називаємо пропускною здатнiстю. Потiк продукту
вздовж дуги може перемiщатися тiльки в додатному напрямi,
тобто вiд вершини i до вершини j, i його величина не перевищує
bij .

Без втрати загальностi припустимо, що початкова вершина
мережi має номер 1, а кiнцева — номер n. Для промiжних вер-
шин i та j можливий випадок, коли їх з’єднують двi дуги в про-
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тилежних напрямах, тобто одночасно (i, j) ∈ E та (j, i) ∈ E.
Пропускнi здатностi цих дуг можуть бути рiзними. Наприклад,
потiк транспорту вздовж магiстралi рухається, зазвичай, у двох
напрямах.

Нагадаємо, що для вершини мережi i через D(i) позначаємо
множину всiх вершин j ∈ V , якi наступнi за вершиною i : (i, j) ∈
E, а через P (i) — множину всiх вершин k, якi передують вершинi
i : (k, i) ∈ E.

Означення 4.7. Потоком мережею (або просто потоком) нази-
вається вектор вигляду x = (xij , (i, j) ∈ E). Потiк x називається
допустимим, якщо вiн задовольняє обмеження

∑

j∈D(i)

xij −
∑

k∈P (i)

xki =0, i ∈ V \ {1, n},

0 6 xij 6bij , (i, j) ∈ E.

(4.8)

Зокрема, потiк продукту дугою (i, j) дорiвнює xij . Сума

v =
∑

j∈D(1)

x1j

називається величиною потоку. За змiстом вона визначає загаль-
ну кiлькiсть продукту, що виходить з початкової вершини в оди-
ницю часу.

Зауважимо, що рiвностi (4.8), якi виконуються в промiжних
вершинах i ∈ V \{1, n} мережi, вiдображають закон збереження
потоку. Якщо в цих вершинах вiдбувається споживання продук-
ту, то закон збереження порушується.

Величину потоку v можна задати також у виглядi

v =
∑

k∈P (n)

xkn. (4.9)

Справдi, склавши рiвностi (4.8), отримаємо

−
∑

j∈D(1)

x1j +
∑

k∈P (n)

xkn = 0,
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оскiльки кожний доданок xij , де i 6= 1, j 6= n, в отриману суму
входить двiчi: зi знаками плюс i мiнус.

На рис. 4.3.12 зображена мережа з множиною вершин V =
{1, 2, 3, 4} i множиною дуг E = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}.
Числа в дужках, якi розташованi поряд iз дугами, визначають
їхню пропускну здатнiсть, а числа без дужок — компоненти по-
току x = (2, 1, 1, 1, 2) величини 3.

Розглянемо задачу про максимальний потiк

max v,

за умов
∑

j∈D(1)

x1j − v = 0,

∑

j∈D(i)

xij −
∑

k∈P (i)

xki = 0, i ∈ V \ {1, n},

v −
∑

k∈P (n)

xkn = 0,

0 6 xij 6 bij , (i, j) ∈ E.

(4.10)

Задача (4.10) — це задача LP зi змiнними xij , (i, j) ∈ E, i v. Легко
бачити, що нульовий потiк допустимий. Отож, обмеження задачi
(4.10) сумiснi. Запишемо двоїсту задачу. Для цього першим n
рiвностям зiставимо двоїстi змiннi yi, а нерiвностям xij 6 bij —
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двоїстi змiннi zij , (i, j) ∈ E. Двоїста задача LP набуде вигляду

min
∑

(i,j)∈E

bijzij ,

за умов yi − yj + zij > 0, (i, j) ∈ E,

− y1 + yn > 1, zij > 0, (i, j) ∈ E.

(4.11)

Де нерiвнiсть −y1 + yn > 1 вiдповiдає змiннiй v прямої задачi
(4.10). Змiннi yi, i = 1, ..., n, — вiльнi, оскiльки вони вiдповiдають
обмеженням-рiвностям задачi (4.10).

Задачi

4.14. Довести, що задача про максимальний потiк завжди має
оптимальний розв’язок.

4.15. Розглянемо потокову мережу зi споживанням продукту.
Нехай його споживання за одиницю часу у промiжнiй вер-
шинi i становить сталу величину di, i = 2, ..., n− 1.

1) Виписати формулу, аналогiчну до (4.9), для величини
потоку.

2) Сформулювати задачу про максимальний потiк. Запи-
сати двоїсту задачу.

4.4 Пошук максимального потоку

Запишемо величину максимального потоку через пропускнi здат-
ностi дуг мережi та сформулюємо алгоритм його пошуку.

Означення 4.8. Перерiзом називається розбиття (W,W ) мно-
жини вершин мережi V на такi двi диз’юнктивнi пiдмножини W
i W , що 1 ∈ W , n ∈ W . Дуга (i, j) називається прямою дугою
перерiзу (W,W ), якщо i ∈ W , j ∈ W . Для зворотної дуги
перерiзу виконується умова i ∈ W , j ∈ W . Пропускною зда-
тнiстю перерiзу називається сума пропускних здатностей всiх
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його прямих дуг

C(W,W ) =
∑

(i,j)∈E: i∈W,j∈W

bij .

Перерiз, що має найменшу пропускну здатнiсть, називається мi-
нiмальним.

Приклад 4.3. Розглянемо мережу на рис. 4.3.12. Перерiз (W,W )
= ({1, 3}, {2, 4}) має прямi дуги (1, 2), (3, 4) i зворотну дугу (2, 3).
Величина перерiзу дорiвнює C(W,W ) = 5. N

Лема 4.6. Кожний перерiз (W,W ) визначає допустимий розв’я-
зок вартостi C(W,W ) для задачi (4.11), яка двоїста до задачi
про максимальний потiк, за формулою

zij =
{

1, i ∈ W, j ∈ W,
0, iнакше, yi =

{
0, i ∈ W,

1, i ∈ W.
(4.12)

Доведення. Для розв’язку вигляду (4.12) перевiримо виконання
обмеження задачi (4.11). Розглянемо чотири випадки, оскiльки
вершини i та j можуть належати або не належати до множин W
i W . У будь-якому випадку вiдповiдну нерiвнiсть yi−yj +zij > 0
легко перевiрити, зокрема, вона буде строга тодi i лише тодi, коли
(i, j) є зворотна дуга перерiзу (W,W ). Далi за означенням розрiзу
1 ∈ W , n ∈ W . Тому y1 = 0, yn = 1 i нерiвнiсть −y1 + yn > 1
справджується як рiвнiсть. Зрештою, вартiсть розглядуваного
розв’язку дорiвнює

∑

(i,j)∈E

bijzij =
∑

(i,j)∈E: i∈W, j∈W

bij = C(W,W ).

Iз леми 4.6 випливає, що величина будь-якого допустимого
потоку не перевищує величини мiнiмального перерiзу. Справдi,
за теоремою 1.4 вартiсть кожного допустимого розв’язку задачi
(4.10) не може бути бiльшою вiд вартостi будь-якого допустимого
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розв’язку двоїстої задачi (4.11) i, зокрема, C(W,W ) — вартiсть
розв’язку (4.12).

Наведемо достатнi умови оптимальностi для допустимого по-
току.

Лема 4.7. Нехай для допустимого потоку x знайдеться перерiз
(W,W ) такий, що всi його прямi дуги (i, j) насиченi: xij = bij,
а зворотнi — порожнi: xij = 0. Тодi x — максимальний потiк
величини v = C(W,W ).

Доведення. Складемо рiвностi з обмеження задачi (4.10), якi ма-
ють номери i ∈ W . Для будь-якої дуги (i, j) ∈ E, для якої
i, j ∈ W , змiнна xij входить у лiву частину отриманої рiвнос-
тi двiчi: зi знаком плюс (коли дуга виходить з вершини i) i зi
знаком мiнус (коли дуга входить у вершину j). Тому такi змiннi
скоротяться. Звiдси отримуємо рiвнiсть

∑

(i,j)∈E: i∈W,j∈W

xij −
∑

(i,j)∈E: i∈W,j∈W

xij − v = 0

або, врахувавши умови леми,

v =
∑

(i,j)∈E: i∈W,j∈W

bij = C(W,W ).

За лемою 4.6 знайдемо допустимий розв’язок двоїстої задачi (4.11)
вартостi C(W,W ). За теоремою 1.4, x — максимальний потiк.

Залишилося навести метод побудови допустимого потоку, який
задовольняє достатню умову оптимальностi. Це можна зроби-
ти за допомогою алгоритму позначок Форда-Фалкерсона. Голов-
ним етапом цього алгоритму є процедура побудови збiльшуючого
шляху для довiльного допустимого потоку.

Означення 4.9. Нехай у мережi заданi потiк x i шлях Π, який
веде з вершини 1 до вершини n, в якому iгноруються напрями
дуг. Шлях Π називається збiльшуючим, якщо вiн має такi вла-
стивостями:
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(i) для кожної дуги (i, j) ∈ E, яка проходить шлях у прямому
напрямi (яка називається прямою дугою), xij < bij . Остан-
ня нерiвнiсть означає, що прямi дуги шляху Π ненасиченi;

(ii) для кожної дуги (i, j) ∈ E, яка проходять шляхом у зворот-
ному напрямi (яка називається зворотною дугою), xij > 0.
Отож, зворотнi дуги шляху Π не повиннi бути порожними.

Позначимо через E1(Π) — множину всiх прямих дуг, а через
E2(Π) — множину всiх зворотних дуг збiльшуючого шляху Π.
Визначимо величину

δ = min{bij − xij , (i, j) ∈ E1(Π); xij , (i, j) ∈ E2(Π)}.

Неважко бачити, що δ > 0. Збiльшимо на δ потiк xij , який про-
ходить по кожнiй прямiй дузi (i, j) шляху Π, i зменшимо на цю
ж величину потiк xij , який проходить по кожнiй зворотнiй ду-
зi. Покажемо, що умова збереження потоку в усiх промiжних
вершинах шляху Π буде виконуватися. Для цього вiзьмемо три
послiдовнi вершини i, j, k шляху Π. Чотири можливi випадки орi-
єнтацiї дуг зображено на рис. 4.4.13.

Для кожного випадку додаткова кiлькiсть продукту, який
входить до вершини j, дорiвнює такiй самiй кiлькостi продукту,
що з неї виходить.

На рис. 4.4.14 зображено мережу з потоком (3, 1, 2, 1, 1, 2, 2)
величини 4.

Шлях Π : 1 → 3 → 2 → 4 → 5 є збiльшуючим. Вiн мiстить
зворотну дугу (2, 3) i δ = min{3, 2, 2, 3} = 2. Пiсля змiни потоку
уздовж шляху Π отримаємо потiк (3, 3, 0, 3, 1, 2, 4) (рис. 4.4.15).

Опишемо процедуру побудови збiльшуючого шляху. Вона ви-
користовує поняття позначки, яка приписується вершинi мережi
з деякої її сусiдньої вершини. Така процедура буде полягати у
просуваннi позначок з вершини 1 до того моменту, коли або буде
позначена вершина n, або процес зупиниться.

Нехай вершина j позначається з вершини i. Позначка вер-
шини j складається з двох компонент: L(j) = (L1(j), L2(j)), якi
визначають так: якщо (i, j) ∈ E i xij < bij , то L1(j) = i, L2(j) =
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min[bij − xij , L2(i)]; якщо (j, i) ∈ E i xji > 0, то L1(j) = −i,
L2(j) = min[xji, L2(i)]. Отже, перша компонента позначки L1(j)
мiстить iнформацiю, звiдки позначається вершина j. Знак мiнус
в L1(j) означає, що позначку отримали вздовж зворотної дуги,
тобто дуги, яка веде з вершини j до вершини i. Друга компо-
нента L2(j) визначає величину додаткового потоку, який можна
провести з вершини 1 до вершини j.

Процес поширення позначок з цiєї вершини i називається пе-
реглядом вершини i. Будемо зберiгати список S позначених, але
не переглянутих вершин. Спочатку список S порожнiй. Проце-
дура поширення позначок починає роботу з огляду вершини 1
i включення в кiнець списку S всiх вершин, якi позначенi з по-
чаткової вершини 1. Потiм процесс повторюється: вибирають i
проглядають першу вершину i зi списку S, вершини, якi позна-
ченi з i, додають у кiнець списку S, а вершину i з S видаляють.
Цей процес зупиняється у двох випадках: або кiнцева вершина
n отримує позначку, тодi можна вiдновити збiльшуючий шлях
зворотним переглядом з n з використанням компоненти L1, або
список S став порожнiм.

Розглянемо алгоритм позначок Форда-Фалкерсона. Не-
хай x1 — деякий початковий допустимий потiк. Описаною вище
процедурою будують збiльшуючий шлях, за допомогою якого по-
тiк по мережi збiльшується. Для отриманого потоку x2 знову
будується збiльшуючий шлях до доти, доки у процедурi розста-
новки позначок список S не стане порожнiм.

Теорема 4.1. Якщо алгоритм Форда-Фалкерсона зупиняється
на кроцi k, то поточний потiк xk — максимальний.

Доведення. Покажемо, що для потоку xk справджується умова
оптимальностi. Визначимо W як множину всiх вершин, позна-
чених на k-му кроцi алгоритму, а W = V \W . Тодi для прямих
дуг (i, j) перерiзу (W,W ) виконується рiвнiсть xk

ij = bij , оскiль-
ки в iншому випадку при переглядi вершини i позначку можна
було поширити на вершину j ∈ W , що суперечить визначенню
множини W . Аналогiчно для зворотних дуг перерiзу (W,W ) ви-
конується рiвнiсть xk

ij = 0. Отже, умови леми 4.7 справджуються



134 Роздiл 4. Потоки в мережi

2 41

3 5

1(3)3(4)

2(2)

2(2)

2(5)
1(4)

1(1)

(1,1) (2,1)

(1,3) (4,1)

Рис. 4.4.16.

2 41

3 5

2(3)4(4)

2(2)

2(2)

3(5)
1(4)

1(1)

(-3,2) (2,1)

(1,3) (4,1)

Рис. 4.4.17.

2 41

3 5

3(3)4(4)

1(2)

2(2)

4(5)
2(4)

1(1)

(1,2)

Рис. 4.4.18.

i потiк xk — максимальний.

Зауважимо таке: якщо пропускнi здатностi дуг cij , (i, j) ∈ E,
— рацiональнi числа, то алгоритм Форда-Фалкерсона зупиняє-
ться пiсля скiнченної кiлькостi крокiв.

Приклад 4.4. Застосуємо алгоритм Форда-Фалкерсона до мере-
жi, що на рис. 4.4.14, з початковим потоком x1 = (3, 1, 2, 1, 1, 2, 2).
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Позначку вершини будемо зазначати зверху або знизу вiд неї. Ре-
зультати трьох крокiв алгоритму зображено на рис. 4.4.16-4.4.18.

Для перших двох крокiв отриманi збiльшуючi шляхи 1 →
2 → 4 → 5 i 1 → 3 → 2 → 4 → 5 з δ = 1, а на третьому
кроцi позначенi лише вершини 1, 3 i 2. Вони i становитимуть
множину W . Вiдповiдний потiк x3 = (4, 2, 1, 3, 1, 2, 4) величини
C(W,W ) = 6 максимальний. Зауважимо, що перерiз (W,W ) має
лише прямi дуги (2, 4), (3, 4) i (3, 5), якi є насиченими. N

Задачi

4.16. Для мережi, зображеної на рис. 4.4.18, знайти всi перерiзи
пропускнi здатностi яких становить 7.

4.17. Нехай у потокової мережi з рацiональними пропускними
здатностями задано потiк x1 з рацiональними компонента-
ми. Довести, що алгоритм Форда - Фалкерсона, починаючи
з потоку x1, збiгається за скiнченну кiлькiсть етапiв.

4.18. У гiрськiй лiсопарковiй зонi розташовано сiм майданчикiв
для вiдпочинку, з’єднаних стежками (рис. 4.4.19). На кож-
нiй дузi (i, j) в дужках зазначено максимальну (за один
день), кiлькiсть туристичних груп, якi можна провести вiд
майданчика i до майданчика j по з’єднуючих їх стежках.
Знайти максимальну (за один день) кiлькiсть груп, якi мо-
жна провести вiд майданчика 1 до майданчика 7, викори-
стовуючи початковий потiк x1, в якому тiльки такi ком-
поненти додатнi: x1

13 = x1
36 = x1

57 = 5. Якi стежки можна
закрити для використання без шкоди для туристичного бi-
знесу?
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