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Øèðîêå êîëî ñîöiàëüíî - åêîíîìi÷íèõ, òåõíi÷íèõ i ïðèðî-

äíè÷èõ ïðîöåñiâ ÷àñòî çîáðàæàþòü íàáîðîì ïîñëiäîâíèõ çíà-
÷åíü y1, y2, ..., yT , ùî çàôiêñîâàíi â ðiâíîâiääàëåíi ìiæ ñîáîþ
ìîìåíòè ÷àñó t = 1, 2, .., T . Òîáòî, ìà¹ìî ñïîñòåðåæåííÿ åêîíî-
ìi÷íîãî ïîêàçíèêà âïîðÿäêîâàíi çà ÷àñîì, çîêðåìà, öå ìîæóòü
áóòè ùîìiñÿ÷íi, ùîêâàðòàëüíi àáî ùîði÷íi äàíi. Òàêèé íàáið
çíà÷åíü çàçâè÷àé íàçèâà¹òüñÿ ÷àñîâèì ðÿäîì.

Ó ðåàëüíîìó æèòòi çìiíè çíà÷åíü yt â ÷àñi âiäáóâàþòüñÿ
ïiä âïëèâîì ïåâíèõ ïðè÷èí i ôàêòîðiâ. Ïðîòå ó çâ'ÿçêó ç ¨õ
÷èñåëüíiñòþ, ñêëàäíiñòþ âèìiðþâàííÿ, íåðîçðîáëåíiñòþ òåî-
ðåòè÷íèõ ïåðåäóìîâ ñòîñîâíî âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ çi çìiííîþ y îá-
ãðóíòóâàòè i ïîáóäóâàòè äëÿ îïèñó ïðîöåñó yt (t = 1, 2, ..., T )
áàãàòîôàêòîðíó åêîíîìåòðè÷íó ìîäåëü êëàñè÷íîãî òèïó íå
çàâæäè ìîæëèâî. Â ðåçóëüòàòi ùîäî ðÿäó yt âèñóâà¹òüñÿ ïðè-
ïóùåííÿ, ùî ñóêóïíèé âïëèâ öèõ ôàêòîðiâ ôîðìó¹ âíóòðiøíi
çàêîíîìiðíîñòi ó ðîçâèòêó ïðîöåñó yt. Öå äà¹ çìîãó çàñòîñó-
âàòè äëÿ éîãî îïèñó åêîíîìåòðè÷íó ìîäåëü iç ñïåöèôi÷íîãî
êëàñó ìîäåëåé ÷àñîâèõ ðÿäiâ.

Ìîäåëi ÷àñîâèõ ðÿäiâ àêòèâíî çàñòîñîâóþòü ó äîñëiäæåí-
íÿõ äèíàìiêè çíà÷íî¨ êiëüêîñòi ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ ðiçíîìàíi-
òíî¨ ïðèðîäè. �õ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ó äîñëiäæåííi äèíà-
ìiêè ïàñàæèðîïîòîêiâ, ïîïèòó íà ðiçíi âèäè ïðîäóêöi¨, ìiãðà-
öiéíèõ ïðîöåñiâ, ó ðàäiîòåõíiöi, ìîäåëþâàííi ïðèðîäíèõ ïîäié:
äèíàìiêè êiëüêîñòi ñîíÿ÷íèõ ïëÿì, ïðèðîäíèõ êàòàñòðîô i áà-
ãàòüîõ iíøèõ ïðîöåñiâ.

Íàé÷àñòiøå ìîäåëi ÷àñîâèõ ðÿäiâ çàñòîñóâóþòü ó äîñëi-
äæåííi ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ, àíàëiçi äèíàìiêè ôiíàíñîâèõ ïîêà-
çíèêiâ, ïðîãíîçóâàííi öií íà ðiçíîìàíiòíi òîâàðè, êóðñè àêöié,
ñïiââiäíîøåííÿ êóðñiâ âàëþò i ò.ä.

Çàãàëüíå ïðèïóùåííÿ ïðè ìîäåëþâàííi çà äîïîìîãîþ ÷à-
ñîâèõ ðÿäiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çíà÷åííÿ ïðîöåñó yt çíà÷íîþ
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ìiðîþ âèçíà÷à¹ éîãî ïåðåäiñòîðiÿ, òîáòî âåëè÷èíà ïîêàçíèêà
yt çàëåæèòü âiä éîãî ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü yt−1, yt−2, ... âiäïîâiä-
íî äî õàðàêòåðíèõ äëÿ çàäàíîãî ðÿäó çàêîíîìiðíîñòåé. Ìàòå-
ìàòè÷íî öå ïðèïóùåííÿ ìîæíà âèðàçèòè çà äîïîìîãîþ òàêîãî
çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ

yt = f(yt−1, yt−2, ..., εt, εt−1, εt−2, ... ) , (1)

äå εt � ïîõèáêà ìîäåëi â ìîìåíò ÷àñó t. Ó öié ìîäåëi ïîòî÷-
íå çíà÷åííÿ çìiííî¨ ¹ ôóíêöi¹þ ëèøå âiä íàáîðó ¨¨ ìèíóëèõ
çíà÷åíü. Îòæå, ìà¹ìî îäíîâèìiðíó ìîäåëü, â ÿêié iíôîðìàöiÿ
ïðî iíøi çìiííi íå âðàõîâó¹òüñÿ.

Ôóíêöiÿ f âèðàæà¹ õàðàêòåð âçà¹ìîçâ'ÿçêó, ÿêèé ñêëàâñÿ
â ÷àñîâîìó ðÿäi yt, t = 1, 2, .... Ó âèïàäêó âäàëîãî âèáîðó öi¹¨
ôóíêöi¨ ïðàâà ÷àñòèíà âèðàçó (1) áóäå â äåÿêîìó ñåíñi áëèçü-
êîþ äî ðåàëüíèõ çíà÷åíü öüîãî ðÿäó. Äëÿ øèðîêîãî êîëà ïðî-
öåñiâ ôóíêöiÿ f ìà¹ ëiíiéíèé âèãëÿä. Â öüîìó ïîñiáíèêó ìè
ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïîáóäîâè ëiíiéíèõ ìîäåëåé ÷àñîâèõ ðÿäiâ
i ïðîàíàëiçó¹ìî ¨õíi îñíîâíi âëàñòèâîñòi.

Iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê ìiæ åêîíîìåòðè÷íèìè ìîäåëÿìè é îä-
íîâèìiðíèìè ìîäåëÿìè ÷àñîâèõ ðÿäiâ. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä
ïðîñòî¨ ìîäåëi åêîíîìiêè êðà¨íè, ÿêà çàäà¹òüñÿ òàêèìè ðiâ-
íÿííÿìè:

Yt = Ct + It + Gt , (2)
Ct = α + β Yt + εt , (3)
It = δ (Yt − Yt−1) , (4)
Gt = ρ Yt−1 + G′ , (5)

äå åíäîãåííi çìiííi Yt, Ct, It, Gt ¹, âiäïîâiäíî, ðåàëüíèì äî-
õîäîì, ñïîæèâàííÿì, iíâåñòèöiÿìè òà óðÿäîâèìè âèòðàòàìè ó
ìîìåíò ÷àñó t, à α, β, δ, ρ, G′ � äîäàòíi ñòàëi. Çàóâàæèìî, ùî
â ðiâíÿííÿ (4), (5) âõîäèòü ìèíóëå çíà÷åííÿ îäíi¹¨ åíäîãåííî¨
çìiííî¨, à ñàìå çíà÷åííÿ ðåàëüíîãî äîõîäó Yt−1 ó ìîìåíò ÷àñó
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t − 1. Çáóðåííÿ εt ¹ áiëèì øóìîì, òîáòî E[εt] = 0 äëÿ âñiõ t,
E[εt εs] = 0 äëÿ t 6= s, à âåëè÷èíà E[ε2

t ] = σ2 ¹ ñòàëîþ.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü,

îäåðæàâøè ðiâíÿííÿ çâåäåíîãî âèãëÿäó, â ÿêèõ êîæíà åíäî-
ãåííà çìiííà çàïèñàíà ÿê ôóíêöiÿ âiä óñiõ åêçîãåííèõ çìiííèõ
i çíà÷åíü åíäîãåííèõ çìiííèõ ñèñòåìè ó ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷à-
ñó. Îòæå, ïiäñòàâèâøè (3), (4) òà (5) ó (2), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ
äëÿ äîõîäó ó çâåäåíîìó âèãëÿäi

Yt = λ + π Yt−1 + ut , (6)

äå

λ =
α + G′

1− β − δ
, π =

ρ− δ

1− β − δ
, ut =

εt

1− β − δ
.

Ó (6) âåëè÷èíà Y âèðàæåíà ÷åðåç ñâî¹ ïîïåðåäí¹ çíà÷åííÿ,
ñòàëó òà çáóðåííÿ. Îòîæ, (6) ¹ îäíîâèìiðíèì çîáðàæåííÿì
äëÿ Y , ÿêå âiäîìå ÿê àâòîðåãðåñiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó àáî AR(1)
ïðîöåñ. Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî åêîíîìi÷íó ìîäåëü (2) - (5)
ìîæíà çâåñòè äî ïðîñòî¨ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi.

ßêùî çàñòîñóâàòè îïåðàòîð çñóâó L (ó ÷àñi), âèçíà÷åíèé
ðiâíÿííÿìè

LYt = Yt−1 , Ln Yt = Yt−n ,

òî ìîæåìî çàïèñàòè (6) ÿê

Yt = λ + π L Yt + ut

àáî
Yt = (1− π L)−1λ + (1− π L)−1 ut . (7)

ßêùî −1 < π < 1, òî ïiäñòàíîâêà â (7) ðîçâèíåííÿ ó ãåî-
ìåòðè÷íèé ðÿä

(1− πL)−1 = 1 + π L + π2 L2 + π3 L3 + ...
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äà¹ ðiâíÿííÿ

Yt = (1− πL)−1 λ + ut + π ut−1 + π2 ut−2 + π3 ut−3 + ... . (8)

Ó (8) çíà÷åííÿ Y âèðàæà¹òüñÿ ÿê ôóíêöiÿ âiä ñòàëî¨ òà íå-
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîõèáîê, ÿêi ¹ áiëèì øóìîì. ßêùî ðÿä
ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ñïîñîáîì, òî êàæóòü, ùî öå ¹ ïðîöåñ
ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî àáî MA ïðîöåñ.

Âèðàçèâøè ç (3) Y ÷åðåç C i ïiäñòàâèâøè çàìiñòü Yt òà
Yt−1 ó (6), ìîæåìî â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåíü ïåðåïèñàòè (6) ó
âèãëÿäi

Ct = (α− απ + βλ) + π Ct−1 + εt − π εt−1 + β ut .

Òóò C âèðàæåíå ÷åðåç ñâî¹ çíà÷åííÿ ó ïîïåðåäíié ìîìåíò
òà çíà÷åííÿ çàëèøêiâ ó ïîòî÷íèé i ïîïåðåäíié ìîìåíòè ÷àñó.
Ïðîöåñè òàêîãî òèïó âiäîìi ÿê àâòîðåãðåñiéíi ïðîöåñè ðóõî-
ìîãî ñåðåäíüîãî àáî ARMA ïðîöåñè.

Ç öüîãî ïðîñòîãî ïðèêëàäó âèäíî, ÿê äâi ç åíäîãåííèõ çìií-
íèõ ñòðóêòóðíî¨ ìîäåëi Y òà C ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi
îäíîâèìiðíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ i âèðàçèòè ëèøå ó òåðìiíàõ ¨õ
âëàñíèõ ìèíóëèõ çíà÷åíü òà âèïàäêîâèõ ïîõèáîê. Âñå öå ìî-
æíà òàêîæ çàñòîñóâàòè äî ðåøòè åíäîãåííèõ çìiííèõ I òà G.
Çâè÷àéíî, ÿêùî çìiíèòè ìîäåëü, âêëþ÷èâøè äîäàòêîâi åíäî-
ãåííi çìiííi i çíà÷åííÿ iíøèõ çìiííèõ ó ïîïåðåäíi ìîìåíòè
÷àñó, òî çìiíÿòüñÿ òàêîæ îäíîâèìiðíi çîáðàæåííÿ. Õî÷à àäå-
êâàòíà ìîäåëü åêîíîìiêè â öiëîìó íåâiäîìà, àëå ÿêîþ á ìîäåëü
íå áóëà, ïðè âèêîíàííi ïåâíèõ óìîâ êîæíà ç åíäîãåííèõ çìií-
íèõ ìà¹ îäíîâèìiðíå çîáðàæåííÿ. Òîìó îäíèì ç àðãóìåíòiâ íà
êîðèñòü âèêîðèñòàííÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi ¹ òå, ùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè çi ñòðóêòóðíî¨ ìîäåëi.

Ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ åêîíîìiêè òà ïiäïðè¹ìíèöòâà iñíó¹ ïî-
òðåáà ðîáèòè ïðîãíîçè. Çâè÷àéíî, íàéêðàùèé çà iíøèõ ðiâíèõ
óìîâ ìåòîä ïðîãíîçóâàííÿ çíà÷åíü çàäàíî¨ çìiííî¨ âåëè÷èíè
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òàêèé: âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëüíó åêîíîìi÷íó òåîðiþ, ïîáóäó-
âàòè ñòðóêòóðíó åêîíîìåòðè÷íó ìîäåëü, îöiíèòè ¨¨ ïàðàìåòðè
íà ïiäñòàâi òî÷íèõ äàíèõ i çàñòîñóâàòè öþ ìîäåëü äëÿ ïåðåäáà-
÷åííÿ ìàéáóòíiõ çíà÷åíü çìiííî¨. Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ òàêà
ìîäåëü âòiëþ¹ êîíêðåòíó åêîíîìi÷íó òåîðiþ, òî âîíà ïîâèííà
äàâàòè ïðîãíîç, ÿêèé ïåðåâàæà¹ ïðîãíîçè, îäåðæàíi iíøèìè
ìåòîäàìè.

Îäíàê íà ïðàêòèöi ðiäêî òðàïëÿ¹òüñÿ òàêà iäåàëüíà ñèòó-
àöiÿ i íå çàâæäè ìîæëèâî ñêîíñòðóþâàòè åêîíîìåòðè÷íó ìî-
äåëü. Ïî-ïåðøå, äîñëiäíèê ìîæå áóòè íåïåâíèì ñòîñîâíî âè-
áîðó âiäïîâiäíî¨ åêîíîìi÷íî¨ òåîði¨. Ïî-äðóãå, íàäiéíi äàíi ïðî
çíà÷åííÿ çìiííèõ, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî ìîäåëi, ìîæóòü íå iñíó-
âàòè. Ïî-òðåò¹, âàðòiñòü ïîáóäîâè òà îöiíþâàííÿ åêîíîìåò-
ðè÷íî¨ ìîäåëi ìîæå áóòè áiëüøîþ çà î÷iêóâàíèé ïðèáóòîê âiä
íå¨. Òîìó øóêàþòü äåøåâøi ìåòîäè ïðîãíîçóâàííÿ. Îäíi¹þ ç
òàêèõ ïðîöåäóð îäíîâèìiðíîãî ïðîãíîçóâàííÿ ¹ ìåòîäè ÷àñî-
âèõ ðÿäiâ.

Ïîçàÿê â îäíîâèìiðíèõ ìîäåëÿõ iíôîðìàöiÿ ïðî iíøi
çìiííi íå âðàõîâó¹òüñÿ, òî äëÿ ïðîãíîçó íà íàñòóïíèé ïåði-
îä äîòàòíüî çíàòè ëèøå ìèíóëi çíà÷åííÿ öi¹¨ çìiííî¨. Òîìó
ùå îäíèì àðãóìåíòîì íà êîðèñòü îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi ¹ òå,
ùî âîíè äàþòü ïðîñòèé i íåäîðîãèé ìåòîä ïîáóäîâè ïðîãíî-
çiâ. Îñîáëèâî ìåòîäè ÷àñîâèõ ðÿäiâ êîðèñíi äëÿ ïðîãíîçóâàí-
íÿ çíà÷åíü åêçîãåííèõ çìiííèõ â åêîíîìåòðè÷íèõ ìîäåëÿõ, íà
îñíîâi ÿêèõ âæå ïîòiì ïðîãíîçóþòü åíäîãåííó çìiííó.
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×àñîâi ðÿäè â åêîíîìiöi

Âèõiäíîþ òî÷êîþ ó ìîäåëþâàííi ðÿäiâ ñïîñòåðåæåíü, âïîðÿä-
êîâàíèõ ó ÷àñi, ¹ ïðèïóùåííÿ, ùî öi âåëè÷èíè ïîðîäæåíi âè-
ïàäêîâèì àáî ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì.

1.1 Îçíà÷åííÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó
Áóäü-ÿêà åêîíîìi÷íà àáî ôiíàíñîâà ñòðóêòóðà ðîçâèâà¹òüñÿ i
çìiíþ¹òüñÿ ïðîòÿãîì äåÿêîãî ÷àñó. ßêùî öþ ñòðóêòóðó ìî-
æíà îõàðàêòåðèçóâàòè â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó ïåâíèìè ÷èñëî-
âèìè ïàðàìåòðàìè, òî îäåðæèìî íàáið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,
ÿêi çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì, òîáòî âèïàäêîâèé ïðîöåñ.

Òåîðiÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ âèâ÷à¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè,
ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà t ç äåÿêî¨ ìíîæèíè Q.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. ßêùî êîæíîìó t ç ìíîæèíè Q ïîñòàâ-
ëåíî ó âiäïîâiäíiñòü âèïàäêîâó âåëè÷èíó Yt, òî ãîâîðÿòü, ùî
íà Q çàäàíî âèïàäêîâèé ïðîöåñ {Yt, t ∈ Q}.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Ðåàëiçàöi¹þ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó
{Yt, t ∈ Q} ¹ ôóíêöiÿ Yt : Q → Ω, ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiä-
íiñòü êîæíîìó t ∈ Q îäíå ç ìîæëèâèõ çíà÷åíü yt ∈ Ω (Ω �

12
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ìíîæèíà ìîæëèâèõ çíà÷åíü âåëè÷èí Yt).
Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäêîâi ïðîöåñè, äëÿ ÿêèõ Q = Z i

iíòåðïðåòóâàòèìåìî t ÿê ÷àñ.

1.2 Ïîíÿòòÿ ÷àñîâîãî ðÿäó
×àñîâèé ðÿä � öå ïîñëiäîâíiñòü ÷èñëîâèõ äàíèõ (ñêàëÿðíèõ
àáî âåêòîðíèõ), ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïåâíèìè ìîìåíòàìè ÷àñó i íàé-
÷àñòiøå êîðåëüîâàíi ìiæ ñîáîþ.

Áiëüøiñòü åêîíîìi÷íèõ äàíèõ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ÷à-
ñîâèõ ðÿäiâ. Òàêèìè áóäóòü, íàïðèêëàä öiíè íà ïåâíèé òîâàð,
ñïîäiâàíà âàðòiñòü ãðîøåé, áàíêiâñüêi àêòèâè, äîõîäè êîìïà-
íi¨, ðîçìið äèâiäåíòiâ íà àêöi¨, êàïiòàë iíâåñòîðà òîùî, ÿêùî
öi ïàðàìåòðè ïðîñòåæóþòüñÿ íà äåÿêîìó ïðîìiæêó ÷àñó.

Îòæå, ìîæåìî ïîäàòè åêîíîìi÷íi äàíi ó âèãëÿäi ïîñëiäîâ-
íîñòi çíà÷åíü

{y1, y2, ..., yT} , (1.2.1)

ÿêi ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü äåÿêèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí Yt, t = 1, ..., T . Ìîäåëü (1.2.1) ïðåçåíòó¹ T îêðåìèõ
÷èñåë, ÿêi ¹ ëèøå îäíèì ç ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ñòîõàñòè÷íî-
ãî ïðîöåñó, ùî ïîðîäæó¹ äàíi.

ßêùî ïðèïóñêàòè, ùî ìà¹ìî ñïîñòåðåæóâàíèé ïðîöåñ äëÿ
íåñêií÷åííîãî ïåðiîäó ÷àñó, òî ïðèõîäèìî äî ïîñëiäîâíîñòi

{yt}∞t=−∞ = { ... , y−1, y0, y1, ... , yT , yT+1, yT+2, ... }.

Íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü {yt}∞t=−∞ ¹ ðåàëiçàöi¹þ ñòîõàñòè÷-
íîãî ïðîöåñó {Yt, t ∈ (−∞, +∞)}.

Ïðèêëàä 1.2.1. Ðîçãëÿíåìî âèáiðêó îáñÿãó T : {e1, ..., eT}.
Öi çíà÷åííÿ òðàêòóâàòèìåìî ÿê T ðåàëiçàöié íåçàëåæíèõ
îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ (i.i.d.) âèïàäêîâèõ âåëè÷èí εt,
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t = 1, ..., T . ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî εt ∼ N [0, σ2] , òî öÿ âèáið-
êà ¹ ïðèêëàäîì ïðîöåñó, ÿêèé ìà¹ íàçâó Ãàóñiâñüêîãî áiëîãî
øóìó (Gaussian white noise) îáñÿãó T .

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ãåíåðóâàííÿ ÷àñîâèõ ðÿäiâ. Çà äîïî-
ìîãîþ êîìï'þòåðà ìîæåìî çãåíåpóâàòè íåñêií÷åííó ïîñëiäîâ-
íiñòü âèïàäêîâèõ çíà÷åíü ç N [0, σ2], {y(1)

t }∞t=−∞. Çà äîïîìîãîþ
iíøî¨ ñïðîáè ãåíåðó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü {y(2)

t }∞t=−∞. Öi äâi ïîñëi-
äîâíîñòi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äâi íåçàëåæíi ðåàëiçàöi¨ Ãàóñiâ-
ñüêîãî áiëîãî øóìó. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó N òàêèõ ñïðîá, ùî
ãåíåpóþòü ïîñëiäîâíîñòi {y(1)

t }∞t=−∞, {y(2)
t }∞t=−∞, ... , {y(N)

t }∞t=−∞
i âèáåðåìî ñïîñòåðåæåííÿ àñîöiéîâàíi ç ÷àñîì t äëÿ êîæíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi

{y(1)
t , y

(2)
t , ..., y

(N)
t } , t ∈ (−∞, +∞) . (1.2.2)

Ïîáóäîâàíó ïîñëiäîâíiñòü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìîäåëü ç N
ðåàëiçàöié âèïàäêîâèõ çìiííèõ Yt.

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè Yt ìàþòü äåÿêó ùiëüíiñòü fYt(yt), ÿêà
íàçèâà¹òüñÿ áåçóìîâíîþ ùiëüíiñòþ ÷àñîâîãî ðÿäó.

Íàïðèêëàä, äëÿ Ãàóñiâñüêîãî áiëîãî øóìó öÿ ùiëüíiñòü çà-
äà¹òüñÿ òàêîþ ôóíêöi¹þ:

fYt(yt) =
1√
2πσ

exp

(
− y2

t

2σ2

)
.

1.3 Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i
äèñïåðñiÿ ÷àñîâîãî ðÿäó

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÷àñîâîãî ðÿäó, ÿêùî âîíî iñíó¹, äî-
piâíþ¹

E[Yt] ≡
∫ ∞

−∞
ytfYt(yt)dyt . (1.3.1)
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Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ E[Yt] ìîæåìî òàêîæ âèçíà÷èòè ÿê
éìîâiðíiñíó ãðàíèöþ ñåðåäíiõ

E[Yt] = plim 1

N

N∑
i=1

y
(i)
t . (1.3.2)

Ïðèêëàä 1.3.1. Íåõàé {yt}∞t=−∞ çîáðàæà¹òüñÿ ÿê ñóìà
ñòàëî¨ µ i Ãàóñiâñüêîãî áiëîãî øóìó {εt}∞t=−∞, òîáòî

yt = µ + εt . (1.3.3)
Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ öüîãî ðÿäó òàêå

E[yt] = µ + E[εt] = µ . (1.3.4)

Ïðèêëàä 1.3.2. Íåõàé yt � ÷àñîâèé òpåíä δt ïëþñ Ãàóñiâ-
ñüêèé áiëèé øóì

yt = δt + εt , (1.3.5)
òîäi ìàòåìàòè÷íe ñïîäiâàííÿ ñòàíîâèòèìå

E[yt] = δt. (1.3.6)
Çíà÷åííÿ E[yt] íàçèâàþòü áåçóìîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïî-

äiâàííÿì ÷àñîâîãî ðÿäó yt i ïîçíà÷àþòü µt: E[yt] = µt. Çàçíà÷è-
ìî, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ìîæå áóòè ôóíêöi¹þ âiä ÷àñó
ñïîñòåðåæåííÿ t. Çîêðåìà, äëÿ ïðîöåñó (1.3.5), ÿêèé ìiñòèòü
÷àñîâèé òpåíä, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ ôóíêöi¹þ ÷àñó, òîäi
ÿê ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïpîöåñó (1.3.3) íå çàëåæèòü âiä t.

Äèñïåpñiÿ ÷àñîâîãî ðÿäó � öå äèñïåðñiÿ âèïàäêîâî¨ çìiííî¨
Yt, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ γ0t i âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

γ0t ≡ E[(Yt − µt)
2] =

∫ ∞

−∞
(yt − µt)

2fYt(yt) dyt . (1.3.7)

Íàïðèêëàä, äëÿ ïðîöåñó (1.3.5) äèñïåpñiÿ äîpiâíþ¹
γ0t = E[(yt − δt)2] = E[ε2

t ] = σ2 .
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1.4 Àâòîêîâàpiàöi¨ ÷àñîâîãî ðÿäó
Äëÿ êîæíî¨ îêpåìî¨ påàëiçàöi¨ {y(i)

t }∞t=−∞ ÷àñîâîãî ðÿäó ïîáó-
äó¹ìî âåêòîð x

(i)
t , ÿêèé âèçíà÷åíèé ó ìîìåíò ÷àñó t i ìiñòèòü

k + 1 ñïîñòåðåæåíü y
(i)
t

x
(i)
t ≡




y
(i)
t

y
(i)
t−1...

y
(i)
t−k


 .

Êîæíà ðåàëiçàöiÿ {y(i)
t }∞t=−∞ çàäà¹ ïåâíå çíà÷åííÿ âåêòîðà

x
(i)
t i ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië âåêòîðiâ xt.

Çà äîïîìîãîþ öüîãî ðîçïîäiëó ìîæíà îá÷èñëèòè k-òó àâòîêî-
âàðiàöiþ Yt, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ γkt

γkt =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

...

∞∫

−∞

(yt − µt)(yt−k − µt−k)×

× fYt,Yt−1,...,Yt−k
(yt, yt−1, ..., yt−k)dyt dyt−1 ... dyt−k =

=E[(Yt − µt)(Yt−k − µt−k)].

(1.4.1)

Âèðàç (1.4.1) îïèñó¹ êîâàðiàöiþ Yt ç éîãî âëàñíèì ëàãîâèì çíà-
÷åííÿì Yt−k, òîìó γkt íàçèâà¹òüñÿ àâòîêîâàðiàöi¹þ. Çàóâàæè-
ìî, ùî â (1.4.1) íóëüîâà àâòîêîâàðiàöiÿ ¹ äèñïåpñi¹þ çìiííî¨
Yt, ÿê i ïåðåäáà÷àëîñÿ âèðàçîì äëÿ γ0t â (1.3.7).

Àâòîêîâàðiàöiÿ îïèñó¹òüñÿ ÿê äðóãèé ìîìåíò ïðîöåñó yt.
Çîêðåìà, àâòîêîâàðiàöiþ γkt ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê (1, k+1) åëå-
ìåíò êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi âåêòîðà xt.

Àâòîêîâàðiàöiþ ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè ÿê éìîâiðíiñíó
ãðàíèöþ

γkt = plim 1

N

N∑
i=1

(y
(i)
t − µt)(y

(i)
t−k − µt−k). (1.4.2)
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Íàïðèêëàä, îá÷èñëèìî àâòîêîâàðiàöi¨ ïðîöåñó ç ïðèêëàäó
1.3.1

γkt = E[(yt − µ)(yt−k − µ)] = E[εtεt−k] = 0 äëÿ k 6= 0,

òîáòî âñi àâòîêîâàðiàöi¨ ïðîöåñó (1.3.3) ¹ íóëüîâèìè.

1.5 Ñòàöiîíàðíiñòü
Îçíà÷åííÿ 1.5.1. ßêùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ µt i àâ-
òîêîâàðiàöi¨ γkt äëÿ âñiõ k íå çàëåæàòü âiä ÷àñó, òî ÷àñîâèé
ðÿä yt íàçèâà¹òüñÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèì àáî ñëàáêî
ñòàöiîíàðíèì.

Òîáòî, äëÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó

E[Yt] = µ äëÿ âñiõ t ,
E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)] = γk äëÿ âñiõ t i áóäü-ÿêîãî k.

Ïðèêëàä 1.5.1. Ïðîöåñ (1.3.3) ¹ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiî-
íàðíèì, îñêiëüêè

E[yt] = µ ,

E[(yt − µ)(yt−k − µ)] =

{
σ2, äëÿ k = 0,

0, äëÿ k 6= 0 .

Ïðîöåñ (1.3.5) íå ¹ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèì, òîìó ùî
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ δt ¹ ôóíêöi¹þ ÷àñó.

Çàóâàæèìî òàêå: êîëè ïðîöåñ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé,
òî êîâàðiàöiÿ ìiæ Yt i Yt−k çàëåæèòü òiëüêè âiä k, ïpîìiæêó
÷àñó ìiæ ñïîñòåðåæåííÿìè, i íå çàëåæèòü âiä t, ÷àñó ñïîñòå-
ðåæåííÿ.
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Ëåìà 1.5.1. Äëÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó γk

i γ−k çáiãàþòüñÿ, òîáòî
γk = γ−k äëÿ âñiõ öiëèõ k . (1.5.1)

Ä î â å ä å í í ÿ . Ç îçíà÷åííÿ êîâàðiàöi¨ ìà¹ìî
γk = E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)] . (1.5.2)

ßêùî ïðîöåñ ¹ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèì, òîäi öÿ âåëè÷èíà
¹ îäíàêîâîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî t. Òîìó ìîæåìî çàìiíèòè t íà t+k

γk = E[(Yt − µ)(Y(t−k − µ)] =

= E[(Yt+k − µ)(Y(t+k)−k − µ)] = E[(Yt+k − µ)(Yt − µ)] =

= E[(Yt − µ)(Yt+k − µ)] = E[(Yt − µ)(Yt−(−k) − µ)] .

Àëå çà îçíà÷åííÿì êîâàðiàöi¨ (1.4.1) îñòàííié âèðàç � öå γ−k.
Îòæå, äëÿ êîæíîãî êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó âè-
êîíó¹òüñÿ (1.5.1). ¤

Êpiì ñëàáêî¨ ñòàöiîíàðíîñòi, pîçpiçíÿþòü ñèëüíó ñòàöiîíàp-
íiñòü.

Îçíà÷åííÿ 1.5.2. Ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî ñòàöiî-
íàðíèì, ÿêùî äëÿ ðiçíèõ j1, j2, ..., jn ñóêóïíèé ðîçïîäië (Yt,
Yt+j1, Yt+j2, ..., Yt+jn) çàëåæèòü òiëüêè âiä iíòåðâàëiâ ÷àñó
(j1, j2, ..., jn) i íå çàëåæèòü âiä ñàìîãî t. Çîêðåìà, ó öüîìó
âèïàäêó ðîçïîäië Yt íå çàëåæàòèìå âiä t.

Çàóâàæèìî, ÿêùî ïðîöåñ ñèëüíî ñòàöiîíàðíèé ç îáìåæåíè-
ìè äðóãèìè ìîìåíòàìè, òî âií ¹ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèì.
Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ùiëüíiñòü, ÿêà âèçíà÷åíà â (1.3.1) i
(1.4.1), íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òîìó ìîìåíòè µt i γkt íå áóäóòü
çàëåæàòè âiä ÷àñó.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå ïðàâèëüíå. Ìîæíà çàçíà÷èòè êî-
âàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ, ÿêèé íå ¹ ñèëüíî ñòàöiîíàð-
íèì. Çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i àâòîêîâàðiàöi¨ ìî-
æóòü íå áóòè ôóíêöiÿìè ÷àñó, àëå âèùi ìîìåíòè, çîêðåìà
E[Y 3

t ], çàëåæàòèìóòü âiä t.
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Îçíà÷åííÿ 1.5.3. Ïðîöåñ {Yt} íàçèâà¹òüñÿ Ãàóñiâñüêèì,
ÿêùî ñóêóïíà ùiëüíiñòü

fYt,Yt+j1
,...,Yt+jn

(yt, yt+j1 , ..., yt+jn)

¹ ùiëüíiñòþ íîðìàëüíîãî ñòàíäàðòíîãî áàãàòîâèìiðíîãî
ðîçïîäiëó äëÿ âñiõ j1, ..., jn.

Îñêiëüêè Ãàóñiâñüêèé pîçïîäië ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ìà-
òåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì i êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ, òî êîâà-
ðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé Ãàóñiâñüêèé ïðîöåñ ¹ ñèëüíî ñòàöiî-
íàðíèì.

Hàäàëi òåðìií "ñòàöiîíàðíiñòü" áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
äëÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ.

1.6 Åðãîäè÷íiñòü
Ìè çîápàæàëè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i àâòîêîâàðiàöi¨ ÷àñî-
âèõ ðÿäiâ ó òåðìiíàõ âèáipêîâèõ ñåðåäíiõ, òàêèõ ÿê â (1.3.2) i
(1.4.2). Ðîçãëÿíåìî ðåàëiçàöi¨ ïpîöåñó ðîçìiðó T :
{y(i)

1 , y
(i)
2 , ..., y

(i)
T }, i = 1, 2, ... . Ç öèõ ñïîñòåðåæåíü äëÿ êîæíîãî

i ìîæíà îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ y(i). Öå ñåpåäí¹ ¹ ÷àñîâèì ñåðåäíiì

y(i) ≡ 1

T

T∑
t=1

y
(i)
t , i = 1, 2, ... . (1.6.1)

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ðÿäó ÷àñîâi ñåðåäíi
(1.6.1) çáiãàþòüñÿ äî E[Yt].

Îçíà÷åííÿ 1.6.1. Êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ
íàçèâà¹òüñÿ åðãîäè÷íèì äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, ÿê-
ùî ïîñëiäîâíiñòü (1.6.1) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî E[Yt]
ïðè T →∞.

Ïðîöåñ áóäå åðãîäè÷íèì äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òî-
äi, êîëè àâòîêîâàðiàöi¨ γk ïðÿìóþòü äî 0 çi çðîñòàííÿì k.
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Ìîæíà äîâåñòè òàêå: ÿêùî äëÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî
ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∑

k=0

|γk| < ∞, (1.6.2)

òî ÷àñîâèé ðÿä yt ¹ åðãîäè÷íèì äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.6.2.Êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ íà-
çèâà¹òüñÿ åðãîäè÷íèì äëÿ äðóãèõ ìîìåíòiâ, ÿêùî

1

T − k

T∑

t=k+1

(yt − µ)(yt−k − µ)
p−→ γk

äëÿ êîæíîãî k.
Â îêðåìèõ âèïàäêàõ, çîêpåìà, ÿêùî yt ¹ ñòàöiîíàðíèì Ãà-

óñiâñüêèì ïðîöåñîì, òî óìîâà (1.6.2) ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ çàáåç-
ïå÷åííÿ åðãîäè÷íîñòi äëÿ óñiõ ìîìåíòiâ.

Ó áàãàòüîõ çàñòîñóâàííÿõ ñòàöiîíàðíiñòü i åðãîäè÷íiñòü âè-
ìàãàþòü âèêîíàííÿ òèõ ñàìèõ óìîâ. Ïðîòå ìîæíà íàâåñòè
ïðèêëàä ñòàöiîíàðíîãî, àëå íå åðãîäè÷íîãî ïðîöåñó.

Ïðèêëàä 1.6.1. Íåõàé ñåðåäí¹ µ(i) äëÿ i-òî¨ ðåàëiçàöi¨
{y(i)

t }∞t=−∞ ¹ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ
ç N(0, λ2), òîáòî

y
(i)
t = µ(i) + εt , (1.6.3)

äå εt � Ãàóñiâñüêèé áiëèé øóì ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì 0
i äèñïåðñi¹þ σ2, ùî íå çàëåæèòü âiä µ(i). Çàóâàæèìî, ùî

µt = E[µ(i)] + E[εt] = 0 .

Òàêîæ
γ0t = E[(µ(i) + εt)

2] = λ2 + σ2
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i

γkt = E[(µ(i) + εt)(µ
(i) + εt−k)] = λ2 äëÿ êîæíîãî k 6= 0.

Îòæå, ïðîöåñ (1.6.3) êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé. Àëå äëÿ
íüîãî íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà åðãîäè÷íîñòi äëÿ ìàòåìàòè÷íèõ
ñïîäiâàíü. Ñïðàâäi, ÷àñîâi ñåpåäíi

1

T

T∑
t=1

y
(i)
t =

1

T

T∑
t=1

(µ(i) + εt) = µ(i) +
1

T

T∑
t=1

εt

çáiãàþòüñÿ äî µ(i), à íå äî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ yt, ÿêå
äîðiâíþ¹ íóëþ E[yt] = 0.



Ðîçäië 2

Ñòàöiîíàðíi ARMA
ïðîöåñè

2.1 Ïðîöåñ áiëîãî øóìó
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ çìiííèõ {εt}∞t=−∞, åëå-
ìåíòè ÿêî¨ ìàþòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ 0, äèñïåðñiþ σ2,
òîáòî

E[εt] = 0 , (2.1.1)
Var[εt] = σ2 (2.1.2)

i íå êîðåëþþòü ç ÷àñîì
Cov[εt, εs] = 0 äëÿ t 6= s . (2.1.3)

Ïðîöåñ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2.1.1) - (2.1.3), íàçèâàþòü
áiëèì øóìîì (white noise).

Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî äëÿ âñiõ t âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.1.1),
òî

Var[εt] = E[ε2
t ] ,

Cov[εt, εs] = E[εtεs] .

22
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Iíîäi óìîâó (2.1.3) çàìiíÿþòü ñèëüíiøîþ óìîâîþ

εt i εs − íåçàëåæíi ïðè t 6= s . (2.1.4)

Çàçíà÷èìî, ùî ç (2.1.4) âèïëèâà¹ (2.1.3), àëå íå íàâïàêè. ßêùî,
êðiì (2.1.1) - (2.1.3), âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

εt ∼ N[0, σ2] , (2.1.5)

òî ïðîöåñ íàçèâàþòü Ãàóñiâñüêèì áiëèì øóìîì (Gaussian white
noise).

Íà ðèñ. 2.1.1. çîáðàæåíî äèíàìiêó çíà÷åíü ÷àñîâîãî ðÿäó,
ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ïðîöåñîì áiëîãî øóìó.

Ðèñ. 2.1.1. Áiëèé øóì yt = εt
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2.2 Ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî
ïåðøîãî ïîðÿäêó MA(1)

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü εt ¹ áiëèì øóìîì. Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ

yt = µ + εt + θεt−1 , (2.2.1)

äå µ i θ � äåÿêi ñòàëi. Öåé ÷àñîâèé ðÿä íàçèâàþòü ïðîöå-
ñîì ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó (a �rst-order moving
average process) i ïîçíà÷àþòü MA(1).

Òîäi

E[yt] =E[µ + εt + θεt−1] =

=µ + E[εt] + θE[εt−1] = µ ,
(2.2.2)

γ0 = Var[yt] = E[(yt − µ)2] =

= E[ε2
t + 2θεtεt−1 + θ2ε2

t−1] = (1 + θ2)σ2 .
(2.2.3)

Êðiì òîãî, ïåðøà àâòîêîâàðiàöiÿ äîðiâíþ¹

γ1 = E[(yt − µ)(yt−1 − µ)] =

= E[εtεt−1 + θε2
t−1 + θεtεt−2 + θ2εt−1εt−2] = θσ2 ,

(2.2.4)

à àâòîêîâàðiàöi¨ âèùèõ ïîðÿäêiâ äîðiâíþþòü íóëþ

γk = E[(yt − µ)(yt−k − µ)] =

= E[(εt + θεt−1)(εt−k + θεt−k−1)] = 0 äëÿ k > 1 .
(2.2.5)

Îñêiëüêè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i àâòîêîâàðiàöi¨ MA(1)
ïpîöåñó íå ¹ ôóíêöiÿìè ÷àñó, òî öåé ïpîöåñ êîâàðiàöiéíî -
ñòàöiîíàðíèé íåçàëåæíî âiä çíà÷åííÿ θ.
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Âðàõîâóþ÷è, ùî
∞∑

k=0

|γk| = γ0 + |γ1| = (1 + θ2)σ2 + |θ|σ2 < ∞ ,

ìàòèìåìî òàêå: ÿêùî εt � Ãàóñiâñüêèé áiëèé øóì, òî MA(1)
ïðîöåñ (2.2.1) ¹ åðãîäè÷íèì äëÿ âñiõ ìîìåíòiâ.

Äëÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó k-òó àâòîêîðå-
ëÿöiþ âèçíà÷àþòü ôîðìóëîþ

ρk = Corr[yt, yt−k] =
Cov[yt, yt−k]√

Var[yt]
√

Var[yt−k]
=

γk

γ0

. (2.2.6)

Îñêiëüêè ρk ¹ êîðåëÿöi¹þ, òî çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Êîøi-Øâàðöà
|ρk| ≤ 1 äëÿ âñiõ k. Çàçíà÷èìî, ùî íóëüîâà àâòîêîðåëÿöiÿ
ρ0 = 1 äëÿ âñiõ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ.

Ç (2.2.3) i (2.2.4) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ïðîöåñó MA(1)

ρ1 =
θ

1 + θ2
, ρk = 0 äëÿ k = 2, 3, ... . (2.2.7)

Íà ðèñ. 2.2.2, 2.2.3 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ÿêi
îïèñóþòüñÿ MA(1) ïðîöåñàìè yt = εt+0, 4εt−1 i yt = εt−0, 9εt−1

âiäïîâiäíî.
Çàóâàæèìî, ùî çîáðàæåííÿ ðÿäiâ äëÿ ðiçíèõ θ > 0 ïîäiáíi

ìiæ ñîáîþ. Òàêîæ ïîäiáíèìè ¹ çîáðàæåííÿ ðÿäiâ äëÿ ðiçíèõ
θ < 0. ßêùî æ ïîðiâíþâàòè çîáðàæåííÿ ðÿäiâ ç äîäàòíèì i
âiä'¹ìíèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà θ âiäïîâiäíî, òî ç ðèñ. 2.2.2 i
2.2.3 âèäíî, ùî çîáðàæåííÿ ðÿäó ç θ < 0 ¹ ãóñòiøèì, íiæ äëÿ
θ > 0.

Àâòîêîðåëÿöi¨ ρk ÿê ôóíêöi¨ âiä k çîáðàæåíi íà ðèñ. 2.2.4
(ëiâîðó÷ äëÿ ðÿäó ç θ = 0, 4 i ïðàâîðó÷ äëÿ ðÿäó ç θ = −0, 9).
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Ðèñ. 2.2.2. MA(1) : yt = εt + 0, 4εt−1

Ðèñ. 2.2.3. MA(1) : yt = εt − 0, 9εt−1

Ðèñ. 2.2.4. Àâòîêîðåëÿöi¨ ρk, k = 0, 1, 2, ..., 5
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Ðîçãëÿíåìî çàëåæíiñòü ïåðøî¨ àâòîêîðåëÿöi¨ ρ1 MA(1) ïðî-
öåñó âiä ïàðàìåòðà ïðîöåñó θ.

Çãiäíî ç (2.2.7) ïðè ðiçíèõ θ îòðèìó¹ìî ðiçíi çíà÷åííÿ ïåð-
øî¨ àâòîêîðåëÿöi¨ ρ1. Äîäàòíi θ ñïðè÷èíÿþòü äîäàòíþ àâòîêî-
ðåëÿöiþ â ðÿäàõ. Ó öüîìó âèïàäêó íåçâè÷íî âåëèêi çíà÷åííÿ
yt ïîðîäæóþòü áiëüøå çà ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ yt+1, à ìàëå çíà÷åí-
íÿ yt ïîðîäæó¹ ìåíøå çà ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ yt+1. Ç iíøîãî áîêó,
âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ θ îçíà÷à¹ âiä'¹ìíó àâòîêîðåëÿöiþ - âåëèêå
yt+1 ìîæå áóòè ñïðè÷èíåíå ìàëèì çíà÷åííÿì yt.

Çàëåæíiñòü àâòîêîðåëÿöi¨ ρ1 âiä θ ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.2.5.

Ðèñ. 2.2.5. Çàëåæíiñòü ρ1 âiä ïàðàìåòðà MA(1) ïðîöåñó

Çàóâàæèìî, ùî íàéáiëüøèì ìîæëèâèì çíà÷åííÿì ρ1 ¹ 0, 5
ïðè θ = 1. Íàéìåíøèì çíà÷åííÿì ρ1 ¹ −0, 5 ïðè θ = −1.
Äëÿ iíøèõ çíà÷åíü θ çíà÷åííÿ ρ1 ìiñòÿòüñÿ ìiæ −0, 5 i 0, 5,
ïpè÷îìó ¹ äâà ðiçíèõ çíà÷åííÿ θ, ùî ìîæóòü ñïðè÷èíèòè òó
ñàìó àâòîêîðåëÿöiþ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî çíà÷åííÿ θ/(1+θ2)
íå çìiíþ¹òüñÿ, ÿêùî θ çàìiíèòè íà 1/θ

ρ1 =
(1/θ)

1 + (1/θ)2 =
θ2(1/θ)

θ2[1 + (1/θ)2]
=

θ

θ2 + 1
.
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Íàïðèêëàä, ïðîöåñè

yt = εt + 0, 5εt−1

i
yt = εt + 2εt−1

ìàþòü îäíàêîâó ôóíêöiþ àâòîêîðåëÿöi¨

ρ1 =
2

(1 + 22)
=

0, 5

1 + 0, 52 = 0, 4 .

2.3 Ïðîöåñè ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî
âèùèõ ïîðÿäêiâ

Íåõàé çíîâó εt ¹ áiëèì øóìîì. Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ

yt = µ + εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q , (2.3.1)

äå µ, θ1, . . . , θq � äåÿêi ñòàëi. Öåé ÷àñîâèé ðÿä íàçèâàþòü
ïðîöåñîì ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ïîðÿäêó q (a q th-order moving
average process) i ïîçíà÷àþòü MA(q). Òîäi

E[yt] = E[µ] + E[εt] +

q∑
j=1

θjE[εt−j] = µ,

γ0 = E[(yt − µ)2] = (2.3.2)
= E[(εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q)

2] =

= (1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q)σ
2 .

Äëÿ k = 1, 2, . . . , q

γk =E[(εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q)× (2.3.3)
× (εt−k + θ1εt−k−1 + θ2εt−k−2 + · · ·+ θqεt−k−q)] =

=E[θkε
2
t−k + θk+1θ1 ε2

t−k−1 + θk+2θ2 ε2
t−k−2 + · · ·+ θqθq−k ε2

t−q] .
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Î÷åâèäíî, ùî äëÿ k > q âñi γk äîðiâíþþòü íóëþ. Îòæå,

γk =

{
(θk + θk+1θ1 + θk+2θ2 + · · ·+ θqθq−k) σ2, k = 1, 2, . . . , q,
0, k > q.

(2.3.4)
Íàïðèêëàä, äëÿ ïðîöåñó MA(2)

γ0 = (1 + θ2
1 + θ2

2)σ
2,

γ1 = (θ1 + θ2θ1)σ
2,

γ2 = θ2σ
2,

γ3 = γ4 = ... = 0.

Âiäïîâiäíî àâòîêîðåëÿöi¨ MA(2) ïðîöåñó äîðiâíþþòü
ρ0 = 1,

ρ1 =
θ1 + θ2θ1

1 + θ2
1 + θ2

2

,

ρ2 =
θ2

1 + θ2
1 + θ2

2

,

ρ3 = ρ4 = ... = 0.

(2.3.5)

Òîáòî, âñi àâòîêîðåëÿöi¨ ïîðÿäêó âèùîãî çà 2 äîðiâíþþòü íó-
ëþ.

Ç (2.3.2) i (2.3.4) âèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü
(θ1, θ2, . . . , θq) ïðîöåñ MA(q) êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé. Êðiì
òîãî, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà åðãîäè÷íîñòi

∞∑

k=0

|γk| < ∞.

Íà ðèñ. 2.3.6 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâîãî ðÿäó, ùî îïèñó-
¹òüñÿ MA(2) ïðîöåñîì yt = εt−0, 5εt−1+0, 4εt−2. Àâòîêîðåëÿöi¨
öüîãî ïðîöåñó ρk, k = 0, 1, 2, ..., 6 ÿê ôóíêöi¨ âiä k çîáðàæåíî
çëiâà íà ðèñ. 2.3.7. Ó ïðàâié ÷àñòèíi ðèñ. 2.3.7 çîáðàæåíî àâ-
òîêîðåëÿöi¨ ïðîöåñó MA(4), à ñàìå yt = εt−0, 7εt−1 +0, 3εt−2−
0, 5εt−3 + 0, 5εt−4.
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Ðèñ. 2.3.6. MA(2) : yt = εt − 0, 5εt−1 + 0, 4εt−2

Ðèñ. 2.3.7. Àâòîêîðåëÿöi¨ ρk, k = 0, 1, 2, ..., 8

2.4 Ïðîöåñè ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

Ïðîöåñ MA(q) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

yt = µ +

q∑
j=0

θjεt−j,
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äå θ0 = 1. ßêùî ñïðÿìóâàòè q äî íåñêií÷åííîñòi, òî îäåðæèìî
ïðîöåñ

yt = µ +
∞∑

j=0

ψjεt−j , (2.4.1)

ÿêèé íàçèâàþòü ïðîöåñîì MA(∞) (an in�nite-order moving
average process). Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñèìâîëè ψ äëÿ ïî-
çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðîöåñiâ póõîìîãî ñåpåäíüîãî íåñêií÷å-
íîãî ïîðÿäêó i θ äëÿ ïîçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðîöåñiâ póõî-
ìîãî ñåpåäíüîãî ñêií÷åíîãî ïîðÿäêó.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ïðîöåñó ¹ àáñîëþòíî ñóìîâ-
íèìè, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∑
j=0

|ψj| < ∞ . (2.4.2)

Òîäi

E[yt] = lim
q→∞

E[µ + ψ0εt + ψ1εt−1 + · · ·+ ψqεt−q] =

= µ ,
(2.4.3)

γ0 =E[(yt − µ)2] =

= lim
q→∞

E[(ψ0εt + ψ1εt−1 + · · ·+ ψqεt−q)
2] =

= lim
q→∞

(ψ2
0 + ψ2

1 + ψ2
2 + · · ·+ ψ2

q ) σ2 =

= σ2

∞∑
j=0

ψ2
j < ∞ ,

(2.4.4)

γk = E[(yt − µ)(yt−k)] =

= σ2(ψkψ0 + ψk+1ψ1 + ψk+2ψ2 + ψk+3ψ3 + . . . ) =

= σ2

∞∑
j=0

ψjψj+k < ∞ .

(2.4.5)
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Çàóâàæèìî, ùî àáñîëþòíà ñóìîâíiñòü {ψj}∞j=0 (óìîâà 2.4.2) i
iñíóâàííÿ äðóãîãî ìîìåíòó E[ε2

t ] ¹ äîñòàòíiìè óìîâàìè äëÿ
òîãî, ùîá ìîãòè ïåðåñòàâèòè îïåðàöi¨ îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè-
÷íîãî ñïîäiâàííÿ i ñóìóâàííÿ â ðiâíîñòÿõ (2.4.3) � (2.4.5). Öå
âèïëèâà¹ ç òàêîãî òâåðäæåííÿ: ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí {Yt}∞t=1 âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ

∞∑
t=1

E[ |Yt| ] < ∞ ,

òî
E

{ ∞∑
t=1

Yt

}
=

∞∑
t=1

E[Yt] .

Îòæå, ìè äîâåëè ëåìó.

Ëåìà 2.4.1. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.4.2), òî MA(∞)
ïðîöåñ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé.

Äîñëiäèìî åðãîäè÷íiñòü MA(∞) ïðîöåñó.

Ëåìà 2.4.2. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.4.2), òî ïðîöåñ
MA(∞) åðãîäè÷íèé äëÿ âñiõ ìîìåíòiâ.

Ä î â å ä å í í ÿ . Ñïðàâäi, îñêiëüêè

γk = σ2

∞∑
j=0

ψk+jψj ,

òî
∞∑

k=0

|γk| ≤ σ2

∞∑

k=0

∞∑
j=0

|ψk+j||ψj| = σ2

∞∑
j=0

|ψj|
∞∑

k=0

|ψk+j| .

Íà ïiäñòàâi óìîâè (2.4.2) iñíó¹ òàêà ñòàëà M , ùî
∞∑

k=0

|ψk+j| ≤ M
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äëÿ âñiõ j = 0, 1, 2, . . . . Òîìó
∞∑

k=0

|γk| ≤ σ2M

∞∑
j=0

|ψj| ≤ σ2M2 .

Òîáòî MA(∞) ïðîöåñè ç àáñîëþòíî ñóìîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè
ìàþòü àáñîëþòíî ñóìîâíi àâòîêîâàðiàöi¨

∞∑

k=0

|γk| < ∞ . (2.4.6)

Îòæå, MA(∞) ïðîöåñè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (2.4.2) åðãîäè-
÷íi äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.

ßêùî æ âñi εt ¹ Ãàóñiâñüêèìè, òîäi ïðîöåñ MA(∞) åðãîäè-
÷íèé äëÿ óñiõ ìîìåíòiâ. ¤

2.5 Àâòîðåãðåñiéíèé ïðîöåñ ïåðøîãî
ïîðÿäêó

Ïðîöåñ âèãëÿäó
yt = c + φyt−1 + εt , (2.5.1)

äå c i φ � äåÿêi ñòàëi, à εt � áiëèé øóì, íàçèâàþòü àâòîðåãðå-
ñiéíèì ïðîöåñîì ïåðøîãî ïîðÿäêó (a �rst-order autoregressive
process) i ïîçíà÷àþòü AR(1).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ïîñëiäîâíî çíà÷åííÿ yt ó ïðàâó ÷àñòèíó
(2.5.1), îäåðæèìî âèðàç

yt =(c + εt) + φ(c + εt−1) + φ2(c + εt−2) + · · · =
=c(1 + φ + φ2 + φ3 + ...)+

+ εt + φεt−1 + φ2εt−2 + φ3εt−3 + . . . .

(2.5.2)
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ßêùî |φ| < 1, òî çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ óìîâà (2.4.2), îñêiëüêè ðÿä
∞∑

j=0

|ψk| =
∞∑

j=0

|φ|j

¹ çáiæíèì i éîãî ñóìà äîpiâíþ¹ 1/(1−|φ|). Îòæå, ïðîöåñ (2.5.2)
ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïðîöåñ MA(∞), äå ψj = φj.

Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî óìîâà |φ| < 1 âèêîíó¹òüñÿ.
Òîäi

E[yt] = c(1 + φ + φ2 + φ3 + ...) + 0 + 0 + ... =

=
c

1− φ
,

òîáòî
µ =

c

1− φ
. (2.5.3)

Êðiì òîãî,

γ0 =E[(yt − µ)2] = E[(εt + φεt−1 + φ2εt−2 + . . . )2] =

=σ2 (1 + φ2 + φ4 + φ6 + . . . ) =
σ2

1− φ2
,

(2.5.4)

γk =E[(yt − µ)(yt−k − µ)] = (2.5.5)
=E[(εt + φεt−1 + φ2εt−2 + · · ·+ φkεt−k + φk+1εt−k−1 + . . . )×
× (εt−k + φεt−k−1 + φ2εt−k−2 + . . . )] =

=(φk + φk+2 + φk+4 + . . . ) σ2 = σ2 φk

1− φ2
.

Ç (2.5.4) i (2.5.5) âèïëèâà¹, ùî

ρk =
γk

γ0

= φk . (2.5.6)
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Äîäàòíå çíà÷åííÿ φ, ïîäiáíî ÿê äîäàòíå çíà÷åííÿ θ äëÿ MA(1)
ïðîöåñó, îçíà÷à¹ äîäàòíó êîðåëÿöiþ ìiæ yt i yt+1. Âiä'¹ìíå
çíà÷åííÿ φ îçíà÷à¹ âiä'¹ìíó àâòîêîðåëÿöiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó,
àëå äîäàòíó äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ó âèðàçàõ (2.5.3) - (2.5.5) ìîìåíòè ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó
AR(1) îäåðæàíî øëÿõîì çâåäåííÿ éîãî äî ïðîöåñó MA(∞).
Ïðîòå òi ñàìi ðåçóëüòàòè ìîæíà îäåðæàòè íà ïiäñòàâi (2.5.1),
ÿêùî ïðè öüîìó íàïåðåä ïðèïóñòèòè êîâàðiàöiéíó ñòàöiîíàð-
íiñòü ïðîöåñó. Òîáòî, ïðèïóñêà¹ìî, ùî

E[yt] = E[yt−1] = µ

i îá÷èñëþ¹ìî ìîìåíòè áåçïîñåðåäíüî ç (2.5.1). Òîäi ç

E[yt] = c + φE[yt−1] + E[εt]

îäåðæèìî
µ = c + φµ + 0 ,

àáî
µ =

c

1− φ
. (2.5.7)

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè äðóãèé ìîìåíò, çàïèøåìî (2.5.1) ó âèã-
ëÿäi

yt = µ(1− φ) + φyt−1 + εt

àáî
(yt − µ) = φ(yt−1 − µ) + εt . (2.5.8)

Çâiäñè

E[(yt−µ)2] = φ2E[(yt−1−µ)2]+2φE[(yt−1−µ)εt]+E[ε2
t ] . (2.5.9)

Çãiäíî ç (2.5.2) yt−1 − µ ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ çìiííèõ
εt−1, εt−2, . . ., òîáòî

yt−1 − µ = εt−1 + φεt−2 + φ2εt−3 + . . . .
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Àëå εt íå êîðåëþ¹ ç εt−1, εt−2, . . . , òîìó εt íå êîðåëþ¹ ç yt−1−µ.
Îòæå,

E[(yt−1 − µ)εt] = 0 . (2.5.10)
Ç ïðèïóùåííÿ êîâàðiàöiéíî¨ ñòàöiîíàðíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî

E[(yt − µ)2] = E[(yt−1 − µ)2] = γ0 . (2.5.11)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.5.10) i (2.5.11) ó (2.5.9), ìà¹ìî

γ0 = φ2γ0 + 0 + σ2 ,

àáî
γ0 =

σ2

1− φ2
,

òîáòî ôîðìóëó (2.5.4).
Àíàëîãi÷íî ïîìíîæèâøè (2.5.8) íà yt−k − µ i îá÷èñëþþ÷è

ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, îäåðæèìî

E[(yt − µ)(yt−k − µ)] = (2.5.12)
= φE[(yt−1 − µ)(yt−k − µ)] + E[εt(yt−k − µ)] .

Îñêiëüêè ÷ëåí yt−k − µ ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ çìiííèõ εt−k,
εt−k−1, . . . , òî âií íå êîðåëþ¹ ç εt. Òîìó äëÿ k > 0 îñòàííié
äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi (2.5.12) äîðiâíþ¹ íóëþ. Çàçíà÷èìî,
ùî

E[(yt−1 − µ)(yt−k − µ)] = E[(yt−1 − µ)(y(t−1)−(k−1) − µ)]

¹ àâòîêîâàðiàöi¹þ ñïîñòåðåæåíü yt ïîðÿäêó (k− 1). Îòæå, äëÿ
k > 0 ç (2.5.12) îäåðæó¹ìî

γk = φγk−1 , (2.5.13)

çâiäêè
γk = φkγ0,
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Ðèñ. 2.5.8. AR(1) : yt = 0, 1 yt−1 + εt

Ðèñ. 2.5.9. AR(1) : yt = 0, 8 yt−1 + εt

ùî äà¹ ôîðìóëó (2.5.6).
Íà ðèñ. 2.5.8 � 2.5.11 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâèõ ðÿäiâ,

ùî îïèñóþòüñÿ AR(1) ïðîöåñàìè äëÿ ðiçíèõ φ, à òàêîæ ¨õíiõ
àâòîêîðåëÿöié ρk ÿê ôóíêöié âiä k.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ðÿäiâ ç äîäàòíèì çíà÷åííÿì φ ðÿä âè-
ãëÿäà¹ òèì ïëàâíiøèì, ÷èì áëèæ÷å φ äî 1. Äëÿ âiä'¹ìíèõ φ
ïîäiáíî ÿê i äëÿ âiä'¹ìíèõ θ ïðîöåñó MA(1) çîáðàæåííÿ ðÿäó
¹ ãóñòiøèì, íiæ çîáðàæåííÿ äëÿ áóäü - ÿêîãî ðÿäó ç äîäàòíèì
φ. Äëÿ φ áëèçüêîãî äî −1 ïîâåäiíêà ðÿäó ìà¹ õàðàêòåðíå îñîá-
ëèâå çîáðàæåííÿ, ÿê íà ðèñ. 2.5.11.
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Ðèñ. 2.5.10. AR(1) : yt = −0, 4 yt−1 + εt

Ðèñ. 2.5.11. AR(1) : yt = −0, 8 yt−1 + εt

2.6 Àâòîðåãðåñiéíèé ïðîöåñ
äðóãîãî ïîðÿäêó AR(2)

Àâòîðåãðåñiéíèé ïðîöåñ äðóãîãî ïîðÿäêó (a second-order auto-
regressive process), ÿêèé ïîçíà÷àþòü AR(2), ìà¹ âèãëÿä

yt = c + φ1yt−1 + φ2yt−2 + εt . (2.6.1)
Ââåäåìî ëàãîâèé îïåðàòîð (îïåðàòîð çñóâó) L, äiÿ ÿêîãî íà yt

äà¹ éîãî ïîïåðåäí¹ çíà÷åííÿ, òîáòî
Lyt = yt−1 ,
L2 yt = L (Lyt) = Lyt−1 = yt−2 ,
. . .
Lnyt = yt−n .
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Îïåðàòîð L òàêîæ íàçèâàþòü îïåðàòîðîì çñóâó, àáî ëàãîâèì
îïåðàòîðîì.

Çà äîïîìîãîþ ëàãîâîãî îïåðàòîðà L ìîäåëü (2.6.1) ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(1− φ1L− φ2L
2)yt = c + εt . (2.6.2)

Ëåìà 2.6.1. Îïåðàòîð 1−φ1L−φ2L
2 ìà¹ îáåðíåíèé, ÿêùî

êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

1− φ1z − φ2z
2 = 0 (2.6.3)

ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì.
Ä î â å ä å í í ÿ . Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíèé òðè÷ëåí

1− φ1 z − φ2 z2 i ðîçêëàäåìî éîãî íà ìíîæíèêè

1− φ1 z − φ2 z2 = (1− λ1 z) (1− λ2 z) ,

äå λ1, λ2 òàêi, ùî

λ1 + λ2 = φ1 , λ1λ2 = −φ2 .

Òîäi çíà÷åííÿ
z1 =

1

λ1

, z2 =
1

λ2

¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.6.3).
Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð 1 − λ1 L. ßêùî |λ1| < 1, òî äî öüîãî

îïåðàòîðà iñíó¹ îáåðíåíèé

(1− λ1 L)−1 = 1 + λ1 L + λ2
1 L2 + λ3

1 L3... .

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî |λ2| < 1, òî iñíó¹

(1− λ2 L)−1 = 1 + λ2 L + λ2
2 L2 + λ3

2 L3... .
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Îòæå, ÿêùî îáèäâà |λi| < 1, òî iñíó¹ îïåðàòîð îáåðíåíèé
äî 1− φ1L− φ2L

2, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

(1− φ1L− φ2L
2)−1 = (1− λ1 L)−1(1− λ2 L)−1 =

= (1 + λ1 L + λ2
1 L2 + ...)(1 + λ2 L + λ2

2 L2 + ...) =

= 1 + (λ1 + λ2) L + (λ2
1 + λ1λ2 + λ2

2) L2 + ... .

Îñêiëüêè zi = 1/λi, òî óìîâà |λi| < 1 îçíà÷à¹, ùî |zi| > 1.
Îòæå, äëÿ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äðóãîãî ïîðÿäêó
íåîáõiäíî, ùîá îáèäâà êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïî
ìîäóëþ áóëè áiëüøèìè çà îäèíèöþ, òîáòî ëåæàëè ççîâíi îäè-
íè÷íîãî êðóãà. ¤

Ëåìà 2.6.2. ßêùî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
(2.6.3) ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì, òî AR(2) ïðîöåñ
(2.6.1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi MA(∞) çîáðàæåííÿ

yt = µ + ψ0εt + ψ1εt−1 + ψ2εt−2 + ... , (2.6.4)

äå
ψ0 = 1 , µ =

c

1− φ1 − φ2

, (2.6.5)

ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
∞∑

j=0

|ψj| < ∞ . (2.6.6)

Ä î â å ä å í í ÿ. ßêùî óìîâè ëåìè âèêîíóþòüñÿ, òî ç
äîâåäåííÿ ëåìè 2.6.1 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ îïåðàòîð

ψ(L) = (1− φ1L− φ2L
2)−1 = (1− λ1 L)−1(1− λ2 L)−1 ,

äå |λ1| < 1, |λ2| < 1.
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Ïðè λ1 6= λ2 äiÿ öüîãî îïåðàòîðà åêâiâàëåíòíà äi¨

(λ1 − λ2)
−1

(
λ1

1− λ1L
− λ2

1− λ2L

)
. (2.6.7)

Ñïðàâäi,

(λ1 − λ2)
−1

(
λ1

1− λ1L
− λ2

1− λ2L

)
=

=(λ1 − λ2)
−1

(
λ1(1− λ2L)− λ2(1− λ1L)

(1− λ1L)(1− λ2L)

)
=

=
1

(1− λ1L)(1− λ2L)
.

Ïîìíîæèâøè ðiâíiñòü (2.6.2) íà ψ(L), îäåðæèìî

yt = ψ(L)c + ψ(L)εt . (2.6.8)

Ïîêàæåìî, ùî

ψ(L)εt = (ψ0 + ψ1L + ψ2L
2 + ψ3L

3 + . . . )εt ,

ïðè÷îìó
∞∑

j=0

|ψj| < ∞ .

Íà îñíîâi (2.6.7) îòðèìà¹ìî

ψ(L)εt =(λ1 − λ2)
−1

[
λ1(1− λ1L)−1 − λ2(1− λ2L)−1

]
εt =

=

(
λ1

λ1 − λ2

[ 1 + λ1L + λ2
1L

2 + λ3
1L

3 + ... ] −

− λ2

λ1 − λ2

[ 1 + λ2L + λ2
2L

2 + λ3
2L

3 + ... ]

)
εt .

Ïîçíà÷èâøè

c1 =
λ1

λ1 − λ2

, c2 = − λ2

λ1 − λ2

,
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ìàòèìåìî

ψ(L)εt =[c1 + c2]εt + [c1λ1 + c2λ2]εt−1 + [c1λ
2
1 + c2λ

2
2]εt−2+

+ [c1λ
3
1 + c2λ

3
2]εt−3 + ... .

Çâiäñè
ψj = c1λ

j
1 + c2λ

j
2

i îñêiëüêè |λ1| < 1, |λ2| < 1, òî
∞∑

j=0

|ψj| ≤ |c1|
∞∑

j=0

|λ1|j + |c2|
∞∑

j=0

|λ2|j < ∞ .

Îñêiëüêè c1 + c2 = 1, òî ψ0 = 1.
Êðiì òîãî, áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ äàþòü

ψ(L)c =
c

1− φ1 − φ2

,

òîáòî
E[yt] = µ =

c

1− φ1 − φ2

.

¤

Çàóâàæèìî òàêå: îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.6.6), òî
MA(∞) ïðîöåñ (2.6.3) êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé. Òîìó çà
âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè AR(2) ïðîöåñ ìîæíà çàïèñàòè çà äîïî-
ìîãîþ ñòàöiîíàðíîãî MA(∞) çîáðàæåííÿ

yt = µ + εt + ψ1εt−1 + ... .

Íàñëiäîê 2.6.1. ßêùî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿí-
íÿ ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì, òî AR(2) ïðîöåñ êîâàði-
àöiéíî - ñòàöiîíàðíèé.

Ìîìåíòè AR(2) ïðîöåñó îá÷èñëþâàòèìåìî çà äîïîìîãîþ
àëãîðèòìó, ÿêèé ãðóíòó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi êîâàðiàöiéíî¨ ñòà-
öiîíàðíîñòi ïðîöåñó. À ñàìå, ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî êîðåíi
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õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì,
òîáòî ïðîöåñ AR(2) ¹ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé, à ïîòiì îá-
÷èñëèìî éîãî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðà-
æåííÿ (2.6.1)

E[yt] = c + φ1E[yt−1] + φ2E[yt−2] + E[εt].

Çâiäñè
µ = c + φ1µ + φ2µ ,

ùî âåäå äî (2.6.5).
Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè äðóãèé ìîìåíò, çàïèøåìî (2.6.1) ó

âèãëÿäi

yt = µ(1− φ1 − φ2) + φ1yt−1 + φ2yt−2 + εt

àáî

(yt − µ) = φ1(yt−1 − µ) + φ2(yt−2 − µ) + εt . (2.6.9)

Ïîìíîæèìî (2.6.9) íà (yt−k−µ) i îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷íå ñïî-
äiâàííÿ îáîõ ÷àñòèí îäåðæàíî¨ ðiâíîñòi

γk = φ1γk−1 + φ2γk−2, k = 1, 2, . . . . (2.6.10)

Ïîäiëèâøè (2.6.10) íà γ0, îòðèìà¹ìî ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ çíàõîäæåííÿ àâòîêîðåëÿöié, ÿêå íàçèâà-
¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Þëà - Óîëêåðà (Yule - Walker)

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2, k = 1, 2, . . . . (2.6.11)

Çîêðåìà äëÿ k = 1, îñêiëüêè ρ−1 = ρ1 i ρ0 = 1, òî ìàòèìåìî

ρ1 = φ1 + φ2ρ1

àáî
ρ1 =

φ1

1− φ2

. (2.6.12)
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Çíàþ÷è ρ1, ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (2.6.11) äëÿ k = 2

ρ2 = φ1ρ1 + φ2 ,

çâiäêè ìàòèìåìî
ρ2 =

φ2
1

1− φ2

+ φ2 . (2.6.13)

Àâòîêîðåëÿöi¨ âèùèõ ïîðÿäêiâ çíàõîäèìî ïîñëiäîâíî ç ðåêóð-
ñi¨ (2.6.11).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ äèñïåðñi¨ ïðîöåñó AR(2) ïîìíîæèìî
(2.6.9) íà (yt − µ) i îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

E[(yt − µ)2] =φ1E[(yt−1 − µ)(yt − µ)]+

+ φ2E[(yt−2 − µ)(yt − µ)] + E[εt(yt − µ)] .
(2.6.14)

Çâiäñè
γ0 = φ1γ1 + φ2γ2 + σ2 , (2.6.15)

îñêiëüêè

E[εt(yt − µ)] = E[εt(φ1(yt−1 − µ) + φ2(yt−2 − µ) + εt)] = σ2 .

Ðiâíÿííÿ (2.6.15) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

γ0 = φ1ρ1γ0 + φ2ρ2γ0 + σ2 . (2.6.16)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.6.12) i (2.6.13) ó (2.6.16), îäåðæèìî

γ0 =

[
φ2

1

1− φ2

+
φ2 φ2

1

1− φ2

+ φ2
2

]
γ0 + σ2

àáî
γ0 =

(1− φ2)σ
2

(1 + φ2)[(1− φ2)2 − φ2
1]

.
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Íà ðèñ. 2.6.12 � 2.6.15 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâèõ ðÿäiâ,
ÿêi îïèñóþòüñÿ AR(2) ïðîöåñàìè äëÿ ðiçíèõ φ1, φ2, à òàêîæ
¨õíiõ àâòîêîðåëÿöié ρk ÿê ôóíêöié âiä k.

Ðèñ. 2.6.12. AR(2) : yt = yt−1 − 0, 16 yt−2 + εt,

λ1 = 0, 2, λ2 = 0, 8

Ðèñ. 2.6.13. AR(2) : yt = −yt−1 − 0, 16 yt−2 + εt,

λ1 = −0, 2, λ2 = −0, 8
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Ðèñ. 2.6.14. AR(2) : yt = 0, 8 yt−1 − 0, 5 yt−2 + εt,

λ1,2 = 0, 4± 0, 3i

Ðèñ. 2.6.15. AR(2) : yt = −0, 8 yt−1 − 0, 5 yt−2 + εt,

λ1,2 = −0, 4± 0, 3i

Âèçíà÷èìî óìîâè, ÿêi ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè êîåôiöi¹íòè
φj AR(2) ïðîöåñó, ùîá âií áóâ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé.
Çãiäíî ç íàñëiäêîì ëåìè 2.6.2 îäåðæó¹ìî òàêå: AR(2) ïðîöåñ
áóäå êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèì, ÿêùî êîðåíi õàðàêòåðèñòè-
÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.6.3) ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà, ùî
åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî êîðåíi ðiâíÿííÿ

λ2 − φ1λ− φ2 = 0
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ëåæàòü âñåðåäèíi îäèíè÷íîãî êðóãà, òîáòî |λi| < 1 (i = 1, 2).
Çàóâàæèìî, ùî

λ1,2 =
φ1

2
±

√
φ2

1 + 4φ2

4
.

Êîðåíi ðiâíÿííÿ áóäóòü êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi, ÿêùî

φ2
1 + 4φ2 < 0 ,

ùî âiäïîâiäà¹ îáëàñòi íèæ÷å ïàðàáîëè íà ðèñ 2.6.16. Òîäi

λ1,2 =
φ1

2
±

√
|φ2

1 + 4φ2|
4

i

i

|λ1,2| =
√(

φ1

2

)2

− φ2
1 + 4φ2

4
=

√
−φ2 < 1

ïðè
φ2

1 + 4φ2 < 0, −1 < φ2 < 0 .

Ó âèïàäêó äiéñíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü áiëüøå âëàñíå çíà÷åí-
íÿ ¹ áiëüøå âiä îäèíèöi, ÿêùî

√
φ2

1 + 4φ2 > 2− φ1 .

Çà óìîâè, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ äiéñíi, ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi
íåâiä'¹ìíà i íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ φ1 > 2. ßêùî
φ1 ≤ 2, òî ïiäíiñøè îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi äî êâàäðàòà,
îäåðæèìî

φ2
1 + 4φ2 > 4− 4φ1 + φ2

1

àáî
φ2 > 1− φ1.

Îòæå, λ1 > 1, ÿêùî

(φ1, φ2) ∈ {(φ1, φ2) : φ1 > 2, φ2 ∈ R}∪{(φ1, φ2) : φ1 +φ2 > 1} .
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Àíàëîãi÷íî ìåíøå äiéñíå çíà÷åííÿ λ2 < −1, ÿêùî
√

φ2
1 + 4φ2 > 2 + φ1.

Öÿ íåðiâíiñòü ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ φ < −2. ßêùî φ1 ≥ −2, òî,
ïiäíiñøè äî êâàäðàòà îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi, ìàòèìåìî

φ2 > 1 + φ1 .

Îòæå, îáèäâà âëàñíi çíà÷åííÿ çà ìîäóëåì ìåíøi âiä îäèíèöi,
ÿêùî òî÷êà (φ1, φ2) ëåæèòü âñåðåäèíi òðèêóòíèêà, çîáðàæåíî-
ãî íà ðèñ. 2.6.16.

Ðèñ. 2.6.16.
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2.7 Àâòîðåãðåñiéíi ïðîöåñè
p - ãî ïîðÿäêó

Àâòîðåãðåñiÿ p-ãî ïîðÿäêó (a p th-order autoregressive process),
ÿêó ïîçíà÷àþòü AR(p), ìà¹ âèãëÿä

yt = c + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p + εt . (2.7.1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëàãîâèé îïåðàòîð L, ðåãðåñiþ (2.7.1) ìîæ-
íà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(1− φ1L− φ2L
2 − · · · − φpL

p)yt = c + εt .

Àíàëîãi÷íî ÿê i ëåìó 2.6.1 ìîæíà äîâåñòè òàêå: ÿêùî êîðåíi
ðiâíÿííÿ

1− φ1z − φ2z
2 − · · · − φpz

p = 0 (2.7.2)
ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì, òî iñíó¹ îïåðàòîð îáåðíåíèé
äî îïåðàòîðà (1− φ1L− φ2L

2 − · · · − φpL
p):

ψ(L) =(1− φ1L− φ2L
2 − · · · − φpL

p)−1 =

=(1− λ1L)−1(1− λ2L)−1 · · · (1− λpL)−1 ,

äå |λi| < 1 äëÿ âñiõ i = 1, ..., p.
Ëåìà 2.7.1. ßêùî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

(2.7.2) ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì, òî AR(p) ïðîöåñ
(2.7.1) ìîæíà çâåñòè äî MA(∞) ïðîöåñó

yt = µ + ψ(L)εt = (2.7.3)
= µ + εt + ψ1εt−1 + ψ2εt−2 + ... ,

ïðè÷îìó
∞∑

j=0

|ψj| < ∞ . (2.7.4)
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Ä î â å ä å í í ÿ . Ïîìíîæèâøè (2.7.1) íà ψ(L), ìàòèìåìî

yt = ψ(L)c + ψ(L)εt .

Çíàéäåìî òàêi ñòàëi c1, c2, ..., cp, äëÿ ÿêèõ

1

(1− λ1z)(1− λ2z) · · · (1− λpz)
=

=
c1

(1− λ1z)
+

c2

(1− λ2z)
+ ... +

cp

(1− λpz)
.

Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà
(1−λ1z)(1−λ2z) · · · (1−λpz). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

1 =c1(1− λ2z)(1− λ3z) · · · (1− λpz)+

+ c2(1− λ1z)(1− λ3z) · · · (1− λpz) + ...+

+ cp(1− λ1z)(1− λ2z) · · · (1− λp−1z) ,

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ z. Ïiäñòàâèâøè z = λ−1
1 , îäåðæèìî

1 = c1(1− λ2λ
−1
1 )(1− λ3λ

−1
1 ) · · · (1− λpλ

−1
1 ) ,

çâiäêè

c1 =
λp−1

1

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3) · · · (λ1 − λp)
.

Àíàëîãi÷íî ïîñëiäîâíî ïiäñòàâëÿþ÷è z = λ−1
2 , z = λ−1

3 , ...,
z = λ−1

p , ìàòèìåìî

c2 =
λp−1

2

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3) · · · (λ2 − λp)
,

...

cp =
λp−1

p

(λp − λ1)(λp − λ2) · · · (λp − λp−1)
.



2.7. Àâòîðåãðåñiéíi ïðîöåñè P - ãî ïîðÿäêó 51

Òîìó

ψ(L)εt =
c1

(1− λ1L)
εt +

c2

(1− λ2L)
εt + ... +

cp

(1− λpL)
εt =

=c1(1 + λ1L + λ2
1L

2 + λ3
1L

3 + ...)εt+

+ c2(1 + λ2L + λ2
2L

2 + λ3
2L

3 + ...)εt+

+ ...+

+ cp(1 + λpL + λ2
pL

2 + λ3
pL

3 + ...)εt

àáî

ψ(L)εt =(c1 + c2 + ... + cp)εt+

+ (c1λ1 + c2λ2 + ... + cpλp)εt−1+

+ (c1λ
2
1 + c2λ

2
2 + ... + cpλ

2
p)εt−2+

+ (c1λ
3
1 + c2λ

3
2 + ... + cpλ

3
p)εt−3 + ... .

Îòæå,
ψj = c1λ

j
1 + c2λ

j
2 + ... + cpλ

j
p

i îñêiëüêè c1 + c2 + ... + cp = 1, òî ψ0 = 1.
Çâiäñè âèäíî, ùî îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿ ëåìè êîðåíi õà-

ðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì, òî
|λi| < 1 äëÿ âñiõ i = 1, ..., p, òîìó ðÿä

∞∑
j=0

|ψj| ¹ çáiæíèì. ¤

Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.7.4), òî MA(∞) ïðîöåñ
(2.7.3) êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé. Îòæå, AR(p) � ñòàöiîíàð-
íèé, ÿêùî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.7.2) ëåæàòü
ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà.

Ïðèïóñêàþ÷è ñòàöiîíàðíiñòü ïðîöåñó, ç (2.7.1) îäåðæó¹ìî

µ =
c

1− φ1 − φ2 − · · · − φp

. (2.7.5)

Íà ïiäñòàâi (2.7.5) ðåãðåñiþ (2.7.1) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

yt−µ = φ1(yt−1−µ)+φ2(yt−2−µ)+· · ·+φp(yt−p−µ)+εt . (2.7.6)
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Àâòîêîâàðiàöi¨ çíàéäåìî, ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñ-
òi (2.7.6) íà (yt−k−µ) k = 0, 1, 2, ... i îá÷èñëèâøè ìàòåìàòè÷íå
ñïîäiâàííÿ

γ0 = φ1γ1 + φ2γ2 + · · ·+ φpγp + σ2 , (2.7.7)
γk = φ1γk−1 + φ2γk−2 + · · ·+ φpγk−p , k = 1, 2, . . . . (2.7.8)

ßêùî ïîäiëèòè (2.7.8) íà γ0, òî îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
Þëà - Óîëêåðà

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2 + · · ·+ φpρk−p , k = 1, 2, . . . . (2.7.9)

Îñêiëüêè ρ−i = ρi, òî ïåðøi p ðiâíÿíü ñèñòåìè (2.7.9) ¹ ñèñòå-
ìîþ p ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè ρ1, ρ2, ..., ρp. Òîìó ðîçâ'ÿ-
çàâøè ¨¨, ìè ìîæåìî çíàéòè ïåðøi p àâòîêîðåëÿöié. Ùîá çíàé-
òè äèñïåðñiþ, ïiäñòàâèìî ¨õ ó ðiâíÿííÿ (2.7.7). Ìàòèìåìî

γ0 = φ1 γ0 ρ1 + ... + φp γ0 ρp + σ2 ,

çâiäêè
γ0 =

σ2

1− φ1 ρ1 − ...− φp ρp

. (2.7.10)

Íàñòóïíi àâòîêîðåëÿöi¨ ρp+1, ρp+2, ... çíàõîäèìî ïîñëiäîâíî ç
(2.7.9).

Çîêðåìà, äëÿ ïðîöåñó AR(3) ñèñòåìà äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåð-
øèõ òðüîõ êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ ìàòèìå âèãëÿä





ρ1 = φ1 + φ2ρ2 + φ3ρ2 ,
ρ2 = φ1ρ1 + φ2 + φ3ρ1 ,
ρ3 = φ1ρ2 + φ2ρ1 + φ3 ,

çâiäêè

ρ1 =
φ1 + φ2φ3

1− φ2 − φ3(φ1 + φ3)
,

ρ2 =
(1− φ2)φ2 − φ1(φ1 + φ3)

1− φ2 − φ3(φ1 + φ3)
.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, çíàõîäèìî ρ3 i çà
äîïîìîãîþ (2.7.10) äèñïåðñiþ γ0.

Íà ðèñ. 2.7.17 � 2.7.20 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâèõ ðÿäiâ,
ÿêi îïèñóþòüñÿ AR(3) ïðîöåñàìè, à òàêîæ ïîâåäiíêó ¨õíiõ àâ-
òîêîðåëÿöié ρk ÿê ôóíêöié âiä k.

Ðèñ. 2.7.17. AR(3) : yt = 0, 8 yt−1 − 0, 4 yt−2 + 0, 5 yt−3 + εt

Ðèñ. 2.7.18. AR(3) : yt = −0, 1 yt−1 − 0, 1 yt−2 + 0, 7 yt−3

2.8 Ìiøàíi ìîäåëi àâòîðåãðåñi¨
i ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî

Ìiøàíà ìîäåëü àâòîðåãðåñi¨ ïîðÿäêó p i ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî
ïîðÿäêó q (a mixed autoregressive moving average process), ÿêó
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Ðèñ. 2.7.19. AR(3) : yt = 0, 5 yt−1 + 1, 4 yt−2 − 0, 5 yt−3 + εt

Ðèñ. 2.7.20. AR(3) : yt = −0, 2 yt−1 + 0, 1 yt−2 + 0, 7 yt−3 + εt

ïîçíà÷àþòü ARMA(p, q), ìà¹ âèãëÿä

yt =c + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p+

+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q .
(2.8.1)

Çà äîïîìîãîþ ëàãîâîãî îïåðàòîðà (2.8.1) ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

(1− φ1L− φ2L
2 − · · · − φpL

p)yt =

= c+(1 + θ1L + θ2L
2 + · · ·+ θqL

q)εt .
(2.8.2)

ßêùî êîðåíi ðiâíÿííÿ (2.7.2) ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà
i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.7.4), òî (2.8.2) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

yt = µ + ψ(L)εt ,
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äå

ψ(L) =
1 + θ1L + θ2L

2 + · · ·+ θqL
q

1− φ1L− φ2L2 − · · · − φpLp
,

∞∑
j=0

|ψj| < ∞ ,

µ =
c

1− φ1 − φ2 − ...− φp

.

Îòæå, ñòàöiîíàðíiñòü ARMA(p, q) ïðîöåñó çàëåæèòü ëèøå âiä
ïàðàìåòðiâ àâòîðåãðåñi¨ φ1, φ2, . . . , φp. ×àñòî áóâà¹ çðó÷íî çà-
ïèñàòè ïðîöåñ (2.8.1) ó ôîðìi âiäõèëåíü âiä ñåðåäíüîãî

yt − µ =φ1(yt−1 − µ) + φ2(yt−2 − µ) + · · ·+ φp(yt−p − µ)+

+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q . (2.8.3)

Ùîá çíàéòè àâòîêîâàðiàöiþ òðåáà ïîìíîæèòè îáèäâi ñòî-
ðîíè (2.8.3) íà (yt−k−µ) i îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ.
Äëÿ k > q ðåçóëüòóþ÷å ðiâíÿííÿ íàáåðå âèãëÿäó

γk = φ1γk−1 + φ2γk−2 + ... + φpγk−p äëÿ k = q + 1, q + 2, ... .
(2.8.4)

Îòîæ, äëÿ k > q àâòîêîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ γk (i àâòîêîðå-
ëÿöiéíà ôóíêöiÿ ρk) çàäàþòüñÿ piçíèöåâèìè ðiâíÿííÿìè p-ãî
ïîðÿäêó ç àâòîðåãðåñiéíèìè ïàðàìåòðàìè.

Çàóâàæèìî, ùî (2.8.4) íå ïðàâèëüíå ïðè k ≤ q, âíàñëiäîê
êîðåëÿöi¨ ìiæ θkεt−k i yt−k. Òîìó ARMA(p, q) ïðîöåñ ìàòèìå
ñêëàäíiøi àâòîêîâàðiàöi¨ äëÿ ïîðÿäêiâ âiä 1 äî q, íiæ â AR(p)
ïðîöåñi.

Çîêðåìà, ARMA(1, 1) ïðîöåñ

yt − µ = φ1(yt−1 − µ) + εt + θ1εt−1
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ñòàöiîíàðíèé, ÿêùî |φ1| < 1. Ó öüîìó âèïàäêó ìàòèìåìî

γ0 = φ1 γ1 + σ2 (1 + θ2
1) ,

γ1 = φ1 γ0 + σ2 θ1 ,

γ2 = φ1 γ1 ,

γ3 = φ1 γ2 = φ2
1 γ1 ,

...

γk = φk−1
1 γ1 .

Çâiäñè îäåðæèìî

γ0 =
σ2 (1 + θ2

1 + θ1 φ1)

1− φ2
1

,

γ1 = σ2

[
φ1 (1 + θ2

1 + θ1 φ1)

1− φ2
1

+ θ1

]
.

Òîìó

ρ1 =
φ1 (1 + θ2

1 + θ1 φ1) + θ1(1− φ2
1)

1 + θ2
1 + θ1 φ1

,

ρk = φk−1
1 ρ1 , k = 2, 3, ... .

Îòæå, ÿêùî |φ1| < 1, òî àâòîêîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ¹ ñïàäíîþ
ïiñëÿ ρ1. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ARMA(p, q)
ïðîöåñó àâòîêîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ¹ ñïàäíîþ ïiñëÿ ρp.
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Íà ðèñ. 2.8.21. çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâîãî ðÿäó, ùî îïè-
ñó¹òüñÿ ARMA(1, 1) ïðîöåñîì.

Ðèñ. 2.8.21. ARMA(1, 1) : yt = 0, 6yt−1 + εt + 0, 8εt−1

2.9 Âåêòîðíà àâòîðåãðåñiéíà ìîäåëü

Âåêòîðíà àâòîðåãðåñiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó V AR(1)

Âåêòîðíó àâòîðåãðåñiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi

Yt = c + AYt−1 + et (2.9.1)
äå c, Yt, et � ñòîâïöi ðîçìiðó n; A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó n × n.
Ùîäî âåêòîðiâ et ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ¨õíiì ìàòåìàòè÷íèì
ñïîäiâàííÿì ¹ íóëüîâèé âåêòîð

E[et] = 0 äëÿ âñiõ t ,

âåêòîðè et ìàþòü òó ñàìó êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ

Var[et] = E[ete
′
t] = Σ äëÿ âñiõ t
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i ¹ íåçàëåæíèìè, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî âîíè íå êîðåëþþòü çà
âñiìà êîìïîíåíòàìè, òîáòî

E[ete
′
s] = 0 , t 6= s .

×àñîâèé ðÿä (2.9.1) áóäå êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèì àáî
ñëàáêî ñòàöiîíàðíèì, ÿêùî ïåðøi äâà ìîìåíòè ðîçïîäiëó íå
çàëåæàòü âiä t, òîáòî

E[Yt] = µ, E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)′] = Γk

äëÿ âñiõ t. Ìàòðèöþ Γk íàçèâàþòü ìàòðèöåþ àâòîêîâàðiàöi¨.
�¨ (i, j)-èé åëåìåíò

γij,k = E[(yit − µi)(yj,t−k − µj)]

âèðàæà¹ êîâàðiàöiþ ìiæ yit i yj,t−k. Çàçíà÷èìî, ùî ìàòðèöÿ Γ0

¹ êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ âåêòîðà Yt.
ßêùî ïðèïóñòèòè ñòàöiîíàðíiñòü ïðîöåñó é îá÷èñëèòè ìà-

òåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (2.9.1), òî îòðèìà¹ìî

µ = c + Aµ .

Çâiäñè çà óìîâè iñíóâàííÿ ìàòðèöi (I − A)−1,

µ = (I − A)−1c .

Îòæå, ðiâíÿííÿ (2.9.1) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi âiäõèëåíü
âiä ñåðåäíüîãî

Yt − µ = A(Yt−1 − µ) + et . (2.9.2)

Ïîìíîæèìî (2.9.2) ñïðàâà íà (Yt−k−µ)′, k ≥ 1 é îá÷èñëèìî
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Γk = AΓk−1 = A2Γk−2 = AkΓ0 . (2.9.3)
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Äëÿ âèçíà÷åííÿ ìàòðèöi Γ0 ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (2.9.2) ñïðà-
âà íà âåêòîð òðàíñïîíîâàíèé äî íüîãî i îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷-
íå ñïîäiâàííÿ

E[(Yt − µ)(Yt − µ)′] = A E[(Yt−1 − µ)(Yt−1 − µ)′] A′ + E[et e
′
t] .

Çâiäñè ìàòèìåìî
Γ0 = AΓ0A

′ + Σ .

Ðiâíÿííÿ (2.9.2) ìîæíà òàêîæ ïîäàòè ó âèãëÿäi

Yt − µ = et + Aet−1 + A2 et−2 + . . . . (2.9.4)

Ìàòðèöþ êîâàðiàöi¨ Γ0 ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿêùî ïîìíîæèòè
ñïðàâà ðiâíÿííÿ (2.9.4) íà òðàíñïîíîâàíå äî íüîãî i îá÷èñëèòè
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, âèêîðèñòàâøè íåçàëåæíiñòü et i et−k

äëÿ k ≥ 1
Γ0 = Σ + AΣA′ + A2ΣA′2 + . . . . (2.9.5)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B ìàòðèöþ, ñêëàäåíó çi ñòîâïöiâ, ÿêi ¹
âëàñíèìè âåêòîðàìè ìàòðèöi A, à ÷åðåç D � äiàãîíàëüíó ìàò-
ðèöþ, ÿêà íà äiàãîíàëi ìiñòèòü ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ, ùî ïîçíà-
÷èìî λi (i = 1, ..., n). Çà óìîâè, ùî ìàòðèöÿ B−1 iñíó¹, ìà-
¹ìî AB = BD, à òàêîæ A = BDB−1. Çàçíà÷èìî, ùî Ak =
BDkB−1. Ðiâíÿííÿ (2.9.5) òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Γ0 = Σ + BDB−1Σ(B′)−1DB′ + BD2B−1Σ(B′)−1D2B′ + · · · =
= BWB′ + BDWDB′ + BD2WD2B′ + · · · =
= B[W + DWD + D2WD2 + . . . ]B′ ,

äå W = B−1Σ(B′)−1. Íåõàé wij � (i, j)-èé åëåìåíò ìàòðèöi W ,
òîäi

Γ0 = B[wij + wijλiλj + wijλ
2
i λ

2
j + . . . ]B′ .

Ðÿä ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ çáiæíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìî-
äóëi âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A ìåíøi âiä îäèíèöi. ßêùî
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öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, òî

Γ0 = B

[
wij

1− λiλj

]
B′ . (2.9.6)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷àñîâèé ðÿä, ãåíåðîâàíèé ðiâíÿííÿì
(2.9.1), êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìî-
äóëi âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A ìåíøi âiä îäèíèöi. Ó öüî-
ìó âèïàäêó iñíó¹ ìàòðèöÿ (I −A)−1, òàêîæ ìîæíà âèçíà÷èòè
ìàòðèöþ Γ0, à çãiäíî ç (2.9.3) � ìàòðèöi Γk = AkΓ0. Ôîðìóëè
(2.9.5) i (2.9.6) àëüòåðíàòèâíi äëÿ îá÷èñëåííÿ Γ0. Çàçíà÷èìî
òàêå: ÿêùî ìîäóëi âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A ìåíøi âiä
îäèíèöi, òî ìàòðèöÿ Ak = BDkB−1 çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ìà-
òðèöi ïðè çðîñòàííi k.

Çâåäåííÿ AR(p) ìîäåëi äî âåêòîðíî¨ àâòîðåãðåñi¨
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò (2.9.3), äîñëiäèìî ïîâåäiíêó

ôóíêöi¨ àâòîêîâàðiàöi¨ äëÿ àâòîðåãðåñiéíîãî ïðîöåñó AR(p) ç
íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

yt = φ1yt−1 + · · ·+ φpyt−p + εt .

Çàïèøåìî öåé ïðîöåñ ó âèãëÿäi âåêòîðíî¨ àâòîðåãðåñi¨ ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó



yt

yt−1

. . .
yt−(p−1)


 =




φ1 φ2 . . . φp−1 φp

1 0 . . . 0 0
... ... . . .

... ...
0 0 . . . 1 0







yt−1

yt−2
...

yt−p


+




εt

0
...
0


 .

(2.9.7)
Ó öüîìó âèïàäêó Yt = (yt yt−1 ... yt−(p−1))

′ i

Γk = E[Yt Y
′
t−k] =




γk γk+1 γk+2 . . . γk+p−1

γk−1 γk γk+1 . . . γk+p−2
... ... . . .

... ...
γk−(p−1) γk−(p−2) γk−(p−3) . . . γk


 .
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Çãiäíî ç ðiâíÿííÿì (2.9.3) Γk = A Γk−1. Âèêîðèñòîâóþ÷è
ïåðøèé ñòîâïåöü ìàòðèöi Γk, ìàòèìåìî, ùî àâòîêîâàðiàöi¨ γk

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ



γk

γk−1

. . .
γk−(p−1)


 =




φ1 φ2 . . . φp−1 φp

1 0 . . . 0 0
... ... . . .

... ...
0 0 . . . 1 0







γk−1

γk−2

. . .
γk−p


 ,

(2.9.8)
àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

γ̃k = Aγ̃k−1 . (2.9.9)

Çîêðåìà, ïåðøèé åëåìåíò âåêòîðà γ̃k ¹ k-îþ àâòîêîâàðiàöi¹þ
yt i çàäîâîëüíÿ¹ îäíîâèìiðíå ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ

γk = φ1γk−1 + · · ·+ φpγk−p

ïîðÿäêó p, ÿêå çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿì Þëà - Óîëêåðà (2.7.8).
Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.9.9) ìà¹ âèãëÿä

γ̃k = Akγ̃0 = BDkB−1γ̃0 = (bij)D
k(bij)γ̃0 ,

äå bij � åëåìåíòè ìàòðèöi B; bij � åëåìåíòè ìàòðèöi B−1. Òîäi
ïåðøèé åëåìåíò âåêòîðà γ̃k ìàòèìå âèãëÿä

γk = (b11 . . . b1p)




λk
1 . . . 0
... . . .

...
0 . . . λk

p







b1γ̃0
...

bpγ̃0


 =

= (b11b
1γ̃0)λ

k
1 + (b12b

2γ̃0)λ
k
2 + · · ·+ (b1pb

pγ̃0)λ
k
p ,

(2.9.10)

äå bi ïîçíà÷à¹ i-èé ðÿäîê ìàòðèöi B−1. Îòæå, ôóíêöiÿ àâòîêî-
âàðiàöi¨ γk ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ k-èõ ñòåïåíiâ âëàñíèõ çíà-
÷åíü ìàòðèöi A.
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Îòîæ, äëÿ êîâàðiàöiéíî¨ ñòàöiîíàðíîñòi V AR(1) ïðîöåñó
òðåáà âèìàãàòè, ùîá ìîäóëi âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü λi áóëè ìåí-
øèìè çà îäèíèöþ.

Ëåìà 2.9.1.Âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi A, çàäàíî¨ â (2.9.7),
¹ êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ

λp − φ1λ
p−1 − φ2λ

p−2 − · · · − φp = 0 .

Ä î â å ä å í í ÿ. Äëÿ ìàòðèöi A âiäïîâiäíèé âèçíà÷íèê
äîðiâíþ¹

|A− λI| =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




φ1 φ2 φ3 . . . φp−1 φp

1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
... ... ... . . .

... ...
0 0 0 . . . 1 0



−




λ 0 0 . . . 0 0
0 λ 0 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
... ... ... . . .

... ...
0 0 0 . . . 0 λ




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(φ1 − λ) φ2 φ3 . . . φp−2 φp−1 φp

1 −λ 0 . . . 0 0 0
0 1 −λ . . . 0 0 0
... ... ... . . .

... ... ...
0 0 0 . . . 1 −λ 0
0 0 0 . . . 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ïîìíîæèâøè p-èé ñòîâïåöü íà 1/λ i äîäàâøè ðåçóëüòàò äî
(p− 1)-øîãî ñòîâïöÿ, ìàòèìåìî

|A− λ I| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1 − λ φ2 φ3 . . . φp−2 φp−1 + φp

λ
φp

1 −λ 0 . . . 0 0 0
0 1 −λ . . . 0 0 0
... ... ... . . .

... ... ...
0 0 0 . . . 1 −λ 0
0 0 0 . . . 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Äàëi ïîìíîæèìî (p− 1)-øèé ñòîâïåöü íà 1/λ i äîäàìî äî (p−
2)-ãîãî ñòîâïöÿ. Ìàòèìåìî

|A− λ I| =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1 − λ φ2 φ3 . . . φp−2 + φp−1

λ
+ φp

λ2 φp−1 + φp

λ
φp

1 −λ 0 . . . 0 0 0
0 1 −λ . . . 0 0 0
... ... ... . . .

... ... ...
0 0 0 . . . 0 −λ 0
0 0 0 . . . 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðèìà¹ìî
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1 − λ + φ2

λ
+...+ φp

λp−1 φ2 + φ3

λ
+...+ φp

λp−2 . . . φp−1 + φp

λ
φp

0 −λ . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
... ... . . .

... ...
0 0 . . . −λ 0
0 0 . . . 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Äåòåðìiíàíò îäåðæàíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹

|A− λ I| = (−λ)p−1 [φ1 − λ +
φ2

λ
+

φ3

λ2
+ ... +

φp

λp−1
] =

= (−1)p [λp − φ1λ
p−1 − φ2λ

p−2 − ...− φp] .

Îòæå, âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi A ¹ êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ

λp − φ1λ
p−1 − φ2λ

p−2 − ...− φp = 0 .

¤

Ç ëåìè âèïëèâà¹, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ λi (i = 1, 2, ..., n) ìàò-
ðèöi A ¹ îáåðíåíèìè âåëè÷èíàìè äî êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íî-
ãî ðiâíÿííÿ

1− φ1z − φ2z
2 − · · · − φpz

p = 0 .
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Òîäi óìîâà |λi| < 1 äëÿ âñiõ i = 1, 2, ..., n åêâiâàëåíòíà óìîâi,
ùî âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ëåæàòü ïîçà îäè-
íè÷íèì êðóãîì.

Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ àâòîêîâàðiàöi¨ (2.9.10) ìà¹ òåí-
äåíöiþ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïðè çðîñòàííi k. Îòîæ, ïðè çðî-
ñòàííi "âiäñòàíi" k êîðåëÿöiÿ ìiæ çìiííèìè yt i yt−k ïðÿìó¹
äî íóëÿ. Çîêðåìà, äëÿ ÷àñîâîãî ðÿäó yt = φyt−1 + εt ìà¹ìî
γk = φkγ0. Ó öüîìó âèïàäêó àâòîêîâàðiàöiÿ ñïàäà¹ ÿê ãåîìåò-
ðè÷íà ïðîãðåñiÿ.

Ó âèïàäêó àâòîðåãðåñi¨ AR(p) ïðè p > 1 ñåðåä êîðåíiâ ðiâ-
íÿííÿ ìîæå áóòè ïàðà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåíiâ, íàïðè-
êëàä, λ1 = a + bi, λ2 = a− bi, i =

√−1.

Ðèñ. 2.9.22. AR(2) : yt = −1, 8 yt−1 − 0, 9 yt−2 + εt

Ðèñ. 2.9.23. AR(3) : yt = 0, 3 yt−1 + 1, 6 yt−2 − 0, 9 yt−3 + εt
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Ó öüîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íòè b11b
1γ̃0, b12b

2γ̃0 ó ôîðìóëi
(2.9.10) òåæ áóäóòü êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi, îñêiëüêè ñóìà äâîõ
ïåðøèõ äîäàíêiâ öi¹¨ ôîðìóëè ïîâèííà áóòè äiéñíîþ (ôóíê-
öiÿ àâòîêîâàðiàöi¨ äiéñíà). Çàïèøåìî öi êîåôiöi¹íòè ó âèãëÿäi
seiϕ i se−iϕ, à âëàñíi çíà÷åííÿ λ1, λ2, âiäïîâiäíî, ó âèãëÿäi reiϑ

i re−iϑ, äå r =
√

a2 + b2, tgϑ = b/a. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè ó
ôîðìóëó (2.9.10), îäåðæèìî

γk = s rk(ei(kϑ+ϕ) + e−i(kϑ+ϕ)) + · · · =
= 2s rk cos (kϑ + ϕ) + . . . .

(2.9.11)

Îñêiëüêè r < 1, òî ïåðøèé äîäàíîê ó (2.9.11) � çãàñàþ÷à êîñè-
íóñî¨äà àðãóìåíòó k ç ÷àñòîòîþ ϑ, ùî ïiäòâåðäæó¹ âèãëÿä àâ-
òîêîðåëÿöié äëÿ AR ïðîöåñiâ ç êîìïëåêñíèìè λi íà ðèñ.2.9.22
� 2.9.25.

Ðèñ. 2.9.24. AR(3) : yt = 1, 8 yt−1 − 0, 9 yt−2 + εt

Ðèñ. 2.9.25. AR(3) : yt = −0, 6 yt−1 + 1, 3 yt−2 − 0, 7 yt−3 + εt
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Çâåäåííÿ ARMA(p, q) ìîäåëi äî âåêòîðíî¨ àâòîðåãðåñi¨

Ìiøàíèé àâòîðåãðåñiéíèé ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî
ARMA(p, q)

yt =c + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p+

+ εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q

(2.9.12)

òàêîæ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi âåêòîðíî¨ àâòîðåãðåñi¨ ïåðøîãî
ïîðÿäêó 



yt

yt−1
...
yt−p+1

εt

εt−1
...
εt−q+1




=




c
0
...
0
0
0
...
0




+ (2.9.13)

+




φ1 φ2 . . . φp θ1 θ2 . . . θq−1 θq

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . .

... ... ... . . .
... ...

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0
... ... . . .

... ... ... . . .
... ...

0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0







yt−1

yt−2
...
yt−p

εt−1

εt−2
...
εt−q




+




εt

0
...
0
εt

0
...
0




,

ÿêó ìîæíà çàïèñàòè ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi (2.9.1), çi ñòîâïöÿ-
ìè c, Yt, et i ìàòðèöåþ A, âèçíà÷åíèìè ó (2.9.13).



Ðîçäië 3

Âëàñòèâîñòi ARMA
ïðîöåñiâ

3.1 Óìîâè ñòàöiîíàðíîñòi
ARMA ïðîöåñiâ

Êîâàðiàöiéíà ñòàöiîíàðíiñòü ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó âèìàãà¹,
ùîá äèñïåðñiÿ i àâòîêîâàðiàöi¨ áóëè ñêií÷åíèìè i íåçàëåæíèìè
âiä ÷àñó. Íàâåäåìî óìîâè ñòàöiîíàðíîñòi ARMA ïðîöåñiâ.

Ïðîöåñè ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî (MA ïðîöåñè) ñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó ¹ ñòàöiîíàðíèìè çà ïîáóäîâîþ, îñêiëüêè âîíè óòâî-
ðåíi ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ôiêñîâàíî¨ êiëüêîñòi ñòàöiîíàðíèõ
ïðîöåñiâ áiëîãî øóìó. MA ïðîöåñ áóäå íå ñòàöiîíàðíèì ëèøå
ó âèïàäêó, ÿêùî éîãî êîåôiöi¹íòè çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì

yt = µ(t) + εt + g(t) εt−1 ,

äå µ(t), g(t) � äåÿêi ôóíêöi¨ âiä t. Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî

E[yt] = µ(t) ,

67
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Var[yt] = E[y2
t ] = σ2 + g2(t) σ2 ,

ùî íå ¹ íå çàëåæíèìè âiä t. Î÷åâèäíî, ùî öåé ïðîöåñ íå ¹
ñòàöiîíàðíèì.

Ñòàöiîíàðíiñòü AR ïðîöåñiâ íå òàêà òðèâiàëüíà. Çîêðåìà,
AR(p) ïðîöåñ

yt = c + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p + εt

¹ ñòàöiîíàðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íî-
ãî ðiâíÿííÿ

1− φ1z − φ2z
2 − · · · − φpz

p = 0

ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì.
Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøèé âèïàäîê, à ñàìå AR(1) ïðîöåñ

yt = φyt−1 + εt . (3.1.1)

Ó öüîìó âèïàäêó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

1− φz = 0 ,

à éîãî êîðiíü äîðiâíþ¹ z = 1/φ. Âiäïîâiäíî |z| > 1, ÿêùî
|φ| < 1. Îòæå, ïðîöåñ (3.1.1) ñòàöiîíàðíèé, ÿêùî |φ| < 1. Òîäi
ç (3.1.1) îòðèìà¹ìî äèñïåðñiþ

Var[yt] =
σ2

1− φ2
.

Ïðè |φ| < 1 (3.1.1) îïèñó¹ íåñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ. Ñïðàâäi
ÿêùî âiçüìåìî áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ φ òàêå, ùî |φ| ≥ 1, òî, ïðè-
ïóñòèâøè ñòàöiîíàðíiñòü, îòðèìà¹ìî âiä'¹ìíó äèñïåðñiþ, ùî
íåìîæëèâî.

Íà ðèñ. 3.1.1, 3.1.2 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ÿêi
îïèñóþòüñÿ AR(1) ïðîöåñàìè âiäïîâiäíî ç φ > 1 i φ < −1.
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Ðèñ. 3.1.1. AR(1) : yt = 1, 1yt−1 + εt

Ðèñ. 3.1.2. AR(1) : yt = −1, 2yt−1 + εt

Äåòàëüíiøå ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä AR(1) ïðîöåñó, äëÿ ÿêîãî
φ = 1

yt = yt−1 + εt . (3.1.2)
Ó öüîìó âèïàäêó êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äîðiâ-
íþ¹ îäèíèöi. Òîìó ïðîöåñ (3.1.2) íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì ç îäè-
íè÷íèì êîðåíåì.

Îá÷èñëèâøè äèñïåðñiþ îáîõ ÷àñòèí (3.1.2), ìàòèìåìî

Var [yt] = Var [yt−1] + σ2 . (3.1.3)
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Ç (3.1.2) âèäíî, ùî ïðîöåñ (3.1.1) íå ¹ ñòàöiîíàðíèì, îñêiëü-
êè ðiâíiñòü Var [yt] = Var [yt−1] íå âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî σ2 6= 0.
ßêùî æ σ2 = 0, òî â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëü-
êiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

AR(1) ïðîöåñ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì (3.1.2) òàêîæ ìà¹ íàçâó
ïðîöåñó âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ. Äëÿ íüîãî áåçóìîâíà äèñïåð-
ñiÿ yt íå iñíó¹, òîáòî ¹ íåñêií÷åííîþ, òîìó ïðîöåñ íå ¹ ñòàöiî-
íàðíèì.

Íà ðèñ. 3.1.3 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâîãî ðÿäó, ùî îïèñó-
¹òüñÿ ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì êîðåíåì, à ñàìå äèíàìiêó ïðîöåñó
âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ.

Ðèñ. 3.1.3. AR(1) : yt = yt−1 + εt

Ìîæåìî óçàãàëüíèòè òàê: AR(1) ïðîöåñ ¹ ñòàöiîíàðíèì òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè |φ| < 1. Ó öüîìó âèïàäêó êîðiíü õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ 1−φz = 0 áiëüøèé çà îäèíèöþ i îïåðàòîð
1− φL ¹ çâîðîòíèì.

Öåé ðåçóëüòàò ïîøèðþ¹òüñÿ íà äîâiëüíó ARMA ìîäåëü. À
ñàìå ARMA(p, q) ìîäåëü

φ(L)yt = θ(L)εt

âiäïîâiäà¹ ñòàöiîíàðíîìó ïðîöåñó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðîç-
â'ÿçêè z1, z2, ..., zp õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ φ(z) = 0 çà ìî-
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äóëåì áiëüøi çà îäèíèöþ, òîáòî AR ïîëiíîì çâîðîòíèé. ßêùî
õî÷à á îäèí ç |zj| äîðiâíþ¹ àáî ìåíøèé çà îäèíèöþ, òî ïðîöåñ
íå ¹ ñòàöiîíàðíèì.

Ïðèêëàä 3.1.1. ARMA(2, 1) ïðîöåñ

yt = 1, 2 yt−1 − 0, 2 yt−2 + εt − 0, 5 εt−1

íåñòàöiîíàðíèé, áî z = 1 ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

1− 1, 2z + 0, 2z2 = 0 .

3.2 Îäèíè÷íi êîðåíi.
ARIMA ïðîöåñè

Ðîçãëÿíåìî ARMA ïðîöåñ, äëÿ ÿêîãî îäèí ç êîðåíiâ õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ òî÷íî äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òîäi ÿê ðåøòà
êîðåíiâ áiëüøi çà îäèíèöþ. Ó öüîìó âèïàäêó ïðîöåñ yt ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

φ∗(L)(1− L)yt = θ(L)εt ,

äå φ∗(L) � çâîðîòíèé ïîëiíîì ïîðÿäêó p− 1, àáî

φ∗(L) ∆yt = θ(L)εt , (3.2.1)

äå
∆yt = (1− L)yt = yt − yt−1 .

Îñêiëüêè êîðåíi AR ïîëiíîìà ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ

φ∗(z)(1− z) = 0 ,
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òî ìà¹ìî, ùî îäèí ðîçâ'ÿçîê z1 = 1, à ðåøòà êîðåíiâ zj ëåæàòü
ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà |zj| > 1. Ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü,
ùî çàäàíèé ïðîöåñ ìà¹ ïðîñòèé îäèíè÷íèé êîðiíü.

Ç ðiâíîñòi (3.2.1) âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî ïðîöåñ yt ìà¹ ïðî-
ñòèé îäèíè÷íèé êîðiíü, òî ÷àñîâèé ðÿä ∆yt ìîæå áóòè îïèñà-
íèé ñòàöiîíàðíîþ ARMA ìîäåëëþ.

Ïðèêëàä 3.2.1. Çàïèøåìî ïðîöåñ ç ïðèêëàäó 3.1.1 ó âèã-
ëÿäi

(1− 0, 2L)(1− L)yt = (1− 0, 5L)εt .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∆yt îïèñó¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì
ARMA(1, 1) ïðîöåñîì, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

∆yt = 0, 2∆yt−1 + εt − 0, 5εt−1 .

Íà ðèñ. 3.2.4, 3.2.5 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâîãî ðÿäó, ùî
îïèñó¹òüñÿ ïðîöåñîì, íàâåäåíèì ó ïðèêëàäi 3.1.1 i âiäïîâiäíî
äèíàìiêó ðÿäó éîãî ïåðøèõ ðiçíèöü ∆yt.

Ðèñ. 3.2.4. ARMA(2, 1) : yt = 1, 2 yt−1− 0, 2 yt−2 + εt− 0, 5 εt−1
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Ðèñ. 3.2.5. ARMA(1, 1) : ∆yt = 0, 2∆yt−1 + εt − 0, 5εt−1

×àñîâèé ðÿä, ÿêèé ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ñòàöiîíàðíèé ïiñëÿ
îá÷èñëåííÿ ïåðøèõ ðiçíèöü, íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíèì ïðîöå-
ñîì ïåðøîãî ïîðÿäêó i ïîçíà÷à¹òüñÿ I(1). ßêùî ∆yt îïèñó-
¹òüñÿ ñòàöiîíàðíîþ ARMA(p, q) ìîäåëëþ, òî êàæóòü, ùî yt

îïèñó¹òüñÿ àâòîðåãðåñiéíèì iíòåãðîâíèì ïðîöåñîì ðóõîìîãî
ñåðåäíüîãî ïîðÿäêó p, 1, q, àáî ARIMA(p, 1, q) ìîäåëëþ.

Ñòàöiîíàðíèé ÷àñîâèé ðÿä ¹ iíòåãðîâíèì ïîðÿäêó íóëü, ïî-
çíà÷à¹ìî I(0), à ÷àñîâi ðÿäè I(1) � öå ðÿäè, ÿêi ïåðåòâîðþþòü-
ñÿ â ñòàöiîíàðíi ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ ïåðøèõ ðiçíèöü. Áiëèé øóì
i ñòàöiîíàðíèé AR(1) ïðîöåñ ¹ ïðèêëàäàìè I(0) ðÿäiâ, òîäi ÿê
ïðîöåñ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ, îïèñàíèé â (3.1.2), ¹ ïðèêëàäîì
I(1) ïðîöåñó.

Çàóâàæèìî, ùî AR ïîëiíîì ìà¹ ìàòè òî÷íî îäèíè÷íèé
êîðiíü. Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ àâòîðåãðåñiéíîþ
AR(1) ìîäåëëþ ç φ = 1, 01. Âîíà ¹ íåñòàöiîíàðíîþ, îñêiëü-
êè φ > 1, òîáòî íå ¹ I(0). Êðiì òîãî, ó öüîìó âèïàäêó ìà-
¹ìî ∆yt = 0, 01yt−1 + εt. Òîìó AR(1) ïðîöåñ ç φ = 1, 01 íå ¹
iíòåãðîâíèì ïðîöåñîì ïîðÿäêó îäèí, òîáòî íå ¹ ïðîöåñîì I(1).

Ìîæåìî ïîáà÷èòè íåî÷iêóâàíèé ðåçóëüòàò âiä ïîðiâíÿííÿ
÷àñîâèõ ðÿäiâ, ÿêi ìàþòü îäèíè÷íèé êîðiíü i òèõ, ÿêi ìàþòü
êîðiíü òðîõè áiëüøèé çà îäèíèöþ. Öå çàãàëüíà ðiçíèöÿ ìiæ
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ïðîöåñàìè I(1) i I(0). Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ãîëîâíi âiäìiííî-
ñòi ìiæ ïðîöåñàìè I(0) i I(1) ïîëÿãàþòü ó òîìó, ùî I(0) ïðîöå-
ñè êîëèâàþòüñÿ íàâêîëî ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü ç ñêií÷åíîþ
äèñïåðñi¹þ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òîäi ÿê I(1) ïðîöåñè øè-
ðîêî ðîçïîâñþäæåíi. I(0) ïðîöåñè ¹ ïðîöåñàìè ïîâåðíåííÿ äî
ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, îñêiëüêè âîíè ìàþòü òåíäåíöiþ çà
äîâãèé ïåðiîä ÷àñó ïîâåðòàòèñü äî ñâîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïî-
äiâàííÿ. I(0) ïðîöåñè ìàþòü îáìåæåíó ïàì'ÿòü ìèíóëî¨ ïî-
âåäiíêè, òîäi ÿê I(1) ïðîöåñ ìà¹ íåñêií÷åííî âåëèêó ïàì'ÿòü.
Öåé îñòàííié àñïåêò ñòà¹ çðîçóìiëèì ç àâòîêîðåëÿöiéíèõ ôóí-
êöié: äëÿ I(0) ïðîöåñó àâòîêîðåëÿöi¨ çìåíøóþòüñÿ øâèäêî, çi
çáiëüøåííÿì ïðîìiæêó, òîäi ÿê äëÿ I(1) ïðîöåñó îöiíêà êîåôi-
öi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ ñïàäà¹ äî íóëÿ äóæå ïîâiëüíî. Îñòàííÿ
âëàñòèâiñòü ðîáèòü îäèíè÷íèé êîðiíü öiêàâèì ç åêîíîìi÷íîãî
ïîãëÿäó. Ó ìîäåëÿõ ç îäèíè÷íèìè êîðåíÿìè çáóðåííÿ ìàþòü
ñòiéêèé âïëèâ, òîäi ÿê ó âèïàäêó ñòàöiîíàðíèõ ìîäåëåé çáóðå-
ííÿ ìàþòü ëèøå òèì÷àñîâèé âïëèâ.

Ó 80-òèõ ðîêàõ ç'ÿâèëàñü âåëèêà êiëüêiñòü ëiòåðàòóðè ïî
çàñòîñóâàííþ òåîði¨ îäèíè÷íèõ êîðåíiâ äî áàãàòüîõ ìàêðîåêî-
íîìi÷íèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ. Çàëåæíî âiä òîãî, ÿêó òåõíiêó çàñòî-
ñîâóâàëè, ÷àñîì îòðèìóâàëè ñóïåðå÷ëèâi âèñíîâêè.

Îá÷èñëåííÿ ïåðøèõ ðiçíèöü ðÿäó äîâîëi ÷àñòî ìîæå ïå-
ðåòâîðèòè íåñòàöiîíàðíèé ÷àñîâèé ðÿä ó ñòàöiîíàðíèé. Íà-
ïðèêëàä ìîæåìî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè yt âèìiðþ¹ ëîãà-
ðèôì íàöiîíàëüíîãî äîõîäó. Òîäi ∆yt âiäïîâiäà¹ çðîñòàííþ
íàäõîäæåíü. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ïåðøà ðiçíèöÿ íåäîñòàòíÿ
äëÿ îòðèìàííÿ ñòàöiîíàðíîñòi i òðåáà çàñòîñîâóâàòè ùå îäíó
ðiçíèöþ. Ó öüîìó âèïàäêó áóäó¹ìî ðÿä, ñêëàäåíèé ç âåëè÷èí
∆(∆yt) = ∆yt − ∆yt−1, ùî, çîêðåìà, ìîæå âiäïîâiäàòè çìiíi
çðîñòàííÿ íàäõîäæåíü. ßêùî ðÿä, ñêëàäåíèé ç äðóãèõ ðiçíèöü
∆2yt, ¹ ñòàöiîíàðíèì, òî ÷àñîâèé ðÿä yt íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâ-
íèì ïîðÿäêó äâà i ïîçíà÷à¹òüñÿ I(2). Òàêi ðÿäè ìàþòü îäèíè-
÷íèé êîðiíü êðàòíîñòi äâà. Äëÿ ÷àñîâîãî ðÿäó I(2) ðÿä ∆yt ¹
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íåñòàöiîíàðíèì, àëå ∆2yt � ñòàöiîíàðíèé.
Íà ðèñ. 3.2.6 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâîãî ðÿäó, ùî îïèñó-

¹òüñÿ ïðîöåñîì, ÿêèé ìà¹ îäèíè÷íèé êîðiíü êðàòíîñòi äâà. Íà
ðèñ. 3.2.7, 3.2.8 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ÿêi îïèñó-
þòü éîãî ïåðøi i äðóãi ðiçíèöi âiäïîâiäíî.

Ðèñ. 3.2.6. I(2) : yt = 2 yt−1 − yt−2 + εt

Ðèñ. 3.2.7. I(1) : ∆yt = ∆yt−1 + εt
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Ðèñ. 3.2.8. I(0) : ∆2yt = εt

Àíàëîãi÷íî ìîæåìî óñóíóòè íåñòàöiîíàðíiñòü ïåðåòâîðåí-
íÿì ÷àñîâîãî ðÿäó ç d - êðàòíèì îäèíè÷íèì êîðåíåì. Çàãàëîì,
ÿêùî äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ó ñòàöiîíàðíèé ðÿä òðåáà îá÷èñëþâà-
òè ðiçíèöi äî ïîðÿäêó d

∆dyt = (1− L)d yt ,

ïðè÷îìó ∆dyt îïèñó¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì ARMA(p, q) ïðîöåñîì,
òî ïðîöåñ yt íàçèâà¹òüñÿ àâòîðåãðåñiéíèì iíòåãðîâíèì ïðîöå-
ñîì ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî i ïîçíà÷à¹òüñÿ ARIMA(p, d, q). Ïåð-
øèé ïàðàìåòð p íàëåæèòü äî ïîðÿäêó àâòîðåãðåñiéíîãî îïå-
ðàòîðà, äðóãèé d � äî ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ, òðåòié q ïîçíà÷à¹
ïîðÿäîê îïåðàòîðà ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî. Îá÷èñëþþ÷è ðiçíèöi
ïîðÿäêó d âiä ARIMA(p, d, q) ïðîöåñó, ïîðîäæó¹ìî ARMA(p, q)
ïðîöåñ.

Äåòàëüíiøå äîñëiäæåííÿ ïðîöåñiâ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì
ïðîäîâæèìî ó ðîçäiëàõ 7, 11.

3.3 Òîòîæíi êîðåíi
Ðîçâèíåííÿ MA i AR ïîëiíîìiâ íà äîáóòîê ëiíiéíèõ ôóíêöié
ïîêàçó¹ ïðîáëåìó òîòîæíèõ êîðåíiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî AR i MA
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÷àñòèíè ìîäåëåé ìàþòü îäíàêîâi êîðåíi, ÿêèì âiäïîâiäà¹ ëi-
íiéíà ôóíêöiÿ âiä L i ÿêó, î÷åâèäíî, ìîæíà ñêîðîòèòè.

Ùîá ïðîiëþñòðóâàòè öå, ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ áiëîãî øóìó

yt = εt . (3.3.1)

Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè (3.3.1) íà (1− ρL), ìàòèìåìî

(1− ρL)yt = (1− ρL)εt , (3.3.2)

àáî
yt = ρyt−1 + εt − ρ εt−1 .

Çpîçóìiëî, ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ çîáðàæåííÿ (3.3.1), òîäi
(3.3.2) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ρ. Îòæå, (3.3.2) ìîæå áóòè
îïèñàíå ÿê ARMA(1, 1) ïðîöåñ, ç φ1 = ρ i θ1 = −ρ. Âàæëèâî
óíèêàòè òàêî¨ ïàðàìåòðèçàöi¨. Îñêiëüêè êîæíå çíà÷åííÿ ρ â
(3.3.2) îïèñó¹ äàíi îäíàêîâî äîáðå, ìàòèìåìî ïðîáëåìè ç îöií-
êîþ ïàðàìåòðà ρ. Êðiì òîãî, òåîðåòè÷íi ìàíiïóëÿöi¨, ÿêi  póí-
òóþòüñÿ íà çîápàæåííÿõ (3.3.2), ìîæóòü ïðîïóñòèòè êëþ÷îâi
âiäìiííîñòi. ßêùî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ARMA(1, 1) ìîäåëü, â
ÿêié θ1 áëèçüêå äî −φ1, òî äàíi ìîãëè á êðàùå áóòè çìîäåëüî-
âàíi ÿê ïðîñòèé áiëèé øóì.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ðîçãëÿíóòè ARMA(2, 1) ìîäåëü, ÿêó çà-
ïèøåìî ó âèãëÿäi

(1− φ1 L− φ2 L2) yt = (1 + θ L) εt , (3.3.3)

àáî
(1− ϕ1 L)(1− ϕ2 L) yt = (1 + θ L) εt .

ßêùî θ = −ϕ1, òî ìîæåìî ïîäiëèòè îáèäâi ÷àñòèíè íà (1 −
ϕ1 L) i îòðèìà¹ìî

(1− ϕ2 L) yt = εt ,

ùî ¹ AR(1) ïðîöåñîì, ÿêèé åêâiâàëåíòíèé äî (3.3.3).
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Ïðèêëàä 3.3.1. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü

yt = yt−1 − 0, 25 yt−2 + εt − 0, 5 εt−1 , (3.3.4)

ÿêà ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê

(1− 0, 5L)(1− 0, 5L) yt = (1− 0, 5L)εt .

Î÷åâèäíî, ùî öþ ìîäåëü ìîæíà çâåñòè äî AR(1) ìîäåëi

yt = 0, 5 yt−1 + εt ,

ÿêà îïèñó¹ ïðîöåñ åêâiâàëåíòíèé äî (3.3.4).
Òîòîæíi êîðåíi ìîæóòü âèíèêàòè â ARMA(p, q) ìîäåëÿõ.

Ðîçãëÿíåìî ðîçâèíåííÿ íà ìíîæíèêè ïîëiíîìiàëüíèõ îïåðà-
òîðiâ öüîãî ïðîöåñó

(1− λ1L)(1− λ2L) · · · (1− λpL)(yt − µ) =

= (1− η1L)(1− η2L) · · · (1− ηqL)εt .
(3.3.5)

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî |λi| < 1 äëÿ êîæíîãî i, òîáòî ïðîöåñ ¹ êî-
âàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèì. ßêùî àâòîðåãðåñiéíèé îïåðàòîð
(1 − φ1L − φ2L

2 − ... − φpL
p) i îïåðàòîð póõîìîãî ñåpåäíüîãî

(1 + θ1L + θ2L
2 + ... + θqL

q) ìàþòü îäíàêîâi êîðåíi, íàïpèêëàä,
λi = ηj äëÿ äåÿêîãî i òà j, òî îáèäâi ÷àñòèíè (3.3.5) ìîæíà
ïîäiëèòè íà (1− λiL)

p∏
k=1
k 6=i

(1− λkL)(yt − µ) =

q∏
k=1
k 6=j

(1− ηkL)εt ,

àáî
(1− φ∗1L−φ∗2L

2 − ...− φ∗p−1L
p−1) (yt − µ) =

= (1 + θ∗1L + θ∗2L
2 + ... + θ∗q−1L

q−1) εt ,
(3.3.6)
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äå
(1− φ∗1L− φ∗2L

2 − ...− φ∗p−1L
p−1) ≡

≡ (1− λ1L)(1− λ2L) · · · (1− λi−1L)(1− λi+1L) · · · (1− λpL) ,

(1 + θ∗1L + θ∗2L
2 + ... + θ∗q−1L

q−1) ≡
≡ (1− η1L)(1− η2L) · · · (1− ηj−1L)(1− ηj+1L) · · · (1− ηqL).

Òîìó ó âèïàäêó îäíîãî òîòîæíîãî êîðåíÿ ñòàöiîíàðíà
ARMA(p, q) ìîäåëü ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi åêâiâàëåíò-
íî¨ ñòàöiîíàðíî¨ ARMA(p− 1, q − 1) ìîäåëi.

Ïðîáëåìà òîòîæíèõ êîðåíiâ iëþñòðó¹ òðóäíîùi îöiíþâàí-
íÿ ARMA ìîäåëi ç AR i MA ÷àñòèíàìè âèñîêèõ ïîðÿäêiâ.
Ïðè÷èíà ñêëàäíîñòi â òîìó, ùî êîðåíi MA i AR ïîëiíîìiâ ¹
ìàéæå îäíàêîâèìè. Ó öüîìó âèïàäêó ñïðîùåíà ARMA(p −
1, q − 1) ìîäåëü áóäå ìàéæå åêâiâàëåíòíèì çîáðàæåííÿì. Îò-
æå, òîòîæíi êîðåíi ïðèçâîäÿòü äî íàäïàðàìåòðèçàöi¨ ìîäåëi.

3.4 Àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à
ôóíêöiÿ

Íåõàé {γj}∞j=−∞ ïîñëiäîâíiñòü àâòîêîâàðiàöié êîâàðiàöiéíî -
ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó yt. Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä, ñêëàäåíèé ç
êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîâàðiàöié, àáñîëþòíî çáiæíèé, òîáòî

∞∑
j=−∞

|γj| < ∞ .

Îçíà÷åííÿ 3.4.1. Ôóíêöiÿ

gy(z) =
∞∑

j=−∞
γj zj , (3.4.1)
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àðãóìåíò z ÿêî¨ ¹ êîìïëåêñíèì ñêàëÿðîì, íàçèâà¹òüñÿ àâòî-
êîâàðiàöiéíîþ ãåíåðóþ÷îþ ôóíêöi¹þ.

Îñîáëèâèé iíòåðåñ âèêëèêàþòü òi çíà÷åííÿ z, ÿêi ëåæàòü
íà êîìïëåêñíîìó îäèíè÷íîìó êîëi

z = cos(ω)− i sin(ω) = e−iω .

ßêùî â àâòîêîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ ïiäñòàâèòè
z = e−iω i ïîäiëèòè íà 2π, òî îòpèìà¹ìî ôóíêöiþ âiä ω

sy(ω) =
1

2π
gy(e

−iω) =
1

2π

∞∑
j=−∞

γje
−iωj,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðîì ðÿäó yt. Äëÿ ïðîöåñiâ ç àáñîëþòíî
ñóìîâíèìè àâòîêîâàðiàöiÿìè ôóíêöiÿ sy(ω) iñíó¹ i ìîæå áóòè
âèêîðèñòàíà äëÿ îá÷èñëåííÿ óñiõ àâòîêîâàðiàöié. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî êîëè äâà ðiçíèõ ïðîöåñè ìàþòü îäíàêîâi àâòîêîâà-
ðiàöiéíi ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨, òî öi äâà ïðîöåñè ìàþòü îäíàêîâi
ïîñëiäîâíîñòi àâòîêîâàðiàöié.

Îá÷èñëèìî àâòîêîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ MA(1)
ïðîöåñó. Ç ôîðìóë (2.2.3), (2.2.4), (2.2.5) ó ðîçäiëi 2 âèïëèâà¹,
ùî àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä

gy(z) = [θσ2] z−1 + [(1 + θ2)σ2] z0 + [θσ2] z1 =

= σ2 [θz−1 + (1 + θ2) + θz] .
(3.4.2)

Çàóâàæèìî, ùî öåé âèðàç ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

gy(z) = σ2 (1 + θz)(1 + θz−1) . (3.4.3)

Ïîäiáíèé âèãëÿä ìà¹ àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ
äëÿ MA(q) ïðîöåñó

yt = µ + (1 + θ1L + θ2L
2 + ... + θqL

q)εt .
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Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî
gy(z) = σ2(1 + θ1z + θ2z

2 + ... + θqz
q)×

× (1 + θ1z
−1 + θ2z

−2 + ... + θqz
−q) .

(3.4.4)

Ïåðåìíîæèìî äóæêè â (3.4.4) i çãðóïó¹ìî ÷ëåíè ç îäíàêîâèìè
ñòåïåíÿìè z

(1+θ1z + θ2z
2 + ... + θqz

q) (1 + θ1z
−1 + θ2z

−2 + ... + θqz
−q) =

=(θq) zq + (θq−1 + θqθ1) z(q−1)+

+ (θq−2 + θq−1θ1 + θqθ2) z(q−2) + ...+ (3.4.5)
+ (θ1 + θ2θ1 + θ3θ2 + ... + θqθq−1) z1+

+ (1 + θ2
1 + θ2

2 + ... + θ2
q) z0+

+ (θ1 + θ2θ1 + θ2θ3 + ... + θqθq−1) z−1 + ... + (θq) z−q .

Ïîðiâíþþ÷è (3.4.5) ç (2.3.4), áà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íòè áiëÿ zj â
(3.4.5) ¹ ñïðàâäi j-ìè àâòîêîâàðiàöiÿìè.

Çíàéäåìî àâòîêîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ gy(z) ó âè-
ïàäêó MA(∞) ïðîöåñy. Íåõàé

yt = µ + ψ(L) εt , (3.4.6)

äå
ψ(L) = ψ0 + ψ1L + ψ2L

2 + ... (3.4.7)
i ∞∑

j=0

|ψj| < ∞ , (3.4.8)

òîäi
gy(z) = σ2 ψ(z) ψ(z−1) . (3.4.9)

Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó àâòîêîâàðiàöiéíî¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíê-
öi¨ äëÿ àâòîðåãðåñiéíèõ ïðîöåñiâ. Çîêðåìà, ñòàöiîíàðíèé
AR(1) ïðîöåñ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

yt − µ = (1− φL)−1εt ,
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ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç (3.4.6) äëÿ ψ(L) = 1/(1 − φL). Òîäi àâòî-
êîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ äëÿ AR(1) ïðîöåñó ìîæíà
îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

gy(z) =
σ2

(1− φz)(1− φz−1)
. (3.4.10)

Ñïðàâäi, ïåðåòâîðèâøè (3.4.10)

σ2

(1− φz)(1− φz−1)
=

= σ2(1 + φz + φ2z2 + φ3z3 + ...) (1 + φz−1 + φ2z−2 + φ3z−3 + ...),

ìàòèìåìî, ùî êîåôiöi¹íòè áiëÿ zj ìàþòü âèãëÿä

σ2(φj + φj+1φ + φj+2φ2 + ...) =
σ2φj

1− φ2
,

òîáòî çáiãàþòüñÿ ç ôîðìóëàìè (2.2.5) äëÿ j-èõ àâòîêîâàðiàöié,
ÿêi âèâåäåíî ó ðîçäiëi 2.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíê-
öiÿ äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ARMA(p, q) ïðîöåñó ìà¹ âèãëÿä

gy(z) = (3.4.11)

=
σ2(1 + θ1z + ... + θqz

q)(1 + θ1z
−1 + ... + θqz

−q)

(1− φ1z − ...− φpzp)(1− φ1z−1 − ...− φpz−p)
.

Ôiëüòpóâàííÿ
Iíîäi äàíi âiäôiëüòðîâàíi, òîáòî ïåðåòâîðåíi ÷è îáðîáëåíi

ïåðåä òèì, ÿê ìè ¨õ àíàëiçó¹ìî. Âèçíà÷èìî íàñëiäêè âïëèâó
òàêî¨ îáðîáêè íà àâòîêîâàðiàöi¨. Öi âèñíîâêè ëåãêî çðîáèòè íà
ïiäñòàâi àíàëiçó àâòîêîâàðiàöiéíî¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòêîâi äàíi yt îïèñóþòüñÿ MA(1) ïðî-
öåñîì

yt = (1 + θL) εt (3.4.12)
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ç àâòîêîâàðiàöiéíîþ ãåíåðóþ÷îþ ôóíêöi¹þ çàäàíîþ â (3.4.2).
Íåõàé ñïîñòåðåæóâàíi äàíi xt çîáðàæàþòü ïåðøi ðiçíèöi

ðÿäó yt

xt = yt − yt−1 = (1− L)yt . (3.4.13)
Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.4.12) â (3.4.13), îòðèìà¹ìî, ùî ñïîñòåðåæó-
âàíi äàíi ìîæóòü îõàðàêòåðåçóâàòè òàêèé MA(2) ïðîöåñ:

xt = (1− L)(1 + θL) εt = (1 + (θ − 1)L− θL2) εt =

= (1 + θ1L + θ2L
2) εt ,

(3.4.14)

äå θ1 ≡ (θ − 1) i θ2 = −θ. Àâòîêîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóí-
êöiþ ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ xt ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìî-
ãîþ (3.4.4)

gx(z) = σ2(1 + θ1z + θ2z
2)(1 + θ1z

−1 + θ2z
−2) . (3.4.15)

Çãiäíî ç (3.4.14), ïîëiíîì (1 + θ1z + θ2z
2) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó

âèãëÿäi
(1 + θ1z + θ2z

2) = (1− z)(1 + θz) .

Òîäi (3.4.15) çàïèøåòüñÿ ÿê

gx(z) = σ2(1− z)(1 + θz)(1− z−1)(1 + θz−1) =

= (1− z)(1− z−1)gy(z) .
(3.4.16)

Âèðàçè (3.4.15) i (3.4.16) çîáðàæàþòü òó ñàìó ôóíêöiþ âiä z,
ÿêèé âèðàç ìè îáåðåìî � öå ïèòàííÿ çðó÷íîñòi. Îòæå, çàñòîñó-
âàííÿ ôiëüòðà (1−L) äî yt äà¹ òîé ñàìèé påçóëüòàò, ùî i ìíî-
æåííÿ àâòîêîâàpiàöiéíî¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ íà
(1− z)(1− z−1).

Óçàãàëüíèìî öåé âèñíîâîê. Ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòêîâi äàíi
yt çàäîâîëüíÿþòü (3.4.6) � (3.4.8), ñïîñòåðåæóâàíi äàíi � öå,
âiäïîâiäíî, ôiëüòðîâàíi çíà÷åííÿ yt. Íåõàé

xt = h(L)yt , (3.4.17)
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äå

h(L) =
∞∑

j=−∞
hjL

j ,

∞∑
j=−∞

|hj| < ∞ .

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.4.6) â (3.4.17), ìàòèìåìî, ùî ñïîñòåðåæó-
âàíi äàíi xt îïèñóþòüñÿ òàê:

xt = h(1)µ + h(L)ψ(L) εt ≡ µ∗ + φ∗(L) εt,

äå µ∗ ≡ h(1)µ i φ∗(L) ≡ h(L)ψ(L).
Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü êîåôiöi¹íòiâ {ψ∗j}∞j=−∞, ÿêi âiä-

ïîâiäàþòü îïåðàòîðó ψ∗, àáñîëþòíî ñóìîâíà. Äëÿ öüîãî ïåðå-
òâîðèìî

ψ∗(z) =

( ∞∑
j=−∞

hjz
j

) ( ∞∑

k=0

ψkz
k

)
=

= (... + h−jz
−j + h−j+1z

−j+1 + ... + h−1z
−1 +

+ h0z
0 + h1z

1 + ... + hjz
j + hj+1z

j+1 + ...)×
× (ψ0z

0 + ψ1z
1 + ψ2z

2 + ...),

çâiäêè áà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íò áiëÿ zj ìàòèìå âèãëÿä

ψ∗j = hjψ0 + hj−1ψ1 + hj−2ψ2 + ... =
∞∑

k=0

hj−kψk.

Òîäi

∞∑
j=−∞

|ψ∗j | =
∞∑

j=−∞

∣∣∣∣∣
∞∑

k=0

hj−kψk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

j=−∞

∞∑

k=0

|hj−kψk| =

=
∞∑

k=0

|ψk|
∞∑

j=−∞
|hj−k| =

∞∑

k=0

|ψk|
∞∑

j=−∞
|hj| < ∞
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i àâòîêîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ ïåðåòâîðåíèõ äàíèõ xt

ìîæíà îá÷èñëèòè ÿê

gx(z) = σ2ψ∗(z)ψ∗(z−1) = σ2h(z)ψ(z)ψ(z−1)h(z−1) =

= h(z)h(z−1)gy(z) . (3.4.18)

Îòæå, çàñòîñóâàííÿ ôiëüòðó h(L) äî ðÿäó yt ñïðè÷èíþ¹ ìíî-
æåííÿ éîãî àâòîêîâàðiàöiéíî¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ íà
h(z)h(z−1).

3.5 Çâîðîòíiñòü ïðîöåñiâ ÷àñîâèõ
ðÿäiâ

Çâîðîòíiñòü àâòîðåãðåñiéíèõ ïðîöåñiâ åêâiâàëåíòíà ñòàöiîíàð-
íîñòi öèõ ïðîöåñiâ. À ñàìå, ÿêùî äëÿ AR(p) ïðîöåñó

yt = µ + φ1 yt−1 + ... + φp yt−p + εt

êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

1− φ1 z − φ2 z2 − ...− φp zp = 0

ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà, òî òàêèé ïðîöåñ åêâiâàëåí-
òíèé äî ïðîöåñó MA(∞), òîáòî ¹ çâîðîòíèì. Ïðîöåñè ðóõî-
ìîãî ñåðåäíüîãî ñòàöiîíàðíi çà ïîáóäîâîþ. Ïðîòå äëÿ ¨õíüî¨
çâîðîòíîñòi òðåáà íàêëàäàòè äîäàòêîâi óìîâè.

Äîñëiäèìî çâîðîòíiñòü ïðîöåñiâ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî.

3.5.1 Çâîðîòíiñòü ÌÀ(1) ïðîöåñó
Ðîçãëÿíåìî MA(1) ïðîöåñ

yt − µ = (1 + θL)εt , (3.5.1)
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äå
E[εtεs] =

{
σ2 äëÿ t = s,
0 äëÿ t 6= s.

Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî |θ| < 1, òî

(1 + θL)−1 = [1− (−θL)]−1 =

= 1 + (−θ)L + (−θ)2L2 + (−θ)3L3 + ... .

Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè (3.5.1) íà (1 + θL)−1, îòðèìà¹ìî

(1− θL + θ2L2 − θ3L3 + ...)(yt − µ) = εt , (3.5.2)

ùî ìîæíà pîçãëÿäàòè ÿê AR(∞) ïðîöåñ.
ßêùî çîápàæåííÿ ïpîöåñó póõîìîãî ñåpåäíüîãî (3.5.1) çà

äîïîìîãîþ îïåpàòîpà, îáåpíåíîãî äî îïåpàòîpà (1+θL), ìîæå
áóòè çàïèñàíî ÿê AR(∞) çîápàæåííÿ (3.5.2), òî ïpîöåñ póõî-
ìîãî ñåpåäíüîãî íàçèâà¹òüñÿ çâîðîòíèì.

Îòæå, äëÿ MA(1) ïðîöåñó çâîðîòíiñòü âèìàãà¹, ùîá |θ| < 1.
ßêùî |θ| ≥ 1, òî íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü (3.5.2) íå ìîæíà
âèçíà÷èòè.

Äîñëiäèìî çâîðîòíiñòü ó òåðìiíàõ ïåðøîãî i äðóãîãî ìî-
ìåíòiâ. Håõàé MA(1) ïðîöåñ (3.5.1) ìà¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâà-
ííÿ µ i àâòîêîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ

gy(z) = σ2(1 + θz)(1 + θz−1) . (3.5.3)

Ðîçãëÿíåìî iíøèé MA(1) ïðîöåñ

ỹt − µ = (1 + θ̃L)ε̃t , (3.5.4)

äå
E[ε̃tε̃s] =

{
σ̃2 äëÿ t = s,
0 äëÿ t 6= s .
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Çàóâàæèìî, ùî ỹt i yt ìàþòü îäíàêîâi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ
µ. Àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ ïðîöåñó (3.5.4)
ìà¹ âèãëÿä

gỹ(z) = σ̃2(1 + θ̃z)(1 + θ̃z−1) =

= σ̃2{(θ̃−1z−1 + 1)(θ̃z)}{(θ̃−1z + 1)(θ̃z−1)} =

= (σ̃2θ̃2)(1 + θ̃−1z)(1 + θ̃−1z−1) .

(3.5.5)

Ïðèïóñòèìî, ùî ïàðàìåòðè (θ̃, σ̃2) ïðîöåñó (3.5.4) ïîâ'ÿçàíi
ç ïàðàìåòðàìè (θ, σ) ïðîöåñó (3.5.1) òàê:

θ = θ̃−1 , (3.5.6)
σ2 = θ̃2σ̃2 . (3.5.7)

Òîäi àâòîêîâàðiàöiéíi ãåíåðóþ÷i ôóíêöi¨ (3.5.3) i (3.5.5) áóäóòü
îäíàêîâi, òîáòî yt i ỹt áóäóòü ìàòè îäíàêîâi ïåðøi òà äðóãi
ìîìåíòè.

Ç (3.5.6) âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî |θ| < 1, òî |θ̃| > 1 . Iíøèìè
ñëîâàìè, äëÿ êîæíîãî çâîðîòíîãî MA(1) çîáðàæåííÿ (3.5.1)
ìîæíà çíàéòè íåçâîðîòíå MA(1) çîáðàæåííÿ (3.5.4) ç îäíàêî-
âèìè ïåðøèìè òà äðóãèìè ìîìåíòàìè. Íàâïàêè, äëÿ çàäàíîãî
íåçâîðîòíîãî çîáðàæåííÿ ç |θ̃| > 1 iñíó¹ çâîðîòíå çîáðàæåííÿ
ç θ = (1/θ̃) ç îäíàêîâèìè ïåðøèìè òà äðóãèìè ìîìåíòàìè. Â
ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ, êîëè θ = ±1, iñíó¹ ëèøå îäíå çîáðàæåí-
íÿ ïðîöåñó � íåçâîðîòíå.

Êðiì òîãî, ùî çâîðîòíi i íåçâîðîòíi çîáðàæåííÿ ìàþòü òi
ñàìi ìîìåíòè, ïðàâèëüíà ëåìà.

Ëåìà 3.5.1. Áóäü-ÿêå çîápàæåííÿ (3.5.1) ÷è (3.5.4) ìî-
æíà âèêîðèñòàòè ÿê îäíàêîâî àäåêâàòíèé îïèñ áóäü-ÿêîãî
MA(1) ïðîöåñó.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ìà¹ìî íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü
ỹt ïîáóäîâàíó çà äîïîìîãîþ (3.5.4) ç θ̃ > 1. Îòæå, ìè çíà¹ìî,
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ùî öi äàíi çãåíåðîâàíi MA(1) ïðîöåñîì, ÿêèé ìà¹ íåçâîðîòíå
çîápàæåííÿ.

Íà ïiäñòàâi äàíèõ ỹt âèçíà÷èìî ðÿä {εt}∞t=−∞ òàê:

εt ≡ (1 + θL)−1(ỹt − µ) = (3.5.8)
= (ỹt − µ)− θ(ỹt−1 − µ) + θ2(ỹt−2 − µ)− θ3(ỹt−3 − µ) + ... ,

äå θ = 1/θ̃. Çàóâàæèìî òàêå: îñêiëüêè |θ| < 1, òî ïîñëiäîâíiñòü
εt çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó êâàäpàòè÷íîìó.

Áiëüøå òîãî, ïîñëiäîâíiñòü εt ¹ áiëèì øóìîì. Íàéïðîñòi-
øèì øëÿõîì ïåðåâiðêè öüîãî ¹ îá÷èñëåííÿ àâòîêîâàðiàöiéíî¨
ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ äëÿ εt. ßêùî êîåôiöi¹íòè â gε(z) áiëÿ zj (j-
òà àâòîêîâàðiàöiÿ) äîðiâíþòü 0 äëÿ êîæíîãî j 6= 0, òî ìàòèìå-
ìî, ùî εt ¹ ïðîöåñîì áiëîãî øóìó. Ç (3.5.8) i (3.4.18) âèïëèâà¹,
ùî àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ εt ìà¹ âèãëÿä

gε = (1 + θz)−1(1 + θz−1)−1gỹ(z) . (3.5.9)

Ïiäñòàâèâøè (3.5.5) â (3.5.9), ìà¹ìî

gε = (1 + θz)−1(1 + θz−1)−1(σ̃2θ̃2)(1 + θ̃−1z)(1 + θ̃−1z−1) =

= σ̃2θ̃2 , (3.5.10)

îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ θ̃−1 = θ. Ç (3.5.10) áà÷èìî, ùî εt ¹
ïðîöåñîì áiëîãî øóìó ç äèñïåðñi¹þ σ̃2θ̃2.

Ïîìíîæèâøè îáèäâi ñòîðîíè (3.5.8) íà (1+θL), îòðèìà¹ìî

ỹt − µ = (1 + θL)εt ,

òîáòî ïðàâèëüíå çâîðîòíå MA(1) çîáðàæåííÿ äàíèõ, ÿêi ìè
ïîáóäóâàëè íà îñíîâi íåçâîðîòíîãî çîáðàæåííÿ (3.5.4).

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òàêîæ ïðàâèëüíå. Ïðèïóñòèìî, ùî
äàíi ãåíåðóþòüñÿ íà îñíîâi çâîðîòíîãî çîáðàæåííÿ (3.5.1) ç
|θ| < 1. Òîäi iñíó¹ íåçâîðîòíå çîáðàæåííÿ ç θ̃ = 1/θ, ÿêå îïèñó¹
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öi äàíi ç îäíàêîâîþ òî÷íiñòþ. Ùîá îõàðàêòåðèçóâàòè öå íåçâî-
ðîòíå çîáðàæåííÿ, ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð îáåðíåíèé äî (1+ θ̃L)

(1 + θ̃L)−1 = θ̃−1L−1(1 + θ̃−1L−1)−1 =

= (θ̃−1L−1) [1− θ̃−1L−1 + θ̃−2L−2 − θ̃−3L−3 + ...] =

= θL−1[1− θL−1 + θ2L−2 − θ3L−3 + ...] .

Âèçíà÷èìî ε̃t òàê:

ε̃t ≡ θ(yt+1 − µ)− θ2(yt+2 − µ) + θ3(yt+3 − µ)− ... . (3.5.11)

Çàóâàæèìî, ùî öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ äëÿ |θ| < 1. Êðiì òîãî, ðÿä
(3.5.11) ¹ áiëèì øóìîì, îñêiëüêè

gε̃(z) = θz−1 (1− θz−1 + θ2z−2 − θ3z−3 + ... ) θz×
× (1− θz1 + θ2z2 − θ3z3 + ...) σ2(1 + θz)(1 + θz−1) =

= θ2σ2.

Êîåôiöi¹íòè áiëÿ zj äîðiâíþþòü 0 äëÿ j 6= 0, îòæå, âñi àâòî-
êîâàðiàöi¨ äîðiâíþþòü íóëþ, à òîìó ε̃t ¹ áiëèì øóìîì, ùî é
òðåáà áóëî äîâåñòè. Çà ïîáóäîâîþ

yt − µ = (1 + θ̃L)ε̃t .

Îòæå, ìè çíàéøëè íåçâîðîòíå MA(1) çîápàæåííÿ äàíèõ, ùî
áóëè ôàêòè÷íî çãåíåðîâàíi çâîðîòíèì MA(1) çîápàæåííÿì
(3.5.1). ¤

Íà ðèñ.3.5.9, 3.5.10 çîáðàæåíî äèíàìiêó ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ÿêi
îïèñóþòüñÿ MA(1) ïðîöåñàìè, ùî ìàþòü âiäïîâiäíî çâîðîòíå
(θ < 1) i íåçâîðîòíå (θ > 1) çîáðàæåííÿ.

Çâîðîòíå àáî íåçâîðîòíå çîápàæåííÿ ìîæóòü õàðàêòåðèçó-
âàòè áóäü-ÿêi äàíi îäíàêîâî äîáðå, àëå ¹ ïðàêòè÷íà ïðè÷èíà
âèêîðèñòîâóâàòè çâîðîòíå çîáðàæåííÿ. Çîêðåìà, çàóâàæèìî
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Ðèñ. 3.5.9. MA(1) : yt = εt + 0, 1εt−1

Ðèñ. 3.5.10. MA(1) : yt = εt + 10εt−1

òàêå: ùîá çíàéòè çíà÷åííÿ ε â ìîìåíò ÷àñó t ïîçâ'ÿçàíå çi çâî-
ðîòíèì çîápàæåííÿ (3.5.8), íàì òðåáà çíàòè ïîïåðåäíi çíà÷åí-
íÿ yt. Äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ ε̃ â ìîìåíò ÷àñó t ïîâ'ÿçàíå çi
íåçâîðîòíèì çîápàæåííÿì (3.5.11), íàì ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè
óñi íàñòóïíi çíà÷åííÿ yt: yt+1, yt+2, ....

ßê áóäå çàçíà÷åíî â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ, äåÿêi çðó÷íi àë-
ãîðèòìè îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ i ïðîãíîçó ìîæíà çàñòîñóâà-
òè òiëüêè òîäi, êîëè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çâîðîòíå çîápàæåííÿ.
Çíà÷åííÿ εt, ïîâ'ÿçàíå çi çâîðîòíèì çîápàæåííÿì, iíîäi íàçè-
âàþòü ôóíäàìåíòàëüíèì äëÿ yt.
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3.5.2 Çâîpîòíiñòü MA(q) ïpîöåñó
Ðîçãëÿíåìî MA(q) ïðîöåñ

(yt − µ) = (1 + θ1L + θ2L
2 + ... + θqL

q)εt , (3.5.12)

E[εtεs] =

{
σ2 äëÿ t = s,
0 äëÿ t 6= s.

ßêùî êîðåíi ðiâíÿííÿ

(1 + θ1z + θ2z
2 + ... + θqz

q) = 0 (3.5.13)

ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà, òî (3.5.12) ìîæíà çàïèñàòè
ÿê AR(∞) ïðîöåñ

(1 + η1L + η2L
2 + η3L

3 + ...)(yt − µ) = εt ,

äå

(1 + η1L + η2L
2 + η3L

3 + ...) = (1 + θ1L + θ2L
2 + ... + θqL

q)−1 .

Ó öüîìó âèïàäêó MA(q) çîápàæåííÿ (3.5.12) ¹ çâîðîòíèì.
Çàïèøåìî îïåpàòîp póõîìîãî ñåpåäíüîãî ó âèãëÿäi

(1 + θ1L + θ2L
2 + ... + θqL

q) =

(1− λ1L)(1− λ2L) · · · (1− λqL) .
(3.5.14)

ßêùî |λi| < 1 äëÿ êîæíîãî i, òî âñi êîðåíi (3.5.13) ëåæàòü
ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà i çîáðàæåííÿ (3.5.12) � çâîðîòíå.

Ó âèïàäêó, êîëè äåÿêi λi ëåæàòü ççîâíi, àëå íå íà îäèíè÷-
íîìó êîëi, òîáòî |λi| > 1äëÿ äåÿêèõ i, Õåíñåí i Ñàðäæåíò ïðî-
ïîíóâàëè òàêó ïðîöåäóðó çíàõîäæåííÿ çâîðîòíîãî çîáðàæåí-
íÿ. Àâòîêîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiÿ äëÿ yt ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿäi

gy(z) =σ2{(1− λ1z)(1− λ2z) · · · (1− λqz)}×
× {(1− λ1z

−1)(1− λ2z
−1) · · · (1− λqz

−1)} .
(3.5.15)
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Âïîðÿäêó¹ìî λ òàê, ùîá (λ1, λ2, ..., λn) áóëè âñåðåäèíi îäèíè÷-
íîãî êðóãà, à (λn+1, λn+2, ..., λq) ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà. Çàìi-
íèìî σ2 â (3.5.15) íà σ2λ2

n+1λ
2
n+2 · · ·λ2

q. Îñêiëüêè êîìïëåêñíi λi

ç'ÿâëÿþòüñÿ ÿê ñïðÿæåíi ïàðè, òî òàêèé äîáóòîê ¹ äîäàòíèì
äiéñíèì ÷èñëîì. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî (λn+1, λn+2, ..., λq) çà-
ìiíåíî íà (λ−1

n+1, λ
−1
n+2, ..., λ

−1
q ). Ðåçóëüòóþ÷à ôóíêöiÿ ìàòèìå

âèãäÿä

σ2 λ2
n+1λ

2
n+2 · · ·λ2

q

n∏
i=1

(1− λiz)

q∏
i=n+1

(1− λ−1
i z)×

×
n∏

i=1

(1− λiz
−1)

q∏
i=n+1

(1− λ−1
i z−1) =

=σ2

n∏
i=1

(1− λiz)

q∏
i=n+1

(λiz
−1(1− λ−1

i z))×

×
n∏

i=1

(1− λiz
−1)

q∏
i=n+1

(λiz(1− λ−1
i z−1)) =

=σ2

n∏
i=1

(1− λiz)

q∏
i=n+1

(λiz
−1 − 1)

n∏
i=1

(1− λiz
−1)

q∏
i=n+1

(λiz − 1) =

=σ2

q∏
i=1

(1− λiz)

q∏
i=1

(1− λiz
−1) ,

(3.5.16)

ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç (3.5.15).
Îòæå, ÿêùî íåçâîðîòíå çîápàæåííÿ MA(q) ïðîöåñó ìà¹

âèãëÿä

yt = µ +

q∏
i=1

(1− λiL) ε̃t , (3.5.17)

äå
|λi| < 1 äëÿ i = 1, 2, ..., n ,



3.6. Ñóìóâàííÿ ARMA ïðîöåñiâ 93

|λi| > 1 äëÿ i = n + 1, n + 2, ..., q

i
E[ε̃tε̃s] =

{
σ̃2 äëÿ t = s,
0 äëÿ t 6= s ,

òî åêâiâàëåíòíå äî íüîãî çâîðîòíå çîápàæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

yt = µ +
n∏

i=1

(1− λiL)

q∏
i=n+1

(1− λ−1
i L) εt , (3.5.18)

äå
E[εtεs] =

{
σ̃2 λ2

n+1 λ2
n+2 · · · λ2

q äëÿ t = s,
0 äëÿ t 6= s .

Òîäi (3.5.17), (3.5.18) ìàþòü îäíàêîâi àâòîêîâàðiàöiéíi ãåíå-
ðóþ÷i ôóíêöi¨, õî÷à ëèøå çîáðàæåííÿ (3.5.18) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó çâîðîòíîñòi.

Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî iñíó¹ ìíîæèíà àëüòåð-
íàòèâíèõ MA(q) çîápàæåíü äëÿ yt, ïîâ'ÿçàíèõ ç óñiìà ìîæëè-
âèìè λi i λ−1

i , àëå òiëüêè îäíå ç íèõ ìà¹ óñi λi íà àáî âñåðåäèíi
îäèíè÷íîãî êðóãà.

3.6 Ñóìóâàííÿ ARMA ïðîöåñiâ

3.6.1 Äîäàâàííÿ MA(1) ïðîöåñó i
áiëîãî øóìó

Íåõàé ðÿä xt îïèñó¹òüñÿ MA(1) ïðîöåñîì ç íóëüîâèì ìàòåìà-
òè÷íèì ñïîäiâàííÿì

xt = ut + δut−1 , (3.6.1)

äå ut � ïðîöåñ áiëîãî øóìó, äëÿ ÿêîãî

E[utut−j] =

{
σ2

u äëÿ j = 0,
0 äëÿ j = 1, 2, ... .
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Òîäi àâòîêîâàðiàöi¨ ðÿäó xt ìàþòü âèãëÿä

E[xt xt−j] =





(1 + δ2)σ2
u äëÿ j = 0,

δσ2
u äëÿ j = 1,

0 äëÿ j = 2, 3, ... .
(3.6.2)

Íåõàé νt � áiëèé øóì, äëÿ ÿêîãî

E[νtνt−j] =

{
σ2

ν äëÿ j = 0,
0 äëÿ j = 1, 2, ... .

(3.6.3)

Êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî νt i ut íå êîðåëþþòü ìiæ ñîáîþ â
áóäü-ÿêi ìîìåíòè ÷àñó

E[utνt−j] = 0 äëÿ âñiõ j ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

E[xt νt−j] = 0 äëÿ âñiõ j . (3.6.4)

Íåõàé ñïîñòåðåæóâàíèé ðÿä yt çîáðàæà¹òüñÿ ÿê ñóìà
MA(1) ïðîöåñó i ïðîöåñó áiëîãî øóìó

yt = xt + νt = ut + δut−1 + νt . (3.6.5)

Äîñëiäèìî, ÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäi¹ ÷àñîâèé ðÿä yt.
Î÷åâèäíî, ùî yt ìà¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ íóëü, à éîãî

àâòîêîâàðiàöi¨ ìîæíà âèâåñòè ç (3.6.2) � (3.6.4)

E[yt yt−j] = E[(xt + νt)(xt−j + νt−j)] =

= E[xt xt−j] + E[νtνt−j] = (3.6.6)

=





(1 + δ2)σ2
u + σ2

ν äëÿ j = 0,
δσ2

u äëÿ j = 1,
0 äëÿ j = 2, 3, ... .

Îòîæ, ñóìà xt + νt ¹ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèì ïpîöåñîì
i éîãî àâòîêîâàðiàöi¨ ïîðÿäêó äâà i âèùå äîðiâíþþòü íóëþ.
Òîìó yt òàêîæ ¹ MA(1) ïðîöåñîì.
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Âèçíà÷èìî âèãëÿä MA(1) çîápàæåííÿ ç íóëüîâèì ìàòåìà-
òè÷íèì ñïîäiâàííÿì, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îïèñàòè äàíi
yt. Íåõàé

yt = εt + θεt−1 , (3.6.7)
äå

E[εtεt−j] =

{
σ2 äëÿ j = 0,
0 äëÿ j = 1, 2, ... .

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ θ i σ2, ÿêi âiäïîâiäàþòü çîáðàæåííþ (3.6.7).
Çàóâàæèìî, ùî àâòîêîâàðiàöi¨ ïðîöåñó (3.6.7) ìàþòü âèãëÿä

E[ytyt−j] =





(1 + θ2)σ2 äëÿ j = 0,
θσ2 äëÿ j = 1,
0 äëÿ j = 2, 3, ... .

Ïîðiâíþþ÷è ¨õ ç (3.6.6), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

(1 + θ2)σ2 = (1 + δ2)σ2
u + σ2

ν (3.6.8)

i
θσ2 = δσ2

u . (3.6.9)
Ðiâíÿííÿ (3.6.9) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ñòîñîâíî σ2. Ìàòèìåìî

σ2 =
δσ2

u

θ
. (3.6.10)

Ïiäñòàâèâøè (3.6.10) â (3.6.8), îäåðæèìî

(1 + θ2)(δσ2
u/θ) = (1 + δ2)σ2

u + σ2
ν

àáî
(1 + θ2)δ = [(1 + δ2) + (σ2

ν/σ
2
u)]θ ,

çâiäêè

δθ2 − [(1 + δ2) + (σ2
ν/σ

2
u)]θ + δ = 0 . (3.6.11)
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Çà âiäîìèõ çíà÷åíü δ, σ2
u, σ2

ν ðiâíÿííÿ (3.6.11) ¹ êâàäðàòíèì
ðiâíÿííÿì ñòîñîâíî θ. Òîìó iñíó¹ äâà çíà÷åííÿ θ, ÿêi ¹ êîðå-
íÿìè ðiâíÿííÿ (3.6.11) i âiäïîâiäíî ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîð-
ìóëîþ

θ =
[(1 + δ2) + (σ2

ν/σ
2
u)]±

√
[(1 + δ2) + (σ2

ν/σ
2
u)]

2 − 4δ2

2δ
.

(3.6.12)
Çîêðåìà, ÿêùî σ2

ν äîðiâíþ¹ íóëþ, òî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ
(3.6.11) ìà¹ âèãëÿä

δθ2 − (1 + δ2)θ + δ = 0 (3.6.13)

àáî
δ(θ − δ)(θ − δ−1) = 0 .

Éîãî ðîçâ'ÿçêàìè ¹ âåëè÷èíè θ = δ i θ̃ = δ−1, òîáòî ïàðà-
ìåòðè ïpîöåñó ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî âiäïîâiäíî çâîðîòíîãî i
íåçâîðîòíîãî çîáðàæåíü.

Ðîçãëÿíåìî ëiâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü (3.6.11) i (3.6.13) ÿê ôóíê-
öi¨ âiä θ çà ïðèïóùåííÿ äîäàòíî¨ àâòîêîðåëÿöi¨ (δ > 0). Íåõàé

f1(θ) = δθ2 − [(1 + δ2) + (σ2
ν/σ

2
u)]θ + δ ,

f2(θ) = δθ2 − (1 + δ2)θ + δ .

Íà ðèñ. 3.6.1 çîáðàæåíî ãðàôiêè öèõ ïàðàáîë. Çíà÷åííÿ ôóí-
êöi¨ f1(θ) â êîæíié òî÷öi ¹ ìåíøèìè çà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f2(θ)
íà âåëè÷èíó (σ2

ν/σ
2
u)θ, âiäïîâiäíî ¨¨ ãðàôiê ëåæèòü íèæ÷å.

Ðiâíÿííÿ (3.6.11) ìà¹ äâà äiéñíèõ ðîçâ'ÿçêè äëÿ θ, ÿêi ïî-
çíà÷èìî θ∗ i θ̃∗ i äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

0 < |θ∗| < |δ| < 1 ,

1 < |δ−1| < |θ̃∗| . (3.6.14)

Òîìó θ∗ âiäïîâiäà¹ çâîðîòíîìó çîáðàæåííþ, à θ̃∗ � íåçâîðîò-
íîìó çîáðàæåííþ MA(1) ïðîöåñó. Òîäi ç (3.6.10) ìàòèìåìî
(σ∗)2 = δσ2

u/θ
∗.
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Ðèñ. 3.6.11.

Âèçíà÷èâøè (θ∗, σ∗2) ÿê ïàðàìåòðè çâîðîòíîãî çîáðàæåí-
íÿ, äîñëiäèìî ÷è (3.6.7) i (3.6.5) ñïðàâäi îäíàêîâî õàðàêòåðè-
çóþòü äàíi yt. Äëÿ öüîãî òðåáà, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà

(1 + θ∗L)εt = (1 + δL)ut + νt (3.6.15)

àáî

εt =(1 + θ∗L)−1[(1 + δL)ut + νt] =

=(ut − θ∗ut−1 + θ∗2ut−2 − θ∗3ut−3 + ...)+

+ δ(ut−1 − θ∗ut−2 + θ∗2ut−3 − ...)+

+ (νt − θ∗νt−1 + θ∗2νt−2 − ...) .

(3.6.16)

Ðÿä εt, âèçíà÷åíèé â (3.6.16),  póíòó¹òüñÿ íà ïîïåðåäíiõ
çíà÷åííÿõ u i ν, i ìîæå çäàâàòèñÿ ïðîöåñîì ç áàãàòîþ àâòîêî-
ðåëÿöiéíîþ ñòðóêòóðîþ. Íàñïðàâäi, öåé ðÿä ¹ ïðîöåñîì áiëîãî
øóìó. Ùîá äîâåñòè öå, ïîáóäó¹ìî àâòîêîðåëÿöiéíó ãåíåðóþ÷ó
ôóíêöiþ ðÿäó yt. Âèêîðèñòàâøè (3.6.6), îòðèìà¹ìî, ùî àâòî-
êîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

gy(z) = (1 + δz)σ2
u(1 + δz−1) + σ2

ν . (3.6.17)
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Àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ðÿäó εt = (1 + θ∗L)yt

ìàòèìå âèãëÿä

gε(z) =
(1 + δz)σ2

u(1 + δz−1) + σ2
ν

(1 + θ∗z)(1 + θ∗z−1)
. (3.6.18)

Àëå θ∗ i σ∗2 âèáðàíi òàê, ùî àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíê-
öiÿ (1 + θ∗L)εt, à ñàìå

(1 + θ∗z)σ∗2(1 + θ∗z−1),

çáiãà¹òüñÿ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíîñòi (3.6.17). Îòîæ, (3.6.18)
äîðiâíþ¹

gε(z) = σ∗2,

ùî i äîâîäèòü, ùî εt ¹ áiëèì øóìîì.
Îòæå, äîäàâàííÿ MA(1) ïðîöåñó äî áiëîãî øóìó, ç ÿêèì

âií íå êîðåëþ¹, ïîðîäæó¹ íîâèé MA(1) ïðîöåñ, çàäàíèé (3.6.7).
Ïðîöåñè, ùî äîäàâàëèñÿ, îáèäâà ìàëè íóëüîâi ìàòåìàòè÷íå

ñïîäiâàííÿ. Äîäàâàííÿ ñòàëèõ ÷ëåíiâ äî ïðîöåñiâ íå çìiíèòü
ðåçóëüòàòiâ ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿìi � ÿêùî xt � MA(1) ïðîöåñ
ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì µx, à νt � áiëèé øóì ïëþñ ñòàëà
µν , òîäi xt + νt áóäå MA(1) ïðîöåñîì ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäi-
âàííÿì µx + µν . Òàêèì ÷èíîì, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ñóìóâàííÿ ïðîöåñiâ ç íóëüîâèìè ìàòåìàòè÷íèìè
ñïîäiâàííÿìè.

3.6.2 Ñóìóâàííÿ äâîõ ïpîöåñiâ ðóõîìèõ
ñåðåäíiõ

Íåõàé xt � MA(q1) ïðîöåñ ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâà-
ííÿì

xt = (1 + δ1L + δ2L
2 + ... + δq1L

q1)ut ≡ δ(L)ut ,
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äå
E[utut−j] =

{
σ2

u äëÿ j = 0,
0 äëÿ j = 1, 2, ...

i íåõàé wt � MA(q2) ïðîöåñ ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäi-
âàííÿì

wt = (1 + k1L + k2L
2 + ... + kq2L

q2)vt ≡ k(L)νt .

Òóò
E[νtνt−j] =

{
σ2

ν äëÿ j = 0,
0 äëÿ j = 1, 2, ... .

Òîäi àâòîêîâàðiàöi¨ γx
0 , γx

1 , ..., γx
q1

ïðîöåñó xt i àâòîêîâàðiàöi¨
γw

0 , γw
1 , ..., γw

q2
ïðîöåñó wt ìàþòü âèãëÿä, îïèñàíèé ôîðìóëàìè

(2.3.4). Ïðèïóñòèìî, ùî xt i wt íå êîðåëþþòü çà âñiìà êîìïî-
íåíòàìè

E[xt wt−j] = 0 äëÿ âñiõ j ,

i ïðèïóñòèìî, ùî ìè ñïîñòåðiãà¹ìî

yt = xt + wt.

Îçíà÷èìî q ÿê ìàêñèìóì q1 i q2

q ≡ max{q1, q2} .

Òîäi j-òà àâòîêîâàðiàöiÿ yt âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

E[yt yt−j] = E[(xt + wt)(xt−j + wt−j)] =

= E[xt xt−j] + E[wt wt−j] =

=

{
γx

j + γw
j äëÿ j = 0, 1, 2, ..., q ,

0 äëÿ j = q + 1, q + 2, ... .

Îòæå, àâòîêîâàðiàöi¨ ïðîöåñó yt ïîðÿäêó âèùå çà q äîðiâ-
íþþòü íóëþ. Öå îçíà÷à¹, ùî yt ìîæíà îïèñàòè MA(q) ïðîöå-
ñîì.
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Ïåpåêîíà¹ìîñü, ùî yt ñïðàâäi îïèñó¹òüñÿ MA(q) ïðîöåñîì
çà äîïîìîãîþ àâòîêîâàðiàöiéíî¨ ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨. Îñêiëüêè

γy
j = γx

j + γw
j ,

òî
+∞∑

j=−∞
γy

j z
j =

+∞∑
j=−∞

γx
j zj +

+∞∑
j=−∞

γw
j zj .

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ àâòîêîâàðiàöiéíèõ ãå-
íåðóþ÷èõ ôóíêöié, ìàòèìåìî

gy(z) = gx(z) + gw(z) . (3.6.19)
Ç ðiâíÿííÿ (3.6.19) âèïëèâà¹ çàãàëüíèé ðåçóëüòàò � ÿêùî äîäà-
òè äâà êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñè, ÿêi íå êîðåëþþòü
ìiæ ñîáîþ çà âñiìà êîìïîíåíòàìè, òî àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíå-
ðóþ÷à ôóíêöiÿ ñóìè ¹ ñóìîþ àâòîêîâàðiàöiéíèõ ãåíåðóþ÷èõ
ôóíêöié îêðåìèõ ïpîöåñiâ.

Íåõàé yt îïèñó¹òüñÿ MA(q) ïðîöåñîì
yt = (1 + θ1L + θ2L

2 + ... + θqL
q) εt ≡ θ(L) εt ,

äå
E[εtεt−j] =

{
σ2 äëÿ j = 0,
0 äëÿ j = 1, 2, ... .

Òîäi àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ ìàòèìå âèãëÿä
gy(z) = θ(z)θ(z−1)σ2 .

Çàâæäè iñíóþòü çíà÷åííÿ (θ1, θ2, ..., θq, σ
2) òàêi, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ
θ(z)θ(z−1)σ2 = δ(z)δ(z−1)σ2

u + k(z)k(z−1)σ2
ν . (3.6.20)

Îòæå, ÿêùî äîäàòè äâà ïðîöåñè ðóõîìèõ ñåðåäíiõ, ùî íå êî-
ðåëþþòü ìiæ ñîáîþ çà âñiìà êîìïîíåíòàìè, òî ðåçóëüòóþ÷èì
ïðîöåñîì ¹ íîâèé ïpîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî, ïîðÿäîê ÿêîãî
¹ áiëüøèì ñåðåä ïîðÿäêiâ äâîõ ðÿäiâ

MA(q1) + MA(q2) = MA(max{q1, q2}) . (3.6.21)
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3.6.3 Ñóìóâàííÿ äâîõ àâòîðåãðåñiéíèõ
ïðîöåñiâ

Íåõàé òåïåð xt i wt � äâà AR(1) ïðîöåñè

(1− πL)xt = ut , (3.6.22)
(1− ρL)wt = νt , (3.6.23)

äå ut i νt � ïðîöåñè áiëîãî øóìó, i ut íå êîðåëþ¹ ç ντ äëÿ âñiõ
t i τ . Çíîâó ïðèïóñòèìî, ùî ìè äîñëiäæó¹ìî

yt = xt + wt .

ßêùî xt i wt ìàþòü îäíàêîâi àâòîðåãðåñiéíi ïàðàìåòðè, òîáòî

π = ρ,

òî (3.6.22) ïðîñòî äîäà¹òüñÿ äî (3.6.23)

(1− πL)xt + (1− πL)wt = ut + νt

àáî
(1− πL)(xt + wt) = ut + νt .

Ñóìà ut + νt ¹ áiëèì øóìîì (÷àñòêîâèé âèïàäîê ðåçóëüòàòó
(3.6.21)), òîáòî yt ìà¹ AR(1) çîáðàæåííÿ

(1− πL)yt = εt .

Çàãàëîì, êîëè π 6= ρ, òî ïîìíîæèìî (3.6.22) íà (1− ρL)

(1− ρL)(1− πL)xt = (1− ρL)ut , (3.6.24)

à (3.6.23) íà (1− πL)

(1− πL)(1− ρL)wt = (1− πL)νt . (3.6.25)
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Äîäàâøè (3.6.24) i (3.6.25), îòðèìà¹ìî

(1− ρL)(1− πL)(xt + wt) = (1− ρL)ut + (1− πL)νt . (3.6.26)

Çãiäíî ç (3.6.21) ïðàâà ÷àñòèíà (3.6.26) ìà¹ MA(1) çîápàæåí-
íÿ. Òîáòî (3.6.26) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(1− φ1L− φ2L
2)yt = (1 + θL)εt ,

äå
(1− φ1L− φ2L

2) = (1− ρL)(1− πL)

i
(1 + θL)εt = (1− ρL)ut + (1− πL)νt .

Iíøèìè ñëîâàìè,

AR(1) + AR(1) = ARMA(2, 1) . (3.6.27)

Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê äîäàâàííÿ
AR(p1) ïðîöåñó

π(L)xt = ut,

i AR(p2) ïðîöåñó
ρ(L)wt = νt,

ÿêi íå êîðåëþþòü ìiæ ñîáîþ. Ó öüîìó âèïàäêó ñóìîþ áóäå
ARMA(p1 + p2,max{p1, p2}) ïðîöåñ

φ(L)yt = θ(L)εt ,

äå
φ(L) = π(L)ρ(L)

i
θ(L)εt = ρ(L)ut + π(L)νt .
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3.7 Òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöü

3.7.1 Òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ äîäàòíî
âèçíà÷åíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü

Òåîðåìà 3.7.1. Áóäü-ÿêà äîäàòíî âèçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà
ìàòðèöÿ Ω ðîçìiðó n× n ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ âèãëÿäó

Ω = ADA′ , (3.7.1)

äå A � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié
äiàãîíàëi

A =




1 0 0 ... 0

a21 1 0 ... 0

a31 a32 1 ... 0
... ... ... ...

...
an1 an2 an3 ... 1




,

à D � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

D =




d11 0 0 ... 0

0 d22 0 ... 0

0 0 d33 ... 0
... ... ... ...

...
0 0 0 ... dnn




,

äëÿ ÿêî¨ dii > 0 äëÿ âñiõ i.
Çîápàæåííÿ (3.7.1) âiäîìå ÿê òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàò-

ðèöi Ω.
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ìàòpèöþ

Ω =




ω11 ω12 ω13 ... ω1n

ω21 ω22 ω23 ... ω2n

ω31 ω32 ω33 ... ω3n
... ... ... ...

...
ωn1 ωn2 ωn3 ... ωnn




(3.7.2)

i îá÷èñëèìî ¨¨ òðèêóòíó ôàêòîðèçàöiþ.
Ïðèïóñêà¹ìî, ùî Ω äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ, òîáòî äëÿ

äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà x ðîçìiðíîñòi n âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü x′Ωx > 0. Òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî, ùî Ω ¹ ñèìåòðè÷íîþ,
òîáòî ωij = ωji.

Ìàòðèöÿ Ω ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà íà ìàòðèöþ ç íóëüîâèì
åëåìåíòîì (2,1) çà äîïîìîãîþ ìíîæåííÿ ïåðøîãî ðÿäêà Ω íà
ω21/ω11 i âiäíiìàííÿ ðÿäêà, ùî óòâîðèâñÿ âiä äðóãîãî ðÿäêà
ìàòðèöi Ω. Åëåìåíò (3,1) ñòàíå íóëüîâèì, ÿêùî âiä òðåòüîãî
ðÿäêà âiäíÿòè ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà ω31/ω11. Ïðîäîâæó¹ìî
öåé ïðîöåñ, ïîñëiäîâíî ìíîæà÷è ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi Ω íà
ωj1/ω11 i âiäíiìàþ÷è îòðèìàíèé ðÿäîê âiä j-ãî ðÿäêà. Òàêà ñó-
êóïíiñòü îïåðàöié ìîæå áóòè ïiäñóìîâàíà ÿê ìíîæåííÿ çëiâà
ìàòðèöi Ω íà ìàòðèöþ

E1 =




1 0 0 ... 0

−ω21

ω11

1 0 ... 0

−ω31

ω11

0 1 ... 0

... ... ... ...
...

−ωn1

ω11

0 0 ... 1




. (3.7.3)

Ìàòðèöÿ (3.7.3) çàâæäè iñíó¹, îñêiëüêè ω11 6= 0. Öå âèïëèâà¹
ç òîãî, ùî ω11 äîðiâíþ¹ e′1Ωe1, äå e′1 = (1 0 0 ... 0). Îñêiëüêè
Ω äîäàòíî âèçíà÷åíà, òî e′1Ωe1 ïîâèííî áóòè áiëüøèì çà íóëü.
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Ïîìíîæèâøè Ω çëiâà íà E1 i ñïðàâà íà E ′
1, îòðèìà¹ìî

E1ΩE ′
1 = H , (3.7.4)

äå

H =




h11 0 0 ... 0
0 h22 h23 ... h2n

0 h32 h33 ... h3n
... ... ... ...

...
0 hn2 hn3 ... hnn




= (3.7.5)

=




ω11 0 0 ... 0

0 ω22 − ω21ω12

ω11

ω23 − ω21ω13

ω11

... ω2n − ω21ω1n

ω11

0 ω32 − ω31ω12

ω11

ω33 − ω31ω13

ω11

... ω3n − ω31ω1n

ω11... ... ... ...
...

0 ωn2 − ωn1ω12

ω11

ωn3 − ωn1ω13

ω11

... ωnn − ωn1ω1n

ω11




.

Äàëi ïðîäîâæó¹ìî òàê ñàìî, âèêîðèñòîâóþ÷è
äðóãèé ðÿäîê ìàòðèöi H. Ïîìíîæèìî òåïåð äðóãèé ðÿäîê H
íà h32/h22 i âiäíiìåìî ðåçóëüòóþ÷èé ðÿäîê âiä òðåòüîãî. Òàê
ñàìî ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê H íà h42/h22 i âiäíiìåìî ðå-
çóëüòàò âiä ÷åòâåðòîãî ðÿäêà, i òàê äàëi. Öi îïåðàöi¨ ìîæíà
óçàãàëüíèòè çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi

E2 =




1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0

0 −h32

h22

1 ... 0

... ... ... ...
...

0 −hn2

h22

0 ... 1




. (3.7.6)
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Iñíóâàííÿ öi¹¨ ìàòðèöi çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òèì, ùî h22 6= 0.
Äîâåäåìî öå, âðàõîâóþ÷è, ùî h22 ìîæå áóòè îá÷èñëåíå ÿê
h22 = e′2He2, äå e′2 = (0 1 0 ... 0). Âèêîðèñòà¹ìî çîáðàæåííÿ
H = E1ΩE ′

1, äå Ω � äîäàòíî âèçíà÷åíà i E1 ìàòðèöÿ, çàäàíà
ôîðìóëîþ (3.7.3). Îñêiëüêè E1 íèæíÿ òðèêóòíà ìàòpèöÿ, ¨¨
âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, ÿêi
âñi äîðiâíþþòü 1. Îòæå, ç òîãî, ùî E1 ¹ íåâèðîäæåíîþ âè-
ïëèâà¹, ùî H = E1ΩE ′

1 äîäàòíî âèçíà÷åíà i, îòæå, åëåìåíò
h22 = e′2He2 ïîâèíåí áóòè ñòðîãî äîäàòíèì, òîáòî ìàòðèöÿ
(3.7.6) ìîæå áóòè îá÷èñëåíà.

ßêùî H çëiâà ïîìíîæèòè íà E2 i ñïðàâà íà E ′
2, òî îòðè-

ìà¹ìî
E2HE ′

2 = K ,

äå

K =




h11 0 0 ... 0

0 h22 0 ... 0

0 0 h33 − h32h23

h22

... h3n − h32h2n

h22... ... ... ...
...

0 0 hn3 − hn2h23

h22

... hnn − hn2h2n

h22




.

Îñêiëüêè H äîäàòíî âèçíà÷åíà i E2 íåâèðîäæåíà, òî K ¹ äî-
äàòíî âèçíà÷åíà i k33 � äîäàòíå. Ïðîäîâæóþ÷è öþ ïðîöåäóðó,
ïîñëiäîâíî âèêîðèñòîâóþ÷è òðåòié, ÷åòâåðòèé i âñi íàñòóïíi
ðÿäêè, îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíî¨ äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ ñèìå-
òðè÷íî¨ ìàòðèöi Ω iñíóþòü ìàòðèöi E1, E2, ...., En−1 òàêi, ùî

En−1 · · · E2 E1 Ω E ′
1 E ′

2 · · · E ′
n−1 = D , (3.7.7)

äå
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D =

=




ω11 0 0 ... 0

0 ω22 − ω21ω12

ω11

0 ... 0

0 0 h33 − h32h23

h22

... 0

... ... ... ...
...

0 0 0 ... cnn − cn,n−1cn−1,n

cn−1,n−1




,

äëÿ ÿêî¨ âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè D ñòðîãî äîäàòíi. Ó ôîðìóëi
(3.7.7) ìàòðèöi E1 i E2 ìàþòü âèãëÿä (3.7.3) i (3.7.6) âiäïîâiäíî.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, Ej ¹ ìàòðèöåþ ç íåíóëüîâèìè çíà÷åí-
íÿìè â j-ìó ñòîâïöi ïiä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ, îäèíè÷êàìè íà
ãîëîâíié äiàãîíàëi i ðåøòà íóëÿìè.

Îòîæ, êîæíà Ej ¹ íèæíüîþ òðèêóòíîþ ìàòpèöåþ ç îäèíè-
÷íèì âèçíà÷íèêîì. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî j = 1, ...n− 1 iñíó¹
E−1

j , òî iñíó¹ ìàòðèöÿ

A = (En−1 · · ·E2E1)
−1 = E−1

1 E−1
2 · · · E−1

n−1 . (3.7.8)

ßêùî (3.7.7) ïîìíîæèòè çëiâà íà A i ñïðàâà íà A′, òî îòðè-
ìà¹ìî

Ω = AD A′ . (3.7.9)

Çãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ E1 áåðå ó÷àñòü ó ïåðåòâîðåííi ìàòðèöi
Ω, ïðè ÿêîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìíîæåííÿ ïåðøîãî ðÿäêà íà
âiäîìi ÷èñëà i âiäíiìàííÿ ðåçóëüòàòó âiä êîæíîãî ç íàñòóï-
íèõ ðÿäêiâ. ßêùî âèêîðèñòàòè ¨¨ îáåðíåíó ìàòpèöþ E−1

1 , òî
öå ïðèçâåäå äî ìíîæåííÿ ïåðøîãî ðÿäêà íà òi ñàìi ÷èñëà i
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äîäàâàííÿ ðåçóëüòàòiâ äî íàñòóïíèõ ðÿäêiâ. Îòæå,

E−1
1 =




1 0 0 ... 0
ω21

ω11

1 0 ... 0

ω31

ω11

0 1 ... 0

... ... ... ...
...

ωn1

ω11

0 0 ... 1




, (3.7.10)

ùî ìîæå áóòè ïåðåâiðåíî ìíîæåííÿì (3.7.3) i (3.7.10), ÿêå
äàñòü îäèíè÷íó ìàòðèöþ. Ïîäiáíî

E−1
2 =




1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0

0
h32

h22

1 ... 0

... ... ... ...
...

0
hn2

h22

0 ... 1




i òàê äàëi. Ïiäñòàâèâøè â (3.7.8), ìàòèìåìî

A =




1 0 0 ... 0
ω21

ω11

1 0 ... 0

ω31

ω11

h32

h22

1 ... 0

... ... ... ...
...

ωn1

ω11

hn2

h22

kn3

k33

... 1




. (3.7.11)

Òîáòî, j-èé ñòîâïåöü ìàòðèöi A ¹ j-èì ñòîâïöåì E−1
j .

Çàçíà÷èìî, ùî ïðîñòîòà ìíîæåííÿ ìàòðèöü E−1
1 , E−1

2 , ...,
E−1

n−1 çàëåæèòü íå òiëüêè âiä ñòðóêòóðè ìàòðèöü E−1
j , à òàêîæ
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âiä ïîðÿäêó, â ÿêîìó âîíè ìíîæàòüñÿ. Çîêðåìà,
A−1 = En−1 · · ·E2E1 íå ìîæå áóòè îá÷èñëåíà ïðîñòî çà äî-
ïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ j-ãî ñòîâïöÿ Ej çà j-èé ñòîâïåöü A−1.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A â (3.7.11) ¹ íèæíüîþ òðèêóòíîþ ìàò-
ðèöåþ ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, òî çîáðàæåííÿ
(3.7.9) ¹ òðèêóòíîþ ôàêòîðèçàöi¹þ ìàòðèöi Ω. ¤

Ïðèêëàä 3.7.1 Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíó ôàêòîðèçàöiþ äëÿ
ìàòðèöi Ω ðîçìiðó 2× 2.

(
ω11 ω12

ω21 ω22

)
= (3.7.12)

=




1 0
ω21

ω11

1







ω11 0

0 ω22 − ω21ω12

ω11




(
1

ω12

ω11

0 1

)
.

Ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi ðîçìiðîì 3× 3 ìà¹ âèãëÿä




ω11 ω12 ω13

ω21 ω22 ω23

ω31 ω32 ω33


 =




1 0 0
ω21

ω11

1 0

ω31

ω11

h32

h22

1



×

×




ω11 0 0
0 h22 0

0 0 h33 − h32h23

h22







1
ω12

ω11

ω13

ω11

0 1
h23

h22

0 0 1


 ,

(3.7.13)

äå
h22 = ω22 − ω21ω12

ω11

, h33 = ω33 − ω31ω13

ω11

,

h23 = h32 = ω23 − ω21ω13

ω11

.
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3.7.2 �äèíiñòü òðèêóòíî¨ ôàêòîðèçàöi¨
Ïîêàæåìî, ùî òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ ¹äèíà. Ïðèïóñòèìî, ùî

Ω = A1D1A
′
1 = A2D2A

′
2 , (3.7.14)

äå A1 i A2 � íèæíi òðèêóòíi ìàòðèöi ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié
äiàãîíàëi, à D1 i D2 � äiàãîíàëüíi ìàòðèöi ç äîäàòíèìè äiàãî-
íàëüíèìè åëåìåíòàìè. Òîäi äî âñiõ îïèñàíèõ ìàòðèöü iñíóþòü
îáåðíåíi. Ïîìíîæèâøè (3.7.14) íà D−1

1 A−1
1 çëiâà i

ñïðàâà íà (A′
2)
−1, îòðèìà¹ìî

A′
1 (A′

2)
−1 = D−1

1 A−1
1 A2D2 . (3.7.15)

Îñêiëüêè A′
2 âåðõíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâ-

íié äiàãîíàëi, òî i (A′
2)
−1 ¹ âåðõíüîþ òðèêóòíîþ ìàòpèöåþ ç

îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Ïîçàÿê A′
1 ìà¹ òàêó ñàìó

ôîðìó, òî ëiâà ÷àñòèíà (3.7.15) ¹ âåðõíüîþ òðèêóòíîþ ìàòðè-
öåþ ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Ç ïîäiáíèõ ìiðêóâàíü,
ïðàâà ÷àñòèíà (3.7.15) ¹ íèæíüîþ òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ. �äè-
íèé âèïàäîê, êîëè íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ äîðiâíþ¹ âåðõ-
íié òðèêóòíié, âèíèêà¹ òîäi, êîëè âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè
äîðiâíþþòü íóëþ. Îñêiëüêè âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè â ëiâié
÷àñòèíi (3.7.15) äîðiâíþþòü 1, òî öÿ ìàòðèöÿ ïîâèííà áóòè
îäèíè÷íîþ

A′
1 (A′

2)
−1 = In .

Äîìíîæèâøè ñïðàâà íà A′
2, ìàòèìåìî A′

1 = A′
2. Ïîäàëüøå

äîìíîæåííÿ (3.7.14) çëiâà íà A−1
1 i ñïðàâà íà (A′

1)
−1 äîâîäèòü,

ùî D1 = D2.

3.7.3 Ôàêòîðèçàöiÿ Êîëåñüêîãî
Ïîçíà÷èìî D1/2 äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ ðîçìiðîì n×n, åëåìåí-
òàìè ÿêî¨ ¹ êâàäðàòíi êîðåíi åëåìåíòiâ ìàòðèöi D ç òðèêóòíî¨
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ôàêòîðèçàöi¨

D1/2 =




√
d11 0 0 ... 0
0

√
d22 0 ... 0

0 0
√

d33 ... 0
... ... ... ...

...
0 0 0 ...

√
dnn




.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ D ¹äèíà i ìà¹ ñòðîãî äîäàòíi åëåìåíòè,
òî ìàòðèöÿ D1/2 iñíó¹ i ¹äèíà. Òîäi òðèêóòíó ôàêòîðèçàöiþ
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Ω = AD1/2D1/2A′ = (AD1/2)(AD1/2)′ ,

àáî
Ω = PP ′ , (3.7.16)

äå
P ≡ AD1/2 =

=




1 0 0 ... 0
a21 1 0 ... 0
a31 a32 1 ... 0
... ... ... ...

...
an1 an2 an3 ... 1







√
d11 0 ... 0
0

√
d22 ... 0

0 0 ... 0
... ... ...

...
0 0 ...

√
dnn




=

=




√
d11 0 0 ... 0

a21

√
d11

√
d22 0 ... 0

a31

√
d11 a32

√
d22

√
d33 ... 0

... ... ... ...
...

an1

√
d11 an2

√
d22 an3

√
d33 ...

√
dnn




.

Çîápàæåííÿ (3.7.16) âiäîìå ÿê ôàêòîðèçàöiÿ Êîëåñüêîãî ìàò-
ðèöi Ω. Çàçíà÷èìî, ùî P , ÿê i A, ¹ íèæíüîþ òðèêóòíîþ ìàò-
pèöåþ. Ìàòpèöÿ A ìiñòèòü îäèíèöi íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, à
ìíîæíèê Êîëåñüêîãî P ìiñòèòü êâàäðàòíi êîðåíi åëåìåíòiâ
ìàòðèöi D íà ãîëîâíié äiàãîíàëi.
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3.7.4 Òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi
àâòîêîðåëÿöié äëÿ MA(1) ïðîöåñó

Ðîçãëÿíåìî MA(1) ïðîöåñ

yt = µ + εt + θεt−1 .

Ïîçíà÷èìî
y =

(
y1 − µ . . . yT − µ

)
.

Ìàòðèöÿ àâòîêîâàðiàöié âåêòîðà y ìà¹ âèãëÿä

Ω = E[yy′] = σ2




1 + θ2 θ 0 . . . 0
θ 1 + θ2 θ . . . 0
... ... ... ... ...
0 0 0 . . . 1 + θ2


 = σ2 V .

Çíàéäåìî òðèêóòíó ôàêòîðèçàöiþ ìàòðèöi V

V = ADA′ .

Ïåðøèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi D äîðiâíþ¹ åëåìåíòó
(1,1) ìàòðèöi V , òîáòî

d11 = 1 + θ2 .

Ùîá îòðèìàòè íóëüîâèé (2,1) åëåìåíò, òðåáà ïîìíîæèòè ïåð-
øèé ðÿäîê ìàòðèöi V íà θ/(1 + θ2) i âiäíÿòè ðåçóëüòàò âiä
äðóãîãî ðÿäêà. Îäåðæèìî

a21 =
θ

1 + θ2
.

Òîäi (2,2) åëåìåíò ìàòðèöi D ìàòèìå âèãëÿä

d22 = (1 + θ2)− θ
θ

1 + θ2
=

(1 + θ2)2 − θ2

1 + θ2
=

=
1 + θ2 + θ4

1 + θ2
.
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Ùîá îòðèìàòè íóëü íà ìiñöi (3,2), äðóãèé ðÿäîê ìàòðèöi òðåáà
ïîìíîæèòè íà θ/d22 i âiäíÿòè ðåçóëüòàò âiä òðåòüîãî ðÿäêà,
òîáòî

a32 =
θ

d22

=
θ(1 + θ2)

1 + θ2 + θ4
.

Òîäi

d33 = (1 + θ2)− θ2(1 + θ2)

1 + θ2 + θ4
=

=
(1 + θ2)(1 + θ2 + θ4)− θ2(1 + θ2)

1 + θ2 + θ4
=

=
(1 + θ2 + θ4) + θ2(1 + θ2 + θ4)− θ2(1 + θ2)

1 + θ2 + θ4
=

=
1 + θ2 + θ4 + θ6

1 + θ2 + θ4
.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

dii =
1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(i−1)
. (3.7.17)

Ùîá îòðèìàòè íóëü íà (i + 1, i)-ìó ìiñöi, ìíîæèìî i-èé ðÿäîê
íà

ai+1,i =
θ

dii

=
θ(1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(i−1))

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i
(3.7.18)

i âiäíiìà¹ìî âiä (i + 1)-ãî ðÿäêà. Îòðèìà¹ìî

di+1,i+1 =(1 + θ2)− θ2(1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(i−1))

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i
=

=
(1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i) + θ2(1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i)

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i
−

− θ2(1 + θ2 + θ4 + ...θ2(i−1))

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i
= (3.7.19)

=
1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i + θ2(i+1)

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2i
.
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Îòæå, òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi Ω ìà¹ âèãëÿä

Ω = AD A′ , (3.7.20)

äå

A =




1 0 ... 0 0
θ

1 + θ2
1 ... 0 0

0
θ(1 + θ2)

1 + θ2 + θ4
... 0 0

... ... . . .
... ...

0 0 ... 1 0

0 0 ...
1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(T−2)

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(T−1)
1




,

D = σ2




1 + θ2 0 ... 0

0
1 + θ2 + θ4

1 + θ2
... 0

... ... ... ...

0 0 ...
1 + θ2 + θ4 + ... + θ2T

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(T−1)




.



Ðîçäië 4

Iäåíòèôiêàöiÿ ìîäåëi

Ïðîöåñ âèáîðó ìîäåëi, ÿêà íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ ðåàëüíîìó
ïðîöåñó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ iäåíòèôiêàöi¹þ ìîäå-
ëi. Iäåíòèôiêàöiÿ ñòàöiîíàðíîãî ÷àñîâîãî ðÿäó ïîëÿãà¹ ó âè-
çíà÷åííi êîíêðåòíîãî âèãëÿäó ìîäåëi ç êëàñó ARMA(p, q) ìî-
äåëåé.

Çàãàëüíà iäåÿ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi ARMA(p, q) ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî âëàñòèâîñòi ðåàëüíîãî ïðîöåñó i âëàñòèâîñòi ïîáó-
äîâàíî¨ ìîäåëi äåùî ïîâèííi áóòè áëèçüêèìè îäíà äî îäíî¨.
Êðiì òîãî, âèáèðàþòü ìîäåëü, ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàéìåí-
øîþ 4êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ (ìiíiìàëüíèì ïîðÿäêîì) ïîðiâíÿ-
íî ç iíøèìè ìîäåëÿìè, áåç âòðàò â òî÷íîñòi îïèñó âèõiäíîãî
ïðîöåñó. Âñi öi ïèòàííÿ ðîçãëÿíóòî â öüîìó ðîçäiëi.

Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå ñòàöiîíàðíi ïðîöåñè, òî òðå-
áà ïåðåâiðèòè íà ñòàöiîíàðíiñòü äàíi âèõiäíîãî ðÿäó. Òàêi òå-
ñòè ïîäàíî â ïóíêòi 4.1. Âàæëèâèìè ïðè âèçíà÷åííi ïðîöåñó,
ùî ïîðîäæó¹ äàíi, ¹ âëàñòèâîñòi àâòîêîðåëÿöiéíî¨ i ÷àñòêîâî¨
àâòîêîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöié. Äåòàëüíiøå âëàñòèâîñòi öèõ ôóí-
êöié äîñëiäæåíî ó ïóíêòàõ 4.2, 4.3. Ó ïóíêòàõ 4.4, 4.5. îïèñàíî
çàãàëüíó ïðîöåäóðó ìîäåëþâàííÿ Áîêñà - Äæåíêiíñà.

115
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4.1 Òåñòóâàííÿ ñòàöiîíàðíîñòi
Ëiíiéíi ìîäåëi ÷àñîâèõ ðÿäiâ çäåáiëüøîãî çàñòîñîâóþòü äî ñòà-
öiîíàðíèõ ïðîöåñiâ. Ïðè öüîìó çàçâè÷àé ìàþòü íà óâàçi êî-
âàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíi ïðîöåñè, òîáòî ïðîöåñè, ÿêi õàðàê-
òåðèçóþòüñÿ ñòàëèìè çíà÷åííÿìè âñiõ ìîìåíòiâ ïîðÿäêó äâà
i íèæ÷å íà âñiõ ÷àñîâèõ ïðîìiæêàõ, ÿêi âõîäÿòü â iíòåðâàë
t ∈ [1, T ]. Òîáòî, äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ iíòåðâàëiâ ÷àñó (T1, T2) i
(T3, T4) äëÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó ïîâèííi âè-
êîíóâàòèñü óìîâè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ðiâíiñòü íà öèõ iíòåð-
âàëàõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, äèñïåðñié i êîåôiöi¹íòiâ êîðå-
ëÿöié öüîãî ïðîöåñó. Íà ïðàêòèöi öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ âiäïîâiä-
íèõ îöiíîê öèõ ïîêàçíèêiâ ïîâèííi âèêîíóâàòèñü ñïiââiäíîøå-
ííÿ

ȳ1 =

T2∑
t=T1+1

yt

T2 − T1

=

T4∑
t=T3+1

yt

T4 − T3

= ȳ2 ,

Var1[y] =

T2∑
t=T1+1

(yt − ȳ)2

T2 − T1

=

T4∑
t=T3+1

(yt − ȳ)2

T4 − T3

= Var2[y] ,

r1
k =

T2−k∑
t=T1+1

(yt − ȳ)(yt+k − ȳ)

(T2 − T1 − k)Var[y]
=

=

T4−k∑
t=T3+1

(yt − ȳ)(yt+k − ȳ)

(T4 − T3 − k)Var[y]
= r2

k , k = 1, 2, ... ,

äå ȳ1 i ȳ2 � îöiíêè ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü; Var1[y] i Var2[y] �
îöiíêè äèñïåðñié; r1

k i r2
k � îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöié

k-òîãî ïîðÿäêó ïðîöåñó yt íà ïåðøîìó i äðóãîìó iíòåðâàëi,
âiäïîâiäíî; ȳ � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïðîöåñó (îöiíêà ìàòåìàòè-
÷íîãî ñïîäiâàííÿ) íà iíòåðâàëi [1, T ]; Var[y] � îöiíêà äèñïåðñi¨
ïðîöåñó íà iíòåðâàëi [1, T ].

Çàóâàæèìî, ùî íà ïðàêòèöi ðiâíîñòi ðîçãëÿäàþòü ó ñòàòè-
ñòè÷íîìó ñåíñi. Äëÿ öüîãî çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòüñÿ âiäïî-
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âiäíi òåñòè. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ, ïåðåâiðÿþ÷è îäíó óìîâó âèíè-
êà¹ íåîáõiäíiñòü çàñòîñóâàòè äåêiëüêà òåñòiâ, ÿêùî çà ðåçóëü-
òàòàìè îäíîãî òåñòó íå ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî iñòèí-
íiñòü ÷è õèáíiñòü âèñóíóòî¨ ãiïîòåçè.

Âñþ ìíîæèíó òàêèõ òåñòiâ ïîäiëÿþòü íà òðè ãðóïè: íåïà-
ðàìåòðè÷íi, íàïiâïàðàìåòðè÷íi òà ïàðàìåòðè÷íi. Ðîçãëÿíåìî
äåòàëüíiøå äåÿêi òåñòè íà ñòàöiîíàðíiñòü, ÿêi íàé÷àñòiøå âè-
êîðèñòîâóþòü íà ïðàêòèöi.

4.1.1 Ïàðàìåòðè÷íi òåñòè
Ç îçíà÷åííÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó âèïëèâà¹,
ùî òåñòóâàííÿ ñòàöiíàðíîñòi åêâiâàëåíòíå òåñòóâàííþ ãiïî-
òåç ïðî ñòàëiñòü íà iíòåðâàëi t ∈ [1, T ], ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ,
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ i äèñ-
ïåðñi¨. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè êðèòåði¨ Ñòüþäåíòà i Ôiøåðà,
ÿêi çàñòîñîâóþòü çà ïðèïóùåííÿ ïðî íîðìàëüíiñòü ðîçïîäiëó
ÿê çíà÷åíü ÷àñîâîãî ðÿäó yt, òàê i éîãî âèáiðêîâèõ ïàðàìåòðiâ,
ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áàãàòüîõ ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ.

Òåñòóâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
Iíòåðâàë ÷àñó [1, T ] i âiäïîâiäíî ÷àñîâèé ðÿä yt (t = 1,

2, ..., T ) ðîçáèâà¹ìî íà äâi ÷àñòèíè, ÿêi íå îáîâ'ÿçêîâî ìiñòÿòü
îäíàêîâó êiëüêiñòü çíà÷åíü. Íåõàé ïåðøà ÷àñòèíà ìiñòèòü T1

ñïîñòåðåæåíü yt (t = 1, 2, ..., T1), à äðóãà T2 ñïîñòåðåæåíü yt

(t = T − T2 + 1, ..., T ).
Äëÿ êîæíî¨ ÷àñòèíè âèçíà÷à¹ìî îöiíêè ȳ1 i s2

1, ȳ2 i s2
2 � âè-

áiðêîâèõ ñåðåäíiõ i âèáiðêîâèõ äèñïåðñié çìiííî¨ yt âiäïîâiäíî.
Äàëi îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ êðèòåðiþ Ñòüþäåíòà çà ôîðìóëîþ

τ =
|ȳ1 − ȳ2|√
s2
1

T1

+
s2
2

T2

, (4.1.1)

ÿêùî ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî çíà÷åííÿ äèñïåðñié íà öèõ iíòåðâàëàõ
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íå ðiâíi ìiæ ñîáîþ, òîáòî σ2
1 6= σ2

2, i çà ôîðìóëîþ

τ =
|ȳ1 − ȳ2|

s

√
T1 T2

T1 + T2

, (4.1.2)

ÿêùî σ2
1 = σ2

2 = σ2.
Âåëè÷èíà τ ìà¹ ðîçïîäië

τ ∼ t [T1 + T2 − 2] .

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

τ < têð , (4.1.3)

äå têð � êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà äëÿ âèáðàíî-
ãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α i ñòóïåíÿ âiëüíîñòi T1+T2−2, òî ãiïîòåçó
ïðî ñòàëiñòü ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ïðîöåñó yt ïðèéìà¹-
ìî. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìè ïðè öüîìó äîïóñòèëè ïîìèëêó,
äîðiâíþ¹ α. ßêùî íåðiâíiñòü (4.1.3) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ãiïîòå-
çó âiäõèëÿ¹ìî, à îòæå, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ÷àñîâèé ðÿä íå ¹
ñòàöiîíàðíèì.

Äëÿ áiëüøî¨ äîñòîâiðíîñòi âèñíîâêó ïðî ñòàëiñòü ìàòåìà-
òè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ÷àñîâîãî ðÿäó yt, t = 1, 2, ..., T , ÿêùî êiëü-
êiñòü ñïîñòåðåæåíü äîñòàòíüî âåëèêà, iíòåðâàë ñïîñòåðåæåííÿ
ìîæå áóòè ðîçäiëåíèé íà äåêiëüêà ÷àñòèí. Ó öüîìó âèïàäêó
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ãiïîòåçà ïðî ðiâíiñòü îöiíîê ñåðåäíiõ çíà÷åíü
ðÿäó, ÿêi îá÷èñëåíi äëÿ öèõ ÷àñòèí. Äëÿ òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè
âèêîðèñòîâóþòü êðèòåðié Ôiøåðà. Çíà÷åííÿ êðèòåðiþ îá÷è-
ñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ

F =

1

n− 1

n∑
j=1

Tj (ȳj − ȳ)2

s̄2(n)
,

äå n � êiëüêiñòü ÷àñòèí, íà ÿêi ðîçáèòî iíòåðâàë [1, T ]; Tj �
êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü yt ó j - ié ÷àñòèíi, j = 1, 2, ..., n; ȳ
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� ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ÷àñîâîãî ðÿäó â öiëîìó; s̄2(n) � ñåðåäíÿ
äèñïåðñiÿ, ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

s̄2(n) =
1

T − n

n∑
j=1

(Tj − 1) s̄2
j ;

à s̄2
j � äèñïåðñiÿ, îá÷èñëåíà äëÿ j-î¨ ÷àñòèíè âèáiðêè. Ñòàòè-

ñòèêà F ìà¹ ðîçïîäië Ôiøåðà

F ∼ F [n− 1, T1 + T2 + ... + Tn − n]

i ïîðiâíþ¹òüñÿ ç êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì ðîçïîäiëó Ôiøåðà ç
âiäïîâiäíèìè ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi i çàäàíîãî ðiâíÿ çíà÷óùî-
ñòi.

Òåñòóâàííÿ äèñïåðñi¨
Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî ñòàëiñòü äèñïåðñi¨ ÷àñîâîãî ðÿäó yt,

t = 1, 2, ..., T ó âèïàäêó ðîçáèòòÿ ÷àñîâîãî iíòåðâàëó íà äâi
÷àñòèíè âiäáóâà¹òüñÿ íà ïiäñòàâi êðèòåðiþ Ôiøåðà. Îáîâ'ÿç-
êîâîþ óìîâîþ ïðè öüîìó òàêîæ ¹ íîðìàëüíiñòü ðîçïîäiëó yt.
Ñïîñòåðåæóâàíå çíà÷åííÿ êðèòåðiþ îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ

F =
s2
1

s2
2

,

äå s2
1 i s2

2 � îöiíêè äèñïåðñi¨ ïåðøî¨ i äðóãî¨ ÷àñòèíè ðÿäó âiä-
ïîâiäíî ç êiëüêiñòþ ñïîñòåðåæåíü T1 i T2. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

F ≤ Fêð
[α

2
, T1 − 1, T2 − 1

]
,

òî ãiïîòåçà ïðî ñòàëiñòü äèñïåðñi¨ ÷àñîâîãî ðÿäó ïðèéìà¹òüñÿ,
òîáòî ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî s2

1 = s2
2 = σ2 ¹ ïðàâèëüíèì ç

éìîâiðíiñòþ 1− α.
Äëÿ ñåðåäíiõ (40 ≤ T ≤ 100) i âåëèêèõ (T > 100) îáñÿãiâ

÷àñîâîãî ðÿäó çàìiñòü êðèòåðiþ Ôiøåðà ðåêîìåíäóþòü âèêî-
ðèñòîâóâàòè ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Ó ïåðøîìó
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âèïàäêó, òîáòî äëÿ ñåðåäíiõ âèáiðîê, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êðèòå-
ðié

Φ =

1

2
ln

s2
1

s2
2

+
1

2

(
1

T1 − 1
− 1

T2 − 1

)

√
1

2

(
1

T1 − 1
− 1

T2 − 1

) ∼ N [0, 1] . (4.1.4)

Ó äðóãîìó âèïàäêó (ïðè âåëèêèõ âèáiðêàõ) âèêîðèñòîâóþòü
êðèòåðié

Φ = (s1 − s2)

√
s2
1

2T1

+
s2
2

2T2

. (4.1.5)

Â îáîõ âèïàäêàõ, ÿêùî ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü |Φ| < 1, 96, òî
ãiïîòåçà ïðî ñòàëiñòü äèñïåðñi¨ ïðèéìà¹òüñÿ ç êîåôiöi¹íòîì
íàäiéíîñòi 0, 95.

Ïðè ðîçáèòòi ÷àñîâîãî ðÿäó yt, t = 1, 2, ..., T íà äåêiëüêà
÷àñòèí (n > 2) äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ñòàëiñòü äèñïåð-
ñi¨ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè êðèòåðié Êîõðåéíà, ÿêèé ãðóíòó-
¹òüñÿ íà ðîçïîäiëi Ôiøåðà. Öåé êðèòåðié âèêîðèñòîâóþòü çà
ïðèïóùåííÿ, ùî îáñÿãè ÷àñòèí ¹ ðiâíèìè ìiæ ñîáîþ, òîáòî
T1 = T2 = ... = Tn = N . Çíà÷åííÿ êðèòåðiþ îá÷èñëþþòü çà
ôîðìóëîþ

K =
s2
max

s2
1 + ... + s2

n

,

äå smax = max
1≤j≤n

(s2
j). Êðèòè÷íå çíà÷åííÿ êðèòåðiþ Êîõðåéíà

äëÿ ðiâíÿ íàäiéíîñòi γ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

Kêð =
Fêð[N1, N2]

(n− 1) + Fêð[N1, N2]
.

Òóò Fêð[N1, N2] � êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ðîçïîäiëó Ôiøåðà, ÿêå
âèáðàíî äëÿ ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α = 1− 1− γ

n
i ñòóïåíiâ âiëüíî-

ñòi N1 = N − 1 i N2 = (n− 1)N1.
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ßêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü K < Kêð, òî ãiïîòåçà ïðî
ñòàëiñòü äèñïåðñi¨ ÷àñîâîãî ðÿäó ïðèéìà¹òüñÿ ç ðiâíåì äîâiðè
γ = 1− α.

Òåñòóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨
Òåîðåòè÷íî äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ñòàëiñòü êîåôiöi-

¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ (àâòîêîâàðiàöi¨) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
òi ñàìi êðèòåði¨, ùî é äëÿ ïåðåâiðêè àíàëîãi÷íèõ ãiïîòåç äëÿ
ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü (àâòîêîðåëÿöi¨) i äèñïåðñi¨ (àâòîêî-
âàðiàöi¨). Äî ðåçóëüòàòiâ òàêî¨ ïåðåâiðêè òðåáà ñòàâèòèñü ç
îáåðåæíiñòþ. Öå çóìîâëåíî òèì, ùî äèñïåðñi¨ âèáiðêîâèõ êî-
åôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ ç äîñòàòíüî âåëèêîþ
ïîõèáêîþ, ÿêà çáiëüøó¹òüñÿ çi çðîñòàííÿì çíà÷åíü ñàìîãî êî-
åôiöi¹íòà àâòîêîðåëÿöi¨. Çðîñòàííÿ ïîõèáêè çóìîâëåíå íåñè-
ìåòðè÷íiñòþ çàêîíó ðîçïîäiëó âèáiðêîâîãî êîåôiöi¹íòà àâòî-
êîðåëÿöi¨ i éîãî ðîçáiæíiñòþ ç íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì. Êðiì
òîãî, ìiæ ïàðàìè êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ iñíó¹ äîñòàòíüî
ñèëüíèé ñòàòèñòè÷íèé çâ'ÿçîê. Íàÿâíiñòü òàêîãî çâ'ÿçêó ìîæå
âíîñèòè ñóòò¹âi çìiùåííÿ â îöiíêè çíà÷åíü ñàìèõ êîåôiöi¹íòiâ
àâòîêîðåëÿöi¨ i ¨õíiõ äèñïåðñié.

Çàãàëîì âåëè÷èíó äèñïåðñi¨ êîåôiöi¹íòà àâòîêîðåëÿöi¨ ìî-
æíà îöiíèòè çà ôîðìóëîþ Áàðòëåòòà

Var [ρk] =
1

T

i=j∑
i=−j

(ρ2
i + ρi+kρi−k − 4ρkρiρi−k + 2ρ2

i ρ
2
k) ,

äå iíäåêñ j çàëåæèòü âiä äîâæèíè ðÿäó T i âèáèðà¹òüñÿ òàê,
ùîá âåëè÷èíè â ôîðìóëi Áàðòëåòòà áóëè ñòàòèñòè÷íî âèçíà-
÷åíi (ïåðåäóñiì öå ñòîñó¹òüñÿ ρj+k).

Äëÿ ðåàëüíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ àâòîêîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ÷àñ-
òî ìà¹ âèçíà÷åíèé âèãëÿä. Çîêðåìà, äëÿ MA ïðîöåñiâ êîåôiöi-
¹íòè àâòîêîðåëÿöi¨ äîðiâíþþòü íóëþ ïiñëÿ äåÿêîãî ëàãà, òîá-
òî ρi = 0, i > q, äëÿ AR(1) ïðîöåñó âîíè çàòóõàþòü ñòåïåíåâî
ρk = ρk.
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Ó ïåðøîìó âèïàäêó äèñïåðñiþ ìîæíà íàáëèæåíî îöiíèòè
çà ôîðìóëîþ

Var [ρk] =
1

T

(
1 + 2

q∑
i=1

ρ2
i

)
, k > q ,

äå iíäåêñè k íàëåæàòü êîåôiöi¹íòàì àâòîêîðåëÿöi¨, ÿêi íàáëè-
æàþòüñÿ äî íóëÿ ïiñëÿ äåÿêîãî ëàãà q.

Ó äðóãîìó âèïàäêó äèñïåðñiÿ ïåðøîãî êîåôiöi¹íòà àâòîêî-
ðåëÿöi¨ ìîæíà íàáëèæåíî âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

Var [ρ1] =
1

T
(1− ρ2

1) .

Çàóâàæèìî, ùî ïðè íåâåëèêèõ çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòà àâ-
òîêîðåëÿöi¨ éîãî ðîçïîäië àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíèé.

Íà ïðàêòèöi ðåêîìåíäóþòü çàñòîñîâóâàòè ñïðîùåíó
ôîðìóëó äëÿ îöiíêè äèñïåðñi¨

Var [ρk] =
1

T
,

ÿêó âèêîðèñòîâóþòü ïðè òåñòóâàííi çíà÷óùîñòi êîåôiöi¹íòà
êîðåëÿöi¨. Ñòàòèñòè÷íèì êðèòåði¹ì ¹ ñòàòèñòèêà Ñòüþäåíòà,
ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

τ =
|ρk|
σk

.

4.1.2 Íåïàðàìåòðè÷íi òåñòè
Òåñò Ìàííà - Óiíòíi

Íåïàðàìåòðè÷íèé êðèòåðié Ìàííà - Óiíòíi (êðèòåðié u∗)
âèêîðèñòîâóþòü äëÿ òåñòóâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.
Âií òðîõè ñëàáøèé âiä êðèòåðiþ Ñòüþäåíòà ó âèïàäêó ÷à-
ñîâèõ ðÿäiâ ç íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì, àëå ìà¹ ïåðåâàãè íàä
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ïàðàìåòðè÷íèìè êðèòåðiÿìè ó âèïàäêó, ÿêùî ðîçïîäië ÷àñî-
âîãî ðÿäó íå ¹ íîðìàëüíèì.

Êðèòåðié u∗ çàñòîñîâóþòü äëÿ ïåðåâiðêè iäåíòè÷íîñòi ðîç-
ïîäiëiâ äâîõ ñóêóïíîñòåé (ó íàøîìó âèïàäêó ÷àñîâèõ ïîñëi-
äîâíîñòåé îäíîãî ÷àñîâîãî ðÿäó yt, ÿêi âèçíà÷åíi íà ðiçíèõ
÷àñòèíàõ ÷àñîâîãî iíòåðâàëó t = 1, ..., T ).

Íåõàé ïåðøà ñóêóïíiñòü óòâîðåíà ç T1 ïîñëiäîâíèõ ñïîñòå-
ðåæåíü yt, äðóãà � ç T2 éîãî ñïîñòåðåæåíü, ïðè÷îìó óòâîðåíi
ïîñëiäîâíîñòi íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Âñi çíà÷åííÿ öèõ ñóêóïíîñòåé îá'¹äíó¹ìî â îäèí ðÿä, â ÿêî-
ìó âîíè ðîçòàøîâóþòüñÿ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ç ïåðøîãî ïî
(T1 + T2)-èé, íåçàëåæíî âiä òîãî äî ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi âîíè
íàëåæàòü. Ó öié ¹äèíié ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòè ïåðøî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì y1, äðóãî¨ � ñèìâîëîì y2. Â ðå-
çóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðÿä, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç T1 +T2 åëåìåíòiâ,
â ÿêîìó ñèìâîëè y1 (T1 åëåìåíòiâ) i ñèìâîëè y2 (T2 åëåìåíòiâ)
ïåðåìiøàíi ìiæ ñîáîþ.

ßêùî ðÿä ñòàöiîíàðíèé, òî ïîñëiäîâíîñòi y1 i y2 ïðàêòè-
÷íî íå âiäðiçíÿþòüñÿ i ¨õíi åëåìåíòè ïåðåìiøàíi ìiæ ñîáîþ.
ßêùî æ ðÿä íå ¹ ñòàöiîíàðíèì, òî çàãàëüíà ïîñëiäîâíiñòü áóäå
ðîçäiëåíà íà îäíîðiäíi ìàñèâè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ çäåáiëüøîãî
ç åëåìåíòiâ ïåâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi. Íàïðèêëàä, åëåìåíòè ñóêó-
ïíîñòåé áóäóòü íàãðîìàäæóâàòèñÿ íà ðiçíèõ êiíöÿõ çàãàëüíî¨
ïîñëiäîâíîñòi.

Òåñò Ìàííà - Óiòíi ïåðåâiðÿ¹ ãiïîòåçó ïðî ñòàöiîíàðíiñòü
÷àñîâîãî ðÿäó íà ïiäñòàâi îá÷èñëåííÿ ñòàòèñòèêè u∗, ÿêà äî-
ðiâíþ¹ êiëüêîñòi âèïàäêiâ, êîëè åëåìåíòè ç ñóêóïíîñòi y1 ïå-
ðåäóþòü åëåìåíòàì ñóêóïíîñòi y2. Òîáòî çíà÷åííÿ u∗ äîðiâ-
íþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ç y1, ÿêi ïåðåäóþòü íàéìåíøîìó çà
âåëè÷èíîþ åëåìåíòó ç y2, ïëþñ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ç y1, ÿêi
ïåðåäóþòü íàñòóïíîìó çà íèì åëåìåíòó ç y2, âðàõîâóþ÷è òà-
êîæ ðàíiøå âæå âðàõîâàíi åëåìåíòè ïåðøî¨ ñóêóïíîñòi i òàê
äàëi, äîêè íå áóäå âêëþ÷åíî â ñóìó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ç y1,
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ÿêi ïåðåäóþòü îñòàííüîìó åëåìåíòó ç y2.
Íà ïðàêòèöi çíà÷åííÿ u∗ ðîçðàõîâóþòü àáî ÷åðåç ñóìó ðàí-

ãiâ åëåìåíòiâ ïåðøî¨ ñóêóïíîñòi, àáî ÷åðåç ñóìó ðàíãiâ åëåìåí-
òiâ äðóãî¨ ñóêóïíîñòi âiäïîâiäíî çà ôîðìóëàìè

u∗ = R1 − T1 (T1 + 1)

2
,

u∗ = T1 T2 − T2 (T2 + 1)

2
−R2 ,

äå R1 i R2 � ñóìè ðàíãiâ åëåìåíòiâ ïåðøî¨ i äðóãî¨ ñóêóïíîñòåé
âiäïîâiäíî, ÿêi âèçíà÷àþòü ó çàãàëüíié ïîñëiäîâíîñòi.

Äëÿ ñåðåäíiõ i âåëèêèõ âèáiðîê (T > 50; 100) âèïàäêîâà
âåëè÷èíà u∗ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíà ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâà-
ííÿì

E[u∗] =
T1 T2

2

i äèñïåðñi¹þ

Var [u∗] =
T1 T2 (T1 + T2 + 1)

12
.

Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà

z =
u∗ − T1 T2

2
± 1

2
σ(u∗)

ìà¹ íîðìàëüíèé ñòàíäàðòíèé ðîçïîäië. Ó öié ôîðìóëi ïîïðàâ-
êà 1/2 ââîäèòüñÿ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âåëè÷èíè z.
Âîíà äîäà¹òüñÿ, ÿêùî z < 0, i âiäíiìà¹òüñÿ, ÿêùî z > 0.

Ãiïîòåçà ïðî ñòàöiîíàðíiñòü ïðîöåñó ìîæå áóòè ïðèéíÿòà,
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

x1 ≤ z ≤ x2 , (4.1.6)
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äå x1 i x2 âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíîñòi

P{x1 ≤ z ≤ x2} = p =

x2∫

x1

ϕ(x) dx ,

äå
ϕ(x) =

1√
2π

e−
x2

2 .

Çîêðåìà, ÿêùî p = 0, 95, òî îá÷èñëåíå çíà÷åííÿ z ìà¹ íàëåæà-
òè iíòåðâàëó

−1, 96 ≤ z ≤ 1, 96 .

Òåñò Ñiäæåëà -Òüþêi
Çàìiñòü ïàðàìåòðè÷íîãî êðèòåðiþ Ôiøåðà äëÿ ïåðåâiðêè

ãiïîòåçè ïðî ñòàëiñòü äèñïåðñi¨ ÷àñîâîãî ðÿäó yt íà iíòåðâàëi
t = 1, 2, ..., T ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè íåïàðàìåòðè÷íèé êðè-
òåðié Ñiäæåëà - Òüþêi, ÿêèé òàêîæ ãðóíòó¹òüñÿ íà çiñòàâëåííi
ðàíãiâ åëåìåíòiâ äâîõ ñóêóïíîñòåé.

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ òåñòó öåíòðó¹ìî âèõiäíèé ðÿä, òîáòî îá-
÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ y′t = yt−ȳ, äå ȳ � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ðÿäó yt.
Äàëi iíòåðâàë [1, T ] ðîçäiëÿ¹ìî íà äâi ÷àñòèíè (áàæàíî ðiâíi).
Åëåìåíòè ïåðøî¨ ÷àñòèíè öåíòðîâàíî¨ ñóêóïíîñòi ïîçíà÷à¹ìî
y1, à äðóãî¨ ÷àñòèíè � y2.

Äàëi åëåìåíòè äâîõ öåíòðîâàíèõ ñóêóïíîñòåé îá'¹äíó¹ìî
â îäèí ðÿä, ïðèñâîþþ÷è êîæíîìó åëåìåíòó ðàíã i âiäïîâiäíî
¨õ ñîðòó¹ìî çà òàêèì ïðàâèëîì. Ðàíã 1 ïðèñâîþ¹ìî íàéìåí-
øîìó âiä'¹ìíîìó åëåìåíòó i ðîçòàøîâó¹ìî éîãî íà ïåðøîìó
ìiñöi ââåðõó ðÿäó. Ðàíã 2 ïðèñâîþ¹ìî íàéáiëüøîìó äîäàòíî-
ìó åëåìåíòó i ðîçòàøîâó¹ìî éîãî íà îñòàííüîìó ìiñöi âíèçó
ðÿäó. Ðàíã 3 ïðèñâîþ¹ìî çíà÷åííþ, ÿêå ñëiäó¹ çà íàéìåíøèì
i ðîçòàøîâó¹ìî éîãî íà äðóãîìó ìiñöi ââåðõó ðÿäó. Ðàíã 4 �
çíà÷åííþ, ÿêå ïåðåäó¹ íàéáiëüøîìó i ðîçòàøîâó¹ìî éîãî íà
äðóãîìó ìiñöi çíèçó i òàê äàëi.
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Ó çàãàëüíîìó ðÿäi íîìåðè ðàíãiâ çáiëüøóþòüñÿ âiä êðà-
¨â äî öåíòðà çãiäíî ç òàêîþ çàêîíîìiðíiñòþ: íåïàðíi íîìåðè
(âiä'¹ìíèõ åëåìåíòiâ) � çâåðõó äî öåíòðà, à ïàðíi (äîäàòíèõ
åëåìåíòiâ) � çíèçó äî öåíòðó.

Íà ïiäñòàâi öèõ ðàíãiâ âèçíà÷àþòü âèïàäêîâó âåëè÷èíó w∗,
ÿêà ïðèáëèçíî ðîçïîäiëåíà çà íîðìàëüíèì çàêîíîì ðîçïîäiëó
ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

E[w∗] = R1 − T1 (T1 + T2 + 1)

2

i äèñïåðñi¹þ

Var [w∗] =
T1 T2 (T1 + T2 + 1)

12
,

äå R1 � ñóìà ðàíãiâ åëåìåíòiâ ïåðøî¨ ñóêóïíîñòi; T1, T2 � êiëü-
êiñòü åëåìåíòiâ ó ïåðøié i äðóãié ñóêóïíîñòi âiäïîâiäíî.

Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà

z =
R1 − T1 (T1 + T2 + 1)

2
± 1

2√
T1 T2 (T1 + T2 + 1)

12

ìà¹ íîðìàëüíèé ñòàíäàðòíèé ðîçïîäië. Ó öié ôîðìóëi ïîïðàâ-
êà 1/2 ââîäèòüñÿ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âåëè÷èíè z.
Âîíà äîäà¹òüñÿ, ÿêùî z < 0, i âiäíiìà¹òüñÿ, ÿêùî z > 0.

Ãiïîòåçà ïðî ðiâíiñòü äèñïåðñié ïîáóäîâàíèõ ñóêóïíîñòåé
ïðèéìà¹òüñÿ, ÿêùî z çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (4.1.6).

Ñåðiéíi êðèòåði¨ ñòàöiîíàðíîñòi
Äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ñòàöiîíàðíèé õàðàêòåð ïðîöåñó

ìîæíà âèêîðèñòàòè óíiâåðñàëüíi ùîäî çàêîíó ðîçïîäiëó çíà-
÷åíü yt, t = 1, 2, ..., T íåïàðàìåòðè÷íi òåñòè, ÿêi ãðóíòóþòüñÿ
íà àíàëiçi çàêîíîìiðíîñòåé ñåðié öèõ çíà÷åíü. Öå òàê çâàíi ñå-
ðiéíi êðèòåði¨. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ ¨õ çàñòîñóâàííÿ ¹ äîñèòü
çíà÷íèé îáñÿã ÷àñîâîãî ðÿäó.
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Ïðèêëàäîì ñåðiéíîãî êðèòåðiþ ¹ êðèòåðié Âàëüäà - Âîëü-
ôîâèòöà. Çãiäíî ç öèì êðèòåði¹ì äîñëiäæóþòü ðîçòàøóâàííÿ
åëåìåíòiâ ñòîñîâíî ìåäiàíè. Åëåìåíòè, ÿêi ¹ çà ðiâíåì âèùi,
íiæ ìåäiàíà, óòâîðþþòü ñåðiþ ç äîäàòíèì çíàêîì, à äî ñåði¨ ç
âiä'¹ìíèì çíàêîì âõîäÿòü åëåìåíòè, ðiâåíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹
ìåäiàíè. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ÷èñëà ñåðié âèçíà÷àþòü òàê:

E[Ns] =
2N1 N2

N1 + N2

+ 1 ,

à éîãî äèñïåðñiþ âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ

Var [Ns] =
2N1N2(2N1N2 − (N1 + N2))

(N1 + N2)2(N1 + N2 − 1)
,

äå N1 � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ç äîäàòíèì çíàêîì; N2 � êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ç âiä'¹ìíèì çíàêîì; N1 +N2 = T � êiëüêiñòü åëåìåí-
òiâ ó ÷àñîâîìó ðÿäi; Ns � ÷èñëî ñåðié.

Äëÿ âåëèêîãî îáñÿãó ÷àñîâîãî ðÿäó T íîðìîâàíà çìiííà

z =
Ns − E[Ns]± 1/2

σ(Ns)

ðîçïîäiëåíà çà ñòàíäàðòíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì N[0, 1].
Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ñòàöiîíàðíiñòü
âèêîðèñòîâóþòü äâîñòîðîííié êðèòåðié (4.1.6).

4.2 Àâòîêîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ACF

Áëèçüêiñòü ðåàëüíèõ äàíèõ ÷àñîâîãî ðÿäó äî òåîðåòè÷íî¨ ìî-
äåëi ìîæíà âèçíà÷èòè íà ïiäñòàâi àâòîêîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨.
Äëÿ öüîãî ïîðiâíþþòü òåîðåòè÷íó àâòîêîðåëÿöiéíó ôóíêöiþ
ACF ìîäåëi é åìïiðè÷íó ôóíêöiþ, ÿêó âèçíà÷àþòü íà ïiäñòàâi
ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ çà äîïîìîãîþ âèáiðêîâèõ êîåôiöi¹íòiâ
àâòîêîðåëÿöi¨.
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Ó öüîìó ïóíêòi áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ðîçãëÿäàòèìåìî ðÿ-
äè, ÿêi êîëèâàþòüñÿ íàâêîëî íóëÿ, òîáòî ðÿäè yt, äëÿ ÿêèõ
E [yt] = 0. ßêùî â åìïiðè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ öå íå òàê, òî
ïî÷àòêîâèé ðÿä òðåáà ïåðåòâîðèòè i äîñëiäæóâàòè ðÿä yt − ȳ.

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñòàöiîíàðíi ðÿ-
äè, ÿêi êîëèâàþòüñÿ íàâêîëî íóëÿ, òîáòî ðÿäè, äëÿ ÿêèõ ȳ = 0.
ßêùî öå íå òàê, òî ïî÷àòêîâèé ðÿä òðåáà ïåðåòâîðèòè i ðîç-
ãëÿäàòè ðÿä yt − ȳ.

Ôóíêöiÿ àâòîêîðåëÿöi¨ îïèñó¹ êîðåëÿöiþ ìiæ yt i éîãî ëà-
ãîì yt−k i çàëåæèòü âiä k. Íàãàäà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè àâòîêî-
ðåëÿöi¨ k-ãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëàìè

ρk =
Cov [yt, yt−k]

Var [yt]
=

γk

γ0

. (4.2.1)

Ïðè çìiíi çíà÷åííÿ k âåëè÷èíè ρk ¹ çíà÷åííÿìè àâòîêîðåëÿ-
öiéíî¨ ôóíêöi¨, ÿêó ïîçíà÷àþòü ACF .

Çàãàëîì ó ìåæàõ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi àâòîêîðåëÿöiÿ çàäà¹-
òüñÿ êîåôiöi¹íòîì ðiâíÿííÿ

yt = ρk yt−k + εt . (4.2.2)

Ñïðàâäi, ó öüîìó âèïàäêó E[yt] = 0. ßêùî ïîìíîæèòè îáèäâi
÷àñòèíè (4.2.2) íà yt−k i îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
âiä îáîõ ÷àñòèí, òî âðàõóâàâøè, ùî E[εt yt−k] = 0, ìàòèìåìî

γk = ρkγ0 ,

çâiäêè i âèïëèâà¹ (4.2.1).
Íà ïiäñòàâi ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ ÷àñîâîãî ðÿäó yt ìîæ-

íà îá÷èñëèòè âèáiðêîâó ôóíêöiþ àâòîêîðåëÿöi¨, ÿêà ¹ ôóíê-
öi¹þ âiä k i äà¹ îöiíåíi àâòîêîðåëÿöiéíi êîåôiöi¹íòè. Âèáiðêî-
âi êîåôiöi¹íòè àâòîêîðåëÿöi¨ ïîçíà÷àþòü ρ̂k i îá÷èñëþþòü çà
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ôîðìóëàìè

ρ̂k =

1

T − k

T∑
t=k+1

yt yt−k

1

T

T∑
t=1

y2
t

. (4.2.3)

Òîáòî, êîâàðiàöi¨ ó (4.2.1) çàìiíÿ¹ìî âèáiðêîâèìè îöiíêàìè.
Ó ðîçäiëi 2 ìè âèçíà÷èëè âèãëÿä àâòîêîðåëÿöié ðiçíèõ ïî-

ðÿäêiâ äëÿ ARMA(p, q) ïðîöåñiâ. Çîêðåìà, äëÿ MA(1) ìîäåëi
ACF íàáóâà¹ çíà÷åíü

ρ1 =
θ

1 + θ2
, ρ2 = 0 , ρ3 = 0 , ... , ρk = 0 , ... ,

äëÿ MA(2) ìîäåëi ç (2.3.5) âèïëèâà¹, ùî

ρ1 =
θ1 + θ1θ2

1 + θ2
1 + θ2

2

, ρ2 =
θ2

1 + θ2
1 + θ2

2

,

ρ3 = 0 , ρ4 = 0 , ... , ρk = 0 , ... .

Äëÿ çàãàëüíî¨ MA(q) ìîäåëi ACF äîðiâíþ¹ íóëþ ïiñëÿ q
çñóâiâ

ρq+1 = 0 , ρq+2 = 0 , ... , ρk = 0 , ... .

Òåîðåòè÷íà àâòîêîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ìîäåëi MA(q) îáðè-
âà¹òüñÿ ïiñëÿ çñóâó q. ßêùî àâòîêîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ ðåàëü-
íîãî ïðîöåñó ìà¹ àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, òî öå ñâiä÷èòü ïðî
òå, ùî äëÿ éîãî îïèñó äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ìîäåëü ðó-
õîìîãî ñåðåäíüîãî âiäïîâiäíîãî ïîðÿäêó.

Îñêiëüêè âèáiðêîâi êîåôiöi¹íòè àâòîêîðåëÿöi¨ ìîæóòü õà-
ðàêòåðèçóâàòèñÿ äîñòàòíüî âåëèêèìè ïîõèáêàìè, i, êðiì òîãî,
ñèëüíèìè êîðåëÿöiéíèìè âçà¹ìîçâ'ÿçêàìè ìiæ ñîáîþ, òî íà
ïðàêòèöi òî÷íîãî çáiãó ìiæ òåîðåòè÷íîþ i åìïiðè÷íîþ àâòîêî-
ðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ íå âàðòî ÷åêàòè, îñîáëèâî ïðè âåëèêèõ
çñóâàõ.
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Çîêðåìà, äëÿ MA ìîäåëi ïîðÿäêó q íå çàâæäè îòðèìà¹ìî,
ùî ρ̂k äîðiâíþþòü íóëþ äëÿ k > q. Àëå ìè ìîæåìî âèêîðè-
ñòàòè ρ̂k äëÿ òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè H0 : ρk = 0.

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië ρ̂k äëÿ
k > q √

T (ρ̂k − ρk) → N[0, Vk] ,

äå Vk = 1 + 2ρ2
1 + 2ρ2

2 + ... + 2ρ2
q.

Îòæå, äëÿ òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè, ùî ïðàâèëüíà ìîäåëü
MA(0) ïðîòè àëüòåðíàòèâíî¨ MA(1) ìîæíà òåñòóâàòè ãiïî-
òåçó H0 : ρ1 = 0 çà äîïîìîãîþ òåñòîâî¨ ñòàòèñòèêè

Φ =
√

T ρ̂1 ,

ÿêó ïîðiâíþ¹ìî ç êðèòè÷íèìè çíà÷åííÿìè ñòàíäàðòíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðîçïîäiëó.

Òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè, ùî ïðàâèëüíà ìîäåëü MA(q−1) ïðî-
òè àëüòåðíàòèâíî¨ MA(q) åêâiâàëåíòíå òåñòóâàííþ ãiïîòåçè
H0 : ρq = 0. Òåñòîâîþ ñòàòèñòèêîþ ó öüîìó âèïàäêó áóäå âå-
ëè÷èíà

Φ =
√

T
ρ̂q√

1 + 2ρ2
1 + 2ρ2

2 + ... + 2ρ2
q−1

, (4.2.4)

ÿêó ïîðiâíþ¹ìî ç êðèòè÷íèìè çíà÷åííÿìè íîðìàëüíîãî ñòàí-
äàðòíîãî ðîçïîäiëó. ßêùî |Φ| < 1, 96, òî MA(q − 1) ìîäåëü
ìîæíà ââàæàòè ïðàâèëüíîþ ç êîåôiöi¹íòîì íàäiéíîñòi 0, 95.

Çîêðåìà, ÿêùî äëÿ ïðîöåñó âèÿâèâñÿ çíà÷óùèì ëèøå ïåð-
øèé êîåôiöi¹íò àâòîêîðåëÿöi¨ ρ̂1 i ρ̂1 ≤ 0, 5, òî äîöiëüíî âèáðà-
òè äëÿ îïèñó ÷àñîâîãî ðÿäó ìîäåëü MA(1).

ACF àâòîðåãðåñiéíèõ ìîäåëåé ìåíø êîðèñíà. Äëÿ AR(1)
ìîäåëi â ðîçäiëi 2 áóëî ïîêàçàíî, ùî ACF êîåôiöi¹íòè íå çà-
êií÷óþòüñÿ íà çñóâi ñêií÷åíî¨ äîâæèíè. Àâòîêîðåëÿöiéíà ôóí-
êöiÿ ìîäåëi AR(1) ρk = φk (|φ| < 1) ñïàäà¹ äî íóëÿ ñòðîãî ïî
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åêñïîíåíòi (òî÷íiøå, öåé âèñíîâîê ïðàâèëüíèé äëÿ àáñîëþ-
òíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨)

|ρk| = ek ln |φ| = e−k ln |1/φ| .

Äëÿ AR ìîäåëåé âèùèõ ïîðÿäêiâ ACF ñêëàäíiøà.
Îäíàê äëÿ íèõ òàêîæ õàðàêòåðíèé ïëàâíèé õàðàêòåð çìåí-
øåííÿ. Çãiäíî ç ïóíêòîì 2.9. çàëåæíî âiä êîåôiöi¹íòiâ ìîäåëi
â îäíîìó âèïàäêó ñïàä âiäáóâà¹òüñÿ àáî òðîõè øâèäøå, íiæ
ñòðîãî ïî åêñïîíåíòi, àáî òðîõè ïîâiëüíiøå, â iíøîìó âèïàäêó
� çà çàêîíîìiðíiñòþ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèíóñî¨äi, ùî çàòóõà¹.

Ïîðiâíþþ÷è òåîðåòè÷íi i åìïiðè÷íi àâòîêîðåëÿöiéíi ôóí-
êöi¨ ìè âðàõîâóâàëè ëèøå ¨õíi ãîëîâíi âëàñòèâîñòi. Òîìó ¨õíié
çáiã äà¹ çìîãó ëèøå çíà÷íî çâóçèòè êîëî ïðèéíÿòíèõ äëÿ îïè-
ñó âàðiàíòiâ ìîäåëi. Îñòàòî÷íèé âèáið íà êîðèñòü ïåâíî¨ ìîäå-
ëi ðîáèòüñÿ çà ðåçóëüòàòàìè íàñòóïíèõ åòàïiâ îöiíþâàííÿ òà
äiàãíîñòèêè.

4.3 ×àñòêîâà àâòîêîðåëÿöiéíà
ôóíêöiÿ PACF

Äóæå âàæëèâà iíôîðìàöiÿ ïðî ïîðÿäîê ìîäåëi ìiñòèòüñÿ â
÷àñòêîâié ôóíêöi¨ àâòîêîðåëÿöi¨, ÿêó ïîçíà÷àþòü PACF .

Êîåôiöi¹íòè ÷àñòêîâî¨ àâòîêîðåëÿöi¨ ïîçíà÷àþòü ρkk i çíà-
õîäÿòü ç AR(k) ìîäåëi

yt = ϕ1yt−1 + ϕ2yt−2 + ... + ϕkyt−k + εt (4.3.1)

ÿê ÌÍÊ-îöiíêó êîåôiöi¹íòà ïðè yt−k. Òîáòî, ρkk = ϕ̂k. ×àñ-
òêîâà àâòîêîðåëÿöiÿ ρkk âèìiðþ¹ äîäàòêîâó êîðåëÿöiþ ìiæ yt

i yt−k ïiñëÿ âðàõóâàííÿ âïëèâó yt−1, ..., yt−k−1 íà yt.
ßêùî yt � áiëèé øóì, òî, îñêiëüêè êîæíå çíà÷åííÿ íåêî-

ðåëüîâàíå ç iíøèìè, âñi êîåôiöi¹íòè â (4.3.1), à îòæå, i âñi
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ρkk áóäóòü äîðiâíþâàòè íóëþ. Äëÿ iíøèõ ðÿäiâ PACF çðó÷íî
îöiíèòè çà äîïîìîãîþ êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨.

Êîåôiöi¹íò ÷àñòêîâî¨ àâòîêîðåëÿöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ρ11

âèçíà÷à¹òüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ

yt = ρ11 yt−1 + εt . (4.3.2)

Ïîðiâíÿâøè îñòàííþ ðiâíiñòü ç (4.2.2) äëÿ k = 1, áà÷èìî, ùî

ρ11 = ρ1 . (4.3.3)

Íà ïðàêòèöi îöiíêà ρ̂11 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê îöiíêà êîåôiöi¹íòà
àâòîêîðåëÿöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó

ρ̂11 = ρ̂1 .

Çíà÷åííÿ ρ22 çíàõîäÿòü âiäïîâiäíî ÿê êîåôiöi¹íò ìîäåëi
AR(2)

yt = ρ12 yt−1 + ρ22 yt−2 + εt . (4.3.4)
Òóò êîåôiöi¹íòîì ÷àñòêîâî¨ àâòîêîðåëÿöi¨ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹
êîåôiöi¹íò ïðè yt−2. Âií âiäîáðàæà¹ ÷àñòêîâèé àáî äîäàòêîâèé
åôåêò âiä äîäàâàííÿ yt−2 äî ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó ¹ yt−1. Ïîìíî-
æèâøè (4.3.4) íà yt−1 i îá÷èñëèâøè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ,
îäåðæèìî

γ1 = ρ12 γ0 + ρ22 γ1 + E[εt yt−1] .

Ïîäiëèâøè íà γ0 i âèêîðèñòàâøè, ùî E[εt yt−1] = 0, ìàòèìåìî

ρ1 = ρ12 + ρ22ρ1

àáî
ρ12 = ρ1(1− ρ22) . (4.3.5)

Ïîìíîæèâøè (4.3.4) íà yt−2, àíàëîãi÷íî îäåðæèìî âèðàç

ρ22 = ρ2 − ρ12 ρ1 ,
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ÿêèé, âèêîðèñòàâøè (4.3.5), ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ρ22 =
ρ2 − ρ2

1

1− ρ2
1

.

Íà ïðàêòèöi îöiíêó ρ̂22 îá÷èñëþ¹ìî òàê:

ρ̂22 =
ρ̂2 − ρ̂2

1

1− ρ̂2
1

=

∣∣∣∣
1 ρ̂1

ρ̂1 ρ̂2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 ρ̂1

ρ̂1 1

∣∣∣∣
. (4.3.6)

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ ìîäåëi AR(p) êîåôiöi¹íò ρ̂kk îá÷è-
ñëþ¹ìî ç ñèñòåìè Þëà - Óîëêåðà çà ôîðìóëîþ

ρ̂kk =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ̂1 ρ̂2 ... ρ̂k−2 ρ̂1

ρ̂1 1 ρ̂1 ... ρ̂k−3 ρ̂2

... ... ... ... ... ...
ρ̂k−1 ρ̂k−2 ρ̂k−3 ... ρ̂1 ρ̂k

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ̂1 ρ̂2 ... ρ̂k−2 ρ̂k−1

ρ̂1 1 ρ̂1 ... ρ̂k−3 ρ̂k−2

... ... ... ... ... ...
ρ̂k−1 ρ̂k−2 ρ̂k−3 ... ρ̂1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∆k

∆
(4.3.7)

äëÿ k = 1, 2, ..., p, p + 1, ... .
Íà ïiäñòàâi âèâåäåíèõ ñïiââiäíîøåíü îá÷èñëèìî ÷àñòêîâó

àâòîêîðåëÿöiéíó ôóíêöiþ äëÿ àâòîðåãðåñiéíèõ ìîäåëåé. Çî-
êðåìà, äëÿ AR(1) ìîäåëi ìàòèìåìî

ρ11 = φ , ρ22 = 0 , ρ33 = 0 , ... , ρkk = 0 , ... ,

îñêiëüêè ïåðøèé i îñòàííié ñòîâïöi âèçíà÷íèêà
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 φ φ2 ... φk−2 φ
φ 1 φ ... φk−3 φ2

φ2 φ 1 ... φk−4 φ3

... ... ... ... ... ...
φk−1 φk−2 φk−3 ... φ φk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



134 Ðîçäië 4. Iäåíòèôiêàöiÿ ìîäåëi

ïðîïîðöiéíi, òîáòî PACF äîðiâíþ¹ íóëþ, êðiì PACF ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó.

Äëÿ AR(2) �

ρ11 =
φ1

1− φ2

, ρ22 = φ2, ρ33 = 0, ρ44 = 0, ... , ρkk = 0, ... ,

òîáòî PACF äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ çñóâiâ áiëüøå äâîõ.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ.
Äëÿ AR(p) ïðîöåñó ÌÍÊ - îöiíêè AR(k) ìîäåëi äëÿ k ≥ p

¹ çìiñòîâíèìè, òîìó

plim ρkk = 0 , ÿêùî k > p .

Òîáòî äëÿ ìîäåëi AR(p) çíà÷åííÿ ÷àñòêîâî¨ ôóíêöi¨ àâòî-
êîðåëÿöi¨ ¹ çíà÷óùèìè (âiäìiííèìè âiä íóëÿ) äî çñóâó ïîðÿä-
êó p (ρ̂kk > 0, ïðè k ≤ p) i äîðiâíþþòü íóëþ ïðè çñóâàõ, ÿêi
ïåðåâèùóþòü ïîðÿäîê ìîäåëi (ρ̂kk = 0 ïðè k > p).

Îòîæ, ïîâåäiíêà ÷àñòêîâî¨ ôóíêöi¨ àâòîêîðåëÿöi¨ ìîäåëåé
àâòîðåãðåñi¨ àíàëîãi÷íà äî ïîâåäiíêè àâòîêîðåëÿöiéíî¨ ôóí-
êöi¨ ìîäåëåé ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî. Äëÿ ìîäåëi AR(p) ¨¨ ÷àñ-
òêîâà àâòîêîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ PACF îáðèâà¹òüñÿ ïiñëÿ çñó-
âó p, òàê ÿê öå áóëî á äëÿ ACF ìîäåëi MA(p). Öþ âëàñòèâiñòü
÷àñòêîâî¨ ôóíêöi¨ àâòîêîðåëÿöi¨ çðó÷íî âèêîðèñòàòè äëÿ iäåí-
òèôiêàöi¨ ìîäåëi àâòîðåãðåñi¨.

Âèêîðèñòà¹ìî êîåôiöi¹íòè ÷àñòêîâî¨ àâòîêîðåëÿöi¨ äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ïîðÿäêó AR ïðîöåñó. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî òâåð-
äæåííÿ.

Äëÿ AR(p) ïðîöåñó àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië ρ̂kk

ïðè k ≥ p ¹ íîðìàëüíèì, à ñàìå
√

T ρ̂kk → N[0, 1] ,

Òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ìîäåëü AR(k − 1)
ïðîòè àëüòåðíàòèâíî¨ AR(k) ìîäåëi çâîäèòüñÿ äî òåñòóâàííÿ
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ãiïîòåçè H0 : ρkk = 0. Ãiïîòåçà âiäõèëÿ¹òüñÿ ïðè ðiâíi çíà-
÷óùîñòi α = 0, 05, ÿêùî |√T ρ̂kk| > 1, 96. Îòæå, íà ïiäñòàâi
PACF ìîæíà ïðîòåñòóâàòè, äëÿ ÿêèõ çñóâiâ êîåôiöi¹íòè ρkk

âiäìiííi âiä íóëÿ. Äëÿ ñïðàâæíüî¨ AR(p) ìîäåëi ÷àñòêîâi àâ-
òîêîðåëÿöi¨ áóäóòü áëèçüêi äî íóëÿ ïiñëÿ p-ãî ëàãà.

Òàê ñàìî ÿê i äëÿ àâòîðåãðåñiéíèõ ìîäåëåé ÷àñòêîâi ôóíê-
öi¨ àâòîêîðåëÿöi¨ ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi i äëÿ ìîäåëåé ðóõî-
ìîãî ñåðåäíüîãî äîâiëüíîãî ïîðÿäêó. Äëÿ ¨õíüî¨ îöiíêè âèêî-
ðèñòîâóþòü ôîðìóëè (4.3.3), (4.3.6), (4.3.7).

Çîêðåìà, äëÿ MA(1) ïðîöåñó ç (4.3.3), (4.3.6) ìàòèìåìî

ρ11 =
θ

1 + θ2
, ρ22 =

−θ2

1 + θ2 + θ4
.

Îñêiëüêè äëÿ öi¹¨ ìîäåëi ρ1 = θ/(1 + θ2) i ρ2 = ρ3 = ... =
0, òî ìîæíà âèâåñòè ôîðìóëó äëÿ çíà÷åíü îöiíîê ÷àñòêîâèõ
êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó

ρ̂kk = (−1)k+1 θk (1− θ2)

1− θ2(k+1)
. (4.3.8)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
|ρ̂kk| < |θ|k ,

òîáòî ÷àñòêîâà ôóíêöiÿ àâòîêîðåëÿöi¨ PACF ìîäåëi MA(1)
ñïàäà¹ äî íóëÿ çà çàêîíîì áëèçüêèì äî åêñïîíåíöiàëüíîãî. Ií-
øèìè ñëîâàìè, ¨¨ ïîâåäiíêà ïîäiáíà äî ïîâåäiíêè ACF ìîäåëi
AR(1).

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî àíàëîãi÷íà âiäïîâiäíiñòü ïðîñòåæó¹-
òüñÿ ó âëàñòèâîñòÿõ PACF çâîðîòíî¨ (|θ| < 1) ìîäåëi MA(2) i
ACF ìîäåëi AR(2). Âîíè ïëàâíî ñïàäàþòü ïðè çðîñòàííi çñó-
âó çà åêñïîíåíöiàëüíèì çàêîíîì, àáî ïîâîäÿòü ñåáå ÿê çàòó-
õàþ÷i ñèíóñî¨äè. Òàêà âiäïîâiäíiñòü ìiæ àâòîêîðåëÿöiéíèìè i
÷àñòêîâèìè àâòîêîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè õàðàêòåðíà òàêîæ
i äëÿ ìîäåëåé àâòîðåãðåñi¨ i ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî âèùèõ ïî-
ðÿäêiâ.
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Äëÿ ïðîöåñó ARMA(1, 1) êîåôiöi¹íòè ÷àñòêîâî¨ àâòîêîðå-
ëÿöi¨ ìàþòü âèãëÿä

ρ11 = φ− θ (1− φ)

1 + θ2 + 2θφ
, ρ22 =

ρ11 (φ− ρ11)

1− ρ2
11

,

òîáòî PACF ¹ ñïàäíîþ. Öi ðåçóëüòàòè òàêîæ ïîøèðþþòüñÿ
íà ARMA(p, q) ìîäåëü, äëÿ ÿêî¨ PACF ¹ ñïàäíîþ.

4.4 Ìîäåëþâàííÿ Áîêñà - Äæåíêiíñà
Ïåðåéäåìî äî ïðîáëåìè âèáîðó íà ïiäñòàâi ñóêóïíîñòi T ñïî-
ñòåðåæåíü y1, y2, ..., yT âiäïîâiäíî¨ ARMA ìîäåëi. Âïåðøå MA,
AR i ARMA - ìîäåëi ðîçãëÿíóëè Áîêñ i Äæåíêiíñ ó 1976 ð. Âî-
íè îá'¹äíàëè êiëüêà íàïðÿìiâ ó ëiòåðàòóði òà çàïðîïîíóâàëè
àëãîðèòì äëÿ âèáîðó ìîäåëi.

Ïåðøèì êðîêîì ¹ ðîçãëÿä äàíèõ òà ç'ÿñóâàííÿ, ÷è ¹ âè-
áðàíèé ðÿä ñòàöiîíàðíèì (çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ, îïèñàíèõ ó
ïóíêòi 4.1). Çàóâàæèìî òàêå: äëÿ òîãî, ùîá ðîáèòè îá póíòî-
âàíi âèñíîâêè, ïîòðiáíà äîñòàòíÿ êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü.

Âëàñòèâîñòi íåñòàöiîíàðíèõ ðÿäiâ i ïèòàííÿ çâåäåííÿ ¨õ äî
ñòàöiîíàðíèõ äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî â ðîçäiëi 7. Òóò ëèøå çà-
çíà÷èìî òàêå: ÿêùî ÷àñîâèé ðÿä íåñòàöiîíàðíèé, òî Áîêñ i
Äæåíêiíñ çàïðîïîíóâàëè çíàõîäèòè éîãî ðiçíèöi äî îäåðæàí-
íÿ ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó, îñêiëüêè ïåðåõiä äî ïåðøèõ ðiçíèöü
óñóâà¹ ëiíiéíèé òðåíä, äðóãà ðiçíèöÿ óñóâà¹ êâàäðàòè÷íèé i
ò.ä. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ îäåðæàííÿ ñòàöiîíàðíîãî ðÿäó
ìè ìîæåìî çíàõîäèòè ðiçíèöi d ðàçiâ. Ïåðåòâîðþþ÷è çìiííi
äëÿ îäåðæàííÿ ñòàöiîíàðíîãî ðÿäó âàæëèâî óíèêàòè çíàõî-
äæåííÿ ðiçíèöü ïîðÿäêó âèùå ïîòðiáíîãî. Öå ìîæå òðàïèòèñü
ïðè çíàõîäæåííi ðiçíèöü ñòàöiîíàðíîãî ðÿäó. Ïðîñòîþ ïåðå-
âiðêîþ ¹ ïåðåâiðêà äèñïåðñi¨ ðÿäó íà çðîñòàííÿ. Íàïðèêëàä,
ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä ¹ áiëèì øóìîì ç äèñïåðñi¹þ σ2, òîäi îá-
÷èñëåííÿ ðiçíèöi ïåðøîãî ïîðÿäêó äà¹ çðîñòàííÿ äèñïåðñi¨ äî
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2σ2. Çíàõîäæåííÿ ðiçíèöü íåñòàöiîíàðíèõ ðÿäiâ äà¹ � çäåáiëü-
øîãî ðÿäè ç ìåíøîþ äèñïåðñi¹þ.

Ïiñëÿ òîãî, ÿê ñòàöiîíàðíèé ðÿä îäåðæàíî, íà ïiäñòàâi äà-
íèõ âèáiðêè çíàõîäÿòü àâòîêîðåëÿöiéíó i ÷àñòêîâó àâòîêîðå-
ëÿöiéíó ôóíêöiþ, ïîðiâíþþòü ç ACF i PACF ðiçíèõ òåîðåòè-
÷íèõ ìîäåëåé ó íàäi¨ çíàéòè ïîäiáíèé âèïàäîê. Õàðàêòåðèñòè-
êè ACF i PACF ðiçíèõ ìîäåëåé ïiäñóìîâàíî ó òàáëèöi 4.4.1.

Òàáëèöÿ 4.4.1
Ìîäåëü ACF PACF
Áiëèé øóì Âñi íóëi Âñi íóëi
MA(1) Íóëi ïiñëÿ ρ1 Ñïàäíà ïiñëÿ ρ11

MA(2) Íóëi ïiñëÿ ρ2 Ñïàäíà ïiñëÿ ρ22

MA(q) Íóëi ïiñëÿ ρq Ñïàäíà ïiñëÿ ρqq

AR(1) Ñïàäíà ïiñëÿ ρ1 Íóëi ïiñëÿ ρ11

AR(2) Ñïàäíà ïiñëÿ ρ2 Íóëi ïiñëÿ ρ22

AR(p) Ñïàäíà ïiñëÿ ρp Íóëi ïiñëÿ ρpp

ARMA(1, 1) Ñïàäíà ïiñëÿ ρ1 Ñïàäíà ïiñëÿ ρ11

ARMA(p, q) Ñïàäíà ïiñëÿ ρp Ñïàäíà ïiñëÿ ρqq

Çàóâàæèìî, ùî íà ïðàêòèöi íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü
ìîäåëü ARMA(1, 1), òîáòî òiëüêè ARMA(p, q) ìîäåëü ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ÷àñòèíà ìîäåëi, ÿêà íàëå-
æèòü äî àâòîðåãðåñi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ïîãëèíà¹ âñi ïðîöåñè
ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî âèùèõ ïîðÿäêiâ, i íàâïàêè, ÷àñòèíà, ÿêà
íàëåæèòü äî ïðîöåñó ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó
ïîãëèíà¹ âñi ïðîöåñè àâòîðåãðåñi¨ âèùèõ ïîðÿäêiâ. Âíàñëiäîê
öüîãî ïîâåäiíêà àâòîêîðåëÿöiéíî¨ i ÷àñòêîâî¨ àâòîêîðåëÿöié-
íî¨ ôóíêöi¨ ìîäåëi ARMA(1, 1) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ êîìáiíàöi¹þ
âëàñòèâîñòåé, ÿêèìè âîëîäiþòü öi ôóíêöi¨ äëÿ ïðîöåñiâ AR(1)
i MA(1). À ñàìå, ñêëàäîâà AR(1) ñïðèÿ¹ òîìó, ùî àâòîêîðåëÿ-
öiéíà ôóíêöiÿ ìîäåëi ARMA(1, 1) (àáñîëþòíi çíà÷åííÿ êîåôi-
öi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨) çàòóõà¹ åêñïîíåíöiàëüíî, àëå ïiñëÿ ïåð-
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øîãî çñóâó. Ó ñâîþ ÷åðãó, ñêëàäîâà MA(1) âèçíà÷à¹ çàêîíî-
ìiðíiñòü ïîâåäiíêè ÷àñòêîâî¨ àâòîêîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ ìîäåëi
ARMA(1, 1), ÿêà òàêîæ çàòóõà¹ ïðèáëèçíî åêñïîíåíöiàëüíî.

Ðîçãëÿíóòi ïiäõîäè äî iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi  póíòóþòüñÿ íà
çiñòàâëåííi âëàñòèâîñòåé âèáiðêîâèõ àâòîêîðåëÿöiéíèõ i ÷àñ-
òêîâèõ àâòîêîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ðåàëüíîãî ñòàöiîíàðíîãî
ïðîöåñó i ìîäåëi, ÿêó âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îïèñó ÷àñîâîãî ðÿ-
äó. Íà ïðàêòèöi iäåàëüíå ñïiâïàäiííÿ òðàïëÿ¹òüñÿ íå ÷àñòî,
îñêiëüêè ðåàëüíi ïðîöåñè íå çîâñiì òî÷íî âiäïîâiäàþòü ñâî-
¨ì òåîðåòè÷íèì àíàëîãàì-ìîäåëÿì, i îöiíêè ¨õíiõ êîåôiöi¹íòiâ
àâòîêîðåëÿöi¨ õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàÿâíiñòþ ïîõèáîê. Òîìó òî-
÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæ äàíèìè i òåîðåòè÷íîþ ìîäåëëþ íå áóäå.
Öå ìîæå ïðèçâåñòè äî âèáîðó íà öüîìó êðîöi äâîõ àáî òðüîõ
ïðîáíèõ ìîäåëåé (òîáòî ïàð âåëè÷èí p òà q).

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ êîæíî¨ ç ïðîá-
íèõ ìîäåëåé òà ïåðåâiðêà ¨õ íà àäåêâàòíiñòü. Êðèòåði¹ì ïå-
ðåâiðêè çíà÷èìî¨ âiäìiííîñòi îöiíêè ïàðàìåòðà âiä íóëÿ ¹ t
êðèòåðié. Ñóêóïíó çíà÷èìiñòü äåêiëüêîõ ïàðàìåòðiâ ïåðåâiðÿ-
¹ìî çà äîïîìîãîþ ñòàòèñòèêè Âàëüäà. Äëÿ ïðèéíÿòî¨ ìîäåëi
âñi ïàðàìåòðè ïîâèííi áóòè çíà÷óùèìè. ßêùî öå íå òàê, òî
âiäïîâiäíi âåëè÷èíè òðåáà ïðèéíÿòè òàêèìè, ùî äîðiâíþþòü
íóëåâi òà ùå ðàç îöiíèòè ïàðàìåòðè ìîäåëi.

ßêùî íà áàçi ACF i PACF âèáðàíî ARMA(p, q), òî òðåáà
îöiíèòè i ARMA(p + 1, q) òà ARMA(p, q + 1) ìîäåëi i ïðîòå-
ñòóâàòè çíà÷óùiñòü äîäàòêîâèõ ïàðàìåòðiâ.

Êðiì òîãî, òðåáà ïåðåâiðèòè ñòiéêiñòü ïàðàìåòðiâ çà äîïî-
ìîãîþ îöiíþâàííÿ ¨õ íà ïiäñòàâi ïiäìíîæèí äàíèõ äëÿ ç'ÿñó-
âàííÿ ÷è çìiíèëèñü ïàðàìåòðè. Äëÿ öüîãî ìîæíà âèêîðèñòà-
òè êðèòåðié ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ñòàëîñòi
âñiõ ïàðàìåòðiâ ïîçà äåÿêèìè ïiäïåðiîäàìè âñüîãî ïðîìiæêó
÷àñó. Ïîçíà÷èìî ñóìó êâàäðàòiâ çàëèøêiâ ìîäåëi áåç îáìå-
æåíü � Su, à ìîäåëi ç îáìåæåííÿìè � Sr. Òîäi ãiïîòåçà ïðàâäî-
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ïîäiáíîñòi îáìåæåíü ïåðåâiðÿ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñòàòèñòèêè

T ln

(
Sr

Su

)
∼ χ2[m] ,

äå m � êiëüêiñòü îáìåæåíü. Ãiïîòåçà ïðèéìà¹òüñÿ, ÿêùî ñòàòè-
ñòèêà ìåíøà çà êðèòè÷íå çíà÷åííÿ âiäïîâiäíîãî χ2 - êâàäðàò
ðîçïîäiëó, i ðîáèòüñÿ âèñíîâîê, ùî ïàðàìåòðè ñòiéêi.

Äàëi äiàãíîñòóþòü êîæíó ìîäåëü, òîáòî àíàëiçóþòü ¨õíi çà-
ëèøêè.

4.5 Äiàãíîñòóâàííÿ ìîäåëi

Êîðèñíèì iíñòðóìåíòîì ó ïåðåâiðöi íà àäåêâàòíiñòü ìîäåëi
ìîæóòü áóòè çàëèøêè ε̂t = yt − ŷt, äå ŷt � çíà÷åííÿ ÷àñîâîãî
ðÿäó, îá÷èñëåíi çà ïîáóäîâàíîþ ìîäåëëþ.

Çàëèøêîâèé àíàëiç  póíòó¹òüñÿ íà òîìó ôàêòi, ùî çàëèø-
êè àäåêâàòíî¨ ìîäåëi ìàþòü áóòè áëèçüêèìè äî áiëîãî øóìó, �
òîáòî äî ïðîöåñó, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîâíîþ âiäñóòíiñòþ
áóäü-ÿêèõ çàêîíîìiðíîñòåé ó ñâî¨õ çíà÷åííÿõ, çà âèíÿòêîì âi-
äîìîãî çàêîíó ðîçïîäiëó, ÿêèé çàçâè÷àé ïðèïóñêà¹òüñÿ íîð-
ìàëüíèì. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ôàêòè÷íî¨
ïîõèáêè ïîâèííî äîðiâíþâàòè íóëþ (E[ε̂t] = 0), ¨¨ äèñïåðñiÿ
ñòàëà íà áóäü-ÿêié äiëÿíöi âèìiðó (σ2

ε̂ = const) i ìiæ ðÿäà-
ìè ε̂t, ε̂t−1, ε̂t−2, ... íåìà¹ àâòîêîðåëÿöiéíî¨ çàëåæíîñòi, òîáòî
âñi âèáiðêîâi êîåôiöi¹íòè àâòîêîðåëÿöi¨ ðÿäó ε̂t (t = 1, 2, ..., T )
ïîâèííi áóòè áëèçüêèìè äî íóëÿ.

Çíà÷óùiñòü çàëèøêîâèõ àâòîêîðåëÿöié ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ïî-
ðiâíÿííÿì ç äâîìà ãðàíèöÿìè ñòàíäàðòíèõ ïîõèáîê ±2/

√
T ,
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òîáòî äëÿ âñiõ k ïîâèííi âèêîíóâàòèñü íåðiâíîñòi

|Corr[ε̂t, ε̂t−k] | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

T − k

T∑
t=k+1

ε̂tε̂t−k

1

T

T∑
t=1

ε̂2
t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
<

2√
T

.

ßêùî îá÷èñëåíî 10 çíà÷åíü ACF i 10 çíà÷åíü PACF, òî ïðè
5% ðiâíi çíà÷óùîñòi â ñåðåäíüîìó îäèí ç 20 êîåôiöi¹íòiâ áóäå
çíà÷óùèì. Öåé ôàêò ðàçîì ç ïîðiâíÿíî íåçíà÷íèì îáñÿãîì
âèáiðêè íà ïðàêòèöi îçíà÷à¹, ùî êðèòåðié íà îñíîâi îêðåìèõ
êîåôiöi¹íòiâ ACF ÷è PACF ìîæå áóòè íå íàäiéíèì.

Àëüòåðíàòèâîþ ¹ âèêîðèñòàííÿ êðèòåði¨â, ÿêi îõîïëþþòü
âñi îöiíåíi êîåôiöi¹íòè.

Áîêñ òà Ïiðñ çàïðîïîíóâàëè âèêîðèñòàòè ñòàòèñòèêó, çà
äîïîìîãîþ ÿêî¨ îöiíþ¹òüñÿ çíà÷èìiñòü äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi
âèáiðêîâèõ êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ äëÿ ε̂t

BPK = T

K∑
i=1

r2
i ,

äå ri � îöiíåíi êîåôiöi¹íòè àâòîêîðåëÿöi¨ çàëèøêiâ ε̂t,
ri = Corr[ε̂t, ε̂t−i], K � ÷èñëî âèáðàíå äîñëiäíèêîì. ßêùî çíà-
÷åííÿ ñòàòèñòèêè ¹ âåëèêèì, òî ãiïîòåçà ïðî òå, ùî çàëèøêè
ìîäåëi ¹ áiëèì øóìîì âiäõèëÿ¹òüñÿ.

Îäíi¹þ ç ìîäèôiêàöié òåñòó Áîêñà - Ïiðñà ¹ ñòàòèñòèêà
Ëþíãà-Áîêñ (Ljung, Box)

LBK = T (T + 2)
K∑

i=1

1

T − i
r2
i .

Ïðè çàëèøêîâîìó àíàëiçi îá÷èñëþþòü ñòàòèñòèêó LBK äëÿ
ðiçíèõ K, ïðè÷îìó K ìà¹ áóòè áiëüøèì çà êiëüêiñòü ïàðàìå-
òðiâ ìîäåëi, òîáòî K > p + q.
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Äëÿ ARMA(p, q) ïðîöåñó

LBK ∼ χ2[K − p− q] .

Îòæå, ÿêùî LBK < χ2
êð, òî ãiïîòåçà ïðî âiäñóòíiñòü ó ðÿäi

ïîõèáîê àâòîêîðåëÿöiéíèõ çàëåæíîñòåé ìîæå áóòè ïðèéíÿòà.
ßêùî íåðiâíiñòü íå âèêîíó¹òñÿ, òî ìîäåëü ARMA(p, q) âiäõè-
ëÿ¹òüñÿ íà öié ñòàäi¨, i öèêë áóäiâíèöòâà ìîäåëi òðåáà ïîâòî-
ðèòè.

4.6 Ïðèäàòíiñòü ìîäåëi äî
ïðîãíîçóâàííÿ

Äëÿ òîãî ùîá ïåðåâiðèòè ïðèäàòíiñòü îöiíåíèõ ìîäåëåé äî
ïðîãíîçóâàííÿ, äëÿ âèáîðó i ïiäãîíêè ìîäåëi çàìiñòü âèêîðè-
ñòàííÿ âñiõ çiáðàíèõ äàíèõ äåÿêó ÷àñòèíó äàíèõ (n îñòàííiõ
ñïîñòåðåæåíü) çàîùàäæóþòü. Öi äàíi ïîòiì âèêîðèñòîâóþòü
äëÿ ïåðåâiðêè òî÷íîñòi ïðîãíîçiâ.

Îòæå, îöiíèìî ìîäåëü íà îñíîâi T − n ñïîñòåðåæåíü i ïî-
áóäó¹ìî ïðîãíîç íà íàñòóïíi n ïåðiîäiâ. Ïîçíà÷èìî ŷt � ïðîã-
íîçîâàíi çíà÷åííÿ ðÿäó, ÿêi îá÷èñëåíi íà îñíîâi öi¹¨ ìîäåëi.
Íåõàé ft = yt − ŷt � ïîõèáêè ïðîãíîçó.

ßêùî çàëèøêè ìîäåëi íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíi, òî ãiïîòåçó
ñòîñîâíî âåëè÷èíè ïîõèáîê ïðîãíîçó ïåðåâiðÿþòü çà äîïîìî-
ãîþ ñòàòèñòèêè

T∑
t=T−n+1

(
ft

s

)2

∼ χ2[n] ,

äå s ¹ îöiíêîþ ñòàíäàðòíî¨ ïîõèáêè çàëèøêiâ. ßêùî ìîäåëü
çàäîâiëüíà, òî çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè áóäå ìàëèì.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íàÿâíîñòi ó ïîõèáîê ïðîãíîçó äåÿêî¨ ñòðóê-
òóðè ìîæíà âèêîðèñòàòè iíøi êðèòåði¨, îñêiëüêè ñèñòåìàòè÷-
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íå çàâèùåííÿ àáî çàíèæåííÿ ïðîãíîçiâ ïîðiâíÿíî ç ôàêòè÷-
íèìè äàíèìè ñâiä÷èòü ïðî íåçàäîâiëüíiñòü ìîäåëi. Êîëè ìî-
äåëü ïðèéíÿòî, òî ¨¨ ïàðàìåòðè ùå ðàç îöiíþþòü íà îñíîâi âñiõ
äîñòóïíèõ äàíèõ.

ßêùî ïiñëÿ äiàãíîñòóâàííÿ i òåñòóâàííÿ ïðèäàòíîñòi ìî-
äåëåé äî ïðîãíîçóâàííÿ ùå çàëèøèëîñÿ äåêiëüêà àäåêâàòíèõ
ìîäåëåé, òî äëÿ âèáîðó îäíi¹¨ ç íèõ çàñòîñîâóþòü ñòàòèñòè÷íi
êðèòåði¨.

4.7 Ñòàòèñòè÷íi êðèòåði¨
äëÿ âèáîðó ìîäåëi

Ðàíiøå áóëî ïîêàçàíî, ùî ñòàöiîíàðíèé àâòîðåãðåñiéíèé ïðî-
öåñ AR(p) ìîæå áóòè çâåäåíî äî ïðîöåñó ðóõîìîãî ñåðåäíüî-
ãî MA(∞), i íàâïàêè çâîðîòíèé ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî
MA(q) äî àâòîðåãðåñiéíîãî AR(∞) ïðîöåñó. Çâiäñè âèïëèâà¹
âàæëèâèé âèñíîâîê. Íà ïðàêòèöi ìîæíà ïiäiáðàòè ìîäåëü ç ìi-
íiìàëüíîþ êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ, ÿêà îïèñó¹ ÷àñîâèé ðÿä yt,
ÿêèé ¹ ñòàöiîíàðíèì ïðîöåñîì íåâèñîêîãî ïîðÿäêó, "íå ãið-
øå", íiæ iíøi âàðiàíòè ìîäåëåé ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ïàðàìå-
òðiâ. Âèðàç "íå ãiðøå" ïîâ'ÿçóþòü ç ìiíiìàëüíîþ äèñïåðñi¹þ
ìîäåëi i âiäñóòíiñòþ àâòîêîðåëÿöié â ïîõèáêàõ.

Ïðàêòè÷íà öiííiñòü öüîãî âèñíîâêó òàêà. Áóäóþ÷è ìîäå-
ëi ÷àñîâèõ ðÿäiâ, òðåáà ïðàãíóòè äî ìiíiìiçàöi¨ ¨õ ïàðàìåòðiâ,
òîáòî ïîðÿäêó ñàìî¨ ìîäåëi. Îñêiëüêè ïàðàìåòðè ìîäåëåé ÷à-
ñòî îöiíþþòü íà ïiäñòàâi êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ âèõiäíîãî
ïðîöåñó yt, òî çi çáiëüøåííÿì ïîðÿäêó ìîäåëi äëÿ îöiíþâàííÿ
¨õíiõ çíà÷åíü íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè ÿê âèõiäíi äàíi áiëü-
øó êiëüêiñòü âèáiðêîâèõ êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨. Òî÷íiñòü
¨õíiõ îöiíîê ïðè çðîñòàííi çñóâó ïàäà¹, à ¨õ àáñîëþòíi çíà÷åí-
íÿ àáî ïðÿìóþòü äî íóëÿ, àáî ïîïàäàþòü â äiëÿíêó ïiäâèùå-
íî¨ íåâèçíà÷åííîñòi. ×åðåç öå çíèæó¹òüñÿ i íàäiéíiñòü îöiíîê
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êîåôiöi¹íòiâ ìîäåëi ÷àñîâèõ ðÿäiâ âèñîêèõ ïîðÿäêiâ, i ÿêiñòü
ñàìèõ ìîäåëåé. Ç îãëÿäó íà öå, åêîíîìåòðèñòè øóêàþòü äëÿ
îïèñó ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ ìîäåëi ÷àñîâèõ ðÿäiâ ç ìiíiìàëüíîþ
êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ.

Îñêiëüêè ïðè ìîäåëþâàííi çà äîïîìîãîþ ÷àñîâèõ ðÿäiâ
åêîíîìi÷íà òåîðiÿ íå äà¹ óìîâ äëÿ âèáîðó ìîäåëi ç äåêiëü-
êîõ àëüòåðíàòèâíèõ, òî âèêîðèñòîâóþòü ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè.
Çi ñòàòèñòè÷íîãî ïîãäÿäó ìîæíà âèêîðèñòàòè äåêiëüêà äîäàò-
êîâèõ êðèòåði¨â âèáîðó ç àëüòåðíàòèâíèõ ìîäåëåé. Öi êðèòåði¨
âðàõîâóþòü êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ, ÿêi âõîäÿòü äî ìîäåëi. Ïå-
ðåâàãà íàäà¹òüñÿ ìîäåëi, ÿêà ìiñòèòü ìåíøó êiëüêiñòü ïàðàìå-
òðiâ. Íàïðèêëàä, ÿêùî MA(2) i AR(10) ìîäåëi äàþòü ïîäiáíi
ðåçóëüòàòè, òî âèáèðàþòü MA(2) ìîäåëü, ÿê áiëüø çðó÷íó.

Îäíèì ç òàêèõ êðèòåði¨â ¹ iíôîðìàöiéíèé êðèòåðié Àêàéêà
(1973) (Akaike's Information Criterion)

AIC = ln ŝ2 + 2
p + q

T
,

äå ŝ2 � îöiíêà äèñïåðñi¨ çàëèøêiâ ε̂t ìîäåëi. Ìà¹ìî íåëiíiéíå
êîìïðîìiñíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ äèñïåðñi¹þ çàëèøêiâ òà çíà-
÷åííÿì p+q, îñêiëüêè ìîäåëi ç áiëüøèì p+q ìîæå áóòè íàäàíî
ïåðåâàãó ëèøå ïðè ïðîïîðöiéíî âåëèêîìó çìåíøåííi ŝ2.

Ãåâåê òà Ìiç (1981) çàïðîïîíóâàëè Áà¹ñiâñüêèé iíôîðìà-
öiéíèé êðèòåðié (Bayesian Information Criterion)

BIC = ln ŝ2 +
p + q

T
ln T .

Âií íàäà¹ áiëüøå âàãè p+ q ïîðiâíÿíî ç AIC ïðè T > 7, òîáòî
çðîñòàííÿ p+q ïîòðåáó¹ áiëüøîãî çìåíøåííÿ ŝ2 äëÿ BIC, íiæ
äëÿ AIC.

Iíøó ñòàòèñòèêó çàïðîïîíóâàëè Õåííàí i Êâiíí

HQ = ln ŝ2 + 2
p + q

T
ln (ln T ) .
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Òóò âàãà ïðè p + q ¹ áiëüøîþ çà 2 ïðè T > 15.
Âñi öi êðèòåði¨  póíòóþòüñÿ íà åêîíîìíîñòi, ÿêà âèìiðþ¹-

òüñÿ êiëüêiñòþ âiëüíèõ ïàðàìåòðiâ p+ q. ßêùî êîíñòàíòà âõî-
äèòü â ìîäåëü, òî òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè p + q + 1. Êðàùîþ ¹
ìîäåëü, äëÿ ÿêî¨ çíà÷åííÿ AIC ÷è BIC ¹ ìåíøèì.

Âèáið ìiæ öèìè êðèòåðiÿìè ¹ äî äåÿêî¨ ìiðè äîâiëüíèì,
îñêiëüêè âñi ñòàòèñòèêè çìiíþþòüñÿ â òîìó ìàìîìó íàïðÿìi
ïðè çáiëüøåííi p + q. Íà ïðàêòèöi ìîæíà âèêîðèñòàòè îäèí ç
íèõ. Çàçâè÷àé BIC âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ìîäåëåé êëàñó
ARMA(p, q) äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü p, q. Âií ìà¹ âëàñòèâiñòü ìàé-
æå òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ ïðàâèëüíî¨ ìîäåëi, ÿêùî T →∞. ÀIÑ
êðèòåðié âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â àñèìïòîòè÷íèõ, ïåðåïàðàìåòðè-
çîâàíèõ ìîäåëÿõ.



Ðîçäië 5

Îöiíþâàííÿ ARMA
ìîäåëåé

Íåõàé çíà¹ìî, ùî ðÿä äåÿêèõ äàíèõ y1, y2, ... , yT îïèñó¹òüñÿ
ARMA ïðîöåñîì ïîðÿäêó (p, q). Çàëåæíî âiä ñïåöèôiêàöi¨ ìî-
äåëi i ïðèïóùåíü ùîäî ðîçïîäiëó, ìîæåìî îöiíþâàòè íåâiäîìi
ïàðàìåòðè çà äîïîìîãîþ ÌÍÊ àáî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìà-
êñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

5.1 Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ
Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ïîëÿãà¹ ó ìiíiìiçàöi¨ ñóìè êâàä-
ðàòiâ âiäõèëåíü. Öåé ìåòîä ëåãêî çàñòîñóâàòè äëÿ àâòîðåãðå-
ñiéíèõ ìîäåëåé.

Ðîçãëÿíåìî AR(p) ìîäåëü

yt = µ + φ1 yt−1 + ... + φp yt−p + εt ,

äå εt - ïðîöåñ áiëîãî øóìó. Îñêiëüêè εt íå êîðåëþ¹ ç äîâiëü-
íèìè εj, ùî ïåðåäóþòü εt, òî

Cov [yt−j, εt] = 0 äëÿ j = 1, ..., p ,

145
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òîáòî ïîõèáêè i ïîÿñíþâàëüíi çìiííi ìîäåëi íå êîðåëþþòü ìiæ
ñîáîþ. Òîìó äëÿ AR(p) ìîäåëi ÌÍÊ äà¹ çìiñòîâíi îöiíêè. Îò-
æå, îöiíþâàííÿ AR ìîäåëi íå âiäðiçíÿòüñÿ âiä îöiíþâàííÿ ìî-
äåëi çi ëàãîâèìè çàëåæíèìè çìiííèìè.

Äëÿ MA ìîäåëåé îöiíêè ÌÍÊ äåùî óñêëàäíåíi. Ðîçãëÿíå-
ìî MA(1) ìîäåëü

yt = εt + θεt−1 .

Îñêiëüêè εt−1 íåâiäîìå, òî íå ìîæåìî çàñòîñóâàòè ÌÍÊ. Òåî-
ðåòè÷íî ÌÍÊ ìiíiìiçó¹ ôóíêöiþ

F (θ) =
T∑

t=2

(yt − θεt−1)
2 . (5.1.1)

Ó âèïàäêó, êîëè MA ïîëiíîì çâîðîòíèé, ìîæåìî âèðàçèòè
εt ÷åðåç çàïiçíåííÿ yt

εt =
∞∑

j=0

(−θ)jyt−j .

Òîäi

εt−1 =
∞∑

j=0

(−θ)jyt−j−1 . (5.1.2)

Ïiäñòàâèâøè (5.1.2) â (5.1.1), îòðèìà¹ìî

F (θ) =
T∑

t=2

(
yt − θ

∞∑
j=0

(−θ)jyt−j−1

)2

.

Íà ïðàêòèöi, yt íå âèçíà÷åíå äëÿ t = 0, −1, −2, ... . Òîìó çìåí-
øó¹ìî íåñêií÷åíó ñóìó â öüîìó âèðàçi, çàëèøàþ÷è ëèøå äî-
äàíêè ç âiäîìèìè yt, i îòðèìó¹ìî íàáëèæåííÿ ñóìè êâàäðàòiâ

F̃ (θ) =
T∑

t=2

(
yt − θ

t−2∑
j=0

(−θ)jyt−j−1

)2

. (5.1.3)
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ßêùî T → ∞, òî ðiçíèöÿ ìiæ F (θ) i F̃ (θ) çíèêà¹. Îòæå,
ìîæåìî ìiíiìiçóâàòè (5.1.3). Àëå ôóíêöiÿ F̃ (θ) ¹ ïîëiíîìîì
âèñîêîãî ïîðÿäêó i ìà¹ áàãàòî ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ. Òîìó ÷è-
ñëîâà ìiíiìiçàöiÿ (5.1.3) óñêëàäíåíà. Àëå ÿêùî âèìàãàòè, ùîá
θ ∈ (−1, 1), òî ìîæíà âèêîíàòè ñiò÷àñòèé ïîøóê çà

θ = {−0, 99; −0, 98; ... ;−0, 01; 0; 0, 01; ... ; 0, 98; 0, 99 } .

Âèáèðà¹ìî òå θ, ÿêå äà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ F̃ (θ). Â ðåçóëüòàòi
îòðèìó¹ìî ÍËÌÍÊ îöiíêó θ̂, ÿêà ¹ çìiñòîâíîþ i àñèìïòîòè÷íî
íîðìàëüíîþ.

5.2 Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ
çà äîïîìîãîþ êîåôiöi¹íòiâ
àâòîêîðåëÿöi¨

5.2.1 Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ AR(p) ïðîöåñó
Ðîçãëÿíåìî àâòîðåãðåñiéíèé ïðîöåñ p - ãî ïîðÿäêó

yt = φ1yt−1 + φ2yt−2 + ... + φpyt−p + εt . (5.2.1)

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ðÿäó yt äîðiâ-
íþ¹ íóëþ, òîáòî E[yt] = 0. ßêùî öå íå òàê, òî çàìiñòü çìiííî¨
yt ìîæíà ðîçãëÿäàòè öåíòðîâàíó âåëè÷èíó y′t = yt − ȳ, äå ȳ �
îöiíêà E[yt]. Òîäi E[y′t] = 0.

Ïàðàìåòðè ìîäåëi (5.2.1) ìîæíà îöiíèòè çà äîïîìîãîþ êî-
åôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨. Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî (5.2.1) íà yt−k

i îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îáîõ ÷àñòèí îòðèìàíèõ
ðiâíîñòåé. Ìàòèìåìî ñèñòåìó

E[yt yt−k] =φ1E[yt−1yt−k] + φ2E[yt−2yt−k]+

+ ... + φpE[yt−pyt−k] + E[εtyt−k] .
(5.2.2)
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Îñêiëüêè E[yt] = 0 äëÿ âñiõ t, òî ¹ êîâàðiàöi¹þ ìiæ yt−i i yt−k,
ÿêó íà ïðàêòèöi îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ

E[yt−i yt−k] =

T+k∑
t=i+1

yt−i yt−k

T + k − i
=

=

T∑
t=i−k+1

yt yt−(i−k)

T − (i− k)
, i ≥ k .

(5.2.3)

Îòæå, (5.2.3) ¹ îöiíêîþ àâòîêîâàðiàöi¨ γj, j = i−k. Òîäi (5.2.2)
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

γk = φ1γk−1 + φ2γk−2 + ... + φpγp−k , (5.2.4)

îñêiëüêè E[εt yt−k] = 0 ïðè k > 0 (εt � áiëèé øóì, ÿêèé íå
êîðåëþ¹ ç ïîïåðåäíiìè çíà÷åííÿìè ïðîöåñó yt).

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè (5.2.4) íà äèñïåðñiþ ïðîöåñó γ0,
îòðèìà¹ìî

ρk = φ1 ρk−1 + φ2 ρk−2 + ... + φp ρp−k . (5.2.5)

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèõ p ðiâíÿíü ñèñòåìè (5.2.5). Ïiäñòàâèìî â
(5.2.5) çàìiñòü iñòèííèõ êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ ρj ïðîöåñó
yt ¨õíi âèáiðêîâi îöiíêè ρ̂j. Òîäi äëÿ k = 1, 2, ..., p îäåðæèìî
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü





ρ̂1 = φ1 + φ2 ρ̂1 + ... + φp ρ̂p−1

ρ̂2 = φ1 ρ̂1 + φ2 + ... + φp ρ̂p−2

...........................................
ρ̂p = φ1 ρ̂p−1 + φ2 ρ̂p−2 + ... + φp ,

(5.2.6)

â ÿêié âiäîìèìè ¹ îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ ρ̂1, ρ̂2, ...
, ρ̂p, à íåâiäîìèìè � îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ ìîäåëi φ1, φ2, ..., φp.
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Ñèñòåìà (5.2.6) ¹ ðiâíÿííÿìè Þëà - Óîëêåðà, òîìó îöií-
êè òàê îòðèìàíi íàçèâàþòü îöiíêàìè Þëà - Óîëêåðà. Çîêðå-
ìà, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.2.6) ìîæíà øóêàòè ìåòîäîì Êðàìåðà.
Îòæå, ìàòèìåìî

φ̂i =
∆i

∆
,

äå ∆ � âèçíà÷íèê ñèñòåìè (5.2.6)

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρ̂1 ρ̂2 ... ρ̂p−1

ρ̂1 1 ρ̂1 ... ρ̂p−2

.... .... .... .... ....
ρ̂p−1 ρ̂p−2 ρ̂p−3 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (5.2.7)

à ∆i � âèçíà÷íèê, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ç âèçíà÷íèêà ∆ øëÿõîì
çàìiíè i-ãî ñòîâïöÿ íà ñòîâïåöü, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç êîåôiöi-
¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨ ëiâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (5.2.6) � ρ̂1, ρ̂2, ..., ρ̂p.

Íà ïðàêòèöi â ìîäåëÿõ àâòîðåãðåñi¨ âèñîêîãî ïîðÿäêó âëàñ-
òèâîñòi íåçìiùåííîñòi é åôåêòèâíîñòi äëÿ îöiíîêÞëà - Óîëêå-
ðà ìîæóòü íå âèêîíóâàòèñü. Àëå ïðè íåâåëèêèõ ïîðÿäêàõ ìî-
äåëi (p = 1, 2, 3) îöiíêè Þëà - Óîëêåðà íàé÷àñòiøå äîñòàòíüî
õîðîøi. Ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó ¨õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåðøå
íàáëèæåííÿ îïòèìàëüíèõ îöiíîê, ÿêi ìîæóòü áóòè îòðèìàíi çà
äîïîìîãîþ íåëiíiéíèõ ìåòîäiâ, çîêðåìà ìåòîäîì ìàêñèìàëü-
íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

5.2.2 Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ MA(q) ïðîöåñó
Ðîçãëÿíåìî MA(q) ìîäåëü

yt = εt + θ1 εt−1 + θ2 εt−2 + ... + θq εt−q . (5.2.8)
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Ó ðîçäiëi 2 áóëî âèâåäåíî ôîðìóëè äëÿ äèñïåðñi¨ i àâòîêîâà-
ðiàöié. À ñàìå

γ0 = σ2(1 + θ2
1 + ... + θ2

q) ,

γk =

{
σ2(θk + θ1θk+1 + ... + θq−kθq) , k = 1, 2, ..., q;

0 , k > q .

(5.2.9)

Çâiäñè ìàòèìåìî

ρk =





θk + θ1θk+1 + ... + θq−kθq

1 + θ2
1 + ... + θ2

q

, k = 1, 2, ..., q;

0 , k > q .
(5.2.10)

Ñèñòåìó ç q ðiâíÿíü, ñôîðìîâàíèõ äëÿ k = 1, 2, ..., q, ìîæíà
âèêîðèñòàòè äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê θ̂1, θ̂2, ..., θ̂q íåâiäîìèõ ïà-
ðàìåòðiâ ìîäåëi θ1, θ2, ..., θq. Äëÿ öüîãî òðåáà ïiäñòàâèòè â êî-
æíå ç ¨¨ ðiâíÿíü çàìiñòü çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîðåëÿöi¨
ρ1, ρ2, ..., ρq ¨õíi âèáiðêîâi îöiíêè ρ̂1, ρ̂2, ..., ρ̂q.

Íà âiäìiíó âiä ðiâíÿíü Þëà - Óîëêåðà öÿ ñèñòåìà ¹ íå-
ëiíiéíîþ i äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ òðåáà çàñòîñîâóâàòè ñïåöiàëüíi
iòåðàòèâíi ïðîöåäóðè.

Ïðîòå äëÿ âèïàäêó MA(1) ñèñòåìà (5.2.10) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ
äîñèòü ïðîñòî. Äëÿ öi¹¨ ìîäåëi äèñïåðñiÿ ïðîöåñó äîðiâíþ¹

γ0 = (1 + θ2)σ2 ,

à ¨¨ ¹äèíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ ïåðøèé êîåôiöi¹íò àâòîêîðåëÿ-
öi¨ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íò ìîäåëi òàê:

ρ1 =
θ

1 + θ2
. (5.2.11)

Ç (5.2.11) ìîæíà îäåðæàòè êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæå-
ííÿ îöiíêè θ̂ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ

θ̂2 +
1

ρ̂1

θ̂ + 1 = 0 , (5.2.12)
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äå ρ̂1 � îöiíêà êîåôiöi¹íòà àâòîêîðåëÿöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðî-
öåñó yt.

Ç (5.2.12) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿ-
ííÿ

θ̂1,2 =

− 1

ρ̂1

±
√(

1

ρ̂1

)2

− 4

2
çà óìîâè, ùî (

1

ρ̂1

)2

− 4 ≥ 0 ,

òîáòî
|ρ̂1| ≤ 0, 5 . (5.2.13)

Ðîçâ'ÿçêè θ̂1, θ̂2 ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ñïiââiäíîøåííÿìè

θ̂1θ̂2 = 1 , θ̂1 =
1

θ̂2

.

Óìîâó çâîðîòíîñòi ïðîöåñó çàäîâîëüíÿ¹ òiëüêè îäèí ç ðîçâ'ÿç-
êiâ, ìîäóëü ÿêîãî ìåíøèé çà îäèíèöþ.

5.2.3 Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ARMA(p, q)
ïðîöåñó

Ðîçãëÿíåìî ARMA(p, q) ìîäåëü

yt = φ1yt−1 + ... + φpyt−p + εt + θ1εt−1 + ... + θqεt−q . (5.2.14)

Àíàëîãi÷íî ÿê â (5.2.4) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè k > q ìà¹ìî
ðiâíîñòi

γk = φ1γk−1 + φ2γk−2 + ... + φγk−p , k ≥ q + 1 .

Òîáòî ïðè k > q çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ àâòîêîâàðiàöi¨
ARMA(p, q) ìîäåëi âîëîäiþòü âëàñòèâîñòÿìè êîåôiöi¹íòiâ àâ-
òîêîâàðiàöi¨ AR(p) ïðîöåñó.
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Îòæå, íåâiäîìi ïàðàìåòðè φ1, φ2, ..., φp ìîæíà îöiíèòè, ðîç-
â'ÿçàâøè ñèñòåìó Þëà - Óîëêåðà, ÿêà â öüîìó âèïàäêó ìà¹
âèãëÿä





ρ̂q+1 = φ1 ρ̂q + φ2 ρ̂q−1 + ... + φp ρ̂q−p+1

ρ̂q+2 = φ1 ρ̂q+1 + φ2 ρ̂q + ... + φp ρ̂q−p+2

...........................................................
ρ̂q+p = φ1 ρ̂q+p−1 + φ2 ρ̂q+p−2 + ... + φp ρ̂q ,

(5.2.15)

äå ρ̂i = ρ̂−i, ρ̂0 = 1.
Âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåíi ç ñèñòåìè (5.2.15) îöiíêè ïàðà-

ìåòðiâ φ̂1, φ̂2, ..., φ̂p, îòðèìà¹ìî ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî q-
ãî ïîðÿäêó

yt − φ̂1yt−1 − ...− φ̂pyt−p = εt + θ1εt−1 + ... + θqεt−q . (5.2.16)

Ïîäàëüøå îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ θ1, θ2, ..., θq ïðîâîäÿòü íåëi-
íiéíèìè ìåòîäàìè, ÿêi äàþòü çèîãó ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó âèãëÿ-
äó (5.2.10).

5.3 Îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨
ïðàâäîïîäiáíîñòi

5.3.1 Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi
Ãàóñiâñüêîãî AR(1) ïðîöåñó

Òî÷íi îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi
Ãàóñiâñüêèé ïðîöåñ AR(1) ìà¹ âèãëÿä

yt = c + φyt−1 + εt , (5.3.1)

äå εt ∼ N[0, σ2]. Ïîòðiáíî îöiíèòè âåêòîð ïàðàìåòðiâ
ϑ = [c, φ, σ2]′.
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Ðîçãëÿíåìî éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië y1 ïåðøîãî ñïîñòåðåæå-
ííÿ âèáiðêè. Ç ðiâíÿíü (2.5.3) i (2.5.4) ìà¹ìî

E[y1] = µ = c/(1− φ), Var[y1] = E[(y1 − µ)2] = σ2/(1− φ2).

Îñêiëüêè çìiííi {εt}∞t=−∞ Ãàóññiâñüêi, òî çìiííà y1 òåæ ¹ Ãàóñ-
ñiâñüêà. Îòæå, ùiëüíiñòü ïåðøîãî ñïîñòåðåæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

f(y1; ϑ) =
1√

2πσ2/(1− φ2)
exp

[−(y1 − (c/(1− φ)))2

2σ2/(1− φ2)

]
.

(5.3.2)
Ðîçãëÿíåìî äðóãå ñïîñòåðåæåííÿ y2 óìîâíî çà y1. Ç (5.3.1)

y2 = c + φy1 + ε2 . (5.3.3)

Òðàêòóþ÷è y1 ÿê äåòåðìiíîâàíó ñòàëó, ìàòèìåìî

y2|y1 ∼ N[c + φy1, σ
2].

Îòîæ,

f(y2|y1; ϑ) =
1√

2πσ2
exp

[−(y2 − c− φy1)
2

2σ2

]
. (5.3.4)

Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi äâîõ ñïîñòåðåæåíü y1 i y2 ¹ äîáóò-
êîì (5.3.4) i (5.3.2)

L(y1, y2; ϑ) = f(y1; ϑ)f(y2|y1; ϑ) .

Àíàëîãi÷íî äëÿ òðåòüîãî ñïîñòåðåæåííÿ

f(y3|y2, y1; ϑ) =
1√

2πσ2
exp

[−(y3 − c− φy2)
2

2σ2

]
,

çâiäêè
L(y1, y2, y3; ϑ) = L(y1, y2; ϑ)f(y3|y2, y1; ϑ).
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Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, îäåðæó¹ìî

f(yt|yt−1, yt−2, . . . , y1; ϑ) =

=
1√

2πσ2
exp

[−(yt − c− φyt−1)
2

2σ2

]
, 2 ≤ t ≤ T

(5.3.5)

i

L(y1, . . . , yT ; ϑ) = f(y1; ϑ)
T∏

t=2

f(yt|yt−1, yt−2, . . . , y1; ϑ) . (5.3.6)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.3.2) i (5.3.5) ó (5.3.6), îäåðæèìî ëîãàðèôì
ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, ÿêèé ïîçíà÷èìî
L(ϑ) = ln L(y; ϑ)

L(ϑ) = −1

2
ln (2π)− 1

2
ln [σ2/(1− φ2)]− (y1 − (c/(1− φ)))2

2σ2/(1− φ2)
−

− T − 1

2
ln (2π)− T − 1

2
ln σ2 −

T∑
t=2

[
(yt − c− φyt−1)

2

2σ2

]
.

Ñïðîñòèâøè ïîäiáíi äîäàíêè, ìàòèìåìî

L(ϑ) =− T

2
ln (2π)− T

2
ln σ2 +

1

2
ln (1− φ2)−

− (y1 − (c/(1− φ)))2

2σ2/(1− φ2)
−

T∑
t=2

[
(yt − c− φyt−1)

2

2σ2

]
.
(5.3.7)

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ ïðàâäîïî-
äiáíîñòi. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî âåêòîð

y = [y1, y2, . . . , yT ]′ . (5.3.8)

Äëÿ âñiõ t ìàòèìåìî

E[yt] = µ =
c

1− φ
, (5.3.9)
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òîáòî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè âåêòîðà y
¹ îäíàêîâèì. Êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ âåêòîðà (5.3.8) çàïèøåìî
ó âèãëÿäi

E[(y − µ)(y − µ)′] = Ω . (5.3.10)
Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåíòè ωij ìàòðèöi Ω âiäïîâiäíî ìàþòü âè-
ãëÿä

E[(yi − µ)(yj − µ)] = σ2 φ|j−i|

1− φ2
. (5.3.11)

Îòæå,
Ω = σ2V , (5.3.12)

äå

V =
1

1− φ2




1 φ φ2 . . . φT−1

φ 1 φ . . . φT−2

φ2 φ 1 . . . φT−3

... ... ... . . .
...

φT−1 φT−2 φT−3 . . . 1




. (5.3.13)

Ðîçãëÿäàþ÷è çìiííó y ÿê òàêó, ùî ìà¹ ðîçïîäië N[µ, Ω],
ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè ìîæíà çàïèñàòè, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ôîðìóëó áàãàòîâèìiðíî¨ Ãàóññiâñüêî¨ ùiëüíîñòi

L(y; ϑ) = (2π)−T/2|Ω−1|1/2 exp

[
−1

2
(y − µ)′Ω−1(y − µ)

]
(5.3.14)

i

L(ϑ) = −T

2
ln (2π) +

1

2
ln |Ω−1|−

− 1

2
(y − µ)′Ω−1(y − µ) .

(5.3.15)

Î÷åâèäíî, ôîðìóëè (5.3.7) i (5.3.15) ïîâèííi çîáðàæàòè òó
ñàìó ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi. Äëÿ òîãî ùîá öå ïåðåâiðèòè,
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ââåäåìî êâàäðàòíó ìàòðèöþ ïîðÿäêó T

W =




√
1− φ2 0 0 . . . 0 0
−φ 1 0 . . . 0 0
0 −φ 1 . . . 0 0
... ... ... . . .

... ...
0 0 0 . . . −φ 1




. (5.3.16)

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî

W ′W = V −1 . (5.3.17)

Îòæå, íà ïiäñòàâi (5.3.12)

Ω−1 = σ−2W ′W . (5.3.18)

Ó ðåçóëüòàòi ïiäñòàíîâêè (5.3.18) ó (5.3.15) îäåðæó¹ìî

L(ϑ) = −T

2
ln (2π) +

1

2
ln |σ−2W ′W |−

− 1

2
(y − µ)′σ−2W ′W (y − µ) .

(5.3.19)

Âèçíà÷èìî âåêòîð ỹ òàê:

ỹ = W (y − µ) =




√
1− φ2(y1 − µ)

(y2 − µ)− φ(y1 − µ)
(y3 − µ)− φ(y2 − µ)

...
(yT − µ)− φ(yT−1 − µ)




. (5.3.20)

Ïiäñòàâèâøè ó (5.3.20) µ = c/(1− φ), ìàòèìåìî

ỹ =




√
1− φ2(y1 − c/(1− φ))

y2 − c− φy1

y3 − c− φy2
...

yT − c− φyT−1




.
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Òîäi îñòàííié äîäàíîê ôîðìóëè (5.3.19) ìîæåìî çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

1

2
(y − µ)′σ−2W ′W (y − µ) =

1

2σ2
ỹ ′ỹ = (5.3.21)

=
1

2σ2
(1− φ2)[y1 − c/(1− φ)]2 +

1

2σ2

T∑
t=2

(yt − c− φyt−1)
2 .

Ñåðåäíié äîäàíîê ó (5.3.19) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

1

2
ln |σ−2W ′W | = 1

2
ln [σ−2T |W ′W |] = −T

2
ln σ2 + ln |W | .

(5.3.22)
Ëåãêî áà÷èòè, ùî |W | =

√
1− φ2. Òîìó (5.3.22) íàáåðå âèãëÿäó

1

2
ln |σ−2W ′W | = −T

2
ln σ2 +

1

2
ln (1− φ2) . (5.3.23)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.3.21) i (5.3.23) ó (5.3.19), îäåðæó¹ìî ôîðìóëó
(5.3.7). Îòæå, (5.3.15) i (5.3.7) âèðàæàþòü òó ñàìó ôóíêöiþ
ïðàâäîïîäiáíîñòi.

Âèðàç (5.3.15) âèìàãà¹ îáåðòàííÿ ìàòðèöi ïîðÿäêó T , òîäi
ÿê (5.3.7) íi. Òîìó ôîðìóëà (5.3.7) ¹ çðó÷íiøîþ äëÿ îá÷èñ-
ëåííÿ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ϑ̂ÎÌÏ òðåáà ìàêñèìiçóâàòè ôóíêöiþ
(5.3.7). Äëÿ öüîãî ìîæåìî âèêîðèñòàòè íåîáõiäíi óìîâè åêñ-
òðåìóìó, â ðåçóëüòàòi ÷îãî îäåðæèìî ñèñòåìó íåëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü, ÿêó ìîæåìî ðîçâ'ÿçàòè ëèøå ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè.

Óìîâíi îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi
Àëüòåðíàòèâíèì ìåòîäîì äî ÷èñåëüíî¨ ìàêñèìiçàöi¨ ëîãà-

ðèôìà ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi (5.3.7) ¹ ìàêñèìiçàöiÿ óìîâ-
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íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèãëÿäó

ln f(yT ,yT−1, . . . , y2|y1; ϑ) = −T − 1

2
ln (2π)−

− T − 1

2
ln σ2 −

T∑
t=2

[
(yt − c− φyt−1)

2

2σ2

]
.

(5.3.24)

Ìàêñèìiçàöiÿ (5.3.24) ñòîñîâíî c i φ åêâiâàëåíòíà ìiíiìiçàöi¨
ôóíêöi¨

T∑
t=2

(yt − c− φyt−1)
2 , (5.3.25)

ùî àíàëîãi÷íå äî ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ó ðåãðåñi¨ yt çà
ñòàëîþ i ¨¨ âëàñíèì ëàãîì yt−1. Îòæå, äëÿ c i φ óìîâíà îöiíêà
ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ÓÎÌÏ (CMLE) çáiãà¹òüñÿ ç
ÌÍÊ îöiíêîþ i ìà¹ âèãëÿä

(
ĉ

φ̂

)
=

(
T − 1

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)−1 ( ∑
yt∑
yt−1yt

)
,

äå
∑

ïîçíà÷à¹ ïiäñóìîâóâàííÿ çà t âiä 2 äî T .
Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè óìîâíó îöiíêó ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâ-

äîïîäiáíîñòi äëÿ σ2, äèôåðåíöiþ¹ìî (5.3.24) ñòîñîâíî σ2 i ðå-
çóëüòàò ïðèðiâíþ¹ìî äî íóëÿ

−T − 1

2σ2
+

T∑
t=2

[
(yt − c− φyt−1)

2

2σ4

]
= 0,

çâiäêè

σ̂ 2 =
1

T − 1

T∑
t=2

(yt − ĉ− φ̂yt−1)
2 .

Íà âiäìiíó âiä îöiíîê ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi óìîâ-
íi îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ìîæíà ëåãêî îá÷èñ-
ëèòè. ßêùî ðîçìið âèáiðêè T äîñòàòíüî âåëèêèé, òî ïåðøèé
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äîäàíîê ðîáèòü íåçíà÷íèé âêëàä ó çàãàëüíó ïðàâäîïîäiáíiñòü.
ßêùî |φ| < 1, òî äëÿ âåëèêèõ âèáiðîê îöiíêè ÎÌÏ (MLE)
i ÓÎÌÏ (CMLE) ìàþòü òàêèé ñàìèé ðîçïîäië. Äëÿ |φ| > 1
îöiíêè ÓÎÌÏ ïðîäîâæóþòü çàáåçïå÷óâàòè çìiñòîâíiñòü, òîäi
ÿê ìàêñèìiçàöiÿ (5.3.7) íi. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè ó áiëüøîñòi çàñòîñó-
âàíü âèêîðèñòîâóþòü ÓÎÌÏ.

5.3.2 Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi
Ãàóññiâñüêîãî AR(p) ïðîöåñó

Ðîçãëÿíåìî Ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ

yt = c + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p + εt , (5.3.26)

äå εt ∼ N[0, σ2]. Ó öüîìó âèïàäêó òðåáà îöiíèòè âåêòîð ïàðà-
ìåòðiâ ϑ = [c, φ1, φ2, . . . , φp, σ

2]′.
Äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè ðîçìiðó

T äëÿ ïðîöåñó AR(p) âèêîðèñòîâóþòü êîìáiíàöiþ äâîõ ìåòîäiâ
îïèñàíèõ äëÿ ïðîöåñó AR(1). Íà ïiäñòàâi ïåðøèõ p ñïîñòåðå-
æåíü (y1, y2, . . . , yp) áóäó¹ìî p×1 âåêòîð yp, ÿêèé ðîçãëÿäà¹ìî
ÿê ðåàëiçàöiþ p - âèìiðíî¨ Ãàóññiâñüêî¨ çìiííî¨. Ìàòåìàòè÷íèì
ñïîäiâàííÿì öüîãî âåêòîðà ¹ p× 1 âåêòîð, ÿêèé ïîçíà÷à¹ìî µp

i åëåìåíòè ÿêîãî ìàþòü âèãëÿä

µ =
c

1− φ1 − φ2 − · · · − φp

. (5.3.27)

Íåõàé σ2Vp ïîçíà÷à¹ p× p êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ âåêòîðà yp

σ2Vp =

=




E[(y1 − µ)2] . . . E[(y1 − µ)(yp − µ)]
E[(y2 − µ)(y1 − µ)] . . . E[(y2 − µ)(yp − µ)]

... . . .
...

E[(yp − µ)(y1 − µ)] . . . E[(yp − µ)2]


 .

(5.3.28)
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Íàïðèêëàä, äëÿ âèïàäêó p = 1 ìàòðèöÿ V1 = 1/(1 − φ2). Äëÿ
çàãàëüíîãî âèïàäêó

σ2Vp =




γ0 γ1 γ2 . . . γp−1

γ1 γ0 γ1 . . . γp−2

γ2 γ1 γ0 . . . γp−2
... ... ... . . .

...
γp−1 γp−2 γp−3 . . . γ0




,

äå γj � j-òà àâòîêîâàðiàöiÿ ïðîöåñó AR(p). Ùiëüíiñòü âåêòî-
ðà yp, ÿêèé ìiñòèòü ïåðøèõ p ñïîñòåðåæåíü i ìà¹ ðîçïîäië
N[µp, σ2Vp], ìà¹ âèãëÿä

f(yp, yp−1, . . . ,y1; ϑ) = (2π)−p/2(σ−2)p/2|V −1
p |1/2×

× exp

[
− 1

2σ2
(yp − µp)′V −1

p (yp − µp)

]
.

(5.3.29)

Óìîâíå çà t− 1 ñïîñòåðåæåííÿìè t-òå ñïîñòåðåæåííÿ ¹ Ãà-
óññiâñüêèì ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

c + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p

i äèñïåðñi¹þ σ2. Òiëüêè p ïîïåðåäíiõ ñïîñòåðåæåíü ìàþòü çíà-
÷åííÿ äëÿ éîãî ðîçïîäiëó. Îòæå, äëÿ t > p

f(yt|yt−1, yt−2, . . . , y1; ϑ) = f(yt|yt−1, yt−2, . . . , yt−p; ϑ) =

=
1√

2πσ2
exp

[
−(yt − c− φ1yt−1 − φ2yt−2 − · · · − φpyt−p)

2

2σ2

]
.

Òîäi ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ öiëî¨ âèáiðêè ìà¹ âèãëÿä

L(yT , yT−1, . . . ,y1; ϑ) = f(yp, yp−1, . . . , y1; ϑ)×

×
T∏

t=p+1

f(yt|yt−1, yt−2, . . . , yt−p; ϑ) ,
(5.3.30)
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à ëîãàðèôì ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi

L(ϑ) = −p

2
ln (2π)− p

2
ln (σ2) +

1

2
ln |V −1

p |−

− 1

2σ2
(yp − µp)′V −1

p (yp − µp)− T − p

2
ln (2π)− T − p

2
ln (σ2)−

−
T∑

t=p+1

(yt − c− φ1yt−1 − φ2yt−2 − · · · − φpyt−p)
2

2σ2
=

=− T

2
ln (2π)− T

2
ln (σ2) +

1

2
ln |V −1

p |−

− 1

2σ2
(yp − µp)′V −1

p (yp − µp)− (5.3.31)

−
T∑

t=p+1

(yt − c− φ1yt−1 − φ2yt−2 − · · · − φpyt−p)
2

2σ2
.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ (5.3.31) òðåáà çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ
äëÿ Vp. Ïîçíà÷èìî åëåìåíò ç íîìåðîì i, j ìàòðèöi V −1

p ÷åðåç
νij(p). Ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

νij(p) =
i−1∑

k=0

φkφk+j−i −
p+i−j∑

k=p+1−j

φkφk+j−i (5.3.32)

äëÿ 1 ≤ i ≤ j ≤ p, äå φ0 = −1. Çíà÷åííÿ νij(p) äëÿ i > j
ìîæåìî çíàéòè ç òîãî, ùî ìàòðèöÿ V −1

p ñèìåòðè÷íà.
Íàïðèêëàä, äëÿ ïðîöåñó AR(1) V −1

1 = v11 = 1− φ2. Îòæå,
σ2V1 = σ2/(1− φ2), òîáòî ïðèõîäèìî äî âiäîìî¨ âæå ôîðìóëè.

Äëÿ p = 2 ç ðiâíÿííÿ (5.3.32) îäåðæèìî

V −1
2 =

[
(1− φ2

2) −(φ1 + φ1φ2)
−(φ1 + φ1φ2) (1− φ2

2)

]
,

çâiäêè ìàòèìåìî

|V −1
2 | =

∣∣∣∣(1 + φ2)

(
1− φ2 −φ1

−φ1 1− φ2

)∣∣∣∣ =

= (1 + φ2)
2[(1− φ2)

2 − φ2
1]
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i

(y2 − µ2)′V −1
2 (y2 − µ2) = ((y1 − µ) (y2 − µ)) (1 + φ2)×

×
(

1− φ2 −φ1

−φ1 1− φ2

)(
y1 − µ
y2 − µ

)
=

=(1 + φ2) [(1− φ2)(y1 − µ)2 − 2φ1(y1 − µ)(y2 − µ)+

+ (1− φ2)(y2 − µ)2 ] .

Òîäi ëîãàðèôì ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ Ãàóññiâñüêîãî
AR(2) ïðîöåñó ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

L(ϑ) =− T

2
ln (2π)− T

2
ln (σ2)+

+
1

2
ln {(1 + φ2)

2[(1− φ2)
2 − φ2

1]}−

− 1 + φ2

2σ2
[(1− φ2)(y1 − µ)2− (5.3.33)

− 2φ1(y1 − µ)(y2 − µ) + (1− φ2)(y2 − µ)2]−

−
T∑

t=3

(yt − c− φ1yt−1 − φ2yt−2)
2

2σ2
,

äå µ = c/(1− φ1 − φ2).
Îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi êîåôiöi¹íòiâ AR(p)

ïðîöåñó ¹ òî÷êàìè ìàêñèìóìó ëîãàðèôìà ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiá-
íîñòi (5.3.31). �õí¹ ÷èñåëüíå îá÷èñëåííÿ äîñèòü âàæêå. Òîìó
ðîçãëÿäàþòü óìîâíi ÎÌÏ (CMLE), âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ

ln f(yT ,yT−1, . . . , yp+1|yp, . . . , y1; ϑ) =

=− T − p

2
ln (2π)− T − p

2
ln (σ2)− (5.3.34)

−
T∑

t=p+1

(yt − c− φ1yt−1 − φ2yt−2 − · · · − φpyt−p)
2

2σ2
.
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Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ c, φ1, φ2, . . . , φp, ÿêi ìàêñèìiçóþòü ôóíê-
öiþ (5.3.34), òàêi ñàìi, ùî ìiíiìiçóþòü ôóíêöiþ

T∑
t=p+1

(yt − c− φ1yt−1 − φ2yt−2 − · · · − φpyt−p)
2 . (5.3.35)

Îòæå, óìîâíi îöiíêè ïðàâäîïîäiáíîñòi ÓÎÌÏ öèõ ïàðàìåòðiâ
çáiãàþòüñÿ ç îöiíêàìè, ÿêi îòðèìàíi ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâà-
äðàòiâ äëÿ ðåãðåñi¨ yt ñòîñîâíî ñòàëî¨ i p ¨¨ âëàñíèõ ëàãîâèõ
çíà÷åíü. Òîäi ÓÎÌÏ (CMLE) äëÿ σ2 ìîæåìî çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi

σ̂ 2 =
1

T − p

T∑
t=p+1

(yt − ĉ− φ̂1yt−1 − φ̂2yt−2 − · · · − φ̂pyt−p)
2.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî ïðîöåñ íå ¹ Ãàóññiâñüêèì i âèêîðèñòà-
íî äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (5.3.26) ëîãà-
ðèôì Ãàóññiâñüêî¨ ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, òî çíàéäåíi îöií-
êè áóäóòü çìiñòîâíèìè îöiíêàìè ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Òàêi îöií-
êè íàçèâàþòü îöiíêàìè êâàçiìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi
(QMLE). Ïðîòå ñòàíäàðòíi ïîõèáêè îöiíåíèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi
îá÷èñëåíî íà ïiäñòàâi ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ïðîöåñ ¹ Ãàóñ-
ñiâñüêèé, äëÿ íåãàóññiâñüêèõ äàíèõ íåêîðåêòíi.

Iíîäi ó âèïàäêó íåãàóñiâñüêèõ äàíèõ ïðîñòå ïåðåòâîðåííÿ,
íàïðèêëàä ëîãàðèôìóâàííÿ, ïðèçâîäèòüå äî Ãàóññiâñüêèõ ÷à-
ñîâèõ ðÿäiâ. Äëÿ äîäàòíèõ âèïàäêîâèõ çìiííèõ Áîêñ i Êîêñ
(Box, Cox) çàïðîïîíóâàëè çàãàëüíèé êëàñ ïåðåòâîðåíü

y
(λ)
t =





yλ
t − 1

λ
, λ 6= 0,

ln yt, λ = 0.

Îäíèì ç ïiäõîäiâ ¹ âèáið âiäïîâiäíîãî çíà÷åííÿ λ i ìàêñèìiçà-
öiÿ ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ y

(λ)
t ó ïðèïóùåííi, ùî y

(λ)
t ¹

Ãàóññiâñüêèì ARMA ïðîöåñîì.
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5.3.3 Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi
Ãàóññiâñüêîãî MA(1) ïðîöåñó

Ðîçãëÿíåìî Ãàóññiâñüêèé MA(1) ïðîöåñ

yt = µ + εt + θεt−1 , (5.3.36)

äå εt ∼ N[0, σ2]. Íåõàé ϑ = [µ, θ, σ2]′ ïîçíà÷à¹ âåêòîð ïàðàìåò-
ðiâ, ÿêi òðåáà îöiíèòè.

Óìîâíi îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi
ßêùî çíà÷åííÿ εt−1 âiäîìå, òî

yt|εt−1 ∼ N[µ + θεt−1, σ
2]

i

f(yt|εt−1; ϑ) =
1√

2πσ2
exp

[
−(yt − µ− θεt−1)

2

2σ2

]
. (5.3.37)

Ïðèïóñòèìî, ùî ε0 = 0. Òîäi (y1|ε0 = 0) ∼ N[µ, σ2]. Ìà-
þ÷è ñïîñòåðåæåííÿ y1, çíàéäåìî ε1 = y1 − µ i, çàñòîñîâóþ÷è
(5.3.37), îäåðæèìî

f(y2|y1, ε0 = 0; ϑ) =
1√

2πσ2
exp

[
−(y2 − µ− θε1)

2

2σ2

]
.

Îñêiëüêè ε1 âiäîìå, òî ìîæåìî çàïèñàòè ε2 ó âèãëÿäi

ε2 = y2 − µ− θε1.

Îòîæ, ÿêùî âiäîìî, ùî ε0 = 0, òî ìîæåìî îá÷èñëèòè âñþ
ìíîæèíó {ε1, ε2, . . . , εT} çà äîïîìîãîþ ðåêóðñi¨

εt = yt − µ− θεt−1 (5.3.38)
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äëÿ t = 1, . . . , T. Íà ïiäñòàâi (5.3.37) îá÷èñëþ¹ìî óìîâíó ùiëü-
íiñòü t-ãî ñïîñòåðåæåííÿ

f(yt|yt−1, . . . , y1,ε0 = 0; ϑ) = f(yt|εt−1; ϑ) =

=
1√

2πσ2
exp

[
− ε2

t

2σ2

]
.

Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âñi¹¨ âèáiðêè ìàòèìå âèãëÿä

L(yT , yT−1, . . . ,y1|ε0 = 0; ϑ) = f(y1|ε0 = 0; ϑ)×

×
T∏

t=2

f(yt|yt−1, . . . , y1, ε0 = 0; ϑ) , (5.3.39)

a ¨¨ ëîãàðèôì �

L(ϑ) = ln L(yT , yT−1, . . . , y1|ε0 = 0; ϑ) =

= −T

2
ln (2π)− T

2
ln σ2 −

T∑
t=1

ε2
t

2σ2
.

(5.3.40)

Äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ ϑ ìîæåìî îá÷èñëèòè ïîñëiäîâíiñòü εt

íà ïiäñòàâi (5.3.38). Òîäi ëîãàðèôì óìîâíî¨ ôóíêöi¨ ïðàâäîïî-
äiáíîñòi (5.3.40) áóäå ñóìîþ ¨õíiõ êâàäðàòiâ. Ïðîòå ÿê ôóíêöiÿ
çìiííèõ µ i θ âîíà ¹ íåëiíiéíîþ i çíàõîäèòè òî÷êè ìàêñèìóìó
öi¹¨ ôóíêöi¨ íåëåãêî. Òîìó ÓÎÌÏ (CMLE) ïàðàìåòðiâ ïðîöåñó
MA(1) çíàõîäÿòü çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíî¨ îïòèìiçàöi¨.

Iòåðóþ÷è (5.3.38) äëÿ äîâiëüíîãî çàäàíîãî çíà÷åííÿ ε0, îäåð-
æèìî

εt =(yt − µ)− θ(yt−1 − µ) + θ2(yt−2 − µ)+

+ · · ·+ (−1)t−1θt−1(y1 − µ) + (−1)tθtε0 .

ßêùî |θ| ñóòò¹âî ìåíøå âiä îäèíèöi, òî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêî¨
âèáiðêè ôîðìóëà (5.3.39) äà¹ äîáðó àïðîêñèìàöiþ. Ó âèïàä-
êó |θ| > 1 îá÷èñëåííÿ îöiíîê ïàðàìåòðiâ íà ïiäñòàâi (5.3.39)
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íå ìà¹ ñåíñó. ßêùî â ðåçóëüòàòi ÷èñåëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ (5.3.40)
|θ̂| > 1, òî îá÷èñëåííÿ òðåáà ïîâòîðèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è îáåð-
íåíå çíà÷åííÿ äî θ̂ ÿê ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ.

Òî÷íi îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi
Äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íî¨ ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi Ãàóññiâ-

ñüêîãî ïðîöåñó MA(1) âèêîðèñòîâóþòü òàêèé ïiäõiä. Íåõàé
Ω = E[(y − µ)(y − µ)′] ,

äå y = (y1, ..., yT )′, µ = (µ, ..., µ)′. Òîäi

Ω = σ2




(1 + θ2) θ 0 . . . 0
θ (1 + θ2) θ . . . 0
0 θ (1 + θ2) . . . 0
... ... ... . . .

...
0 0 0 . . . (1 + θ2)




i ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi ìà¹ âèãëÿä

L(y; ϑ) = (2π)−T/2|Ω|−1/2 exp

[
−1

2
(y − µ)′Ω−1(y − µ)

]
. (5.3.41)

Çãiäíî ç (3.7.20) ìàòðèöþ Ω ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
Ω = ADA′ , (5.3.42)

äå A � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äi-
àãîíàëi

A =




1 0 ... 0 0
θ

1 + θ2
1 ... 0 0

0
θ(1 + θ2)

1 + θ2 + θ4
... 0 0

... ... . . .
... ...

0 0 ... 1 0

0 0 ...
θ(1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(T−2))

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(T−1)
1




,
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à D � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

D = σ2




1 + θ2 0 ... 0

0
1 + θ2 + θ4

1 + θ2
... 0

... ... ... ...

0 0 ...
1 + θ2 + θ4 + ... + θ2T

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(T−1)




.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.3.42) ó (5.3.41), îäåðæèìî

L(y; ϑ) =(2π)−T/2|ADA′|−1/2×

× exp

[
−1

2
(y − µ)′(A′)−1D−1A−1(y − µ)

]
.

(5.3.43)

Îñêiëüêè A � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè íà ãî-
ëîâíié äiàãîíàëi, òî |A| = 1 i

|ADA′| = |A||D||A′| = |D|.

Ââåäåìî âåêòîð
ỹ = A−1(y − µ) . (5.3.44)

Òîäi ôóíêöiþ (5.3.43) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

L(y; ϑ) = (2π)−T/2|D|−1/2 exp

[
−1

2
ỹ
′
D−1ỹ

]
. (5.3.45)

Çàçíà÷èìî, ùî ç (5.3.44) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Aỹ = y − µ.

Ïåðøèé ðÿäîê öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä ỹ1 = y1 − µ, òîäi ÿê
t-èé ðÿäîê ¹

ỹt = yt − µ− θ(1 + θ2 + θ4 + · · ·+ θ2(t−2))

1 + θ2 + θ4 + · · ·+ θ2(t−1)
ỹt−1 . (5.3.46)
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Âåêòîð ỹ ìîæíà îá÷èñëèòè, iòåðóþ÷è (5.3.46) çà t = 2, 3, . . . , T.
Åëåìåíò dtt ìàòðèöi D ìà¹ âèãëÿä

dtt = E[ỹ 2
t ] = σ2 1 + θ2 + θ4 + · · ·+ θ2t

1 + θ2 + θ4 + · · ·+ θ2(t−1)
. (5.3.47)

Îñêiëüêè D äiàãîíàëüíà, òî

|D| =
T∏

t=1

dtt = (σ2)T (1 + θ2 + θ4 + ... + θ2T ) , (5.3.48)

i îáåðíåíà ìàòðèöÿ ìàòèìå íà ãîëîâíié äiàãîíàëi åëåìåíòè,
îáåðíåíi äî âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi D. Îòæå,

ỹ
′
D−1ỹ =

T∑
t=1

ỹ 2
t

dtt

. (5.3.49)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.3.48) i (5.3.49) ó (5.3.45), îäåðæèìî

L(y; ϑ) = (2π)−T/2

[ T∏
t=1

dtt

]−1/2

exp

[
− 1

2

T∑
t=1

ỹ 2
t

dtt

]
. (5.3.50)

Îòîæ,
L(ϑ) = ln L(y; ϑ) = (5.3.51)

=− T

2
ln (2π)− 1

2

T∑
t=1

ln dtt − 1

2

T∑
t=1

ỹ 2
t

dtt

=

=− T

2
ln (2π)− T

2
ln (σ2)− 1

2
ln (1 + θ2 + θ4 + ... + θ2T )−

− 1

2

T∑
t=1

ỹ 2
t

dtt

.

Ìàþ÷è ÷èñåëüíi çíà÷åííÿ äëÿ µ, θ i σ2 ïîñëiäîâíiñòü ỹt ìîæíà
îá÷èñëèòè iòåðóâàííÿì (5.3.46).

Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ (5.3.51) ïðè θ = θ̃, σ2 =

σ̃ 2 áóäå òîòîæíèì äî éîãî çíà÷åííÿ ïðè θ = θ̃−1, σ2 = θ̃ 2σ̃ 2.
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5.3.4 Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi
Ãàóññiâñüêîãî MA(q) ïðîöåñó

Óìîâíi ÎÌÏ
Äëÿ ïðîöåñó MA(q)

yt = µ + εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q (5.3.52)

ïðîñòèì ïiäõîäîì ¹ ïðèéíÿòòÿ óìîâè

ε0 = ε−1 = · · · = ε−(q−1) = 0 . (5.3.53)

Ìàþ÷è öi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ, çà äîïîìîãîþ iòåðàöi¨

εt = yt − µ− θ1εt−1 − θ2εt−2 − · · · − θqεt−q (5.3.54)

ìîæåìî çíàéòè εt äëÿ t = 1, 2, . . . , T. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e0 âåê-
òîð (ε0, ε−1, . . . , ε−(q−1))

′. Òîäi ëîãàðèôì óìîâíî¨ ôóíêöi¨ ïðàâ-
äîïîäiáíîñòi ìà¹ âèãëÿä

L(ϑ) = ln L(yT , yT−1, . . . , y1|e0; ϑ) =

=− T

2
ln (2π)− T

2
ln (σ2)−

T∑
t=1

ε2
t

2σ2
,

(5.3.55)

äå ϑ = (µ, θ1, θ2, . . . , θq, σ
2)′. Âèðàç (5.3.55) ìîæíà âèêîðèñòî-

âóâàòè, ÿêùî êîðåíi ðiâíÿííÿ

1 + θ1z + θ2z
2 + · · ·+ θqz

q = 0

ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì, òîáòî MA(q) ïðîöåñ ¹ çâîðî-
òíèì.
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Òî÷íi ÎÌÏ

Òî÷íà ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi ìà¹ âèãëÿä

L(y; ϑ) = (2π)−T/2|Ω|−1/2 exp

[
−1

2
(y − µ)′Ω−1(y − µ)

]
, (5.3.56)

äå ÿê i ðàíiøå y = (y1, . . . , yT )′, µ = (µ, . . . , µ)′,

Ω =




γ0 γ1 γ2 . . . γq 0 . . . 0 0 0
γ1 γ0 γ1 . . . γq−1 γq . . . 0 0 0
γ2 γ1 γ0 . . . γq−2 γq−1 . . . 0 0 0
... ... ... . . .

... ... . . .
... ... ...

0 0 0 . . . 0 0 . . . γ0 γ1 γ2

0 0 0 . . . 0 0 . . . γ1 γ0 γ1

0 0 0 . . . 0 0 . . . γ2 γ1 γ0




.

(5.3.57)
Òóò γk ¹ k-òîþ àâòîêîâàðiàöi¹þ ïðîöåñó MA(q)

γk =

{
σ2(θk + θk+1θ1 + θk+2θ2 + · · ·+ θqθq−k), k = 0, 1, . . . , q,
0, k > q,

(5.3.58)
äå θ0 = 1.

Ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi (5.3.56) ìîæíà îá÷èñëèòè, âè-
êîðèñòîâóþ÷è òðèêóòíó ôàêòîðèçàöiþ ìàòðèöi Ω

Ω = ADA′, (5.3.59)

äå A � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äi-
àãîíàëi âèãëÿäó (3.7.11); D � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ âèãëÿäó
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(3.7.7). Çîêðåìà, äëÿ MA(q) ïðîöåñó

A =




1 0 0 . . . 0 0
a21 1 0 . . . 0 0
a31 a32 1 . . . 0 0
... ... ... . . .

... ...
aq+1,1 aq+1,2 aq+1,3 . . . 0 0

0 aq+2,2 aq+2,3 . . . 0 0
... ... ... . . .

... ...
0 0 0 . . . aT,T−1 1




.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.3.59) ó (5.3.56), îäåðæèìî ôóíêöiþ ïðàâäî-
ïîäiáíîñòi ó âèãëÿäi

L(y; ϑ) = (2π)−T/2|D|−1/2 exp

[
−1

2
ỹ
′
D−1ỹ

]
, (5.3.60)

äå
Aỹ = y − µ. (5.3.60)

Åëåìåíòè âåêòîðà ỹ ìîæíà îá÷èñëèòè ðåêóðñèâíî

ỹ1 = y1 − µ,
ỹ2 = (y2 − µ)− a21ỹ1,
ỹ3 = (y3 − µ)− a32ỹ2 − a31ỹ1,
...
ỹt = (yt − µ)− at,t−1ỹt−1 − at,t−2ỹt−2 − · · · − at,t−qỹt−q.

Îòæå,

L(ϑ) = ln L(y; ϑ) = (5.3.61)

= −T

2
ln (2π)− 1

2

T∑
t=1

ln dtt − 1

2

T∑
t=1

ỹ 2
t

dtt

.
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5.3.5 Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ
Ãàóññiâñüêîãî ARMA(p, q) ïðîöåñó

Ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ ARMA(p, q) ìà¹ âèãëÿä

yt =c + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p+

+ εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q ,
(5.3.62)

äå εt ∼ N[0, σ2]. Òðåáà îöiíèòè âåêòîð ïàðàìåòðiâ
ϑ = (c, φ1, φ2, . . . , φp, θ1, θ2, . . . , θq, σ

2)′.
Àïðîêñèìàöiþ ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ àâòîðåãðåñi¨

áàçóâàëè íà ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ y. Äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ôóíê-
öi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïðîöåñó ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî âèêîðèñòà-
íî ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ε. Òîìó àïðîêñèìàöiþ ôóíêöi¨ ïðàâäî-
ïîäiáíîñòi  póíòóþòü íà ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ y i ε.

Âèáðàâøè ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ y0 = (y0, y−1,. . . ,y−(p−1))
′,

e0 = (ε0, ε−1, . . . , ε−(q−1))
′, ïîñëiäîâíiñòü {ε1, ε2, . . . , εT} ìîæíà

îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ iòåðàöié

εt =yt − c− φ1yt−1 − φ2yt−2 − · · · − φpyt−p−
− θ1εt−1 − · · · − θqεt−q .

(5.3.63)

Òîäi ëîãàðèôì óìîâíî¨ ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ìàòèìå âèã-
ëÿä

L(ϑ) = ln L(yT , yT−1, . . . , y1|y0, e0; ϑ) =

= −T

2
ln (2π)− T

2
ln (σ2)−

T∑
t=1

ε2
t

2σ2
.

(5.3.64)

Îäèí çi ñïîñîáiâ âèáîðó ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü äëÿ y i ε ¹ âèáið
¨õíiõ î÷iêóâàíèõ çíà÷åíü, òîáòî ys = c/(1− φ1 − φ2 − · · · − φp)
äëÿ s = 0,−1, . . . ,−(p− 1) i εs = 0 äëÿ s = 0,−1, . . . ,−(q − 1).

Àëüòåðíàòèâíèì ¹ òàêèé ïiäõiä. Iòåðàöi¨ (5.3.63) ïî÷èíà-
þòü ç t = p + 1, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi äàíi y1, y2, . . . , yp, i
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εp = εp−1 = · · · = εp−q+1 = 0. Òîäi

L(ϑ) = ln L(yT , . . . , yp+1|yp, . . . , y1, εp = 0, . . . , εp−q+1 = 0; ϑ) =

= −T − p

2
ln (2π)− T − p

2
ln (σ2)−

T∑
t=p+1

ε2
t

2σ2
.

Çàçíà÷èìî, ùî öi àïðîêñèìàöi¨ ìîæëèâi, ÿêùî êîðåíi ðiâíÿííÿ

1 + θ1z + θ2z
2 + · · ·+ θqz

q = 0

ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì.

5.4 Òåñòóâàííÿ ãiïîòåç
íà ïiäñòàâi ÎÌÏ

5.4.1 Àñèìïòîòè÷íi ñòàíäàðòíi ïîõèáêè
îöiíîê ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi

ßêùî ðîçìið T âèáiðêè äîñòàòíüî âåëèêèé, òî ðîçïîäië îöiíêè
ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ϑ̂ ìîæíà àïðîêñèìóâàòè òà-
êèì ðîçïîäiëîì

ϑ̂ ∼ N [ϑ0, T
−1 I−1] , (5.4.1)

äå ϑ0 ïîçíà÷à¹ ïðàâèëüíå çíà÷åííÿ âåêòîðà ïàðàìåòðiâ. Ìàò-
ðèöÿ I âiäîìà ÿê iíôîðìàöiéíà ìàòðèöÿ i ìîæå áóòè îöiíåíà
ðiçíèìè ñïîñîáàìè.

Ïåðøà îöiíêà iíôîðìàöiéíî¨ ìàòðèöi, ÿêà  póíòó¹òüñÿ íà
äðóãié ïîõiäíié ëîãàðèôìà ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, ìà¹ âè-
ãëÿä

Î2D = −T−1∂2L(ϑ)

∂ϑ∂ϑ′

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

. (5.4.2)
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Òóò L ïîçíà÷à¹ ëîãàðèôì ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi

L(ϑ) =
T∑

t=1

ln L(yt|Yt−1; ϑ)

i Yt ïîçíà÷à¹ iñòîðiþ ñïîñòåðåæåíü y äî ïåðiîäó t. Ìàòðèöþ
äðóãèõ ïîõiäíèõ ëîãàðèôìà ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ÷àñòî
îá÷èñëþþòü ÷èñåëüíî. Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.4.2) ó (5.4.1), ñêîðî-
÷ó¹ìî T . Òîäi êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ ϑ̂ àïðîêñèìóþòü âèðàçîì

E[(ϑ̂− ϑ0)(ϑ̂− ϑ0)
′] =

[
−∂2L(ϑ)

∂ϑ∂ϑ′

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

]−1

. (5.4.3)

Äðóãîþ îöiíêîþ iíôîðìàöiéíî¨ ìàòðèöi I (outer-product
estimate) ¹

Îop = T−1

T∑
t=1

[h(ϑ̂,Yt)] · [h(ϑ̂,Yt)]
′, (5.4.4)

äå
h(ϑ̂,Yt) =

∂ ln L(yt|yt−1, yt−2, . . . ; ϑ)

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

.

Ó öüîìó âèïàäêó êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ ϑ̂ àïðîêñèìóþòü âè-
ðàçîì

E[(ϑ̂− ϑ0)(ϑ̂− ϑ0)
′] =

[ T∑
t=1

[h(ϑ̂,Yt)] · [h(ϑ̂,Yt)]
′
]−1

. (5.4.5)

5.4.2 Òåñò âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi
Iíøèì ïîïóëÿðíèì ïiäõîäîì òåñòóâàííÿ ãiïîòåç ñòîñîâíî ïà-
ðàìåòðiâ, îöiíåíèõ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâ-
äîïîäiáíîñòi, ¹ âèêîðèñòàííÿ òåñòó âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiá-
íîñòi (LR - òåñò). Ïðèïóñòèìî, ùî íóëüîâà ãiïîòåçà îõîïëþ¹
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m ðiçíèõ îáìåæåíü íà çíà÷åííÿ a × 1 ïàðàìåòðiâ âåêòîðà ϑ.
Ñïî÷àòêó ìàêñèìiçó¹ìî ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi, iãíîðóþ-
÷è öi îáìåæåííÿ, ùîá îäåðæàòè ÎÌÏ-îöiíêó ϑ̂. Ïîòiì çíà-
õîäèìî òàêó îöiíêó ϑ̃, ùîá ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïðèé-
ìàëà íàéáiëüøi çíà÷åííÿ i âèêîíóâàëèñÿ îáìåæåííÿ. Ïðàê-
òè÷íî öå ìîæíà äîñÿãòè, ââiâøè íîâèé (a −m) × 1 âåêòîð λ,
ó òåðìiíàõ ÿêîãî ìîæíà âèðàçèòè âñi åëåìåíòè ϑ, ÿêùî âèêî-
íóþòüñÿ îáìåæåííÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî òåñòó¹ìî ãiïîòåçó, ùî
îñòàííi m åëåìåíòiâ âåêòîðà ϑ äîðiâíþþòü íóëþ, òî âåêòîð
λ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðøèõ a − m åëåìåíòiâ âåêòîðà ϑ. Íåõàé
L(ϑ̂) ïîçíà÷à¹ çíà÷åííÿ ëîãàðèôìà ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi
ïðè âiäñóòíîñòi îáìåæåíü i L(ϑ̃) ïîçíà÷à¹ çíà÷åííÿ ëîãàðèôìà
ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïðè íàÿâíîñòi îáìåæåíü. Î÷åâèäíî,
L(ϑ̂) > L(ϑ̃) i çà ïåâíèõ óìîâ ìîæíà äîâåñòè, ùî

LR = 2 [L(ϑ̂)− L(ϑ̃)] ∼ χ2[m] . (5.4.6)

5.4.3 Òåñò ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà
Äëÿ òîãî ùîá âèêîðèñòàòè ñòàíäàðòíi ïîõèáêè ç (5.4.2) àáî
(5.4.4) äëÿ òåñòóâàííÿ ãiïîòåç ùîäî ϑ, òðåáà çíàéòè ÎÌÏ-
îöiíêó ϑ̂ áåç îáìåæåíü. Ùîá âèêîðèñòàòè òåñò âiäíîøåííÿ
ïðàâäîïîäiáíîñòi (5.4.6), íåîáõiäíî îá÷èñëèòè ÎÌÏ-îöiíêó ϑ̂

áåç îáìåæåíü i ÎÌÏ-îöiíêó ç îáìåæåííÿìè ϑ̃. Òåñò ìíîæíè-
êiâ Ëàãðàíæà çàáåçïå÷ó¹ òåñòóâàííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è òiëüêè ÎÌÏ-îöiíêó ç îáìåæåííÿìè ϑ̃. Âií êîðè-
ñíèé, ÿêùî îöiíêó ϑ̃ ëåãøå îá÷èñëèòè, íiæ îöiíêó ϑ̂.

Íåõàé ϑ̃ � îöiíêà ϑ, ÿêà ìàêñèìiçó¹ ëîãàðèôì ôóíêöi¨ ïðàâ-
äîïîäiáíîñòi ïðè íàÿâíîñòi m îáìåæåíü íà ϑ

h(ϑ̃,Yt) =
∂ ln L(yt|yt−1, yt−2, . . . ; ϑ)

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ̃

.

Òåñò ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà íóëüîâî¨ ãiïîòåçè, ÿêà ïîëÿãà¹ ó
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âèêîíàííi îáìåæåíü, âèêîðèñòîâó¹ ñòàòèñòèêó

LM = T−1

[ T∑
t=1

h(ϑ̃,Yt)

]′
I−1

[ T∑
t=1

h(ϑ̃,Yt)

]
. (5.4.7)

ßêùî íóëüîâà ãiïîòåçà ïðàâèëüíà, òî äëÿ âåëèêèõ T ñòàòèñ-
òèêà LM àñèìïòîòè÷íî ìà¹ ðîçïîäië χ2[m]. Iíôîðìàöiéíà ìàò-
ðèöÿ çíîâó ìîæå áóòè îöiíåíà ÿê ó (5.4.2) àáî (5.4.4),
äå ϑ̂ çàìiíåíî íà ϑ̃.



Ðîçäië 6

Ïðîãíîçóâàííÿ

6.1 Ïðèíöèïè ïðîãíîçóâàííÿ

6.1.1 Ïðîãíîçè, ÿêi  póíòóþòüñÿ íà óìîâíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàííÿõ

Ðîçãëÿíåìî ïðîãíîçóâàííÿ âåëè÷èíè yt+1, ùî  póíòó¹òüñÿ íà
âiäîìié ó ìîìåíò ÷àñó t ìíîæèíi çíà÷åíü Xt. Çîêðåìà, ÿêùî
ìè õî÷åìî ïåðåäáà÷èòè yt+1,  póíòóþ÷èñü íà m ïîïåðåäíiõ
çíà÷åííÿõ yt, òî ó öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà Xt áóäå ñêëàäà-
òèñÿ ç yt, yt−1, ..., yt−m+1. Íåõàé yt+h|t ïîçíà÷à¹ ïðîãíîçîâàíå
çíà÷åííÿ yt íà h ïåðiîäiâ âïåðåä, ÿêå  póíòó¹òüñÿ íà Xt.

Ùîá îöiíèòè åôåêòèâíiñòü ïðîãíîçó, òðåáà âèçíà÷èòè íà-
ñêiëüêè íàø ïðîãíîç áëèçüêèé äî ðåàëüíîãî çíà÷åííÿ. Ìiðîþ
òàêî¨ áëèçüêîñòi ìîæå áóòè êâàäðàòè÷íà ôóíêöiÿ âòðàò.

Îçíà÷åííÿ 6.1.1. Êâàäðàòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âòðàò íàçè-
âà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ êâàäðàòà âiäõèëåííÿ iñòèí-
íîãî çíà÷åííÿ âiä ïðîãíîçîâàíîãî

E
[
(yt+h − yt+h|t)

2
]

. (6.1.1)

177
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Îçíà÷åííÿ 6.1.2. Òî÷êà y∗t+h|t, â ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ ìiíi-
ìóì êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨ âòðàò, çàäàíî¨ âèpàçîì (6.1.1),
íàçèâà¹òüñÿ îïòèìàëüíèì MSE - ïpîãíîçîì, à ìiíiìóì êâà-
äðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨ âòðàò íàçèâà¹òüñÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ
ïîõèáêîþ ïpîãíîçó i ïîçíà÷à¹òüñÿ

MSE(y∗t+h|t) ≡ E
[
(yt+h − y∗t+h|t)

2
]

.

Ëåìà 6.1.1. Îïòèìàëüíèé ïðîãíîç, òîáòî ïðîãíîç ç íàé-
ìåíøîþ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ ïîõèáêîþ äîpiâíþ¹ óìîâíîìó
ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííþ yt+h ïpè çàäàíîìó Xt

y∗t+h|t = E[yt+h|Xt] . (6.1.2)

Ä î â å ä å í í ÿ . Íåõàé y∗t+h|t � öå äåÿêà ôóíêöiÿ g(Xt),
ÿêà íå ¹ óìîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

y∗t+h|t = g(Xt) . (6.1.3)

Òîäi ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà äîðiâíþ¹

MSE =E
[
(yt+h − g(Xt))

2
]

= (6.1.4)
=E

[
(yt+h − E[yt+h|Xt] + E[yt+h|Xt]− g(Xt))

2
]

=

=E
[
(yt+h − E[yt+h|Xt])

2] +

+ 2E[ (yt+h − E[yt+h|Xt] )( E[yt+h|Xt]− g(Xt)) ]+

+ E
[
(E[yt+h|Xt]− g(Xt))

2
]

.

Çàïèøåìî ñåðåäíié äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè (6.1.4) òàê:

2E[ηt+h] , (6.1.5)

äå
ηt+h ≡ (yt+h − E[yt+h|Xt])(E[yt+h|Xt]− g(Xt)) .
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Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ηt+h, çà-
äàíå íà Xt. Çàóâàæèìî, ùî óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
E[yt+h|Xt] çîáðàæà¹ óìîâíèé ìîìåíò âèïàäêîâî¨ çìiííî¨ yt+h

i ñàìî íå ¹ ôóíêöi¹þ âèïàäêîâî¨ çìiííî¨ yt+h. Òîìó ìíîæíèê
E[yt+h|Xt]− g(Xt) ¹ ñòàëèì i ìîæå áóòè âèíåñåíèé çà ìàòåìà-
òè÷íå ñïîäiâàííÿ

E[ηt+h|Xt] = (E[yt+h|Xt]− g(Xt))× E[(yt+h − E[yt+h|Xt] )|Xt] =

= (E[yt+h|Xt]− g(Xt))× 0 = 0 .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

E[ηt+h] = EXt [E[ηt+h|Xt]] = 0 .

Ïiäñòàíîâêà â (6.1.4) äà¹

E
[
(yt+h − g(Xt))

2
]

=E
[
(yt+h − E[yt+h|Xt])

2
]
+

+ E
[
(E[yt+h|Xt]− g(Xt))

2
]

.
(6.1.6)

Äðóãèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè (6.1.6) íå ìîæå áóòè ìåí-
øèì çà íóëü

E
[
(E[yt+h|Xt]− g(Xt))

2
] ≥ 0 .

Òîìó

E
[
(yt+h − g(Xt))

2
] ≥ E

[
(yt+h − E[yt+h|Xt])

2
]

.

Îñêiëüêè ïåðøèé äîäàíîê â (6.1.6) íå çàëåæèòü âiä g(Xt), òî
ôóíêöiÿ g(Xt), ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìóì ñåðåäíüî-êâàäðàòè÷íî¨
ïîõèáêè (6.1.6) ¹ ôóíêöi¹þ, ùî îáåðòà¹ äðóãèé äîäàíîê (6.1.6)
â íóëü, òîáòî

E[yt+h|Xt] = g(Xt) . (6.1.7)
Îòîæ, ïðîãíîç g(Xt), ùî ìiíiìiçó¹ ñåðåäíüî-êâàäðàòè÷íó ïî-
õèáêó, ¹ óìîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì
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E[yt+h|Xt], ÿê i ñòâåðäæóâàëîñÿ. ¤

Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçó äî-
ðiâíþ¹

MSE = E
[
(yt+h − g(Xt))

2
]

=

= E
[
(yt+h − E[yt+h|Xt])

2
]

.
(6.1.8)

6.1.2 Ïðîãíîçè, ÿêi  póíòóþòüñÿ
íà ëiíiéíié ïðîåêöi¨

Îáìåæèìî êëàñ ïðîãíîçiâ ïðèïóùåííÿì, ùî y∗t+h|t ¹ ëiíiéíîþ
ôóíêöi¹þ âiä Xt

y∗t+h|t = α′Xt . (6.1.9)

Îçíà÷åííÿ 6.1.3. ßêùî iñíó¹ òàêå çíà÷åííÿ α, äëÿ ÿêîãî
ïîõèáêà ïðîãíîçóâàííÿ (yt+h − α′Xt) íå êîðåëþ¹ ç Xt, òîáòî

E [(yt+h − α′Xt)X
′
t] = 0′ , (6.1.10)

òî ïðîãíîç α′Xt íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ yt+h íà Xt.

Ëåìà 6.1.2. Ëiíiéíà ïðîåêöiÿ ìà¹ íàéìåíøó ñåðåäíüîêâà-
äðàòè÷íó ïîõèáêó â êëàñi ëiíiéíèõ ïðîãíîçiâ.

Iíøèìè ñëîâàìè, ëiíiéíà ïðîåêöiÿ � öå îïòèìàëüíèé ëiíié-
íèé ïðîãíîç.

Ä î â å ä å í í ÿ . Íåõàé g′Xt � äåÿêèé äîâiëüíèé ëiíiéíèé
ïðîãíîç. Çàçíà÷èìî, ùî éîãî MSE äîðiâíþ¹

E [( yt+h −g′Xt)
2
]

= E
[
(yt+h − α′Xt + α′Xt − g′Xt)

2
]

=

=E
[
(yt+h − α′Xt)

2
]
+ 2E [(yt+h − α′Xt)(α

′Xt − g′Xt) ]

+ E
[
(α′Xt − g′Xt)

2
]

. (6.1.11)
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ßê i â ôîðìóëi (6.1.4), çãiäíî ç (6.1.10), ñåðåäíié ÷ëåí ïðàâî¨
÷àñòèíè (6.1.11) äîðiâíþ¹ íóëþ

E [(yt+h − α′Xt)(α
′Xt − g′Xt)] =

= E [(yt+h − α′Xt)X
′
t] (α− g) = 0′(α− g) = 0 .

Îòîæ, (6.1.11) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

E
[
(yt+h − g′Xt)

2
]

= (6.1.12)
= E

[
(yt+h − α′Xt)

2
]
+ E

[
(α′Xt − g′Xt)

2
]

.

Îïòèìàëüíèé ëiíiéíèé ïðîãíîç g′Xt ¹ òàêèì, ùî ïåðåòâî-
ðþ¹ äðóãèé äîäàíîê ó íóëü, òîáòî

g′Xt = α′Xt,

äå α′Xt çàäîâîëüíÿ¹ (6.1.10). ¤

Äëÿ α′, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (6.1.10), îïòèìàëüíèé ëiíiéíèé ïðîã-
íîç, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ, ïîçíà÷àòèìåìî

P̂ (yt+h|Xt) = α′Xt .

Çàçíà÷èìî, ùî

MSE
(
P̂ (yt+h|Xt)

)
≥ MSE (E[yt+h|Xt]) ,

îñêiëüêè óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïðîïîíó¹ íàéêðà-
ùèé ìîæëèâèé ïðîãíîç.

Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ äî ïðîåêöi¨ ââîäÿòü ñòàëèé ÷ëåí. Áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñèìâîë Ê äëÿ ïîçíà÷åííÿ ëiíiéíî¨ ïðî-
åêöi¨ íà âåêòîð âèïàäêîâèõ çìiííèõ Xt çi ñòàëèì ÷ëåíîì

Ê(yt+h|Xt) ≡ P̂ (yt+h|1, Xt) , (6.1.13)

àáî
ŷt+h|t = α′Xt .
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6.1.3 Âëàñòèâîñòi ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨
Ùîá îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íò ïðîåêöi¨ α çà äîïîìîãîþ yt+h i Xt,
âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü (6.1.10), ÿêó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

E[yt+hX
′
t] = α′E[XtX

′
t] .

Çâiäñè, ÿêùî ïpèïóñòèòè, ùî E[XtX
′
t] íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ,

ìàòèìåìî
α′ = E[yt+hX

′
t] (E[XtX

′
t])
−1 . (6.1.14)

ßêùî E[XtX
′
t] ¹ âèðîäæåíîþ, òî iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð

c òàêèé, ùî c′E[XtX
′
t]c = E[(c′Xt)

2] = 0, çâiäêè ìàòèìåìî,
ùî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ c′Xt äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ âñiõ t. Íàïðèê-
ëàä, ÿêùî Xt ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âèïàäêîâèõ çìiííèõ, òî äðóãà
çìiííà ïîâèííà áóòè ïðîïîðöiéíà äî ïåðøî¨ x2t = cx1t. Òîìó
ìîæíà ïðîñòî âèëó÷èòè çàéâi çìiííi ç ñèñòåìè Xt i îá÷èñëè-
òè ëiíiéíó ïðîåêöiþ yt+h íà X∗

t , äå X∗
t � âåêòîð, ùî ñêëàäà¹-

òüñÿ ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ åëåìåíòiâ Xt. Òàêà ëiíiéíà ïðîåêöiÿ
(α′)∗X∗

t ìîæå áóòè îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíà ç (6.1.14), äå Xt çà-
ìiíåíî íà X∗

t .
Çíàéäåìî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ïîõèáêó ïðîãíîçó, ÿêèé ¹

ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ
E

[
(yt+h − α′Xt)

2
]

=

= E
[
(yt+h)

2
]− 2E [α′Xtyt+h] + E[α′XtX

′
tα] .

(6.1.15)

Ïiäñòàâèâøè (6.1.14) â (6.1.15), îòðèìà¹ìî
E

[
(yt+h − α′Xt)

2
]

=

= E
[
(yt+h)

2
]− 2E[yt+hX

′
t] (E[XtX

′
t])
−1 E[Xtyt+h]+

+ E[yt+hX
′
t] (E[XtX

′
t])
−1 E[XtX

′
t] (E[XtX

′
t])
−1 E[Xtyt+h] =

= E
[
(yt+h)

2
]− E[yt+hX

′
t] (E[XtX

′
t])
−1 E[Xtyt+h] .

Îòæå, ìà¹ìî
MSE = (6.1.16)

= E
[
(yt+h)

2
]− E[yt+hX

′
t] (E[XtX

′
t])
−1 E[Xtyt+h] .
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6.1.4 Ïðîãíîçîâàíi âåêòîðè
Ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ìîæíà óçàãàëüíèòè äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ
âåêòîðà Yt+h ðîçìiðíîñòi n çà äîïîìîãîþ âåêòîðiâ Xt ðîçìið-
íîñòi m

P̂ (Yt+h|Xt) = α′Xt ≡ Ŷt+h|t . (6.1.17)
Òóò α′ ïîçíà÷à¹ ìàòðèöþ ðîçìiðîì (n × m) êîåôiöi¹íòiâ

ïðîåêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

E[(Yt+h − α′Xt)X
′
t] = 0 , (6.1.18)

òîáòî êîæåí ç n åëåìåíòiâ (Yt+h− Ŷt+h|t) íå êîðåëþ¹ ç êîæíèì
ç m åëåìåíòiâ Xt. Âiäïîâiäíî j-é åëåìåíò âåêòîðà Ŷt+h|t äà¹
îïòèìàëüíèé ëiíiéíèé ïðîãíîç ñêàëÿðà (yj)t+h. Ùîá ïåðåäáà-
÷èòè áóäü-ÿêó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ Yt+h, íàïpèêëàä,
zt+h = h′Yt+h, íåîáõiäíî âèìàãàòè, ùîá äëÿ îïòèìàëüíîãî ëi-
íiéíîãî ïðîãíîçó ẑt+h|t âåëè÷èíà (zt+h− ẑt+h|t) áóëà íåêîðåëüî-
âàíîþ ç Xt. Îòîæ, ÿêùî α çàäîâîëüíÿ¹ (6.1.18), òî h′Ŷt+h|t ¹
îïòèìàëüíèì ëiíiéíèì ïðîãíîçîì h′Yt+h äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòî-
ðà h.

Çãiäíî ç (6.1.18) ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðîåêöi¨ âèçíà÷à¹òü-
ñÿ çà ôîðìóëîþ

α′ = E[Yt+hX
′
t](E[XtX

′
t])
−1 . (6.1.19)

Ìàòðè÷íå óçàãàëüíåííÿ ôîðìóëè (6.1.16) äëÿ ñåðåäíüîêâàä-
ðàòè÷íî¨ ïîõèáêè ìà¹ âèãëÿä

MSE(α′Xt) ≡ E[(Yt+h − α′Xt)(Yt+h − α′Xt)
′] = (6.1.20)

= E[Yt+hY
′
t+h]− E[Yt+hX

′
t](E[XtX

′
t])
−1E[XtY

′
t+h] .
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6.2 Ïðîãíîçè, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà
íåñêií÷åííié êiëüêîñòi
ñïîñòåðåæåíü

6.2.1 Ïðîãíîçè, ïîáóäîâàíi íà çàïiçíåíèõ ε

Ðîçãëÿíåìî MA(∞) ïðîöåñ

yt − µ = ψ(L)εt , (6.2.1)

äå εt � áiëèé øóì,

ψ(L) ≡
∞∑

j=0

ψjL
j , ψ0 = 1 ,

∞∑
j=0

|ψj| < ∞ . (6.2.2)

Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ìî áåçìåæíó êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü
εt â ìîìåíòè ÷àñó, ÿêi ïåpåäóþòü t: {εt, εt−1, ...} i, êðiì òîãî,
çíà¹ìî çíà÷åííÿ µ i {ψ1, ψ2, ....}. Õî÷åìî ïåðåäáà÷èòè çíà÷åííÿ
yt+h, òîáòî çíà÷åííÿ, ÿêå íàáóäå yt ÷åðåç h ïåðiîäiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî ç (6.2.1) âèïëèâà¹

yt+h =µ + εt+h + ψ1εt+h−1 + ... + ψh−1εt+1+ (6.2.3)
+ ψhεt + ψh+1εt−1 + ... .

Îñêiëüêè E[εt+s] = 0 äëÿ s > 0, òî îïòèìàëüíèé ïðîãíîç ìà-
òèìå âèãëÿä

y∗t+h|t = E[yt+h|εt, εt−1, ...] = (6.2.4)
= µ + ψhεt + ψh+1εt−1 + ... .

Ïîõèáêà öüîãî ïðîãíîçó äîðiâíþ¹

yt+h − E[yt+h|εt, εt−1, ...] = (6.2.5)
= εt+h + ψ1εt+h−1 + ... + ψh−1εt+1 .
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Ç (6.2.4) âèäíî, ùî E[yt+h|εt, εt−1, ...] ¹ ëiíiéíèì ïðîãíîçîì.
Ïîêàæåìî, ùî (6.2.4) ¹ ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ, òîáòî îïòèìàëü-
íèì ëiíiéíèì ïðîãíîçîì. Äëÿ öüîãî çãiäíî ç óìîâîþ (6.1.10)
íåîáõiäíî, ùîá ïîõèáêà ïðîãíîçó ìàëà ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâà-
ííÿ íóëü i áóëà íåêîðåëüîâàíîþ ç εt, εt−1, .... Ïîõèáêà (6.2.5)
ìà¹ öi âëàñòèâîñòi. Òîìó (6.2.4) ñïðàâäi ¹ ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ.

Îñêiëüêè ëiíiéíà ïðîåêöiÿ yt+h çäiéñíþ¹òüñÿ íà εt, εt−1, ... i
êîíñòàíòó, òî çãiäíî ç ïîçíà÷åííÿì (6.1.13) ìàòèìåìî

Ê[yt+h|εt, εt−1, ...] = µ + ψhεt + ψh+1εt−1 + ... .

Ñåðåäíÿ êâàäðàòè÷íà ïîõèáêà ó öüîìó âèïàäêó, îñêiëüêè
E[εt+h εt+h−j] = 0 äëÿ h > 0, j > 0, äîðiâíþ¹

MSE = E
[
(yt+h − Ê[yt+h|εt, εt−1, ...])

2
]

=

= (1 + ψ2
1 + ψ2

2 + ... + ψ2
h−1)σ

2 .
(6.2.6)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ñêií÷åíîãî
ïîðÿäêó. Äëÿ MA(q) ïðîöåñó

yt = µ + εt + θ1 εt−1 + θ2 εt−2 + ... + θq εt−q

îäåðæèìî

yt+h = µ + εt+h + θ1 εt+h−1 + θ2 εt+h−2 + ... + θq εt+h−q .

Ó öüîìó âèïàäêó òðåáà ðîçãëÿäàòè äâà âèïàäêè h ≤ q i
h > q.

Äëÿ h = 1, 2, ..., q

yt+h = µ + εt+h + θ1 εt+h−1 + ... + θh−1 εt+1 +

+ θh εt + θh+1 εt−1 + ... + θq εt+h−q

i îïòèìàëüíèé ëiíiéíèé ïðîãíîç ìà¹ âèãëÿä

Ê[yt+h|εt, εt−1, ...] = µ + θhεt + θh+1εt−1 + ... + θqεt−(q−h) .
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Äëÿ h = q + 1, q + 2, ... ìàòèìåìî

Ê[yt+h|εt, εt−1, ...] = µ .

Âiäïîâiäíî MSE äîðiâíþ¹
σ2 äëÿ h = 1 ,
(1 + θ2

1 + θ2
2 + ... + θ2

h−1)σ
2 äëÿ h = 2, 3, ..., q ,

(1 + θ2
1 + θ2

2 + ... + θ2
q)σ

2 äëÿ h = q + 1, q + 2, ... .

Îòæå, äëÿ h ≤ q ìà¹ìî, ùî MSE çáiëüøó¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi
h.

ßêùî ìè íàìàãà¹ìîñÿ ïðîãíîçóâàòè MA(q) ïðîöåñ äàëüøå,
íiæ íà q ïåðiîäiâ ó ìàéáóòí¹, òî ïðîãíîç ¹ ïðîñòî áåçóìîâíèì
ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì ðÿäó (E[yt] = µ), à MSE öüîãî
ïðîãíîçó � áåçóìîâíîþ äèñïåðñi¹þ ðÿäó (Var[yt] = (1 + θ2

1 +
θ2
2 + ... + θ2

q)σ
2).

Ïîäiáíi âëàñòèâîñòi òàêîæ õàðàêòåðíi i äëÿ MA(∞) ïðî-
öåñó, ÿêùî òåðìií ïðîãíîçóâàííÿ ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi. Ç
(6.2.2) âèïëèâà¹, ùî ïðè h → ∞, ïðîãíîç (6.2.4) çáiãà¹òüñÿ â
ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äî µ, áåçóìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ ðÿäó. MSE (6.2.6) òàêîæ çáiãà¹òüñÿ äî σ2

∑∞
j=0 ψ2

j ,
ÿêà ¹ áåçóìîâíîþ äèñïåðñi¹þ äëÿ MA(∞) ïðîöåñó (6.2.1).

Äëÿ âèâåäåííÿ çàãàëüíî¨ ôîðìóëè âèêîðèñòà¹ìî êîìïàêò-
íèé âèðàç äëÿ çàïiçíþþ÷îãî îïåðàòîðà â (6.2.4). Ðîçãëÿíåìî
ïîëiíîì ψ(L), ïîäiëåíèé íà Lh

ψ(L)

Lh
=L−h + ψ1L

1−h + ... + ψh−1L
−1+

+ ψhL
0 + ψh+1L

1 + ψh+2L
2 + ... .

(6.2.7)

Âèçíà÷èìî çíèùóþ÷èé îïåðàòîð, ÿêèé ïîçíà÷èìî [·]+, i ÿêèé
çíèùó¹ åôåêò âiä äiëåííÿ, òîáòî âiäêèäà¹ äîäàíêè, â ÿêèõ îïå-
ðàòîð L ìà¹ âiä'¹ìíèé ñòåïiíü. Òîáòî ç (6.2.7) âèïëèâà¹, ùî

[
ψ(L)

Lh

]

+

= ψh + ψh+1L + ψh+2L
2 + ... . (6.2.8)
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Ïiäñòàâèâøè (6.2.8) â (6.2.4), îïòèìàëüíèé ëiíiéíèé ïðîãíîç
ìîæå áóòè çàïèñàíèé çà äîïîìîãîþ çíèùóþ÷îãî îïåðàòîðà

Ê[yt+h|εt, εt−1, ...] = µ +

[
ψ(L)

Lh

]

+

εt . (6.2.9)

6.2.2 Ïðîãíîçè, ïîáóäîâàíi íà çàïiçíåíèõ y.
Ôîðìóëà ïðîãíîçóâàííÿ
Âiíåðà - Êîëìîãîðîâà

Ôîðìóëà ïðîãíîçóâàííÿ (6.2.9)  póíòó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi,
ùî εt âiäîìi àáî ìîæóòü áóòè áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëåíi. Ó çâè-
÷àéíié ñèòóàöi¨ äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ âiäîìèìè ¹ çàïiçíåííÿ yt,
à íå εt.

Äëÿ òîãî ùîá âèðàçèòè âåëè÷èíó ïðîãíîçó ÷åðåç çàïiçíåí-
íÿ yt, ðîçãëÿíåìî AR(∞) ïðîöåñ

η(L)(yt − µ) = εt, (6.2.10)

äå

η(L) ≡
∞∑

j=0

ηjL
j , η0 = 1 ,

∞∑
j=0

|ηj| < ∞ .

Îñêiëüêè òóò ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå ñòàöiîíàðíi ïðîöåñè, à äëÿ
àâòîðåãðåñiéíèõ ïðîöåñiâ ñòàöiîíàðíiñòü åêâiâàëåíòíà çâîðîò-
íîñòi, òî AR(∞) ïðîöåñ ìà¹ MA(∞) çîáðàæåííÿ

yt − µ = ψ(L)εt , (6.2.11)

ïðè÷îìó AR-ïîëiíîì η(L) i MA-ïîëiíîì ψ(L) çâ'ÿçàíi ìiæ
ñîáîþ òàê:

[η(L)]−1 = ψ(L) . (6.2.12)
Còàöiîíàðíèé àâòîðåãðåñiéíèé ïðîöåñ ñêií÷åíîãî ïîðÿäêó

AR(p) ìà¹ âèãëÿä

(1− φ1L− φ2L
2 − ...− φpL

p)(yt − µ) = εt,
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àáî áiëüø êîìïàêòíî

φ(L)(yt − µ) = εt .

Òîìó äëÿ íüîãî

η(L) = φ(L) , ψ(L) = [φ(L)]−1 .

Äëÿ çâîðîòíîãî MA(q) ïðîöåñó

yt − µ = (1 + θ1L + θ2L
2 + ... + θqL

q)εt (6.2.13)

àáî
yt − µ = θ(L)εt

ìàòèìåìî
ψ(L) = θ(L) , η(L) = [θ(L)]−1 .

Ïðîöåñ ARMA(p, q) ìà¹ âèãëÿä (6.2.10) ç

η(L) =
φ(L)

θ(L)
,

ÿêùî àâòîðåãðåñiéíèé îïåðàòîð φ(L) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñòàöiî-
íàðíîñòi (êîðåíi ðiâíÿííÿ φ(z) = 0 ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íî-
ãî êðóãà), à îïåðàòîð ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî θ(L) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè çâîðîòíîñòi (êîðåíi ðiâíÿííÿ θ(z) = 0 ëåæàòü ççîâíi
îäèíè÷íîãî êðóãà).

Îòæå, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè, çà ÿêèõ ïðîöåñ ìîæå áóòè
çàïèñàíèé ó âèãëÿäi (6.2.10), òî ñïîñòåðåæåííÿ {yt, yt−1, ...}
áóäóòü äîñòàòíiìè äëÿ ïîáóäîâè {εt, εt−1, ...}. Ç (6.2.10) ìà¹ìî

εt = η(L) (yt − µ) . (6.2.14)

Çîêðåìà äëÿ MA(1) ïðîöåñó (6.2.14) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

εt = (1 + θL)−1 (yt − µ) .
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Îòæå, ïðè âiäîìèõ θ, µ i {yt, yt−1, ...} ìîæå áóòè ïîáóäîâàíå εt,
à ñàìå

εt = (yt−µ)−θ(yt−1−µ)+θ2(yt−2−µ)−θ3(yt−3−µ)+... . (6.2.15)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (6.2.14) ó ôîðìóëó ïðîãíîçóâàííÿ (6.2.9) ìîæ-
íà îòðèìàòè ïðîãíîç yt+h ÿê ôóíêöiþ âiä çàïiçíåíèõ y

Ê[yt+h|yt, yt−1, ...] = µ +

[
ψ(L)

Lh

]

+

η(L)(yt − µ) ,

äå η(L) � àâòîðåãðåñiéíèé ïîëiíîì AR(∞) çîáðàæåííÿ; ψ(L)
� ïîëiíîì MA(∞) çîáðàæåííÿ ïðîãíîçîâàíîãî ïðîöåñó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.2.12), ìà¹ìî

Ê[yt+h|yt, yt−1, ...] = µ +

[
ψ(L)

Lh

]

+

1

ψ(L)
(yt − µ) . (6.2.16)

Ðiâíÿííÿ (6.2.16) ¹ âiäîìèì ÿê ôîðìóëà ïðîãíîçóâàííÿ
Âiíåðà-Êîëìîãîðîâà.

6.3 Çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè
Âiíåðà - Êîëìîãîðîâà
äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ ÷àñîâèõ ðÿäiâ

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Âiíåðà - Êîëìîãîðîâà, ìîæíà âè-
âåñòè ôîðìóëè ïðîãíîçóâàííÿ äëÿ êîíêðåòíèõ ñòàöiîíàðíèõ
÷àñîâèõ ðÿäiâ.

6.3.1 Ïðîãíîçóâàííÿ AR(1) ïðîöåñó
Äëÿ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî AR(1) ïðîöåñó ìà¹ìî

ψ(L) =
1

(1− φL)
= 1 + φL + φ2L2 + ... . (6.3.1)
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Ó öüîìó âèïàäêó çíèùóþ÷èé îïåðàòîð ìà¹ âèãëÿä
[
ψ(L)

Lh

]

+

= φh + φh+1L1 + φh+2L2 + ... =

= φh(1 + φ1L1 + φ2L2 + ...) =
φh

(1− φL)
.

(6.3.2)

Ïiäñòàíîâêà (6.3.2) â (6.2.16) äàñòü îïòèìàëüíèé ïðîãíîç íà h
ïåpiîäiâ âïåðåä äëÿ ñòàöiîíàðíîãî AR(1) ïðîöåñó

Ê[yt+h|yt, yt−1, ...] = µ +
φh

1− φL
(1− φL)(yt − µ) =

= µ + φh(yt − µ) . (6.3.3)

Çàóâàæèìî, ùî ïðîãíîç  póíòó¹òüñÿ ëèøå íà çíà÷åííi yt i íå
âèêîðèñòîâó¹ ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü yt−1, yt−2, .... Îñêiëüêè äëÿ
êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíîãî AR(1) ïðîöåñó |φ| < 1, òî ç (6.3.3)
òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ïðè çáiëüøåííi h ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ
ðÿäó ãåîìåòðè÷íî ñïàäà¹ äî µ (áåçóìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè ïðîãíîçó
âèêîðèñòà¹ìî âèðàç (6.2.6), â ÿêîìó çãiäíî ç (6.3.1) ψj = φj.
Ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ ó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ MSE (6.2.6) ìà-
òèìåìî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ïîõèáêó ïðîãíîçó íà h ïåðiîäiâ
âïåðåä

MSE =
[
1 + φ2 + φ4 + ... + φ2(h−1)

]
σ2.

Çàçíà÷èìî, ùî âîíà çáiëüøó¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi h i ïðè h →
∞

MSE =
[
1 + φ2 + φ4 + ...

]
σ2 =

σ2

1− φ2
,

òîáòî MSE àñèìïòîòè÷íî íàáëèæà¹òüñÿ äî áåçóìîâíî¨ äèñ-
ïåðñi¨ yt.
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6.3.2 Ïðîãíîçóâàííÿ AR(p) ïðîöåñó
Ðîçãëÿíåìî ïðîãíîçóâàííÿ AR(p) ïðîöåñó

yt = c + φ1 yt−1 + ... + φp yt−p + εt .

Ôîðìóëà Âiíåðà-Êîëìîãîðîâà (6.2.16) âèðàæà¹ çíà÷åííÿ
(yt+h−µ) â òåðìiíàõ ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü {(yt−µ), (yt−1−µ), ...}
i îïóñêà¹ âèðàçè, ÿêi îõîïëþþòü ìàéáóòíi çíà÷åííÿ ïîõèáêè
{εt+1, εt+2, ..., εt+h}.

Äëÿ AR(p) ïðîöåñó çíà÷åííÿ yt+h − µ ìîæíà îòpèìàòè ÿê
pîçâ'ÿçîê piçíèöåâîãî piâíÿííÿ

yt+h − µ =f
(h)
11 (yt − µ) + f

(h)
12 (yt−1 − µ) + ... + f

(h)
1p (yt−p+1 − µ)+

+ εt+h + ψ1εt+h−1 + ... + ψh−1εt+1 .

(6.3.4)

Òóò
ψj = f

(j)
11 . (6.3.5)

Çàçíà÷èìî, ùî f
(j)
11 ïîçíà÷à¹ (1, 1)-åëåìåíò ìàòpèöi F j, f

(j)
12 ïî-

çíà÷à¹ (1, 2)-åëåìåíò F j i ò.ä., äå F -ìàòðèöÿ ðîçìiðó (p× p)

F ≡




φ1 φ2 φ3 ... φp−1 φp

1 0 0 ... 0 0
0 1 0 ... 0 0
... ... ... ...

... ...
0 0 0 ... 1 0




.

Ç (6.3.4) âèïëèâà¹, ùî îïòèìàëüíèé ïðîãíîç íà h ïåðiîäiâ âïå-
ðåä ìà¹ âèãëÿä

ŷt+h|t = µ + f
(h)
11 (yt − µ) + f

(h)
12 (yt−1 − µ) + ... + f

(h)
1p (yt−p+1 − µ) .

(6.3.6)
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Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïðîãíîçó íà h ïåðiîäiâ îïòè-
ìàëüíèì ïðîãíîçîì ¹ êîíñòàíòà ïëþñ ëiíiéíà ôóíêöiÿ âiä
{yt, yt−1, ..., yt−p+1}. Âiäïîâiäíà ïîõèáêà äîðiâíþ¹

yt+h − ŷt+h|t = εt+h + ψ1εt+h−1 + ... + ψh−1εt+1 . (6.3.7)

Ïðîãíîç (6.3.6) ìîæíà òàêîæ îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ïðîñ-
òî¨ ðåêóðñi¨. Îïòèìàëüíèì ïðîãíîçîì íà îäèí ïåpiîä ¹

(ŷt+1|t−µ) = φ1(yt−µ)+φ2(yt−1−µ)+...+φp(yt−p+1−µ) . (6.3.8)

Äëÿ ïîáóäîâè ïðîãíîçó íà äâà ïåðiîäè âïåðåä âèêîðèñòà¹-
ìî ðiâíiñòü

(yt+2−µ) = φ1(yt+1−µ)+φ2(yt−µ)+...+φp(yt−p+2−µ) . (6.3.9)

Ó ìîìåíò ÷àñó t çíà÷åííÿ yt, yt−1, ..., yt−p+2 â (6.3.9) ¹ âiäî-
ìèìè, à yt+1 � íåâiäîìi. Ïðèéíÿâøè çàìiñòü yt+1 éîãî ïðîãíî-
çîâàíå çíà÷åííÿ ŷt+1|t, ÿêå îá÷èñëþ¹ìî çà äîïîìîãîþ (6.3.8),
îòðèìó¹ìî

(ŷt+2|t − µ) = φ1(ŷt+1|t − µ) + φ2(yt − µ) + ... + φp(yt−p+2 − µ) .
(6.3.10)

Ïiäñòàâèâøè (6.3.8) â (6.3.10), îäåðæèìî ôîðìóëó ïðîãíîçó-
âàííÿ íà äâà ïåðiîäè âïåðåä äëÿ AR(p) ïðîöåñó

(ŷt+2|t−µ) = (6.3.11)
=φ1 [φ1(yt − µ) + φ2(yt−1 − µ) + ... + φp(yt−p+1 − µ)] +

+ φ2(yt − µ) + φ3(yt−1 − µ) + ... + φp(yt−p+2 − µ) =

=(φ2
1 + φ2)(yt − µ) + (φ1φ2 + φ3)(yt−1 − µ) + ...+

+ (φ1φp−1 + φp)(yt−p+2 − µ) + φ1φp(yt−p+1 − µ) .

Çíà÷åííÿ ŷt+1|t, ŷt+2|t, îá÷èñëåíi âiäïîâiäíî çà (6.3.8), (6.3.11),
âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ ïîáóäîâè ïðîãíîçó íà òðè ïåðiîäè âïåðåä
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i ò.ä. Çàãàëîì ïðîãíîçóâàííÿ íà h ïåðiîäiâ âïåðåä äëÿ AR(p)
ïðîöåñó ìîæå áóòè îòðèìàíå çà äîïîìîãîþ iòåðàöi¨

(ŷt+h|t−µ) = φ1(ŷt+h−1|t−µ)+φ2(ŷt+h−2|t−µ)+...+φp(ŷt+h−p|t−µ) ,
(6.3.12)

ïðè÷îìó
ŷτ |t = yτ äëÿ τ ≤ t.

6.3.3 Ïðîãíîçóâàííÿ MA(1) ïðîöåñó
Ðîçãëÿíåì çâîðîòíå MA(1) çîápàæåííÿ

yt − µ = (1 + θL)εt, (6.3.13)

äå |θ| < 1. Äëÿ öüîãî ïðîöåñó ψ(L) = 1+ θL i ôîðìóëà Âiíåðà-
Êîëìîãîðîâà (6.2.16) íàáóäå âèãëÿäó

ŷt+h|t = µ +

[
1 + θL

Lh

]

+

1

1 + θL
(yt − µ) . (6.3.14)

Ïðè ïðîãíîçóâàííi MA(1) ïðîöåñó íà îäèí ïåðiîä (h = 1)
çíèùóþ÷èé îïåðàòîð äîðiâíþ¹

[
1 + θL

L

]

+

= θ,

òîáòî
ŷt+1|t = µ +

θ

1 + θL
(yt − µ) . (6.3.15)

Ïîäiÿâøè îïåðàòîðîì 1

1 + θL
íà yt − µ, ìàòèìåìî

ŷt+1|t = µ + θ(yt − µ)− θ2(yt−1 − µ) + θ3(yt−2 − µ)− ...

ßêùî çàïèñàòè (6.3.13) ó âèãëÿäi

εt =
1

1 + θL
(yt − µ) ,
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òî ç (6.3.15) îòðèìà¹ìî ùå îäèí âèðàç äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðî-
ãíîçó íà îäèí ïåðiîä

ŷt+1|t = µ + θε̂t , (6.3.16)

äå ε̂t çíàõîäèìî ç áåçìåæíî¨ ðåêóðñi¨

ε̂t = (yt − µ)− θε̂t−1 . (6.3.17)

Ðiâíÿííÿ (6.3.17), âèâåäåíå ç (6.3.13), ¹ òî÷íîþ îöiíêîþ εt.
Îá÷èñëèìî ïðîãíîç MA(1) ïðîöåñó íà h = 2, 3, ... ïåðiîäiâ

âïåðåä. Çíèùóþ÷èé îïåðàòîð ó öüîìó âèïàäêó äîðiâíþ¹ íóëþ
[
1 + θL

Lh

]

+

= 0 äëÿ h = 2, 3, ... ,

i îòæå, ç (6.3.14) ìàòèìåìî

ŷt+h|t = µ äëÿ h = 2, 3, ... . (6.3.18)

Òîáòî, ïðîãíîç MA(1) ïðîöåñó áiëüøå, íiæ íà îäèí ïåðiîä âïå-
ðåä äîðiâíþ¹ áåçóìîâíîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííþ ðÿäó.

6.3.4 Ïðîãíîçóâàííÿ MA(q) ïðîöåñó
Äëÿ çâîðîòíîãî MA(q) ïðîöåñó

(yt − µ) = (1 + θ1L + θ2L
2 + ... + θqL

q)εt

ïðîãíîç (6.2.16) çàïèøåìî

ŷt+h|t =µ +

[
1 + θ1L + θ2L

2 + ... + θqL
q

Lh

]

+

×

× 1

1 + θ1L + θ2L2 + ... + θqLq
(yt − µ) . (6.3.19)
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Çíèùóþ÷èé îïåðàòîð äëÿ MA(q) ïðîöåñó ìàòèìå âèãëÿä
[
1 + θ1L + θ2L

2 + ... + θqL
q

Lh

]

+

=

=

{
θh + θh+1L + ... + θqL

q−h äëÿ h = 1, 2, ..., q ,
0 äëÿ h = q + 1, q + 2, ... .

Îòæå, äëÿ h = 1, 2, ..., q ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ îá÷èñëþ¹ìî
çà ôîðìóëîþ

ŷt+h|t = µ + (θh + θh+1L + ... + θqL
q−h) ε̂t , (6.3.20)

äå ε̂t ìîæå áóòè âèçíà÷åíå ç ðåêóðñi¨

ε̂t = (yt − µ)− θ1ε̂t−1 − θ2ε̂t−2 − ...− θqε̂t−q . (6.3.21)

Ïðîãíîçîì íà áiëüøå, íiæ q ïåðiîäiâ ó ìàéáóòí¹ ¹ áåçóìîâíå
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

ŷt+h|t = µ äëÿ h > q .

6.3.5 Ïðîãíîçóâàííÿ ARMA(1, 1) ïðîöåñó
Äëÿ ARMA(1, 1) ïðîöåñó

(1− φL)(yt − µ) = (1 + θL)εt,

ÿêèé ¹ ñòàöiîíàðíèì (|φ| < 1) i çâîðîòíèì (|θ| < 1), çãiäíî ç
ôîðìóëîþ Âiíåðà - Êîëìîãîðîâà ïðîãíîç íà h ïåðiîäiâ âïåðåä
ìàòèìå âèãëÿä

ŷt+h|t = µ +

[
1 + θL

(1− φL)Lh

]

+

1− φL

1 + θL
(yt − µ) . (6.3.22)
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Ïåðåòâîðèìî çíèùóþ÷èé îïåðàòîð
[

1 + θL

(1− φL)Lh

]

+

=

=

[
(1 + φL + φ2L2 + ...)

Lh
+

θL(1 + φL + φ2L2 + ...)

Lh

]

+

=

= (φh+ φh+1L + φh+2L2 + ...) + θ(φh−1+ φhL + φh+1L2 + ...) =

= (φh + θφh−1)(1 + φL + φ2L2 + ...) =

=
φh + θφh−1

1− φL
. (6.3.23)

Ïiäñòàíîâêà (6.3.23) â (6.3.22) äà¹

ŷt+h|t = µ +

[
φh + θφh−1

1− φL

]
1− φL

1 + θL
(yt − µ) =

= µ +
φh + θφh−1

1 + θL
(yt − µ) =

= µ + φ
φh−1 + θφh−2

1 + θL
(yt − µ) .

(6.3.24)

Ç (6.3.24) âèïëèâà¹, ùî äëÿ h = 2, 3, ... ïðîãíîç çàäîâîëüíÿ¹
ðåêóðñiþ

(ŷt+h|t − µ) = φ(ŷt+h−1|t − µ) ,

çâiäêè ìàòèìåìî

(ŷt+h|t − µ) = φh−1(ŷt+1|t − µ) , h ≥ 2 .

Îòîæ, ïðè h →∞ ïðîãíîç ãåîìåòðè÷íî ñïàäà¹ äî áåçóìîâíîãî
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ µ.

Îäíîïåðiîäè÷íèé ïðîãíîç (h = 1) ìà¹ âèãëÿä

ŷt+1|t = µ +
φ + θ

1 + θL
(yt − µ) . (6.3.25)
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Ïåðåòâîðèìî (6.3.25) òàê:

(ŷt+1|t − µ) =
φ(1 + θL) + θ(1− φL)

1 + θL
(yt − µ) =

= φ(yt − µ) + θε̂t ,

(6.3.26)

äå ε̂t çíàõîäèìî ç çàãàëüíîãî âèãëÿäó ARMA(1, 1) ïðîöåñó

ε̂t =
1− φL

1 + θL
(yt − µ)

àáî
ε̂t = (yt − µ)− φ(yt−1 − µ)− θε̂t−1 = yt − ŷt|t−1 . (6.3.27)

6.3.6 Ïðîãíîçóâàííÿ ARMA(p, q) ïðîöåñó
Çðåøòîþ, ðîçãëÿíåìî ïðîãíîçóâàííÿ ñòàöiîíàðíîãî i çâîðî-
òíîãî ARMA(p, q) ïðîöåñó
(1−φ1L−φ2L

2−...−φpL
p)(yt−µ) = (1+θ1L+θ2L

2+...+θqL
q)εt .

Ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì (6.3.26) i (6.3.27) áóäå
(ŷt+1|t − µ) =φ1(yt − µ) + φ2(yt−1 − µ) + ... + φp(yt−p+1 − µ)+

+ θ1ε̂t + θ2ε̂t−1 + ... + θqε̂t−q+1 , (6.3.28)
äå {ε̂t} îá÷èñëþþòü ÿê

ε̂t = yt − ŷt|t−1 . (6.3.29)
Ïðîãíîç íà h ïåðiîäiâ âïåðåä ìàòèìå âèãëÿä
(ŷt+h|t − µ) = (6.3.30)

=





φ1(ŷt+h−1|t − µ) + φ2(ŷt+h−2|t − µ) +...+ φp(ŷt+h−p|t − µ)+
+θhε̂t + θh+1ε̂t−1 + ... + θqε̂t+h−q

äëÿ h = 1, 2, ..., q ,
φ1(ŷt+h−1|t − µ) + φ2(ŷt+h−2 − µ) + ... + φp(ŷt+h−p|t − µ)

äëÿ h = q + 1, q + 2, ... ,
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äå
ŷτ |t = yτ äëÿ τ ≤ t.

Îòîæ, ïðè ïðîãíîçóâàííi íà h ïåðiîäiâ, äå h áiëüøå çà q, ïðî-
ãíîçè áóäóþòü çà äîïîìîãîþ ðåêóðñi¨ p-ãî ïîðÿäêó, ÿêà îäíî-
çíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ àâòîðåãðåñiéíèìè ïàðàìåòðàìè.

6.4 Ïðîãíîçè, ïîáóäîâàíi íà
ñêií÷åíié êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü

Ïîïåðåäíi ôîðìóëè  póíòóâàëèñü íà ïðèïóùåííi, ùî ìà¹ìî
áåçìåæíó êiëüêiñòü ñïîñòåðåæåíü y: {yt, yt−1, ...} i òî÷íî çíà-
¹ìî ïàðàìåòðè µ, φ i θ. Ó öüîìó ïóíêòi çíîâó ïðèïóñêàòèìå-
ìî, ùî ïàðàìåòðè ¹ âiäîìèìè, àëå áóäóâàòèìåìî ïðîãíîçè, ÿêi
 póíòóþòüñÿ íà ñêií÷åíié êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü {yt, yt−1, ...,
y1}.

Äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ AR(p) ïðîöåñó, îïòèìàëüíèé h-ïåðiî-
äè÷íèé ëiíiéíèé ïðîãíîç (6.3.12), ïîáóäîâàíèé íà áåçìåæíié
êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü {yt, yt−1, ...} âèêîðèñòîâó¹ p íàéáiëüø
áëèçüêèõ çíà÷åíü {yt, yt−1, ..., yt−p+1}, òîáòî â äiéñíîñòi âií
 póíòó¹òüñÿ íà ñêií÷åíié êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü.

Ïðîòå ôîðìóëè ïðîãíîçóâàííÿ äëÿ MA àáî ARMA ïðîöå-
ñiâ âèìàãàþòü, ùîá áóëè âiäîìèìè íåñêií÷åííà êiëüêiñòü çíà-
÷åíü yt.

6.4.1 Íàáëèæåííÿ îïòèìàëüíèõ ïðîãíîçiâ
Îäíèì ç ïiäõîäiâ äî ïðîãíîçóâàííÿ, ÿêå  póíòó¹òüñÿ íà ñêií-
÷åíié êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü, ¹ ïðèïóùåííÿ, ùî âñi εt äî ïî-
÷àòêó ñïîñòåðåæåíü äîðiâíþþòü íóëþ, òîáòî

ε−n = 0 äëÿ n = 0, 1, 2, ... .
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Iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âèêîðèñòàòè íàáëèæåííÿ

Ê(yt+h|yt, yt−1, ...) ≈ Ê(yt+h|yt, yt−1, ..., y1, ε0 = 0, ε−1 = 0, ...) .
(6.4.1)

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ïðîãíîçóâàííÿ MA(q) ïðîöåñó íà ïiä-
ñòàâi ôîðìóë (6.3.20), (6.3.21). Ðåêóðñiþ (6.3.21) ìîæíà ïî÷àòè
òàê:

ε̂0 = ε̂−1 = ... = ε̂−(q−1) = 0 (6.4.2)

i çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè â (6.3.21) ïðîäîâæåíà òàê:

ε̂1 = (y1 − µ),

ε̂2 = (y2 − µ)− θ1ε̂1,

ε̂3 = (y3 − µ)− θ1ε̂2 − θ2ε̂1 ,

i ò.ä. Ðåçóëüòóþ÷i çíà÷åííÿ (ε̂t, ε̂t−1, ..., ε̂t−q+h) òpåáà ïiäñòàâè-
òè â (6.3.21) äëÿ îá÷èñëåííÿ ïðîãíîçó (6.4.1).

Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó MA(1) ïðîöåñó äëÿ h = 1, íàáëè-
æåííÿì ïðîãíîçó áóäå

ŷt+1|t =µ + θ(yt − µ)− θ2(yt−1 − µ)+

+ θ3(yt−2 − µ) + ... + (−1)t−1θt(y1 − µ) ,
(6.4.3)

ÿêèé ¹ àïðîêñèìàöi¹þ AR(∞) ïðîöåñó

ŷt+1|t = µ + θ(yt − µ)− θ2(yt−1 − µ) + θ3(yt−2 − µ)− ... . (6.4.4)

Äëÿ âåëèêîãî t i äîñòàòíüî ìàëîãî |θ| (6.4.3) äà¹ ÷óäîâå íàáëè-
æåííÿ. Äëÿ |θ|, áëèçüêèõ äî îäèíèöi, íàáëèæåííÿ ìîæå áóòè
ïîãàíèì. Çàçíà÷èìî òàêå: ÿêùî îïåðàòîð póõîìîãî ñåpåäíüîãî
íåçâîðîòíèé, òî ïðîãíîç (6.4.1) íåâiäïîâiäíèé, i íå ìîæå áóòè
âèêîðèñòàíèé.

Çàãàëîì âèïàäêó ìîæíà áóäóâàòè ïðîãíîçè, ÿêi  póíòóþ-
òüñÿ íå íà âñiõ t ñïîñòåðåæííÿõ {yt, yt−1, ..., y1}, à íà äåÿêèõ
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îñòàííiõ m çíà÷åííÿõ {yt, yt−1, ..., yt−m+1}. Òîäi âèêîðèñòîâó¹-
ìî íàáëèæåííÿ

Ê(yt+h|yt, yt−1, ...) ≈ (6.4.5)
≈ Ê(yt+h|yt, yt−1, ..., yt−m+1, εt−m = 0, εt−m−1 = 0, ... ) .

Âiäïîâiäíî äëÿ MA(q) ïðîöåñó ïðèïóñêà¹ìî

ε̂t−m = ε̂t−m−1 = ... = ε̂t−m−q+1 = 0 . (6.4.6)

Íà ïiäñòàâi öèõ çíà÷åíü çíàõîäèìî

ε̂t−m+1 = (yt−m+1 − µ) ,

ε̂t−m+2 = (yt−m+2 − µ)− θ1ε̂t−m+1 ,

ε̂t−m+3 = (yt−m+3 − µ)− θ1ε̂t−m+2 − θ2ε̂t−m+1 ,

i ò.ä. Ðåçóëüòóþ÷i çíà÷åííÿ (ε̂t, ε̂t−1, ..., ε̂t−q+h) ïiäñòàâëÿ¹ìî â
(6.3.20).

Çîêðåìà, äëÿ h = q = 1 ìàòèìåìî íàáëèæåííÿ

ŷt+1|t =µ + θ(yt − µ)− θ2(yt−1 − µ)+

+ θ3(yt−2 − µ)− ... + (−1)m−1θm(yt−m+1 − µ) .
(6.4.7)

6.4.2 Òî÷íi ñêií÷åíîïîðîäæåíi ïðîãíîçè
Àëüòåðíàòèâíèì ïiäõîäîì äî ïîáóäîâè ïðîãíîçiâ, ÿêi  póíòó-
þòüñÿ íà ñêií÷åíié êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü ¹ çíàõîäæåííÿ òî-
÷íî¨ ïðîåêöi¨ yt+1 íà m íàéáiëüø áëèçüêèõ çíà÷åíü (m ìîæå
äîðiâíþâàòè t).

Íåõàé

Xt ≡




1
yt

yt−1
...
yt−m+1




.
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Ïîáóäó¹ìî ëiíiéíèé ïðîãíîç ó âèãëÿäi

ŷt+1|t = (α(m))′Xt =

= α
(m)
0 + α

(m)
1 yt + α

(m)
2 yt−1 + ... + α(m)

m yt−m+1 .
(6.4.8)

Êîåôiöi¹íò çàëåæíîñòi ŷt+1|t âiä yt â ïðîåêöi¨ yt+1 íà m íàé-
áiëüø áëèçüêèõ çíà÷åíü y ïîçíà÷à¹ìî α

(m)
1 . Çàãàëîì öå áóäå

âiäðiçíÿòè éîãî âiä êîåôiöi¹íòà çàëåæíîñòi ŷt+1|t âiä yt â ïðî-
åêöi¨ yt+1 íà m + 1 íàéáiëüø áëèçüêèõ çíà÷åíü y, ÿêèé ïîçíà-
÷àòèìåìî α

(m+1)
1 .

ßêùî yt êîâàðiàöiéíî-ñòàöiîíàðíèé, òî ç îçíà÷åííÿ êîâà-
ðiàöi¨ γj = E[ytyt−j] − E[yt]E[yt−j] âèïëèâà¹, ùî E[ytyt−j] =
γj + µ2. Ïiäñòàíîâêà Xt = (1, yt, ..., yt−m+1)

′ â (6.1.14) äà¹

(α(m))′ ≡
(

α
(m)
0 α

(m)
1 ... α

(m)
m

)
= (6.4.9)

=
(

µ (γ1 + µ2) ... (γm + µ2)
)×

×




1 µ µ ... µ
µ γ0 + µ2 γ1 + µ2 ... γm−1 + µ2

µ γ1 + µ2 γ0 + µ2 ... γm−2 + µ2

... ... ... ...
...

µ γm−1 + µ2 γm−2 + µ2 ... γ0 + µ2




−1

.

ßêùî â Xt âêëþ÷åíèé ñòàëèé ÷ëåí, òî çðó÷íiøå âèðàçèòè
çìiííi ó âiäõèëåííÿõ âiä ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.
Òîäi ìîæíà îá÷èñëèòè ïðîåêöiþ (yt+1 − µ) íà
Xt =

[
(yt − µ) (yt−1 − µ) ... (yt−m+1 − µ)

]′:

ŷt+1|t−µ = α
(m)
1 (yt−µ)+α

(m)
2 (yt−1−µ)+ ...+α(m)

m (yt−m+1−µ) .
(6.4.10)

Çà òàêîãî âèçíà÷åííÿ Xt êîåôiöi¹íòè ìîæíà îá÷èñëèòè ç (6.1.14)
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òàêèì ñïîñîáîì



α
(m)
1

α
(m)
2...

α
(m)
m


 =




γ0 γ1 ... γm−1

γ1 γ0 ... γm−2
... ... ...

...
γm−1 γm−2 ... γ0




−1 


γ1

γ2
...

γm


 .

(6.4.11)
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî êîåôiöi¹íòè (α

(m)
1 , α

(m)
2 , ..., α

(m)
m ) ó ðiâíÿ-

ííÿõ (6.4.8) i (6.4.11) ¹ îäíàêîâèìè. Öåé ðåçóëüòàò ïîäiáíèé
äî ðåçóëüòàòó äëÿ çâè÷àéíî¨ ðåãðåñi¨ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ �
íàõèë êîåôiöi¹íòiâ áóäå íåçìiííèì, ÿêùî âñi çìiííi âèðàæåíi
ó âiäõèëåííÿõ âiä ñåðåäíiõ çíà÷åíü, à ñòàëèé ÷ëåí íå âõîäèòü
äî ðåãðåñi¨.

Äëÿ óçàãàëüíåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó äëÿ h-ïåðiîäè÷íîãî
ïðîãíîçó ŷt+h|t ìîæíà âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü

ŷt+h|t = µ+α
(m,h)
1 (yt−µ)+α

(m,h)
2 (yt−1−µ)+...+α(m,h)

m (yt−m+1−µ) ,

äå



α
(m,h)
1

α
(m,h)
2 ...

α
(m,h)
m


 =




γ0 γ1 ... γm−1

γ1 γ0 ... γm−2
... ... ...

...
γm−1 γm−2 ... γ0




−1 


γh

γh+1
...

γh+m−1


 .

(6.4.12)
Âèêîðèñòàííÿ âèðàçiâ (6.3.11) i (6.3.12) âèìàãà¹ iñíóâàííÿ

îáåðíåíî¨ ìàòðèöi ðîçìiðîì m×m.
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6.5 Óòî÷íåííÿ ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨

6.5.1 Çâ'ÿçîê ìiæ ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ i
òðèêóòíîþ ôàêòîðèçàöi¹þ ìàòðèöi

Íåõàé y = (y1, y2, ..., yT )′ � âåêòîð âèïàäêîâèõ çìiííèõ ðîç-
ìiðíîñòi T ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì i êîâàpià-
öiéíîþ ìàòðèöåþ

E[yy′] = Ω =




ω11 ... ω1T
... ...

...
ωT1 ... ωTT


 . (6.5.1)

Íåõàé Ω = ADA′ � òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi Ω, âèçíà-
÷åíà ó ðîçäiëi 3. À ñàìå,

A =




1 0 0 ... 0
ω21

ω11

1 0 ... 0

ω31

ω11

h32

h22

1 ... 0

... ... ... ...
...

ωT1

ω11

hT2

h22

kT3

k33

... 1




,

D =

=




ω11 0 0 ... 0

0 ω22 − ω21ω12

ω11

0 ... 0

0 0 h33 − h32h23

h22

... 0

... ... ... ...
...

0 0 0 ... cTT − cT,T−1cT−1,T

cT−1,T−1




.
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Ïîçíà÷èìî
ỹ ≡ A−1y . (6.5.2)

Òîäi êîâàpiàöiéíà ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåíèõ çìiííèõ ỹ ìà¹ âèãëÿä

E[ỹỹ′] = E[A−1yy′(A′)−1] = A−1E[yy′](A′)−1 . (6.5.3)

Ïiäñòàíîâêà (6.5.1) â (6.5.3) ïîêàçó¹, ùî êîâàpiàöiéíà ìàòpèöÿ
ỹ ¹ äiàãîíàëüíîþ

E[ỹỹ′] = A−1Ω(A′)−1 = A−1ADA′(A′)−1 = D . (6.5.4)

Òîáòî,
E[ỹiỹj] =

{
dii äëÿ i = j ,
0 äëÿ i 6= j .

(6.5.5)

Îòæå, ỹ � âåêòîð ñêëàäåíèé ç âèïàäêîâèõ çìiííèõ, ÿêi íå
êîðåëþþòü ìiæ ñîáîþ. Ïîìíîæèìî (6.5.2) çëiâà íà A

Aỹ = y . (6.5.6)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ ìàòðèöi A, çàïèøåìî (6.5.6)
ó âèãëÿäi




1 0 0 ... 0
ω21

ω11

1 0 ... 0

ω31

ω11

h31

h22

1 ... 0

... ... ... ...
...

ωT1

ω11

hT2

h22

kT3

k33

... 1







ỹ1

ỹ2

ỹ3
...

ỹT




=




y1

y2

y3
...

yT




. (6.5.7)

Ïåðøå ðiâíÿííÿ â (6.5.7) îçíà÷à¹, ùî

y1 = ỹ1 , (6.5.8)

òîáòî ïåðøi åëåìåíòè âåêòîðiâ y i ỹ çáiãàþòüñÿ.
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Äðóãå ðiâíÿííÿ (6.5.7) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

y2 =
ω21

ω11

ỹ1 + ỹ2

àáî, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.5.8),

ỹ2 = y2 − ω21

ω11

y1 = y2 − αy1 , (6.5.9)

äå α ≡ ω21/ω11. Îñêiëüêè ỹ2 íå êîðåëþ¹ ç ỹ1, òî

E[ỹ2ỹ1] = E[(y2 − αy1)y1] = 0 . (6.5.10)

Çãiäíî ç (6.1.10) çíà÷åííÿ α, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ (6.5.10), ¹ êîå-
ôiöi¹íòîì ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨ y2 íà y1. Îòæå, ç òðèêóòíî¨ ôàê-
òîðèçàöi¨ ìàòðèöi Ω ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî êîåôiöi¹í-
òîì ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨ y2 íà y1 ¹ α = ω21/ω11. Ïîçíà÷èâøè ëi-
íiéíó ïðîåêöiþ y2 íà y1 ÷åðåç P̂ (y2|y1), ìàòèìåìî

P̂ (y2|y1) =
ω21

ω11

y1 .

Çàãàëîì, åëåìåíò i-ãî ðÿäêà i ïåðøîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A,
ÿêèé äîðiâíþ¹ ωi1/ω11, ¹ êîåôiöi¹íòîì ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨ yi íà
y1

P̂ (yi|y1) =
ωi1

ω11

y1 .

Âåëè÷èíó ỹ2 ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ðiçíèöþ ìiæ y2 i
ïðîåêöi¹þ y2 íà y1. Òîäi d22 ç (6.5.5) ¹ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ
ïîõèáêîþ öi¹¨ ïðîåêöi¨

MSE(P̂ (y2|y1)) = E[ỹ2
2] = d22 = ω22 − ω21ω12

ω11

.

Òðåò¹ ðiâíÿííÿ â (6.5.7) îçíà÷à¹, ùî

y3 =
ω31

ω11

ỹ1 +
h32

h22

ỹ2 + ỹ3 .
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Ïiäñòàâèâøè ñþäè çíà÷åííÿ ỹ1 i ỹ2 ç (6.5.8) i (6.5.9) i ñïðîñòèâ-
øè, îòðèìà¹ìî

ỹ3 = y3 − ω31

ω11

y1 − h32

h22

(
y2 − ω21

ω11

y1

)
. (6.5.11)

Îòæå, ỹ3 ¹ ðåçóëüòàòîì âiäíiìàííÿ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ y1 i y2

âiä y3. Ç (6.5.5) âèïëèâà¹, ùî ỹ3 íå êîðåëþ¹ íi ç ỹ1, íi ç ỹ2

E

[(
y3 − ω31

ω11

y1− h32

h22

(
y2 − ω21

ω11

y1

))
ỹj

]
= 0 äëÿ j = 1, 2 .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ỹ3 òàêîæ íå êîðåëþ¹ íi ç y1, îñêiëüêè
y1 = ỹ1, íi ç y2, îñêiëüêè y2 = ỹ2 + αy1. Òîäi çãiäíî ç (6.5.11)
âåëè÷èíà

P̂ (y3|y2, y1) =
ω31

ω11

y1 +
h32

h22

(
y2 − ω21

ω11

y1

)
=

=

(
ω31

ω11

− h32

h22

ω21

ω11

)
y1 +

h32

h22

y2

(6.5.12)

¹ ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ y3 íà y2 i y1, à ỹ3 � âiäõèëåííÿ y3 âiä
ñâî¹¨ ïðîåêöi¨ íà y2 i y1. MSE ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨ ¹ äèñïåðñiÿ ỹ3,
ÿêà çãiäíî ç (6.5.5) äîðiâíþ¹ d33, òîáòî

MSE(P̂ (y3|y2, y1)) = E
[
(ỹ3)

2
]

=

=E
[
(y3 − P̂ (y3|y2, y1))

2
]

= h33 − h32h23

h22

.
(6.5.13)

Âèðàçè (6.5.9), (6.5.11) äàþòü êîðèñíó iíôîðìàöiþ äëÿ óòî÷-
íåííÿ ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè çàöiêàâëåíi â ïðî-
ãíîçi çíà÷åííÿ y3 i íåõàé y1 � äåÿêà ïî÷àòêîâà iíôîðìàöiÿ, íà
ÿêié ìîæå  póíòóâàòèñÿ öåé ïðîãíîç. Òîäi ïðîãíîç y3, ïîáóäî-
âàíèé òiëüêè íà ïiäñòàâi y1, ìàòèìå âèãëÿä

P̂ (y3|y1) =
ω31

ω11

y1 .
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Íåõàé òåïåð y2 ìiñòèòü äåÿêó íîâó iíôîðìàöiþ, çà äîïîìî-
ãîþ ÿêî¨ õî÷åìî óòî÷íèòè öåé ïðîãíîç. Âèðàçèìî ïðîãíîç y2,
ïîáóäîâàíèé òiëüêè íà ïiäñòàâi y1

P̂ (y2|y1) =
ω21

ω11

y1 .

Òîäi ðiâíÿííÿ (6.5.12) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

P̂ (y3|y2, y1) = P̂ (y3|y1) +
h32

h22

[y2 − P̂ (y2|y1)] . (6.5.14)

Îòæå, ìîæåìî îïòèìàëüíî óòî÷íèòè ïî÷àòêîâèé ïðîãíîç
P̂ (y3|y1) äîäàâàííÿì äî íüîãî íåâðàõîâàíî¨ êîìïîíåíòè, ÿêà
ìiñòèòü íîâó iíôîðìàöiþ [y2−P̂ (y2|y1)], ïîìíîæåíó íà (h32/h22).
Ç (6.5.12) âèïëèâà¹, ùî ìíîæíèê h32/h22 ìîæíà iíòåðïðåòóâà-
òè ÿê êîåôiöi¹íò ïðè y2 â ëiíiéíié ïðîåêöi¨ y3 íà y2 i y1.

Ùîá çðîçóìiòè ïðèðîäó ìíîæíèêà (h32/h22), âèçíà÷èìî âåê-
òîð ỹ(1) òàê:

ỹ(1) ≡ E1y , (6.5.15)

äå E1 � ìàòðèöÿ ç (3.7.3), ÿêà ìà¹ âèãëÿä

E1 =




1 0 0 ... 0

−ω21

ω11

1 0 ... 0

−ω31

ω11

0 1 ... 0

... ... ... ...
...

−ωT1

ω11

0 0 ... 1




.

Çàçíà÷èìî, ùî êîâàpiàöiéíà ìàòðèöÿ âåêòîðà ỹ(1) äîðiâíþ¹

E [ỹ(1)(ỹ(1))′] = E[E1yy′E ′
1] = E1ΩE ′

1 .
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Ç (3.7.4) âèïëèâà¹, ùî E1ΩE ′
1 = H. Òîáòî, H iíòåðïðåòó¹òüñÿ

ÿê êîâàpiàöiéíà ìàòðèöÿ ỹ(1). Ïiäñòàâèâøè (3.7.3) â (6.5.15),
îòðèìà¹ìî

ỹ(1) =




y1

y2 − ω21

ω11

y1

y3 − ω31

ω11

y1

...
yT − ωT1

ω11

y1




.

Ïåðøèé åëåìåíò ỹ(1) äîðiâíþ¹ y1, à j-èé åëåìåíò âåêòîðà ỹ(1)
(j = 2, 3, ..., T ) ¹ âiäõèëåííÿì yj âiä éîãî ïðîåêöi¨ íà y1. Îòæå,
ìàòðèöÿ H � êîâàpiàöiéíà ìàòðèöÿ òàêèõ âiäõèëåíü. Òîäi h22

¹ MSE ïðîåêöi¨ y2 íà y1

h22 = E[(y2 − P̂ (y2|y1))
2] ,

à çíà÷åííÿ h32 ¹ ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì äîáóòêó âiäõèëå-
ííÿ öi¹¨ ïðîåêöi¨ i ïðîåêöi¨ y3 íà y1

h32 = E[(y3 − P̂ (y3|y1))(y2 − P̂ (y2|y1))] .

Îòîæ, ðiâíÿííÿ (6.5.14) îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíà ïðîåêöiÿ y3

ìîæå áóòè óòî÷íåíà çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

P̂ (y3|y2, y1) = P̂ (y3|y1)+ (6.5.16)

+
E[(y3 − P̂ (y3|y1))(y2 − P̂ (y2|y1))]

E[(y2 − P̂ (y2|y1))2]

(
y2 − P̂ (y2|y1)

)
.

Çîêðåìà, ÿêùî y1 � ñòàëà, òî P̂ (yj|y1) � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâà-
ííÿ yj: P̂ (y2|y1) = µ2 i P̂ (y3|y1) = µ3. Òîäi ðiâíÿííÿ (6.5.16)
îçíà÷àòèìå òàêå:

P̂ (y3|y2, 1) = µ3 +
Cov[y3, y2]

Var[y2]
(y2 − µ2) .
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Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà öüîãî óòî÷íåííÿ òàêîæ ìîæå
áóòè îá÷èñëåíà ç òðèêóòíî¨ ôàêòîðèçàöi¨. Çãiäíî ç (6.5.5) MSE
ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨ y3 íà y2 i y1 ìîæíà îá÷èñëèòè òàêèì ñïîñî-
áîì:

MSE = E[(y3 − P̂ (y3|y2, y1))
2] = E[ỹ2

3] = d33 =

= h33 − h32h23

h22

.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íò ïðè y2 â ëiíiéíié ïðîåêöi¨
yi íà y2 i y1 îá÷èñëþ¹òüñÿ ç äðóãîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A. Äëÿ
áóäü-ÿêîãî i > j êîåôiöi¹íò ïðè yj â ëiíiéíié ïðîåêöi¨ yi íà
yj, yj−1, ..., y1 ¹ åëåìåíòîì i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A.
Çíà÷åííÿ dii äàþòü MSE ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨ yi íà yi−1, yi−2, ..., y1.

6.5.2 Óòî÷íåííÿ ñêií÷åíîïîðîäæåíîãî
ïðîãíîçó äëÿ MA(1) ïðîöåñó

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ ïðèïóñòèìî, ùî yt

îïèñó¹òüñÿ MA(1) ïðîöåñîì

yt = µ + εt + θεt−1 ,

äå εt � áiëèé øóì ç äèñïåðñi¹þ σ2. Ïðèïóñòèìî, ùî õî÷åìî
ñïðîãíîçóâàòè çíà÷åííÿ yt+1 íà ïiäñòàâi t ïîïåðåäíiõ ñïîñòå-
ðåæåíü (y1, y2, ..., yt). Íåõàé

y′ ≡ ( (y1 − µ) (y2 − µ) ... (yt+1 − µ) ) ,
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i íåõàé Ω � êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ âåêòîðà y ðîçìiðîì (t+1)×
(t + 1)

Ω = E[yy′] = σ2 = (6.5.17)

=




1 + θ2 θ 0 ... 0
θ 1 + θ2 θ ... 0
0 θ 1 + θ2 ... 0
... ... ... ...

...
0 0 0 ... 1 + θ2




.

Ó ðîçäiëi 3 áóëî ïîêàçàíî, ùî òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàò-
ðèöi Ω ìà¹ âèãëÿä

Ω = ADA′ ,

äå

A =




1 0 ... 0 0
θ

1 + θ2
1 ... 0 0

0
θ(1 + θ2)

1 + θ2 + θ4
... 0 0

... ... . . .
... ...

0 0 ... 1 0

0 0 ...
θ(1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(t−1))

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2t
1




,

D = σ2




1 + θ2 0 ... 0

0
1 + θ2 + θ4

1 + θ2
... 0

... ... ... ...

0 0 ...
1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(t+1))

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2t




.

Ùîá âèêîðèñòàòè òðèêóòíó ôàêòîðèçàöiþ äëÿ îá÷èñëåííÿ
òî÷íîãî ñêií÷åíîïîðîäæåíîãî ïðîãíîçó, íàãàäà¹ìî, ùî j-òèé
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åëåìåíò ỹj âåêòîðà ỹ = A−1y iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê âiõèëåííÿ yj

âiä éîãî ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨ íà ïîïåðåäíi çíà÷åííÿ

ỹj = yj − Ê(yj|yj−1, yj−2, ..., y1) .

Ñèñòåìó ðiâíÿíü Aỹ = y ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ỹ1 = y1 − µ ,

θ

1 + θ2
ỹ1 + ỹ2 = y2 − µ ,

θ(1 + θ2)

1 + θ2 + θ4
ỹ2 + ỹ3 = y3 − µ ,

...
θ(1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(t−1))

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2t
ỹt + ỹt+1 = yt+1 − µ .

Ðîçâ'ÿçàâøè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñòîñîâíî ỹt+1, ìàòèìåìî

ỹt+1 =yt+1 − Ê(yt+1|yt, yt−1, ..., y1) = yt+1 − µ−

− θ(1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(t−1))

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2t
[yt − Ê(yt|yt−1, yt−2, ..., y1)] .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Ê(yt+1|yt, yt, ..., y1) = µ+ (6.5.18)

+
θ[1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(t−1)]

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2t
[yt − Ê(yt|yt−1, yt−2, ..., y1)] .

MSE öüîãî ïðîãíîçó äîðiâíþ¹ dt+1,t+1

MSE[Ê(yt+1|yt, yt−1, ..., y1)] = (6.5.19)

= σ2 1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(t+1)

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2t
.



212 Ðîçäië 6. Ïðîãíîçóâàííÿ

Ïîõèáêà öüîãî îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçó çáiëüøó¹òüñÿ ç êiëü-
êiñòþ ñïîñòåðåæåíü t, íà ÿêèõ  póíòó¹òüñÿ ïðîãíîç. Íåõàé
ïpîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ¹ çâîðîòíèì (|θ| < 1). Ó öüîìó
âèïàäêó ïðè t →∞ êîåôiöi¹íò â (6.5.18) ïðÿìó¹ äî θ

θ[1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(t−1)]

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2t
=

θ[1− θ2t]/(1− θ2)

(1− θ2(t+1))/(1− θ2)
=

= θ
1− θ2t

1− θ2(t+1)
→ θ ,

(6.5.20)

à MSE (6.5.19) ïðÿìó¹ äî äèñïåðñi¨ ïîõèáêè σ2

σ2 [1− θ2(t+2)]/(1− θ2)

(1− θ2(t+1))/(1− θ2)
= σ2 1− θ2(t+2)

1− θ2(t+1)
→ σ2.

Îòæå, îïòèìàëüíèé ïðîãíîç, ÿêèé  póíòó¹òüñÿ íà ñêií÷å-
íié êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü (6.5.18), çðåøòîþ ïðÿìó¹ äî ïðî-
ãíîçó, ÿêèé  póíòó¹òüñÿ íà áåçìåæíié êiëüêîñòi ñïîñòåðåæåíü
(6.3.16).

Àíàëîãi÷íi îá÷èñëåííÿ, çðîáëåíi â (6.5.18), ìîæíà çàñòîñó-
âàòè äî íåçâîðîòíîãî çîáðàæåííÿ ç |θ| > 1. Ó öüîìó âèïàäêó
êîåôiöi¹íò â (6.5.18) ïðÿìó¹ äî θ−1

θ[1 + θ2 + θ4 + ... + θ2(t−1)]

1 + θ2 + θ4 + ... + θ2t
=

θ[1− θ2t]/(1− θ2)

(1− θ2(t+1))/(1− θ2)
=

=
θ(θ−2(t+1) − θ−2)

θ−2(t+1) − 1
→ θ(−θ−2)

−1
= θ−1 .

Îòîæ, êîåôiöi¹íò â (6.5.18) ïðÿìó¹ äî θ−1 ó âèïàäêó, ÿêùî
θ ¹ êîåôiöi¹íòîì íåçâîðîòíîãî çîáðàæåííÿ ïpîöåñó póõîìîãî
ñåpåäíüîãî. MSE (6.5.19) ïðÿìó¹ äî σ2θ2

σ2 [1− θ2(t+2)]/(1− θ2)

(1− θ2(t+1))/(1− θ2)
= σ2 θ−2(t+2) − 1

θ−2(t+2) − θ2
→ σ2θ2.
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Êîðèñíî ðîçãëÿíóòè ãðàíè÷íèé âèïàäîê θ = 1. Îïòèìàëü-
íèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé ïðîãíîç äëÿ MA(1) ïðîöåñó ç θ = 1
çãiäíî ç (6.5.18) ìà¹ âèãëÿä

Ê(yt+1|yt, yt−1, ..., y1) = (6.5.21)

+
t

t + 1
[yt − Ê(yt|yt−1, yt−2, ..., y1)) ,

ÿêèé ïiñëÿ ïîñëiäîâíî¨ çàìiíè ìîæíà ïåðåòâîðèòè òàê:

Ê(yt+1|yt, yt−1, ..., y1) = (6.5.22)

=µ +
t

t + 1

[
yt −

(
µ +

t− 1

t

[
yt−1 − Ê(yt−1|yt−2, ..., y1)

])]
=

=µ +
t

t + 1
[yt − µ]− t− 1

t + 1

[
yt−1 − Ê(yt−1|yt−2, yt−3, ..., y1))

]
=

=µ +
t

t + 1
(yt − µ)− t− 1

t + 1
(yt−1 − µ)+

+
t− 2

t + 1
(yt−2 − µ)− ... + (−1)t+1 1

t + 1
(y1 − µ) .

MSE öüîãî ïðîãíîçó îá÷èñëþ¹òüñÿ ç (6.5.19)

σ2 t + 2

t + 1
→ σ2 .

Îòîæ, äèñïåðñiÿ ïîõèáêè ïðîãíîçó çíîâó ïðÿìó¹ äî äèñ-
ïåðñi¨ εt. Çàçíà÷èìî, ùî ¹ ðiçíèöÿ ìiæ îïòèìàëüíèì ïðîã-
íîçîì (6.5.21) i ïðîãíîçîì, ÿêèé  póíòó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi
(6.4.3) ïðè θ = 1

µ + (yt − µ)− (yt−1 − µ) + ... + (−1)t+1(y1 − µ) . (6.5.23)

Íàáëèæåííÿ (6.4.3) áóëî îòðèìàíå çà ïðèïóùåííÿ, ùî ïpî-
öåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ìà¹ çâîðîòíå çîápàæåííÿ, à äëÿ ãðà-
íè÷íîãî âèïàäêó θ = 1 MA ïîëiíîì íå ¹ çâîðîòíèì. Äëÿ öüîãî
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âèïàäêó (6.5.22) íå çáiãà¹òüñÿ äî ïðîãíîçó (6.5.18) ïðè çðî-
ñòàííi t. Êîëè θ = 1, òî

yt = µ + εt + εt−1

i (6.5.23) ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

Ê(yt+1|yt, yt−1, ..., y1) =

= µ + (εt + εt−1)− (εt−1 + εt−2) + ... + (−1)t+1(ε1 + ε0) =

= µ + εt + (−1)t+1ε0 .

Ðiçíèöÿ ìiæ ïðîãíîçîì i áåçóìîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïî-
äiâàííÿì äîðiâíþ¹ εt + (−1)t+1ε0, ÿêà ìà¹ MSE 2σ2 äëÿ âñiõ
t. Îòæå, òîäi ÿê (6.5.18) çáiãà¹òüñÿ äî îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçó
ïðè t →∞, òî (6.5.22) íå çáiãà¹òüñÿ.

6.5.3 Áëî÷íà òðèêóòíà ôàêòîðèçàöiÿ
Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ìî ñïîñòåðåæåííÿ çà äâîìà ìíîæèíàìè
çìiííî¨. Ïåðøà ìíîæèíà çìiííî¨ çiáðàíà ó âåêòîð Y1 ðîçìið-
íîñòi n1, à äðóãà ìíîæèíà çìiííî¨ çiáðàíà ó âåêòîð Y2 ðîçìið-
íîñòi n2. �õíþ êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ ìîæíà çàïèñàòè â òàêîìó
âèãëÿäi:

Ω ≡
(

E[Y1Y
′
1 ] E[Y1Y

′
2 ]

E[Y2Y
′
1 ] E[Y2Y

′
2 ]

)
=

(
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
,

äå Ω11 � ìàòðèöÿ ðîçìiðîì n1 × n1, Ω22 � ìàòðèöÿ ðîçìiðîì
n2 × n2, à ìàòðèöÿ Ω12 ðîçìiðîì n1 × n2 ¹ òðàíñïîíîâàíîþ
ìàòðèöåþ äî Ω21.

Ìîæåìî çðîáèòè, ùîá óñi åëåìåíòè ëiâîãî çíèçó
(n2 × n1) - áëîêó ìàòðèöi Ω áóëè íóëüîâèìè. Äëÿ öüîãî âè-
êîðèñòà¹ìî ìàòðèöþ

Ē1 =

(
In1 0

−Ω21Ω
−1
11 In2

)
.
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Ïîìíîæèâøè Ω çëiâà íà Ē1 i ñïðàâà íà Ē ′
1, îòðèìà¹ìî

(
In1 0

−Ω21Ω
−1
11 In2

)(
Ω11 Ω21

Ω21 Ω22

)(
In1 −Ω−1

11 Ω12

0 In2

)
=

=

(
Ω11 0
0 Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12

)
. (6.5.24)

Ïîçíà÷èìî
Ā ≡ Ē−1

1 =

(
In1 0

Ω21Ω
−1
11 In2

)
.

ßêùî (6.5.24) ïîìíîæèòè çëiâà íà Ā i ñïðàâà íà Ā′, òî ìàòè-
ìåìî
(

Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
=

(
In1 0

Ω21Ω
−1
11 In2

)(
Ω11 0
0 Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12

)
×

×
(

In1 Ω−1
11 Ω12

0 In2

)
= ĀD̄Ā′ . (6.5.25)

Çîáðàæåííÿ ¹ ïîäiáíèì äî òðèêóòíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi
Ω = ADA′, òiëüêè òåïåð D̄ � áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

D̄ =

(
Ω11 0
0 Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12

)
.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, D̄ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê
êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ âåêòîðà Ỹ = Ā−1Y

(
Ỹ1

Ỹ2

)
=

(
In1 0

−Ω21Ω
−1
11 In2

)(
Y1

Y2

)
,

òîáòî Ỹ1 = Y1, Ỹ2 = Y2 −Ω21Ω
−1
11 Y1 i i-òèé åëåìåíò Ỹ2 äîðiâíþ¹

y2i ìiíóñ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ åëåìåíòiâ Y1. Áëî÷íà äiàãîíàëü-
íiñòü D̄ îçíà÷à¹, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äîáóòêó áóäü-
ÿêîãî åëåìåíòà Ỹ2 ç áóäü-ÿêèì åëåìåíòîì Ỹ1, à îòæå, i ç Y1,
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äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó Ω21Ω
−1
11 ¹ ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ ëiíiéíî¨

ïðîåêöi¨ âåêòîðà Y2 íà âåêòîð Y1

P̂ (Y2|Y1) = Ω21Ω
−1
11 Y1 . (6.5.26)

Öi ðåçóëüòàòè ëåãêî óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê òðüîõ âåêòî-
ðiâ. Íåõàé Y1, Y2, Y3 � âåêòîðè ðîçìiðíîñòi n1, n2 i n3. Áëî÷íî-
òðèêóòíó ôàêòîðèçàöiþ ¨õ êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi îòðèìóþòü
ç óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ (3.7.13)




Ω11 Ω12 Ω13

Ω21 Ω22 Ω23

Ω31 Ω32 Ω33


 =




In1 0 0
Ω21Ω

−1
11 In2 0

Ω31Ω
−1
11 H32H

−1
22 In3


× (6.5.27)

×



Ω11 0 0
0 H22 0
0 0 H33 −H32H

−1
22 H23







In1 Ω−1
11 Ω12 Ω−1

11 Ω13

0 In2 H−1
22 H23

0 0 In3


 ,

äå

H22 = Ω22 − Ω21Ω
−1
11 Ω12 , H33 = Ω33 − Ω31Ω

−1
11 Ω13 ,

H23 = H ′
32 = Ω23 − Ω21Ω

−1
11 Ω13 .

Öå ñïîíóêà¹ íàñ óçàãàëüíèòè ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò (6.5.12) íà
óòî÷íåííÿ ëiíiéíî¨ ïðîåêöi¨. Îïòèìàëüíèé ïðîãíîç Y3, ÿêèé
 póíòó¹òüñÿ íà Y2 i Y1, ìîæíà îòðèìàòè ç ðÿäêà îñòàííüîãî
áëîêà ìàòðèöi Ā

P̂ (Y3|Y2, y1) =Ω31Ω
−1
11 Y1 + H32H

−1
22 (Y2 − Ω21Ω

−1
11 Y1) =

=P̂ (Y3|Y1) + H32H
−1
22 [Y2 − P̂ (Y2|Y1)] ,

(6.5.28)

äå
H22 = E

[
(Y2 − P̂ (Y2|Y1)) (Y2 − P̂ (Y2|Y1))

′
]

,

H32 = E
[
(Y3 − P̂ (Y3|Y1)) (Y2 − P̂ (Y2|Y1)]

′
]

.
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MSE öüîãî ïðîãíîçó ¹ ìàòðè÷íèì óçàãàëüíåííÿì (6.5.13)

E
[
(Y3 − P̂ (Y3|Y2, Y1)) (Y3 − P̂ (Y3|y2, Y1)]

′
]

= (6.5.29)
= H33 −H32H

−1
22 H23 ,

äå
H33 = E

[
(Y3 − P̂ (Y3|Y1)) (Y3 − P̂ (Y3|Y3)]

′
]

.

Ïðàâèëî iòåðàöiéíèõ ïðîåêöié
Iíøèé êîðèñíèé ðåçóëüòàò, ïðàâèëî iòåðàöiéíèõ ïðîåêöié

ìîæíà âèâåñòè áåçïîñåðåäíüî ç (6.5.28). Âèçíà÷èìî, ùî âiäáó-
äåòüñÿ, ÿêùî ïðîåêöiþ P̂ (y3|Y2, Y1) ñïðîåêòóâàòè íà Y1. Ïðàâè-
ëî iòåðàöiéíèõ ïðîåêöié ñòâåðäæó¹, ùî öÿ ïðîåêöiÿ äîðiâíþ¹
çâè÷àéíié ïðîåêöi¨ Y3 íà Y1

P̂ (P̂ (Y3|Y2, Y1)|Y1) = P̂ (Y3|y1) . (6.5.30)

Ùîá ïåðåâiðèòè öå òâåðäæåííÿ, íàì òðåáà ïîêàçàòè, ùî ðiçíè-
öÿ ìiæ P̂ (Y3|Y2, Y1) i P̂ (Y3|Y1) íå êîðåëþ¹ ç Y1. Àëå ç (6.5.28)
öÿ ðiçíèöÿ äîðiâíþ¹

P̂ (Y3|Y2, Y1)− P̂ (Y3|Y1) = H32H
−1
22 [Y2 − P̂ (Y2|Y1)] ,

ÿêà ñïðàâäi íå êîðåëþ¹ ç Y1 çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ëiíiéíî¨ ïðî-
åêöi¨ P̂ (Y2|Y1).

6.6 Îïòèìàëüíi ïðîãíîçè äëÿ
Ãàóññiâñüêèõ ïðîöåñiâ

Ôîðìóëè ïðîãíîçóâàííÿ, ÿêi ðîçãëÿíóòî â öüîìó ðîçäiëi, îïè-
ñóþòü îïòèìàëüíi ïðîãíîçè â êëàñi ëiíiéíèõ ôóíêöié âiä çìií-
íèõ, íà ÿêèõ  póíòóþòüñÿ öi ïðîãíîçè. Äëÿ Ãàóññiâñüêèõ ïðî-
öåñiâ ìîæíà îòðèìàòè ñèëüíiøèé ðåçóëüòàò.
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Ëåìà 6.6.1. ßêùî ñåðåä çìiííèõ, íà ÿêèõ  póíòó¹òüñÿ
ïðîãíîç, ¹ êîíñòàíòà, òî îïòèìàëüíèé MSE - ïðîãíîç ìà¹
ëiíiéíó ôîðìó, i îòæå, âií ¹ ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé Y1 � âåêòîð ðîçìiðíiñòi n1 ç
ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì µ1, Y2 � âåêòîð ðîçìiðíiñòi n2 ç
ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì µ2, à ¨õíÿ êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ Ω
ìà¹ âèãëÿä
(

E(Y1 − µ1)(Y1 − µ1)
′ E(Y1 − µ1)(Y2 − µ2)

′

E(Y2 − µ2)(Y1 − µ1)
′ E(Y2 − µ2)(Y2 − µ2)

′

)
=

(
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
.

ßêùî Y1 i Y2 ¹ Ãàóññiâñüêèìè, òî ¨õíÿ ñóêóïíà ùiëüíiñòü äî-
ðiâíþ¹

f(Y1, Y2) =
1

(2π)(n1+n2)/2

∣∣∣∣
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

∣∣∣∣
−1/2

×

× exp

{
−1

2
((Y1 − µ1)

′(Y2 − µ2)
′)× (6.6.1)

×
(

Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)−1 (
Y1 − µ1

Y2 − µ2

)}
.

Îáåðíåíó äî Ω çíàõîäèìî ç çîáðàæåííÿ (6.5.25)

Ω−1 = (ĀD̄Ā′)−1 = (Ā′)−1D̄−1Ā−1 =

=

(
In1 −Ω−1

11 Ω12

0 In2

) (
Ω−1

11 0
0 (Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12)

−1

)
×

×
(

In1 0
−Ω21Ω

−1
11 In2

)
. (6.6.2)

Âèçíà÷íèê Ω äîðiâíþ¹

|Ω| = |Ā||D̄||Ā′| .
Îñêiëüêè Ā � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ, òî ¨¨ âèçíà÷íèê äîðiâ-
íþ¹ äîáóòêó åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, ÿêi âñi äîðiâíþþòü
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1. Òîáòî, |Ā| = 1 i |Ω| = |D̄|. Òîäi

|Ω| =
∣∣∣∣

Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Ω11 0
0 Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12

∣∣∣∣ =

= |Ω11| |Ω22 − Ω21Ω
−1
11 Ω12| . (6.6.3)

Ïiäñòàâèâøè (6.6.2) i (6.6.3) â (6.6.1), îòðèìà¹ìî ùiëüíiñòü
ðîçïîäiëó

f(Y1, Y2) =
1

(2π)(n1+n2)/2
|Ω11|−1/2|Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12|−1/2×

× exp

{
−1

2
((Y1 − µ1)

′ (Y2 − µ2)
′)

(
In1 −Ω−1

11 Ω12

0 In2

)
×

×
(

Ω−1
11 0
0 (Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12)

−1

)
×

×
(

In1 0
−Ω21Ω

−1
11 In2

)(
Y1 − µ1

Y2 − µ2

)}
=

=
1

(2π)(n1+n2)/2
|Ω11|−1/2|Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12|−1/2×

× exp

{
−1

2
((Y1 − µ1)

′ (Y2 −m)′)×

×
(

Ω−1
11 0
0 (Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12)

−1

)(
Y1 − µ1

Y2 −m

)}
=

=
1

(2π)(n1+n2)/2
|Ω11|−1/2|Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12|−1/2× (6.6.4)

× exp

{
−1

2
(Y1 − µ1)

′Ω−1
11 (Y1 − µ1)−

−1

2
(Y2 −m)′(Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12)

−1(Y2 −m)

}
,

äå
m ≡ µ2 + Ω21Ω

−1
11 (Y1 − µ1) .
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Óìîâíó ùiëüíiñòü Y2 çà äàíèì Y1 çíàõîäÿòü äiëåííÿì ùiëü-
íîñòi (6.6.4) íà ùiëüíiñòü

f(Y1) =
1

(2π)n1/2
|Ω11|−1/2exp

{
−1

2
(Y1 − µ1)

′Ω−1
11 (Y1 − µ1)

}
.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

f(Y2|Y1) =
f(Y1, Y2)

f(Y1)
= (6.6.5)

=
1

(2π)n2/2
|H|−1/2 exp

{
−1

2
(Y2 −m)′H−1(Y2 −m)

}
,

äå
H ≡ Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12 . (6.6.6)

Iíøèìè ñëîâàìè,

Y2|Y1 ∼ N[m,H] ∼ (6.6.7)
∼ N[(µ2 + Ω21Ω

−1
11 (Y1 − µ1)), (Ω22 − Ω21Ω

−1
11 Ω12)] .

Ó ïóíêòi 6.6.1 áóëî ïîêàçàíî, ùî îïòèìàëüíèì MSE - ïðîã-
íîçîì ¹ óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ. Äëÿ Ãàóññiâñüêîãî
ïðîöåñó îïòèìàëüíèé MSE - ïðîãíîç äîðiâíþ¹

E[Y2|Y1] = µ2 + Ω21Ω
−1
11 (Y1 − µ1) .

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçïîäiëó ëiíiéíîþ ïðîåêöi¹þ
âåêòîðà Y2 íà âåêòîð Y1 i êîíñòàíòó ¹ âåëè÷èíà

Ê(Y2|Y1) = µ2 + Ω21Ω
−1
11 (Y1 − µ1) .

Îòæå, äëÿ Ãàóññiâñüêîãî ïðîöåñó ëiíiéíà ïðîåêöiÿ ¹ îïòèìàëü-
íèì MSE - ïðîãíîçîì. ¤



Ðîçäië 7

Íåñòàöiîíàðíi ÷àñîâi ðÿäè

7.1 Ïðîöåñè ç äåòåðìiíîâàíèì
÷àñîâèì òðåíäîì i
ïðîöåñè ç îäèíè÷íèì êîðåíåì

Ìîäåëü ñòàöiîíàðíîãî ÷àñîâîãî ðÿäó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿ-
äi

yt = µ + εt + ψ1 εt−1 + ψ2 εt−2 + ... = µ + ψ(L) εt , (7.1.1)

ïðè÷îìó
∞∑

j=0

|ψj| < ∞, êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

ψ(z) = 0 ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà, à εt ¹ áiëèì øó-
ìîì ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì i äèñïåðñi¹þ σ2.

Òàêèé ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ ìà¹ äâi âàæëèâi âëàñòèâîñòi.
Ïî-ïåðøå, áåçóìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ ñòàëîþ, ÿêà
íå çàëåæèòü âiä äàíèõ

E[yt] = µ .

Ïî-äðóãå, ÿêùî ïðîãíîçóâàòè ðÿä â ìàéáóòí¹, òî ïðîãíîçîâàíå
çíà÷åííÿ

ŷt+h|t = Ê[yt+h|yt, yt−1, ...]

221
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ïðè h →∞ çáiãà¹òüñÿ äî áåçóìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâà-
ííÿ

lim
h→∞

ŷt+h|t = µ .

Öi ïðèïóùåííÿ íå çàâæäè âèêîíóþòüñÿ íà ïðàêòèöi äëÿ áàãà-
òüîõ åêîíîìi÷íèõ i ôiíàíñîâèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ. Çîêðåìà, íåìà¹
ñóìíiâó, ùî ðiâåíü âàëîâîãî âíóòðiøíüîãî ïðîäóêòó êðà¨íè âiä
÷àñiâ Äðóãî¨ ñâiòîâî¨ âiéíè çðiñ, à òîìó ðÿä, ÿêèé îïèñó¹ öåé
ïîêàçíèê, âiäõèëèâñÿ âãîðó ïðîòÿãîì ÷àñó. Òàêå âiäõèëåííÿ
ïîâèííî âiäîáðàæàòèñü ó òåîðåòè÷íié ìîäåëi i âïëèâàòè íà
áóäü-ÿêi ïðîãíîçè öüîãî ðÿäó.

Iñíóþòü äâi âiäîìi ñïåöèôiêàöi¨ äëÿ îïèñó òàêèõ âiäõèëåíü.
Ïåðøà ç íèõ ìiñòèòü äåòåðìiíîâàíèé ÷àñîâèé òðåíä

yt = α + δ t + ψ(L) εt . (7.1.2)
Ó öüîìó âèïàäêó ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ µ ñòàöiîíàðíîãî
ïðîöåñó (7.1.1) çàìiíþ¹òüñÿ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiä t. Îöií-
êà ïàðàìåòðà δ äà¹ ñåðåäíié àáñîëþòíèé ïðèðiñò y çà îäèíè-
öþ ÷àñó. Òàêèé ïðîöåñ íàçèâàòèìåìî òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíèì,
îñêiëüêè ïiñëÿ âèäiëåííÿ ç (7.1.2) ÷àñîâîãî òðåíäó δt, îòðèìó¹-
ìî ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ.

Òðåíä ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé ÿê "çàãàëüíèé ðóõ ðÿäó â ïåâ-
íîìó íàïðÿìi". Öå ïîíÿòòÿ âiäîáðàæà¹ äîâãîòåðìiíîâi çìiíè,
ÿêi ïîêëàäåíî â îñíîâó ïðîöåñó, íà âiäìiíó âiä òèì÷àñîâèõ êî-
ëèâàíü. Íàïðèêëàä, íàöiîíàëüíèé äîõîä çðîñòà¹ â ðåçóëüòàòi
äi¨ òàêèõ ôàêòîðiâ, ÿê òåõíi÷íèé ïðîãðåñ, çðîñòàííÿ íàñåëåí-
íÿ òà çðîñòàííÿ iíâåñòèöié â iíôðàñòðóêòóðó; îá'¹ì ïðîäàæó
íîâîãî òîâàðó çáiëüøó¹òüñÿ â ìiðó òîãî, ÿê ñïîæèâà÷i äiçíà-
þòüñÿ ïðî éîãî iñíóâàííÿ ÷åðåç ðåêëàìó àáî iíøèì øëÿõîì.
Îñêiëüêè íàçâàíi ôàêòîðè âàæêî âèìiðÿòè, òî ¨õ ìîæíà ïîäà-
òè ó âèãëÿäi íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ t, ÿêà çðîñòà¹ íà îäèíèöþ ç
êîæíèì íàñòóïíèì ñïîñòåðåæåííÿì.

Äðóãîþ ñïåöèôiêàöi¹þ ¹ ïðîöåñ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì
(1− L) yt = δ + ψ(L) εt , (7.1.3)
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äå ψ(1) 6= 0. Íàãàäà¹ìî. ùî äëÿ ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðå-
íåì (7.1.3) ïåðøi ðiçíèöi ïðîöåñó ∆yt îïèñóþòüñÿ ñòàöiîíàð-
íèì ïðîöåñîì âèãëÿäó (7.1.1). Â îçíà÷åííi ïðîöåñó ç îäèíè÷-
íèì êîðåíåì ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ψ(1) ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ,
äå ψ(1) ïîçíà÷à¹ çíà÷åííÿ ïîëiíîìà

ψ(z) = 1 + ψ1 z + ψ2 z2 + ψ3 z3 + ...

ó òî÷öi z = 1. Ùîá çðîçóìiòè äëÿ ÷îãî öÿ óìîâà ââåäåíà â
îçíà÷åííÿ ðÿäó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì, ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àò-
êîâèé ðÿä ¹ ñòàöiîíàðíèì i ìà¹ çîáðàæåííÿ

yt = µ + χ(L) εt .

ßêùî îá÷èñëèòè ðiçíèöi òàêîãî ðÿäó, òî ìàòèìåìî

(1− L) yt = (1− L) χ(L) εt ≡ ψ(L) εt ,

äå ψ(L) = (1−L) χ(L). Òîáòî, ÿêùî ïî÷àòêîâèé ðÿä yt ñòàöiî-
íàðíèé, òî îïåðàòîð ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî äëÿ ðÿäó ∆yt ìà¹
îäèíè÷íèé êîðiíü. òîáòî ¹ íåçâîðîòíèì. Òàê ôîðìóëþþ÷è óìî-
âó ψ(1) 6= 0, âèêëþ÷à¹ìî ìîæëèâiñòü òîãî, ùî ïî÷àòêîâèé ðÿä
yt ¹ ñòàöiîíàðíèì.

Íàéïðîñòiøèì ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì êîðåíåì ¹ ïðîöåñ

yt = δ + yt−1 + εt ,

ÿêèé ìà¹ íàçâó ïðîöåñó âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ çi çìiùåííÿì
δ.

Íà ðèñ.7.1.1., 7.1.2. çîáðàæåíî äèíàìiêó òðåíäîâî - ñòàöiî-
íàðíîãî ïðîöåñó i ïðîöåñó âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ çi çìiùåí-
íÿì.
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Ðèñ. 7.1.1. yt = 0, 8 + yt−1 + εt

Òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ i ïðîöåñ ç îäèíè÷íèì êî-
ðåíåì ìîæíà îá'¹äíàòè çà äîïîìîãîþ òàêî¨ ñïåöèôiêàöi¨:

yt = α + δ t + ut , (7.1.4)

äå ïîõèáêà ut îïèñó¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì ARMA(p, q) ïðîöåñîì
ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì i çâîðîòíèì îïåðàòî-
ðîì ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî

(1− φ1 L− φ2 L2 − ...− φp Lp) ut =

= (1 + θ1 L + θ2 L2 + ... + θq Lq) εt .
(7.1.5)

Ðîçêëàäåìî àâòîðåãðåñiéíèé îïåðàòîð â (7.1.5) íà ìíîæíè-
êè

(1−φ1 L−φ2 L2− ...−φp Lp) = (1−λ1 L)(1−λ2 L) · · · (1−λp L) .

ßêùî âñi çíà÷åííÿ λi ëåæàòü âñåðåäèíi îäèíè÷íîãî êðóãà, òî
iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð i (7.1.5) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ut =
1 + θ1 L + θ2 L2 + ... + θq Lq

(1− λ1 L)(1− λ2 L) · · · (1− λp L)
εt ≡ ψ(L) εt ,
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Ðèñ. 7.1.2. yt = 0, 1 + 0, 8 t + εt

ïðè÷îìó
∞∑

j=0

|ψj| < ∞ i êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

ψ(z) = 0 ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà. Îòæå, ÿêùî |λi| < 1
äëÿ âñiõ i = 1, ..., p, òî ïðîöåñ (7.1.4) íàáóäå âèãëÿäó

yt = α + δt + ψ(L) εt , (7.1.6)

òîáòî áóäå òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíèì ïðîöåñîì.
Íåõàé òåïåð λ1 = 1 i |λi| < 1 äëÿ i = 2, 3, ..., p. Òîäi (7.1.5)

ìàòèìå âèãëÿä

(1− L)(1− λ2 L) · · · (1− λp L) ut =

= (1 + θ1 L + θ2 L2 + ... + θq Lq) .
(7.1.7)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(1− L) ut =
1 + θ1 L + θ2 L2 + ... + θq Lq

(1− λ2 L) · · · (1− λp L)
εt ≡ ψ∗(L) εt ,

äå
∞∑

j=0

|ψ∗j | < ∞ i êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ψ∗(z) = 0

ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà.
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Îòîæ, ÿêùî âçÿòè ïåðøi ðiçíèöi ðÿäó (7.1.4), òî îòðèìà¹ìî
ðÿä

(1− L) yt = (1− L) α + (δ t− δ(t− 1)) + (1− L) ut =

= δ + ψ∗(L) εt ,

ÿêèé ¹ ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì êîðåíåì.

Ëîãàðèôìi÷íî - ëiíiéíi ÷àñîâi òðåíäè
Ìîæå âèíèêíóòè ïèòàííÿ, ÷îìó âiäõèëåííÿ â (7.1.2) áå-

ðóòü ÿê ëiíiéíó ôóíêöiþ ÷àñó δt, à íå êâàäðàòè÷íó δt + γt2

àáî åêñïîíåíöiàëüíó eδt. Íàñïðàâäi, çðîñòàííÿ ðåàëüíèõ äàíèõ
áàãàòüîõ åêîíîìi÷íèõ i ôiíàíñîâèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ êðàùå îïè-
ñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åêñïîíåíöiàëüíîãî âiäõèëåííÿ, îñêiëüêè
åêñïîíåíöiàëüíå âiäõèëåííÿ ìà¹ ñòàëèé òåìï ðîñòó.

Íàãàäà¹ìî, ùî òåìï ðîñòó âèçíà÷àþòü ÿê r = y′/y. Çîêðå-
ìà, íàñåëåííÿ çáiëüøó¹òüñÿ çi ñòàëèì òåìïîì ðîñòó, ÿêùî âiä-
íîøåííÿ êiëüêîñòi íîâîíàðîäæåíèõ äiòåé äî ïîòî÷íîãî íàñå-
ëåííÿ áóäå ñòàëèì.

Îá÷èñëèâøè òåìï ðîñòó r äëÿ ðÿäó, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ åêñïîíåíöiàëüíîãî âiäõèëåííÿ

yt = eδt ,

ìàòèìåìî, ùî r = δ. Îòæå, ÿêùî äàíi õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñòà-
ëèì òåìïîì ðîñòó, òî äëÿ îïèñó òðåíäà òðåáà âèêîðèñòàòè
åêñïîíåíöiàëüíó ôóíêöiþ ÷àñó.

Åêñïîíåíöiàëüíå çðîñòàííÿ ÷àñòî ïiäòâåðäæó¹òüñÿ âiçóàëü-
íèì âèãëÿäîì ðÿäó. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè áàãàòî åêîíîìiñòiâ çàçâè-
÷àé ïðèïóñêàþòü, ùî çðîñòàííÿ ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíó ôîðìó.

Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî îá÷èñëèòè íàòóðàëüíi ëîãàðèôìè
âiä äàíèõ yt, ÿêi ìàþòü åêñïîíåíöiàëüíå çðîñòàííÿ, òî ðÿä
ln(yt) ìàòèìå ëiíiéíå çðîñòàííÿ, òîáòî îïèñóâàòèìåòüñÿ ëiíié-
íèì
òðåíäîì

ln yt = δt .
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Òîìó, çàãàëüíîïðèéíÿòèì ¹ âèêîðèñòàííÿ íàòóðàëüíèõ ëîãà-
ðèôìiâ äàíèõ ïåðåä òèì ÿê ìîäåëþâàòè ¨õ çà äîïîìîãîþ ëi-
íiéíîãî ÷àñîâîãî òðåíäà.

Ïîäiáíi àðãóìåíòè çàñòîñîâóþòü òàêîæ ïðè ìîäåëþâàííi
íàòóðàëüíèõ ëîãàðèôìiâ äàíèõ çà äîïîìîãîþ ïðîöåñó ç îäè-
íè÷íèì êîðåíåì. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïåðøi ðiçíèöi ëîãà-
ðèôìà çìiííèõ ïðèáëèçíî äîðiâíþþòü âiäíîñíié çìiíi çìiííî¨

(1− L) ln(yt) = ln

(
yt

yt−1

)
= ln

(
1 +

yt − yt−1

yt−1

)
≈

≈ yt − yt−1

yt−1

.

Òóò ìè âèêîðèñòàëè òå, ùî äëÿ x áëèçüêîãî äî íóëÿ ln (1 +
x) ≈ x. Îòæå, ÿêùî îïèñó¹ìî ëîãàðèôì çìiííî¨ ÿê ïðîöåñ ç
îäèíè÷íèì êîðåíåì, òî ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹ìî, ùî âiäíîñíà
çìiíà ðÿäó ¹ ñòàöiîíàðíèì ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì.

7.2 Òåñòè íà îäèíè÷íèé êîðiíü
Äóæå âàæëèâî çíàòè ÷è íåñòàöiîíàðíiñòü ó äàíèõ çàëåæèòü
âiä äåòåðìiíîâàíîãî ÷àñîâîãî òðåíäà ÷è âiä íàÿâíîñòi îäèíè-
÷íîãî êîðåíÿ. Çîêðåìà, ìàêðîåêîíîìiñòè çàâæäè öiêàâëÿòü-
ñÿ ÷è åêîíîìi÷íèé ñïàä ¹ ïîñòiéíèì (ùî âiäïîâiäà¹ ÷àñîâîìó
òðåíäó), ÷è öå òèì÷àñîâèé ñïàä ç âòðà÷åíèì âèïóñêîì, ÿêèé
âèïàäêîâî âèíèê (ùî âiäïîâiäà¹ ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðå-
íåì). Íåëüñîí i Ïëîñåð (1982) ïîêàçàëè, ùî áàãàòî åêîíîìi÷-
íèõ ðÿäiâ êðàùå îïèñóþòüñÿ ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì êîðåíåì,
à íiæ äåòåðìiíîâàíèì ÷àñîâèì òðåíäîì.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ: ÷è ÷àñîâèé ðÿä ìà¹ îäèíè÷íèé êî-
ðiíü. Ç äåÿêèõ ïóáëiêàöié âèäíî, ùî íà öå ïèòàííÿ íåìîæëèâî
âiäïîâiñòè íà ïiäñòàâi ñêií÷åíî¨ âèáiðêè. Îäíèì ç àðãóìåíòiâ
öüîãî ¹ òå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì
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iñíó¹ ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ, ÿêèé íåìîæëèâî âiäðiçíèòè âiä çî-
áðàæåííÿ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åíî¨ âè-
áiðêè îáñÿãîì T . Òàêèé ïðîöåñ çíàõîäèìî äîñèòü ëåãêî, ÿêùî
ïðèéíÿòè îäèí ç õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ áëèçüêèì äî îäè-
íèöi, íàïðèêëàä, 0, 9999.

Íåõàé âèáiðêà ìiòèòü T ñïîñòåðåæåíü, ÿêi áóëè çãåíåðîâàíi
ïðîöåñîì âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ áåç çìiùåííÿ

yt = yt−1 + εt .

äîñòîâiðíèé ïðîöåñ (ç îäèíè÷íèì êîðåíåì) (7.2.1)

Ïîðiâíÿ¹ìî ìîäåëü (7.2.1) ç òàêèì ñòàöiîíàðíèì ïðîöåñîì:

yt = φ yt−1 + εt , |φ| < 1 .

íåäîñòîâiðíà ìîäåëü (ñòàöiîíàðíà) (7.2.2)

Ç ôîðìóëè (6.3.3) âèïëèâà¹, ùî ïðîãíîç íà h ïåðiîäiâ âïå-
ðåä äëÿ (7.2.1) ìà¹ âèãëÿä

ŷt+h|t = yt , (7.2.3)

à âiäïîâiäíà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà öüîãî ïðîãíîçó äî-
ðiâíþ¹

MSE = E
[
(yt+h − ŷt+h|t)

2
]

= hσ2 . (7.2.4)
Âiäïîâiäíèì ïðîãíîçîì äëÿ (7.2.2) ¹

ŷt+h|t = φh yt (7.2.5)

ç

MSE = E
[
(yt+h − ŷt+h|t)

2
]

=

= (1 + φ2 + φ4 + ... + φ2(h−1)) σ2 .
(7.2.6)

Iñíó¹ âåëè÷èíà φ äîñòàòíüî áëèçüêà äî îäèíèöi, çà ÿêî¨
ðåçóëüòàòè ïðîãíîçóâàííÿ (7.2.5), (7.2.6) äëÿ ñòàöiîíàðíîãî
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çîáðàæåííÿ áóäóòü áëèçüêèìè äî ðåçóëüòàòiâ ïðîãíîçóâàííÿ
(7.2.3), (7.2.4) ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì äëÿ ñêií÷åíîãî
îáñÿãó âèáiðêè T .

Çàãàëîì ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ Ãàóññiâñüêîãî ïðî-
öåñó ¹ íåïåðåðâíîþ çà ïàðàìåòðîì λ1. Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ñïå-
öèôiêàöi¨ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì λ1 = 1 äëÿ çàäàíîãî ôiêñî-
âàíîãî îáñÿãó âèáiðêè T i áóäü-ÿêèõ ìàëèõ ÷èñåë η i ε iñíó¹
ñòàöiîíàðíà ñïåöèôiêàöiÿ ç λ1 < 1 òàêà, ùî éìîâiðíiñòü òî-
ãî, ùî âåëè÷èíà ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïðîöåñó ç îäèíè÷-
íèì êîðåíåì âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ïðàâäîïî-
äiáíîñòi ñòàöiîíàðíî¨ ñïåöèôiêàöi¨ íà âåëè÷èíó η ¹ ìåíøîþ
çà ε.

Ïðàâèëüíå òàêîæ îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: äëÿ áóäü-ÿêîãî ñòà-
öiîíàðíîãî ïðîöåñó i çàäàíîãî îáñÿãó âèáiðêè T iñíó¹ ïðîöåñ
ç îäèíè÷íèì êîðåíåì, ÿêèé íåìîæëèâî âiäðiçíèòè âiä ñòàöiî-
íàðíîãî çîáðàæåííÿ.

Íàïðèêëàä, ïðèïóñòèìî, ùî äîñòîâiðíèì ¹ ïðîöåñ áiëîãî
øóìó

yt = εt .

äîñòîâiðíà ìîäåëü (ñòàöiîíàðíà) (7.2.7)

Ïîðiâíÿ¹ìî ¨¨ ç ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì êîðåíåì

(1− L) yt = (1 + θ L) εt , |θ| < 1 , y0 = ε0 = 0 .

íåäîñòîâiðíà ìîäåëü (ç îäèíè÷íèì êîðåíåì) (7.2.8)

Ïðîãíîç íà h ïåðiîäiâ âïåðåä äëÿ (7.2.7) ìà¹ âèãëÿä

ŷt+h|t = 0 (7.2.9)

ç
MSE = E

[
(yt+h − ŷt+h|t)

2
]

= σ2 . (7.2.10)
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Âiäïîâiäíèì ïðîãíîçîì äëÿ (7.2.8) áóäå âåëè÷èíà

ŷt+h|t = yt + θ εt = (7.2.11)
= (∆yt + ∆yt−1 + ... + ∆y2 + y1) + θ εt =

= [(εt + θ εt−1) + (εt−1 + θ εt−2) + ... + (ε2 + θ ε1) + ε1] + θ εt =

= (1 + θ) (εt + εt−1 + ... + ε1) .

Ñåðåäíÿ êâàäðàòè÷íà ïîõèáêà ó öüîìó âèïàäêó ìàòèìå âèãëÿä

MSE = E
[
(yt+h − ŷt+h|t)

2
]

=

=
(
1 + (h− 1)(1 + θ)2

)
σ2 .

(7.2.12)

Çíîâó áà÷èìî, ùî äëÿ çàäàíîãî ôiêñîâàíîãî îáñÿãó âèáiðêè
T iñíó¹ âåëè÷èíà θ äîñòàòíüî áëèçüêà äî −1 òàêà, ùî ïðîöåñ
ç îäèíè÷íèì êîðåíåì (7.2.8) áóäå äàâàòè ìàéæå òàêèé ñàìèé
ðåçóëüòàò, ÿê i ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ (7.2.7).

Ïîðiâíÿ¹ìî ïðîöåñ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì i ñòàöiîíàðíèé
ïðîöåñ íà íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó. Äëÿ öüîãî ðîç-
ãëÿíåìî àâòîêîâàðiàöiéíó ãåíåðóþ÷ó ôóíêöiþ.

Äëÿ ïðîöåñó (1− L)yt âîíà ìàòèìå âèãëÿä

g∆y(z) = ψ(z) σ2 ψ(z−1) ,

ïðè÷îìó â òî÷öi z = 1 íàáóäå çíà÷åííÿ

g∆y(1) = (ψ(1))2 σ2 . (7.2.13)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ñïåêòð ∆y ç ÷àñòîòîþ ω âèçíà÷à¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ

s∆y(ω) =
1

2π
g∆y

(
e−iω

)
,

âèðàç (7.2.13) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

g∆y(1) = 2π s∆y(0) ,
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äå s∆y(0) ñïåêòð ç íóëüîâîþ ÷àñòîòîþ

s∆y(0) =
1

2π
(φ(1))2 σ2 .

Äëÿ òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíîãî çîáðàæåííÿ (7.1.2) àâòîêî-
âàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ ∆y ìîæå áóòè îá÷èñëåíà
çà ôîðìóëîþ

g∆y(z) = (1− z)ψ(z) σ2 ψ(z−1)(1− z−1)

i â òî÷öi z = 1 äîðiâíþ¹ íóëþ.
Îòæå, ÿêùî äîñòîâiðíèé ïðîöåñ ¹ òðåíäîâî - ñòàöiîíàð-

íèì, òî ñïåêòð ∆y ç íóëüîâîþ ÷àñòîòîþ � íóëüîâèé. ßêùî æ
äîñòîâiðíèé ïðîöåñ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì
êîðåíåì, òî òàêèé ñïåêòð äîäàòíèé. Îòîæ, äëÿ òîãî ùîá ïåðå-
âiðèòè ÷è ïðîöåñ ìiñòèòü îäèíè÷íèé êîðiíü, òðåáà âèçíà÷èòè
÷è ñïåêòð ∆y ç íóëüîâîþ ÷àñòîòîþ ¹ íóëüîâèì. Ïðîòå ó âèáið-
öi îáñÿãîì T íåìà¹ iíôîðìàöi¨ ïðî êðóãè ç ïåðiîäîì áiëüøèì
çà T , òîìó ïðàêòè÷íî âèçíà÷èòè öå íåìîæëèâî.

Îòæå, ÿê áà÷èìî, ïðîöåñ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì i áëèçüêèé
äî íüîãî ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ ìîæíà ðîçðiçíèòè íà íåñêií÷åí-
íîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, àëå äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi
ñïîñòåðåæåíü ÷àñîâîãî ðÿäó iñíó¹ ïðåäñòàâíèê ç iíøîãî êëàñó
ìîäåëåé, ÿêèé äà¹ òîòîæíi ðåçóëüòàòè. Òîìó íåîáõiäíî áóòè
óâàæíèì, ïðèéìàþ÷è ãiïîòåçó ïðî îäèíè÷íèé êîðiíü.

Äëÿ ïîäàííÿ òåñòîâèõ ïðîöåäóð íà îäèíè÷íèé êîðiíü ìè
çîñåðåäèìîñü íà àâòîðåãðåñiéíèõ ìîäåëÿõ. Öå ìîæíà çðîáèòè,
îñêiëüêè ARMA ìîäåëü çàâæäè ìà¹ AR-çîáðàæåííÿ, ÿêùî
ïðèïóñòèòè, ùî MA-ïîëiíîì ¹ çâîðîòíèì.

Äåòàëüíi òåîðåòè÷íi âèâåäåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ
ñòàòèñòèê áóäå äîñëiäæåíî ó ðîçäiëi 9. Òóò ìè ðîçãëÿíåìî
ïðàêòè÷íi çàñòîñóâàííÿ òàêèõ òåñòiâ.

7.2.1 Òåñòóâàííÿ îäèíè÷íîãî êîðåíÿ
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â AR(1) ìîäåëi
Ðîçãëÿíåìî AR(1) ïðîöåñ ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâà-
ííÿì

yt = φ yt−1 + εt . (7.2.14)
Òåñò íà îäèíè÷íèé êîðiíü � öå òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè H0 : φ = 1.
Çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü ÌÍÊ îöiíêó φ̂ i âiäïîâiäíó ñòàíäàð-
òíó ïîõèáêó.

Äëÿ òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàòèñòèêó

τ̂ =
φ̂− 1

sφ̂

,

äå sφ̂ ïîçíà÷à¹ ñòàíäàðòíó ÌÍÊ-ïîõèáêó îöiíêè φ̂.
Ñòàòèñòèêà τ ¹ ñòàíäàðòíèì t - âiäíîøåííÿì, ïðîòå âîíà

íå ìà¹ t ðîçïîäiëó íàâiòü àñèìïòîòè÷íî. Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ òå,
ùî íåñòàöiîíàðíiñòü ïðîöåñó ñïîòâîðþ¹ ÌÍÊ îöiíêó. Ðîçïî-
äië ñòàòèñòèêè τ̂ íåñòàíäàðòíèé, òîìó ìè íå ìîæåìî âçÿòè íi
êðèòè÷íi çíà÷åííÿ ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà, íi êðèòè÷íi çíà÷åí-
íÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Ðîçïîäië τ̂ àñèìåòðè÷íèé ñïðàâà, à
éîãî êðèòè÷íi çíà÷åííÿ ìåíøi çà êðèòè÷íi çíà÷åííÿ äëÿ íîð-
ìàëüíîãî íàáëèæåííÿ.

Äëÿ ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α = 0, 05 ïðè òåñòóâàííi ãiïîòåçè
H0 : φ = 1 (îäèíè÷íèé êîðiíü) ïðîòè H1 : |φ| < 1 (ñòàöiîíàð-
íiñòü) âiäïîâiäíèì êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì áóäå −1, 95, òîäi ÿê
äëÿ íîðìàëüíîãî íàáëèæåííÿ −1, 96. ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè
ñòàíäàðòíi t - òàáëèöi, òî ìîæíà âiäêèäàòè îäèíè÷íi êîðåíi
çàíàäòî ÷àñòî. Â òàáëèöi 7.2.1 íàâåäåíî 1 i 5 ïðîöåíòíi êðèòè-
÷íi çíà÷åííÿ öüîãî òåñòó, ÿêèé âiäîìèé ÿê òåñò Äiêi - Ôóëëåðà
(Dickey-Fuller).



7.2. Òåñòè íà îäèíè÷íèé êîðiíü 233

Òàáëèöÿ 7.2.1.
Ðîçìið
âèáiðêè

Áåç êîíñòàíòè Ç êîíñòàíòîþ Ç êîíñòàíòîþ
áåç òðåíäà áåç òðåíäà ç òðåíäîì
1% 5% 1% 5% 1% 5%

T = 25 -2,66 -1,95 -3,75 -3,00 -4,38 -3,60
T = 50 -2,62 -1,95 -3,58 -2,93 -4,15 -3,50
T = 100 -2,58 -1,95 -3,51 -2,89 -4,04 -3,45
T = 250 -2,58 -1,95 -3,46 -2,88 -3,99 -3,43
T = 500 -2,58 -1,95 -3,44 -2,87 -3,98 -3,42
T = ∞ -2,58 -1,95 -3,43 -2,86 -3,96 -3,41

Äëÿ òåñòóâàííÿ îäèíè÷íîãî êîðåíÿ âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ
áiëüø çàãàëüíîïðèéíÿòó ðåãðåñiéíó ïðîöåäóðó. Â öüîìó âè-
ïàäêó ìîäåëü ïåðåïèñóþòü ó âèãëÿäi

∆yt = (φ− 1)yt−1 + εt ,

â ÿêié t - ñòàòèñòèêà äëÿ φ = 1 çáiãà¹òüñÿ ç ïîïåðåäíüîþ ñòà-
òèñòèêîþ τ̂ . Ïðè÷èíà öüîãî ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ÌÍÊ iíâàði-
àíòíèé ñòîñîâíî ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ìîäåëi.

Ïðè âèêîíàííi ãiïîòåçè H0 ÷àñîâèé ðÿä yt îïèñó¹ ïðîöåñ
âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ yt = yt−1 + εt, òîäi ÿê â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó âií ¹ ñòàöiîíàðíîþ àâòîðåãðåñiéíîþ ìîäåëëþ ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì (7.2.14).

ßêùî ðîçãëÿíóòè ðÿä yt, ÿêèé ìà¹ áàãàòî íåíóëüîâèõ çíà-
÷åíü, òî òðåáà ââåñòè êîíñòàíòó â ðåãðåñiþ Äiêi-Ôóëëåðà. Îñêiëü-
êè êîíñòàíòà â ñòàöiîíàðíîìó AR(1) ïðîöåñi çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-
íiñòü c = (1 − φ)µ, äå µ - ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ðÿäó, òî ó
âèïàäêó îäèíè÷íîãî êîðåíÿ âàðòî âèìàãàòè, ùîá c äîðiâíþ-
âàëî íóëþ. Òåñòîâà ðåãðåñiÿ ó öüîìó âèïàäêó áóäå òàêà

∆yt = c + (φ− 1)yt−1 + εt , (7.2.15)
äå íóëüîâà ãiïîòåçà � öå îá'¹äíàííÿ ãiïîòåç H0 : c = 0, φ−1 =
0. Ìîæíà òåñòóâàòè öi äâà îáìåæåííÿ ðàçîì, àëå ëåãøå òå-
ñòóâàòè ëèøå ãiïîòåçó H0 : φ− 1 = 0. t - ñòàòèñòèêó äëÿ öi¹¨
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ãiïîòåçè ïîçíà÷èìî τ̂µ. Âîíà òàêîæ ìà¹ íåñòàíäàðòíèé ðîçïî-
äië. Êðèòè÷íi çíà÷åííÿ äëÿ τ̂µ íàâåäåíî ó äðóãèõ äâîõ ñòîâ-
ïöÿõ òàáëèöi 7.2.1 i ¹ ìåíøèìè çà âiäïîâiäíi êðèòè÷íi çíà÷å-
ííÿ äëÿ τ̂ . Äëÿ ìîäåëåé ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ñïîñòåðåæåíü
ãiïîòåçà ïðî îäèíè÷íèé êîðiíü âiäõèëÿ¹òüñÿ ïðè ðiâíi çíà÷ó-
ùîñòi α = 0, 05, ÿêùî τ̂µ < −2, 86.

ßêùî (7.2.15) âèêîíó¹òüñÿ ïðè φ = 1 i íåíóëüîâîìó c 6= 0,
òî â öüîìó âèïàäêó c íå ìîæå äîðiâíþâàòè (1− φ)µ i (7.2.15)
íå ìîæå áóòè îòðèìàíå ç ìîäåëi (7.2.14). Âèõiäíèì ïðîöåñîì
ó öüîìó âèïàäêó ¹

∆yt = c + εt , (7.2.16)

òîáòî ïðîöåñ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ çi çìiùåííÿì, äå c - ïàðà-
ìåòð çìiùåííÿ. Îñêiëüêè ç (7.2.16) âèïëèâà¹, ùî E[∆yt] = c,
òî, çàäàþ÷è ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ y0, ìàòèìåìî

E[yt] = y0 + c t .

Çâiäñè âèäíî, ùî iíòåðïðåòàöiÿ êîíñòàíòè c ñèëüíî çàëå-
æèòü âiä íàÿâíîñòi îäèíè÷íîãî êîðåíÿ. Ó ñòàöiîíàðíîìó âè-
ïàäêó c âiäîáðàæà¹ íåíóëüîâå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ðÿäó,
à ó âèïàäêó îäèíè÷íîãî êîðåíÿ � ñòîõàñòè÷íèé òðåíä äëÿ yt.
Ó äðóãîìó âèïàäêó ïåðøi ðiçíèöi ïðèçâîäÿòü äî ñòàöiîíàð-
íîñòi ÷àñîâîãî ðÿäó i ïðîöåñ yt ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê iíòåãðîâíî
ñòàöiîíàðíèé.

Îòæå, íåñòàöiîíàðíi ïðîöåñè ìîæóòü áóòè îõàðàêòåðèçî-
âàíi ïðèñóòíiñòþ äåòåðìiíîâàíîãî òðåíäà, íàïðèêëàä δt, àáî
ñòîõàñòè÷íîãî òðåíäà, òîáòî íàÿâíiñòþ ïðîñòîãî ÷è êðàòíîãî
îäèíè÷íîãî êîðåíÿ.

Ó âèïàäêó, êîëè íåñòàöiîíàðíiñòü ïðîöåñó çóìîâëåíà ïðè-
ñóòíiñòþ äåòåðìiíîâàíîãî ÷àñîâîãî òðåíäà, à íå ïðèñóòíiñòþ
îäèíè÷íîãî êîðåíÿ, ìîäåëü ìà¹ âèãëÿä

yt = c + φyt−1 + δt + εt , (7.2.17)
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äå |φ| < 1 i δ 6= 0. Ïðîöåñ (7.2.17) ¹ íåñòàöiîíàðíèì ÷åðåç
íàÿâíiñòü ëiíiéíîãî òðåíäà δt. Íåñòàöiîíàðíiñòü òàêîãî âèãëÿ-
äó ìîæíà óñóíóòè çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ ðåãðåñi¨ yt íàä
êîíñòàíòîþ i t i ïîäàëüøîãî ìîäåëþâàííÿ çàëèøêiâ öi¹¨ ðå-
ãðåñi¨, àáî ïðîñòî çà äîïîìîãîþ âêëþ÷åííÿ t, ÿê äîäàòêîâî¨
çìiííî¨ â ìîäåëü.

Ìîæíà ïðîòåñòóâàòè ÷è yt âiäïîâiäà¹ âèïàäêîâîìó áëó-
êàííþ ÷è, ÿê àëüòåðíàòèâà, òðåíäîâî ñòàöiîíàðíîìó ïðîöåñó
(7.2.17). Öå ìîæíà ïåðåâiðèòè çà äîïîìîãîþ ðåãðåñi¨

∆yt = c + (φ− 1)yt−1 + δt + εt . (7.2.18)
Òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè, ùî ïðîöåñ ¹ ïðîöåñîì âèïàäêîâîãî

áëóêàííÿ, âiäïîâiäà¹ òåñòóâàííþ ãiïîòåçè H0 : c = δ = φ −
1 = 0. Çàìiñòü òîãî, ùîá òåñòóâàòè ñóêóïíiñòü ãiïîòåç ìîæíà
âèêîðèñòàòè t - âiäíîøåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ ãiïîòåçi H0 : φ̂− 1
(ïîçíà÷èìî éîãî τ̂τ ), ïðèéíÿâøè, ùî iíøi îáìåæåííÿ â ãiïîòåçi
çàäîâîëüíÿþòüñÿ.

Òàê ÿê i â äâîõ ïîïåðåäíiõ òåñòàõ íà îäèíè÷íèé êîðiíü, ðîç-
ïîäië òåñòîâî¨ ñòàòèñòèêè âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðîçïîäiëó Ñòüþ-
äåíòà. Êðèòè÷íi çíà÷åííÿ äëÿ τ̂τ , ïîäàíi â îñòàííiõ äâîõ ñòîâï-
öÿõ òàáëèöi 7.2.1, i ¹ ìåíøèìè çà âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ τ̂µ. ßêùî
ìîäåëü ìiñòèòü êîíñòàíòó i äåòåðìiíîâàíèé òðåíä, òî éìîâið-
íiñòü òîãî, ùî φ̂ − 1 > 0 (ÿêùî ñïðàâæí¹ çíà÷åííÿ φ − 1 äî-
ðiâíþ¹ 0), ¹ äóæå ìàëîþ.

Çàóâàæèìî, ÿêùî ãiïîòåçà ïðî îäèíè÷íèé êîðiíü φ− 1 = 0
âiäõèëåíà, òî ìè íå ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðîöåñ yt

� ñòàöiîíàðíèé. Â àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi δ ìîæå áóòè íåíó-
ëüîâèì i ïðîöåñ yt íå áóäå ñòàöiîíàðíèì, à ëèøå òðåíäîâî -
ñòàöiîíàðíèì.

Ïðîöåäóðó òåñòó Äiêi-Ôóëëåðà âèêîðèñòîâóþòü äëÿ áóäü-
ÿêèõ îïèñàíèõ òåñòiâ i ìîæå  póíòóâàòèñÿ íà ðåãðåñiÿõ çi ñòà-
ëîþ àáî áåç íå¨, ç òðåíäîì àáî áåç íüîãî. Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ
êîíñòàíòà âõîäèòü ó ðåãðåñiþ. Âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî ãiïîòå-
çà íà îäèíè÷íèé êîðiíü âiäïîâiäà¹ íóëüîâié ãiïîòåçi. ßêùî ìè



236 Ðîçäië 7. Íåñòàöiîíàðíi ÷àñîâi ðÿäè

íå ìîæåìî çàïåðå÷èòè ïðèñóòíiñòü îäèíè÷íîãî êîðåíÿ, òî öå
íå îçíà÷à¹ ùî âií ¹, ìîæëèâî ïðîñòî íå âèñòà÷à¹ iíôîðìàöi¨ â
äàíèõ. Çâè÷àéíî, öå çàãàëüíà ðiçíèöÿ ìiæ ïðèéíÿòòÿì i âiäõè-
ëåííÿì ãiïîòåçè. Îñêiëüêè äîâãîòðèâàëi âëàñòèâîñòi ïðîöåñiâ
çàëåæàòü âiä ïðèñóòíîñòi îäèíè÷íîãî êîðåíÿ, òî òðåáà ïàì'ÿ-
òàòè, ùî íå âñi ðÿäè, äëÿ ÿêèõ íå ìîæåìî âiäõèëèòè ãiïîòåçó
ïðî îäèíè÷íèé êîðiíü, ¹ iíòåãðîâíèìè ïîðÿäêó 1.

Ùîá îáiéòè ïðîáëåìó ñëàáêîñòi òåñòó íà îäèíè÷íèé êî-
ðiíü, Êâiàòîâñüêèé, Ôiëëiïñ, Øìiäò i Øií (Kwiatowski, Philli-
ps, Shmidt, Shin) (1992) çàïðîïîíóâàëè àëüòåðíàòèâíèé òåñò,
äå ñòàöiîíàðíiñòü � öå íóëüîâà ãiïîòåçà, à iñíóâàííÿ îäèíè÷-
íîãî êîðåíÿ � àëüòåðíàòèâíà. Öåé òåñò íàçèâà¹òüñÿ KPSS òå-
ñòîì. Áàçîâà iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ÷àñîâèé ðÿä ðîçêëàäåíèé
íà ñóìó äåòåðìiíîâàíîãî ÷àñîâîãî òðåíäà, âèïàäêîâîãî áëóêà-
ííÿ i ñòàöiîíàðíî¨ ïîõèáêè, ÿêà çàçâè÷àé ¹ áiëèì øóìîì. Íó-
ëüîâà ãiïîòåçà (ñòàöiîíàðíîñòü) âèçíà÷à¹, ùî äèñïåðñiÿ êîì-
ïîíåíòè âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ äîðiâíþ¹ 0. Òåñò ôàêòè÷íî ¹
òåñòîì ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà i ðîçðàõóíêè â òåñòîâié ñòàòè-
ñòèöi äîñèòü ïðîñòi. Ñïåðøó ðîçãëÿäàþòü äîïîìiæíó ðåãðåñiþ
äëÿ yt âiä ñòàëî¨ i ÷àñîâîãî òðåíäà t. Äàëi îá÷èñëþ¹ìî ÌÍÊ-
çàëèøêè öi¹¨ ìîäåëi et i ÷àñòêîâi ñóìè St =

t∑
i=1

ei äëÿ âñiõ t.
Òîäi òåñòîâó ñòàòèñòèêó îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ

KPSS =
T∑

t=1

S2
t

σ̂2
,

äå σ̂2 � îöiíêà äèñïåðñi¨ ïîõèáêè. Àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië öi-
¹¨ ñòàòèñòèêè íåñòàíäàðòíèé. Çîêðåìà, äëÿ ðiâíÿ çíà÷óùîñòi
α = 0, 05 êðèòè÷íå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ 0, 146.
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7.2.2 Òåñòóâàííÿ íà îäèíè÷íèé êîðiíü â
àâòîðåãðåñiéíèõ ìîäåëÿõ
âèùèõ ïîðÿäêiâ

Äëÿ AR ïðîöåñiâ âèùèõ ïîðÿäêiâ òåñò íà ïðîñòèé îäèíè÷íèé
êîðiíü ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ðîçøèðåííÿ òåñòîâî¨
ïðîöåäóðè Äiêi-Ôóëëåðà. Îñíîâíîþ iäå¹þ ¹ òå, ùî ëàãîâi ði-
çíèöi ∆yt−1, ∆yt−2, ... âêëþ÷åíi â ðåãðåñiþ, à ïîõèáêè âiäïîâiä-
àþòü áiëîìó øóìó. Öå ïðèçâîäèòü äî òàê çâàíîãî ðîçøèðåíîãî
òåñòó Äiêi-Ôóëëåðà (ADF), äëÿ ÿêîãî ïðàâèëüíi òi ñàìi àñèì-
ïòîòè÷íi êðèòè÷íi çíà÷åííÿ ç òàáëèöi 7.2.1.

Ðîçãëÿíåìî AR(2) ìîäåëü

yt = φ1 yt−1 + φ2 yt−2 + εt , (7.2.19)

ÿêà ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

(1− λ1L)(1− λ2L)yt = εt . (7.2.20)

Óìîâà ñòàöiîíàðíîñòi âèìàãà¹, ùîá λ1 i λ2 áóëè çà ìîäóëåì
ìåíøi çà 1, àëå ÿêùî λ1 = 1 i |λ2| < 1, òî ìà¹ìî ïðîñòèé
îäèíè÷íèé êîðiíü, ïðè÷îìó òîäi φ1 + φ2 = 1 i φ2 = −λ2.

Ðiâíiñòü (7.2.19) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ òåñòóâàííÿ ãiïî-
òåçè îäèíè÷íîãî êîðåíÿ H0 : φ1+φ2 = 1 ïðè çàäàíîìó |φ2| < 1.
Ïåðåòâîðèìî (7.2.19) äî âèãëÿäó

∆yt = (φ1 + φ2 − 1) yt−1 − φ2∆yt−1 + εt . (7.2.21)

Êîåôiöi¹íòè ó (7.2.21) ìîæóòü áóòè îöiíåíi çà ÌÍÊ. Îöiíêó
êîåôiöi¹íòà ïðè yt−1 âèêîðèñòîâóþòü äëÿ òåñòóâàííÿ íóëüîâî¨
ãiïîòåçè H0 : π = φ1 + φ2− 1 = 0. Ðåçóëüòóþ÷å t - âiäíîøåííÿ
π̂/sπ̂ ìà¹ òàêèé ñàìèé ðîçïîäië, ÿê i τ̂ .

Ó ïðîöåäóði Äiêi-Ôóëëåðà äî òåñòîâî¨ ðåãðåñi¨ ìîæíà äî-
äàòè êîíñòàíòó àáî ÷àñîâèé òðåíä. Çàëåæíî âiä âèêîðèñòàíî-
ãî âàðiàíòà, ðåçóëüòóþ÷à òåñòîâà ñòàòèñòèêà ïîðiâíþ¹òüñÿ ç
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êðèòè÷íèìè çíà÷åííÿìè, ÿêi âiäïîâiäíî íàâåäåíî ó äðóãèõ ÷è
òðåòiõ äâîõ ñòîâïöÿõ òàáëèöi 7.2.1.

Öþ ïðîöåäóðó ìîæíà ëåãêî óçàãàëüíèòè äëÿ òåñòóâàííÿ
ïðîñòîãî îäèíè÷íîãî êîðåíÿ â AR(p) ïðîöåñi. Êîæåí AR(p)
ïðîöåñ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∆yt = πyt−1 + C1∆yt−1 + ... + Cp−1∆yt−p+1 + εt , (7.2.22)

äå π = φ1 + ... + φp − 1 i C1, ..., Cp−1 � âiäïîâiäíî ïiäiáðàíi
êîíñòàíòè. Îñêiëüêè ç π = 0 âèïëèâà¹, ùî φ(1) = 0, òî z = 1 ¹
ðîçâ'ÿçêîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ φ(z) = 0. ßê i ðàíiøå,
ãiïîòåçà H0 : π = 0 âiäïîâiäà¹ îäèíè÷íîìó êîðåíþ i ìîæåìî
ïðîòåñòóâàòè ¨¨, âèêîðèñòàâøè âiäïîâiäíi t - âiäíîøåííÿ.

ßêùî AR(p) - çîáðàæåííÿ ¹ êîðåêòíèì, òî ïðè íóëüîâié
ãiïîòåçi îäèíè÷íîãî êîðåíÿ àñèìïòîòè÷íi ðîçïîäiëè τ̂ -, τ̂µ- àáî
τ̂τ -ñòàòèñòèê, ÿêi îá÷èñëåíi äëÿ (7.2.22), ìàþòü òàêèé ñàìèé
ðîçïîäië ÿê i ðàíiøå.

Îòæå, ÿêùî yt îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ AR(p) ïðîöåñó, òî
òåñò íà ïðîñòèé îäèíè÷íèé êîðiíü ìîæå áóòè ñêîíñòðóéîâà-
íèé ç ðåãðåñi¨ ∆yt ñòîñîâíî yt−1 i ∆yt−1, ..., ∆yt−p+1, òåñòóþ-
÷è êîåôiöi¹íò ïðè çìiííié yt−1 (âèêîðèñòîâóþòü îäíîñòîðîííi
êðèòè÷íi çíà÷åííÿ). Çàóâàæèìî, ùî çà ãiïîòåçè ïðîñòîãî îäè-
íè÷íîãî êîðåíÿ âñi çìiííi ¹ ñòàöiîíàðíèìè, êðiì yt−1. Òîìó
ðiâíiñòü (7.2.22) ìà¹ çìiñò ëèøå òîäi, êîëè yt−1 íå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ
i π = 0, ùî ïîÿñíþ¹ ÷îìó ãiïîòåçà îäèíè÷íîãî êîðåíÿ âiäïî-
âiäà¹ π = 0.

Ðåãðåñiÿ âèãëÿäó (7.2.22) òàêîæ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà
äëÿ òåñòó íà îäèíè÷íèé êîðiíü ó çàãàëüíié çâîðîòíié ARMA
ìîäåëi. Òåîðåòè÷íî, êîëè êiëüêiñòü ëàãiâ ó ðåãðåñi¨ çðîñòà¹ â
îäíàêîâèõ ðîçìiðàõ, òî òîé ñàìèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië çà-
ëèøà¹òüñÿ i ADF òåñò òàêîæ ïiäõîäèòü i äëÿ ARMA ìîäåëi
ç MA - êîìïîíåíòàìè.

ßêùî òåñò ADF íå äà¹ çàïåðå÷åííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè ïðîñ-
òîãî îäèíè÷íîãî êîðåíÿ, òî ïðèñóòíiñòü äðóãîãî îäèíè÷íîãî
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êîðåíÿ ìîæå áóòè ïðîòåñòîâàíî çà äîïîìîãîþ îöiíþâàííÿ ðå-
ãðåñi¨ ∆2yt ñòîñîâíî ∆yt−1, ∆2yt−1, ..., ∆2yt−p+1 i ïîðiâíÿííÿì
t - âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòà ïðè ∆yt−1 ç âiäïîâiäíèìè êðèòè-
÷íèìè çíà÷åííÿìè ç òàáëèöi 7.2.1.

Êðiì òîãî, ïðèñóòíiñòü äâîõ îäèíè÷íèõ êîðåíiâ ìîæíà òà-
êîæ ïðîòåñòóâàòè ñóêóïíî, çà äîïîìîãîþ îöiíêè ðåãðåñi¨ ∆2yt

ñòîñîâíî yt−1, ∆yt−1, ∆2yt−1, ..., ∆
2yt−p i îá÷èñëåííÿì çâè÷àé-

íî¨ F - ñòàòèñòèêè äëÿ ñóêóïíîãî òåñòóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè
yt−1 i ∆yt−1. Öÿ òåñòîâà ñòàòèñòèêà çà âèêîíàííÿ íóëüîâî¨ ãi-
ïîòåçè íàÿâíîñòi îäèíè÷íîãî êîðåíÿ êðàòíîñòi äâà ìà¹ íåñòàí-
äàðòíèé ðîçïîäië.

7.3 Ïîðiâíÿííÿ
òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ
i ïðîöåñiâ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì

7.3.1 Ïîðiâíÿííÿ ïðîãíîçîâàíèõ çíà÷åíü
Ðîçãëÿíåìî ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ ðÿäó, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ
òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíîþ ìîäåëëþ

yt = α + δ t + ψ(L) εt . (7.3.1)

Ó öüîìó âèïàäêó äåòåðìiíîâàíà êîìïîíåíòà, ÿêà ìiñòèòü
òðåíä α+δ t, äîäà¹òüñÿ äî ïðîãíîçó ñòàöiîíàðíî¨ ñòîõàñòè÷íî¨
êîìïîíåíòè

ŷt+h|t = α + δ (t + h) + ψh εt + ψh+1 εt−1 + ψh+2 εt−2 + ... . (7.3.2)

ßêùî äîâæèíà ïðîãíîçîâàíîãî iíòåðâàëó h çáiëüøó¹òüñÿ, òî
ç àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó {ψj} âèïëèâà¹, ùî ïðîãíîçîâàíå
çíà÷åííÿ çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äî ÷àñîâîãî
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òðåíäà

E[ (ŷt+h|t − α− δ(t + h))2] → 0 ïðè h →∞ .

Ðîçãëÿíåìî ïðîãíîçóâàííÿ ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì

(1− L)yt = δ + ψ(L) εt . (7.3.3)

Äëÿ öüîãî ïðîöåñó ïåðøi ðiçíèöi ¹ ñòàöiîíàðíèì ïðîöåñîì,
ÿêèé ìîæíà ñïðîãíîçóâàòè ìåòîäàìè, îïèñàíèìè ó ðîçäiëi 6.
Çîêðåìà, ìàòèìåìî

∆ŷt+h|t = δ + ψh εt + ψh+1 εt−1 + ψh+2 εt−2 + ... . (7.3.4)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðîãíîçîâàíîãî çíà÷åííÿ ŷt+h|t íà h ïåðiîäiâ
âïåðåä çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ

yt+h =(yt+h − yt+h−1) + (yt+h−1 − yt+h−2)+

+ ... + (yt+1 − yt) + yt =

=∆yt+h + ∆yt+h−1 + ... + ∆yt+1 + yt .

(7.3.5)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (7.3.4) â (7.3.5), îòðèìà¹ìî ïðîãíîç ó âèïàäêó
ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì

ŷt+h|t =∆ŷt+h|t + ∆ŷt+h−1|t + ... + ∆ŷt+1|t + yt =

=(δ + ψh εt + ψh+1 εt−1 + ψh+2 εt−2 + ... )+

+ (δ + ψh−1 εt + ψh εt−1 + ψh+1 εt−2 + ... )+

+ ... + (δ + ψ1 εt + ψ2 εt−1 + ψ3 εt−2 + ... ) + yt

àáî
ŷt+h|t =h δ + yt + (ψh + ψh−1 + ... + ψ1) εt+

+ (ψh+1 + ψh + ... + ψ2) εt−1 + ... .
(7.3.6)

Ðîçãëÿíåìî ïðîãíîçóâàííÿ äåÿêèõ ðÿäiâ ç îäèíè÷íèì êî-
ðåíåì, ÿêi íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü íà ïðàêòèöi. Ïðîàíà-
ëiçó¹ìî ïðîöåñ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ çi çìiùåííÿì

∆yt = δ + εt .
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Öåé ïðîöåñ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (7.3.3), â ÿêîìó ψ1 = ψ2 =
... = 0. Ó öüîìó âèïàäêó ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ îá÷èñëþþòü
çà ôîðìóëîþ

ŷt+h|t = h δ + yt . (7.3.7)

Ç (7.3.7) âèäíî, ùî ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ äëÿ ïðîöåñó âè-
ïàäêîâîãî áëóêàííÿ çi çáiëüøåííÿì äîâæèíè ïðîãíîçîâàíîãî
iíòåðâàëó çðîñòà¹ íà ñòàëó âåëè÷èíó δ âiä ñâî¹¨ çàäàíî¨ âåëè-
÷èíè yt.

ßê äðóãèé ïðèêëàä ïðîãíîçóâàííÿ ïðîöåñiâ ç îäèíè÷íèì
êîðåíåì ðîçãëÿíåìî ARIMA(0, 1, 1) ïðîöåñ

∆yt = δ + εt + θεt−1 .

Äëÿ öüîãî ïðîöåñó ψ1 = θ, ψ2 = ψ3 = ... = 0, òîäi ôîðìóëà
(7.3.7) íàáóäå âèãëÿäó

ŷt+h|t = h δ + yt + θεt .

Òóò áàçó, âiä ÿêî¨ ïðîãíîç çðîñòàòèìå íà ñòàëó âåëè÷èíó δ,
âèçíà÷à¹ çàäàíå çíà÷åííÿ ðÿäó yt ðàçîì ç çàäàíîþ ïîõèáêîþ
ïðîãíîçó

εt = yt − ŷt|t−1 .

Íåõàé δ = 0. Òîäi ïðîãíîç íà îäèí ïåðiîä âïåðåä h = 1 ìàòèìå
âèãëÿä

ŷt+1|t = yt + θ(yt − ŷt|t−1) (7.3.8)

àáî
ŷt+1|t = (1 + θ) yt − θ ŷt|t−1 . (7.3.9)

Ðiâíÿííÿ (7.3.9) ¹ ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó.
ßêùî |θ| < 1, òî iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð äî 1 + θ L i (7.3.9)
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ìîæíà çàïèñàòè âèãëÿäi

ŷt+1|t =(1 + θ)yt + (−θ) (1 + θ)yt−1 + (−θ)2 (1 + θ)yt−2+

+ (−θ)3 (1 + θ)yt−3 + ... = (7.3.10)

=(1 + θ)
∞∑

j=0

(−θ)j yt−j .

Âèðàç (7.3.9) ìà¹ íàçâó àäàïòèâíîãî î÷iêóâàííÿ, à éîãî çàïèñ ó
ôîðìi (7.3.10) íàçèâà¹òüñÿ åêñïîíåíöiàëüíèì çãëàäæóâàííÿì.
Òóò äîäàòêîâî ïðèïóñêàþòü, ùî −1 < θ < 0.

Äëÿ ïðîöåñó ARIMA(0, 1, q) âåëè÷èíà yt i q îñòàííiõ çíà-
÷åíü εt âèçíà÷àþòü áàçîâå çíà÷åííÿ, âiä ÿêîãî ïðîãíîçè ŷt+1|t,
ŷt+2|t, ... , ŷt+q|t çðîñòàþòü íà ñòàëó âåëè÷èíó δ. Äëÿ
ARIMA(p, 1, q) âåëè÷èíà, íà ÿêó çðîñòà¹ ïðîãíîç, íàáëèæà-
¹òüñÿ äî δ.

Îòîæ, ïàðàìåòð δ â ïðîöåñi ç îäèíè÷íèì êîðåíåì (7.3.3) âi-
äiãðà¹ ïîäiáíó ðîëü, ùî i δ â ïðîöåñi ç äåòåðìiíîâàíèì ÷àñîâèì
òðåíäîì (7.3.1). Â îáîõ ñïåöèôiêàöiÿõ ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ
ŷt+h|t çáiãà¹òüñÿ äî ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ âiä øèðèíè ïðîãíîçîâàíî-
ãî iíòåðâàëó h i âiäõèëåííÿ δ (ðèñ.7.3.3, 7.3.4). Âiäìiííiñòü ïî-
ëÿãà¹ â ïåðåòèíi ïðÿìî¨. Äëÿ òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó
ïðîãíîç ŷt+h|t çáiãà¹òüñÿ äî ïðÿìî¨, ïåðåòèí ÿêî¨ íå çàëåæèòü
âiä âåëè÷èíè yt. Íà ïðîòèâàãó, ïåðåòèí ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ
ïðîãíîçó äëÿ ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì íåïåðåðâíî çìi-
íþ¹òüñÿ ïðè çìiíi yt.

7.3.2 Ïîðiâíÿííÿ ïîõèáîê ïðîãíîçó
Òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíi ïðîöåñè i ïðîöåñè ç îäèíè÷íèì êîðå-
íåì äàþòü ðiçíi ðåçóëüòàòè ïîõèáîê ïðîãíîçó. Äëÿ òðåíäîâî -
ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó (7.3.1) ïîõèáêà ïðîãíîçó íà h ïåðiîäiâ
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âïåðåä ìà¹ âèãëÿä
yt+h−ŷt+h|t = (α + δ (t + h) + εt+h + ψ1εt+h−1 + ψ2εt+h−2 + ...+

+ ψh−1εt+1 + ψhεt + ψh+1εt−1 + ...)−
− (α + δ (t + h) + ψhεt + ψh+1εt−1 + ψh+2εt−2 + ...) =

=εt+h + ψ1εt+h−1 + ψ2εt+h−2 + ... + ψh−1εt+1 .

Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà ïðîãíîçó äîðiâíþ¹
MSE = E[(yt+h − ŷt+h|t)

2] =
(
1 + ψ2

1 + ψ2
2 + ... + ψ2

h−1

)
σ2 .

Çâiäñè âèäíî, ùî MSE çáiëüøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì øèðèíè
ïðîãíîçîâàíîãî iíòåðâàëó h. ßêùî h âåëèêå, òî ðiçíèöÿ ìiæ
ïðîãíîçàìè â äàëåêîìó ìàéáóòíüîìó ñòà¹ íåçíà÷íîþ i

lim
h→∞

MSE = lim
h→∞

E[(yt+h − ŷt+h|t)
2] =

(
1 + ψ2

1 + ψ2
2 + ...

)
σ2 .

Çàóâàæèìî, ùî ãðàíèöÿ MSE ¹ áåçóìîâíîþ äèñïåðñi¹þ ñòà-
öiîíàðíî¨ êîìïîíåíòè ψ(L) εt.

Íà ïðîòèâàãó äëÿ ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì (7.3.3) ïî-
õèáêà ïðîãíîçó íà h ïåðiîäiâ âïåðåä ìà¹ âèãëÿä

yt+h−ŷt+h|t =

=(∆yt+h + ∆yt+h−1 + ... + ∆yt+1 + yt)−
− (∆̂yt+h|t + ∆̂yt+h−1|t + ... + ∆̂yt+1|t + yt) =

=(εt+h + ψ1 εt+h−1 + ψ2 εt+h−2 + ... + ψh−1 εt+1)+

+ (εt+h−1 + ψ1 εt+h−2 + ψ2 εt+h−3 + ... + ψh−2 εt+1)+

+ ... + (εt+1) =

=εt+h + (1 + ψ1) εt+h−1 + (1 + ψ1 + ψ2) εt+h−2 + ...+

+ (1 + ψ1 + ψ2 + ... + ψh−1) εt+1

ç MSE

MSE =E[(yt+h − ŷt+h|t)
2] =

=
(
1 + (1 + ψ1)

2 + (1 + ψ1 + ψ2)
2 + ...+

+ (1 + ψ1 + ψ2 + ... + ψh−1)
2
)

σ2 .
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MSE çðîñòàòèìå ðàçîì ç äîâæèíîþ ïðîãíîçóþ÷îãî iíòåð-
âàëó h, àëå íà ïðîòèâàãó äî âèïàäêó òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíîãî
ïðîöåñó, MSE íå çáiãà¹òüñÿ äî ôiêñîâàíî¨ âåëè÷èíè, ÿêùî h
ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi. Ó öüîìó âèïàäêó âîíà àñèìïòîòè÷íî
íàáëèæà¹òüñÿ äî ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ âiä h ç âiäõèëåííÿì (1+ψ1+
ψ2 + ...)2 σ2.

Çîêðåìà, äëÿ ARIMA(0, 1, 1) ïðîöåñó ìàòèìåìî

MSE = E[(yt+h − ŷt+h|t)
2] =

(
1 + (h− 1)(1 + θ)2

)
σ2 .

Îòæå, ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äëÿ òðåíäîâî - ñòàöiî-
íàðíîãî ïðîöåñó, ÿêùî ïðîãíîçóþ÷èé iíòåðâàë çáiëüøó¹òüñÿ,
òî ãðàíèöÿ MSE äîñÿãà¹ ñêií÷åíî¨ ìåæi, à äëÿ ïðîöåñó ç îäè-
íè÷íèì êîðåíåì MSE çðîñòà¹ ëiíiéíî ðàçîì iç çðîñòàííÿì
øèðèíè ïðîãíîçóþ÷îãî iíòåðâàëó. Öi âèñíîâêè ïîêàçàíî íà
ðèñ.7.3.3, 7.3.4.

Ðèñ. 7.3.3.

Çàóâàæèìî, ùî MSE çðîñòà¹ ëiíiéíî ñòîñîâíî øèðèíè ïðîã-
íîçîâàíîãî iíòåðâàëó h, à ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ ïðîãíîçóþ-
÷î¨ ïîõèáêè çðîñòà¹ ÿê êâàäðàòíèé êîðiíü âiä h. Ç iíøîãî áîêó,
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Ðèñ. 7.3.4.

ÿêùî δ > 0 , òî ïðîãíîçîâàíå çíà÷åííÿ çðîñòà¹ ëiíiéíî ñòî-
ñîâíî h. îòîæ, 95% äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ yt+h ðîçøèðþ¹òüñÿ
ïîâiëüíiøå çà çíà÷åííÿ ðÿäó.

7.3.3 Ïîðiâíÿííÿ äèíàìi÷íèõ ìíîæíèêiâ
Ùå îäíi¹þ âiäìiííiñòþ ìiæ òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíèì ïðîöåñîì
i ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì êîðåíåì ¹ ðiçíà ïîâåäiíêà ñòîñîâíî
çáóðåííÿ â ïîõèáêàõ, òîáòî ðiçíà ñòiéêiñòü äî ïîõèáîê.

Íåõàé εt çðîñòà¹ íà îäèíèöþ, à âñi iíøi äàíi ¹ íåçìiííèìè.
Ðîçãëÿíåìî ÿê òîäi çìiíèòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü yt. Âåëè÷èíà

∂yt+h

∂εt

íàçèâà¹òüñÿ äèíàìi÷íèì ìíîæíèêîì.
Äëÿ òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó äèíàìi÷íèé ìíîæ-

íèê ìàòèìå âèãëÿä
∂yt+h

∂εt

= ψh
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i ïðè h → ∞ âïëèâ çáóðåííÿ â ïîõèáöi íà ñòîõàñòè÷íèé ðîç-
ïîäië ïîì'ÿêøó¹òüñÿ

lim
h→∞

∂yt+h

∂εt

= 0 .

Íà ïðîòèâàãó, äëÿ ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì äèíàìi÷-
íèé ìíîæíèê ìà¹ âèãëÿä

∂yt+h

∂εt

=
∂yt

∂εt

+ φh + φh−1 + ... + ψ1 = 1 + ψ1 + ψ2 + ... + ψh .

Çâiäñè âèäíî, ùî çáóðåííÿ â ïîõèáöi ìà¹ ïîñòiéíèé âïëèâ íà
ñòîõàñòè÷íèé ðîçïîäië

lim
h→∞

∂yt+h

∂εt

= 1 + ψ1 + ψ2 + ... = ψ(1) .

7.3.4 Ðiçíèöÿ ó äâîõ ñïåöèôiêàöiÿõ ñòîñîâíî
ïåðåòâîðåííÿ äëÿ äîñÿãíåííÿ
ñòàöîíàðíîñòi

Ùå îäíi¹þ âiäìiííiñòþ ìiæ òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíèì ïðîöå-
ñîì i ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì êîðåíåì, ùî çàñëóãîâó¹ íà äîñëi-
äæåííÿ, ¹ ïåðåòâîðåííÿ äàíèõ, ÿêi ¹ ïîòðiáíi, ùîá óòâîðèòè
ñòàöiîíàðíi ÷àñîâi ðÿäè.

ßêùî ïðîöåñ íàñïðàâäi òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíèé i îïèñó¹-
òüñÿ ðiâíiñòþ (7.3.1), òî äëÿ ïåðåòâîðåííÿ éîãî äî ñòàöiîíàð-
íîãî íåîáõiäíî âèäiëèòè δt.

Äîñëiäèìî, ùî âiäáóäåòüñÿ, ÿêùî âèäiëèòè òðåíä ó ìîäåëi
ç îäèíè÷íèì êîðåíåì. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ âèïàäêî-
âîãî áëóêàííÿ çi çìiùåííÿì

yt = δ + yt−1 + εt ,

ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

yt = y0 + δt + εt + εt−1 + ... + ε1 .
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Âèäiëèâøè òðåíä, ìàòèìåìî

yt − δt = y0 + εt + ... + ε1 = y0 + ut .

Ó öüîìó âèïàäêó äèñïåðñiÿ çàëèøêó ut äîðiâíþ¹ t σ2 i áà÷è-
ìî, ùî âîíà çðîñòà¹ ç ïî÷àòêó ñïîñòåðåæåíü. Çâiäñè âèäíî
òàêå: ÿêùî äàíi îïèñóþòüñÿ ïðîöåñîì ç îäèíè÷íèì êîðåíåì,
òî, âèäiëÿþ÷è δt ç yt, îòðèìà¹ìî çìiíó ÷àñîâî¨ çàëåæíîñòi ó
ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi, à íå ó äèñïåðñi¨.

Îòîæ, âèäiëåííÿ ÷àñîâîãî òðåíäà ç ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì
êîðåíåì íå ¹ äîñòàòíiì äëÿ îòðèìàííÿ ñòàöiîíàðíîãî ÷àñîâî-
ãî ðÿäó. Ïðàâèëüíîþ ïîâåäiíêîþ äëÿ ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì
êîðåíåì ¹ îá÷èñëåííÿ ðiçíèöü ðÿäó. Òîìó ïðîöåñ (7.3.3) ÷àñòî
íàçèâàþòü ïðîöåñîì ñòàöiîíàðíèõ ðiçíèöü.

ßêùî æ îá÷èñëèòè ðiçíèöi òðåíäîâî - ñòàöiîíàðíîãî ïðî-
öåñó (7.3.1), òî â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðÿä

∆yt = δ + (1− L) ψ(L) εt .

Öåé ðÿä ¹ ñòàöiîíàðíèì, àëå ìiñòèòü îäèíè÷íèé êîðiíü ó ÷àñ-
òèíi ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî, òîáòî ïðîöåñ íå ¹ çâîðîòíèì.

Çîêðåìà, äëÿ ïðîöåñó

yt = α + δt + εt

ìàòèìåìî
∆yt = δ + εt − εt−1 ,

ÿêèé ¹ ñòàöiîíàðíèì, àëå íå ¹ çâîðîòíèì. Êðiì òîãî, ÿêùî
Var[yt] = σ2, òî Var[∆yt] = 2σ2, òîáòî âçÿòòÿ ðiçíèöü ñòàöiî-
íàðíîãî ïðîöåñó çáiëüøó¹ äèñïåðñiþ.
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7.4 Iíøi ïiäõîäè äî ìîäåëþâàííÿ
íåñòàöiîíàðíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ

Ðîçãëÿíåìî ùå äâi àëüòåðíàòèâíi ñïåöèôiêàöi¨ ìîäåëþâàííÿ
íåñòàöiîíàðíîñòi: äðîáîâî - iíòåãðîâíi ïðîöåñè i ïðîöåñè ç âè-
ïàäêîâèìè äèñêðåòíèìè çìiíàìè â ÷àñîâèõ òðåíäàõ.

7.4.1 Äðîáîâå iíòåãðóâàííÿ
Iíòåãðîâíèé ïðîöåñ I(d) ïîðÿäêó d ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

(1− L)dyt = ψ(L) εt ,

äå
∞∑

j=0

|ψj| < ∞. Ðàíiøå ìè ïðèïóñêàëè, ùî d � öiëå ÷èñëî.

Ãðåíäæåð, Äæîåêñ i Ãîñêiíã (Granger, Joyeux, Hosking) ïîêà-
çàëè, ùî ìîæíà òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè äðîáîâi d.

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ
(1− L)dyt = εt , (7.4.1)

äå d � äðîáîâå ÷èñëî. Çàñòîñîâóþ÷è îáåðíåíèé îïåðàòîð, ìà-
òèìåìî çîáðàæåííÿ

yt = (1− L)−d εt . (7.4.2)
Äëÿ îïèñó äi¨ îïåðàòîðà (1−L)−d âèêîðèñòà¹ìî ðîçâèíåííÿ â
ñòåïåíåâèé ðÿä â îêîëi òî÷êè z = 0 ôóíêöi¨ f(z) = (1− z)−d

(1− z)−d = 1 + d z +
(d + 1)d

2!
z2 +

(d + 2)(d + 1)d

3!
z3 + ... .

Òîäi ìàòèìåìî çîáðàæåííÿ

(1− L)−d = 1 + dL +
(d + 1)d

2!
L2 +

(d + 2)(d + 1)d

3!
L3 + ... =

=
∞∑

j=0

hjL
j ,
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äå h0 = 0 i

hj =
(d + j − 1)(d + j − 2)...(d + 1)d

j!
. (7.4.3)

Ïîêàæåìî òàêå: ÿêùî d < 1, òî äëÿ âåëèêèõ j

hj ≈ (j + 1)d−1 .

Äëÿ öüîãî çàïèøåìî (7.4.3) ó âèãëÿäi

hj =

(
d + j − 1

j

)(
d + j − 2

j − 1

)(
d + j − 3

j − 2

)
· · ·

(
d + 1

2

)(
d

1

)
=

=

(
j + d− 1

j

)(
j − 1 + d− 1

j − 1

)(
j − 2 + d− 1

j − 2

)
×

× · · · ×
(

2 + d− 1

j − (j − 2)

)(
1 + d− 1

j − (j − 1)

)
= (7.4.4)

=

(
1 +

d− 1

j

)(
1 +

d− 1

j − 1

)(
1 +

d− 1

j − 2

)
×

× · · · ×
(

1 +
d− 1

j − (j − 2)

)(
1 +

d− 1

j − (j − 1)

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ g(x) = (1 + x)d−1 â ðÿä
Òåéëîðà

(1 + x)d−1 = 1 + (d− 1)x +
1

2
(d− 1)(d− 2) (1 + δ)d−3 x2

äëÿ äåÿêîãî δ ∈ (0, x), äëÿ d < 1 ìàòèìåìî

(1 + x)d−1 ≥ 1 + (d− 1)x .

Ïðèéíÿâøè x =
1

j
, îòðèìà¹ìî

1 +
d− 1

j
≤

(
1 +

1

j

)d−1
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äëÿ âñiõ j > 0 i d < 1. Ïiäñòàâëÿþ÷è òåïåð îñòàííié âèðàç ó
(7.7.4), îäåðæèìî

hj ≈
(

1 +
1

j

)d−1 (
1 +

1

j − 1

)d−1 (
1 +

1

j − 2

)d−1

×

× · · · ×
(

1 +
1

j − (j − 2)

)d−1 (
1 +

1

j − (j − 1)

)d−1

=

=

(
j + 1

j

)d−1 (
j

j − 1

)d−1 (
j − 1

j − 2

)d−1

· · ·
(

3

2

)d−1 (
2

1

)d−1

=

=(j + 1)d−1 ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
Îòæå, ìîäåëü

yt = (1− L)−d εt = h0εt + h1εt−1 + h2εt−2 + ... (7.4.5)

ìà¹ MA(∞) çîáðàæåííÿ, äèíàìi÷íèé ìíîæíèê ÿêîãî äëÿ âå-
ëèêèõ j ïîâîäèòüñÿ ÿê (j + 1)d−1. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ íàãàäà¹ìî,
ùî äèíàìi÷íèé ìíîæíèê AR(1) ïðîöåñó yt = (1−φL)εt äîðiâ-
íþ¹ φj. Îòæå, áà÷èìî, ùî äèíàìi÷íèé ìíîæíèê ñòàöiîíàðíîãî
ARMA ïðîöåñó ñïàäà¹ ãåîìåòðè÷íî, à äëÿ ïðîöåñó (7.4.1) âií
ìà¹ ïîâiëüíèé ñïàä. ×åðåç öåé ïîâiëüíèé ïîðÿäîê çàòóõàííÿ
Ãðåíãåð i Äæîåêñ çàïðîïîíóâàëè äðîáîâî-iíòåãðîâíèé ïðîöåñ,
ÿê ïiäõiä äî ìîäåëþâàííÿ äîâãèõ çàïiçíåíü ó ÷àñîâèõ ðÿäàõ.

Íà êiíåöü çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü êîåôiöi¹íòiâ ïðî-
öåñó ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî {hj}∞j=0, ÿêà çàäàíà â (7.4.3), çáiãà-
¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
d < 1/2, òîáòî

∞∑
j=0

h2
j < ∞ äëÿ d <

1

2
.
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Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
N−1∑
j=0

(j + 1)2(d−1) =
N∑

j=1

j2(d−1) < 1 +

N∫

1

x2(d−1) dx =

= 1 +
1

2d− 1
x2d−1

∣∣∣∣
N

x=1

= 1 +
1

2d− 1
(N2d−1 − 1)

ïðè N →∞ çáiãà¹òüñÿ äî 1− (1/(2d− 1)), ÿêùî d < 1/2.
Îòæå, (7.4.5) âèçíà÷à¹ êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ,

ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà d < 1/2. ßêùî d > 1/2, òî òðåáà
îá÷èñëèòè ïåðøi ðiçíèöi ðÿäó ïåðåä òèì ÿê âèêîðèñòîâóâà-
òè çîáðàæåííÿ (7.4.2). Íàïðèêëàä, ÿêùî d = 0, 7, òî ïðîöåñ
(7.4.1) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(1− L)−0,3(1− L) yt = εt .

Òîäi ∆yt ¹ äðîáîâî - iíòåãðîâíèì ïðîöåñîì ç ïàðàìåòðîì d =
−0, 3 < 1/2.

7.4.2 Âèïàäêîâi ðîçðèâè â òðåíäàõ
Ñïåöèôiêàöiÿ ç îäèíè÷íèì êîðåíåì (7.1.3) ïåðåäáà÷à¹, ùî ïî-
äi¨ âiäáóâàþòüñÿ ïðîòÿãîì ÷àñó, ùî ïîñòiéíî âïëèâà¹ íà ïî-
âåäiíêó yt. Ïåððîí, Ðàïïîïîðò i Ðàéõëií (Perron, Rappoport,
Reichlin)(1989) äîñëiäèëè, ùî åêîíîìi÷íi ïîäi¨, ÿêi ìàþòü äîâ-
ãèé ïîñòiéíèé âïëèâ, ¹ ðiäêiñíèìè.

Öþ iäåþ ìîæíà ïðîiëþñòðóâàòè çà äîïîìîãîþ ìîäåëi, â
ÿêié yt ¹ ñòàöiîíàðíèì ñòîñîâíî òðåíäà ç îäíèì ðîçðèâîì

yt =

{
α1 + δt + εt äëÿ t < T0 ,
α2 + δt + εt äëÿ t ≥ T0 .

(7.4.6)

Ïðîöåñ (7.4.6) ìîæíà çîáðàçèòè òàêîæ çà äîïîìîãîþ çîáðàæå-
ííÿ

∆yt = ξt + δ + εt − εt−1 , (7.4.7)
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äå âåëè÷èíà ξt = (α1−α2) ïðè t = T0 i äîðiâíþ¹ íóëþ â iíøèõ
âèïàäêàõ.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèïàäêîâà çìiííà ξt ìà¹ äåÿêèé éìîâiðíiñ-
íèé ðîçïîäië. Çîêðåìà, íåõàé

ξt =

{
α2 − α1 ç éìîâiðíiñòþ p ,
0 ç éìîâiðíiñòþ 1− p .

Òîäi ðiâíÿííÿ (7.4.7) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∆yt = µ + ηt , (7.4.8)

äå

µ = p (α2 − α1) + δ ,

ηt = ξt − p (α2 − α1) + εt − εt−1 .

Òóò ïîõèáêà ηt ¹ ñóìîþ ïðîöåñó áiëîãî øóìó ξt − p (α2 − α1)
ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì i íåçàëåæíîãî ç íèì
MA(1) ïðîöåñó εt−εt−1. Òîìó äëÿ ηt iñíó¹ MA(1) çîáðàæåííÿ.

Îòæå, (7.4.8) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ARIMA(0, 1, 1) ïðîöåñ

∆yt = µ + νt + θ νt−1 (7.4.9)

ç íåãàóññiâñüêèì ðîçïîäiëîì çàëèøêiâ νt.
Îïòèìàëüíèì ëiíiéíèì ïðîãíîçîì ó öüîìó âèïàäêó áóäå

Ê[yt+h|yt, yt−1, ...] = µh + yt + θ νt .

Áà÷èìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó ïîõèáêà ìà¹ âïëèâ íà âñi ïðîã-
íîçè i ¨¨ âïëèâ íå çíèêà¹ ïðè h →∞.
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Ïðîöåñè ç äåòåðìiíîâàíèì
÷àñîâèì òðåíäîì

Êîåôiöi¹íòè ðåãðåñiéíèõ ìîäåëåé ç îäèíè÷íèì êîðåíåì òà ìî-
äåëåé ç äåòåðìiíîâàíèì ÷àñîâèì òðåíäîì çàçâè÷àé îöiíþþòü
çâè÷àéíèì ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Àñèìïòîòè÷íi ðîç-
ïîäiëè îöiíîê ïàðàìåòðiâ íå ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi òàê ñà-
ìî, ÿê äëÿ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi, ÿêà ìiñòèòü çâè÷àéíi çìiííi. Ó
öüîìó âèïàäêó îöiíêè ðiçíèõ ïàðàìåòðiâ áóäóòü ìàòè ðiçíó
àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó.

8.1 Àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië
ÌÍÊ îöiíêè ïðîñòî¨ ìîäåëi
÷àñîâîãî òðåíäà

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòó ìîäåëü ÷àñîâîãî òðåíäà

yt = α + δ t + εt , (8.1.1)

äå εt � ïðîöåñ áiëîãî øóìó. ßêùî εt ∼ N [0, σ2], òî ìîäåëü
(8.1.1) çàäîâîëüíÿ¹ êëàñè÷íi ïðèïóùåííÿ i ñòàíäàðòíi ÌÍÊ-

253
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ñòàòèñòèêè t i F äëÿ ìàëèõ âèáiðîê áóäóòü ìàòè òî÷íi ðîçïî-
äiëè Ñòüþäåíòà i Ôiøåðà âiäïîâiäíî. ßêùî æ εt íå ¹ íîðìàëü-
íî ðîçïîäiëåíîþ, òî âèêîðèñòîâóþòü àñèìïòîòè÷íi ðîçïîäiëè
ÌÍÊ-îöiíîê.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ çâè÷àéíî¨ ðåãðåñi¨

y = Xβ + ε , (8.1.2)

ÌÍÊ-îöiíêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

β̂ = (X ′X)−1X ′y . (8.1.3)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (8.1.2) â (8.1.3), ìàòèìåìî

β̂ = β + (X ′X)−1X ′ε . (8.1.4)

Òîäi âiäõèëåííÿ ÌÍÊ-îöiíêè β̂ âiä iñòèííîãî çíà÷åííÿ β ìà¹
âèãëÿä

β̂ − β = (X ′X)−1X ′ε (8.1.5)
àáî

β̂ − β =

(
X ′X

n

)−1 (
1

n
X ′ε

)
,

äå n � îáñÿã âèáiðêè, íà îñíîâi ÿêî¨ îá÷èñëåíî β̂.
Äëÿ îòðèìàííÿ ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó îöiíîê ïàðàìåòðiâ

ìîäåëi (8.1.2) òðåáà âèìàãàòè, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà

lim
n→∞

X ′X
n

= Q . (8.1.6)

Òóò Q � äîäàòíî âèçíà÷åíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ. Çàñòîñóâàâ-
øè öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ âåêòîðà

w̄ =
1

n
X ′ε ,

ìàòèìåìî √
n w̄

d→ N[0, σ2Q] .
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Çâiäñè îòðèìó¹ìî àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíèé ðîçïîäië îöiíêè
β̂, à ñàìå

√
n(β̂ − β)

d→ N[0, σ2Q−1] . (8.1.7)

Îòæå, ùîá çíàéòè àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië ÌÍÊ-îöiíîê êîå-
ôiöi¹íòiâ ìîäåëi çi çâè÷àéíèìè çìiííèìè, òðåáà (8.1.5) ïîìíî-
æèòè íà

√
T .

Çàñòîñó¹ìî öþ ìåòîäèêó äëÿ âèçíà÷åííÿ àñèìïòîòè÷íèõ
ðîçïîäiëiâ ÌÍÊ-îöiíîê ïàðàìåòðiâ ïðîñòî¨ ìîäåëi ÷àñîâîãî
òðåíäà.

Çàïèøåìî (8.1.1) ó ôîðìi ñòàíäàðòíî¨ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi

yt = xt β + εt , (8.1.8)

äå

xt = (1 t) , β =

(
α
δ

)
.

Òîäi

X ′X =
T∑

t=1

x′txt =

(
T

∑
t∑

t
∑

t2

)
, X ′ε =

T∑
t=1

x′t εt

i (8.1.5) ìàòèìå âèãëÿä

(β̂T − β) =

(
α̂T − α

δ̂T − δ

)
=

(
T

∑
t∑

t
∑

t2

)−1 ( ∑
εt∑
t εt

)
,

(8.1.9)
äå

∑
ïîçíà÷à¹ ñóìó çà t âiä 1 äî T .

Äëÿ ìîäåëi ç ÷àñîâèì òðåíäîì óìîâà (8.1.6) íå âèêîíó¹-
òüñÿ, òîìó ìíîæåííÿ âiäõèëåííÿ (β̂T − β) íà

√
T íå äà¹ ðå-

çóëüòàòó, ïîäiáíîãî äî (8.1.7).
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Äîâåäåìî öå. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

T∑
t=1

t =
T (T + 1)

2
,

T∑
t=1

t2 =
T (T + 1)(2T + 1)

6
.

(8.1.10)

Îòîæ, âåäó÷èì äîäàíêîì ó
T∑

t=1

t ¹ T 2/2 i

1

T 2

T∑
t=1

t =
1

T 2

(
T 2

2
+

T

2

)
=

1

2
+

1

2T
→ 1

2
. (8.1.11)

Òàê ñàìî, âåäó÷èì ÷ëåíîì â
T∑

t=1

t2 ¹ T 3/3 i

1

T 3

T∑
t=1

t2 =
1

T 3

(
2T 3

6
+

3T 2

6
+

T

6

)
=

=
1

3
+

1

2T
+

1

6T 2
→ 1

3
.

(8.1.12)

Ïîêàæåìî, ùî çàãàëîì âèïàäêó âåäó÷èì äîäàíêîì ó
T∑

t=1

tk

¹ T k+1/k + 1 i
1

T k+1

T∑
t=1

tk → 1

k + 1
. (8.1.13)

Äëÿ öüîãî çàïèøåìî (8.1.13) ó âèãëÿäi

1

T k+1

T∑
t=1

tk =
1

T

T∑
t=1

(
t

T

)k

. (8.1.14)
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Ïðàâó ÷àñòèíó (8.1.14) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àïðîêñèìàöiþ
êðèâî¨

f(r) = rk

â îáëàñòi 0 < r < 1. Äîáóòîê 1

T

(
t

T

)k

çîáðàæà¹ ïëîùó ïðÿìî-

êóòíèêà øèðèíîþ 1/T i âèñîòîþ rk ïðè r = t/T . Îòîæ, (8.1.14)
ñóìà ïëîù ïðÿìîêóòíèêiâ âiäïîâiäíî ïðè r = 1/T, 2/T, ..., 1.
Ïðè T → ∞ öÿ ñóìà çáiãà¹òüñÿ äî ïëîùi ïiä êðèâîþ f(r),
òîáòî

1

T

T∑
t=1

(
t

T

)k

→
1∫

0

rk dr =
rk+1

k + 1

∣∣∣∣
1

r=0

=
1

k + 1
.

Äëÿ çàäàíîãî xt ç (8.1.10) âèïëèâà¹

X ′X =
T∑

t=1

x′txt =

(
T

∑
t∑

t
∑

t2

)
=

=

(
T T (T + 1)/2

T (T + 1)/2 T (T + 1)(2T + 1)/6

)
.

(8.1.15)

Íà âiäìiíó âiä ðåçóëüòàòó äëÿ çâè÷àéíèõ ðåãðåñîðiâ, ìà-
òðèöÿ (1/T )X ′X ′ ó (8.1.15) ïðè T → ∞ ðîçáiãà¹òüñÿ. Äëÿ
îòðèìàííÿ çáiæíî¨ ìàòðèöi, (8.1.15) òðåáà ïîäiëèòè íà T 3, à
íå íà T

1

T 3
X ′X →

(
0 0
0 1/3

)
.

Ïðîòå â öüîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ, ÿêó ìè îòðèìàëè, â ãðà-
íèöi íå ¹ íåâèðîäæåíîþ. Îòæå, äëÿ ìîäåëi ç ÷àñîâèì òðåíäîì
ïîòðiáíèé iíøèé ïiäõiä äëÿ ðîçðàõóíêó àñèìïòîòè÷íîãî ðîç-
ïîäiëó β̂T .
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Ãpóíòóâàòèìåìîñü íà òîìó, ùî ÌÍÊ-îöiíêè α̂T i δ̂T ìàþòü
ðiçíó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó. Äëÿ äîñÿãíåííÿ íåâèðîäæåíî-
ñòi ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi, α̂T ìíîæèìî íà

√
T , òîäi ÿê δ̂T òðåáà

ïîìíîæèòè íà T 3/2. Ìîæåìî âèêîíàòè öå ðåãóëþâàííÿ, ÿê ïî-
ïåðåäí¹ ïåðåìíîæåííÿ (8.1.6) àáî (8.1.8) íà ìàòðèöþ

MT =

( √
T 0
0 T 3/2

)
. (8.1.16)

Ëåìà 8.1.1. Äëÿ ìîäåëi (8.1.1)

M−1
T (X ′ε) d→ N

[
0, σ2Q

]
,

äå
Q =

(
1 1/2

1/2 1/3

)
.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîìíîæèâøè (8.1.8) íà (8.1.16), ìàòèìåìî
( √

T (α̂T − α)

T 3/2(δ̂T − δ)

)
= MT

[
T∑

t=1

x′txt

]−1 [
T∑

t=1

x′tεt

]
= (8.1.17)

= MT

[
T∑

t=1

x′txt

]−1

MT M−1
T

[
T∑

t=1

xtεt

]
=

=

(
M−1

T

[
T∑

t=1

x′txt

]
M−1

T

)−1

M−1
T

[
T∑

t=1

x′tεt

]
.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé ìíîæíèê ó (8.1.17). Ïiäñòàâèâøè
(8.1.16) i (8.1.15), îäåðæèìî

(
M−1

T

[
T∑

t=1

x′txt

]
M−1

T

)
=

=

(
T−1/2 0

0 T−3/2

)(
T

∑
t∑

t
∑

t2

)(
T−1/2 0

0 T−3/2

)
=

=

(
1 (1/T 2)

∑
t

(1/T 2)
∑

t (1/T 3)
∑

t2

)
.
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Îòîæ, ç (8.1.11) i (8.1.12) âèïëèâà¹, ùî
(

M−1
T

[
T∑

t=1

x′txt

]
M−1

T

)
→ Q , (8.1.18)

äå
Q =

(
1 1/2

1/2 1/3

)
. (8.1.19)

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé ìíîæíèê ó (8.1.17)

M−1
T

[
T∑

t=1

x′tεt

]
=

(
T−1/2 0

0 T−3/2

)



T∑
t=1

εt

T∑
t=1

t εt


 . (8.1.20)

Ïåðøèé åëåìåíò âåêòîðà â (8.1.20) çàäîâîëüíÿ¹ öåíòðàëü-
íó ãðàíè÷íó òåîðåìó

1√
T

T∑
t=1

εt
d→ N[0, σ2] .

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé åëåìåíò âåêòîðà â (8.1.20), ÿêèé ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

1√
T

T∑
t=1

t

T
εt .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî ãàðíè÷íîãî ðîçïîäiëó çàñòîñó¹ìî òåî-
ðåìó.

Òåîðåìà. Íåõàé {Xt} � ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí, XT = 1/T

T∑
t=1

Xt i âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) E[X2
t ] = σ2

t > 0 ,
1

T

T∑
t=1

σ2
t → σ2 > 0 ;

2) E[|Xt|2] < ∞ äëÿ äåÿêîãî r > 2 i äëÿ âñiõ t ;
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3) plim 1

T

T∑
t=1

X2
t = σ2 .

Òîäi √
TXT

d→ N
[
0, σ2

]
.

Ïîçíà÷èìî ut =
t

T
εt. Îá÷èñëèìî äèñïåðñiþ ut

σ2
t = Var[ut] = E

[
u2

t

]
= σ2 t2

T 2
.

Òîäi
1

T

T∑
t=1

σ2
t = σ2 1

T 3

T∑
t=1

t2 → σ2

3
. (8.1.21)

Êðiì òîãî,

plim
(

1

T

T∑
t=1

u2
t

)
=

σ2

3
.

Äîâåäåìî öå. Ç (8.1.21) âèïëèâà¹, ùî

lim
T→∞

E

[
1

T

T∑
t=1

u2
t

]
=

σ2

3
. (8.1.22)

Çíàéäåìî lim
T→∞

Var
[

1

T

T∑
t=1

u2
t

]
. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî

E




(
1

T

T∑
t=1

u2
t −

1

T

T∑
t=1

σ2
t

)2

 =

= E




(
1

T

T∑
t=1

u2
t −

1

T

T∑
t=1

(
t

T

)2

σ2

)2

 =
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= E




(
1

T

T∑
t=1

(
t

T

)2 (
ε2

t − σ2
)
)2


 = (8.1.23)

=

(
1

T

)2 T∑
t=1

(
t

T

)4

E
[(

ε2
t − σ2

)2
]

.

Àëå ç (8.1.13) ìàòèìåìî, ùî (8.1.23) çáiãà¹òüñÿ äî
(

1

T

)2 T∑
t=1

(
t

T

)4

E
[(

ε2
t − σ2

)2
]
→ 1

5T
E

[(
ε2

t − σ2
)2

]
,

(8.1.24)
òîáòî (8.1.23) áåçïîñåðåäíüî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Òîáòî,

Var
[

1

T

T∑
t=1

(
t

T
εt

)2
]
→ 0 .

Ç (8.1.22) i (8.1.24) ìàòèìåìî çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ

1

T

T∑
t=1

(
t

T
εt

)2
p→ σ2

3
.

Òîìó âåëè÷èíà 1√
T

T∑
t=1

(
t

T
εt

)
çàäîâîëüíÿ¹ öåíòðàëüíó

ãðàíè÷íó òåîðåìó

1√
T

T∑
t=1

(
t

T
εt

)
d→ N

[
0,

σ2

3

]
.

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî îá'¹äíàííÿ öèõ äâîõ åëåìåíòiâ ó âåê-
òîð, îïèñàíèé ó (8.1.20). Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ åëåìåí-
òiâ öüîãî âåêòîðà ìà¹ âèãëÿä

1√
T

T∑
t=1

(
λ1 + λ2

t

T

)
εt .
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Äèñïåðñiÿ îêðåìîãî äîäàíêà (λ1 + λ2(t/T )) εt äîðiâíþ¹
σ2 (λ2

1 + 2λ1λ2(t/T ) + λ2
2(t/T )2) i

E

[
1

T

T∑
t=1

(
λ2

1 + 2λ1λ2(t/T ) + λ2
2(t/T )2

)
ε2

t

]
=

=
1

T

T∑
t=1

σ2

(
λ2

1 + 2λ1λ2
t

T
+ λ2

2

(
t

T

)2
)
→

→ σ2

(
λ2

1 + 2λ1λ2
1

2
+ λ2

2

1

3

)
= σ2 λ′Qλ ,

äå λ = (λ1, λ2)
′ i Q � ìàòðèöÿ ç (8.1.19). Êðiì òîãî, ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî

1

T

T∑
t=1

(
λ1 + λ2

t

T

)2

ε2
t

p→ σ2 λ′Qλ , (8.1.25)

Îòîæ, äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ åëåìåíòiâ âåêòîðà (8.1.20)
ìà¹ àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Îòæå,




1√
T

T∑
t=1

εt

1√
T

T∑
t=1

t

T
εt




d→ N
[
0, σ2 Q

]
, (8.1.26)

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ¤
Òåîðåìà 8.1.1. Íåõàé yt ãåíåðó¹òüñÿ ïðîñòîþ ìîäåëëþ

äåòåðìiíîâàíîãî ÷àñîâîãî òðåíäà (8.1.1), äå εt � ïîñëiäîâíiñòü
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêà ìà¹ òàêi õàðàêòåðèñòèêè: E[εt] = 0,
E[ε2

t ] = σ2, E[ε4
t ] < ∞. Òîäi

( √
T (α̂T − α)

T 3/2(δ̂T − δ)

)
d→ N

[
0, σ2Q−1

]
.
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ç (8.1.18) i (8.1.26) âèïëèâà¹, ùî àñèì-
ïòîòè÷íèé ðîçïîäië (8.1.17) ìîæíà ðîçðàõóâàòè òàê:

( √
T (α̂T − α)

T 3/2(δ̂T − δ)

)
d→ N

[
0, Q−1σ2 QQ−1

]
=

= N[0, σ2 Q−1] .

(8.1.27)

Îòæå,
( √

T (α̂T − α)

T 3/2(δ̂T − δ)

)
d→ N

[(
0
0

)
, σ2

(
1 1/2

1/2 1/3

)−1
]

.

(8.1.28)
Òåîðåìó äîâåäåíî. ¤

Îïèøåìî ðiçíi ìíîæíèêè çáiæíîñòi â òåðìiíàõ éìîâiðíîñ-
òi.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ çìiííèõ {XT}∞T=1

¹ Op

(
T−1/2

)
, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ M > 0 òàêå, ùî

íåðiâíiñòü
P

{
|XT | > M√

T

}
< ε (8.1.29)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ T .
Iíøèìè ñëîâàìè, âèïàäêîâà çìiííà

√
T XT ìàéæå çàâæäè

ïîòðàïëÿ¹ â iíòåðâàë (−M, M) äëÿ áóäü-ÿêèõ T . Áiëüøiñòü
îöiíþâàíèõ ôóíêöié, íà ÿêi íàòðàïëÿþòü ïðè äîñëiäæåííi ñòà-
öiîíàðíèõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ¹ Op

(
T−1/2

)
. Íàïðèêëàä, íåõàé x̄t

ñåðåäí¹ âèáiðêè îáñÿãîì T

x̄T =
1

T

T∑
t=1

yt ,

äå yt ìà¹ íóëüîâå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ σ2. Òî-
äi äèñïåðñi¹þ x̄T ¹ σ2/T . Òîìó çãiäíî ç íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà
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ìàòèìåìî

P

{
|XT | > M√

T

}
<

σ2/T

M2/T
=

( σ

M

)2

äëÿ áóäü-ÿêîãî M . Âèáèðàþ÷è M , òàê ùî (σ/M)2 < ε, ìè
çàáåçïå÷èìî âèêîíàííÿ óìîâè (8.1.29).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
{XT}∞T=1 ¹ Op

(
T−k

)
, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ M > 0

òàêå, ùî
P

{
|XT | > M

T k

}
< ε . (8.1.30)

Îòîæ, íàïðèêëàä, îöiíêà δ̂T â (8.1.26) ¹ Op

(
T−3/2

)
. .

8.2 Òåñòóâàííÿ ãiïîòåç äëÿ ïðîñòî¨
ìîäåëi ÷àñîâîãî òðåíäà

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ïðîñòî¨ ìîäåëi ÷àñîâîãî òðåíäà (8.1.1) íå-
çâàæàþ÷è íà òå, ùî îöiíêè α̂T i δ̂T ìàþòü ðiçíi àñèìïòîòè÷íi
ïîâåäiíêè, îñêiëüêè ñòàíäàðòíi ïîõèáêè ïàðàìåòðiâ α̂T i δ̂T òà-
êîæ ìàþòü ðiçíi àñèìïòîòè÷íi ïîâåäiíêè, òî ÌÍÊ t-ñòàòèñòèêà
(δ̂T − δ0)/σ̂δ̂T

ìàòèìå àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië N[0, 1], ó âèïàä-
êó êîëè ïîõèáêà ìîäåëi ¹ íîðìàëüíîþ.

Ðîçãëÿíåìî òåñòóâàííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè H0 : α = α0. Ó
âèïàäêó ìîäåëi ÷àñîâîãî òðåíäà t ñòàòèñòèêó ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

tT =
α̂T − α0[

s2
T (1 0) (X ′X)−1

(
1
0

)]1/2
, (8.2.1)

äå X ′X =
T∑

t=1

xtx
′
t � ìàòðèöÿ, îïèñàíà ðiâíÿííÿì (8.1.15), à s2

T
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ïîçíà÷à¹ ÌÍÊ-îöiíêó íåâiäîìî¨ äèñïåðñi¨ σ2

s2
T =

1

T − 2

T∑
t=1

(yt − α̂T − δ̂T t)2 .

Ëåìà 8.2.1. Äëÿ ìîäåëi (8.1.1)

tT
d→ N[0, 1] .

Ä î â å ä å í í ÿ.
Ïîìíîæèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåíèê (8.2.1) íà

√
T , ìàòèìåìî

tT =

√
T (α̂T − α0)[

s2
T (
√

T 0) (X ′X)−1

( √
T
0

)]1/2
. (8.2.2)

Çàóâàæèìî, ùî ç (8.1.16) âèïëèâà¹

(
√

T 0) = (1 0) MT . (8.2.3)

Òîäi, ïiäñòàâèâøè (8.2.3) ó (8.2.2), ìàòèìåìî

tT =

√
T (α̂T − α0)[

s2
T (1 0) MT (X ′X)−1 MT

(
1
0

)]1/2
. (8.2.4)

Âèêîðèñòàâøè (8.1.18), îòðèìà¹ìî

MT (X ′X)−1 MT =
[
Y −1

T (X ′X)−1 M−1
T

]−1 → Q−1 , (8.2.5)

i êðiì òîãî, ìîæíà áåçïîñåðåäíüî äîâåñòè, ùî s2
T

p→ σ2.
Òîäi ç (8.2.4), ìàòèìåìî

tT
p→

√
T (α̂T − α0)[

σ2 (1 0) Q−1

(
1
0

)]1/2
=

√
T (α̂T − α0)

σ
√

q11
, (8.2.6)
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äå q11 åëåìåíò ìàòðèöi Q−1.
Ç òåîðåìè 8.1.1 âèïëèâà¹, ùî

√
T (α̂T − α0)

d→ N
[
0, σ2q11

]
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñòàòèñòèêà (8.2.7) äîðiâíþ¹ àñèìïòîòè÷-
íî íîðìàëüíié âèïàäêîâié âåëè÷èíi, ÿêà ïîäiëåíà íà êâàäðàò-
íèé êîðiíü ç äèñïåðñi¨. Òîìó (8.2.6) ìàòèìå àñèìïòîòè÷íèé
ðîçïîäië N[0, 1], ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.¤

Îòîæ, çâè÷àéíèé ÌÍÊ t òåñò äëÿ H0 : α = α0 áóäå ìà¹ òà-
êèé ñàìèé àñèìòîòè÷íèé ðåçóëüòàò, ÿê i ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ
ðåãðåñîðiâ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè H0 : δ = δ0. Ó öüîìó
âèïàäêó ÌÍÊ t-ñèòèñòèêà ìà¹ âèãëÿä

tT =
δ̂T − δ0[

s2
T (0 1) (X ′X)−1

(
0
1

)]1/2
.

Ïîìíîæèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà T 3/2

tT =
T 3/2(δ̂T − δ0)[

s2
T (0 T 3/2) (X ′X)−1

(
0

T 3/2

)]1/2
=

=
T 3/2(δ̂T − δ0)[

s2
T (0 1) MT (X ′X)−1 MT

(
0
1

)]1/2

p→

p→ T 3/2(δ̂T − δ0)

σ
√

q22
,

(8.2.7)

äå q22 åëåìåíò ìàòðèöi Q−1. Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè òåîðåìè
8.1.1, ìàòèìåìî

√
T

3/2
(δ − δ0)

d→ N
[
0, σ2q22

]
.
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Îòæå, ìàòèìåìî àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië N[0, 1]. Îòîæ, õî÷
α̂T i δ̂T çáiãàþòüñÿ ç ðiçíèìè êîåôiöi¹íòàìè, âiäïîâiäíi ñåðå-
äíüîêâàäðàòè÷íi ïîõèáêè α̂T i δ̂T òàêîæ âêëþ÷àþòü ðiçíi ñòå-
ïåíi T . Îòæå, çâè÷àéíi ÌÍÊ t-ñòàòèñòèêè ìàþòü àñèìïòîòè-
÷íèé ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

Ðîçãëÿíåìî ãiïîòåçó

H0 : r1α + r2δ = r ,

äå r1, r2 i r � çàäàíi ïàðàìåòðè. t-òåñò äëÿ H0 ìîæíà îòðèìàòè
ÿê êâàäðàòíèé êîðiíü ç F -ñòàòèñòèêè, à ñàìå

tT =
(r1α̂T + r2δ̂T − r)

[
s2

T (r1 r2) (X ′X)−1

(
r1

r2

)]1/2
.

Ó öüîìó âèïàäêó ïîìíîæèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà
√

T

tT =

√
T (r1α̂T + r2δ̂T − r)

[
s2

T

√
T (r1 r2) (X ′X)−1

(
r1

r2

)√
T

]1/2
=

=

√
T (r1α̂T + r2δ̂T − r)

[
s2

T

√
T (r1 r2) M−1

T MT (X ′X)−1MT M−1
T

(
r1

r2

)√
T

]1/2
=

=

√
T (r1α̂T + r2δ̂T − r)

[s2
T r′T (MT (X ′X)−1MT ) rT ]

1/2
, (8.2.8)

äå

rT ≡ M−1
T

(
r1

r2

)√
T =

(
r1

r2/T

)
→

(
r1

0

)
. (8.2.9)
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Ç (8.1.28) âèïëèâà¹, ùî δ̂T ¹ çìiñòîâíîþ, òîáòî
√

T (r1α̂T + r2δ̂T − r)
p→
√

T (r1α̂T + r2δ − r) . (8.2.10)
Ïîâòîðíå âèêîðèñòàííÿ (8.2.6) äàñòü

tT
p→

√
T (r1α̂T + r2δ − r)

[
σ2 (r1 0) Q−1

(
r1

0

)]1/2
=

√
T (r1α̂T + r2δ − r)

[r2
1 σ2q11]

1/2
.

(8.2.11)
Çàóâàæèìî, ùî çà íóëüîâî¨ ãiïîòåçè√

T (r1α̂T + r2δ − r) =
√

T (r1(α̂T − α) + r1α + r2δ − r) =

=
√

T r1(α̂T − α) .

Âiäïîâiäíî

tT
p→
√

T r1(α̂T − α)

(r2
1 σ2q11)

1/2
=

√
T (α̂T − α)

(σ2q11)1/2

àñèìïòîòè÷íî ìà¹ N[0, 1] - ðîçïîäië. Îòîæ, çâè÷àéíèé ÌÍÊ
t-òåñò äëÿ H0 ìà¹ òîé ñàìèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië.

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî îá'¹äíàíå äîñëiäæåííÿ îêðåìèõ ãiïî-
òåç ñòîñîâíî α̂T i δ̂T

H0 :

(
α
δ

)
=

(
α0

δ0

)
,

àáî ó âåêòîðíié ôîðìi
H0 : β = β0 .

Òåñòîâà ñòàòèñòèêà Âàëüäà ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:
χ2

T = (β̂T − β0)
′ [

s2
T (X ′X)−1

]−1
(β̂T − β0) =

= (β̂T − β0)
′ MT

[
MT s2

T (X ′X)−1MT

]−1
MT (β̂T − β0)

p→
p→ [MT (β̂T − β0)]

′ [σ2 Q−1
]−1

[MT (β̂T − β0)] ,

ïðè÷îìó
χ2

T
d→ χ2[2] .
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8.3 Àñèìïòîòè÷íi âèñíîâêè äëÿ
àâòîðåãðåñiéíîãî AR(p) ïðîöåñó
ç äåòåðìiíîâàíèì ÷àñîâèì
òðåíäîì

Óçàãàëüíèìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè íà âèïàäîê àâòîðåãðåñiéíî-
ãî ïðîöåñó AR(p) ç äåòåðìiíîâàíèì ÷àñîâèì òðåíäîì

yt = α + δ t + φ1 yt−1 + φ2 yt−2 + ... + φp yt−p + εt . (8.3.1)

Ïðèïóñòèìî, ùî εt ìà¹ íóëüîâå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ,
äèñïåðñiþ σ2, ñêií÷åíèé ÷åòâåðòèé ìîìåíò i ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿ-
ííÿ

1− φ1 z − φ2 z2 − ...− φp zp = 0

ëåæàòü ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãà. Ðîçãëÿíåìî âèáiðêó îáñÿãîì
T + p ñïîñòåðåæåíü {y−p+1, y−p+2, ..., y1, ..., yT} i íåõàé α̂T , δ̂T ,
φ̂1,T , ..., φ̂p,T � îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ (8.3.1), ÿêi çíàéäåíî çà äî-
ïîìîãîþ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ i  póíòóþòüñÿ íà äàíèõ
äëÿ t = 1, 2, ..., T .

8.3.1 Ïåðåòâîðåííÿ ðåãðåñi¨
Äîäàìî i âiäíiìåìî φj (α + δ(t− j)) (j = 1, 2, ..., p) ó ïðàâié
÷àñòèíi ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi (8.3.1). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî åêâi-
âàëåíòíèé çàïèñ

yt =α (1 + φ1 + φ2 + ... + φp) + δ (1 + φ1 + φ2 + ... + φp) t−
− δ (φ1 + 2φ2 + ... + pφp) + φ1 [yt−1 − α− δ(t− 1)])+

+ φ2 [yt−2 − α− δ(t− 2)]) + ...+

+ φp [yt−p − α− δ(t− p)]) + εt

(8.3.2)
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àáî

yt = α∗ + δ∗ t + φ∗1 y∗t−1 + φ∗2 y∗t−2 + ... + φ∗p y∗t−p + εt , (8.3.3)

äå

α∗ = α (1 + φ1 + φ2 + ... + φp)− δ (φ1 + 2φ2 + ... + pφp) ,

δ∗ = δ (1 + φ1 + φ2 + ... + φp) ,

φ∗j = φj äëÿ j = 1, 2, ..., p

i

y∗t−j = yt−j − α− δ(t− j) äëÿ j = 1, 2, ..., p . (8.3.4)

Iäåÿ ïåðåòâîðåííÿ ðåãðåñi¨ äî âèãëÿäó (8.3.3) íàëåæèòü Ñiì-
ñó, Ñòîêó i Óîòñîíó (Sims, Stock, Watson)(1990). Ìåòà ïîëÿãà¹
ó òîìó, ùî ðåãðåñîðè (8.3.1) ïåðåòâîðþþòüñÿ ó êîâàðiàöiéíî -
ñòàöiîíàðíi âèïàäêîâi çìiííi y∗t−j (j = 1, 2, ..., p) ç íóëüîâèì
ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì. Òàêå ïåðåòâîðåííÿ ðåãðåñîðiâ âiä-
îêðåìëþ¹ êîìïîíåíòè ÌÍÊ-îöiíêè âåêòîðà êîåôiöi¹íòiâ ç ði-
çíèìè ïîâåäiíêàìè çáiæíîñòi i çàáåçïå÷ó¹ çàãàëüíó ìåòîäèêó
äëÿ âèçíà÷åííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçïîäiëó. Çàãàëüíèé ðåçóëü-
òàò ïîëÿãà¹ â òàêîìó: ÿêùî ïåðåòâîðåíå ðiâíÿííÿ (8.3.3) îöi-
íèòè çà ÌÍÊ, òî êîåôiöi¹íòè ïðè êîâàðiàöiéíî - ñòàöiîíàðíèõ
âèïàäêîâèõ çìiííèõ φ̂∗j çáiãàþòüñÿ çà ðîçïîäiëîì ç ìíîæíèêîì√

T äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Êîåôiöi¹íòè α̂∗T i δ̂∗T , ðîçðàõî-
âàíi çà ÌÍÊ ó (8.3.3), ïîâîäÿòü ñåáå àñèìïòîòè÷íî òàê ñàìî
ÿê α̂T i δ̂T äëÿ ïðîñòî¨ ìîäåëi ÷àñîâîãî òðåíäà.

Ïî÷àòêîâó ðåãðåñiéíó ìîäåëü (8.3.1) ìîæíà çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi

yt = xt β + εt , (8.3.5)



8.3. Àñèìïòîòè÷íi âèñíîâêè äëÿ àâòîðåãðåñiéíîãî
AR(P ) ïðîöåñó ç äåòåðìiíîâàíèì ÷àñîâèì òðåíäîì 271

äå

xt = (yt−1 yt−2 . . . yt−p 1 t) , β =




φ1

φ2
...

φp

α
δ




. (8.3.6)

Çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ (8.3.3), ðåãðåñiþ
(8.3.5) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

yt = xt G
′(G′)−1 β + εt = x∗t β

∗ + εt . (8.3.7)

Òóò

G′ ≡




1 0 ... 0 0 0
0 1 ... 0 0 0
... ... ...

... ... ...
0 0 ... 1 0 0

−α + δ −α + 2δ ... −α + pδ 1 0
−δ −δ ... −δ 0 1




, (8.3.8)

(G′)−1 =




1 0 ... 0 0 0
0 1 ... 0 0 0
... ... ...

... ... ...
0 0 ... 1 0 0

α− δ α− 2δ ... α− pδ 1 0
δ δ ... δ 0 1




,



272 Ðîçäië 8. Ïðîöåñè ç äåòåðìiíîâàíèì ÷àñîâèì òðåíäîì

(x∗t )
′ = Gx′t =




y∗t−1

y∗t−2...
y∗t−p

1
t




, (8.3.9)

β∗ = (G′)−1 β =




φ∗1
φ∗2...
φ∗p
α∗

δ∗




. (8.3.10)

Ñèñòåìà (8.3.7) � ëèøå àëãåáðà¨÷íèé åêâiâàëåíò ïî÷àòêî-
âî¨ ðåãðåñiéíî¨ ìîäåëi (8.3.5). ÌÍÊ-îöiíêà âåêòîðà β∗T , ÿêà îá-
÷èñëåíà íà ïiäñòàâi ðåãðåñi¨ yt ñòîñîâíî x∗t , îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

β̂∗T =

[
T∑

t=1

(x∗t )
′x∗t

]−1 (
T∑

t=1

(x∗t )
′yt

)
=

=

[
G

(
T∑

t=1

x′txt

)
G′

]−1

G

(
T∑

t=1

x′tyt

)
=

= (G′)−1

(
T∑

t=1

x′txt

)−1

G−1G

(
T∑

t=1

x′tyt

)
= (8.3.11)

= (G′)−1

(
T∑

t=1

x′txt

)−1 (
T∑

t=1

x′tyt

)
= (G′)−1 β̂T ,

äå β̂T � ÌÍÊ-îöiíêà âåêòîðà êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ yt ñòîñîâíî
xt. Îòîæ, îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ ïåðåòâîðåíî¨ ðåãðåñi¨ ¹ ëiíiéíîþ
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êîìáiíàöi¹þ îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ ïî÷àòêîâî¨ ìîäåëi. Çíà÷åííÿ
yt äëÿ çàäàíîãî t ïîâ'ÿçàíå ç ïåðåòâîðåíîþ ðåãðåñi¹þ òàê:

x∗t β̂∗T = (Gx′t)
′(G)−1β̂T = xtβ̂T .

Îòîæ, âåëè÷èíà yt äëÿ ïåðåòâîðåíî¨ ðåãðåñi¨ êiëüêiñíî äîðiâ-
íþ¹ âåëè÷èíi ç ïî÷àòêîâî¨ ðåãðåñi¨.

Çâè÷àéíî, âðàõîâóþ÷è ëèøå äàíi yt, ìè ôàêòè÷íî íå çìî-
æåìî îöiíèòè ïåðåòâîðåíó ðåãðåñiþ çà ÌÍÊ, òîìó ùî äëÿ
ñòðóêòóðè x∗t òðåáà çíàòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ α̂ i δ̂. Ïðî-
òå êîðèñíî âèêîðèñòàòè âëàñòèâîñòi ãiïîòåòè÷íî¨ ÌÍÊ-îöiíêè
âåêòîðà ïàðàìåòðiâ ó (8.3.7), îñêiëüêè ïåðåòâîðåíà ðåãðåñiÿ
(8.3.7) ëåãøà äëÿ àíàëiçó, íiæ ïî÷àòêîâà ðåãðåñiÿ (8.3.5).

Êðiì òîãî, ÿêùî ìè çíàéøëè àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië β̂∗T ,
àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië β̂T ìîæå áóòè âèâåäåíèé çà äîïîìî-
ãîþ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ ó (8.3.11)

β̂T = G′ β̂∗T . (8.3.12)

8.3.2 Àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië ÌÍÊ îöiíîê
ïàðàìåòðiâ ïåðåòâîðåíî¨ ðåãðåñi¨

Òåîðåìà 8.2.1.

MT (β̂∗T − β∗)
d→ N[0, σ(Q∗)−1] , (8.3.13)

äå

MT =




√
T 0 0 ... 0 0 0

0
√

T 0 ... 0 0 0
... ... ... ...

... ... ...
0 0 0 ...

√
T 0 0

0 0 0 ... 0
√

T 0

0 0 0 ... 0 0 T 3/2




, (8.3.14)
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Q∗ =




γ∗0 γ∗1 γ∗2 ... γ∗p−1 0 0

γ∗1 γ∗0 γ∗1 ... γ∗p−2 0 0
... ... ... ...

... ... ...
γ∗p−1 γ∗p−2 γ∗p−3 ... γ∗0 0 0

0 0 0 ... 0 1 1/2

0 0 0 ... 0 1/2 1/3




(8.3.15)

i γ∗j = E[y∗t y
∗
t−j]. Iíøèìè ñëîâàìè, ÌÍÊ-îöiíêà β̂∗T ¹ àñèìï-

òîòè÷íî íîðìàëüíîþ, ïðè÷îìó îöiíêà êîåôiöi¹íòà ÷àñîâîãî
òðåíäà δ̂∗T çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæíèêîì T 3/2, à îöiíêè âñiõ iíøèõ
êîåôiöi¹íòiâ çáiãàþòüñÿ ç ìíîæíèêàìè

√
T .

Ä î â å ä å í í ÿ. Ç (8.1.6) ìà¹ìî

β̂∗T − β∗ =

[
T∑

t=1

(x∗t )
′x∗t

]−1 (
T∑

t=1

(x∗t )
′εt

)
.

Ïîìíîæèâøè ëiâó ÷àñòèíó íà MT , ìàòèìåìî

MT (β̂∗T − β∗) =

[
M−1

T

T∑
t=1

(x∗t )
′x∗t M−1

T

]−1 (
M−1

T

T∑
t=1

(x∗t )
′εt

)
.

(8.3.16)
Ç (8.3.9) îäåðæèìî

T∑
t=1

(x∗t )
′x∗t =

=




∑
(y∗t−1)

2 ...
∑

y∗t−1y
∗
t−p

∑
y∗t−1

∑
t y∗t−1∑

y∗t−2y
∗
t−1 ...

∑
y∗t−2y

∗
t−p

∑
y∗t−2

∑
t y∗t−2

... ... ... ... ...∑
y∗t−py

∗
t−1 ...

∑
(y∗t−p)

2
∑

y∗t−p

∑
t y∗t−p∑

y∗t−1 ...
∑

y∗t−p T
∑

t∑
t y∗t−1 ...

∑
t y∗t−p

∑
t

∑
t2



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i

M−1
T

T∑
t=1

(x∗t )
′x∗t M−1

T = T−1×

×




∑
(y∗t−1)

2 ...
∑

y∗t−1y
∗
t−p

∑
y∗t−1 T−1

∑
ty∗t−1∑

y∗t−2y
∗
t−1 ...

∑
y∗t−2y

∗
t−p

∑
y∗t−2 T−1

∑
t y∗t−2

... ... ... ... ...∑
y∗t−py

∗
t−1 ...

∑
(y∗t−p)

2
∑

y∗t−p T−1
∑

t y∗t−p∑
y∗t−1 ...

∑
y∗t−p T T−1

∑
t

T−1
∑

ty∗t−1 ... T−1
∑

ty∗t−p T−1
∑

t T−2
∑

t2




.

Äëÿ ïåðøèõ p ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ, (i, j)-òi åëåìåíòè öi¹¨
ìàòðèöi ìàþòü âèãëÿä

T−1

T∑
t=1

y∗t−iy
∗
t−j .

Îñêiëüêè y∗t ¹ ñòàöiîíàðíèì AR(p) ïðîöåñîì ç íóëüîâèì ìà-
òåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì, òî öi åëåìåíòè çáiãàþòüñÿ çà éìî-
âiðíiñòþ äî γ∗|i−j|. Ïåðøi p åëåìåíòiâ ðÿäêà p + 1 (àáî ïåðøi p

åëåìåíòiâ ñòîâïöÿ p + 1) ìàþòü âèãëÿä

T−1

T∑
t=1

y∗t−i

i çáiãàþòüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî íóëÿ. Ïåðøi p åëåìåíòiâ ðÿäêà
p + 2 (àáî ïåðøi p åëåìåíòiâ ñòîâáöÿ p + 2) âèãëÿäàþòü òàê:

T−1

T∑
t=1

t

T
y∗t−i

i òàêîæ çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ. Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó (2 × 2) ó íèæ-
íüîìó ïðàâîìó êóòi çáiãà¹òüñÿ äî

(
1 1/2

1/2 1/3

)
.
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Îòîæ,

M−1
T

T∑
t=1

(x∗t )
′x∗t M−1

T

p→ Q∗ (8.3.17)

ç ìàòðèöåþ Q∗ ç (8.3.15).
Äàëi ðîçãëÿíåìî äðóãèé ìíîæíèê ó (8.3.16)

M−1
T

T∑
t=1

(x∗t )
′εt =




T−1/2
∑

y∗t−1εt

T−1/2
∑

y∗t−2εt

...
T−1/2

∑
y∗t−pεt

T−1/2
∑

εt

T−1/2
∑

(t/T ) εt




= T−1/2

T∑
t=1

ξt ,

äå

ξt =




y∗t−1εt

y∗t−2εt

...
y∗t−pεt

εt

(t/T ) εt




.

Âèçíà÷èìî êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ âåêòîðà ξt

E[ξtξ
′
t] = σ2Q∗

t ,

äå

Q∗
t =




γ∗0 γ∗1 γ∗1 ... γ∗p−1 0 0
γ∗1 γ∗0 γ∗1 ... γ∗p−2 0 0
... ... ... ...

... ... ...
γ∗p−1 γ∗p−2 γ∗p−3 ... γ∗0 0 0

0 0 0 ... 0 1 t/T
0 0 0 ... 0 t/T t2/T 2



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i
1

T

T∑
t=1

Q∗
t → Q∗ .

Âèêîðèñòîâóþ÷è (8.1.26) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

M−1
T

T∑
t=1

x∗t εt
d→ N[0, σ2Q∗] . (8.3.18)

Ç (8.3.16), (8.3.17), (8.3.18) âèïëèâà¹, ùî

MT (β̂∗T − β∗)
d→ N[0, (Q∗)−1σ2Q∗(Q∗)−1] = N[0, σ2(Q∗)−1] .

8.3.3 Àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië ÌÍÊ îöiíêè
äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ðåãðåñi¨

Âèêîðèñòîâóþ÷è (8.3.8), ç (8.3.12) ìà¹ìî



φ̂1

φ̂2
...

φ̂p

α̂

δ̂




=




1 0 ... 0 0 0
0 1 ... 0 0 0
... ... ...

... ... ...
0 0 ... 1 0 0

−α + δ −α + 2δ ... −α + pδ 1 0
−δ −δ ... −δ 0 1







φ̂∗1
φ̂∗2...
φ̂∗p
α̂∗

δ̂∗




.

(8.3.19)
Îöiíêà ÌÍÊ φ̂j ïî÷àòêîâî¨ ðåãðåñi¨ äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíié îiöií-
öi êîåôiöi¹íòà ïåðåòâîðåíî¨ ðåãðåñi¨ φ̂∗j , òîìó àñèìïòîòè÷íèé
ðîçïîäië φ̂j îïèñó¹òüñÿ (8.3.13). Îöiíêà α̂T = g′αβ̂∗T , äå

g′α ≡ (−α + δ − α + 2δ ... − α + pδ 1 0)

¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ çìiííèõ, ùî çáiãàþòüñÿ äî íîðìàëüíî-
ãî ðîçïîäiëó ç ìíîæíèêîì

√
T . Òîìó α̂T ìà¹ òîé ñàìèé ðîçïî-

äië. Ç (8.3.13) âèïëèâà¹, ùî
√

T (α̂T − α)
d→ N

[
0, σ2 g′α(Q∗)−1g′α

]
. (8.3.20)
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Íàðåøòi, îöiíêà δ̂T öå ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ çìiííèõ, ÿêi çái-
ãàþòüñÿ ç ðiçíèìè ìíîæíèêàìè

δ̂T = g′δ β̂∗T + δ̂∗T ,

äå
g′δ ≡ (−δ − δ ... − δ 0 0) .

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië ñóìè âèçíà÷à¹òüñÿ çìiííèìè ç
íàéìåíøîþ øâèäêiñòþ çáiæíîñòi
√

T (δ̂T−δ) =
√

T (δ̂∗T + g′δ β̂∗T − δ∗ − g′δβ
∗)

p→
p→
√

T (g′δ β̂∗T + δ∗ − δ∗ − g′δβ
∗) = g′δ

√
T (β̂∗T − β∗) d→

d→ N
[
0, σ2 g′δ(Q

∗)−1g′δ
]

.

Îòîæ, êîæåí îêðåìèé åëåìåíò ç βT ¹ àñèìòîòè÷íî íîð-
ìàëüíèì i Op

(
T−1/2

)
. Àñèìòîòè÷íèé ðîçïîäië ïîâíîãî âåêòîðà√

T (β̂T − β) ¹ íîðìàëüíèì. Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíà êîìáiíà-
öiÿ åëåìåíòiâ β̂T äà¹ êîåôiöi¹íò ÷àñîâîãî òðåíäà ãiïîòåòè÷íî¨
ðåãðåñi¨ δ̂∗T

δ̂∗T = −g′δβ̂
∗
T + δ̂T = δφ̂1,T + δφ̂2,T + ... + δφ̂p,T + δ̂T

i ïðè äîìíîæåííi íà
√

T çáiãà¹òüñÿ äî δ∗

√
T (δ̂∗T − δ∗)

p→ 0 .

Òîäi ç (8.3.13) âèïëèâà¹, ùî

T 3/2 (δ̂T − δ)
d→ N

[
0, σ2 (q∗)p+2,p+2

]
,

äå (q∗)p+2,p+2 íèæíié ïðàâèé åëåìåíò ìàòðèöi (Q∗)−1.
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8.3.4 Òåñòóâàííÿ ãiïîòåç
Ðîçãëÿíåìî òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè ñòîñîâíî ïàðàìåòðiâ ïî÷àòêî-
âî¨ ìîäåëi

H0 : R β = r . (8.3.21)

Òóò R âiäîìà ìàòðèöÿ (m×(p+2)), r � âiäîìèé âåêòîð (m×1),
i m � êiëüêiñòü îáìåæåíü. Âàëüäiâñüêà ôîðìà χ2 òåñòó äëÿ
ãiïîòåçè H0 ìà¹ âèãëÿä

χ2
T = (Rβ̂T − r)′


s2

T R

(
T∑

t=1

x′txt

)−1

R′



−1

(Rβ̂T − r) , (8.3.22)

äå β̂T � ÌÍÊ-îöiíêà β, ÿêà  póíòó¹òüñÿ íà ñïîñòåðåæåííÿõ
{y−p+1, y−p+2, ..., y0, y1, ..., yT} i

s2
T =

1

T − p− 2

T∑
t=1

(yt − x′tβ̂T )2 .

Ñòàòèñòèêó äëÿ òåñòóâàííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè (8.3.21), ÿêà
çàäàíà â (8.3.22), ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

χ2
T =(R(β̂T − β))′


s2

T R

(
T∑

t=1

x′txt

)−1

R′



−1

(R(β̂T − β)) =

=( R G′(G′)−1 (β̂T − β) )′× (8.3.23)

×

s2

T RG′(G′)−1

(
T∑

t=1

x′txt

)−1

G−1GR′



−1

×

× ( RG′(G′)−1 (β̂T − β) ) .
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Çàóâàæèìî, ùî

(G′)−1

(
T∑

t=1

x′txt

)−1

G−1 =

[
G

T∑
t=1

x′txt G
′
]−1

=

=

(
T∑

t=1

(x∗t )
′x∗t

)−1

äëÿ x∗t âèçíà÷åíîãî â (8.3.9). Àíàëîãi÷íî, ç (8.3.10) i (8.3.11)
ìà¹ìî

(β̂∗T − β∗) = (G′)−1(β̂T − β) .

ßêùî ïðèéíÿòè
R∗ ≡ R G′ ,

òî âåëè÷èíà (8.3.23) ìîæå áóòè çàïèñàíà

χ2
T =(R∗(β̂∗T − β∗))′×

×

s2

T R∗
(

T∑
t=1

(x∗t )
′x∗t

)−1

(R∗)′



−1

(R∗(β̂∗T − β∗)) .

(8.3.24)

Âåëè÷èíà (8.3.24) ìàòèìå ðîçïîäië χ2[m]. Ïîõèáêà ó ïåðå-
òâîðåíié i ïî÷àòêîâié ðåãðåñiÿõ ¹ îäíàêîâèìè, òîìó s2

T áóäå
òàêà ñàìà äëÿ ïî÷àòêîâî¨ i ïåðåòâîðåíî¨ ìîäåëåé. Çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà χ2

T ç (8.3.22) òàêîæ ìà¹ ðîçïîäië χ2[m].



Ðîçäië 9

Îäíîâèìiðíi ïðîöåñè ç
îäèíè÷íèì êîðåíåì

9.1 Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi
ÌÍÊ îöiíêè ïàðàìåòðà
Ãàóññiâñüêîãî AR(1) ïðîöåñó

Ðîçãëÿíåìî ÌÍÊ îöiíêó ïàðàìåòðà Ãàóññiâñüêîãî AR(1) ïðî-
öåñó ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

yt = ρyt−1 + ut , (9.1.1)
äå ut ∼ N[0, σ2], y0 = 0. MHK îöiíþ¹ ρ òàê:

ρ̂T =

T∑
t=1

yt−1yt

T∑
t=1

y2
t−1

. (9.1.2)

Ç (9.1.2), âèêîðèñòîâóþ÷è (9.1.1), âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî |ρ| ¹
ìåíøèì çà îäèíèöþ, òî

√
T (ρ̂T − ρ)

d−→ N[0, (1− ρ2)]. (9.1.3)

281
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Äëÿ ρ = 1 ç (9.1.3) îòðèìà¹ìî
√

T (ρ̂T − 1)
ρ−→ 0. (9.1.4)

òîáòî, ÿêùî âèêîðèñòîâóâàòè ìíîæíèê
√

T , òî íå ìàòèìåìî
íåâèðîäæåíîãî ðîçïîäiëó.

Ïîêàæåìî òàêå: äëÿ òîãî ùîá îòðèìàòè íåâèðîäæåíèé àñèì-
ïòîòè÷íèé ðîçïîäië ρ̂T ó âèïàäêó ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðå-
íåì ρ̂T − 1, òðåáà äîìíîæóâàòè íà T , à íå íà

√
T .

Îòîæ, îöiíêà êîåôiöi¹íòà ïðîöåñó ç îäèíè÷íèì êîðåíåì
çáiãà¹òüñÿ ç øâèäøèì òåìïîì (T ), íiæ îöiíêà êîåôiöi¹íòà äëÿ
çâè÷àéíî¨ ðåãðåñi¨ (ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç

√
T ).

ßêùî iñòèííå çíà÷åííÿ ρ äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òî ðiçíèöÿ ìiæ
îöiíåíèì ρ̂T i iñòèííèì çíà÷åííÿì áóäå

ρ̂T − 1 =

T∑
t=1

yt−1ut

T∑
t=1

y2
t−1

. (9.1.5)

Ïîìíîæèìî (9.1.5) íà T

T (ρ̂T − 1) =

(1 /T )
T∑

t=1

yt−1ut

(1 /T 2 )
T∑

t=1

y2
t−1

. (9.1.6)

Ðîçãëÿíåìî ÷èñåëüíèê ðiâíîñòi (9.1.6). ßêùî iñòèííå çíà-
÷åííÿ ρ äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òî çà ïðèïóùåííÿ y0 = 0, ðiâíiñòü
(9.1.1) âèðàæà¹ ïðîöåñ

yt = ut + ut−1 + ... + u1 . (9.1.7)

Ç (9.1.7) âèïëèâà¹
yt ∼ N[0, σ2t] . (9.1.8)
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Çàóâàæèìî, ùî
y2

t = (yt−1 + ut)
2 = y2

t−1 + 2yt−1ut + u2
t ,

çâiäêè
yt−1 ut =

1

2

(
y2

t − y2
t−1 − u2

t

)
. (9.1.9)

Ïiäñóìóâàâøè (9.1.9) çà âiä 1 äî T , ìàòèìåìî
T∑

t=1

yt−1 ut =
1

2

(
y2

T − y2
0

)− 1

2

T∑
t=1

u2
t . (9.1.10)

Âðàõîâóþ÷è, ùî y0 = 0, ïåðåòâîðèìî ðiâíiñòü (9.1.10)

1

T

T∑
t=1

yt−1 ut =
1

2T
y2

T −
1

2T

T∑
t=1

u2
t (9.1.11)

i, ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè (9.1.11) íà σ2, îòðèìà¹ìî
(

1

σ2T

) T∑
t=1

yt−1 ut =

=

(
1

2

)(
yT

σ
√

T

)2

−
(

1

2σ2

) (
1

T

T∑
t=1

u2
t

)
.

(9.1.12)

Ç (9.1.8) âèïëèâà¹, ùî yT /(σ
√

T ) ìà¹ íîðìàëüíèé ñòàíäàðòíèé
ðîçïîäië, òîìó éîãî êâàäðàò ìà¹ ðîçïîäië χ2[1]

(
yT

σ
√

T

)2

∼ χ2[1] . (9.1.13)

Ñóìà
∑T

t=1 u2
t ¹ ñóìîþ T íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ

âèïàäêîâèõ çìiííèõ, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâà-
ííÿ σ2, i òîìó çà çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë

1

T

T∑
t=1

u2
t

ρ−→ σ2 . (9.1.14)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (9.1.13) òà (9.1.14), ç (9.1.12) âèïëèâà¹

1

σ2T

T∑
t=1

yt−1 ut
d−→ 1

2
(X − 1) , (9.1.15)

äå X ∼ χ2[1].
Ïîâåðòàþ÷èñü äî çíàìåííèêà (9.1.6), ðîçãëÿíåìî

T∑
t=1

y2
t−1. (9.1.16)

Âðàõîâóþ÷è ç (9.1.8), ùî yt−1 ∼ N[0, σ2(t − 1)], ìàòèìåìî
E[y2

t−1] = σ2(t − 1). Ðîçãëÿíåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ñó-
ìè (9.1.16)

E

[
T∑

t=1

y2
t−1

]
= σ2

T∑
t=1

(t− 1) =
σ2(T − 1)T

2
. (9.1.17)

Çâiäñè âèäíî òàêå: äëÿ òîãî ùîá âåëè÷èíà â (9.1.16) çáiãà-
ëàñÿ çà ðîçïîäiëîì, òðåáà ¨¨ ïîäiëèòè íà T 2, ùî i áóëî çðîáëåíî
â çíàìåííèêó (9.1.6).

Îòæå, ÿêùî iñòèííèé ïðîöåñ ¹ ïðîöåñîì âèïàäêîâîãî áëó-
êàííÿ, òî âiäõèëåííÿ ÌÍÊ-îöiíêè âiä iñòèííîãî çíà÷åííÿ (ρ̂T−
1) òðåáà ïîìíîæèòè íà T, à íå íà

√
T , äëÿ òîãî, ùîá îòðèìà-

òè íåîáõiäíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië. Öåé àñèìïòîòè÷íèé
ðîçïîäië íå ¹ çâè÷àéíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì, à âiäíîøåí-
íÿì χ2[1] ðîçïîäiëó â ÷èñåëüíèêó i íåñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó
â çíàìåííèêó.
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9.2 Áðîóíiâñüêèé ðóõ
Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ

yt = yt−1 + εt , (9.2.1)
äå εt � áiëèé øóì, ïðè÷îìó

εt ∼ i.i.d.N[0, 1] .

ßêùî ïðîöåñ ïî÷èíà¹òüñÿ ç y0 = 0, òî àíàëîãi÷íî äî (9.1.7) òà
(9.1.8) ìàòèìåìî

yt = ε1 + ε2 + ... + εt , yt ∼ N[0, t] .

Êðiì òîãî, ïðèðiñò âåëè÷èíè y çà ïðîìiæîê ÷àñó âiä t äî s

ys − yt = εt+1 + εt+2 + ... + εs

ìà¹ N[0, (s−t)] ðîçïîäië i ¹ íåçàëåæíèì âiä ïðèðîñòó âåëè÷èíè
y çà ïðîìiæîê ÷àñó âiä r äî q äëÿ äîâiëüíèõ t < s < r < q.

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ ìiæ yt i yt−1: εt = yt − yt−1. Íåõàé εt ¹
ñóìîþ äâîõ íåçàëåæíèõ ãàóññiâñüêèõ çìiííèõ

εt = e1t + e2t

ç eit ∼ i.i.d.N
[
0, 1

2

]
. Ìîæåìî ïîâ'ÿçàòè e1t ç ðiçíèöåþ yt i çíà-

÷åííÿì y â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó (ñêàæiìî, yt−(1/2)), òîáòî

yt − yt−(1/2) = e1t , (9.2.2)

i e2t � iç ðiçíèöåþ ìiæ yt−(1/2) i yt−1

yt−(1/2) − yt−1 = e2t . (9.2.3)

Ïðîöåñ, ÿêèé ¹ ñóìîþ ïðîöåñiâ (9.2.2) òà (9.2.3), ìàòèìå òi
ñàìi âëàñòèâîñòi ÿê i (9.2.1), îñêiëüêè

yt − yt−1 = e1t + e2t ∼ i.i.d.N[0, 1].
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Çàóâàæèìî, ùî ïðîöåñè (9.2.2) òà (9.2.3) âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi
íå öiëèõ ÷èñåë {t + 1

2
}∞t=0. Êðiì òîãî,

ys − yt ∼ N[0, s− t]

i ïðèðiñò ys − yt íå çàëåæèòü âiä ïðèðîñòó íà äîâiëüíîìó ií-
øîìó iíòåðâàëi, ÿêèé íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç öèì.

Àíàëîãi÷íî, ìîæåìî óÿâèòè ïîäië ðiçíèöi ìiæ yt−1 i yt íà
N îêðåìèõ ñóáïåðiîäiâ

yt − yt−1 = e1t + e2t + ... + eNt,

äå eit ∼ i.i.d.N[0, 1/N ]. Ðåçóëüòàòîì áóäå ïðîöåñ ç òèìè ñà-
ìèìè âëàñòèâîñòÿìè ÿê i â (9.2.1), âèçíà÷åíèé â ãóñòiøié ñiòöi
äàíèõ, îñêiëüêè çáiëüøó¹ìî N . Îïèñàíèé ïðîöåñ ïðè N −→∞
íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì Áðîóíiâñüêèì ðóõîì. Çíà÷åííÿ öüî-
ãî ïðîöåñó â òî÷öi t ïîçíà÷à¹ìî W (t).

Íåïåðåðâíèé ïðîöåñ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà âèçíà-
÷åíà ïðè äîâiëüíèõ íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ çíà÷åííÿõ t, íà âiäìi-
íó âiä äèñêðåòíîãî ïðîöåñó, ÿêèé âèçíà÷åíèé ëèøå äëÿ öiëèõ
çíà÷åíü t. Ùîá ïiäêðåñëèòè âiäìiííiñòü, ïîìiñòèìî t â êðó-
ãëi äóæêè, êîëè îïèñóâàòèìåìî çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ çìiííî¨
â òî÷öi t (ÿê â W (t)) i áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè iíäåêñè äëÿ
äèñêðåòíî¨ çìiííî¨ (ÿê â yt). Äèñêðåòíèé ïðîöåñ çîáðàçèëè ÿê
çëi÷åíó ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {yt}∞t=1. Ðåàëiçàöiþ
íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñòîõàñòè÷íó ôóí-
êöiÿ W (·), äå W : t ∈ [0,∞) −→ R1.

×àñòî çðó÷íî îáìåæèòè àíàëiç çíà÷åíü t â ìåæàõ çàìêíå-
íîãî iíòåðâàëó [0, 1]. Âíàñëiäîê öüîãî ðîçãëÿäà¹ìî ñòàíäàðò-
íèé W (·), ÿê ôóíêöiþ íà ïðîìiæêó t ∈ [0, 1].
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Îçíà÷åííÿ 9.2.1.Ñòàíäàðòíèì Áðîóíiâñüêèì ðóõîì íà-
çèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ (W (t), t ∈ [0, 1]),
ÿêèé ïîâ'ÿçó¹ êîæíó âåëè÷èíó t ∈ [0, 1] ç ñêàëÿðíîþ âèïàäêî-
âîþ âåëè÷èíîþ W (t) i âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

1) W (0) = 0;
2) äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü 0 ≤ t1 < t2 < ... < tk ≤ 1

ïðèðîñòè W (t2)−W (t1), W (t3)−W (t2), . . ., W (tk)−W (tk−1)
¹ íåçàëåæíèì áàãàòîâèìiðíèì ãàóññiàíîì, ïðè÷îìó

W (s)− W (t) ∼ N[0, s− t] ;

3) W (t) ¹ íåïåðåðâíèì çà t ç éìîâiðíiñòþ 1.
Ïðîöåñ Áðîóíiâñüêîãî ðóõó òàêîæ íàçèâàþòü âiíåðîâèì

ïðîöåñîì.
Îçíà÷åííÿ 9.2.2. Íåõàé Xt � âèïàäêîâèé ïðîöåñ. ßêùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó ìîìåíòiâ ÷àñó t1 < t2 < ... < tn i
∀n ∈ N âèïàäêîâi âåëè÷èíè Xt1 , Xt2 −Xt1 , ..., Xtn −Xtn−1 âçà-
¹ìíî íåçàëåæíi, òî ïðîöåñ Xt íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì ç íåçà-
ëåæíèìè ïðèðîñòàìè.

Îçíà÷åííÿ 9.2.3. ßêùî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
Xt+h−Xt çàëåæèòü ëèøå âiä h i íå çàëåæèòü âiä t, òî ïðî-
öåñ Xt íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì ïðîöåñîì.

Îòæå, ñòàíäàðòíèé âiíåðîâèé ïðîöåñ ¹ îäíîðiäíèì ïðî-
öåñîì ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, äëÿ ÿêîãî ðiçíèöi ìàþòü
íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì
i äèñïåðñi¹þ t− s (s < t).

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñè äðóãîãî ïîðÿäêó, òîáòî ïðîöåñè, ÿêi
ìàþòü ñêií÷åíi ìîìåíòè äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H
ñóêóïíiñòü óñiõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ìàþòü ñêií÷åíi ìî-
ìåíòè äðóãîãî ïîðÿäêó: H = {ξ : E[|ξ|2] < ∞}. H ¹ ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì. ßêùî ââåñòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê (ξ, η) = E[ξη] i íå
ââàæàòè ðiçíèìè âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi ñïiâïàäàþòü ç éìî-
âiðíiñòþ îäèíèöÿ, òî H ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.



288 Ðîçäië 9. Îäíîâèìiðíi ïðîöåñè ç îäèíè÷íèì êîðåíåì

Îçíà÷åííÿ 9.2.4. Íåõàé êîæíîìó t ∈ T ïîñòàâëåíî ó
âiäïîâiäíiñòü âèïàäêîâó âåëè÷èíó Xt ∈ H. Òîäi Xt íàçèâà¹-
òüñÿ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì äðóãîãî ïîðÿäêó, çàäàíèì íà T .

Äëÿ ïðîöåñiâ äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷åíi ÷èñëîâi õàðàêòå-
ðèñòèêè µ(t) = E[Xt] i êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ

C(t, s) = E[(Xt − µ(t))(Xs − µ(s))] .

Êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ C(t, s) ìîæíà çàïèñàòè òàêîæ ó âè-
ãëÿäi

C(t, s) = E[XtXs]− µ(t)µ(s) .

Îçíà÷åííÿ 9.2.5.Ïðîöåñ Xt = Wt−tW1, äå Wt � âiíåðîâèé
ïðîöåñ, íàçèâà¹òüñÿ âiíåðîâèì ìîñòîì.

Âiíåðîâèé ìiñò ¹ ïðîöåñîì äðóãîãî ïîðÿäêó, ÷èñëîâi õàðàê-
òåðèñòèêè ÿêîãî âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü

µ(t) = E[Xt] = 0 , C(t, s) = E[XtXs] = min{t, s} − st .

Îçíà÷åííÿ 9.2.6. Ïðîöåñ äðóãîãî ïîðÿäêó Xt íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó â òî÷öi t0, ÿêùî
l.i.m. t→t0Xt = Xt0, òîáòî

||Xt −Xt0||2 = E[(Xt −Xt0)
2] → 0 .

Òåîðåìà 9.2.1. Ïðîöåñ äðóãîãî ïîðÿäêó Xt ¹ íåïåðåðâíèì
â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó â òî÷öi t0 òîäi i ëèøå òîäi, êî-
ëè ôóíêöiÿ µ(t) íåïåðåðâíà â òî÷öi t0, à ôóíêöiÿ C(t, s) íåïå-
ðåðâíà â òî÷öi (t0, t0).

Îçíà÷åííÿ 9.2.7. Ïðîöåñ Xt íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâ-
íèì ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó â òî÷öi t0, ÿêùî iñíó¹ ãðà-
íèöÿ

l.i.m. h→0
Xt0+h −Xt0

h
= X ′

t0
.
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Ïðîöåñ äèôåðåíöiéîâíèé íà [a, b], ÿêùî âií äèôåðåíöiéîâ-
íèé ó êîæíié òî÷öi âiäðiçêà [a, b].

Òåîðåìà 9.2.2. Äëÿ òîãî ùîá ïðîöåñ Xt áóâ äèôåðåíöi-
éîâíèì â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó íà [a, b] íåîáõiäíî, ùîá
iñíóâàëè ïîõiäíi

µ′(t) ,
∂C(t, s)

∂t
,

∂C(t, s)

∂s
,

∂2C(t, s)

∂t ∂s
, t ∈ (a, b), s ∈ (a, b)

i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè µ′(t) i

lim
h→0,h1→0

C(t + h, t + h1)− C(t, t + h1)− C(t + h1, t) + C(t, t)

hh1

.

Îçíà÷åííÿ 9.2.8. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ Xt íàçèâà¹òüñÿ ií-
òåãðîâàíèì ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó íà âiäðiçêó [a, b], ÿê-
ùî iñíó¹ â H ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíèõ ñóì

n−1∑

k=0

Xck
(tk+1 − tk) ,

äå a = t0 ≤ c0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn−1 ≤ cn−1 ≤ tn, êîëè
max

k
(tk+1 − tk) → 0 i ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó âèáîðó

òî÷îê ck. Öÿ ãðàíèöÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ
b∫

a

Xt dt.

Òåîðåìà 9.2.3. ßêùî iñíóþòü iíòåãðàëè Ðiìàíà

b∫

a

µ(t) dt ,

b∫

a

b∫

a

C(t, s) dt ds ,
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òî ïðîöåñ Xt iíòåãðîâàíèé íà [a, b] i

E




b∫

a

Xt dt


 =

b∫

a

µ(t) dt ,

E




b∫

a

Xt dt

b∫

a

Xs ds


 =

b∫

a

b∫

a

C(t, s) dt ds .

Âiä ñòàíäàðòíîãî Áðîóíiâñüêîãî ðóõó ìîæóòü áóòè óòâî-
ðåíi iíøi íåïåðåðâíi ïðîöåñè. Çîêðåìà, ïðîöåñ

Z(t) = σ W (t)

¹ îäíîðiäíèì ïðîöåñîì ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, ïðè÷îìó
zt ∼ N[0, σ2t]. Òàêèé ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ Áðîóíiâñüêèì ðóõîì
ç âiäõèëåííÿì σ. Îòîæ, ñòàíäàðòíèé Áðîóíiâñüêèé ðóõ ìî-
æíà íàçèâàòè Áðîóíiâñüêèì ðóõîì ç îäèíè÷íèì âiäõèëåííÿì.
Êîíñòàíòó σ2 òàêîæ íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨.
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9.3 Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi
àâòîðåãðåñi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó
ç îäèíè÷íèì êîåôiöi¹íòîì

Âèçíà÷èìî àñèìïòîòè÷íi ðîçïîäiëè äåÿêèõ ïðîñòèõ ðåãðåñié,
ÿêi ìiñòÿòü îäèíè÷íèé êîðiíü.

Òâåðäæåííÿ 9.3.1. Íåõàé ξt îïèñó¹òüñÿ ïðîöåñîì

ξt = ξt−1 + ut ,

äå ξ0 = 0 i {ut} ¹ i.i.d. ïîñëiäîâíiñòþ ç ìàòåìàòè÷íèì ñïî-
äiâàííÿì íóëü i äèñïåðñi¹þ σ2. Òîäi:

a) 1√
T

T∑
t=1

ut
d→ σ W (1) ;

á) 1

T

T∑
t=1

ξt−1ut
d→ 1

2
σ2 ([W (1)]2 − 1) ;

â) 1

T 3/2

T∑
t=1

t ut
d→ σ W (1)− σ

1∫
0

W (r) dr ;

ã) 1

T 3/2

T∑
t=1

ξt−1
d→ σ

1∫
0

W (r) dr ;

ä) 1

T 2

T∑
t=1

ξ2
t−1

d→ σ2
1∫
0

[W (r)]2 dr ;

å) 1

T 5/2

T∑
t=1

t ξt−1
d→ σ

1∫
0

r W (r) dr ;

¹) 1

T 3

T∑
t=1

t ξ2
t−1

d→ σ2
1∫
0

r [W (r)]2 dr ;
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h) 1

T k+1

T∑
t=1

tk → 1

k + 1
äëÿ k = 0, 1, . . . .

Òâåðäæåííÿ 9.3.2. Íåõàé ut = ψ(L)εt =
∞∑

j=0

ψjεt−j, äå
∞∑

j=0

j |ψj| < ∞ i {εt} ¹ i.i.d. ïîñëiäîâíiñòþ ç ìàòåìàòè÷íèì

ñïîäiâàííÿì íóëü, äèñïåðñi¹þ σ2 i ñêií÷åíèìè ÷åòâåðòèìè
ìîìåíòàìè. Ïîçíà÷èìî

γj ≡ E[utut−j] = σ2

∞∑
s=0

ψsψs+j , j = 0, 1, 2... ,

λ ≡ σ

∞∑
j=0

ψj = σ ψ(1) .

Òîäi

a) 1

T 1/2

T∑
t=1

ut
d→ λW (1) ;

á) 1

T 1/2

T∑
t=1

ut−j εt
d→ N[0, σ2γ0] , j = 1, 2, ... ;

â) 1

T

T∑
t=1

ut ut−j
p→ γj , j = 0, 1, 2, ... ;

ã) 1

T

T∑
t=1

ξt−1 εt
d→ 1

2
σ λ ([W (1)]2 − 1) ;

ä) 1

T

T∑
t=1

ξt−1 ut−j
d→





(1/2) (λ2[W (1)]2 − γ0) j = 0
(1/2) (λ2[W (1)]2 − γ0) +

+γ0 + γ1 + ... + γj−1 j = 1, 2, ... ,
;

å) 1

T 3/2

T∑
t=1

ξt−1
d→ λ

1∫
0

W (r) dr ;
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¹) 1

T 3/2

T∑
t=1

t ut−j
d→ λ

(
W (1)−

1∫
0

W (r) dr

)
, j = 0, 1, 2, ... ;

æ) 1

T 2

T∑
t=1

ξ2
t−1

d→ λ2
1∫
0

[W (r)]2 dr ;

ç) 1

T 5/2

T∑
t=1

t ξt−1
d→ λ

1∫
0

r W (r) dr ;

è) 1

T 3

T∑
t=1

t ξ2
t−1

d→ λ2
1∫
0

r [W (r)]2 dr ;

i) 1

T k+1

T∑
t=1

tν → 1

ν + 1
k = 0, 1, ... .

Çàóâàæèìî òàêå: îñêiëüêè W (1) ∼ N[0, 1], à [W (1)]2 ∼ χ2[1],
òî äåÿêi ç öèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà ñïðîñòèòè. À ñàìå, âåëè÷èíà
â ïóíêòi (à) ìà¹ N[0, λ2] ðîçïîäië, â (ã) � (1/2)σλ [χ2(1)− 1], â
(å) i (¹) � N[0, λ2/3] ðîçïîäië.

Íàâåäåíi òâåðäæåííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðè îá÷èñëåííi
àñèìïòîòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ ñòàòèñòèê äëÿ òåñòóâàííÿ ðåãðåñié,
ÿêi ìiñòÿòü îäèíè÷íi êîðåíi.

9.4 Òåñòè Äiêi - Ôóëëåðà

9.4.1 Ðåãðåñiÿ áåç ñòàëî¨ i ÷àñîâîãî
òðåíäà ó âèïàäêó, êîëè iñòèííèé
ïðîöåñ ¹ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó MHK-îöiíêó êîåôiöi¹íòà ρ äëÿ AR(1)
ïðîöåñó

yt = ρyt−1 + ut , (9.4.1)
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äå ut ¹ áiëèì øóìîì ç äèñïåðñi¹þ σ2. Äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi
MHK-îöiíêè ïàðàìåòðà ρ

ρ̂T =

T∑
t=1

yt−1yt

T∑
t=1

y2
t−1

(9.4.2)

ó âèïàäêó, ÿêùî iñòèííå çíà÷åííÿ ρ ¹ îäèíèöÿ. Ç (9.1.6) îòðè-
ìà¹ìî ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ îöiíêè âiä iñòèííîãî çíà÷åííÿ

T (ρ̂T − 1) =

1

T

T∑
t=1

yt−1 ut

1

T 2

T∑
t=1

y2
t−1

. (9.4.3)

ßêùî iñòèííå çíà÷åííÿ ρ îäèíèöÿ, òî

yt = y0 + u1 + u2 + ... + ut. (9.4.4)

Çà âèíÿòêîì ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ y0 (ÿêå íå âïëèâà¹ íà àñèì-
ïòîòè÷íèé ðîçïîäië), âåëè÷èíà yt ¹ òàêîþ æ ñàìîþ, ÿê i âåëè-
÷èíà ξt ç òâåðäæåííÿ 9.2.1. Ç ðåçóëüòàòó (á) öüîãî òâåðäæåííÿ
ìà¹ìî

1

T

T∑
t=1

yt−1ut
d→ 1

2
σ2

(
[W (1)]2 − 1

)
. (9.4.5)

Ç ðåçóëüòàòó (ä), îòðèìà¹ìî

1

T 2

T∑
t=1

y2
t−1

d→ σ2

1∫

0

[W (r)]2 dr . (9.4.6)

Îñêiëüêè (9.4.3) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ âiä (9.4.5) i (9.4.6),
òî çà íóëüîâî¨ ãiïîòåçè Ho : ρ = 1 ìàòèìåìî àñèìïòîòè÷íèé
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ðîçïîäië MHK-âiäõèëåííÿ îöiíêè ρ̂T âiä îäèíèöi

T (ρ̂T − 1)
d→ (1/2) ([W (1)]2 − 1)

1∫
0

[W (r)]2 dr

. (9.4.7)

Çãàäà¹ìî, ùî [W (1)]2 ¹ χ2[1] ðîçïîäiëîì. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî
χ2[1] çìiííà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ìåíøi çà íóëü äîðiâíþ¹ 0, 68, à
îñêiëüêè çíàìåííèê (9.4.7) äîäàòíèé, òî i éìîâiðíiñòü òîãî, ùî
ρ̂T −1 ¹ âiä`¹ìíèì, íàáëèæà¹òüñÿ äî 0, 68 ïðè T →∞. Iíøèìè
ñëîâàìè, äëÿ äâîõ òðåòiõ âèáiðîê, ÿêi ïîðîäæåíi ïðîöåñîì âè-
ïàäêîâîãî áëóêàííÿ, îöiíêà ρ̂T áóäå ìåíøà, íiæ iñòèííå çíà÷å-
ííÿ 1. Öå ¹ ðåçóëüòàòîì òîãî, ùî ãðàíè÷íèé ðîçïîäië T (ρ̂T−1)
çìiùåíèé âëiâî.

Ó ñòàöiîíàðíîìó âèïàäêó, êîëè |ρ| < 1 ãðàíè÷íèé ðîçïîäië√
T (ρ̂T−ρ) ¹ ñèìåòðè÷íèì ñòîñîâíî íóëÿ. Íà âiäìiíó âiä öüîãî,

ó âèïàäêó, êîëè äiéñíå çíà÷åííÿ ρ = 1, ãðàíè÷íèé ðîçïîäië
T (ρ̂T−1) ¹ àñèìåòðè÷íèé, äëÿ ÿêîãî âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ ¹ ìàéæå
âäâi÷i éìîâiðíiøi, íiæ äîäàòíi.

Äîâåäåìî, ùî ρ̂T ¹ çìiñòîâíîþ îöiíêîþ iñòèííîãî çíà÷åííÿ
(ρ = 1). Äëÿ öüîãî ïîäiëèìî (9.4.3) íà

√
T

√
T (ρ̂T − 1) =

1

T 3/2

T∑
t=1

yt−1 ut

1

T 2

T∑
t=1

y2
t−1

. (9.4.8)

Çà òâåðäæåííÿì 9.2.1(b) ÷èñåëüíèê â (9.4.8) çáiãà¹òüñÿ çà ðîç-
ïîäiëîì äî 1

2T 1/2
σ2 (X − 1), äå X � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà

ìà¹ χ2[1] - ðîçïîäië. Îñêiëüêè χ2[1] ìà¹ ñêií÷åííó äèñïåðñiþ,
òî äèñïåðñiÿ ÷èñåëüíèêà â (9.4.8) ìà¹ ïîðÿäîê 1/T . Òîìó ÷è-
ñåëüíèê çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî íóëÿ. Çâiäñè, îñêiëüêè ç
(9.1.17) âèïëèâà¹, ùî çíàìåíèê çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî
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σ2, òî √
T (ρ̂T − 1)

p→ 0 .

Ðåçóëüòàò (9.4.7) äà¹ ïiäñòàâè âèêîðèñòîâóâàòè îöiíêó ρ̂T äëÿ
òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè íóëüîâó ãiïîòåçó íà îäèíè÷íèé êîðiíü
îêðåìî áåç îá÷èñëåííÿ éîãî ñòàíäàðòíî¨ ïîõèáêè.

Iíøèé âiäîìèé ñïîñiá ïåðåâiðêè íóëüîâî¨ ãiïîòåçè
H0 : ρ = 1  póíòó¹òüñÿ íà çâè÷àéíîìó MHK t - òåñòi öi¹¨
ãiïîòåçè

tT =
(ρ̂T − 1)

σ̂ρ̂T

=
(ρ̂T − 1)

(
s2

T�
T∑

t=1

y2
t−1

)1/2
, (9.4.9)

äå σ̂ρ̂T
¹ çâè÷àéíîþ ñòàíäàðòíîþ ïîõèáêîþ êîåôiöi¹íòà, îöiíå-

íîãî çà ÌÍÊ

σ̂ρ̂T
=

(
s2

T�
T∑

t=1

y2
t−1

)1/2

,

à s2
T � îöiíêà äèñïåðñi¨ çàëèøêiâ

s2
T =

1

T − 1

T∑
t=1

(yt − ρ̂T yt−1)
2 .

Õî÷à t - ñòàòèñòèêó (9.4.9) îá÷èñëþþòü çâè÷àéíèì øëÿõîì,
ïðîòå ó âèïàäêó, êîëè iñòèííèé ïðîöåñ îõàðàêòåðèçîâàíèé
ρ = 1, âîíà íå ìà¹ ãðàíè÷íîãî àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíîãî
ðîçïîäiëó. Ùîá çíàéòè âiäïîâiäíèé ãðàíè÷íèé ðîçïîäië, çà-
óâàæèìî, ùî (9.4.9) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê

tT =

T (ρ̂T − 1)

(
1

T 2

T∑
t=1

y2
t−1

)1/2

(s2
T )1/2

. (9.4.10)
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Ïiäñòàâèâøè â îñòàííþ ðiâíiñòü (9.4.3), ìàòèìåìî

tT =

1

T

T∑
t=1

yt−1ut

(
1

T 2

T∑
t=1

y2
t−1

)1/2

(s2
T )1/2

. (9.4.11)

Iç çìiñòîâíîñòi ρ̂T âèïëèâà¹ s2
T

p→ σ2. Òîäi ç (9.4.5) òà (9.4.6)
ìàòèìåìî, ùî ïðè T →∞

tT
d−→ (1/2) σ2 ([W (1)]2 − 1)

(
σ2

1∫
0

[W (r)]2 dr

)1/2

(σ2)1/2

=

=
(1/2) ([W (1)]2 − 1)
(

1∫
0

[W (r)]2 dr

)1/2
.

(9.4.12)

Çàóâàæèìî, ùî òåñòîâi ñòàòèñòèêè (9.4.7) òà (9.4.12) ¹ ïðèê-
ëàäàìè òåñòó Äiêi - Ôóëëåðà äëÿ îäèíè÷íîãî êîðåíÿ ó âèïàäêó
ðåãðåñi¨ yt = ρyt−1+ut, ÿêà íå ìiñòèòü ñòàëî¨ i ÷àñîâîãî òðåíäà.

9.4.2 Ðåãðåñiÿ, ÿêà ìiñòèòü ñòàëó,
àëå íå ìiñòèòü ÷àñîâîãî òðåíäà,
ó âèïàäêó, êîëè iñòèííèé
ïðîöåñ ¹ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, äîñëiäæó¹ìî äàíi, ÿêi îïèñóþ-
òüñÿ ïðîöåñîì

yt = yt−1 + ut,

äå ut � áiëèé øóì ç äèñïåðñi¹þ σ2. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñòàëó
âêëþ÷åíî â AR(1) - ñïåöèôiêàöiþ, ÿêó îöiíþ¹ìî çà ÌÍÊ

yt = α + ρyt−1 + ut (9.4.13)
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Äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi MHK îöiíîê
(

α̂T

ρ̂T

)
=

(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)−1 ( ∑
yt∑
yt−1yt

)
(9.4.14)

çãiäíî ç íóëüîâîþ ãiïîòåçîþ H0 : α = 0, ρ = 1 (òóò Σ ïîçíà÷à¹
ñóìó çà t âiä 1 äî T ). Îïèøåìî âiäõèëåííÿ âåêòîðà ÌÍÊ-
îöiíêè β̂T = (α̂T , ρ̂T )′ âiä iñòèííîãî çíà÷åííÿ β = (0, 1). Iç
çàãàëüíî¨ ôîðìóëè

β̂T − β =

(
T∑

t=1

x′t xt

)−1 (
T∑

t=1

x′tut

)
(9.4.15)

äëÿ öüîãî âèïàäêó ìàòèìåìî
(

α̂T

ρ̂T − 1

)
=

(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)−1 ( ∑
ut∑
yt−1ut

)
. (9.4.16)

ßê i ó ïóíêòi 9.4.1, yt ìà¹ òàêi ñàìi âëàñòèâîñòi ÿê i çìiííà ξt,
îïèñàíà ó òâåðäæåííi 9.2.1. Ðåçóëüòàò (ã) öüîãî òâåðäæåííÿ
çàñâiä÷ó¹, ùî ñóìó

∑
yt−1 òðåáà ïîäiëèòè íà T 3/2, äëÿ òîãî

ùîá îòðèìàòè âèïàäêîâó çìiííó, ÿêà çáiãà¹òüñÿ çà ðîçïîäiëîì

1

T 3/2

T∑
t=1

yt−1
d→ σ

1∫

0

W (r) dr . (9.4.17)

Iíøèìè ñëîâàìè,
T∑

t=1

yt−1 = Op(T
3/2) .

Àíàëîãi÷íî ç (9.4.5) i (9.4.6) âèïëèâà¹
T∑

t=1

yt−1ut = Op(T ) ,

T∑
t=1

y2
t−1 = Op(T

2) ,
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à ç òâåðäæåííÿ 9.2.1 (a)
∑

ut = Op(T
1/2) .

Îòîæ, ïîðÿäîê çáiæíîñòi îêðåìèõ ÷ëåíiâ ðiâíîñòi
(9.4.16) òàêèé:

(
α̂T

ρ̂T − 1

)
=

(
Op(T ) Op(T

3/2)
Op(T

3/2) Op(T
2)

)−1 (
Op(T

1/2)
Op(T )

)
.

(9.4.18)
Ç (9.4.18) âèäíî, ùî îöiíêè α̂T i ρ̂T ìàþòü ðiçíi ñòåïåíi çáiæ-

íîñòi òîìó äëÿ îïèñó ¨õíiõ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ âèêîðèñòà¹ìî
ðîçðàõóíêîâó ìàòðèöþ MT . Ïîìíîæèìî (9.4.15) íà MT

MT (β̂T−β) = MT

[
T∑

t=1

xtx
′
t

]−1

MT M−1
T

[
T∑

t=1

xtut

]
= (9.4.19)

=

(
M−1

T

[
T∑

t=1

xtx
′
t

]
M−1

T

)−1 (
M−1

T

[
T∑

t=1

xtut

])
.

Âðàõîâóþ÷è (9.4.18), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ìàòðèöÿ MT ïî-
âèííà ìàòè âèãëÿä

MT ≡
(

T 1/2 0
0 T

)
. (9.4.20)

Ïiäñòàâèâøè (9.4.20) â (9.4.19), ìàòèìåìî
(

T 1/2 0
0 T

)(
α̂T

ρ̂T − 1

)
=

=

[(
T−1/2 0
0 T−1

)(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)(
T−1/2 0
0 T−1

)]−1

×

×
(

T−1/2 0
0 T−1

)( ∑
ut∑
yt−1ut

)
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àáî

(
T 1/2α̂T

T (ρ̂T − 1)

)
= (9.4.21)

=

(
1 T−3/2

∑
yt−1

T−3/2
∑

yt−1 T−2
∑

y2
t−1

)−1 (
T−1/2

∑
ut

T−1
∑

yt−1ut

)
.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé ÷ëåí ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (9.4.21). Ðå-
çóëüòàòè (9.4.6) i (9.4.17) çóìîâëþþòü çáiæíiñòü

(
1 T−3/2

∑
yt−1

T−3/2
∑

yt−1 T−2
∑

y2
t−1

)
d→ (9.4.22)

d→
(

1 σ
∫

W (r) dr
σ

∫
W (r) dr σ2

∫
[W (r)]2 dr

)
=

=

(
1 0
0 σ

)(
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)(
1 0
0 σ

)
,

äå çíàê iíòåãðàëà îçíà÷à¹ iíòåãðóâàííÿ çà r âiä 0 äî 1.
Àíàëîãi÷íî, ðåçóëüòàò (a) òâåðäæåííÿ 9.2.1 òà (9.4.5) âè-

çíà÷à¹ àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië äðóãîãî ÷ëåíà ðiâíîñòi (9.4.21)

(
T−1/2

∑
ut

T−1
∑

yt−1ut

)
d→

(
σ W (1)

(1/2) σ2 ([W (1)]2 − 1)

)
= (9.4.23)

= σ

(
1 0
0 σ

)(
W (1)

(1/2) ([W (1)]2 − 1)

)
.
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Ïiäñòàâèâøè (9.4.22) òà (9.2.23) â (9.4.21), îòðèìà¹ìî
(

T 1/2 α̂T

T (ρ̂T − 1)

)
d→

d→σ

(
1 0
0 σ

)−1 (
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1

×

×
(

1 0
0 σ

)−1 (
1 0
0 σ

)(
W (1)

(1/2) ([W (1)]2 − 1)

)
=

=

(
σ 0
0 1

)(
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1

×

×
(

W (1)
(1/2) ([W (1)]2 − 1)

)
. (9.4.24)

Ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
(

1
∫

W (r) dr∫
W (r) dr

∫
[W (r)]2 dr

)−1

=

= ∆−1

( ∫
[W (r)]2 dr − ∫

W (r) dr
− ∫

W (r) dr 1

)
,

(9.4.25)

äå

∆ ≡
∫

[W (r)]2 dr −
(∫

W (r) dr

)2

. (9.4.26)

Îòîæ, äðóãèé åëåìåíò ó âåêòîðíîìó ðiâíÿííi (9.4.24) ìàòèìå
ðîçïîäië

T (ρ̂T − 1)
d→ (1/2) ([W (1)]2 − 1)−W (1)

∫
W (r) dr∫

[W (r)]2 dr − [∫
W (r) dr

]2 . (9.4.27)

Ç (9.4.24) âèäíî, ùî íi îöiíêà α̂T , íi ρ̂T íå ìàþòü àñèìï-
òîòè÷íî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Êðiì òîãî, àñèìïòîòè÷íèé
ðîçïîäië îöiíêè ρ̂ â (9.4.27) íå ¹ òàêèé ÿê â (9.4.7), òîáòî, ÿêùî
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ñòàëà âêëþ÷åíà â ðåãðåñiþ, òî òðåáà áóòè âèêîðèñòàòè iíøó
òàáëèöþ êðèòè÷íèõ çíà÷åíü.

Çàóâàæèìî, ùî öåé ðîçïîäië ¹ áiëüø àñèìåòðè÷íèé, íiæ
ðîçïîäië, ÿêèé âèêîðèñòîâóâàëè ó ïóíêòi 9.4.1. Òîìó ó âèïàä-
êó, êîëè ñòàëó âêëþ÷åíî â ðåãðåñiþ, îöiíåíèé êîåôiöi¹íò ïðè
yt−1 ïîâèíåí áóòè äàëåêèì âiä îäèíèöi, ùîá âiäõèëèòè íóëüî-
âó ãiïîòåçó íà îäèíè÷íèé êîðiíü. Çîêðåìà, ÿêùî îáñÿã âèáiðêè
äëÿ T > 25, òî 95% îöiíåíèõ çíà÷åíü ρ̂T áóäóòü ìåíøèìè çà
îäèíèöþ. Íàïðèêëàä, ÿêùî îöiíåíå çíà÷åííÿ ρ̂T = 0, 999 äëÿ
âèáiðêè îáñÿãó T = 100, òî íóëüîâà ãiïîòåçà ρ = 1 áóäå âiäõè-
ëåíà íà êîðèñòü àëüòåðíàòèâè ρ > 1. ßêùî iñòèííå çíà÷åííÿ
ρ äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òî íå îòðèìà¹ìî îöiíêó òàêó âåëèêó, ÿê
0, 999.

Äiêi òà Ôóëëåð (Dickey, Fuller) òàêîæ çàïðîïîíóâàëè àëü-
òåðíàòèâíèé òåñò, ùî  póíòó¹òüñÿ íà MHK t - ñòàòèñòèöi òåñ-
òóâàííÿ íóëüîâî¨ ãiïîòåçè H0 : ρ = 1

tT =
ρ̂− 1

σ̂ρ̂T

, (9.4.28)

äå

σ̂2
ρ̂T

= s2
T (0 1)

(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)−1 (
0
1

)
, (9.4.29)

s2
T =

1

T − 2

T∑
t=1

(yt − α̂T − ρ̂T yt−1)
2 .

Çàçíà÷èìî òàêå: ÿêùî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (9.4.29) ïîìíî-
æèòè íà T 2, òî îòðèìà¹ìî

T 2 σ̂2
ρ̂T

= s2
T (0 T )

(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)−1 (
0
T

)
=

= s2
T (0 1) MT

(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)−1

MT

(
0
1

)
,

(9.4.30)
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äå MT ìàòðèöÿ ç (9.4.20). Âèêîðèñòàâøè (9.4.22), ìàòèìåìî

MT

(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)−1

MT = (9.4.31)

=

(
M−1

T

[
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

]
M−1

T

)−1

=

=

(
1 T−3/2

∑
yt−1

T−3/2
∑

yt−1 T−2
∑

y2
t−1

)
d→

d→
(

1 0
0 σ

)−1 (
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1 (
1 0
0 σ

)−1

.

Îòîæ, ç (9.4.30) âèïëèâà¹, ùî

T 2 σ̂2
ρ̂T

p→ (9.4.32)
p→ s2

T (0 σ−1)

(
1

∫
W (r)dr∫

W (r)dr
∫

[W (r)]2dr

)−1 (
0

σ−1

)
.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî
s2

T

p→ σ2 . (9.4.33)
Òîäi ç (9.4.32) îòðèìà¹ìî

T 2 σ̂2
ρ̂T

d→ (0 1)

(
1

∫
W (r)dr∫

W (r)dr
∫

[W (r)]2dr

)−1 (
0
1

)
=

=
1∫

[W (r)]2dr − [∫
W (r)dr

]2 . (9.4.34)

Îòîæ, àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië MHK t - ñòàòèñòèêè â (9.4.28)
òàêèé:

tT =
T (ρ̂T − 1)(
T 2 σ̂2

ρ̂T

)1/2

p→

p→ T (ρ̂T − 1)

(∫
[W (r)]2dr −

[∫
W (r)dr

]2
)1/2

.
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Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è (9.4.27), ìàòèìåìî

tT
d→ (1/2) ([W (r)]2 − 1)−W (1)

∫
W (r)dr

(∫
[W (r)]2dr − [∫

W (r)dr
]2

)1/2
. (9.4.35)

Ðîçïîäië (9.4.35) âèêîðèñòîâóþòü äëÿ òåñòóâàííÿ íóëüîâî¨ ãi-
ïîòåçè H0 : ρ = 1. Ïðèïóùåííÿ, íà ÿêîìó  póíòóâàëîñÿ òâåð-
äæåííÿ (9.4.24), ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî iñòèííå çíà÷åííÿ α = 0.
Îòîæ, ó öié ñïåöèôiêàöi¨ äîöiëüíî ïåðåâiðèòè íà îäèíè÷íèé
êîðiíü çà äîïîãìîãîþ îá'¹äíàííÿ ãiïîòåç α = 0 òà ρ = 1. Äi-
êi i Ôóëëåð, âèêîðèñòàâøè ìåòîä Ìîíòå Êàðëî, ðîçðàõóâàëè
ðîçïîäië F - ñòàòèñòèêè Âàëüäà äëÿ öi¹¨ ãiïîòåçè.

9.4.3 Ðåãðåñiÿ, ÿêà ìiñòèòü ñòàëó,
àëå íå ìiñòèòü ÷àñîâîãî òðåíäà
ó âèïàäêó, êîëè iñòèííèé ïðîöåñ
¹ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì
çi çìiùåííÿì

Îöiíèìî ðåãðåñiþ (9.4.13) òàê ñàìî, ÿê i ó ïóíêòi 9.4.2, àëå
ïðèïóñòèâøè, ùî iñòèííèé ïðîöåñ ¹ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì iç
çìiùåííÿì

yt = α + yt−1 + ut , (9.4.36)
äå iñòèííå çíà÷åííÿ α íå äîðiâíþ¹ 0. Õî÷à öÿ çìiíà ìîæå çäà-
òèñÿ íå çíà÷íîþ, ïðîòå âîíà ìàòèìå ðàäèêàëüíèé âïëèâ íà
àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië α̂ i ρ̂. Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíiñòü (9.4.4)
ìà¹ âèãëÿä

yt = y0 + αt + (u1 + u2 + ... + ut) = y0 + αt + ξt , (9.4.37)

äå
ξt ≡ u1 + u2 + ... + ut
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äëÿ t = 1, 2, . . . , T i ξ0 ≡ 0. Ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó ñóìè

T∑
t=1

yt−1 =
T∑

t=1

[ y0 + α(t− 1) + ξt−1 ] . (9.4.38)

ßêùî ïåðøèé ÷ëåí Ty0 ó ðiâíîñòi (9.4.38) ïîäiëèòè íà T, òî â
ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñòàëó âåëè÷èíó. Äðóãèé ÷ëåí

∑
α(t−1)

ïîäiëèìî íà T 2, òîäi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 9.2.1(h) ìàòèìåìî

1

T 2

T∑
t=1

α(t− 1) → α

2
.

Òðåòié ÷ëåí çáiæíèé, ÿêùî éîãî ïîäiëèòè íà T 3/2

1

T 3/2

T∑
t=1

ξt−1
d→ σ

1∫

0

W (r) dr

çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 9.2.1(d). Ïîðÿäîê çáiæíîñòi òðüîõ îêðå-
ìèõ ÷ëåíiâ ðiâíîñòi (9.4.38) òàêèé

T∑
t=1

yt−1 =
T∑

t=1

y0

︸ ︷︷ ︸
OP (T )

+
T∑

t=1

α(t− 1)

︸ ︷︷ ︸
Op(T 2)

+
T∑

t=1

ξt−1

︸ ︷︷ ︸
Op(T 3/2)

.

×àñîâèé òðåíä α(t−1) àñèïòîòè÷íî äîìiíó¹ íàä iíøèìè äâîìà
êîìïîíåíòàìè, òîìó ïîäiëèìî (9.4.38) íà T 2

1

T 2

T∑
t=1

yt−1 =
1

T
y0 +

1

T 2

T∑
t=1

α(t− 1) +
1

T 1/2

(
1

T 3/2

T∑
t=1

ξt−1

)
p→

p→ 0 + α/2 + 0. (9.4.39)
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Àíàëîãi÷íî, ìà¹ìî, ùî
T∑

t=1

y2
t−1 =

T∑
t=1

[y0 + α(t− 1) + ξt−1]
2 =

=
T∑

t=1

y2
0

︸ ︷︷ ︸
OP (T )

+
T∑

t=1

α2(t− 1)2

︸ ︷︷ ︸
Op(T 3)

+
T∑

t=1

ξ2
t−1

︸ ︷︷ ︸
Op(T 2)

+

+
T∑

t=1

2y0 α (t− 1)

︸ ︷︷ ︸
OP (T 2)

+
T∑

t=1

2y0 ξt−1

︸ ︷︷ ︸
Op(T 3/2)

+
T∑

t=1

2α(t− 1)ξt−1

︸ ︷︷ ︸
Op(T 5/2)

.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî ïîäiëèòè íà T 3, òî âñi äîäàíêè,
êðiì äîäàíêà, ÿêèé íàëåæèòü ÷àñîâîìó òðåíäó α2(t−1)2, àñèì-
ïòîòè÷íî íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ. Òîìó

1

T 3

T∑
t=1

y2
t−1

p→ α2

3
. (9.4.40)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð
T∑

t=1

yt−1ut =
T∑

t=1

[y0 + α(t− 1) + ξt−1] ut

= y0

T∑
t=1

ut

︸ ︷︷ ︸
OP (T 1/2)

+
T∑

t=1

α(t− 1)ut

︸ ︷︷ ︸
Op(T 3/2)

+
T∑

t=1

ξt−1ut

︸ ︷︷ ︸
Op(T )

,

çâiäêè

1

T 3/2

T∑
t=1

yt−1ut
p→ 1

T 3/2

T∑
t=1

α(t− 1)ut. (9.4.41)
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Ðåçóëüòàòè (9.4.39) - (9.4.41) îçíà÷àþòü òàêå: ÿêùî iñòèííèé
ïðîöåñ ¹ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì çi çìiùåííÿì, òî îöiíåíi MHK
êîåôiöi¹íòè â (9.4.14) ìàþòü âëàñòèâiñòü

(
α̂T − α
ρ̂T − 1

)
=

(
Op(T ) Op(T

2)
Op(T

2) Op(T
3)

)−1 (
Op(T

1/2)
Op(T

3/2)

)
.

Îòîæ, äëÿ öüîãî âèïàäêó ðîçðàõóíêîâà ìàòðèöÿ ìàòèìå âè-
ãëÿä

MT ≡
(

T 1/2 0
0 T 3/2

)
,

äëÿ ÿêî¨ ðiâíiñòü (9.4.19) ïåðåòâîðèìî ó òàêèé ñïîñiá:
(

T 1/2 0
0 T 3/2

)(
α̂T − α
ρ̂T − 1

)
=

=

[(
T−1/2 0

0 T−3/2

)(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)(
T−1/2 0

0 T−3/2

)]−1

×

×
(

T−1/2 0
0 T−3/2

)( ∑
ut∑
yt−1ut

)
,

òîáòî
(

T 1/2(α̂T − α)
T 3/2(ρ̂T − 1)

)
= (9.4.42)

=

(
1 T−2

∑
yt−1

T−2
∑

yt−1 T−3
∑

y2
t−1

)−1 (
T−1/2

∑
ut

T−3/2
∑

yt−1ut

)
.

Çãiäíî ç (9.4.39) i (9.4.40) ïåðøèé ìíîæíèê ó ðiâíîñòi (9.4.42)
çáiãà¹òüñÿ äî

(
1 T−2

∑
yt−1

T−2
∑

yt−1 T−3
∑

y2
t−1

)
p→

(
1 α/2

α/2 α2/3

)
≡ Q.

(9.4.43)
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Ç (9.4.41) âèïëèâà¹, ùî äðóãèé ìíîæíèê (9.4.42) çàäîâîëüíÿ¹
(

T−1/2
∑

ut

T−3/2
∑

yt−1ut

)
p→

(
T−1/2

∑
ut

T−3/2
∑

α(t− 1)ut

)
d→

d→ N
[(

0
0

)
, σ2

(
1 α/2

α/2 α2/3

)]
= N[0, σ2Q].

(9.4.44)

Ïî¹äíàâøè (9.4.42) - (9.4.44), îòðèìà¹ìî
(

T 1/2(α̂T − α)
T 3/2(ρ̂T − 1)

)
d→N[0, Q−1 σ2QQ−1] =

= N[0, σ2Q−1]. (9.4.45)

Îòæå, äëÿ öüîãî âèïàäêó îáèäâà îöiíåíi êîåôiöi¹íòè ¹ àñèì-
ïòîòè÷íî íîðìàëüíèìè, òîìó äëÿ òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè âèêî-
ðèñòîâóþòü òàáëèöi ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.

9.4.4 Ðåãðåñiÿ, ÿêà ìiñòèòü ñòàëèé ÷ëåí
i ÷àñîâèé òðåíä. Iñòèííèé ïðîöåñ
¹ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì
çi çìiùåííÿì àáî áåç íüîãî

Ïðèïóñòèìî, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ùî iñòèííîþ ìîäå-
ëëþ ¹

yt = α + yt−1 + ut ,

äå ut ¹ áiëèì øóìîì ç äèñïåðñi¹þ σ2. Ó öüîìó âèïàäêó iñòèííå
çíà÷åííÿ α íå ìà¹ çíà÷åííÿ äëÿ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçïîäiëó.
Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, ïðèïóñòèìî, ùî ÷àñîâèé
òðåíä ¹ âêëþ÷åíèì â ðåãðåñiþ, ÿêà îöiíþ¹òüñÿ çà MHK

yt = α + ρ yt−1 + δ t + ut . (9.4.46)
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ßêùî α 6= 0, òî yt−1 áóäå àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåíòíèì ÷àñîâî-
ìó òðåíäó. Îñêiëüêè ÷àñîâèé òðåíä ¹ âæå âêëþ÷åíèì ó ðåãðå-
ñiþ ÿê îêðåìà çìiííà, òî öå çóìîâèòü êîëiíåàðíiñòü ïîÿñíþ-
âàëüíèõ çìiííèõ ó âåëèêèõ âèáiðêàõ. Ìîäåëü ðåãðåñi¨ (9.4.46)
ìîæíà çàïèñàòè â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi

yt =(1− ρ)α + ρ [yt−1 − α(t− 1)] + (δ + ρα)t + ut ≡
≡ α∗ + ρ∗ξt−1 + δ∗t + ut ,

(9.4.47)

äå α∗ ≡ (1− ρ)α, ρ∗ ≡ ρ, δ∗ ≡ (δ + ρα) i ξt ≡ yt−αt. Êðiì òîãî,
âðàõóâàâøè íóëüîâó ãiïîòåçó ρ = 1 i δ = 0, ìàòèìåìî

ξt = y0 + u1 + u2 + ... + ut ,

òîáòî ξt � âèïàäêîâèé ïðîöåñ, îïèñàíèé ó òâåðäæåííi 9.2.1.
Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåíó ðåãðåñiþ yt çà ñòàëîþ, ξt−1 i ÷àñîâèì
òðåíäîì, ùî äà¹ òàêó MHK-îöiíêó:




α̂∗T
ρ̂∗T
δ̂∗T


 =




T
∑

ξt−1

∑
t∑

ξt−1

∑
ξ2
t−1

∑
t ξt−1∑

t
∑

t ξt−1

∑
t2



−1 


∑

yt∑
ξt−1yt∑
tyt


 .

(9.4.48)
Çà îáðàíî¨ ãiïîòåçè α = α0, ρ = 1 i δ = 0 ó ïåðåòâîðåíié ñèñòåìi
áóäåìî ìàòè α∗ = 0, ρ∗ = 1 i δ∗ = α0. Âiäõèëåííÿ MHK-îöiíêè
âiä öèõ iñòèííèõ çíà÷åíü ìîæíà çîáðàçèòè




α̂∗T
ρ̂∗T − 1

δ̂∗T − α0


 = (9.4.49)

=




T
∑

ξt−1

∑
t∑

ξt−1

∑
ξ2
t−1

∑
t ξt−1∑

t
∑

t ξt−1

∑
t2



−1 


∑

ut∑
ξt−1ut∑
tut


 .



310 Ðîçäië 9. Îäíîâèìiðíi ïðîöåñè ç îäèíè÷íèì êîðåíåì

Âðàõîâóþ÷è ïîðÿäîê çáiæíîñòåé ç òâåðäæåííÿ 9.2.1, ó öüîìó
âèïàäêó ðîçðàõóíêîâó ìàòðèöþ MT òðåáà âèáðàòè òàê:

MT =




T 1/2 0 0
0 T 0
0 0 T 3/2


 .

Òîäi ðiâíiñòü (9.4.49) íàáóäå âèãëÿäó



T 1/2 0 0
0 T 0
0 0 T 3/2







α̂∗T
ρ̂∗T − 1

δ̂∗T − α0


 =

=







T−1/2 0 0
0 T−1 0
0 0 T−3/2







T
∑

ξt−1

∑
t∑

ξt−1

∑
ξ2
t−1

∑
t ξt−1∑

t
∑

t ξt−1

∑
t2


 ×

×



T−1/2 0 0
0 T−1 0
0 0 T−3/2






−1

×

×



T−1/2 0 0
0 T−1 0
0 0 T−3/2







∑
ut∑

ξt−1ut∑
t ut




àáî



T 1/2α̂∗T
T (ρ̂∗T − 1)

T 3/2(δ̂∗T − α0)


 =

=




1 T−3/2
∑

ξt−1 T−2
∑

t
T−3/2

∑
ξt−1 T−2

∑
ξ2
t−1 T−5/2

∑
t ξt−1

T−2
∑

t T−5/2
∑

t ξt−1 T−3
∑

t2



−1

×

×



T−1/2
∑

ut

T−1
∑

ξt−1ut

T−3/2
∑

t ut


 .
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Ç òâåðäæåííÿ 9.2.1 ìîæåìî çíàéòè àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië



T 1/2α̂∗T
T (ρ̂∗T − 1)

T 3/2(δ̂∗T − α0)


 d→ (9.4.50)

d→



1 σ
∫

W (r) dr 1/2
σ

∫
W (r) dr σ2

∫
[W (r)]2 dr σ

∫
r W (r) dr

1/2 σ
∫

r W (r) dr 1/3



−1

×

×



σ W (1)
(1/2) σ2 ([W (1)]2 − 1)
σ

(
W (1)− ∫

W (r) dr
)


 =

=σ




1 0 0
0 σ 0
0 0 1



−1

×

×



1
∫

W (r) dr 1/2
σ

∫
W (r) dr

∫
[W (r)]2 dr

∫
r W (r) dr

1/2
∫

r W (r) dr 1/3



−1

×

×



1 0 0
0 σ 0
0 0 1



−1 


1 0 0
0 σ 0
0 0 1







W (1)
(1/2) ([W (1)]2 − 1)
W (1)− ∫

W (r) dr


 =

=




σ 0 0
0 1 0
0 0 σ







1
∫

W (r) dr 1/2∫
W (r) dr

∫
[W (r)]2 dr

∫
r W (r) dr

1/2
∫

r W (r) dr 1/3



−1

×



W (1)
(1/2) ([W (1)]2 − 1)
W (1)− ∫

W (r) dr




Çàóâàæèìî, ùî MHK-îöiíêà ρ̂∗T , ùî  póíòó¹òüñÿ íà (9.4.47)
ñïiâïàäà¹ ç MHK-îöiíêîþ ρ̂T , ÿêà  póíòó¹òüñÿ íà (9.4.46). Îòîæ,
àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië T (ρ̂T − 1) çàäà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ
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(9.4.50). Öåé ðîçïîäië íå çàëåæèòü íi âiä σ, íi âiä α, à òàêîæ
íå ìà¹ çíà÷åííÿ ÷è α äîðiâíþ¹ íóëþ, ÷è íi.

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië σ̂ρ̂T
ñòàíäàðòíî¨ ÌÍÊ-ïîõèáêè äëÿ

ρ̂T ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäiáíi îá÷èñëåííÿ ÿê i äëÿ
(9.4.30) òà (9.4.31). Îòæå,

T 2 σ̂2
ρ̂T

= (9.4.51)

= T 2 s2
T (0 1 0)




T
∑

ξt−1

∑
t∑

ξt−1

∑
ξ2
t−1

∑
t ξt−1∑

t
∑

t ξt−1

∑
t2



−1 


0
1
0


 =

= s2
T (0 1 0)




T 1/2 0 0
0 T 0
0 0 T 3/2


×

×



T
∑

ξt−1

∑
t∑

ξt−1

∑
ξ2
t−1

∑
tξt−1∑

t
∑

tξt−1

∑
t2



−1


T 1/2 0 0
0 T 0
0 0 T 3/2






0
1
0


=

=s2
T (0 1 0)




1 T−3/2
∑

ξt−1 T−2
∑

t
T−3/2

∑
ξt−1 T−2

∑
ξ2
t−1 T−5/2

∑
tξt−1

T−2
∑

t T−5/2
∑

tξt−1 T−3
∑

t2



−1


0
1
0




d→ σ2 (0 1 0)




1 0 0
0 σ 0
0 0 1



−1

×

×



1
∫

W (r) dr 1/2∫
W (r) dr

∫
[W (r)]2 dr

∫
r W (r) dr

1/2
∫

r W (r) dr 1/3



−1


1 0 0
0 σ 0
0 0 1



−1


0
1
0


=

= (0 1 0)




1
∫

W (r) dr 1/2∫
W (r) dr

∫
[W (r)]2 dr

∫
r W (r) dr

1/2
∫

r W (r) dr 1/3



−1


0
1
0


 ≡

≡ Q .
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Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië MHK t -
ñòàòèñòèêè äëÿ òåñòóâàííÿ ãiïîòåçè ρ = 1 ¹ òàêèì:

tT =
T (ρ̂T − 1)

(T 2 σ̂2
ρ̂T

)1/2

p→ T (ρ̂T − 1)√
Q

. (9.4.52)

Çíîâó öåé ðîçïîäië íå çàëåæèòü íi âiä α, íi âiä σ.
Ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî iñòèííå çíà÷åííÿ δ äîðiâíþ¹ íó-

ëþ, ¹ äîïîìiæíîþ ãiïîòåçîþ, âiä ÿêî¨ çàëåæàòü àñèìïòîòè÷íi
âëàñòèâîñòi òåñòó. Îòîæ, ÿê i ó ïóíêòi 9.4.2, òðåáà ðîçãëÿíó-
òè MHK F - òåñò îá'¹äíàííÿ ãiïîòåç δ = 0 i ρ = 1. Õî÷à
F - ñòàòèñòèêó îá÷èñëþþòü çâè÷àéíèì ìåòîäîì, ¨¨ àñèìïòî-
òè÷íèé ðîçïîäië ¹ íåñòàíäàðòíèì.

9.5 Òåñò Ôiëiïñà - Ïåððîíà
Ùîá âiäîáðàçèòè îñíîâíó iäåþ òåñòó Ôiëiïñà - Ïåððîíà (Phi-
llips, Perron) íà îäèíè÷íèé êîðiíü, ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ðå-
ãðåñiþ, ÿêà äîñëiäæóâàëàñü ó ïóíêòi 9.4.2.

Ðîçãëÿíåìî MHK-îöiíêè ïàðàìåòðiâ α i ρ ðåãðåñiéíî¨ ìî-
äåëi

yt = α + ρyt−1 + ut (9.5.1)

çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì, ùî iñòèííi α = 0, ρ = 1 i ut ¹ áiëèì
øóìîì.

Ïðè âèâåäåííi àñèìïòîòè÷íîãî ðîçïîäiëó ó ïóíêòi 9.4.2
ïðèïóñêàëè, ùî çáóðåííÿ íå êîðåëþþòü. Ôiëiïñ i Ïåððîí óçà-
ãàëüíèëè öi ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó, êîëè ut ïîñëiäîâíî êîðå-
ëþþòü i ìîæëèâî, ãåòåðîñêåäàñòè÷íi. Íåõàé iñòèííèé ïðîöåñ
ìà¹ âèãëÿä

yt − yt−1 = ut = ψ(L)εt ,

äå ψ(L) òà εt çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òâåðäæåíÿ 9.2.2.
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ßêùî ðiâíiñòü (9.5.1) ¹ ñòàöiîíàðíîþ àâòîðåãðåñi¹þ ç |ρ| <
1, òî ó âèïàäêó, ÿêùî ut ïîñëiäîâíî êîðåëþþòü MHK-îöiíêà
ρ̂T , ÿêà âèçíà÷åíà â (9.4.14), íå ¹ çìiñòîâíîþ îöiíêîþ ïàðà-
ìåòðà ρ. Îäíàê, ÿêùî ρ = 1, òî ìàòèìåìî çáiæíiñòü ρ̂T → 1
íàâiòü i ïðè ïîñëiäîâíî êîðåëüîâàíèõ ut. Òîìó Ôiëiïñ i Ïåððîí
çàïðîïîíóâàëè âèêîðèñòîâóâàòè ÌÍÊ-îöiíêó (9.5.1) òàêîæ i ó
âèïàäêó ïîñëiäîâíî êîðåëüîâàíèõ ut.

Íåõàé MHK-îöiíêè α̂T i ρ̂T ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (9.5.1) çà
âiäñóòíîñòi ïîñëiäîâíî¨ êîðåëÿöi¨, òîáòî α̂T i ρ̂T � âåëè÷èíè,
âèçíà÷åíi â (9.4.14). ßêùî iñòèííi çíà÷åííÿ α = 0 i ρ = 1, òî
çãiäíî ç (9.4.21) ìà¹ìî

(
T 1/2α̂T

T (ρ̂T − 1)

)
= (9.5.2)

=

(
1 T−3/2

∑
yt−1

T−3/2
∑

yt−1 T−2
∑

y2
t−1

)−1 (
T−1/2

∑
ut

T−1
∑

yt−1ut

)
,

äå Σ îçíà÷à¹
T∑

t=1

. Òàêîæ, çãiäíî ç íóëüîâîþ ãiïîòåçîþ H0 : α =

0, ρ = 1 àíàëîãi÷íî ÿê i â (9.4.4) îäåðæèìî

yt = y0 + u1 + u2 + ... + ut .

ßêùî ut = ψ(L)εt, òî yt ¹ çìiííîþ, ÿêà ìà¹ òi ñàìi âëàñòèâîñòi,
ùî i ξt ó òâåðäæåííi 9.2.2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè (å) i
(æ) öüîãî òâåðäæåííÿ, ìà¹ìî
(

1 T−3/2
∑

yt−1

T−3/2
∑

yt−1 T−2
∑

y2
t−1

)−1
d→ (9.5.3)

d→
(

1 λ
∫

W (r) dr
λ

∫
W (r) dr λ2

∫
[W (r)]2 dr

)−1

=

=

(
1 0
0 λ

)−1 (
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1 (
1 0
0 λ

)−1

,
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äå iíòåãðàëüíèé çíàê îçíà÷à¹ iíòåãðàë çà r âiä 0 äî 1. Àíàëî-
ãi÷íî ðåçóëüòàòè (à) i (ä) òâåðäæåííÿ 9.2.2 äàþòü

(
T−1/2

∑
ut

T−1
∑

yt−1ut

)
d→ (9.5.4)

d→
(

λW (1)
(1/2) (λ2[W (1)]2 − γ0)

)(
λW (1)

(1/2) (λ2[W (1)]2 − 1)

)
+

+

(
0

(1/2) (λ2 − γ0)

)
=

=λ

(
1 0
0 λ

)(
W (1)

(1/2) ([W (1)]2 − 1)

)
+

(
0

(1/2) (λ2 − γ0)

)
.

Ïiäñòàâèâøè (9.5.3) òà (9.5.4) ó (9.5.2), ìàòèìåìî

(
T 1/2α̂T

T (ρ̂T − 1)

)
d→ (9.5.5)

d→
(

1 0
0 λ

)−1 (
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1 (
1 0
0 λ

)−1

×

×
(

λ

(
1 0
0 λ

)(
W (1)

1
2
([W (1)]2 − 1)

)
+

(
0

1
2
(λ2 − γ0)

)]
=

=

(
1 0
0 λ

)(
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1(
W (1)

1
2
([W (1)]2 − 1)

)
+

+

(
1 0
0 λ−1

)(
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1



0
1

2

λ2 − γ0

λ


 .

Òîìó äðóãèé åëåìåíò öüîãî âåêòîðà ìà¹ òàêèé àñèìïòîòè÷íèé
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ðîçïîäië:

T (ρ̂T − 1)
d→

d→(0 1)

(
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1 (
W (1)

1
2
([W (1)]2 − 1)

)
+

+
λ2 − γ0

2λ2
(0 1)

(
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1 (
0
1

)
=

=
(1/2) ([W (1)]2 − 1)−W (1)

∫
W (r) dr∫

[W (r)]2 dr − [∫
W (r) dr

]2 +

+
(1/2) (λ2 − γ0)

λ2
(∫

[W (r)]2 dr − [∫
W (r) dr

]2
) . (9.5.6)

Ïåðøèé ÷ëåí îñòàííüî¨ ðiâíîñòi òàêèé ñàìèé, ÿê i â (9.4.27).
Âií îïèñó¹ àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië T (ρ̂T − 1), ÿêùî ut ¹ i.i.d.
Îñòàííié ÷ëåí öi¹¨ ðiâíîñòi ñêîðåãîâàíèé çãiäíî ç ïîñëiäîâíîþ
êîðåëÿöi¹þ. ßêùî ut íå ¹ ïîñëiäîâíî êîðåëüîâàíèìè, òîäi ψ0 =
1 i ψj = 0 äëÿ j = 1, 2, . . . . Îòîæ, ÿêùî ut íå ¹ ïîñëiäîâíî
êîðåëüîâàíèìè, òîäi λ2 = σ2 [ψ(1)]2 = σ2 i γ0 = E[u2

t ] = σ2.
Çðó÷íî âèêîðèñòàòè MHK-ïîõèáêó σ̂ρ̂T

îöiíêè ρ̂T ó âèïàä-
êó ïîñëiäîâíî¨ êîðåëÿöi¨. Íåõàé MT � ìàòðèöÿ, âèçíà÷åíà â
(9.4.20), à s2

T � MHK-îöiíêà äèñïåðñi¨ ut. Òîäi

s2
T =

1

T − 2

T∑
t=1

(yt − α̂T − ρ̂T yt−1)
2 .

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië T 2 · σ̂ρ̂T
ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâó-
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þ÷è àíàëîãi÷íèé ïiäõiä ÿê i â (9.4.30) - (9.4.32)

T 2 σ̂2
ρ̂T

= s2
T (0 1)MT

(
T

∑
yt−1∑

yt−1

∑
y2

t−1

)−1

MT

(
0
1

)
p→

p→ s2
T (0 1)

(
1 0
0 λ

)−1 (
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1

×

×
(

1 0
0 λ

)−1 (
0
1

)
=

=
s2

T

λ2
(0 1)

(
1

∫
W (r) dr∫

W (r) dr
∫

[W (r)]2 dr

)−1 (
0
1

)
=

=
s2

T

λ2

1∫
[W (r)]2 dr − [∫

W (r)dr
]2 . (9.5.7)

Ç ðiâíîñòi (9.5.6) âèïëèâà¹, ùî

T (ρ̂T − 1)− 1

2

T 2 σ̂2
ρ̂t

s2
T

(λ2 − γ0)
p→ (9.5.8)

p→ T (ρ̂T − 1)− 1

2

(
1

λ2

)
λ2 − γ0∫

[W (r)]2 dr − [∫
W (r) dr

]2

d→

d→ (1/2) ([W (1)]2 − 1)−W (1)
∫

W (r) dr∫
[W (r)]2 dr − [∫

W (r) dr
]2 .

Îòæå, (9.5.8) ìà¹ òàêèé ñàìèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië ÿê
(9.4.27). Ðåçóëüòàò (9.5.8) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîøóêó àñèì-
ïòîòè÷íîãî ðîçïîäiëó MHK t - ñòàòèñòèêè
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äëÿ H0 : ρ = 1

tT =
(ρ̂T − 1)

σ̂ρ̂T

=
T (ρ̂T − 1)

(T 2 σ̂2
ρ̂T

)1/2

d→

d→ 1(
T 2 σ̂2

ρ̂T

)1/2

(
(1/2) ([W (1)]2 − 1)−W (1)

∫
W (r) dr∫

[W (r)]2 dr − [∫
W (r) dr

]2 +

+
1

2

T 2 σ̂2
ρ̂T

s2
T

(λ2 − γ0)

)
=

=
1(

T 2 σ̂2
ρ̂T

)1/2

(1/2) ([W (1)]2 − 1)−W (1)
∫

W (r) dr∫
[W (r)]2dr − [∫

W (r) dr
]2 +

+
(λ2 − γ0)

2sT

(
T 2 σ̂2

ρ̂T

s2
T

)1/2
p→

p→
(

(1/2) ([W (1)]2 − 1)−W (1)
∫

W (r) dr∫
[W (r)]2 dr − [∫

W (r) dr
]2

) (
λ2

s2
T

)1/2

×

(9.5.9)

×
(∫

[W (r)]2 dr −
[∫

W (r) dr

]2
)1/2

+
(λ2 − γ0)

2sT

(
T 2 σ̂2

ρ̂T

s2
T

)1/2

.

Êðiì òîãî,

s2
T =

1

T − 2

T∑
t=1

(yt − α̂T − ρ̂T yt−1)
2 p→ E[u2

t ] = γ0 . (9.5.10)

Îòæå, (9.5.9) îçíà÷à¹, ùî
(γ0

λ2

)1/2

tT
p→ (1/2) ([W (1)]2 − 1)−W (1)

∫
W (r) dr

(∫
[W (r)]2 dr − [∫

W (r) dr
]2

)1/2
+

+
1

2

λ2 − γ0

λ

T σ̂ρ̂T

sT

. (9.5.11)
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Îòîæ,
(γ0

λ2

)1/2

tT − 1

2

λ2 − γ0

λ

T σ̂ρ̂T

sT

d→
d→ (1/2) ([W (1)]2 − 1)−W (1)

∫
W (r) dr

(∫
[W (r)]2 dr − [∫

W (r) dr
]2

)1/2
,

(9.5.12)

ùî ¹ òèì ñàìèì ãðàíè÷íèì ðîçïîäiëîì, ÿêèé îäåðæàíî â
(9.4.35).

Ôîðìóëè (9.5.8) òà (9.5.12) ïîòðåáóþòü çíàíü ïàðàìåòðiâ
γ0 i λ2. Õî÷à öi ìîìåíòè ¹ íåâiäîìèìè, ¨õ ëåãêî ïîñëiäîâíî
îöiíèòè. Îñêiëüêè γ0 = E[u2

t ], òî ìà¹ìî ïåðøó îöiíêó

γ̂0 =
1

T

T∑
t=1

û2
t , (9.5.13)

äå ût = yt−α̂T−ρ̂T yt−1 ¹ îöiíêîþ ÌÍÊ-çàëèøêà. Çàìiñòü öüîãî
Ôiëiïñ i Ïåððîí (1988) âèêîðèñòàëè ñòàíäàðòíó MHK-îöiíêó

γ̂0 =
1

T − 2

T∑
t=1

û2
t = s2

T .

Àíàëîãi÷íî íà ïiäñòàâi ðåçóëüòàòó (à) òâåðäæåííÿ 9.2.2 λ ¹
àñèìïòîòè÷íèì ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèì âiäõèëåííÿì ñåðåäíüî-
ãî çíà÷åííÿ u. Òîìó ìà¹ìî

√
T ū =

1

T 1/2

T∑
t=1

ut
d→ N[0, λ2] . (9.5.14)

Öþ âåëè÷èíó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

λ2 = σ2 [ψ(1)]2 = γ0 + 2
∞∑

j=1

γj = 2πsu(0) , (9.5.15)
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äå γj � j-òà àâòîêîâàðiàöiÿ ut , à su(0) � ñïåêòð ut ç íóëüî-
âîþ ÷àñòîòîþ. Îòæå, öþ âåëè÷èíó ìîæíà îöiíèòè äåêiëüêîìà
ñïîñîáàìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî ëèøå ïåðøi q àâòîêîâàðiàöi¨ ââà-
æàþòü ñóòò¹âèìè, òî ìîæíà âèêîðèñòàòè îöiíêó Íåâ'¹-Âåñòà
(Newey-West)

λ̂2 = γ̂0 + 2

q∑
j=1

[1− j/(q + 1)] γ̂j , (9.5.16)

äå

γ̂j =
1

T

T∑
t=j+1

ûtût−j (9.5.17)

i ût = yt − α̂T − ρ̂T yt−1.
Çãiäíî ç íóëüîâîþ ãiïîòåçîþ, çà ÿêî¨ ïåðøå ñïîñòåðåæåííÿ

yt ¹ íóëåì, òîáòî ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì êîâàðiàöiéíî -
ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó, ùîá ïiäñóìóâàòè ïiäõiä Ôiëiïñà i Ïåð-
ðîíà òðåáà îöiíèòè ðiâíiñòü (9.5.1) çà äîïîìîãîþ MHK i âè-
êîðèñòàòè ñòàíäàðòíi ôîðìóëè MHK äëÿ îá÷èñëåííÿ ρ̂, éîãî
ñòàíäàðòíî¨ ïîõèáêè σ̂ρ̂, à òàêîæ ñòàíäàðòíî¨ ïîõèáêè ðåãðåñi¨
s. j-òà àâòîêîâàðiàöiÿ ût = yt − α̂ − ρ̂yt−1 òîäi îá÷èñëþþòüñÿ
çãiäíî ç (9.5.17).
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