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Вступ

У моделях страхування життя вивчаються виплати, якi зумовленi такою по-
дiєю, як настання смертi. Моделi, в яких вивчаються виплати, що здiйснюються,
допоки особа залишається живою, називаються страховими ануїтетами.

Страховий ануїтет — це серiя виплат, що здiйснюється неперервно, або
через рiвнi промiжки часу — перiоди (роки, мiсяцi, квартали), допоки застра-
хована особа залишається живою. Ануїтет може бути строковим (тимчасовим,
обмеженим у часi), або пожиттєвим (безтермiновим, безстроковим). Виплати
можуть починатися негайно пiсля укладання угоди, або бути вiдкладеними (вiд-
термiнованими) у часi. Виплати можуть здiйснюватись на початку (ануїтети
пренумерандо) або в кiнцi (ануїтети постнумерандо) кожного промiжку часу
виплат (кiнець року, кiнець перiоду).

Ануїтети вiдiграють особливо важливу роль у пенсiйних схемах. Насправ-
дi пенсiйну схему можна розглядати як певний вiдкладений (вiдтермiнований)
пожиттєвий ануїтет, виплати за яким здiйснюється, коли особа йде на пенсiю.
А оплатою за пенсiю (вiдкладений пожиттєвий ануїтет) виступає iнший строко-
вий ануїтет, виплати за яким здiйснює особа протягом своєї трудової дiяльностi,
допоки не досягає пенсiйного вiку.
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Роздiл 1

Неперервнi страховi ануїтети

1.1 Загальне поняття ануїтету

1.1.1 Означення
У цьому роздiлi розглядаються ануїтети, якi виплачуються неперервно з певною
заданою iнтенсивнiстю. Такi ануїтети називаються неперервними ануїтетами.
Неперервний ануїтет — це абстрактна модель, що є добрим наближенням ануї-
тетiв зi щомiсячними виплатами.

Загальний неперервний ануїтет для особи (x) визначається двома функцiя-
ми:

• iнтенсивнiстю виплат
bt, t ≥ 0;

• функцiєю дисконтування
vt, t ≥ 0.

Визначимо функцiю теперiшньої вартостi виплат yt за формулою

yt =

t∫
0

bsvs ds.

Отже, yt — це теперiшня вартiсть неперервного ануїтету, який сплачується особi
(x) протягом часу t. Використовуючи її, будуємо випадкову величину Y = Y (x),
яка називається теперiшньою вартiстю неперервного ануїтету:

Y (x) = yT (x) =

T (x)∫
0

bsvs ds, (1.1)

8



1.1. Загальне поняття ануїтету 9

де T = T (x) позначає випадкову величину майбутньої тривалостi життя особи
(x).

Математичне сподiвання

E
[
Y (x)

]
=

∞∫
0

ytfT (x)(t) dt =

∞∫
0

 t∫
0

bsvs ds


tpx µ(x+ t) dt (1.2)

теперiшньої вартостi неперервного ануїтету називається актуарною теперiшньою
неперервного вартiстю ануїтету. Залежно вiд вигляду функцiй iнтенсивностi
виплат та дисконтування отримуємо рiзнi види неперервних ануїтетiв (напри-
клад пожиттєвий, строковий, вiдкладений пожиттєвий, вiдкладений строковий,
пожиттєвий з гарантiєю тощо).

Зауваження 1. Зазвичай на функцiю iнтенсивностi виплат bt накладають умо-
ви невiд’ємностi й кускової неперервностi, а на функцiю дисконтування vt умови
додатностi, неперервностi й кускової гладкостi.

1.1.2 Властивостi

Теорема 1.1. (про зв’язок теперiшнiх вартостей неперервних ануїтетiв) Нехай
функцiя дисконтування визначається формулою (незалежно вiд вiку особи)

vt = vt, t ≥ 0. (1.3)

Нехай для l ∈ N iнтенсивнiсть виплат в момент часу

x+ l + t

за неперервним ануїтетом для особи у вiцi x та у вiцi x+ l однакова, тобто
залежить лише вiд абсолютного вiку особи в цей момент часу. Тодi

E
[
Y (x) | T (x) ≥ l

]
=

l∫
0

bsv
s ds+ vlE

[
Y (x+ l)

]
, (1.4)

де bt, t ≥ 0, позначає iнтенсивнiсть виплат ануїтету для особи у вiцi x.

Доведення. За означенням (1.1) та умовою (1.3) теореми

Y (x) =

T (x)∫
0

bsv
s ds. (1.5)
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За умовою теореми iнтенсивнiстю виплат ануїтету для особи у вiцi x+ l є фун-
кцiя bt+l, t ≥ 0. Отже, за означенням (1.1) та умовою (1.3) теореми теперiшня
вартiсть ануїтету Y (x+ l) для особи (x+ l) визначається формулою:

Y (x+ l) =

T (x+l)∫
0

bs+lv
s ds. (1.6)

1-й спосiб: Оскiльки

T (x+ l) = T (x)− l, T (x) ≥ l, (1.7)

то використовуючи рiвностi (1.5) i (1.6) та адитивнiсть iнтеграла, при T (x) ≥ l
маємо:

Y (x)−
l∫

0

bsv
s ds =

T (x)∫
l

bsv
s ds =

T (x)−l∫
0

bs+lv
s+l ds =

= vl
T (x+l)∫
0

bs+lv
s ds = vlY (x+ l).

Звiдси отримуємо (1.4).

2-й спосiб: З (1.7) отримуємо зв’язок мiж функцiями розподiлу випадкових ве-
личин T (x+ l) та T (x), T (x) ≥ l.

FT (x+l)(t) = Pr
{
T (x+ l) ≤ t

}
=

= Pr
{
T (x) ≤ t+ l | T (x) ≥ l

}
= FT (x)|T (x)≥l(t+ l), t ≥ 0.

Звiдси, використовуючи означення математичного сподiвання, адитивнiсть iн-
теграла та рiвностi (1.5) i (1.6), отримуємо:

E
[
Y (x) | T (x) ≥ l

]
=

∞∫
0

 t∫
0

bsv
s ds

 dFT (x)|T (x)≥l(t) =

=

∞∫
l

 l∫
0

bsv
s ds+

t∫
l

bsv
s ds

 dFT (x)|T (x)≥l(t) =

=

l∫
0

bsv
s ds+

∞∫
l

 t−l∫
0

bs+lv
s+l ds

 dFT (x)|T (x)≥l(t) =
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=

l∫
0

bsv
s ds+ vl

∞∫
0

 t∫
0

bs+lv
s ds

 dFT (x)|T (x)≥l(t+ l) =

=

l∫
0

bsv
s ds+ vl

∞∫
0

 t∫
0

bs+lv
s ds

 dFT (x+l)(t) =

=

l∫
0

bsv
s ds+ vlE

[
Y (x+ l)

]
.

3-й спосiб: Оскiльки щiльнiсть fT (x+l)(t) розподiлу випадкової величини T (x+l)
визначається формулою

fT (x+l)(t) = tpx+l µ(x+ l + t), t ≥ 0,

то за означенням математичного сподiвання i згiдно з (1.6)

E
[
Y (x+ l)

]
=

∞∫
0

 t∫
0

bs+lv
s ds


tpx+l µ(x+ l + t) dt. (1.8)

Використовуючи (1.5), означення математичного сподiвання, формулу щiльно-
стi fT (x)(t) розподiлу випадкової величини T (x)

fT (x)(t) = tpx µ(x+ t), t ≥ 0,

рiвнiсть

lpx = Pr
{
T (x) ≥ l

}
=

∞∫
l

fT (x)(t) dt =

∞∫
l

tpx µ(x+ t) dt,

адитивнiсть iнтеграла, спiввiдношення

l+tpx = lpx tpx+l ,

i рiвнiсть (1.8), маємо:

E
[
Y (x) | T (x) ≥ l

]
=

1

Pr
{
T (x) ≥ l

} ∞∫
l

 t∫
0

bsv
s ds

 fT (x)(t) dt =

=
1

lpx

∞∫
l

 l∫
0

bsv
s ds+

t∫
l

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt =
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=

l∫
0

bsv
s ds+

1

lpx

∞∫
l

 t−l∫
0

bs+lv
s+l ds


tpx µ(x+ t) dt =

=

l∫
0

bsv
s ds+

vl

lpx

∞∫
0

 t∫
0

bs+lv
s ds


l+tpx µ(x+ l + t) dt =

=

l∫
0

bsv
s ds+ vl

∞∫
0

 t∫
0

bs+lv
s ds


tpx+l µ(x+ l + t) dt =

=

l∫
0

bsv
s ds+ vlE

[
Y (x+ l)

]
.

Теорема 1.2. (про рекурентне спiввiдношення на актуарну теперiшню вартiсть
неперервного ануїтету) За умов теореми 1.1 справедлива рiвнiсть:

E
[
Y (x)

]
=

l∫
0

bsv
s
spx ds+ vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (1.9)

Доведення. З (1.1), (1.2) та умов теореми отримуємо формули (1.5) i (1.6) для
теперiшнiх вартостей Y (x) та Y (x + l), i вiдповiдно для актуарних теперiшнiх
вартостей

E
[
Y (x)

]
=

∞∫
0

 t∫
0

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt; (1.10)

E
[
Y (x+ l)

]
=

∞∫
0

 t∫
0

bs+lv
s ds


tpx+l µ(x+ l + t) dt. (1.11)

1-й спосiб: Використовуючи рiвнiсть

spx =

∞∫
s

tpx µ(x+ t) dt,

адитивнiсть iнтеграла i теорему про перестановку (рiвнiсть) повторних iнтегра-
лiв, отримуємо:
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l∫

0

bsv
s
spx ds =

l∫
0

 ∞∫
s

tpx µ(x+ t) dt

 bsv
s ds =

=

l∫
0

 l∫
s

tpx µ(x+ t) dt+

∞∫
l

tpx µ(x+ t) dt

 bsv
s ds =

=

l∫
0

 t∫
0

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt+

∞∫
l

 l∫
0

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt. (1.12)

Використовуючи (1.10) та адитивнiсть iнтеграла, маємо:

E
[
Y (x)

]
=

l∫
0

 t∫
0

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt+

+

∞∫
l

 t∫
0

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt. (1.13)

З рiвностей (1.12) та (1.13), використовуючи спiввiдношення

l+tpx = lpx tpx+l ,

та рiвнiсть (1.11), маємо:

E
[
Y (x)

]
−

l∫
0

bsv
s
spx ds =

∞∫
l

 t∫
l

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt =

=

∞∫
l

 t−l∫
0

bs+lv
s+l ds


tpx µ(x+ t) dt =

=

∞∫
0

 t∫
0

bs+lv
s+l ds


l+tpx µ(x+ l + t) dt =

= vl lpx

∞∫
0

 t∫
0

bs+lv
s ds


tpx+l µ(x+ l + t) dt = vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
.

Звiдси випливає (1.9).
2-й спосiб: За формулою повної ймовiрностi

E
[
Y (x)

]
= E

[
Y (x) | T (x) < l

]
Pr
{
T (x) < l

}
+
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+ E
[
Y (x) | T (x) ≥ l

]
Pr
{
T (x) ≥ l

}
=

= E
[
Y (x) | T (x) < l

]
lqx + E

[
Y (x) | T (x) ≥ l

]
lpx . (1.14)

Другий доданок правої частини цiєї рiвностi отримуємо з теореми про зв’язок
теперiшнiх вартостей неперервних ануїтетiв:

E
[
Y (x) | T (x) ≥ l

]
lpx = lpx

l∫
0

bsv
s ds+ vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (1.15)

Використовуючи (1.5) та означення математичного сподiвання, маємо:

E
[
Y (x) | T (x) < l

]
=

1

Pr
{
T (x) < l

} l∫
0

 t∫
0

bsv
s ds

 fT (x)(t) dt =

=
1

lqx

l∫
0

 t∫
0

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt.

Отже, перший доданок правої частини рiвностi (1.14), використовуючи теорему
про перестановку (рiвнiсть) повторних iнтегралiв та рiвнiсть

l∫
s

tpx µ(x+ t) dt = spx − lpx ,

можна подати у виглядi:

E
[
Y (x) | T (x) < l

]
lqx =

l∫
0

 t∫
0

bsv
s ds


tpx µ(x+ t) dt =

=

l∫
0

 l∫
s

tpx µ(x+ t) dt

 bsv
s ds =

l∫
0

(
spx − lpx

)
bsv

s ds =

=

l∫
0

bsv
s

spx ds− lpx

l∫
0

bsv
s ds. (1.16)

Пiдставляючи (1.15) i (1.16) у праву частину рiвностi (1.1), отримуємо рiвнiсть
(1.9).
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1.2 Загальне поняття ануїтету з гарантiєю

1.2.1 Означення

Поряд зi звичайними неперервними ануїтетами iснують (i розглядаються) не-
перервнi ануїтети з (n-рiчною) гарантiєю. Такий ануїтет гарантовано спла-
чується протягом n рокiв незалежно вiд часу настання страхової подiї (смертi
застрахованої особи).

Функцiя теперiшньої вартостi виплат yt для особи (x) за таким ануїтетом
визначається формулою:

yt =


n∫
0

bsvs ds, t < n

t∫
0

bsvs ds, t ≥ n

Використовуючи її, будуємо випадкову величину Y = Y (x), яка називається
теперiшньою вартiстю неперервного ануїтету з n-рiчною гарантiєю:

Y (x) = yT (x) =


n∫
0

bsvs ds, T (x) < n

T (x)∫
0

bsvs ds, T (x) ≥ n

(2.1)

де T = T (x) позначає випадкову величину майбутньої тривалостi життя особи
(x).

Математичне сподiвання

E
[
Y (x)

]
=

∞∫
0

ytfT (x)(t) dt =

= nqx

n∫
0

bsvs ds+

∞∫
n

 t∫
0

bsvs ds


tpx µ(x+ t) dt (2.2)

теперiшньої вартостi неперервного ануїтету з n-рiчною гарантiєю називається
актуарною теперiшньою вартiстю неперервного ануїтету з n-рiчною гаран-
тiєю. Залежно вiд вигляду функцiй вiдшкодування та дисконтування отри-
муємо рiзнi види неперервних ануїтетiв з гарантiєю (наприклад пожиттєвий,
строковий).
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1.2.2 Властивостi

Теорема 2.1. (про зв’язок теперiшнiх вартостей неперервних ануїтетiв з гаран-
тiєю) Нехай функцiя дисконтування визначається формулою (незалежно вiд
вiку особи)

vt = vt, t ≥ 0. (2.3)

Нехай для l, n ∈ N : l < n, iнтенсивнiсть виплат в момент часу

x+ l + t

за неперервним ануїтетом з n-рiчною гарантiєю для особи у вiцi x та за непе-
рервним ануїтетом з (n− l)-рiчною гарантiєю для особи у вiцi x+ l однакова,
тобто залежить лише вiд абсолютного вiку особи в цей момент часу. Тодi

E
[
Y (x) | T (x) ≥ l

]
=

l∫
0

bsv
s ds+ vlE

[
Y (x+ l)

]
, (2.4)

де bt, t ≥ 0, позначає iнтенсивнiсть виплат ануїтету для особи у вiцi x.

Вправа 1. Довести теорему 2.1 (навести три рiзних способи доведення).

Теорема 2.2. (про рекурентне спiввiдношення на актуарну теперiшню вартiсть
неперервного ануїтету з гарантiєю) За умов теореми 2.1 справедлива рiвнiсть:

E
[
Y (x)

]
=

l∫
0

bsv
s ds+ lqx

n∫
l

bsv
s ds+ vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (2.5)

Вправа 2. Довести теорему 2.2 (навести два рiзних способи доведення).

1.3 Неперервний ануїтет зi сталою iнтенсивнiстю
виплат

Розглянемо неперервний ануїтет зi сталою iнтенсивнiстю виплат 1 i зi сталою iн-
тенсивнiстю вiдсоткової ставки δ = − ln v. Функцiя теперiшньої вартостi виплат
такого ануїтету позначається āt| i визначається формулою:

āt| =

t∫
0

1 · vs ds = 1− vt

δ
, t ≥ 0.
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Зазначимо, що без урахування дисконту теперiшня вартiсть такого ануїтету,
виплаченого протягом року [t, t+ 1], дорiвнює 1:

t+1∫
t

1 · ds = 1.

Розглянемо неперервний ануїтет зi сталою iнтенсивнiстю виплат 1 i зi сталою
iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ = −2 ln v. Функцiя теперiшньої вартостi
виплат такого ануїтету позначається 2āt| i визначається формулою:

2āt| =

t∫
0

1 · v2s ds = 1− v2t

2δ
.

Лема 3.1. (про зв’язок āt| та 2āt| )

2

δ

(
āt| −

2āt|

)
− āt|

2 = 0, t ≥ 0. (3.1)

Доведення. Оскiльки

(1− vt)2 = 2(1− vt)− (1− v2t),

то

āt|
2 =

(1− vt)2

δ2
=

2

δ

1− vt

δ
− 2

δ

1− v2t

2δ
=

2

δ

(
āt| −

2āt|

)
.

Звiдси отримуємо (3.1).

1.4 Iнтегрування частинами
Теорема 4.1. (про математичне сподiвання функцiї вiд неперервної невiд’ємної
випадкової величини) Нехай Z — невiд’ємна неперервна випадкова величина з
функцiєю розподiлу F (x). Нехай φ(x) — невiд’ємна неперервна кусково-гладка
функцiя. Тодi

E
[
φ(Z)

]
= +∞ =⇒

∞∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx = +∞. (4.1)

Нехай функцiї F,φ задовiльняють умову:

∃ lim
x→+∞

φ(x)
(
1− F (x)

)
= 0. (4.2)
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Тодi

E
[
φ(Z)

]
< +∞ ⇐⇒ ∃

∞∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx, (4.3)

до того ж справедлива рiвнiсть:

E
[
φ(Z)

]
= φ(0) +

∞∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx. (4.4)

Доведення. З умов теореми маємо:

∀t ≥ 0 ∃
t∫

0

φ(x) dF (x) < +∞.

Оскiльки
t∫

0

φ(x) dF (x) = −
t∫

0

φ(x) d
(
1− F (x)

)
, t ≥ 0,

то iнтегруючи частинами iнтеграл у правiй частинi цiєї рiвностi, отримуємо:

−
t∫

0

φ(x) d
(
1− F (x)

)
= −φ(x)

(
1− F (x)

) ∣∣∣t
0
+

t∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx =

= −φ(t)
(
1− F (t)

)
+ φ(0) +

t∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx, t ≥ 0.

Отже,

φ(t)
(
1− F (t)

)
+

t∫
0

φ(x) dF (x) =

= φ(0) +

t∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx, t ≥ 0. (4.5)

Нехай E
[
φ(Z)

]
= +∞. Тодi

t∫
0

φ(x) dF (x) →
∞∫
0

φ(x) dF (x) = E
[
φ(Z)

]
= +∞, t → +∞. (4.6)
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За умовами теореми i згiдно з (4.5)

t∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx ≥

t∫
0

φ(x) dF (x)− φ(0), t ≥ 0.

Звiдси й з (4.6) та означення невластивого iнтеграла отримуємо твердження
(4.1):

∞∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx = lim

t→+∞

t∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx = +∞.

Нехай справджується умова (4.2). Тодi з рiвностi (4.5) випливає, що

∃ lim
t→+∞

t∫
0

φ(x) dF (x) ⇐⇒ ∃ lim
t→+∞

t∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx, (4.7)

до того ж

lim
t→+∞

t∫
0

φ(x) dF (x) = φ(0) + lim
t→+∞

t∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx. (4.8)

За означенням математичного сподiвання та означенням невластивого iнтеграла

E
[
φ(Z)

]
=

∞∫
0

φ(x) dF (x) = lim
t→+∞

t∫
0

φ(x) dF (x); (4.9)

∞∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx = lim

t→+∞

t∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx. (4.10)

З (4.7), (4.8), (4.9) i (4.10) випливають твердження теореми (4.3) i (4.4).

Наслiдок 4.1.1. (про математичне сподiвання й дисперсiю функцiї вiд непе-
рервної невiд’ємної випадкової величини) Нехай Z — невiд’ємна неперервна
випадкова величина з функцiєю розподiлу F (x). Нехай φ(x) — невiд’ємна не-
перервна кусково-гладка обмежена функцiя. Тодi

E
[
φ(Z)

]
< +∞, E

[
φ2(Z)

]
< +∞, (4.11)
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до того ж справедливi рiвностi:

E
[
φ(Z)

]
= φ(0) +

1∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx; (4.12)

E
[
φ2(Z)

]
= φ2(0) + 2

1∫
0

φ′(x)φ(x)
(
1− F (x)

)
dx. (4.13)

Зокрема,

Var
[
φ(Z)

]
= φ2(0) + 2

1∫
0

φ′(x)φ(x)
(
1− F (x)

)
dx−

−

φ(0) +

1∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx

2

. (4.14)

Доведення. Спершу використовуючи обмеженiсть функцiї φ(x) отримуємо твер-
дження (4.11) i умову (4.2) теореми 4.1. Внаслiдок цього з теореми 4.1, застосо-
вуючи її до функцiй φ та φ2, отримуємо формули (4.12) i (4.13). А з цих формул
випливає формула (4.14).

Теорема 4.2. (про математичне сподiвання функцiї вiд неперервної невiд’ємної
випадкової величини) Нехай Z — невiд’ємна неперервна випадкова величина
з функцiєю розподiлу F (x). Нехай φ(x) — невiд’ємна монотонна неперервна
кусково-гладка функцiя. Тодi

E
[
φ(Z)

]
= φ(0) +

∞∫
0

φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx. (4.15)

Доведення. Якщо функцiя φ обмежена, то твердження теореми випливає з на-
слiдку 4.1.1. Нехай φ необмежена. Тодi за умовами теореми (невiд’ємнiсть i
монотоннiсть) φ неспадна.

Нехай E
[
φ(Z)

]
= +∞. Тодi згiдно з твердженням (4.1) теореми 4.1 права

частина рiвностi (4.15) також дорiвнює +∞.
Нехай E

[
φ(Z)

]
< +∞. Для доведення рiвностi (4.15) досить обгрунтувати

умову (4.2) теореми 4.1. З невiд’ємностi i неспадання функцiї φ маємо:

0 ≤ φ(x)
(
1− F (x)

)
= φ(x)

∞∫
x

dF (t) ≤
∞∫
x

φ(t) dF (t), x > 0. (4.16)
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Оскiльки

E
[
φ(Z)

]
=

∞∫
0

φ(t) dF (t) < +∞,

то
∞∫
x

φ(t) dF (t) → 0, x → +∞. (4.17)

З (4.16), (4.17) та властивостей границi функцiї отримуємо:

φ(x)
(
1− F (x)

)
→ 0, x → +∞.

Наслiдок 4.2.1. (про дисперсiю функцiї вiд неперервної невiд’ємної випадкової
величини) Нехай Z — невiд’ємна неперервна випадкова величина з функцiєю
розподiлу F. Нехай φ(x) — невiд’ємна монотонна неперервна кусково-гладка
функцiя. Тодi

E
[
φ2(Z)

]
= φ2(0) + 2

∞∫
0

φ(x)φ′(x)
(
1− F (x)

)
dx. (4.18)

Нехай E
[
φ2(Z)

]
< +∞. Тодi E

[
φ(Z)

]
< +∞. Зокрема,

Var
[
φ(Z)

]
= E

[
φ2(Z)

]
− E

[
φ(Z)

]2
,

де E
[
φ(Z)

]
, E
[
φ2(Z)

]
визначаються формулами (4.15) i (4.18).

Доведення. Якщо функцiя φ обмежена, то твердження наслiдку випливає з на-
слiдку 4.1.1. Нехай φ необмежена. Тодi за умовами теореми (невiд’ємнiсть i
монотоннiсть) φ неспадна.
Зауваження 1. Функцiя φ2(x) невiд’ємна монотонна неперервна кусково-гладка.
Невiд’ємнiсть очевидна, а монотоннiсть, неперервнiсть та кускова гладкiсть
φ2(x) випливають з невiд’ємностi, монотонностi, неперервностi та кускової глад-
костi φ(x).

Iз зауваження 1 i теореми 4.2 випливає перше твердження наслiдку — рiв-
нiсть (4.18). Нехай E

[
φ2(Z)

]
< +∞.

Зауваження 2. E
[
φ(Z)

]
< +∞, до того ж справедлива формула (4.15).

Зазначимо, що досить довести скiнченнiсть E
[
φ(Z)

]
, оскiльки рiвнiсть (4.15)

випливає з теореми 4.2. З неспадання та необмеженостi функцiї φ(x) отримуємо:

∃x0 ∈ R ∀x > x0 φ(x) > 1.
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Тодi
∀x > x0 0 ≤ φ(x) < φ2(x). (4.19)

За критерiєм Кошi збiжностi невластивого iнтеграла

E
[
φ2(Z)

]
=

∞∫
0

φ2(x) dF (x) < +∞

маємо:

∀ε > 0 ∃C(ε) > x0 : ∀a > C(ε) ∀δ > 0 0 ≤
a+δ∫
a

φ2(x) dF (x) < ε.

Тодi з (4.19) отримуємо:

∀ε > 0 ∃C(ε) > x0 : ∀a > C(ε) ∀δ > 0 0 ≤
a+δ∫
a

φ(x) dF (x) < ε.

Отже, знову застосовуючи критерiй Кошi збiжностi невластивого iнтеграла (у
зворотньому напрямку), отримуємо збiжнiсть невластивого iнтеграла (скiнчен-
нiсть математичного сподiвання)

E
[
φ(Z)

]
=

∞∫
0

φ(x) dF (x) < +∞.

Теорема 4.3. (про зображення актуарної теперiшньої вартостi неперервного
ануїтету у формi поточних виплат) Нехай Y (x) позначає теперiшню вартiсть
неперервного ануїтету з кусково-неперервною iнтенсивнiстю виплат bt i не-
перервною функцiєю дисконтування vt. Тодi

E
[
Y (x)

]
=

∞∫
0

btvt tpx dt.

Доведення. Визначимо функцiю

φ(t) =

t∫
0

bsvs ds, t ≥ 0. (4.20)
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За умов теореми φ(t) невiд’ємна неспадна неперервна кусково-гладка функцiя.
Згiдно з означенням неперервного ануїтету

Y (x) = φ(T (x)).

Застосуємо теорему 4.2 до неперервної невiд’ємної випадкової величини T (x) та
функцiї (4.20). Оскiльки

tpx = 1− FT (x)(t), φ(0) = 0, φ′(t) = btvt, t > 0,

то за теоремою 4.2

E
[
Y (x)

]
= E

[
φ(T (x))

]
= φ(0) +

∞∫
0

φ′(t) tpx dt =

∞∫
0

btvt tpx dt.

1.5 Функцiя розподiлу неперервного ануїтету
Теорема 5.1. (перша теорема про функцiю розподiлу Y ) Нехай

(i) yt = y0 ∀t ∈ [0, l];

(ii) функцiя yt строго зростає на [l,+∞);

(iii) yt → c, t → +∞.

За теоремою про обернену функцiю (до строго монотонної) iснує обернена до
yt функцiя φ(y),

φ : [yl, c) → [l,+∞),

яка також строго зростає i неперервна. Тодi

FY (y) =


0, y < yl

FT

(
φ(y)

)
, yl ≤ y < c

1, y ≥ c

=


0, y < yl

φ(y)qx , yl ≤ y < c

1, y ≥ c

(5.1)

Доведення. За означенням випадкової величини Y та умовою теореми

Y ∈ [yl, c).

Отже,

FY (y) =

{
0, y < yl,

1, y ≥ c.
(5.2)
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Нехай
yl ≤ y < c.

Звiдси, зокрема, отримуємо:
φ(y) ≥ l. (5.3)

Використовуючи умови теореми, означення випадкової величини Y, формулу
повної ймовiрностi i (5.3), маємо:

FY (y) = Pr
{
Y ≤ y

}
= Pr

{
yl ≤ Y ≤ y

}
=

= Pr
{
yl ≤ Y ≤ y | T < l

}
Pr
{
T < l

}
+

+ Pr
{
yl ≤ Y ≤ y | T ≥ l

}
Pr
{
T ≥ l

}
=

= Pr
{
T < l

}
+ Pr {yl ≤ y

T
≤ y | T ≥ l}Pr

{
T ≥ l

}
=

= Pr
{
T < l

}
+ Pr

{
φ(yl) ≤ φ

(
y
T

)
≤ φ(y) | T ≥ l

}
Pr
{
T ≥ l

}
=

== Pr
{
T < l

}
+ Pr {l ≤ T ≤ φ(y) | T ≥ l}Pr

{
T ≥ l

}
=

== Pr
{
T < l

}
+ Pr {l ≤ T ≤ φ(y)} = Pr {T ≤ φ(y)} = FT

(
φ(y)

)
. (5.4)

З (5.2) i (5.4) отримуємо (5.1).
Зазначимо, що FY (y) має ймовiрнiсну масу (стрибок) в точцi y = yl, який

дорiвнює lqx (за умови, що ця ймовiрнiсть додатня):

FY (yl)− lim
y→yl−

FY (y) = FY (yl) = lqx .

В рештi точок FY (y) неперервна, оскiльки FT ∈ C
(
R
)
, φ ∈ C

(
[0, c)

)
i в точцi

y = c функцiя FY (y) неперервна:

lim
y→c−

FY (y) = FT (+∞) = 1 = FY (c).

Наслiдок 5.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позна-
чає p-ий процентиль теперiшньої вартостi неперервного ануїтету. За умов
теореми 5.1:

(i) Нехай lqx > 0. Тодi ∀p ∈ (0, lqx ] ξpY = yl.

(ii) Нехай tqx строго зростає на [α, β] ⊂ [l,+∞). Тодi:

(а) ξ βqx
Y = yβ ;

(б) ∀p ∈ ( αqx , βqx ) ξpY є розв’язком рiвняння

φ(y)qx = p, y ∈ (yα, yβ), (5.5)
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який можна подати у виглядi:

ξpY = yt(p), t(p) =
(
FT
∣∣
(α,β)

)−1

(p).

Зокрема, якщо tqx строго зростає на [l,+∞), то ∀p ∈ (0, 1) ξpY є
розв’язком рiвняння (5.5).

Доведення. (i) Випливає з теореми про процентиль (перше твердження), оскiль-
ки

FY (yl−) = 0, FY (yl) = lqx .

(ii) Зазначимо, що за побудовою вiдображення φ

φ(yα) = α, φ(yβ) = β. (5.6)

З формули (5.1) маємо:

FY (y) = FT ◦ φ(y) = φ(y)qx , y ∈ [yl, c). (5.7)

Оскiльки FT неперервна на R i строго зростає на [α, β], функцiя φ неперервна
i строго зростає на [yl, c), то композицiя цих функцiй FY неперервна i строго
зростає на [yα, yβ ], до того ж, враховуючи (5.6) i (5.7), маємо:

FY (yα) = αqx , FY (yβ−) = FY (yβ) = βqx .

Звiдси й з теореми про процентиль (третє й четверте твердження) випливають
обидва твердження пункту (ii) наслiдку. Зокрема,

ξpY =
(
FY
∣∣
(yα,yβ)

)−1

(p) =
(
FT ◦ φ ∣∣

(yα,yβ)

)−1

(p) =

= φ−1 ◦
(
FT
∣∣
(α,β)

)−1

(p) = φ−1
(
t(p)

)
= yt(p), p ∈ ( αqx , βqx ).

Теорема 5.2. (друга теорема про функцiю розподiлу Y ) Нехай

(i) yt = y0 ∀t ∈ [0, l];

(ii) функцiя yt строго зростає на [l, τ ];

(iii) yt = yτ ∀t ≥ τ.
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За теоремою про обернену функцiю (до строго монотонної) iснує обернена до
yt функцiя φ(y),

φ : [yl, yτ ] → [l, τ ],

яка також строго зростає i неперервна. Тодi

FY (y) =


0, y < yl

FT

(
φ(y)

)
, yl ≤ y < yτ

1, y ≥ yτ

=


0, y < yl

φ(y)qx , yl ≤ y < yτ

1, y ≥ yτ

(5.8)

Вправа 1. Довести теорему 5.2.

Наслiдок 5.2.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позна-
чає p-ий процентиль теперiшньої вартостi неперервного ануїтету. За умов
теореми 5.2:

(i) Нехай lqx > 0. Тодi ∀p ∈ (0, lqx ] ξpY = yl.

(ii) Нехай τqx < 1. Тодi ∀p ∈ ( τqx , 1) ξpY = yτ ;

(iii) Нехай tqx строго зростає на [α, β] ⊂ [l, τ ]. Тодi:

(а) ξ βqx
Y = yβ ;

(б) ∀p ∈ ( αqx , βqx ) ξpY є розв’язком рiвняння

p(y)qx = p, y ∈
(
yα, yβ

)
,

який можна подати у виглядi:

ξpY = yt(p), t(p) =
(
FT
∣∣
(α,β)

)−1

(p).

Вправа 2. Довести наслiдок 5.2.1.

1.6 Пожиттєвий ануїтет

1.6.1 Означення

Неперервний пожиттєвий ануїтет виплачується застрахованiй особi (x) допо-
ки вона залишається живою. Iнтенсивнiсть виплат, функцiя дисконтування та
функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету визначаються формулами:

bt = 1, t ≥ 0;

vt = vt, t ≥ 0;
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yt =

t∫
0

vs ds =
1− vt

δ
= āt|, t ≥ 0.

Отже, теперiшня вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету Y = Y (x)
має вигляд:

Y =
1− vT

δ
= āT|, (6.1)

де T = T (x) позначає випадкову величину майбутньої тривалостi життя особи
(x).

Актуарна теперiшня вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету по-
значається āx i визначається формулою:

āx = E
[
Y
]
=

∞∫
0

āt| tpx µ(x+ t) dt. (6.2)

Зауваження 1. З (6.2) отримуємо, що актуарна теперiшня вартiсть неперерв-
ного пожиттєвого ануїтету āx задовiльняє нерiвностi:

0 < āx <
1

δ
.

1.6.2 Властивостi

Теорема 6.1. (про функцiю розподiлу Y )

FY (y) =


0, y < 0

FT

(
− 1

δ ln(1− δy)
)
, 0 ≤ y < 1

δ

1, y ≥ 1
δ

=

=


0, y < 0

− 1
δ ln(1−δy)qx , 0 ≤ y < 1

δ

1, y ≥ 1
δ

Доведення. Випливає з першої теореми про функцiю розподiлу теперiшньої вар-
тостi Y неперервного ануїтету. Справдi, функцiя теперiшньої вартостi виплат
yt задовiльняє умови:

(i) yt строго зростає на [0,+∞);

(ii) yt →
1

δ
, t → +∞;
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(iii) обернена до yt функцiя φ(y) визначається формулою:

φ(y) = −1

δ
ln(1− δy), y ∈

(
0,

1

δ

)
. (6.3)

На малюнку 1.1 (стор.28) зображено приклади графiкiв функцiй розподiлу.

(а) T (x) має експоненцiйний розподiл (б) T (x) має розподiл де Муавра

Рис. 1.1: Функцiя розподiлу FY

Наслiдок 6.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай tqx строго
зростає на [α, β] ⊂ [0,+∞), ξpY позначає p-ий процентиль теперiшньої варто-
стi Y неперервного пожиттєвого ануїтету. Тодi:

(i) ξ βqx
Y =

1− e−δβ

δ
= āβ|;

(ii) ∀p ∈ ( αqx , βqx ) ξpY є розв’язком рiвняння

− 1
δ ln(1−δy)qx = p, (6.4)

який можна подати у виглядi:

ξpY =
1− e−δt(p)

δ
= ā

t(p)|, t(p) =
(
FT
∣∣
(α,β)

)−1

(p).

Доведення. Випливає з наслiдку про процентиль до першої теореми про фун-
кцiю розподiлу теперiшньої вартостi Y неперервного ануїтету, теореми 6.1 i фор-
мул для yt i (6.3).
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Теорема 6.2. (про властивостi неперервного пожиттєвого ануїтету)

(i) актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету у формi пото-
чних виплат

āx =

∞∫
0

vt tpx dt =

∞∫
0

tEx dt; (6.5)

(ii) зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями пожиттєвого стра-
хування та пожиттєвого ануїтету

1 = δāx + Āx; (6.6)

(iii) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi пожиттєвого
ануїтету

āx = āx: 1| + vpxāx+1 = āx: 1| + Exāx+1;

(iv) диференцiальне рiвняння на актуарну теперiшню вартiсть пожиттєво-
го ануїтету

d

dx
āx =

(
δ + µ(x)

)
āx − 1. (6.7)

Доведення. (i) Випливає з загальної теореми про зображення актуарної теперi-
шньої вартостi неперервного ануїтету у формi поточних виплат.
(ii) Оскiльки теперiшня вартiсть Z пожиттєвого страхування визначається фор-
мулою:

Z = vT ,

то з формули (6.1) маємо:

Y =
1− vT

δ
=

1− Z

δ
. (6.8)

Звiдси отримуємо твердження (ii) теореми:

1 = δY + Z =⇒ 1 = δE
[
Y
]
+ E

[
Z
]
= δāx + Āx.

(iii) Випливає з загальної теореми про рекурентне спiввiдношення на актуарну
теперiшню вартiсть неперервного ануїтету.
(iv) Для виведення формули (6.7) скористаємося диференцiальним рiвнянням
на Āx :

d

dx
Āx =

(
δ + µ(x)

)
Āx − µ(x)

i формулою зв’язку (6.6). Отримаємо:

d

dx
(1− δāx) =

(
δ + µ(x)

)
(1− δāx)− µ(x).
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Розкривши дужки i подiливши обидвi частини рiвностi на (−δ), приходимо до
формули (6.7).

Теорема 6.3. (про дисперсiю неперервного пожиттєвого ануїтету)

Var
[
Y
]
=

2Āx − Ā2
x

δ2
=

2

δ

(
āx − 2āx

)
− ā2x, (6.9)

E
[
Y 2
]
=

2Āx − Ā2
x + (1− Āx)

2

δ2
=

2

δ

(
āx − 2āx

)
, (6.10)

де 2āx позначає актуарну теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого
ануїтету з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Доведення. 1-й спосiб: Використовуючи (6.8), отримуємо першу формулу (6.9):

Var
[
Y
]
= Var

[
1− Z

δ

]
=

Var
[
Z
]

δ2
=

2Āx − Ā2
x

δ2
. (6.11)

За формулою (6.6) маємо:

1 = δāx + Āx, 1 = 2δ 2āx + 2Āx.

Звiдси й з (6.11) отримуємо другу формулу (6.9):

Var
[
Y
]
=

(1− 2δ 2āx)− (1− δāx)
2

δ2
=

2

δ

(
āx − 2āx

)
− ā2x.

З рiвностей

E
[
Y 2
]
= Var

[
Y
]
+ E

[
Y
]2

= Var
[
Y
]
+ ā2x = Var

[
Y
]
+

(
1− Āx

δ

)2

отримуємо формули (6.10).
2-й спосiб: Згiдно з означенням Y (x) = φ

(
T (x)

)
, де

φ(t) = āt| =
1− vt

δ
.

Оскiльки функцiя φ : [0,+∞) → R невiд’ємна неперервна кусково-гладка й
обмежена, то за теоремою про математичне сподiвання й дисперсiю функцiї вiд
невiд’ємної неперервної випадкової величини та формулою (6.5) маємо:

E
[
Y 2(x)

]
= E

[
φ2
(
T (x)

)]
= φ2(0) + 2

∞∫
0

φ′(t)φ(t) tpx dt =
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=
2

δ

∞∫
0

(vt − v2t) tpx dt =
2

δ

 ∞∫
0

vt tpx dt−
∞∫
0

v2t tpx dt

 =

=
2

δ

(
āx − 2āx

)
.

Звiдси, зокрема, отримуємо другу формулу (6.9):

Var
[
Y
]
= E

[
Y 2
]
− E

[
Y
]2

=
2

δ

(
āx − 2āx

)
− ā2x. (6.12)

За формулою (6.6) маємо:

āx =
1− Āx

δ
, 2āx =

1− 2Āx

2δ
.

Звiдси й з (6.12) отримуємо:

Var
[
Y
]
=

2

δ

(
1− Āx

δ
− 1− 2Āx

2δ

)
−
(
1− Āx

δ

)2

=
2Āx − Ā2

x

δ2
;

E
[
Y 2
]
=

2Āx − Ā2
x

δ2
+

(
1− Āx

δ

)2

=
2Āx − Ā2

x + (1− Āx)
2

δ2
.

1.6.3 Приклади
Теорема 6.4. (про неперервний пожиттєвий ануїтет для випадку сталої сили
смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що має пожиттєвий ануїтет,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (6.13)

Тодi:

(i) āx =
1

µ+ δ
;

(ii) Var
[
Y
]
=

µ

(µ+ 2δ)(µ+ δ)2
;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

1− (1− δy)
µ
δ , 0 ≤ y < 1

δ

1, y ≥ 1
δ

(iv) Pr
{
āY | > āx

}
=

(
µ

µ+ δ

)µ
δ
.
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(v) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =
1− (1− p)

δ
µ

δ
.

Зокрема, медiана випадкової величини Y дорiвнює

ξ0,5Y =
1− 2−

δ
µ

δ
.

Доведення. (i) Оскiльки за умови (6.13)

tpx = e−µt, t ≥ 0, (6.14)

то використовуючи формулу для актуарної теперiшньої вартостi пожиттєвого
ануїтету у формi поточних виплат, отримуємо:

āx =

∞∫
0

vt tpx dt =

∞∫
0

e−δte−µt dt = −e−(µ+δ)t

µ+ δ

∣∣∣∞
0

=
1

µ+ δ
.

(ii) За теоремою про дисперсiю неперервного пожиттєвого ануїтету i пунктом
(i) теореми

Var
[
Y
]
=

2

δ

(
āx − 2āx

)
− ā2x =

2

δ

(
1

µ+ δ
− 1

µ+ 2δ

)
−
(

1

µ+ δ

)2

=

=
2

(µ+ δ)(µ+ 2δ)
−
(

1

µ+ δ

)2

=
µ

(µ+ 2δ)(µ+ δ)2
.

(iii) Нехай 0 ≤ y < 1
δ . За формулою (6.14)

− 1
δ ln(1−δy)qx = 1− − 1

δ ln(1−δy)px = 1− (1− δy)
µ
δ .

Звiдси й з теореми про функцiю розподiлу Y випливає твердження пункту (iii)
теореми.

(iv) Оскiльки

0 < āx =
1

µ+ δ
<

1

δ
,

то використовуючи пункт (iii) теореми, отримуємо:

Pr
{
āT| > āx

}
= (1− δy)

µ
δ |y=āx

=

(
µ

µ+ δ

)µ
δ
.
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(v) Оскiльки
tqx = 1− e−µt, t ≥ 0,

строго зростає на [0,+∞), то за наслiдком про процентиль теореми про функцiю
розподiлу Y отримуємо, що ∀p ∈ (0, 1) ξpY є розв’язком рiвняння:

FY (y) = 1− (1− δy)
µ
δ = p =⇒ ξpY =

1− (1− p)
δ
µ

δ
.

Приклад 1. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) має сталу силу смертностi µ(x+ t) = µ = 0, 04, t ≥ 0;

(iii) має неперервний пожиттєвий ануїтет з iнтенсивнiстю виплат c = 10;

(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити:

(а) мiнiмальну суму (навантаження надiйностi), яку повинен мати фонд в мо-
мент часу t = 0, щоб ймовiрнiсть того, що вiн буде спроможний здiйснювати
виплати за ануїтетом для кожної застрахованої особи, становила приблизно
0, 95;

(б) вiдносне навантаження надiйностi θ, тобто вiдсоток, який становить наван-
таження надiйностi вiдносно очiкуваної суми виплат страховим фондом;

(в) вiдносне навантаження надiйностi θ1 для страхування однiєї особи.

Розв’язання. Для кожної з N застрахованих осiб (x) теперiшня вартiсть втрат
Y має вигляд:

Y = cāT|.

Отже,

E
[
Y
]
= cāx, E

[
Y 2
]
= c2

2

δ

(
āx − 2āx

)
.

З умови (ii) отримуємо:

āx =
1

µ+ δ
=

1

0, 1
= 10; (6.15)

2āx =
1

µ+ 2δ
=

1

0, 16
= 6, 25. (6.16)

Позначимо S теперiшню вартiсть загальної суми втрат страхування на N особах
(x). Згiдно з умовою прикладу потрiбно обчислити процентиль ξ0,95S та вiдносне
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навантаження надiйностi θ. Застосовуючи результат параграфу про застосува-
ння нормального наближення для страхування групи осiб, отримуємо:

θ = ξ0,95N (0,1)

√
Var
[
S
]

E
[
S
] =

ξ0,95N (0,1)√
N

√√√√E
[
Y 2
]

E
[
Y
]2 − 1 =

= 0, 1645

√
2

δ

(
1

āx
−

2āx
ā2x

)
− 1.

ξ0,95S = E
[
S
]
(1 + θ) = NE

[
Y
]
(1 + θ) = Ncāx(1 + θ) =

= 1000āx

(
1 + 0, 1645

√
2

δ

(
1

āx
−

2āx
ā2x

)
− 1

)
.

Вiдносне навантаження надiйностi θ1 знаходимо з формули:

θ1 =
ξ0,95Y

cāx
− 1 =

1− 20−
δ
µ

δāx
− 1.

Звiдси, враховуючи (6.15) i (6.16), отримуємо:

100% · θ = 8, 23%;

ξ0,95S = 10822, 50;

100% · θ1 = 64, 80%.

Теорема 6.5. (про неперервний пожиттєвий ануїтет для рiвномiрного розподi-
лу) Нехай для застрахованої особи (x), що має пожиттєвий ануїтет, випад-
кова величина T (x) має рiвномiрний розподiл (розподiл де Муавра):

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

(6.17)

Тодi:

(i) āx =
1

δ

(
1−

āc|

c

)
=

e−δc − (1− δc)

δ2c
;

(ii) Var
[
Y
]
=

1

δ2

[
ā2c|

2c
−
(
1−

āc|

c

)2
]
=

1

δ2

[
1− e−2δc

2δc
−
(
1− e−δc

δc

)2
]
;
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(iii) FY (y) =


0, y < 0

− 1

δc
ln(1− δy), 0 ≤ y < āc|

1, y ≥ āc|

(iv) Pr
{
Y > āx

}
= 1 +

1

δc
ln

(
1− e−δc

δc

)
;

(v) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =
1− e−δcp

δ
= ācp|.

Зокрема, медiана випадкової величини Y дорiвнює

ξ0,5Y =
1− e−δc/2

δ
= ā

c/2|.

Доведення. Згiдно з (6.17)

tqx =


t

c
, t ∈ [0, c)

1, t ≥ c
(6.18)

(i) Використовуючи (6.17) та формулу обчислення актуарної теперiшньої вар-
тостi пожиттєвого страхування, отримуємо:

Āx =

c∫
0

e−δt 1

c
dt =

1− e−δc

δc
=

āc|

c
.

Звiдси й за формулою про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями
пожиттєвого страхування та пожиттєвого ануїтету

āx =
1− Āx

δ
=

1

δ

(
1−

āc|

c

)
=

1

δ

(
1− 1− e−δc

δc

)
=

e−δc − (1− δc)

δ2c
.

(ii) Оскiльки
2Āx =

1− e−2δc

2δc
=

ā2c|

2c
,

то за теоремою про дисперсiю неперервного пожиттєвого ануїтету маємо:

Var
[
Y
]
=

2Āx − Ā2
x

δ2
=

1

δ2

[
ā2c|

2c
−
(
1−

āc|

c

)2
]
=
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=
1

δ2

[
1− e−2δc

2δc
−
(
1− e−δc

δc

)2
]
.

(iii) Нехай 0 ≤ y < 1
δ . Оскiльки

−1

δ
ln(1− δy) < c ⇐⇒ y <

1− e−δc

δ
= āc|,

то з формули (6.17) отримуємо:

− 1
δ ln(1−δy)qx =

{
− 1

δc ln(1− δy), 0 ≤ y < āc|
1, y ≥ āc|

Звiдси й з теореми про функцiю розподiлу Y випливає твердження пункту (iii)
теореми.

(iv) Покажемо, що
āx < āc|. (6.19)

Розглянемо функцiю

φ(x) = 1− e−x(1 + x), x ≥ 0.

Оскiльки
φ(0) = 0, φ′(x) = xe−x > 0 ∀x > 0,

то
φ(x) > 0 ∀x > 0.

Звiдси отримуємо (6.19):

āx =
e−δc − (1− δc)

δ2c
<

1− e−δc

δ
= āc|,

оскiльки ця нерiвнiсть еквiвалентна такiй:

0 < 1− e−δc(1 + δc) = φ(δc).

Використовуючи (6.19) i формулу (iii), маємо:

Pr
{
Y > āx

}
= 1 +

1

δc
ln(1− δāx) = 1 +

1

δc
ln

(
1− e−δc

δc

)
.

(v) Згiдно з (6.18) tqx строго зростає на [0, c], до того ж

( 0qx , cqx ) = (0, 1).
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Тодi за наслiдком про процентиль теореми про функцiю розподiлу Y отримуємо,
що ∀p ∈ (0, 1) ξpY є розв’язком рiвняння:

FY (y) = − 1
δ ln(1−δy)qx = − 1

δc
ln(1− δy) = p =⇒ ξpY =

1− e−δcp

δ
.

Приклад 2. Розглядається N незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) щiльнiсть розподiлу випадкової величини T (x) для кожної з N осiб (x) має
вигляд:

fT (t) =


1

80
, t ∈ [0, 80)

0, t /∈ [0, 80)

(iii) має неперервний пожиттєвий ануїтет з iнтенсивнiстю виплат c = 10;

(iv) виплати здiйснюються зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити мiнiмальне N, для якого:

(а) суми, яку матиме фонд в момент часу t = 0, з ймовiрнiстю 0, 95 вистачить
для того, щоб вiн був спроможний здiйснювати виплати за ануїтетом для
кожної застрахованої особи;

(б) вiдносне навантаження надiйностi становило не бiльше 10%.

Обчислити вiдносне навантаження надiйностi θ, якщо N = 100.

Розв’язання. Для кожної з N застрахованих осiб (x) теперiшня вартiсть втрат
Y має вигляд:

Y = cāT|.

Отже,

E
[
Y
]
= cāx, E

[
Y 2
]
= c2

2

δ

(
āx − 2āx

)
.

З умови (ii) отримуємо:

āx =
e−80δ − (1− 80δ)

80δ2
=

e−4,8 − 3, 8

0, 288
; (6.20)

2āx =
e−160δ − (1− 160δ)

320δ2
=

e−9,6 − 8, 6

1, 152
. (6.21)
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Позначимо S теперiшню вартiсть загальної суми втрат страхування на N осо-
бах (x). Застосовуючи результат параграфу про застосування нормального на-
ближення для страхування групи осiб, отримуємо, що вiдносне навантаження
надiйностi дорiвнює:

θ = ξ0,95N (0,1)

√
Var
[
S
]

E
[
S
] =

ξ0,95N (0,1)√
N

√√√√E
[
Y 2
]

E
[
Y
]2 − 1 =

=
1, 645√

N

√
2

δ

(
1

āx
−

2āx
ā2x

)
− 1.

Отже, з нерiвностi θ ≤ 0, 1 отримуємо:

N ≥ (16, 45)2
[
2

δ

(
1

āx
−

2āx
ā2x

)
− 1

]
.

Звiдси, враховуючи (6.20) i (6.21), маємо:

θ = 0, 1 =⇒ N = 27;

N = 100 =⇒ 100% · θ = 5, 14%.

1.7 Строковий ануїтет

1.7.1 Означення

Неперервний (строковий) n-рiчний ануїтет виплачується застрахованiй особi
(x) протягом n рокiв, допоки вона залишається живою. Iнтенсивнiсть виплат,
функцiя дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету
визначаються формулами:

bt =

{
1, t < n

0, t ≥ n

vt = vt, t ≥ 0;

yt =


t∫
0

vs ds, t < n

n∫
0

vs ds, t ≥ n

=


1− vt

δ
, t < n

1− vn

δ
, t ≥ n

=

{
āt|, t < n

ān|, t ≥ n
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Отже, теперiшня вартiсть неперервного (строкового) n-рiчного ануїтету Y =
Y (x) має вигляд:

Y =


1− vT

δ
, T < n

1− vn

δ
, T ≥ n

=

{
āT|, T < n

ān|, T ≥ n
(7.1)

де T = T (x) позначає випадкову величину майбутньої тривалостi життя особи
(x).

Актуарна теперiшня вартiсть неперервного (строкового) n-рiчного ануї-
тету позначається āx:n| i визначається формулою:

āx:n| = E
[
Y
]
=

n∫
0

āt| tpx µ(x+ t) dt+ vn npx .

Зауваження 1. З (7.1) отримуємо, що актуарна теперiшня вартiсть неперерв-
ного (строкового) n-рiчного ануїтету āx:n| задовiльняє нерiвностi:

0 < āx:n| ≤ ān| nqx + vn npx .

1.7.2 Властивостi
Теорема 7.1. (про функцiю розподiлу Y )

FY (y) =


0, y < 0

FT

(
− 1

δ ln(1− δy)
)
, 0 ≤ y < ān|

1, y ≥ ān|

=

=


0, y < 0

− 1
δ ln(1−δy)qx , 0 ≤ y < ān|

1, y ≥ ān|

Доведення. Випливає з другої теореми про функцiю розподiлу теперiшньої вар-
тостi Y неперервного ануїтету. Справдi, функцiя теперiшньої вартостi виплат
yt задовiльняє умови:

(i) yt строго зростає на [0, n];

(ii) yt = yn, y ≥ n;

(iii) обернена до yt функцiя φ(y) визначається формулою:

φ(y) = −1

δ
ln(1− δy), y ∈

[
0,

1

δ

)
. (7.2)
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На малюнку 1.2 (стор.40) зображено приклади графiкiв функцiй розподiлу.

(а) T (x) має експоненцiйний розподiл (б) T (x) має розподiл де Муавра

Рис. 1.2: Функцiя розподiлу FY

Наслiдок 7.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-ий процентиль теперiшньої вартостi неперервного n-рiчного ануїтету, p ∈
(0, 1).

(i) Нехай nqx < 1. Тодi ∀p ∈ ( nqx , 1) ξpY = ān|;

(ii) Нехай tqx строго зростає на [α, β] ⊂ [0, n]. Тодi:

(а) ξ βqx
Y = āβ|;

(б) ∀p ∈ ( αqx , βqx ) ξpY є розв’язком рiвняння

− 1
δ ln(1−δy)qx = p, y ∈

(
āα|, āβ|

)
,

який можна подати у виглядi:

ξpY =
1− e−δt(p)

δ
= ā

t(p)|, t(p) =
(
FT
∣∣
(α,β)

)−1

(p).

Доведення. Випливає з наслiдку про процентиль до першої теореми про фун-
кцiю розподiлу теперiшньої вартостi Y неперервного ануїтету, теореми 7.1 i фор-
мул для yt i (7.2).

Теорема 7.2. (про властивостi неперервного n-рiчного ануїтету)
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(i) актуарна теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету у формi поточних ви-
плат

āx:n| =

n∫
0

vt tpx dt =

n∫
0

tEx dt; (7.3)

(ii) зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями мiшаного n-рiчного
страхування та n-рiчного ануїтету

1 = δāx:n| + Āx:n|; (7.4)

(iii) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi n-рiчного ану-
їтету

āx:n| = āx: 1| + vpxāx+1:n−1| = āx: 1| + Exāx+1:n−1|.

(iv) диференцiальне рiвняння на актуарну теперiшню вартiсть n-рiчного ану-
їтету

d

dx
āx:n| =

(
δ + µ(x)

)
āx:n| − (1− nEx ). (7.5)

Доведення. (i) Випливає з загальної теореми про зображення актуарної теперi-
шньої вартостi неперервного ануїтету у формi поточних виплат.
(ii) Оскiльки теперiшня вартiсть Z мiшаного n-рiчного страхування життя ви-
значається формулою:

Z =

{
vT , T < n

vn, T ≥ n

то використовуючи формулу (7.1), отримуємо:

Y =
1

δ
− 1

δ

{
vT , T < n

vn, T ≥ n
=

1− Z

δ
. (7.6)

Звiдси отримуємо твердження (ii) теореми:

1 = δY + Z =⇒ 1 = δE
[
Y
]
+ E

[
Z
]
= δāx:n| + Āx:n|.

(iii) Випливає з загальної теореми про рекурентне спiввiдношення на актуарну
теперiшню вартiсть неперервного ануїтету.
(iv) Для виведення формули (7.5) скористаємося диференцiальним рiвнянням
на Āx:n| :

d

dx
Āx:n| =

(
δ + µ(x)

)
Āx:n| − µ(x)− δ nEx
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i формулою зв’язку (7.4). Отримаємо:

d

dx
(1− δāx:n|) =

(
δ + µ(x)

)
(1− δāx:n|)− µ(x)− δ nEx .

Розкриваючи дужки i дiлячи обидвi частини цiєї рiвностi на −δ, приходимо до
формули (7.5).

Теорема 7.3. (про дисперсiю неперервного n-рiчного ануїтету)

Var
[
Y
]
=

2Āx:n| − Ā2
x:n|

δ2
=

2

δ

(
āx:n| −

2āx:n|
)
− ā2

x:n|; (7.7)

E
[
Y 2
]
=

2Āx:n| − Ā2
x:n| + (1− Āx:n|)

2

δ2
=

2

δ

(
āx:n| −

2āx:n|
)
, (7.8)

де 2āx:n| позначає актуарну теперiшню вартiсть неперервного n-рiчного ану-
їтету з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Доведення. 1-й спосiб: З формул (7.4) i (7.6) отримуємо (7.7):

Var
[
Y
]
= Var

[
1− Z

δ

]
=

Var
[
Z
]

δ2
=

2Āx:n| − Ā2
x:n|

δ2
=

=
1− 2δ 2āx:n| − (1− δāx:n|)

2

δ2
=

2

δ

(
āx:n| −

2āx:n|
)
− ā2

x:n|.

Формули (7.8) випливають з формул (7.7) i рiвностей:

E
[
Y 2
]
= Var

[
Y
]
+ E

[
Y
]2

= Var
[
Y
]
+ ā2

x:n| = Var
[
Y
]
+

(
1− Āx:n|

δ

)2

.

2-й спосiб: Згiдно з означенням Y (x) = φ
(
T (x)

)
, де

φ(t) =

{
āt|, t < n

ān|, t ≥ n

Оскiльки функцiя φ : [0,+∞) → R невiд’ємна неперервна кусково-гладка й
обмежена, то за теоремою про математичне сподiвання й дисперсiю функцiї вiд
невiд’ємної неперервної випадкової величини та формулою (7.3) маємо:

E
[
Y 2(x)

]
= E

[
φ2
(
T (x)

)]
= φ2(0) + 2

∞∫
0

φ′(t)φ(t) tpx dt =
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=
2

δ

n∫
0

(vt − v2t) tpx dt =
2

δ

 n∫
0

vt tpx dt−
n∫

0

v2t tpx dt

 =

=
2

δ

(
āx:n| −

2āx:n|
)
.

Звiдси, зокрема, випливає друга формула (7.7):

Var
[
Y
]
= E

[
Y 2
]
− E

[
Y
]2

=
2

δ

(
āx:n| −

2āx:n|
)
− ā2

x:n|. (7.9)

За формулою (7.4) маємо:

āx:n| =
1− Āx:n|

δ
, 2āx:n| =

1− 2Āx:n|

2δ
.

Звiдси й з (7.9) отримуємо:

Var
[
Y
]
=

2

δ

(
1− Āx:n|

δ
−

1− 2Āx:n|

2δ

)
−

(
1− Āx:n|

δ

)2

=

=

2Āx:n| − Ā2
x:n|

δ2
;

E
[
Y 2
]
=

2Āx:n| − Ā2
x:n|

δ2
+

(
1− Āx:n|

δ

)2

=

=

2Āx:n| − Ā2
x:n| + (1− Āx:n|)

2

δ2
.

1.7.3 Приклади

Теорема 7.4. (про неперервний n-рiчний ануїтет для випадку сталої сили смер-
тностi) Нехай для застрахованої особи (x), що має n-рiчний ануїтет,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (7.10)

Тодi:

(i) āx:n| =
1− e−n(µ+δ)

µ+ δ
;
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(ii) Var
[
Y
]
=

2

δ

(
1− e−n(µ+δ)

µ+ δ
− 1− e−n(µ+2δ)

µ+ 2δ

)
−
(
1− e−n(µ+δ)

µ+ δ

)2

;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

1− (1− δy)
µ
δ , 0 ≤ y < ān|

1, y ≥ ān|

(iv) Pr
{
Y > āx:n|

}
=

[
µ+ δe−n(µ+δ)

µ+ δ

]µ
δ

.

(v) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =

1− (1− p)
δ
µ

δ
, p ∈

(
0, 1− e−µn

)
ān|, p ∈

[
1− e−µn, 1

) (7.11)

Зокрема, медiана випадкової величини Y дорiвнює

ξ0,5Y =

1− 2−
δ
µ

δ
, µn > ln 2

ān|, µn ≤ ln 2

Доведення. (i) З умови (7.10) маємо:

tpx = e−µt, t ≥ 0. (7.12)

Звiдси й з формули для актуарної теперiшньої вартостi n-рiчного ануїтету у
формi поточних виплат отримуємо:

āx:n| =

n∫
0

e−δte−µt dt = −e−(µ+δ)t

µ+ δ

∣∣∣n
0
=

1− e−n(µ+δ)

µ+ δ
.

(ii) Випливає з теореми про дисперсiю n-рiчного ануїтету, пункту (i) теореми i
рiвностi

2āx:n| =
1− e−n(µ+2δ)

µ+ 2δ
.

(iii) Нехай 0 ≤ y < ān|. За формулою (7.12)

− 1
δ ln(1−δy)qx = 1− − 1

δ ln(1−δy)px = 1− (1− δy)
µ
δ .

Звiдси й з теореми про функцiю розподiлу Y випливає твердження пункту (iii)
теореми.
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(iv) Для подальшого нам знадобляться нерiвностi

0 < āx:n| < ān|. (7.13)

Цi нерiвностi можна переписати так:

0 <
1− e−n(µ+δ)

µ+ δ
<

1− e−nδ

δ
. (7.14)

Лiва нерiвнiсть очевидна. Для обгрунтування правої нерiвностi (7.14) розгляне-
мо функцiю

g(t) = e−nt, t ∈ R. (7.15)

Оскiльки ця функцiя строго опукла вниз, то

0 < δ < µ+ δ =⇒ g(µ+ δ)− g(0)

(µ+ δ)− 0
>

g(δ)− g(0)

δ − 0
.

Остання нерiвнiсть для функцiї (7.15) — це права нерiвнiсть (7.14). Використо-
вуючи тепер (7.13) i пункт (iii) теореми, отримуємо:

Pr
{
Y > āx:n|

}
= 1− Pr

{
Y ≤ āx:n|

}
= (1− δy)

µ
δ ∣∣∣y=āx:n|

=

=

[
1− δ(1− e−n(µ+δ))

µ+ δ

]µ
δ

=

[
µ+ δe−n(µ+δ)

µ+ δ

]µ
δ

.

(v) Згiдно з (7.12)
tqx = 1− e−µt, t ≥ 0.

Ця функцiя має такi властивостi:

(а) nqx = 1− e−µn < 1;

(б) tqx строго зростає на [0, n].

Отже, з наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу Y отримуємо:

(1) ∀p ∈ ( nqx , 1) ξpY = ān|;

(2) ξ nqx
Y = ān|;

(3) ∀p ∈ ( 0qx , nqx ) = (0, nqx ) ξpY є розв’язком рiвняння

− 1
δ ln(1−δy)qx = 1− (1− δy)

µ
δ = p =⇒ ξpY =

1− (1− p)
δ
µ

δ
.

Звiдси отримуємо (7.11).
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Приклад 1. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) має сталу силу смертностi µ(x+ t) = µ = 0, 04, t ≥ 0;

(iii) має неперервний n-рiчний ануїтет з iнтенсивнiстю виплат c = 10, де n =
5, 7, 10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 79;

(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити:

(а) мiнiмальну суму, яку повинен мати фонд в момент часу t = 0, щоб ймовiр-
нiсть того, що вiн буде спроможний здiйснювати виплати за ануїтетом для
кожної застрахованої особи, становила приблизно 0, 95;

(б) вiдносне навантаження надiйностi θ, тобто вiдсоток, який становить наван-
таження надiйностi вiдносно очiкуваної суми виплат страховим фондом;

(в) вiдносне навантаження надiйностi θ1 для страхування однiєї особи.

Розв’язання. Для кожної з N застрахованих осiб (x) теперiшня вартiсть втрат
Y має вигляд:

Y = c

{
āT|, T < n

ān|, T ≥ n

Отже,

E
[
Y
]
= cāx:n|, E

[
Y 2
]
= c2

2

δ

(
āx:n| −

2āx:n|
)
.

З умови (ii) отримуємо:

āx:n| =
1− e−(µ+δ)n

µ+ δ
=

1− e−0,1n

0, 1
; (7.16)

2āx:n| =
1− e−(µ+2δ)n

µ+ 2δ
=

1− e−1,6n

0, 16
. (7.17)

Позначимо S теперiшню вартiсть загальної суми втрат страхування на N особах
(x). Згiдно з умовою прикладу потрiбно обчислити процентиль ξ0,95S та вiдносне
навантаження надiйностi θ. Застосовуючи результат параграфу про застосува-
ння нормального наближення для страхування групи осiб, отримуємо:

θ = ξ0,95N (0,1)

√
Var
[
S
]

E
[
S
] =

ξ0,95N (0,1)√
N

√√√√E
[
Y 2
]

E
[
Y
]2 − 1 =
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= 0, 1645

√√√√2

δ

(
1

āx:n|
−

2āx:n|

ā2
x:n|

)
− 1.

ξ0,95S = E
[
S
]
(1 + θ) = NE

[
Y
]
(1 + θ) = Ncāx:n|(1 + θ) =

= 1000āx:n|

1 + 0, 1645

√√√√2

δ

(
1

āx:n|
−

2āx:n|

ā2
x:n|

)
− 1

 .

Вiдносне навантаження надiйностi θ1 знаходимо з формули:

θ1 =
ξ0,95Y

cāx:n|
− 1 =


1− 20−

δ
µ

δāx:n|
− 1, n > 1

µ ln 20

1− e−δn

δāx:n|
− 1, n ≤ 1

µ ln 20

Звiдси, враховуючи (7.16) i (7.17), отримуємо:

n cāx:n| ξ θ θ1

5 39.35 4095.15 4.08% 9.78%
7 50.34 5272.75 4.74% 13.54%

10 63.21 6669.30 5.51% 18.96%
15 77.69 8266.84 6.41% 27.31%
20 86.47 9253.65 7.02% 34.70%
30 95.02 10234.63 7.71% 46.41%
40 98.17 10603.53 8.01% 54.37%
50 99.33 10741.30 8.14% 59.44%
60 99.75 10792.48 8.19% 62.52%
79 99.96 10817.99 8.22% 64.86%

Теорема 7.5. (про неперервний n-рiчний ануїтет для рiвномiрного розподiлу)
Нехай для застрахованої особи (x), що має n-рiчний ануїтет (n < c), випад-
кова величина T (x) має рiвномiрний розподiл (розподiл де Муавра):

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

(7.18)

Тодi:
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(i) āx:n| =
e−δn

(
1− δ(c− n)

)
− (1− δc)

δ2c
;

(ii) Var
[
Y
]
=

1− e−2δn
(
1− 2δ(c− n)

)
2δ3c

−

(
1− e−δn

(
1− δ(c− n)

)
δ2c

)2

;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

− 1

δc
ln(1− δy), 0 ≤ y < ān|

1, y ≥ ān|

(iv) Pr
{
Y > āx:n|

}
= 1 +

1

δc
ln

(
1− e−δn

(
1− δ(c− n)

)
δc

)
;

(v) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


ācp|, p ∈

(
0,

n

c

)
ān|, p ∈

[n
c
, 1
) (7.19)

Зокрема, медiана випадкової величини Y дорiвнює

ξ0,5Y =

{
ā
c/2|, n ≥ 0, 5c

ān|, n < 0, 5c

Доведення. Згiдно з (7.18)

tqx =


t

c
, t ∈ [0, c)

1, t ≥ c
(7.20)

(i) Використовуючи (7.18) та формулу обчислення актуарної теперiшньої вар-
тостi n-рiчного страхування життя, отримуємо:

Āx:n| =

n∫
0

e−δt 1

c
dt+ vn npx =

1− e−δn

δc
+ e−δn

(
1− n

c

)
=

=
1− e−δn

(
1− δ(c− n)

)
δc

.
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Звiдси й за формулою про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями
n-рiчного страхування життя та n-рiчного ануїтету

āx:n| =
1− Āx:n|

δ
=

1

δ

(
1−

1− e−δn
(
1− δ(c− n)

)
δc

)
=

=
e−δn

(
1− δ(c− n)

)
− (1− δc)

δ2c
.

(ii) Оскiльки
2Āx:n| =

1− e−2δn
(
1− 2δ(c− n)

)
2δc

,

то за теоремою про дисперсiю неперервного n-рiчного ануїтету маємо:

Var
[
Y
]
=

2Āx:n| − (Āx:n|)
2

δ2
=

=
1

δ2

1− e−2δn
(
1− 2δ(c− n)

)
2δc

−

(
1− e−δn

(
1− δ(c− n)

)
δc

)2
 .

(iii) Оскiльки

0 ≤ y < ān| ⇐⇒ 0 ≤ −1

δ
ln(1− δy) < n,

то з формули (7.20), враховуючи нерiвнiсть n < c, отримуємо:

− 1
δ ln(1−δy)qx = − 1

δc
ln(1− δy), 0 ≤ y < ān|.

Звiдси й з теореми про функцiю розподiлу Y випливає твердження (iii) теореми.

(iv) Покажемо, що
āx:n| < ān|. (7.21)

Розглянемо функцiю

φ(x) = 1− e−x(1 + x), x ≥ 0.

Оскiльки
φ(0) = 0, φ′(x) = xe−x > 0 ∀x > 0,

то
φ(x) > 0 ∀x > 0.

Звiдси отримуємо (7.21):

āx:n| =
e−δn(1− δ(c− n))− (1− δc)

δ2c
<

1− e−δn

δ
= ān|,
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оскiльки ця нерiвнiсть еквiвалентна такiй:

0 < 1− e−δn(1 + δn) = φ(δn).

Використовуючи (7.21) i формулу (iii), маємо:

Pr
{
Y > āx:n|

}
= 1 +

1

δc
ln(1− δāx:n|) =

= 1 +
1

δc
ln

(
1− e−δn

(
1− δ(c− n)

)
δc

)
.

(v) Згiдно з (7.20) функцiя tqx має такi властивостi:

(а) nqx =
n

c
< 1;

(б) tqx строго зростає на [0, n].

Отже, за наслiдком про процентиль теореми про функцiю розподiлу Y отриму-
ємо:

(1) ∀p ∈ ( nqx , 1) ξpY = ān|;

(2) ξ nqx
Y = ān|;

(3) ∀p ∈ ( 0qx , nqx ) = (0, nqx ) ξpY є розв’язком рiвняння

− 1
δ ln(1−δy)qx = − 1

δc
ln(1− δy) = p =⇒ ξpY =

1− e−δcp

δ
= ācp|.

Звiдси отримуємо (7.19).

Приклад 2. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) щiльнiсть розподiлу випадкової величини T (x) для кожної з N осiб (x) має
вигляд:

fT (t) =


1

80
, t ∈ [0, 80)

0, t /∈ [0, 80)

(iii) має неперервний n-рiчний ануїтет з iнтенсивнiстю виплат c = 10, де n =
5, 7, 10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 79;

(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити мiнiмальне N, для якого:
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(а) суми, яку матиме фонд в момент часу t = 0, з ймовiрнiстю 0, 95 вистачить
для того, щоб вiн був спроможний здiйснювати виплати за ануїтетом для
кожної застрахованої особи;

(б) вiдносне навантаження надiйностi становило не бiльше 10%.

Обчислити вiдносне навантаження надiйностi θ, якщо N = 100.

Розв’язання. Для кожної з N застрахованих осiб (x) теперiшня вартiсть втрат
Y має вигляд:

Y = c

{
āT|, T < n

ān|, T ≥ n

Отже,

E
[
Y
]
= cāx:n|, E

[
Y 2
]
= c2

2

δ

(
āx:n| −

2āx:n|
)
.

З умови (ii) отримуємо:

āx:n| =
e−δn

(
1− δ(80− n)

)
− (1− 80δ)

80δ2
=

=
e−0,06n

(
1− 0, 06(80− n)

)
+ 3, 8

0, 288
; (7.22)

2āx:n| =
e−2δn

(
1− 2δ(80− n)

)
− (1− 160δ)

320δ2
=

=
e−0,12n

(
1− 0, 12(80− n)

)
+ 18, 2

1, 152
. (7.23)

Позначимо S теперiшню вартiсть загальної суми втрат страхування на N особах
(x). Позначимо S теперiшню вартiсть загальної суми втрат страхування на N
особах (x). Застосовуючи результат параграфу про застосування нормального
наближення для страхування групи осiб, отримуємо, що вiдносне навантажен-
ня надiйностi дорiвнює:

θ = ξ0,95N (0,1)

√
Var
[
S
]

E
[
S
] =

ξ0,95N (0,1)√
N

√√√√E
[
Y 2
]

E
[
Y
]2 − 1 =

=
1, 645√

N

√√√√2

δ

(
1

āx:n|
−

2āx:n|

ā2
x:n|

)
− 1.
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Отже, з нерiвностi θ ≤ 0, 1 отримуємо:

N ≥ (16, 45)2

[
2

δ

(
1

āx:n|
−

2āx:n|

ā2
x:n|

)
− 1

]
.

Звiдси, враховуючи (7.22) i (7.23), маємо:

n āx:n| θ N

5 41.91 2.30% 6
7 54.83 2.69% 8

10 70.97 3.14% 10
15 91.01 3.71% 14
20 104.75 4.12% 17
30 120.47 4.64% 22
40 127.53 4.92% 25
50 130.56 5.05% 26
60 131.75 5.11% 27
79 132.23 5.14% 27

1.8 Вiдкладений пожиттєвий ануїтет

1.8.1 Означення

Неперервний вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет виплачується за-
страхованiй особi (x), починаючи з вiку x + l (тобто через l рокiв пiсля укла-
дання страхової угоди), допоки вона залишається живою. Якщо застрахована
особа (x) не доживає до вiку x + l, то їй не виплачується нiчого. Iнтенсивнiсть
виплат, функцiя дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого
ануїтету визначаються формулами:

bt =

{
0, t < l

1, t ≥ l

vt = vt, t ≥ 0;

yt =


0, t < l
t∫
l

vs ds, t ≥ l
=


0, t < l

vl − vt

δ
, t ≥ l

=

{
0, t < l

vlāt−l|, t ≥ l
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Отже, теперiшня вартiсть неперервного вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого
ануїтету Y = Y (x) має вигляд:

Y =


0, T < l

vl − vT

δ
, T ≥ l

=

{
0, T < l

vlāT−l|, T ≥ l
(8.1)

де T = T (x) позначає випадкову величину майбутньої тривалостi життя особи
(x).

Актуарна теперiшня вартiсть неперервного вiдкладеного на l рокiв по-
життєвого ануїтету позначається l|āx i визначається формулою:

l|āx = E
[
Y
]
=

∞∫
l

vlāt−l| tpx µ(x+ t) dt. (8.2)

Зауваження 1. Оскiльки

t∫
l

vs ds =

t∫
0

vs ds−
l∫

0

vs ds = āt| − āl|, t ≥ l,

то Y = Y (x) можна подати у виглядi:

Y =

{
0, T < l

āT| − āl|, T ≥ l
(8.3)

Зауваження 2. З (8.2) отримуємо, що актуарна теперiшня вартiсть неперерв-
ного вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету l|āx задовiльняє нерiвностi:

0 ≤ l|āx ≤ vl

δ
lpx .

1.8.2 Властивостi
Теорема 8.1. (про функцiю розподiлу Y )

FY (y) =


0, y < 0

FT

(
− 1

δ ln(v
l − δy)

)
, 0 ≤ y < vl

δ

1, y ≥ vl

δ

=

=


0, y < 0

− 1
δ ln(vl−δy)qx , 0 ≤ y < vl

δ

1, y ≥ vl

δ
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Вправа 1. Довести теорему 8.1.

На малюнку 1.3 (стор.54) зображено приклади графiкiв функцiй розподiлу.

(а) T (x) має експоненцiйний розподiл (б) T (x) має розподiл де Муавра

Рис. 1.3: Функцiя розподiлу FY

Наслiдок 8.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-ий процентиль теперiшньої вартостi неперервного вiдкладеного на l рокiв
пожиттєвого ануїтету, p ∈ (0, 1).

(i) Нехай lqx > 0. Тодi ∀p ∈ (0, lqx ] ξpY = 0.

(ii) Нехай tqx строго зростає на [α, β] ⊂ [l,+∞). Тодi:

(а) ξ βqx
Y = vlāβ−l|;

(б) ∀p ∈ ( αqx , βqx ) ξpY є розв’язком рiвняння

FY (y) = − 1
δ ln(vl−δy)qx = p,

який можна подати у виглядi:

ξpY =
e−δl − e−δt(p)

δ
= vlā

t(p)−l|,

де
t(p) =

(
FT
∣∣
(α,β)

)−1

(p), p ∈ ( αqx , βqx ).

Вправа 2. Довести наслiдок 8.1.1.
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Теорема 8.2. (про властивостi неперервного вiдкладеного на l рокiв пожиттє-
вого ануїтету)

(i) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей вiдкладеного на l рокiв пожит-
тєвого ануїтету та пожиттєвого ануїтету особи (x+ l)

l|āx = vl lpx āx+l = lEx āx+l;

(ii) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей вiдкладеного на l рокiв пожит-
тєвого ануїтету i пожиттєвого та l-рiчного ануїтетiв

l|āx = āx − āx: l|; (8.4)

(iii) актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ану-
їтету у формi поточних виплат

l|āx =

∞∫
l

vt tpx dt =

∞∫
l

tEx dt; (8.5)

(iv) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей вiдкладеного на l рокiв пожит-
тєвого ануїтету i вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого страхування
життя

vl lqx = δ l|āx + l|Āx;

(v) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi вiдкладеного
на l рокiв пожиттєвого ануїтету

l|āx = Ex l−1|āx+1;

(vi) диференцiальне рiвняння на актуарну теперiшню вартiсть вiдкладеного
на l рокiв пожиттєвого ануїтету

d

dx
l|āx =

(
δ + µ(x)

)
l|āx − lEx . (8.6)

Вправа 3. Довести теорему 8.2.

Теорема 8.3. (про дисперсiю неперервного вiдкладеного на l рокiв пожиттє-
вого ануїтету)

E
[
Y 2
]
=

2

δ

(
vl l|āx − l|

2āx
)
=

2

δ
v2l lpx

(
āx+l − 2āx+l

)
; (8.7)

Var
[
Y
]
=

2

δ

(
vl l|āx − l|

2āx
)
− l|ā

2
x =
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= v2l lpx

[
2

δ

(
āx+l − 2āx+l

)
− lpx ā

2
x+l

]
=

=
v2l lpx
δ2

[
lqx
(
1− Āx+l

)2
+ ( 2Āx+l − Ā2

x+l)
]
, (8.8)

де l|
2āx,

2āx+l позначають вiдповiдно актуарну теперiшню вартiсть неперерв-
ного вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету особи (x) i неперервного
пожиттєвого ануїтету особи (x+ l) з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Вправа 4. Довести теорему 8.3 (навести три рiзних способи доведення).

1.8.3 Приклади
Теорема 8.4. (про неперервний вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет
для випадку сталої сили смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що
має вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (8.9)

Тодi:

(i) l|āx =
e−(µ+δ)l

µ+ δ
;

(ii) Var
[
Y
]
=

2e−(µ+2δ)l

(µ+ δ)(µ+ 2δ)
− e−2(µ+δ)l

(µ+ δ)2
;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

1− (vl − δy)
µ
δ , 0 ≤ y < vl

δ

1, y ≥ vl

δ

(iv) Pr
{
Y > l|āx

}
= e−µl

(
1− δe−µl

µ+ δ

)µ
δ

.

(v) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =

0, p ∈
(
0, 1− e−µl

]
vl − (1− p)

δ
µ

δ
, p ∈

(
1− e−µl, 1

) (8.10)

Зокрема, медiана випадкової величини Y дорiвнює

ξ0,5Y =

0, µl ≥ ln 2

vl − 2−
δ
µ

δ
, µl < ln 2
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Вправа 1. Довести теорему 8.4.

Приклад 1. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) має сталу силу смертностi µ(x+ t) = µ = 0, 04, t ≥ 0;

(iii) має неперервний вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет з iнтенсивнi-
стю виплат c = 10, де

l = 3, 5, 7, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50;

(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити:

(а) мiнiмальну суму, яку повинен мати фонд в момент часу t = 0, щоб ймовiр-
нiсть того, що вiн буде спроможний здiйснювати виплати за ануїтетом для
кожної застрахованої особи, становила приблизно 0, 95;

(б) вiдносне навантаження надiйностi θ, тобто вiдсоток, який становить наван-
таження надiйностi вiдносно очiкуваної суми виплат страховим фондом;

(в) вiдносне навантаження надiйностi θ1 для страхування однiєї особи.

Вправа 2. Розв’язати приклад 1

Зазначимо, що для l = 10 отримуємо:

l c l|āx ξ θ θ1

10 36.79 4241.56 15.30% 143.57%

Теорема 8.5. (про неперервний вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет
для рiвномiрного розподiлу) Нехай для застрахованої особи (x), що має вiд-
кладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет (l < c), випадкова величина T (x)
має рiвномiрний розподiл (розподiл де Муавра):

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

(8.11)

Тодi:

(i) l|āx =
e−δc − e−δl

(
1− δ(c− l)

)
δ2c

;
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(ii) Var
[
Y
]
=

2

δ

(
e−δ(c+l) − e−2δl

(
1− δ(c− l)

)
δ2c

−

−
e−2δc − e−2δl

(
1− 2δ(c− l)

)
4δ2c

)
−

(
e−δc − e−δl

(
1− δ(c− l)

)
δ2c

)2

;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

− 1

δc
ln(e−δl − δy), 0 ≤ y < e−δlāc−l|

1, y ≥ e−δlāc−l|

(iv) Pr
{
Y > l|āx

}
= 1 +

1

δc
ln

(
e−δl

(
1 + δl

)
− e−δc

δc

)
;

(v) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


0, p ∈

(
0,

l

c

]
e−δlācp−l|, p ∈

( l
c
, 1
) (8.12)

Зокрема, медiана випадкової величини Y дорiвнює

ξ0,5Y =

{
0, l ≥ 0, 5c

e−δlā
c/2−l|, l < 0, 5c

Вправа 3. Довести теорему 8.5.

Приклад 2. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) щiльнiсть розподiлу випадкової величини T (x) для кожної з N осiб (x) має
вигляд:

fT (t) =


1

80
, t ∈ [0, 80)

0, t /∈ [0, 80)

(iii) має неперервний вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет з iнтенсивнi-
стю виплат c = 10, де

l = 3, 5, 7, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50;

(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.



1.9. Вiдкладений строковий ануїтет 59

Потрiбно обчислити мiнiмальне N, для якого:

(а) суми, яку матиме фонд в момент часу t = 0, з ймовiрнiстю 0, 95 вистачить
для того, щоб вiн був спроможний здiйснювати виплати за ануїтетом для
кожної застрахованої особи;

(б) вiдносне навантаження надiйностi становило не бiльше 10%.

Обчислити вiдносне навантаження надiйностi θ, якщо N = 100.

Вправа 4. Розв’язати приклад 2

Зазначимо, що для l = 10 отримуємо:

l l|āx θ N

10 61.26 8.51% 73

1.9 Вiдкладений строковий ануїтет

1.9.1 Означення

Неперервний вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет виплачується застрахо-
ванiй особi (x) починаючи з вiку x + l (тобто через l рокiв пiсля укладання
страхової угоди) протягом n рокiв, допоки вона залишається живою. Якщо за-
страхована особа (x) не доживає до вiку x + l, то їй не виплачується нiчого.
Iнтенсивнiсть виплат, функцiя дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi
виплат такого ануїтету визначаються формулами:

bt =


0, t < l

1, l ≤ t < l + n

0, t ≥ l + n

vt = vt, t ≥ 0;

yt =



0, t < l
t∫
l

vt dt, l ≤ t < l + n

l+n∫
l

vt dt, t ≥ l + n

=



0, t < l

vl − vt

δ
, l ≤ t < l + n

vl − vl+n

δ
, t ≥ l + n

=

=


0, T < l

vlāt−l|, l ≤ t < l + n

vlān|, t ≥ l + n
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Отже, теперiшня вартiсть неперервного вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ану-
їтету Y = Y (x) має вигляд:

Y =



0, T < l

vl − vT

δ
, l ≤ T < l + n

vl − vl+n

δ
, T ≥ l + n

=


0, T < l

vlāT−l|, l ≤ T < l + n

vlān|, T ≥ l + n

(9.1)

де T = T (x) позначає випадкову величину майбутньої тривалостi життя особи
(x).

Актуарна теперiшня вартiсть неперервного вiдкладеного на l рокiв n-
рiчного ануїтету позначається l|nāx i визначається формулою:

l|nāx = E
[
Y
]
=

l+n∫
l

vlāt−l| tpx µ(x+ t) dt+ vlān| l+npx . (9.2)

Зауваження 1. Оскiльки

t∫
l

vs ds =

t∫
0

vs ds−
l∫

0

vs ds = āt| − āl|,

то Y = Y (x) можна подати у виглядi:

Y =


0, T < l

āT| − āl|, l ≤ T < l + n

āl+n| − āl|, T ≥ l + n

(9.3)

Зауваження 2. З (9.2) отримуємо, що актуарна теперiшня вартiсть неперерв-
ного вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету l|nāx задовiльняє нерiвностi:

0 ≤ l|nāx ≤ vlān|( lpx − l+npx ) + vlān| l+npx = vlān| lpx .

1.9.2 Властивостi
Вправа 1. Сформулювати й довести теорему про функцiю розподiлу Y.

На малюнку 1.4 (стор.61) зображено приклади графiкiв функцiй розподiлу.

Вправа 2. Сформулювати й довести наслiдок про процентиль випадкової величи-
ни Y.
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(а) T (x) має експоненцiйний розподiл (б) T (x) має розподiл де Муавра

Рис. 1.4: Функцiя розподiлу FY

Вправа 3. Сформулювати й довести теорему про властивостi неперервного вiдкладе-
ного на l рокiв n-рiчного ануїтету:

(i) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануї-
тету та l-рiчного ануїтету особи (x+ n)

(ii) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануї-
тету i (l + n)-рiчного та n-рiчного ануїтетiв

(iii) актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету у формi
поточних виплат

(iv) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануї-
тету i вiдкладеного на l рокiв n-рiчного мiшаного страхування життя

(v) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi вiдкладеного на l рокiв
n-рiчного ануїтету

(vi) диференцiальне рiвняння на актуарну теперiшню вартiсть вiдкладеного на l ро-
кiв n-рiчного ануїтету

Вправа 4. Сформулювати й довести теорему про дисперсiю неперервного вiдкладено-
го на l рокiв n-рiчного ануїтету в термiнах l|nāx, āl+n: x|, Āl+n: x| (навести три рiзних
способи доведення).

1.9.3 Приклади
Вправа 1. Сформулювати й довести теорему про неперервний вiдкладений на l ро-
кiв n-рiчний ануїтет для випадку сталої сили смертностi, що мiстить формули для
величин:

(i) l|nāx

(ii) Var
[
Y
]
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(iii) FY (y)

(iv) Pr
{
Y > l|nāx

}
(v) ξpY

Приклад 1. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) має сталу силу смертностi µ(x+ t) = µ = 0, 04, t ≥ 0;

(iii) має неперервний вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет з iнтенсивнiстю
виплат c = 10, де

l 3 5 7 10 15 20 25 40 50
n 60 50 40 30 25 20 15 7 5

(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити:

(а) мiнiмальну суму, яку повинен мати фонд в момент часу t = 0, щоб ймовiр-
нiсть того, що вiн буде спроможний здiйснювати виплати за ануїтетом для
кожної застрахованої особи, становила приблизно 0, 95;

(б) вiдносне навантаження надiйностi θ, тобто вiдсоток, який становить наван-
таження надiйностi вiдносно очiкуваної суми виплат страховим фондом;

(в) вiдносне навантаження надiйностi θ1 для страхування однiєї особи.

Вправа 2. Розв’язати приклад 1

Зазначимо, що для l = 10, n = 30 отримуємо:

l n c l|nāx ξ θ θ1

10 30 34.96 4016.17 14.89% 118.41%

Вправа 3. Сформулювати й довести теорему про неперервний вiдкладений на l рокiв
n-рiчний ануїтет для рiвномiрного розподiлу, що мiстить формули для величин:

(i) l|nāx

(ii) Var
[
Y
]

(iii) FY (y)

(iv) Pr
{
Y > l|nāx

}
(v) ξpY

Приклад 2. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:
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(i) має вiк x;

(ii) щiльнiсть розподiлу випадкової величини T (x) для кожної з N осiб (x) має
вигляд:

fT (t) =


1

80
, t ∈ [0, 80)

0, t /∈ [0, 80)

(iii) має неперервний вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет з iнтенсивнiстю
виплат c = 10, де

l 3 5 7 10 15 20 25 40 50
n 60 50 40 30 25 20 15 7 5

(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити мiнiмальне N, для якого:

(а) суми, яку матиме фонд в момент часу t = 0, з ймовiрнiстю 0, 95 вистачить
для того, щоб вiн був спроможний здiйснювати виплати за ануїтетом для
кожної застрахованої особи;

(б) вiдносне навантаження надiйностi становило не бiльше 10%.

Обчислити вiдносне навантаження надiйностi θ, якщо N = 100.

Вправа 4. Розв’язати приклад 2

Зазначимо, що для l = 10, n = 30 отримуємо:

l n ξ θ N

10 30 56.57 8.17% 67

1.10 Пожиттєвий ануїтет з гарантiєю

1.10.1 Означення

Неперервний пожиттєвий ануїтет з n-рiчною гарантiєю виплачується за-
страхованiй особi (x) протягом n рокiв, якщо ця особа не доживає до вiку x+n,
i виплачується допоки особа (x) залишається живою, якщо ця особа доживає до
вiку x+ n (тобто за цiєю страховою угодою гарантовано буде сплачено ануїтет
протягом n рокiв). Iнтенсивнiсть виплат, функцiя дисконтування та функцiя
теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету визначаються формулами:

bt = 1, t ≥ 0;
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vt =

{
vn, t < n

vt, t ≥ n

yt =


n∫
0

vs ds, t < n

t∫
0

vs ds, t ≥ n
=


1− vn

δ
, t < n

1− vt

δ
, t ≥ n

=

{
ān|, t < n

āt|, t ≥ n

Отже, теперiшня вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною
гарантiєю Y = Y (x) має вигляд:

Y =


1− vn

δ
, T < n

1− vT

δ
, T ≥ n

=

{
ān|, T < n

āT|, T ≥ n
(10.1)

де T = T (x) позначає випадкову величину майбутньої тривалостi життя особи
(x).

Актуарна теперiшня вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету з n-
рiчною гарантiєю позначається ā

x:n| i визначається формулою:

ā
x:n| = E

[
Y
]
= ān| nqx +

∞∫
n

āt| tpx µ(x+ t) dt. (10.2)

Зауваження 1. З (10.2) отримуємо, що актуарна теперiшня вартiсть неперерв-
ного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною гарантiєю ā

x:n| задовiльняє нерiвностi:

ān| ≤ ā
x:n| ≤ ān| nqx +

1

δ
npx = ān| +

vn

δ
npx ≤ 1

δ
.

1.10.2 Властивостi

Теорема 10.1. (про функцiю розподiлу Y )

FY (y) =


0, y < ān|
FT

(
− 1

δ ln(1− δy)
)
, ān| ≤ y < 1

δ

1, y ≥ 1
δ

=

=


0, y < ān|

− 1
δ ln(1−δy)qx , ān| ≤ y < 1

δ

1, y ≥ 1
δ
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Вправа 1. Довести теорему 10.1.

На малюнку 1.5 (стор.65) зображено приклади графiкiв функцiй розподiлу.

(а) T (x) має експоненцiйний розподiл (б) T (x) має розподiл де Муавра

Рис. 1.5: Функцiя розподiлу FY

Наслiдок 10.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-ий процентиль теперiшньої вартостi неперервного пожиттєвого ануїтету
з n-рiчною гарантiєю, p ∈ (0, 1).

(i) Нехай nqx > 0. Тодi ∀p ∈ (0, nqx ] ξpY = ān|;

(ii) Нехай tqx строго зростає на [α, β] ⊂ [n,+∞). Тодi:

(а) ξ βqx
Y = āβ|;

(б) ∀p ∈ ( αqx , βqx ) ξpY є розв’язком рiвняння

FY (y) = − 1
δ ln(1−δy)qx = p, y ∈

(
āα|, āβ|

)
,

який можна подати у виглядi:

ξpY =
1− e−δt(p)

δ
= ā

t(p)|,

де
t(p) =

(
FT
∣∣
(α,β)

)−1

(p), p ∈ ( αqx , βqx ).

Вправа 2. Довести наслiдок 10.1.1.
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Теорема 10.2. (про властивостi неперервного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною
гарантiєю)

(i) зв’язок пожиттєвого ануїтету з n-рiчною гарантiєю з вiдкладеним на
n рокiв пожиттєвим ануїтетом

ā
x:n| = ān| + n|āx; (10.3)

(ii) зв’язок пожиттєвого ануїтету з n-рiчною гарантiєю з пожиттєвим
ануїтетом особи (x+ n)

ā
x:n| = ān| + vn npx āx+n = ān| + nEx āx+n; (10.4)

(iii) зв’язок пожиттєвого ануїтету з n-рiчною гарантiєю з пожиттєвим
та n-рiчним ануїтетом

ā
x:n| = ān| + āx − āx:n|;

(iv) актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету з n-рiчною га-
рантiєю у формi поточних виплат

ā
x:n| = ān| +

∞∫
n

vt tpx dt; (10.5)

(v) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi пожиттєвого
ануїтету з n-рiчною гарантiєю

ā
x:n| = ān| − Exān−1| + Exāx+1:n−1|; (10.6)

(vi) диференцiальне рiвняння на актуарну теперiшню вартiсть пожиттєво-
го ануїтету з n-рiчною гарантiєю

d

dx
ā
x:n| =

(
δ + µ(x)

)
(ā

x:n| − ān|)− nEx .

Вправа 3. Довести теорему 10.2.

Теорема 10.3. (про дисперсiю неперервного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною
гарантiєю)

E
[
Y 2
]
=

2

δ

(
ā
x:n| −

2ā
x:n|

)
=

2

δ

(
n|āx − n|

2āx
)
+ ān|

2 =
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=
2

δ
vn npx

(
āx+n − vn 2āx+n

)
+ ān|

2; (10.7)

Var
[
Y
]
=

2

δ

(
ā
x:n| −

2ā
x:n|

)
−
(
ā
x:n|

)2
=

2

δ

(
vn n|āx − n|

2āx
)
− n|ā

2
x =

= v2n npx

[
2

δ

(
āx+n − 2āx+n

)
− npx ā

2
x+n

]
=

=
v2n npx

δ2

[
(1− npx )

(
1− Āx+n

)2
+ ( 2Āx+n − Ā2

x+n)
]
, (10.8)

де 2ā
x:n|, n|

2āx,
2āx+n позначають вiдповiдно актуарну теперiшню вартiсть

неперервного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною гарантiєю особи (x), непе-
рервного вiдкладеного на n рокiв пожиттєвого ануїтету особи (x) i неперерв-
ного пожиттєвого ануїтету особи (x+n) з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки
2δ.

Вправа 4. Довести теорему 10.3.

1.10.3 Приклади
Теорема 10.4. (про неперервний пожиттєвий ануїтет з n-рiчною гарантiєю
для випадку сталої сили смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що
має неперервний пожиттєвий ануїтет з n-рiчною гарантiєю,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (10.9)

Тодi:

(i) ā
x:n| =

1− e−δn

δ
+

e−(µ+δ)n

µ+ δ
;

(ii) Var
[
Y
]
=

2e−(µ+2δ)n

(µ+ δ)(µ+ 2δ)
− e−2(µ+δ)n

(µ+ δ)2
;

(iii) FY (y) =


0, y < ān|

1− (1− δy)
µ
δ , ān| ≤ y < 1

δ

1, y ≥ 1
δ

(iv) Pr
{
Y > ā

x:n|

}
= e−µn

(
1− δe−µn

µ+ δ

)µ
δ

.

(v) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


1− e−δn

δ
, p ∈

(
0, 1− e−µn

]
1− (1− p)

δ
µ

δ
, p ∈

(
1− e−µn, 1

) (10.10)
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Зокрема, медiана випадкової величини Y дорiвнює

ξ0,5Y =


1− e−δn

δ
, µn ≥ ln 2

1− 2−
δ
µ

δ
, µn < ln 2

(10.11)

Вправа 1. Довести теорему 10.4.

Приклад 1. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) має сталу силу смертностi µ(x+ t) = µ = 0, 04, t ≥ 0;

(iii) має неперервний пожиттєвий ануїтет з n-рiчною гарантiєю з iнтенсивнiстю
виплат c = 10, де

n = 1, 2, 3, 5, 8, 9, 12, 14, 15, 16;

(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити:

(а) мiнiмальну суму (навантаження надiйностi), яку повинен мати фонд в мо-
мент часу t = 0, щоб ймовiрнiсть того, що вiн буде спроможний здiйснювати
виплати за ануїтетом для кожної застрахованої особи, становила приблизно
0, 95;

(б) вiдносне навантаження надiйностi θ, тобто вiдсоток, який становить наван-
таження надiйностi вiдносно очiкуваної суми виплат страховим фондом;

(в) вiдносне навантаження надiйностi θ1 для страхування однiєї особи.

Вправа 2. Розв’язати приклад 1

Зазначимо, що для n = 5 отримуємо:

n cā
x:n| ξ θ θ1

5 103.85 11109.14 6.97% 58.69%

Теорема 10.5. (про неперервний пожиттєвий ануїтет з n-рiчною га-
рантiєю для рiвномiрного розподiлу) Нехай для застрахованої особи (x),
що має неперервний пожиттєвий ануїтет з n-рiчною гарантiєю (n < c), ви-
падкова величина T (x) має рiвномiрний розподiл (розподiл де Муавра):

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

(10.12)

Тодi:
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(i) ā
x:n| =

δc+ e−δc − e−δn
(
1 + δn

)
δ2c

;

(ii) Var
[
Y
]
=

2

δ

(
δc+ e−δc − e−δn

(
1 + δn

)
δ2c

−

−
2δc+ e−2δc − e−2δn

(
1 + 2δn

)
4δ2c

)
−

(
δc+ e−δc − e−δn

(
1 + δn

)
δ2c

)2

.

(iii) FY (y) =


0, y < ān|

− 1

δc
ln(1− δy), ān| ≤ y < āc|

1, y ≥ āc|

(iv) Pr
{
Y > ā

x:n|

}
= 1 +

1

δc
ln

(
e−δn

(
1 + δn

)
− e−δc

δc

)
;

(v) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


ān|, p ∈

(
0,

n

c

]
ācp|, p ∈

(n
c
, 1
) (10.13)

Зокрема, медiана випадкової величини Y дорiвнює

ξ0,5Y =

{
ān|, n ≥ 0, 5c

ā
c/2|, n < 0, 5c

Вправа 3. Довести теорему 10.5.

Приклад 2. Розглядається N = 100 незалежних осiб, кожна з яких:

(i) має вiк x;

(ii) щiльнiсть розподiлу випадкової величини T (x) для кожної з N осiб (x) має
вигляд:

fT (t) =


1

80
, t ∈ [0, 80)

0, t /∈ [0, 80)

(iii) має неперервний пожиттєвий ануїтет з n-рiчною гарантiєю з iнтенсивнiстю
виплат c = 10, де

n = 1, 2, 3, 5, 8, 9, 12, 14, 15, 16;
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(iv) отримує виплати зi страхового фонду, δ = 0, 06.

Потрiбно обчислити мiнiмальне N, для якого:

(а) суми, яку матиме фонд в момент часу t = 0, з ймовiрнiстю 0, 95 вистачить
для того, щоб вiн був спроможний здiйснювати виплати за ануїтетом для
кожної застрахованої особи;

(б) вiдносне навантаження надiйностi становило не бiльше 10%.

Обчислити вiдносне навантаження надiйностi θ, якщо N = 100.

Вправа 4. Розв’язати приклад 2

Зазначимо, що для n = 5 отримуємо:

n cā
x:n| θ N

5 133.51 4.68% 22



Роздiл 2

Дискретнi страховi ануїтети зi
щорiчними виплатами

2.1 Загальне поняття ануїтету

2.1.1 Означення

Теорiя дискретних ануїтетiв подiбна до теорiї неперервних ануїтетiв, тiльки iн-
теграли замiняються на суми, а пiдiнтегральнi вирази на доданки. Для непе-
рервних ануїтетiв не iснує вiдмiнностей мiж виплатами на початку (пренуме-
рандо) або в кiнцi (постнумерандо) перiодiв. Для дискретних ануїтетiв ця вiд-
мiннiсть iстотна.

У цьому роздiлi здебiльшого розглядаються дискретнi ануїтети пренумеран-
до, оскiльки саме вони вiдiграють найважливiшу роль в актуарних застосуван-
нях. Загальний дискретний ануїтет пренумерандо визначається двома функцi-
ями (послiдовностями):

• функцiєю виплат (функцiєю винагороди)

bk, k = 0, 1, 2, . . . ;

• функцiєю дисконтування

vk, k = 0, 1, 2, . . . . (1.1)

Величина bk — це виплата, яку здiйснює страхова органiзацiя на початку (k+1)-
го року

[x+ k, x+ k + 1),

71
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тобто в момент часу
x+ k,

згiдно з укладеною страховою угодою з особою (x). Функцiя дисконтування
(1.1) є звуженням на множину цiлих невiд’ємних чисел функцiї дисконтування

vt, t ≥ 0.

Визначимо функцiю теперiшньої вартостi виплат yk за формулою

yk =

k∑
j=0

bjvj .

Отже, yk — це теперiшня вартiсть дискретного ануїтету пренумерандо, який
сплачується особi (x) протягом k + 1 рокiв (остання виплата здiйснюється на
початку (k+1)-го року). Використовуючи її, будуємо випадкову величину Y =
Y (x), яка називається теперiшньою вартiстю дискретного ануїтету пренуме-
рандо:

Y (x) = yK(x) =

K(x)∑
j=0

bjvj ,

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Математичне сподiвання

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bjvj

Pr
{
K = k

}
=

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bjvj


kpx qx+k

теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо називається актуарною теперi-
шньою вартiстю дискретного ануїтету пренумерандо. Залежно вiд вигляду
функцiй виплат та дисконтування отримуємо рiзнi види ануїтетiв (наприклад
пожиттєвий, строковий, вiдкладений пожиттєвий, вiдкладений строковий).

2.1.2 Властивостi
Теорема 1.1. (про зв’язок теперiшнiх вартостей ануїтетiв пренумерандо) Не-
хай функцiя дисконтування визначається формулою

vk = vk, k = 0, 1, 2, . . . .

Нехай виплати за ануїтетом пренумерандо мають таку властивiсть: для
l ∈ N виплата в момент часу

x+ l + k
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за ануїтетом пренумерандо для особи у вiцi x та за ануїтетом пренумерандо
для особи у вiцi x + l однакова, тобто залежить лише вiд абсолютного вiку
особи в цей момент часу. Тодi

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

l−1∑
j=0

bjv
j + vlE

[
Y (x+ l)

]
, (1.2)

де bj позначає функцiю виплат для особи (x).

Доведення. 1-й спосiб: За означенням i за умовою

Y (x+ l) =

K(x+l)∑
j=0

bj+lv
j .

Отже, за означенням математичного сподiвання

E
[
Y (x+ l)

]
=

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bj+lv
j

Pr
{
K(x+ l) = k

}
. (1.3)

За означенням при K(x) ≥ l

Y (x)−
l−1∑
j=0

bjv
j =

K(x)∑
j=l

bjv
j =

K(x)−l∑
j=0

bj+lv
j+l = vl

K(x)−l∑
j=0

bj+lv
j .

Отже, за означенням математичного сподiвання

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

=

l−1∑
j=0

bjv
j + vl

∞∑
k=l

k−l∑
j=0

bj+lv
j

Pr
{
K(x) = k | K(x) ≥ l

}

=

l−1∑
j=0

bjv
j + vl

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bj+lv
j

Pr
{
K(x) = k + l | K(x) ≥ l

}
. (1.4)

Оскiльки
K(x+ l) = K(x)− l, K(x) ≥ l,

то
Pr
{
K(x+ l) = k

}
= Pr

{
K(x) = k + l | K(x) ≥ l

}
. (1.5)

З (1.3), (1.4) i (1.5) випливає (1.2).
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2-й спосiб: За означенням i умовою

E
[
Y (x+ l)

]
=

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bj+lv
j


kpx+l qx+l+k. (1.6)

Використовуючи спiввiдношення

l+kpx = lpx kpx+l ,

рiвнiсть

lpx = Pr
{
K(x) ≥ l

}
=

∞∑
k=l

Pr
{
K(x) = k

}
=

∞∑
k=l

kpx qx+k,

рiвнiсть

Pr
{
K(x) = k | K(x) ≥ l

}
=

Pr
{
K(x) = k ∩K(x) ≥ l

}
Pr
{
K(x) ≥ l

} =

=


Pr
{
K(x) = k

}
Pr
{
K(x) ≥ l

} , k ≥ l

0, k < l

=


kpx qx+k

lpx
, k ≥ l

0, k < l

означення математичного сподiвання i (1.6), маємо:

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

∞∑
k=l

 k∑
j=0

bjv
j

Pr
{
K(x) = k | K(x) ≥ l

}
=

=
1

lpx

∞∑
k=l

 k∑
j=0

bjv
j


kpx qx+k =

=
1

lpx

∞∑
k=l

 l−1∑
j=0

bjv
j +

k∑
j=l

bjv
j


kpx qx+k =

=

l−1∑
j=0

bjv
j +

1

lpx

∞∑
k=l

k−l∑
j=0

bj+lv
j+l


kpx qx+k =

=

l−1∑
j=0

bjv
j +

vl

lpx

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bj+lv
j


l+kpx qx+l+k =
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=

l−1∑
j=0

bjv
j + vl

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bj+lv
j


kpx+l qx+l+k =

=

l−1∑
j=0

bjv
j + vlE

[
Y (x+ l)

]
.

Теорема 1.2. (про рекурентне спiввiдношення на актуарну теперiшню вартiсть
ануїтету пренумерандо) За умов теореми 1.1 справедлива рiвнiсть:

E
[
Y (x)

]
=

l−1∑
j=0

bjv
j
jpx + vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (1.7)

Зокрема,
E
[
Y (x)

]
= b0 + vpxE

[
Y (x+ 1)

]
.

Доведення. 1-й спосiб: За означенням та умовою теореми

E
[
Y (x+ l)

]
=

∞∑
k=0

k∑
j=0

bj+lv
j
kpx+l qx+l+k. (1.8)

За означенням

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
k=0

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k =

=

l−1∑
k=0

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k +

∞∑
k=l

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k. (1.9)

Переставляючи сумування, перший доданок правої частини цiєї рiвностi можна
подати у виглядi:

l−1∑
k=0

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k =

l−1∑
j=0

 l−1∑
k=j

kpx qx+k

 bjv
j =

=

l−1∑
j=0

 l−1∑
k=j

( kpx − k+1px )

 bjv
j =

l−1∑
j=0

bjv
j
jpx − lpx

l−1∑
j=0

bjv
j . (1.10)

Використовуючи спiввiдношення

l+kpx = lpx kpx+l
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рiвнiсть

lpx = Pr
{
K(x) ≥ l

}
=

∞∑
k=l

Pr
{
K(x) = k

}
=

∞∑
k=l

kpx qx+k

та рiвнiсть (1.8), другий доданок правої частини рiвностi (1.9) подамо у виглядi:

∞∑
k=l

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k =

∞∑
k=l

 l−1∑
j=0

bjv
j +

k∑
j=l

bjv
j


kpx qx+k =

= lpx

l−1∑
j=0

bjv
j +

∞∑
k=l

k−l∑
j=0

bj+lv
j+l


kpx qx+k =

= lpx

l−1∑
j=0

bjv
j +

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bj+lv
j+l


l+kpx qx+l+k =

= lpx

l−1∑
j=0

bjv
j + vl lpx

∞∑
k=0

 k∑
j=0

bj+lv
j


kpx+l qx+l+k =

= lpx

l−1∑
j=0

bjv
j + vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (1.11)

Пiдставляючи (1.10) i (1.11) в (1.9), отримуємо (1.7).
2-й спосiб: За формулою повної ймовiрностi

E
[
Y (x)

]
= E

[
Y (x) | K(x) < l

]
Pr
{
K(x) < l

}
+

+ E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
Pr
{
K(x) ≥ l

}
=

= E
[
Y (x) | K(x) < l

]
lqx + E

[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
lpx . (1.12)

Перший спiвмножник другого доданку правої частини цiєї рiвностi отримуємо
з теореми про зв’язок теперiшнiх вартостей ануїтетiв пренумерандо:

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

l−1∑
j=0

bjv
j + vlE

[
Y (x+ l)

]
. (1.13)

Для обчислення першого спiвмножника першого доданку правої частини рiвно-
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стi (1.12) скористаємося рiвнiстю

Pr
{
K(x) = k | K(x) < l

}
=

Pr
{
K(x) = k ∩K(x) < l

}
Pr
{
K(x) < l

} =

=


Pr
{
K(x) = k

}
Pr
{
K(x) < l

} , k < l

0, k ≥ l

=


kpx qx+k

lqx
, k < l

0, k ≥ l

означенням математичного сподiвання i рiвнiстю (1.10):

E
[
Y (x) | K(x) < l

]
=

l−1∑
k=0

 k∑
j=0

bjv
j

Pr
{
K(x) = k | K(x) < l

}
=

=
1

lqx

l−1∑
k=0

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k =

1

lqx

l−1∑
j=0

bjv
j
jpx − lpx

lqx

l−1∑
j=0

bjv
j . (1.14)

Пiдставляючи (1.13) i (1.14) в (1.12), отримуємо (1.7).

2.2 Загальне поняття ануїтету з гарантiєю

2.2.1 Означення
Поряд зi звичайними дискретними ануїтетами iснують (i розглядаються) дис-
кретнi ануїтети з (n-рiчною) гарантiєю. Такий ануїтет гарантовано сплачується
протягом n рокiв незалежно вiд часу настання страхової подiї (смертi застра-
хованої особи). Функцiя теперiшньої вартостi виплат yk за ануїтетом прену-
мерандо з n-рiчною гарантiєю визначається формулою

yk =


n−1∑
j=0

bjvj , k < n,

k∑
j=0

bjvj , k ≥ n.

Використовуючи її, будуємо випадкову величину Y = Y (x), яка називається
теперiшньою вартiстю ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю:

Y (x) = yK(x) =


n−1∑
j=0

bjvj , K(x) < n

K(x)∑
j=0

bjvj , K(x) ≥ n
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Математичне сподiвання

E[Y (x)] =

n−1∑
j=0

bjvjPr
{
K < n

}
+

∞∑
k=n

 k∑
j=0

bjvj

Pr
{
K = k

}
=

= nqx

n−1∑
j=0

bjvj +

∞∑
k=n

 k∑
j=0

bjvj


kpx qx+k

теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю називається
актуарною теперiшньою вартiстю ануїтету пренумерандо з n-рiчною гаран-
тiєю. Залежно вiд вигляду функцiй вiдшкодування та дисконтування отриму-
ємо рiзнi види ануїтетiв з гарантiєю (наприклад пожиттєвий, строковий).

2.2.2 Властивостi
Теорема 2.1. (про зв’язок теперiшнiх вартостей ануїтетiв пренумерандо з га-
рантiєю) Нехай функцiя дисконтування визначається формулою

vk = vk, k = 0, 1, 2, . . . .

Нехай виплати за ануїтетом пренумерандо з гарантiєю мають таку власти-
вiсть: для l, n ∈ N : l < n, виплата в момент часу

x+ l + k

за ануїтетом пренумерандо з n-рiчною гарантiєю для особи у вiцi x та за ану-
їтетом пренумерандо з (n− l)-рiчною гарантiєю для особи у вiцi x+l однакова,
тобто залежить лише вiд абсолютного вiку особи в цей момент часу. Тодi

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

l−1∑
j=0

bjv
j + vlE

[
Y (x+ l)

]
, (2.1)

де bj позначає iнтенсивнiсть виплат для особи (x).

Вправа 1. Довести теорему 2.1 (навести два рiзних способи доведення).

Теорема 2.2. (про рекурентне спiввiдношення на актуарну теперiшню вартiсть
ануїтету пренумерандо з гарантiєю) За умов теореми 2.1 справедлива рiвнiсть:

E
[
Y (x)

]
=

l−1∑
j=0

bjv
j + lqx

n−1∑
j=l

bjv
j + vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (2.2)

Зокрема,

E
[
Y (x)

]
= b0 + qx

n−1∑
j=1

bjv
j + vpxE

[
Y (x+ 1)

]
.

Вправа 2. Довести теорему 2.2 (навести два рiзних способи доведення).
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2.3 Функцiя теперiшньої вартостi виплат
Теперiшня вартiсть дискретного ануїтету пренумерандо зi сталою функцiєю ви-
плат 1, що сплачується протягом k + 1 рокiв (остання виплата здiйснюється на
початку (k+1)-го року) та зi сталою iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки δ = − ln v,
позначається äk+1| i визначається формулою:

äk+1| =

k∑
j=0

vj =
1− vk+1

1− v
=

1− vk+1

d
.

Зокрема, з цiєї формули отримуємо такi оцiнки:

1 = ä1| ≤ äk+1| <
1

d
, k = 0, 1, 2, . . . .

Нехай k ≥ n. Якщо виплати починаються з (n+1)-го року, i тривають протягом
(k − n) рокiв, то теперiшня вартiсть такого ануїтету пренумерандо дорiвнює:

vn + vn+1 + . . .+ vk =

k∑
j=n

vj = äk+1| − än| =

=
vn − vk+1

d
= vn

1− vk+1−n

d
= vnäk+1−n|, k ≥ n.

2.4 Сумування частинами
Теорема 4.1. (про математичне сподiвання функцiї вiд невiд’ємної цiлочисель-
ної випадкової величини) Нехай K — невiд’ємна цiлочисельна випадкова вели-
чина з функцiєю розподiлу F (x). Нехай φ(k) — невiд’ємна послiдовнiсть. Тодi

E
[
φ(K)

]
= +∞ =⇒

∞∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
= +∞. (4.1)

Якщо функцiї F,φ задовiльняють умову:

∃ lim
n→∞

φ(n+ 1)
(
1− F (n)

)
= 0, (4.2)

то E
[
φ(K)

]
< +∞ ⇐⇒ числовий ряд

∞∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
збiжний, до того ж справедлива рiвнiсть:

E
[
φ(K)

]
= φ(0) +

∞∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
.
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Доведення. За означенням математичного сподiвання

E
[
φ(K)

]
=

∞∑
k=0

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
. (4.3)

Перетворимо частинну суму цього ряду. Позначимо

g(x) = 1− F (x− 1), x ∈ R.

Тодi

n∑
k=0

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
=

n∑
k=0

φ(k)
(
g(k)− g(k + 1)

)
=

=

n∑
k=0

φ(k)g(k)−
n∑

k=0

φ(k)g(k + 1) = −φ(n+ 1)g(n+ 1) + φ(0)g(0)+

+

n∑
k=0

φ(k + 1)g(k + 1)−
n∑

k=0

φ(k)g(k + 1) =

= −φ(n+ 1)g(n+ 1) + φ(0) +

n∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)
g(k + 1).

Отже,

φ(n+ 1)
(
1− F (n)

)
+

n∑
k=0

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
=

= φ(0) +

n∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
. (4.4)

Нехай E
[
φ(K)

]
= +∞. Тодi

n∑
k=0

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
→

∞∑
k=0

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
=

= E
[
φ(K)

]
= +∞, n → ∞. (4.5)

За умовами теореми i згiдно з (4.4)

n∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
≥

n∑
k=0

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
− φ(0).



2.4. Сумування частинами 81

Звiдси i з (4.5) та означення збiжностi числового ряду отримуємо твердження
(4.1):

∞∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
=

= lim
n→∞

n∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
= +∞.

Нехай справджується умова (4.2). Тодi з рiвностi (4.4) випливає, що

∃ lim
n→∞

n∑
k=0

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
⇐⇒

⇐⇒ ∃ lim
n→∞

n∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
, (4.6)

до того ж

lim
n→∞

n∑
k=0

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
=

= φ(0) + lim
n→∞

n∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
. (4.7)

З (4.3), (4.6) i (4.7), а також з означень збiжностi i суми числового ряду отри-
муємо обидва твердження теореми.

Наслiдок 4.1.1. (про математичне сподiвання й дисперсiю функцiї вiд не-
вiд’ємної цiлочисельної випадкової величини) Нехай K — невiд’ємна цiлочи-
сельна випадкова величина з функцiєю розподiлу F (x). Нехай φ(k) — невiд’ємна
обмежена послiдовнiсть. Тодi

E
[
φ(K)

]
< +∞, E

[
φ2(K)

]
< +∞, (4.8)

до того ж справедливi рiвностi:

E
[
φ(K)

]
= φ(0) +

∞∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
; (4.9)

E
[
φ2(K)

]
= φ2(0) +

∞∑
k=0

(
φ2(k + 1)− φ2(k)

)(
1− F (k)

)
. (4.10)
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Зокрема,

Var
[
φ(K)

]
= φ2(0) +

∞∑
k=0

(
φ2(k + 1)− φ2(k)

)(
1− F (k)

)
−

−

(
φ(0) +

∞∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

))2

. (4.11)

Вправа 1. Довести наслiдок 4.1.1.

Теорема 4.2. (про математичне сподiвання функцiї вiд невiд’ємної цiлочисель-
ної випадкової величини) Нехай K — невiд’ємна цiлочисельна випадкова вели-
чина з функцiєю розподiлу F (x). Нехай φ(k) — невiд’ємна монотонна послiдов-
нiсть. Тодi

E
[
φ(K)

]
= φ(0) +

∞∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
. (4.12)

Доведення. Якщо послiдовнiсть φ(k) обмежена, то твердження теореми випли-
ває з наслiдку 4.1.1. Нехай φ(k) необмежена.
Зауваження 1. Послiдовнiсть φ(k) неспадна.Зауваження 2. Послiдовнiсть φ(k) задовiльняє нерiвностi:

0 ≤ φ(n+ 1)
(
1− F (n)

)
≤

∞∑
k=n+1

φ(k)
(
F (k)− F (k − 1)

)
.

Нехай E
[
φ(K)

]
= +∞. Тодi за твердженням (4.1) теореми 4.1 права частина

рiвностi (4.12) також дорiвнює +∞.
Нехай E

[
φ(K)

]
< +∞. Для доведення рiвностi (4.12) досить обгрунтувати

умову (4.2) теореми 4.1.
Зауваження 3. φ(n+ 1)

(
1− F (n)

)
→ 0, n → ∞.

Вправа 2. Обгрунтувати зауваження 1, 2, 3 доведення теореми 4.2.

Наслiдок 4.2.1. (про дисперсiю функцiї вiд невiд’ємної цiлочисельної випад-
кової величини) Нехай K — невiд’ємна цiлочисельна випадкова величина з фун-
кцiєю розподiлу F (x). Нехай φ(k) — невiд’ємна монотонна послiдовнiсть. Тодi

E
[
φ2(K)

]
= φ2(0) +

∞∑
k=0

(
φ2(k + 1)− φ2(k)

)(
1− F (k)

)
. (4.13)

Нехай E
[
φ2(K)

]
< +∞. Тодi E

[
φ(K)

]
< +∞. Зокрема,

Var
[
φ(K)

]
= E

[
φ2(K)

]
− E

[
φ(K)

]2
,

де E
[
φ(K)

]
,E
[
φ2(K)

]
визначаються формулами (4.12) i (4.13).
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Доведення. Якщо послiдовнiсть φ(k) обмежена, то твердження теореми випли-
ває з наслiдку 4.1.1. Нехай φ(k) необмежена. Тодi за умовами теореми (не-
вiд’ємнiсть i монотоннiсть) послiдовнiсть φ(k) неспадна.
Зауваження 1. Послiдовнiсть φ2(k) невiд’ємна i монотонна.
Невiд’ємнiсть очевидна, а монотоннiсть φ2(k) випливає з невiд’ємностi i моно-
тонностi послiдовностi φ(k).

Iз зауваження 1 i теореми 4.2 випливає перше твердження наслiдку — рiв-
нiсть (4.13). Нехай E

[
φ2(Z)

]
< +∞.

Зауваження 2. E
[
φ(Z)

]
< +∞, до того ж справедлива формула (4.12).

Зазначимо, що досить довести скiнченнiсть E
[
φ(Z)

]
, оскiльки формула (4.12)

випливатиме з теореми 4.2. За означенням математичного сподiвання

E
[
φ(K)

]
=

∞∑
k=0

φ(k)Pr
{
K = k

}
. (4.14)

З неспадання та необмеженостi φ(k) отримуємо:

∃k0 ∈ N ∀k ≥ k0 φ(k) ≥ 1.

Тодi
∀k ≥ k0 0 ≤ φ(k) ≤ φ2(k). (4.15)

Звiдси, зi збiжностi ряду

E
[
φ2(K)

]
=

∞∑
k=0

φ2(k)Pr
{
K = k

}
та ознаки Вейєрштраса випливає збiжнiсть ряду (4.14).

Теорема 4.3. (про зображення актуарної теперiшньої вартостi ануїтету прену-
мерандо у формi поточних виплат) Нехай Y (x) позначає теперiшню вартiсть
дискретного ануїтету пренумерандо з функцiєю виплат bk i функцiєю дискон-
тування vk. Тодi

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
k=0

bkvk kpx .

Доведення. Застосуємо теорему 4.2 до цiлочисельної дискретної випадкової ве-
личини K(x) та невiд’ємної неспадної послiдовностi

φ(k) =

k∑
j=0

bjvj , k = 0, 1, 2, . . . .
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Згiдно з означенням ануїтету пренумерандо

Y (x) = φ(K(x)).

Оскiльки
1− FK(x)(k) = 1− k+1qx = k+1px , k = 0, 1, 2, . . . ,

то за теоремою 4.2 отримуємо:

E
[
Y (x)

]
= φ(0) +

∞∑
k=0

(
φ(k + 1)− φ(k)

)(
1− F (k)

)
=

= b0v0 +

∞∑
k=0

bk+1vk+1 k+1px = b0v0 +

∞∑
k=1

bkvk kpx =

∞∑
k=0

bkvk kpx .

Теорема 4.4. (про зображення актуарної теперiшньої вартостi ануїтету пре-
нумерандо з гарантiєю у формi поточних виплат) Нехай Y (x) позначає тепе-
рiшню вартiсть дискретного ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю з
функцiєю виплат bj i функцiєю дисконтування vj . Тодi

E
[
Y (x)

]
=

n−1∑
k=0

bkvk +

∞∑
k=n

bkvk kpx . (4.16)

Вправа 3. Довести теорему 4.4.

2.5 Функцiя розподiлу теперiшньої вартостi ану-
їтету пренумерандо

Теорема 5.1. (перша теорема про функцiю розподiлу Y ) Нехай послiдовнiсть
(функцiя теперiшньої вартостi виплат ануїтету пренумерандо) yk задовiль-
няє умови:

(i) y0 = . . . = yn;

(ii) yk, k ≥ n, зростає;

(iii) yk → c, k → ∞.

Тодi

FY (y) =


0, y < yn

k+1qx , y ∈ [yk, yk+1), k ≥ n

1, y ≥ c

(5.1)
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Нехай φ : [yn, c) → [n,+∞) довiльна зростаюча функцiя, що задовiльняє умову:

φ(yk) = k, k ≥ n.

Тодi

FY (y) =


0, y < yn

⌊φ(y)⌋+1qx , yn ≤ y < c

1, y ≥ c

(5.2)

Доведення. За означенням випадкової величини Y i умовою теореми

Y ∈ [yn, c).

Отже,

FY (y) =

{
0, y < yn

1, y ≥ c
(5.3)

Нехай yn ≤ y < c. Згiдно з умовою теореми

[yn, c) =

∞⊔
k=n

[yk, yk+1).

Отже,
y ∈ [yn, c) ⇐⇒ ∃!k ≥ n : y ∈ [yk, yk+1).

Нехай y ∈ [yk, yk+1). Тодi, використовуючи умову теореми i означення випадко-
вої величини Y, маємо:

Y ≤ y ⇐⇒ yK ≤ y ⇐⇒ yK ≤ yk ⇐⇒ K ≤ k.

Отже,

FY (y) = Pr
{
Y ≤ y

}
= Pr

{
K ≤ k

}
= FK(k) = k+1qx , y ∈ [yk, yk+1). (5.4)

З (5.3) i (5.4) випливає (5.1).
Перейдемо до другого твердження теореми. За її умовами на функцiю φ

маємо:

k = φ(yk) ≤ φ(y) < φ(yk+1) = k + 1, y ∈ [yk, yk+1), k ≥ n.

Отже,
k = ⌊φ(y)⌋, y ∈ [yk, yk+1), k ≥ n.

Звiдси i з формули (5.1) випливає формула (5.2).
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Наслiдок 5.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1). За умов теореми
5.1:

• Нехай kqx < 1 ∀k ∈ N. Тодi

ξpY =

{
yn, p ∈ (0, n+1qx ]

yk, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k ≥ n+ 1

• Нехай k0qx < 1 = k0+1qx , k0 > n. Тодi

ξpY =


yn, p ∈ (0, n+1qx ]

yk, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = n+ 1, . . . , k0 − 1

yk0
, p ∈ ( k0

qx , 1)

• Нехай n+1qx = 1. Тодi ξpY = yn, p ∈ (0, 1).

Доведення. За формулою (5.1)

FY (yk−) = kqx , FY (yk) = k+1qx , k ≥ n+ 1.

Нехай kqx < k+1qx . Тодi з теореми про процентиль (перше твердження) отри-
муємо:

∀p ∈
(
FY (yk−), FY (yk)

]
= ( kqx , k+1qx ]

(
ξpY = yk

)
, k ≥ n+ 1.

Аналогiчно, за формулою (5.1)

FY (yn−) = 0, FY (yn) = n+1qx .

Нехай n+1qx > 0. Тодi з теореми про процентиль (перше твердження) отриму-
ємо:

∀p ∈
(
yn−, FY (yn)

]
= (0, n+1qx ]

(
ξpY = yn

)
.

Теорема 5.2. (друга теорема про функцiю розподiлу Y ) Нехай послiдовнiсть
(функцiя теперiшньої вартостi виплат ануїтету пренумерандо) yk задовiль-
няє умови:

(i) y0 = . . . = yl;

(ii) yl < . . . < yl+n;

(iii) yk = yl+n, k ≥ l + n.
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Тодi

FY (y) =


0, y < yl

k+1qx , y ∈ [yk, yk+1), k = l, . . . , l + n− 1

1, y ≥ yl+n

(5.5)

Нехай φ : [yl, yl+n] → [l, l + n] довiльна зростаюча функцiя, що задовiльняє
умову:

φ(yk) = k, k = l, . . . , l + n.

Тодi

FY (y) =


0, y < yl

⌊φ(y)⌋+1qx , yl ≤ y < yl+n

1, y ≥ yl+n

(5.6)

Вправа 1. Довести теорему 5.2.

Наслiдок 5.2.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1). За умов теореми
5.2:

• Нехай l+nqx < 1. Тодi

ξpY =


yl, p ∈ (0, l+1qx ]

yk, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = l + 1, . . . , l + n− 1

yl+n, p ∈ ( l+nqx , 1)

• Нехай k0
qx < 1 = k0+1qx , l < k0 < l + n. Тодi

ξpY =


yl, p ∈ (0, l+1qx ]

yk, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = l + 1, . . . , k0 − 1

yk0
, p ∈ ( k0

qx , 1)

• Нехай l+1qx = 1. Тодi ξpY = yl, p ∈ (0, 1).

Вправа 2. Довести наслiдок 5.2.1.

2.6 Пожиттєвий ануїтет пренумерандо

2.6.1 Означення
Пожиттєвий ануїтет пренумерандо виплачується застрахованiй особi (x) на
початку кожного року, допоки вона залишається живою. Функцiї виплат i дис-
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контування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету визначаю-
ться формулами:

bk = 1, k = 0, 1, 2, . . . ;

vk = vk, k = 0, 1, 2, . . . ;

yk =

k∑
j=0

vj = äk+1|, k = 0, 1, 2, . . . .

Отже, теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо Y = Y (x)
має вигляд:

Y = äK+1| =
1− vK+1

d
. (6.1)

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо по-
значається äx i визначається формулою:

äx = E
[
Y
]
=

∞∑
k=0

äk+1| Pr
{
K = k

}
=

∞∑
k=0

äk+1| kpx qx+k.

2.6.2 Властивостi

Теорема 6.1. (про функцiю розподiлу Y )

• (перша формула)

FY (y) =


0, y < 1

k+1qx , y ∈
[
äk+1|, äk+2|

)
, k = 0, 1, 2, . . .

1, y ≥ 1
d

(6.2)

• (друга формула)

FY (y) =


0, y < 1

FK

(
− 1− 1

δ ln(1− dy)
)
, 1 ≤ y < 1

d

1, y ≥ 1
d

=

=


0, y < 1

⌊− 1
δ ln(1−dy)⌋qx , 1 ≤ y < 1

d

1, y ≥ 1
d
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Доведення. Обидвi формули випливають з першої теореми про функцiю розпо-
дiлу теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо:

(i) y0 = ä1| = 1;

(ii) послiдовнiсть yk = äk+1|, k ≥ 0, строго зростає;

(iii) yk → 1
d , k → ∞;

(iv) функцiя

φ(y) = −1− 1

δ
ln(1− dy)

строго зростає на
[
1, 1

d

)
i має таку властивiсть:

φ(yk) = φ(äk+1|) = k, k = 0, 1, 2, . . . .

Наслiдок 6.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1).

• Нехай kqx < 1 ∀k ∈ N. Тодi

ξpY = äk+1|, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = 0, 1, 2, . . . ,

• Нехай k0
qx < 1 = k0+1qx , k0 > 0. Тодi

ξpY =

{
äk+1|, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = 0, . . . , k0 − 1

äk0+1|, p ∈ ( k0qx , 1)

• Нехай qx = 1. Тодi
ξpY = 1, p ∈ (0, 1).

Доведення. Випливає з наслiдку про процентиль до першої теореми про фун-
кцiю розподiлу теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо i теореми 6.1.

Теорема 6.2. (про властивостi пожиттєвого ануїтету пренумерандо)

(i) актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо у
формi поточних виплат

äx =

∞∑
k=0

vk kpx = 1 +

∞∑
k=0

vk+1
k+1px =

=

∞∑
k=0

kEx = 1 +

∞∑
k=0

k+1Ex ; (6.3)
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(ii) зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями пожиттєвого стра-
хування з виплатою в кiнцi року та пожиттєвого ануїтету пренумеран-
до

1 = däx +Ax; (6.4)

(iii) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi пожиттєвого
ануїтету пренумерандо

äx = 1 + vpxäx+1 = 1 + Exäx+1.

Доведення. (i) Випливає з (загальної) теореми про зображення дискретного
ануїтету пренумерандо у формi поточних виплат.

(ii) Позначимо Z тепершню вартiсть пожиттєвого страхування з виплатою 1 в
кiнцi перiоду. Оскiльки

Z = vK+1,

то, використовуючи формулу (6.1), отримуємо:

1 = dY + Z =⇒ 1 = dE
[
Y
]
+ E

[
Z
]
= däx +Ax.

(iii) Випливає з загальної теореми про рекурентну формулу для дискретного
ануїтету пренумерандо, враховуючи, що b0 = 1. Перевiримо умову цiєї теореми.
Позначимо b̃k функцiю виплат для пожиттєвого ануїтету пренумерандо для
особи (x+ 1). Тодi

b̃k = 1 = bk+1, k = 0, 1, 2, . . . .

Теорема 6.3. (про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо)

Var
[
Y
]
=

2Ax −A2
x

d2
=

2

d

(
äx − 2äx

)
+ 2äx − ä2x, (6.5)

де 2äx,
2Ax позначають вiдповiдно актуарнi теперiшнi вартостi пожиттєво-

го ануїтету пренумерандо i пожиттєвого страхування з виплатою 1 в кiнцi
року для особи (x) з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Доведення. 1-й спосiб: Позначимо Z тепершню вартiсть пожиттєвого страхува-
ння з виплатою 1 в кiнцi року. Тодi, використовуючи формулу (6.1), отримуємо
першу рiвнiсть (6.5):

Y =
1− Z

d
=⇒ Var

[
Y
]
=

Var
[
Z
]

d2
=

2Ax −A2
x

d2
.
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Позначимо 2Y, 2Z вiдповiдно теперiшнi вартостi пожиттєвого ануїтету прену-
мерандо i пожиттєвого страхування з виплатою 1 в кiнцi року для особи (x) з
iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ. Тодi

2Y =
1− v2(K+1)

1− v2
=

1− 2Z

d(2− d)
.

Звiдси отримуємо:

d(2− d)E
[
2Y
]
+ E

[
2Z
]
= 1 =⇒ d(2− d) 2äx + 2Ax = 1. (6.6)

Друга рiвнiсть (6.5) випливає з першої рiвностi (6.5), формули (6.4) i рiвностi
(6.6):

Var
[
Y
]
=

(1− d(2− d) 2äx)− (1− däx)
2

d2
=

2

d

(
äx − 2äx

)
+ 2äx − ä2x.

2-й спосiб: Згiдно з означенням Y (x) = φ
(
K(x)

)
, де

φ(k) = äk+1| =
1− vk+1

d
, k = 0, 1, 2, . . . .

Оскiльки послiдовнiсть φ(k) невiд’ємна й обмежена, то за теоремою про матема-
тичне сподiвання й дисперсiю функцiї вiд невiд’ємної дискретної цiлочисельної
випадкової величини та формулою (6.3) маємо:

E
[
Y 2(x)

]
= E

[
φ2
(
K(x)

)]
= φ2(0) +

∞∑
k=0

(
φ2(k + 1)− φ2(k)

)
k+1px =

= 1 +
1

d2

∞∑
k=0

(
vk+1 − vk+2

)(
2− vk+1 − vk+2

)
k+1px =

= 1 +
1

d

∞∑
k=1

vk
(
2− vk − vk+1

)
kpx =

1

d

∞∑
k=0

vk
(
2− vk − vk+1

)
kpx =

=
2

d

∞∑
k=0

(
vk − v2k

)
kpx +

∞∑
k=0

v2k kpx =
2

d

(
äx − 2äx

)
+ 2äx.

Звiдси, зокрема, отримуємо другу рiвнiсть (6.5):

Var
[
Y
]
= E

[
Y 2
]
− E

[
Y
]2

=
2

d

(
äx − 2äx

)
+ 2äx − ä2x. (6.7)

За формулами (6.4) i (6.6) маємо:

äx =
1−Ax

d
, 2äx =

1− 2Ax

d(2− d)
.
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Звiдси й з (6.7) отримуємо першу рiвнiсть (6.5):

Var
[
Y
]
=

2

d

(
1−Ax

d
− 1− 2Ax

d(2− d)

)
+

1− 2Ax

d(2− d)
−

−
(
1−Ax

d

)2

=
2Ax −A2

x

d2
.

Теорема 6.4. (про пожиттєвий ануїтет пренумерандо для випадку сталої сили
смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що має пожиттєвий ануїтет,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (6.8)

Тодi:

(i) äx =
1

1− e−(µ+δ)
;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−(µ+2δ)
(
1− e−µ

)(
1− e−(µ+δ)

)2(
1− e−(µ+2δ)

) ;
(iii) FY (y) =


0, y < 1

1− e−µ(k+1), y ∈
[
äk+1|, äk+2|

)
, k = 0, 1, 2, . . .

1, y ≥ 1
d

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY = äk+1|, p ∈
(
1− e−µk, 1− e−µ(k+1)

]
, k = 0, 1, 2, . . . .

Доведення. За умовою (6.7) теореми

tpx = e−µt, tqx = 1− e−µt, t ≥ 0. (6.9)

(i) Використовуючи (6.8) i формулу для актуарної теперiшньої вартостi пожит-
тєвого ануїтету пренумерандо у формi поточних виплат, отримуємо:

äx =

∞∑
k=0

vk kpx =

∞∑
k=0

e−δke−µk =
1

1− e−(µ+δ)
.

(ii) За теоремою про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо i пунктом
(i) теореми

Var
[
Y
]
=

2

d

(
äx − 2äx

)
+ 2äx − ä2x =
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=
2

d

( 1

1− e−(µ+δ)
− 1

1− e−(µ+2δ)

)
+

1

1− e−(µ+2δ)
− 1(

1− e−(µ+δ)
)2 =

=
2e−(µ+δ)(

1− e−(µ+δ)
)(
1− e−(µ+2δ)

) + 1

1− e−(µ+2δ)
− 1(

1− e−(µ+δ)
)2 =

=
1 + e−(µ+δ)(

1− e−(µ+δ)
)(
1− e−(µ+2δ)

) − 1(
1− e−(µ+δ)

)2 =

=
e−(µ+2δ)

(
1− e−µ

)(
1− e−(µ+δ)

)2(
1− e−(µ+2δ)

) .
(iii) Випливає з (6.8) i теореми про функцiю розподiлу Y для пожиттєвого ану-
їтету пренумерандо.

(iv) Випливає з (6.8) i наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу
Y для пожиттєвого ануїтету пренумерандо.

Теорема 6.5. (про пожиттєвий ануїтет пренумерандо для рiвномiрного роз-
подiлу) Нехай для застрахованої особи (x), що має пожиттєвий ануїтет,
випадкова величина T (x) має рiвномiрний розподiл (розподiл де Муавра):

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

c ∈ N. (6.10)

Тодi:

(i) äx =
1

d

(
1− v(1− vc)

cd

)
=

1

1− e−δ

(
1− e−δ(1− e−δc)

c(1− e−δ)

)
;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−2δ

c(1− e−δ)3

[
1− e−2δc

1 + e−δ
− (1− e−δc)2

c(1− e−δ)

]
;

(iii) FY (y) =


0, y < 1

k + 1

c
, y ∈ [äk+1|, äk+2|), k = 0, . . . , c− 2

1, y ≥ äc|

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


äk+1|, p ∈

(
k

c
,
k + 1

c

]
, k = 0, . . . , c− 2

äc|, p ∈
(
1− 1

c
, 1

)
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Доведення. Згiдно з (6.9)

tqx =


t

c
, t ∈ [0, c)

1, t ≥ c
(6.11)

Pr
{
K(x) = k

}
= kpx − k+1px =


1

c
, , k = 0, . . . , c− 1

0, k ≥ c

(6.12)

(i) Використовуючи (6.11) та формулу обчислення актуарної теперiшньої вар-
тостi пожиттєвого страхування, отримуємо:

Ax =

c−1∑
k=0

vk+1Pr
{
K(x) = k

}
=

c−1∑
k=0

vk+1 1

c
=

v(1− vc)

c(1− v)
=

e−δ(1− e−δc)

c(1− e−δ)
.

Звiдси й за формулою (6.4) про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостя-
ми пожиттєвого страхування та пожиттєвого ануїтету маємо:

äx =
1−Ax

d
=

1

d

(
1− v(1− vc)

cd

)
=

1

1− e−δ

(
1− e−δ(1− e−δc)

c(1− e−δ)

)
.

(ii) Згiдно з пунктом (i)
2Ax =

e−2δ(1− e−2δc)

c(1− e−2δ)
.

Застосовуючи теорему про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо, отри-
муємо:

Var
[
Y
]
=

2Ax −A2
x

d2
=

1

(1− e−δ)2

[
e−2δ(1− e−2δc)

c(1− e−2δ)
−
(
e−δ(1− e−δc)

c(1− e−δ)

)2
]

=
e−2δ

c(1− e−δ)3

[
1− e−2δc

1 + e−δ
− (1− e−δc)2

c(1− e−δ)

]
.

(iii) Випливає з (6.10) i теореми про функцiю розподiлу Y для пожиттєвого
ануїтету пренумерандо.

(iv) Випливає з (6.10) i наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу
Y для пожиттєвого ануїтету пренумерандо.

2.7 Строковий ануїтет пренумерандо

2.7.1 Означення
(Строковий) n-рiчний ануїтет пренумерандо виплачується застрахованiй особi
(x) на початку кожного року протягом n рокiв, допоки вона залишається жи-
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вою. Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат
такого ануїтету визначаються формулами:

bk =

{
1, k < n

0, k ≥ n

vk = vk, k = 0, 1, 2, . . . ;

yk =


k∑

j=0

vj , k < n

n−1∑
j=0

vj , k ≥ n

=

{
äk+1|, k < n

än|, k ≥ n

Отже, теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету пренумерандо Y = Y (x) має
вигляд:

Y =

{
äK+1|, K < n

än|, K ≥ n
=


1− vK+1

d
, K < n

1− vn

d
, K ≥ n

(7.1)

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету пренумерандо познача-
ється äx:n| i визначається формулою:

äx:n| = E
[
Y
]
=

n−1∑
k=0

äk+1| Pr
{
K = k

}
+ än| Pr

{
K ≥ n

}
=

=

n−1∑
k=0

äk+1| kpx qx+k + än| npx .

2.7.2 Властивостi
Теорема 7.1. (про функцiю розподiлу Y )

• (перша формула)

FY (y) =


0, y < 1

k+1qx , y ∈
[
äk+1|, äk+2|

)
, k = 0, . . . , n− 2

1, y ≥ än|

(7.2)

• (друга формула)
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FY (y) =


0, y < 1

FK

(
− 1− 1

δ ln(1− dy)
)
, 1 ≤ y < än|

1, y ≥ än|

=

=


0, y < 1

⌊− 1
δ ln(1−dy)⌋qx , 1 ≤ y < än|

1, y ≥ än|

Доведення. Обидвi формули випливають з другої теореми про функцiю розпо-
дiлу теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо:

(i) 0 < y0 = ä1| = 1 < y1 = ä2| < . . . < yn−1 = än|;

(ii) yk = än|, k ≥ n− 1;

(iii) функцiя

φ(y) = −1− 1

δ
ln(1− dy)

строго зростає на
[
1, än|

]
i має таку властивiсть:

φ(yk) = φ(äk+1|) = k, k = 0, . . . , n− 1.

Наслiдок 7.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1).

• Нехай n−1qx < 1. Тодi

ξpY =

{
äk+1|, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = 0, . . . , n− 2

än|, p ∈ ( n−1qx , 1)

• Нехай k0
qx < 1 = k0+1qx , 0 < k0 < n− 1. Тодi

ξpY =

{
äk+1|, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = 0, . . . , k0 − 1

äk0+1|, p ∈ ( k0
qx , 1)

• Нехай qx = 1. Тодi ξpY = 1, p ∈ (0, 1).

Доведення. Випливає з наслiдку про процентиль до другої теореми про фун-
кцiю розподiлу теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо i теореми 7.1.

Теорема 7.2. (про властивостi n-рiчного ануїтету пренумерандо)
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(i) актуарна теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету пренумерандо у формi
поточних виплат

äx:n| =

n−1∑
k=0

vk kpx =

n−1∑
k=0

kEx =

= 1 +

n−2∑
k=0

vk+1
k+1px = 1 +

n−2∑
k=0

k+1Ex ; (7.3)

(ii) зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями n-рiчного мiшаного
страхування з виплатою в кiнцi року та n-рiчного ануїтету пренуме-
рандо

1 = däx:n| +Ax:n|; (7.4)

(iii) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi n-рiчного ану-
їтету пренумерандо

äx:n| = 1 + vpxäx+1:n−1| = 1 + Exäx+1:n−1|, n ∈ N.

Доведення. (i) Випливає з (загальної) теореми про зображення дискретного
ануїтету пренумерандо у формi поточних виплат.

(ii) Позначимо Z тепершню вартiсть мiшаного n-рiчного страхування життя з
виплатою 1 в кiнцi року. Оскiльки

Z =

{
vK+1, K < n

vn, K ≥ n

то використовуючи формулу (7.1), отримуємо:

1 = dY + Z =⇒ 1 = dE
[
y
]
+ E

[
Z
]
= däx:n| +Ax:n|.

(iii) Випливає з (загальної) теореми про рекурентну формулу для дискретного
ануїтету пренумерандо. Перевiримо умову цiєї теореми. Позначимо b̃k функцiю
виплат для (n− 1)-рiчного ануїтету пренумерандо для особи (x+ 1). Тодi

b̃k =

{
1, k < n− 1

0, k ≥ n− 1
=

{
1, k + 1 < n

0, k + 1 ≥ n
= bk+1.
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Теорема 7.3. (про дисперсiю n-рiчного ануїтету пренумерандо)

Var
[
Y
]
=

2Ax:n| −A2
x:n|

d2
=

2

d

(
äx:n| −

2äx:n|
)
+ 2äx:n| − ä2

x:n|, (7.5)

де 2äx:n|,
2Ax:n| позначають вiдповiдно актуарнi теперiшнi вартостi n-рiчного

ануїтету пренумерандо i n-рiчного мiшаного страхування з виплатою 1 в кiн-
цi року для особи (x) з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Доведення. 1-й спосiб: Позначимо Z тепершню вартiсть мiшаного n-рiчного
страхування з виплатою 1 в кiнцi року. Тодi, використовуючи формулу (7.1),
отримуємо першу рiвнiсть (7.5):

Y =
1− Z

d
=⇒ Var

[
Y
]
=

Var
[
Z
]

d2
=

2Ax:n| −A2
x:n|

d2
.

Використовуючи формулу (7.4) для вiдсоткової ставки 2δ та рiвнiсть

1− v2 = (1− v)(1 + v) = d(2− d),

маємо:

1 = (1− v2) 2äx:n| +
2Ax:n| =⇒ 1 = d(2− d) 2äx:n| +

2Ax:n|. (7.6)

Друга рiвнiсть (7.5) випливає з першої рiвностi (7.5), формули (7.4) i рiвностi
(7.6):

Var
[
Y
]
=

(1− d(2− d) 2äx:n|)− (1− däx:n|)
2

d2
=

=
2

d

(
äx:n| −

2äx:n|
)
+ 2äx:n| − ä2

x:n|.

2-й спосiб: Згiдно з означенням Y (x) = φ
(
K(x)

)
, де

φ(k) =

{
äk+1|, k < n

än|, k ≥ n
=


1− vk+1

d
, k < n

1− vn

d
, k ≥ n

Оскiльки послiдовнiсть φ(k) невiд’ємна й обмежена, то за теоремою про матема-
тичне сподiвання й дисперсiю функцiї вiд невiд’ємної дискретної цiлочисельної
випадкової величини та формулою (7.3) маємо:
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E
[
Y 2(x)

]
= E

[
φ2
(
K(x)

)]
= φ2(0) +

∞∑
k=0

(
φ2(k + 1)− φ2(k)

)
k+1px =

= 1 +
1

d2

n−2∑
k=0

(
vk+1 − vk+2

)(
2− vk+1 − vk+2

)
k+1px =

= 1 +
1

d

n−1∑
k=1

vk
(
2− vk − vk+1

)
kpx =

1

d

n−1∑
k=0

vk
(
2− vk − vk+1

)
kpx =

=
2

d

n−1∑
k=0

(
vk − v2k

)
kpx +

n−1∑
k=0

v2k kpx =
2

d

(
äx:n| −

2äx:n|
)
+ 2äx:n|.

Звiдси, зокрема, отримуємо другу рiвнiсть (7.5):

Var
[
Y
]
= E

[
Y 2
]
− E

[
Y
]2

=
2

d

(
äx − 2äx

)
+ 2äx − ä2x. (7.7)

За формулами (7.4) i (7.6) маємо:

äx:n| =
1−Ax:n|

d
, 2äx:n| =

1− 2Ax:n|

d(2− d)
.

Звiдси й з (7.7) отримуємо першу рiвнiсть (7.5):

Var
[
Y
]
=

2

d

(
1−Ax:n|

d
−

1− 2Ax:n|

d(2− d)

)
+

1− 2Ax:n|

d(2− d)
−

−
(
1−Ax:n|

d

)2

=

2Ax:n| −A2
x:n|

d2
.

Теорема 7.4. (про n-рiчний ануїтет пренумерандо для випадку сталої сили
смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що має n-рiчний ануїтет,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (7.8)

Тодi:

(i) äx:n| =
1− e−(µ+δ)n

1− e−(µ+δ)
;

(ii) Var
[
Y
]
=

2

d

(1− e−(µ+δ)n

1− e−(µ+δ)
− 1− e−(µ+2δ)n

1− e−(µ+2δ)

)
+

+
1− e−(µ+2δ)n

1− e−(µ+2δ)
−
(
1− e−(µ+δ)n

1− e−(µ+δ)

)2

;
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(iii) FY (y) =


0, y < 1

1− e−µ(k+1), y ∈
[
äk+1|, äk+2|

)
, k = 0, . . . , n− 2

1, y ≥ än|

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =

{
äk+1|, p ∈

(
1− e−µk, 1− e−µ(k+1)

]
, k = 0, . . . , n− 2

än|, p ∈
(
1− e−µ(n−1), 1

)
Доведення. За умовою (7.6) теореми

tpx = e−µt, tqx = 1− e−µt, t ≥ 0. (7.9)

(i) Використовуючи (7.7) i формулу для актуарної теперiшньої вартостi n-
рiчного ануїтету пренумерандо у формi поточних виплат, отримуємо:

äx:n| =

n−1∑
k=0

vk kpx =

n−1∑
k=0

e−δke−µk =
1− e−(µ+δ)n

1− e−(µ+δ)
.

(ii) За теоремою про дисперсiю n-рiчного ануїтету пренумерандо i пунктом (i)
теореми

Var
[
Y
]
=

2

d

(
äx:n| −

2äx:n|

)
+ 2äx:n| − ä2

x:n| =

=
2

d

(1− e−(µ+δ)n

1− e−(µ+δ)
− 1− e−(µ+2δ)n

1− e−(µ+2δ)

)
+

1− e−(µ+2δ)n

1− e−(µ+2δ)
−
(
1− e−(µ+δ)n

1− e−(µ+δ)

)2

;

(iii) Випливає з (7.7) i теореми про функцiю розподiлу Y для строкового ануїтету
пренумерандо.

(iv) Випливає з (7.7) i наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу
Y для строкового ануїтету пренумерандо.

Теорема 7.5. (про n-рiчний ануїтет пренумерандо для рiвномiрного розподi-
лу) Нехай для застрахованої особи (x), що має n-рiчний ануїтет, випадкова
величина T (x) має рiвномiрний розподiл (розподiл де Муавра):

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

c > n. (7.10)

Тодi:
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(i) äx:n| =
1

d

(
1− v(1− vn)

cd
− vn

(
1− n

c

))
=

=
1

1− e−δ

(
1− e−δ(1− e−δn)

c(1− e−δ)
− e−δn

(
1− n

c

))
;

(ii) Var
[
Y
]
=

1

(1− e−δ)2

[
e−2δ(1− e−2δn)

c(1− e−2δ)
+ e−2δn

(
1− n

c

)
−

−
(
e−δ(1− e−δn)

c(1− e−δ)
+ e−δn

(
1− n

c

))2
]
;

(iii) FY (y) =


0, y < 1

k + 1

c
, y ∈ [äk+1|, äk+2|), k = 0, . . . , n− 2

1, y ≥ än|

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


äk+1|, p ∈

(
k

c
,
k + 1

c

]
, k = 0, . . . , n− 2

äc|, p ∈
(
n− 1

c
, 1

)
Доведення. Згiдно з (7.8)

tqx =


t

c
, t ∈ [0, c)

1, t ≥ c
(7.11)

Pr
{
K(x) = k

}
= k+1qx − kqx =


1

c
, k < ⌊c⌋

1− ⌊c⌋
c
, k = ⌊c⌋

(7.12)

(i) Використовуючи (7.9), (7.10) та формулу обчислення актуарної теперiшньої
вартостi n-рiчного мiшаного страхування, отримуємо:

Ax:n| =

n−1∑
k=0

vk+1Pr
{
K(x) = k

}
+ vnPr

{
K(x) ≥ n

}
=

=

n−1∑
k=0

vk+1 1

c
+ vn

(
1− n

c

)
=

v(1− vn)

c(1− v)
+ vn

(
1− n

c

)
=

=
e−δ(1− e−δn)

c(1− e−δ)
+ e−δn

(
1− n

c

)
.
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Звiдси й за формулою (7.4) про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми варто-
стями n-рiчного мiшаного страхування та n-рiчного ануїтету маємо отримуємо
твердження цього пункту.

(ii) Згiдно з пунктом (i)

2Ax:n| =
e−2δ(1− e−2δn)

c(1− e−2δ)
+ e−2δn

(
1− n

c

)
.

Застосовуючи теорему про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо, отри-
муємо:

Var
[
Y
]
=

2Ax:n| −Ax:n|
2

d2
=

=
1

(1− e−δ)2

[
e−2δ(1− e−2δn)

c(1− e−2δ)
+ e−2δn

(
1− n

c

)
−

−
(
e−δ(1− e−δn)

c(1− e−δ)
+ e−δn

(
1− n

c

))2
]
.

(iii) Випливає з (7.9) i теореми про функцiю розподiлу Y для строкового ануїтету
пренумерандо.

(iv) Випливає з (7.9) i наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу
Y для строкового ануїтету пренумерандо.

2.8 Вiдкладений пожиттєвий ануїтет пренумеран-
до

2.8.1 Означення

Вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет пренумерандо виплачується за-
страхованiй особi (x) на початку кожного року, починаючи з вiку x + l (тобто
через l рокiв пiсля укладання страхової угоди), допоки вона залишається жи-
вою. Якщо застрахована особа (x) не доживає до вiку x+l, то їй не виплачується
нiчого. Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат
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такого ануїтету визначаються формулами:

bk =

{
0, k < l

1, k ≥ l

vk = vk, k = 0, 1, 2, . . . ;

yk =


0, k < l
k∑

j=l

vj , k ≥ l
=

{
0, k < l

äk+1| − äl|, k ≥ l

Отже, теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету
пренумерандо Y = Y (x) має вигляд:

Y =


0, K < l
K∑
k=l

vk, K ≥ l
=

{
0, K < l

äK+1| − äl|, K ≥ l
=

=

0, K < l

vl
1− vK−l+1

d
, K ≥ l

=

{
0, K < l

vläK−l+1|, K ≥ l
(8.1)

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ану-
їтету пренумерандо позначається l|äx i визначається формулою:

l|äx = E
[
Y
]
=

∞∑
k=l

vläk−l+1| Pr
{
K = k

}
=

∞∑
k=l

vläk−l+1| kpx qx+k. (8.2)

2.8.2 Властивостi
Теорема 8.1. (про функцiю розподiлу Y )

• (перша формула)

FY (y) =


0, y < 0

kqx , y ∈
[
äk| − äl|, äk+1| − äl|

)
, k ≥ l

1, y ≥ vl

d

=


0, y < 0

kqx , y ∈
[
vläk−l|, v

läk−l+1|
)
, k ≥ l

1, y ≥ vl

d
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• (друга формула)

FY (y) =


0, y < 0

FK

(
− 1− 1

δ ln(v
l − dy)

)
, 0 ≤ y < vl

d

1, y ≥ vl

d

=

=


0, y < 0

⌊− 1
δ ln(vl−dy)⌋qx , 0 ≤ y < vl

d

1, y ≥ vl

d

Вправа 1. Довести теорему 8.1.

Наслiдок 8.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1).

• Нехай kqx < 1 ∀k ∈ N. Тодi

ξpY =

{
0, p ∈ (0, lqx ]

äk+1| − äl|, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k ≥ l

• Нехай k0
qx < 1 = k0+1qx , k0 > l − 1. Тодi

ξpY =


0, p ∈ (0, lqx ]

äk+1| − äl|, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = l, . . . , k0 − 1

äk0+1| − äl|, p ∈ ( k0
qx , 1)

• Нехай lqx = 1. Тодi ξpY = 0, p ∈ (0, 1).

Вправа 2. Довести наслiдок 8.1.1.

Теорема 8.2. (про властивостi вiдкладеного пожиттєвого ануїтету пренуме-
рандо)

(i) зв’язок вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо осо-
би (x) з пожиттєвим ануїтетом пренумерандо особи (x+ l)

l|äx = vl lpx äx+l = lEx äx+l; (8.3)

(ii) зв’язок вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо з
пожиттєвим та l-рiчним ануїтетами пренумерандо

l|äx = äx − äx: l|; (8.4)
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(iii) актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ану-
їтету пренумерандо у формi поточних виплат

l|äx =

∞∑
k=l

vk kpx =

∞∑
k=l

kEx ;

(iv) зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями вiдкладеного на l ро-
кiв пожиттєвого страхування життя з виплатою в кiнцi року та вiд-
кладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо

lEx = d l|äx + l|Ax; (8.5)

(v) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi вiдкладеного
на l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо

l|äx = vpx l−1|äx+1 = Ex l−1|äx+1, n ∈ N.

Вправа 3. Довести теорему 8.2.

Теорема 8.3. (про дисперсiю теперiшньої вартостi вiдкладеного на l рокiв по-
життєвого ануїтету пренумерандо)

Var
[
Y
]
=

1

d2

(
v2l lpx lqx + l|

2Ax −
(
l|Ax

)2 − 2vl lqx l|Ax

)
=

=
2

d

(
vl l|äx − l|

2äx
)
+ l|

2äx −
(
l|äx
)2
, (8.6)

де l|
2äx, l|

2Ax позначають вiдповiдно актуарнi теперiшнi вартостi вiдкладе-
ного на l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо i вiдкладеного на l рокiв
пожиттєвого страхування з виплатою в кiнцi року для особи (x) з iнтенсив-
нiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Вправа 4. Довести теорему 8.3.

Теорема 8.4. (про вiдкладений пожиттєвий ануїтет пренумерандо для випадку
сталої сили смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що має вiдкладений
на l рокiв пожиттєвий ануїтет пренумерандо,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (8.7)

Тодi:

(i) l|äx =
e−(µ+δ)l

1− e−(µ+δ)
;
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(ii) Var
[
Y
]
=

e−(µ+2δ)l

1− e−(µ+δ)

(
1 + e−(µ+δ)

1− e−(µ+2δ)
− e−µl

1− e−(µ+δ)

)
;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

1− e−µk, y ∈
[
vläk−l|, v

läk−l+1|
)
, k ≥ l

1, y ≥ vl

d

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =

{
0, p ∈

(
0, 1− e−µl

]
äk+1| − äl|, p ∈

(
1− e−µk, 1− e−µ(k+1)

]
, k ≥ l

Вправа 5. Довести теорему 8.4.

Теорема 8.5. (про вiдкладений пожиттєвий ануїтет пренумерандо для рiвно-
мiрного розподiлу) Нехай для застрахованої особи (x), що має вiдкладений на
l рокiв пожиттєвий ануїтет пренумерандо, випадкова величина T (x) має рiв-
номiрний розподiл (розподiл де Муавра) (l < c) :

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

c ∈ N. (8.8)

Тодi:

(i) l|äx =
vl

d

(
1− l

c
− v(1− vc−l)

cd

)
=

=
e−δl

1− e−δ

(
1− l

c
− e−δ(1− e−δ(c−l))

c(1− e−δ)

)
;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−2δl

(1− e−δ)2

[
l

c

(
1− l

c

)
+

e−2δ(1− e−2δ(c−l))

c(1− e−2δ)
−

−
(
e−δ(1− e−δ(c−l))

c(1− e−δ)

)2

− 2le−δ(1− e−δ(c−l))

c2(1− e−δ)

]
;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

k

c
, y ∈

[
vläk−l|, v

läk−l+1|
)
, k = l, . . . , c− 1

1, y ≥ vläc−l|

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


0, p ∈

(
0, l

c

]
äk+1| − äl|, p ∈

(
k
c ,

k+1
c

]
, k = l, . . . , c− 2

äc| − äl|, p ∈
(
1− 1

c , 1
)
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Вправа 6. Довести теорему 8.5.

2.9 Вiдкладений строковий ануїтет пренумеран-
до

2.9.1 Означення
Вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет пренумерандо виплачується застра-
хованiй особi (x) на початку кожного року, починаючи з вiку x+ l (тобто через
l рокiв пiсля укладання страхової угоди) протягом n рокiв, допоки вона зали-
шається живою. Якщо застрахована особа (x) не доживає до вiку x+ l, то їй не
виплачується нiчого. Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої
вартостi виплат такого ануїтету визначаються формулами:

bk =


0, k < l

1, l ≤ k < l + n

0, k ≥ l + n

vk = vk, k = 0, 1, 2, . . . ;

yk =



0, k < l
k∑

j=l

vj , l ≤ k < l + n

l+n−1∑
j=l

vj , k ≥ l + n

=


0, k < l

äk+1| − äl|, l ≤ k < l + n

äl+n| − äl|, k ≥ l + n

Отже, теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету прену-
мерандо Y = Y (x) має вигляд:

Y =



0, K < l
K∑
j=l

vj , l ≤ K < l + n

l+n−1∑
j=l

vj , K ≥ l + n

=


0, K < l

äK+1| − äl|, l ≤ K < l + n

äl+n| − äl|, K ≥ l + n

=

=


0, K < l

vl
1− vK−l+1

d
, l ≤ K < l + n

vl
1− vn

d
, K ≥ l + n

=


0, K < l

vläK−l+1|, l ≤ K < l + n

vlän|, K ≥ l + n

(9.1)

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).
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Актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету
пренумерандо позначається l|näx i визначається формулою:

l|näx = E
[
Y
]
=

l+n−1∑
k=l

vläk−l+1| Pr
{
K = k

}
+ vlän|Pr

{
K ≥ l + n

}
=

=

l+n−1∑
k=l

vläk−l+1| kpx qx+k + vlän| l+npx . (9.2)

2.9.2 Властивостi
Вправа 1. Сформулювати й довести теорему про функцiю розподiлу вiдкладеного на
l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо.

Вправа 2. Сформулювати й довести наслiдок про процентиль теперiшньої вартостi
вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо.

Вправа 3. Сформулювати й довести теорему про властивостi актуарної теперiшньої
вартостi вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо:

(i) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю n-рiчного ануїтету пренумерандо осо-
би (x+ l)

(ii) зв’язок з актуарними теперiшнiми вартостями (l + n)-рiчного та l-рiчного ануї-
тетiв пренумерандо

(iii) зображення у формi поточних виплат
(iv) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю вiдкладеного на l рокiв n-рiчного

мiшаного страхування життя з виплатою в кiнцi року
(v) рекурентна формула

Вправа 4. Сформулювати й довести теорему про дисперсiю теперiшньої вартостi вiд-
кладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо (навести два рiзних способи
доведення).

Вправа 5. Сформулювати й довести теорему про вiдкладений строковвий ануїтет
пренумерандо для випадку сталої сили смертностi:

(i) l|nä
(m)
x

(ii) Var
[
Y
]

(iii) FY (y)

(iv) ξpY

Вправа 6. Сформулювати й довести теорему про вiдкладений строковвий ануїтет
пренумерандо для рiвномiрного розподiлу:

(i) l|nä
(m)
x

(ii) Var
[
Y
]

(iii) FY (y)

(iv) ξpY
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2.10 Пожиттєвий ануїтет пренумерандо з гаран-
тiєю

2.10.1 Означення

Пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю виплачується за-
страхованiй особi (x) на початку кожного року протягом n рокiв, якщо ця особа
не доживає до вiку x+ n, i виплачується допоки особа (x) залишається живою,
якщо ця особа доживає до вiку x+n (тобто за цiєю страховою угодою гаранто-
вано буде сплачено ануїтет пренумерандо протягом n рокiв). Функцiї виплат i
дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету визна-
чаються формулами:

bk = 1, k = 0, 1, 2, . . . ;

vk = vk, k = 0, 1, 2, . . . ;

yk =

{
än|, k < n

äk+1|, k ≥ n

Отже, теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-рiчною
гарантiєю Y = Y (x) має вигляд:

Y =

{
än|, K < n

äK+1|, K ≥ n
=


1− vn

d
, K < n

1− vK+1

d
, K ≥ n

(10.1)

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з
n-рiчною гарантiєю позначається ä

x:n| i визначається формулою:

ä
x:n| = E

[
Y
]
= än| Pr

{
K < n

}
+

∞∑
k=n

äk+1| Pr
{
K = k

}
=

= än| nqx +

∞∑
k=n

äk+1| kpx qx+k.

2.10.2 Властивостi

Теорема 10.1. (про функцiю розподiлу Y )
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• (перша формула)

FY (y) =


0, y < än|

kqx , y ∈
[
äk|, äk+1|

)
, k ≥ n

1, y ≥ 1
d

(10.2)

• (друга формула)

FY (y) =


0, y < än|
FK

(
− 1− 1

δ ln(1− dy)
)
, än| ≤ y < 1

d

1, y ≥ 1
d

=

=


0, y < än|

⌊− 1
δ ln(1−dy)⌋qx , än| ≤ y < 1

d

1, y ≥ 1
d

Вправа 1. Довести теорему 10.1.

Наслiдок 10.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1).

• Нехай kqx < 1 ∀k ∈ N. Тодi

ξpY =

{
än|, p ∈ (0, nqx ]

äk+1|, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k ≥ n

• Нехай k0
qx < 1 = k0+1qx , k0 > n− 1. Тодi

ξpY =


än|, p ∈ (0, nqx ]

äk+1|, p ∈ ( kqx , k+1qx ], k = n, . . . , k0 − 1

äk0+1|, p ∈ ( k0qx , 1)

• Нехай nqx = 1. Тодi ξpY = än|, p ∈ (0, 1).

Вправа 2. Довести наслiдок 10.1.1.

Теорема 10.2. (про властивостi пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-рiчною
гарантiєю)

(i) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей пожиттєвого ануїтету пре-
нумерандо з n-рiчною гарантiєю та вiдкладеного на n рокiв пожиттє-
вого ануїтету пренумерандо

ä
x:n| = än| + n|äx; (10.3)
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(ii) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей пожиттєвого ануїтету пре-
нумерандо з n-рiчною гарантiєю та пожиттєвого ануїтету пренуме-
рандо особи (x+ n)

ä
x:n| = än| + nEx äx+n; (10.4)

(iii) зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей пожиттєвого ануїтету пре-
нумерандо з n-рiчною гарантiєю i пожиттєвого та n-рiчного ануїтетiв
пренумерандо

ä
x:n| = än| + äx − äx:n|; (10.5)

(iv) актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з
n-рiчною гарантiєю у формi поточних виплат

ä
x:n| = än| +

∞∑
k=n

vk kpx ; (10.6)

(v) рекурентна формула для актуарної теперiшньої вартостi пожиттєвого
ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю

ä
x:n| = 1 + qxän−1| + vpxäx+1:n−1|.

Вправа 3. Довести теорему 10.2.

Теорема 10.3. (про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-рiчною
гарантiєю)

Var
[
Y
]
=

1

d2

(
v2n npx nqx + n|

2Ax −
(
n|Ax

)2 − 2vn nqx n|Ax

)
=

=
2

d

(
vn n|äx − n|

2äx
)
+ n|

2äx −
(
n|äx

)2
, (10.7)

де n|
2äx, n|

2Ax позначають вiдповiдно актуарнi теперiшнi вартостi вiдкладе-
ного на n рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо i вiдкладеного на n рокiв
пожиттєвого страхування з виплатою в кiнцi року для особи (x) з iнтенсив-
нiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Вправа 4. Довести теорему 10.3.

Теорема 10.4. (про пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю
для випадку сталої сили смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що має
пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (10.8)

Тодi:
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(i) ä
x:n| =

1− e−δn

1− e−δ
+

e−(µ+δ)n

1− e−(µ+δ)
;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−(µ+2δ)n

1− e−(µ+δ)

(
1 + e−(µ+δ)

1− e−(µ+2δ)
− e−µn

1− e−(µ+δ)

)
;

(iii) FY (y) =


0, y < än|
1− e−µk, y ∈

[
äk|, äk+1|

)
, k ≥ n

1, y ≥ 1
d

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =

{
än|, p ∈

(
0, 1− e−µn

]
äk+1|, p ∈

(
1− e−µk, 1− e−µ(k+1)

]
, k ≥ n

Вправа 5. Довести теорему 10.4.

Теорема 10.5. (про пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю
для рiвномiрного розподiлу) Нехай для застрахованої особи (x), що має по-
життєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю, випадкова величина
T (x) має рiвномiрний розподiл (розподiл де Муавра) (n < c) :

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

c ∈ N. (10.9)

Тодi:

(i) ä
x:n| =

1− vn

d
+

vn

d

[
1− n

c
− v(1− vc−n)

cd

]
=

=
1− e−δn

1− e−δ
+

e−δn

1− e−δ

[
1− n

c − e−δ(1− e−δ(c−n))

c(1− e−δ)

]
;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−2δn

(1− e−δ)2

[
n

c

(
1− n

c

)
+

e−2δ(1− e−2δ(c−n))

c(1− e−2δ)
−

−
(
e−δ(1− e−δ(c−n))

c(1− e−δ)

)2

− 2ne−δ(1− e−δ(c−n))

c2(1− e−δ)

]
;

(iii) FY (y) =


0, y < än|

k

c
, y ∈

[
äk|, äk+1|

)
, k = n, . . . , c− 1

1, y ≥ äc|
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(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


än|, p ∈

(
0, n

c

]
äk+1|, p ∈

(
k
c ,

k+1
c

]
, k = n, . . . , c− 2

äc|, p ∈
(
1− 1

c , 1
)

Вправа 6. Довести теорему 10.5.

2.11 Ануїтет постнумерандо

2.11.1 Означення

Загальний дискретний ануїтет постнумерандо визначається двома функцiями
(послiдовностями):

• функцiєю виплат (функцiєю винагороди)

bk, k ∈ N;

• функцiєю дисконтування
vk, k ∈ N. (11.1)

Величина bk — це виплата, яку здiйснює страхова органiзацiя в кiнцi k-го року

(x+ k − 1, x+ k],

тобто в момент часу
x+ k,

згiдно з укладеною страховою угодою з особою (x). Функцiя дисконтування
(11.1) є звуженням на множину натуральних чисел функцiї дисконтування

vt, t ≥ 0.

Визначимо функцiю теперiшньої вартостi виплат yk за формулою

yk =


0, k = 0
k∑

j=1

bjvj , k ∈ N

Отже, yk — це теперiшня вартiсть дискретного ануїтету постнумерандо, який
сплачується особi (x) протягом k рокiв (остання виплата здiйснюється в кiнцi
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k-го року). Використовуючи її, будуємо випадкову величину Y = Y (x), яка
називається теперiшньою вартiстю дискретного ануїтету постнумерандо:

Y (x) = yK(x) =


0, K(x) = 0
K(x)∑
j=1

bjvj , K(x) > 0

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Математичне сподiвання

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
k=1

 k∑
j=1

bjvj

Pr
{
K = k

}
=

∞∑
k=1

 k∑
j=1

bjvj


kpx qx+k

теперiшньої вартостi ануїтету постнумерандо називається актуарною теперi-
шньою вартiстю ануїтету постнумерандо. Залежно вiд вигляду функцiй ви-
плат та дисконтування отримуємо рiзнi види ануїтетiв (наприклад пожиттєвий,
строковий, вiдкладений пожиттєвий, вiдкладений строковий).

Зауваження 1. Теперiшня вартiсть дискретного ануїтету постнумерандо зi
сталою функцiєю виплат 1, що сплачується протягом k рокiв (остання виплата
здiйснюється в кiнцi k-го року) та зi сталою iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки
δ = − ln v, позначається ak| i визначається формулою:

ak| =

k∑
j=1

vj = v
1− vk

1− v
=

1− vk

v−1 − 1
=

1− vk

i
.

Зокрема, з цiєї формули отримуємо такi оцiнки:

v =
1

1 + i
= a1| ≤ ak| <

1

i
, k ∈ N.

2.11.2 Пожиттєвий ануїтет постнумерандо
Пожиттєвий ануїтет постнумерандо виплачується застрахованiй особi (x) в
кiнцi кожного року, допоки вона залишається живою. Функцiї виплат i дискон-
тування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету визначаються
формулами:

bk = 1, k ∈ N;

vk = vk, k ∈ N;

yk = ak|, k = 0, 1, 2, . . . .
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Отже, теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо Y = Y (x)
має вигляд:

Y = aK| =
1− vK

i
.

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо
позначається ax i визначається формулою:

ax = E
[
Y
]
=

∞∑
k=0

ak| Pr
{
K = k

}
=

∞∑
k=0

ak| kpx qx+k =

∞∑
k=1

ak| kpx qx+k.

Зауваження 1. Оскiльки

äk+1| =

k∑
j=0

vj = 1 +

k∑
j=1

vj = 1 + ak|, k = 0, 1, 2, . . . ,

то
äx = E

[
ä
K(x)+1|

]
= 1 + E

[
a
K(x)|

]
= 1 + ax. (11.2)

Вправа 1. Довести формулу про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями
пожиттєвого страхування з виплатою 1 в кiнцi року та пожиттєвого ануїтету постну-
мерандо:

v = dax +Ax.

Вправа 2. Довести формулу дисперсiї для теперiшньої вартостi Y = Y (x) пожиттє-
вого ануїтету постнумерандо:

Var
[
Y
]
=

2Ax −A2
x

d2
.

2.11.3 Строковий ануїтет постнумерандо
(Строковий) n-рiчний ануїтет постнумерандо виплачується застрахованiй осо-
бi (x) в кiнцi кожного року протягом n рокiв, допоки вона залишається живою.
Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого
ануїтету визначаються формулами:

bk =

{
1, 1 ≤ k ≤ n

0, k > n

vk = vk, k ∈ N;

yk =

{
ak|, k < n

an|, k ≥ n
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Отже, теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету постнумерандо Y = Y (x) має
вигляд:

Y =

{
aK|, K < n

an|, K ≥ n
=


1− vK

i
, K < n

1− vn

i
, K ≥ n

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету постнумерандо позна-
чається ax:n| i визначається формулою:

ax:n| = E
[
Y
]
=

n−1∑
k=0

ak| Pr
{
K = k

}
+ an| Pr

{
K ≥ n

}
=

=
n−1∑
k=0

ak| kpx qx+k + an| npx .

Вправа 1. Вивести зв’язок мiж äx:n| та ax:n|.

Вправа 2. Вивести зв’язок мiж ax:n| та Ax:n|.

Вправа 3. Вивести формулу для дисперсiї Var
[
Y
]

теперiшньої вартостi Y ануїтету
постнумерандо.

2.11.4 Вiдкладений пожиттєвий ануїтет постнумерандо

Вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет постнумерандо виплачується
застрахованiй особi (x) в кiнцi кожного року, починаючи з вiку x+l (тобто через l
рокiв пiсля укладання страхової угоди), допоки вона залишається живою. Якщо
застрахована особа (x) не доживає до вiку x + l, то їй не виплачується нiчого.
Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого
ануїтету визначаються формулами:

bk =

{
0, 1 ≤ k ≤ l

1, k > l

vk = vk, k ∈ N;

yk =


0, k ≤ l

k∑
j=l+1

vj , k > l
=

{
0, k ≤ l

ak| − al|, k > l
=

{
0, k < l

ak| − al|, k ≥ l
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Отже, теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету
постнумерандо Y = Y (x) має вигляд:

Y =


0, K ≤ l

K∑
j=l+1

vj , K > l
=

{
0, K < l

aK| − al|, K ≥ l
=

=

0, K < l

vl
1− vK−l

i
, K ≥ l

=

{
0, K < l

vlaK−l|, K ≥ l

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ану-
їтету постнумерандо позначається l|ax i визначається формулою:

l|ax = E
[
Y
]
=

∞∑
k=l

vlak−l| Pr
{
K = k

}
=

∞∑
k=l

vlak−l| kpx qx+k.

Вправа 1. Вивести зв’язок мiж l|äx та l|ax.

Вправа 2. Вивести зв’язок мiж l|ax та l|Ax.

Вправа 3. Вивести формулу для дисперсiї Var
[
Y
]

теперiшньої вартостi Y ануїтету
постнумерандо.

2.11.5 Вiдкладений строковий ануїтет постнумерандо
Вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет постнумерандо виплачується застра-
хованiй особi (x) в кiнцi кожного року, починаючи з вiку x + l (тобто через l
рокiв пiсля укладання страхової угоди), протягом n рокiв,допоки вона залиша-
ється живою. Якщо застрахована особа (x) не доживає до вiку x + l, то їй не
виплачується нiчого. Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої
вартостi виплат такого ануїтету визначаються формулами:

bk =


0, 1 ≤ k ≤ l

1, l < k ≤ l + n

0, k > l + n

vk = vk, k ∈ N;

yk =



0, 1 ≤ k ≤ l
k∑

j=l+1

vj , l < k ≤ l + n

l+n∑
j=l+1

vj , k > l + n

=
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=


0, k ≤ l

ak| − al|, l < k ≤ l + n

al+n| − al|, k > l + n

=


0, k < l

ak| − al|, l ≤ k < l + n

al+n| − al|, k ≥ l + n

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануї-
тету постнумерандо має вигляд:

Y =



0, 1 ≤ K ≤ l
K∑

j=l+1

vj , l < K ≤ l + n

l+n∑
j=l+1

vj , K > l + n

=


0, K < l

aK| − al|, l ≤ K < l + n

al+n| − al|, K ≥ l + n

=

=


0, K < l

vl
1− vK−l

i
, l ≤ K < l + n

vl
1− vn

i
, K ≥ l + n

=


0, K < l

vlaK−l|, l ≤ K < l + n

vlan|, K ≥ l + n

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету
постнумерандо позначається l|nax i визначається формулою:

l|nax = E
[
Y
]
=

l+n−1∑
k=l

vlak−l| Pr
{
K = k

}
+ vlan| l+npx =

=

l+n−1∑
k=l

vlak−l| kpx qx+k + vlan| l+npx .

Вправа 1. Вивести зв’язок мiж l|näx та l|nax.

Вправа 2. Вивести зв’язок мiж l|nax та l|nAx.

Вправа 3. Вивести формулу для дисперсiї Var
[
Y
]

теперiшньої вартостi Y вiдкладе-
ного на l рокiв n-рiчного ануїтету постнумерандо.

2.11.6 Пожиттєвий ануїтет постнумерандо з гарантiєю
Пожиттєвий ануїтет постнумерандо з n-рiчною гарантiєю виплачується за-
страхованiй особi (x) в кiнцi кожного року протягом n рокiв, якщо ця особа
не доживає до вiку x + n, i виплачується допоки особа (x) залишається жи-
вою, якщо ця особа доживає до вiку x + n (тобто за цiєю страховою угодою
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гарантовано буде сплачено ануїтет постнумерандо протягом n рокiв). Функцiї
виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету
визначаються формулами:

bk = 1, k ∈ N;

vk = vk, k ∈ N;

yk =


n∑

j=1

vj , k < n

k∑
j=1

vj , k ≥ n
=

{
an|, k < n

ak|, k ≥ n

Отже, теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо з n-рiчною
гарантiєю Y = Y (x) має вигляд:

Y =

{
an|, K < n

aK|, K ≥ n
=


1− vn

i
, K < n

1− vK

i
, K ≥ n

(11.3)

де K = K(x) позначає випадкову величину цiлочисельної майбутньої тривалостi
життя особи (x).

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо з
n-рiчною гарантiєю позначається a

x:n| i визначається формулою:

a
x:n| = E

[
Y
]
= an| Pr

{
K < n

}
+

∞∑
k=n

ak| Pr
{
K = k

}
=

= an| nqx +

∞∑
k=n

ak+1| kpx qx+k.

Вправа 1. Вивести зв’язок мiж ä
x:n| та a

x:n|.

Вправа 2. Вивести зв’язок мiж a
x:n| та n|ax.

Вправа 3. Вивести зв’язок мiж a
x:n| та n|Ax.

Вправа 4. Вивести формулу для дисперсiї Var
[
Y
]

теперiшньої вартостi Y ануїтету
постнумерандо.

2.12 Пропорцiйна поправка
При дискретному ануїтетi з рiчними виплатами кожна виплата здiйснюється
або за наступний рiк (ануїтет пренумерандо), або за попереднiй рiк (ануїтет
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постнумерандо). Може виникнути природнє питання щодо поправки (коригува-
ння) останньої виплати за частину року

• [T (x),K(x) + 1] (ануїтет пренумерандо)

• [K(x), T (x)] (ануїтет постнумерандо)

Наприклад, особа придбала ануїтет пренумерандо. Якщо страхова подiя настає
через 1 мiсяць пiсля того, як отримано останню (рiчну) виплату згiдно зi страхо-
вою угодою, то цiлком природнiм буде вiдшкодувати (страховiй органiзацiї) 11
мiсяцiв, якi особа не дожила до кiнця перiоду, за який вона отримала виплату.

Другий (протилежний) приклад — ануїтет постнумерандо. Якщо страхова
подiя настає за 1 мiсяць до того, як особа має дiстати чергову (рiчну) виплату за
цим ануїтетом, цiлком природньою є остання виплата (вiдшкодування страхо-
вою органiзацiєю) за 11 мiсяцiв, якi особа прожила пiсля чергової повної (рiчної)
виплати.

Iдея визначення й обчислення цiєї поправки — замiна останньої одноразової
виплати еквiвалентною (однаковою за вартiстю) неперервною рiвномiрною про-
тягом року виплатою, здiйснення якої припиняється у момент настання страхо-
вої подiї.

Спершу розглянемо загальний ануїтет пренумерандо з параметрами bk, v
k.

Застрахована особа отримує останню виплату розмiром bK в момент часу K(x)
(вiдносно часу укладання угоди). Припустимо, що ця виплата заробляється зi
сталою, рiвномiрною протягом року

[K(x),K(x) + 1)

iнтенсивнiстю c. Тодi iнтенсивнiсть c знаходимо з рiвностi вартостей обох виплат
— дискретної i неперервної — в момент часу K(x) :

bK =

1∫
0

cvt dt = cā1|.

Отже,

c = bK
1

ā1|
= bK

δ

1− v
= bK

δ

d
.

Оскiльки нарахування припиняється в момент часу T (x), то незаробленою (що
потребує вiдшкодування) протягом часу

K(x) + 1− T (x)

є сума — її вартiсть в момент часу T (x) :

K+1−T∫
0

cvt dt = cāK+1−T| = bK
δ

d
āK+1−T| = bK

1− vK+1−T

d
.
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Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) цього ануїтету пренумерандо мiнус незаро-
блене вiдшкодування має вигляд:

Y =

K∑
j=0

bjv
j − vT cāK+1−T| =

K∑
j=0

bjv
j − bK

vT − vK+1

d
.

Цю формулу можна отримати iнакше. Вартiсть в момент часу K(x) заробленої
останньої виплати за перiод часу

T (x)−K(x)

становить
T−K∫
0

cvt dt = cāT−K| = bK
δ

d
āT−K| = bK

1− vT−K

d
.

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) цього ануїтету пренумерандо до моменту
K(x)− 1 включно плюс вартiсть заробленої останньої виплати має вигляд:

Y =

K−1∑
j=0

bjv
j + vKcāT−K| =

K−1∑
j=0

bjv
j + bK

vK − vT

d
=

=

K∑
j=0

bjv
j − bKvK + bK

vK − vT

d
=

K∑
j=0

bjv
j − bK

vT − vK+1

d
.

Оскiльки

E
[
bKvK+1

]
=

∞∑
k=0

bkv
k+1

kpx qx+k =

∞∑
k=0

bkv
k
kpx A

1
x+k: 1|,

E
[
bKvT

]
=

∞∫
0

b⌊t⌋v
t
tpx µ(x+ t) dt =

∞∑
k=0

k+1∫
k

b⌊t⌋v
t
tpx µ(x+ t) dt =

=

∞∑
k=0

bk

1∫
0

vk+s
k+spx µ(x+ k + s) ds =

=

∞∑
k=0

bkv
k
kpx

1∫
0

vs spx+k µ(x+ k + s) ds =

∞∑
k=0

bkv
k
kpx Ā

1
x+k: 1|,
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то актуарна теперiшня вартiсть E
[
Y
]

ануїтету пренумерандо з урахуванням
вiдшкодування має вигляд:

E
[
Y
]
=

∞∑
k=0

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k − 1

d

∞∑
k=0

bkv
k
kpx

(
Ā1

x+k: 1| −A1
x+k: 1|

)
.

При виведеннi формул використано рiвностi:

A1
x+k: 1| = v qx+k , k+spx = kpx x+kps .

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

Ā1
x+k: 1| =

i

δ
A1

x+k: 1| =⇒ 1

d

(
Ā1

x+k: 1| −A1
x+k: 1|

)
=

=
i

d

(
1

δ
− 1

i

)
A1

x+k: 1| =
i

d

(
1

δ
− 1

i

)
vqx+k.

Отже, за цього припущення маємо:

E
[
Y
]
=

∞∑
k=0

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k − i

d

(
1

δ
− 1

i

) ∞∑
k=0

bkv
k
kpx A

1
x+k: 1| =

=

∞∑
k=0

k∑
j=0

bjv
j
kpx qx+k − i

d

(
1

δ
− 1

i

) ∞∑
k=0

bkv
k+1

kpx qx+k.

Цей тип ануїтету пренумерандо, що враховує вiдшкодування за перiод вiд мо-
менту настання страхової подiї i кiнцем перiоду, коли було здiйснено останню
рiчну виплату, називається ануїтетом пренумерандо з пропорцiйною по-
правкою.

Розглянемо тепер випадок ануїтету постнумерандо з параметрами bk, v
k.

Застрахована особа отримує останню виплату розмiром bK в момент часу K(x)
(вiдносно часу укладання угоди). Якби ця особа дожила до вiку K(x) + 1, то
вона б отримала за прожитий промiжок

(K(x),K(x) + 1]

наступну виплату bK+1 в момент часу K(x) + 1. Припустимо, що ця випла-
та заробляється зi сталою, рiвномiрною протягом року iнтенсивнiстю c. Тодi
iнтенсивнiсть c знаходимо з рiвностi вартостей обох виплат — дискретної i не-
перервної — в момент часу K(x) + 1 :

bK+1 =

1∫
0

cvt−1 dt = cs̄1|.
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Отже,

c = bK+1
1

s̄1|
= bK+1

δ

v−1(1− v)
= bK+1

δ

i
.

Оскiльки нарахування припиняється в момент часу T (x), то заробленою (що
потребує вiдшкодування) протягом часу

T (x)−K(x)

є сума — її вартiсть в момент часу T (x) :

T−K∫
0

cvt−(T−K) dt = cs̄T−K| = bK+1
δ

i
v−T+K āT−K| = bK+1

v−T+K − 1

i
.

Отже, теперiшня вартiсть цього ануїтету постнумерандо плюс зароблене вiд-
шкодування має вигляд:

Y =

K∑
j=1

bjv
j + vT cs̄T−K| =

K∑
j=1

bjv
j + bK+1

vK − vT

i
.

Оскiльки

E
[
bK+1v

K
]
=

∞∑
k=0

bk+1v
k
kpx qx+k =

1

v

∞∑
k=0

bk+1v
k
kpx A

1
x+k: 1|

E
[
bK+1v

T
]
=

∞∫
0

b⌊t⌋+1v
t
tpx µ(x+ t) dt =

∞∑
k=0

k+1∫
k

b⌊t⌋+1v
t
tpx µ(x+ t) dt =

=

∞∑
k=0

bk+1

1∫
0

vk+s
k+spx µ(x+ k + s) ds =

=

∞∑
k=0

bk+1v
k
kpx

1∫
0

vs spx+k µ(x+ k + s) ds =

∞∑
k=0

bk+1v
k
kpx Ā

1
x+k: 1|,

то актуарна теперiшня вартiсть E
[
Y
]

ануїтету постнумерандо з урахуванням
вiдшкодування має вигляд:

E
[
Y
]
=

∞∑
k=1

k∑
j=1

bjv
j
kpx qx+k +

∞∑
k=0

bk+1v
k
kpx

(
1

d
A1

x+k: 1| −
1

i
Ā1

x+k: 1|

)
.
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За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

Ā1
x+k: 1| =

i

δ
A1

x+k: 1| =⇒ 1

d
A1

x+k: 1| −
1

i
Ā1

x+k: 1| =

=

(
1

d
− 1

δ

)
A1

x+k: 1| =

(
1

d
− 1

δ

)
vqx+k.

Отже, за цього припущення маємо:

E
[
Y
]
=

∞∑
k=1

k∑
j=1

bjv
j
kpx qx+k +

(
1

d
− 1

δ

) ∞∑
k=0

bk+1v
k
kpx A

1
x+k: 1| =

=

∞∑
k=1

k∑
j=1

bjv
j
kpx qx+k +

(
1

d
− 1

δ

) ∞∑
k=0

bk+1v
k+1

kpx qx+k.

Цей тип ануїтету постнумерандо, що враховує вiдшкодування за перiод вiд мо-
менту здiйснення останньої рiчної виплати до моменту настання страхової подiї,
називається ануїтетом постнумерандо з пропорцiйною поправкою, або
завершеним ануїтетом постнумерандо.

2.12.1 Пожиттєвий ануїтет
Нехай особа (x) придбала пожиттєвий ануїтет пренумерандо, теперiшня вар-
тiсть якого дорiвнює:

äK+1| =
1− vK+1

d
.

Подальшi мiркування використовують результати розгляду загального ануїте-
ту (пренумерандо i постнумерандо) з пропорцiйною поправкою. Теперiшня вар-
тiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою ви-
значається формулою:

Y = äK+1| −
vT − vK+1

d
=

1− vT

d
= äT| =

δ

d
āT| =

δ

d
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету. Отже,
актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з про-
порцiйною поправкою, яка позначається ä

{1}
x , має вигляд:

ä{1}x = E
[
Y
]
= äx − Āx −Ax

d
=

δ

d
āx. (12.1)

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä{1}x = äx − i

d

(
1

δ
− 1

i

)
Ax.
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Цей тип пожиттєвого ануїтету пренумерандо, що враховує вiдшкодування за
час вiд моменту настання страхової подiї i кiнцем перiоду, коли було здiйснено
останню рiчну виплату, називається пожиттєвим ануїтетом пренумерандо
з пропорцiйною поправкою.

Нехай тепер особа (x) придбала пожиттєвий ануїтет постнумерандо, теперi-
шня вартiсть якого дорiвнює:

aK| =
1− vK

i
.

Теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо з пропорцiйною
поправкою визначається формулою:

Y = aK| +
vK − vT

i
=

1− vT

i
= aT| =

δ

i
āT| =

δ

i
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету. Отже,
актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо з про-
порцiйною поправкою, яка позначається

◦
ax або a

{1}
x , має вигляд:

◦
ax = a{1}x = E

[
Y
]
= ax +

1

d
Ax − 1

i
Āx =

δ

i
āx. (12.2)

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

◦
ax = a{1}x = ax +

(
1

d
− 1

δ

)
Ax.

Цей тип пожиттєвого ануїтету постнумерандо, що враховує вiдшкодування за
час вiд моменту здiйснення останньої рiчної виплати до моменту настання стра-
хової подiї, називається пожиттєвим ануїтетом постнумерандо з пропор-
цiйною поправкою, або завершеним пожиттєвим ануїтетом постнуме-
рандо.

З формул (12.1) i (12.2) зокрема отримуємо:

ä{1}x =
i

d
· ◦ax =

i

d
· a{1}x .

Приклад 1. Порiвняти дисперсiї пожиттєвого ануїтету пренумерандо з про-
порцiйною поправкою i завершеного пожиттєвого ануїтету постнумерандо.

Розв’язання. Дисперсiя пожиттєвого ануїтету пренумерандо з пропорцiйною
поправкою дорiвнює:

Var
[
äT|
]
= Var

[
1− vT

d

]
=

2Āx − Ā2
x

d2
.
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Дисперсiя завершеного пожиттєвого ануїтету постнумерандо дорiвнює:

Var
[
aT|
]
= Var

[
1− vT

i

]
=

2Āx − Ā2
x

i2
.

Оскiльки
d =

i

1 + i
< i,

то
Var
[
äT|
]
> Var

[
aT|
]
.

2.12.2 Строковий ануїтет
Нехай особа (x) придбала n-рiчний ануїтет пренумерандо, теперiшня вартiсть
якого дорiвнює:

Y =

{
äK+1|, K < n

än|, K ≥ n
=


1− vK+1

d
, K < n

1− vn

d
, K ≥ n

Подальшi мiркування використовують результати розгляду загального ануїте-
ту (пренумерандо i постнумерандо) з пропорцiйною поправкою. Теперiшня вар-
тiсть n-рiчного ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою визначає-
ться формулою:

Y =


1− vK+1

d
, K < n

1− vn

d
, K ≥ n

−


vT − vK+1

d
, K < n

0, K ≥ n

=


1− vT

d
, K < n

än|, K ≥ n
=

{
äT|, K < n

än|, K ≥ n
=

δ

d

{
āT|, T < n

ān|, T ≥ n
=

δ

d
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного n-рiчного ануїтету. Отже, акту-
арна теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету пренумерандо з пропорцiйною
поправкою, яка позначається ä

{1}
x:n|, має вигляд:

ä
{1}
x:n| = E

[
Y
]
=

δ

d
āx:n| =

= äx:n| −
Ā1

x:n| −A1
x:n|

d
= äx:n| −

Āx:n| −Ax:n|

d
. (12.3)
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За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä
{1}
x:n| = äx:n| −

i

d

(
1

δ
− 1

i

)
A1

x:n| = äx:n| −
i

d

(
1

δ
− 1

i

)(
Ax:n| − nEx

)
.

Цей тип n-рiчного ануїтету пренумерандо, що враховує вiдшкодування за час
вiд моменту настання страхової подiї i кiнцем перiоду, коли було здiйснено остан-
ню (iнтервальну) виплату, називається n-рiчним ануїтетом пренумерандо
з пропорцiйною поправкою.

Нехай тепер особа (x) придбала n-рiчний ануїтет постнумерандо, теперiшня
вартiсть якого дорiвнює:

Y =

{
aK|, K < n

an|, K ≥ n
=


1− vK

i
, K < n

1− vn

i
, K ≥ n

Теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету постнумерандо з пропорцiйною по-
правкою визначається формулою:

Y =


1− vK

i
, K < n

1− vn

i
, K ≥ n

+


vK − vT

i
, K < n

0, K ≥ n
=

=


1− vT

i
, K < n

an|, K ≥ n
=

{
aT|, K < n

an|, K ≥ n
=

δ

i

{
āT|, T < n

ān|, T ≥ n
=

δ

i
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного n-рiчного ануїтету. Отже, акту-
арна теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету постнумерандо з пропорцiйною
поправкою, яка позначається a

{1}
x:n|, має вигляд:

a
{1}
x:n| = E

[
Y
]
=

δ

i
āx:n| = ax:n| +

1

d
A1

x:n| −
1

i
Ā1

x:n|. (12.4)

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

a
{1}
x:n| = ax:n| +

(
1

d
− 1

δ

)
A1

x:n| = ax:n| +

(
1

d
− 1

δ

)(
Ax:n| − nEx

)
.

Цей тип n-рiчного ануїтету постнумерандо, що враховує вiдшкодування за час
вiд моменту здiйснення останньої рiчної виплати до моменту настання страхової
подiї, називається n-рiчним ануїтетом постнумерандо з пропорцiйною
поправкою, або завершеним n-рiчним ануїтетом постнумерандо.

З формул (12.3) i (12.4) зокрема отримуємо:

ä
{1}
x:n| =

i

d
· a{1}

x:n|.
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Вправа 1. Порiвняти дисперсiї n-рiчного ануїтету пренумерандо з пропорцiйною по-
правкою i завершеного n-рiчного ануїтету постнумерандо.

2.12.3 Вiдкладений пожиттєвий ануїтет
Нехай особа (x) придбала вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет пренуме-
рандо, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:{

0, K < l

äK+1| − äl|, K ≥ l
=

0, K < l

vl − vK+1

d
, K ≥ l

Вправа 1. Довести, що теперiшня вартiсть Y вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого
ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою визначається формулою:

Y =
δ

d
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого
ануїтету.

Вправа 2. Довести, що актуарна теперiшня вартiсть l|ä
{1}
x вiдкладеного на l рокiв

пожиттєвого ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою визначається форму-
лою:

l|ä
{1}
x = E

[
Y
]
= l|äx − l|Āx − l|Ax

d
=

δ

d
l|āx.

Вправа 3. Довести, що за припущення лiнiйної iнтерполяцiї

l|ä
{1}
x = l|äx − i

d

(
1

δ
− 1

i

)
l|Ax.

Цей тип вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо, що
враховує вiдшкодування за час вiд моменту настання страхової подiї i кiнцем
перiоду, коли було здiйснено останню рiчну виплату, називається вiдкладе-
ним на l рокiв пожиттєвим ануїтетом пренумерандо з пропорцiйною
поправкою.

Нехай тепер особа (x) придбала вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет
постнумерандо, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:{

0, K < l

aK| − al|, K ≥ l
=

0, K < l

vl − vK

i
, K ≥ l

Вправа 4. Довести, що теперiшня вартiсть Y вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого
ануїтету постнумерандо з пропорцiйною поправкою визначається формулою:

Y =
δ

d
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого
ануїтету.
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Вправа 5. Довести, що актуарна теперiшня вартiсть l|a
{1}
x вiдкладеного на l рокiв

пожиттєвого ануїтету постнумерандо з пропорцiйною поправкою визначається фор-
мулою:

l|a
{1}
x = E

[
Y
]
= l|ax +

1

d
l|Ax − 1

i
l|Āx =

δ

i
l|āx.

Вправа 6. Довести, що за припущення лiнiйної iнтерполяцiї

l|a
{1}
x = l|ax +

(
1

d
− 1

δ

)
l|Ax.

Цей тип вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету постнумерандо, що
враховує вiдшкодування за час вiд моменту здiйснення останньої рiчної випла-
ти до моменту настання страхової подiї, називається вiдкладеним на l рокiв
пожиттєвим ануїтетом постнумерандо з пропорцiйною поправкою, або
завершеним вiдкладеним на l рокiв пожиттєвим ануїтетом постнуме-
рандо.

Вправа 7. Порiвняти дисперсiї вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету прену-
мерандо з пропорцiйною поправкою i завершеного вiдкладеного на l рокiв пожиттє-
вого ануїтету постнумерандо.

2.12.4 Вiдкладений строковий ануїтет

Нехай особа (x) придбала вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет пренумеран-
до, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:


0, K < l

äK+1| − äl|, l ≤ K < l + n

äl+n| − äl|, K ≥ l + n

=



0, K < l

vl − vK+1

d
, l ≤ K < l + n

vl − vl+n

d
, K ≥ l + n

Вправа 1. Вивести формулу для теперiшньої вартостi Y вiдкладеного на l рокiв n-
рiчного ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою.

Вправа 2. Вивести формулу для актуарної теперiшньої вартостi l|nä
{1}
x вiдкладеного

на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою.

Вправа 3. Вивести формулу для актуарної теперiшньої вартостi l|nä
{1}
x вiдкладеного

на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою за припущення
лiнiйної iнтерполяцiї.
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Нехай тепер особа (x) придбала вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет
постнумерандо, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:


0, K < l

aK| − al|, l ≤ K < l + n

al+n| − al|, K ≥ l + n

=


0, K < l

vl − vK

i
, l ≤ K < l + n

vl − vl+n

i
, K ≥ l + n

Вправа 4. Вивести формулу для теперiшньої вартостi Y вiдкладеного на l рокiв n-
рiчного ануїтету постнумерандо з пропорцiйною поправкою.

Вправа 5. Вивести формулу для актуарної теперiшньої вартостi l|na
{1}
x вiдкладеного

на l рокiв n-рiчного ануїтету постнумерандо з пропорцiйною поправкою.

Вправа 6. Вивести формулу для актуарної теперiшньої вартостi l|na
{1}
x вiдкладеного

на l рокiв n-рiчного ануїтету постнумерандо з пропорцiйною поправкою за припуще-
ння лiнiйної iнтерполяцiї.

Вправа 7. Порiвняти дисперсiї вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету пренуме-
рандо з пропорцiйною поправкою i завершеного вiдкладеного на l рокiв n-рiчного
ануїтету постнумерандо.

2.12.5 Пожиттєвий ануїтет з гарантiєю
Нехай особа (x) придбала пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гаран-
тiєю, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:{

än|, K < n

äK+1|, K ≥ n
=


än|, K < n

1− vK+1

d
, K ≥ n

Вправа 1. Довести, що теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-
рiчною гарантiєю з пропорцiйною поправкою визначається формулою:

Y =
δ

d
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною
гарантiєю.

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з
n-рiчною гарантiєю з пропорцiйною поправкою позначається ä

{1}
x:n|

.

Вправа 2. Довести, що

ä
{1}
x:n|

= E
[
Y
]
=

δ

d
ā
x:n| = ä

x:n| −
n|Āx − n|Ax

d
.
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Вправа 3. Довести, що за припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä
{1}
x:n|

= ä
x:n| −

i

d

(
1

δ
− 1

i

)
n|Ax.

Цей тип пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю, що вра-
ховує вiдшкодування за час вiд моменту настання страхової подiї i кiнцем пе-
рiоду, коли було здiйснено останню рiчну виплату, називається пожиттєвим
ануїтетом пренумерандо з n-рiчною гарантiєю та пропорцiйною по-
правкою.

Нехай тепер особа (x) придбала пожиттєвий ануїтет постнумерандо з n-
рiчною гарантiєю, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:

{
än|, K < n

äK+1|, K ≥ n
=


än|, K < n

1− vK+1

d
, K ≥ n

Вправа 4. Довести, що теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо з
n-рiчною гарантiєю з пропорцiйною поправкою визначається формулою:

Y =
δ

i
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною
гарантiєю.

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо з
n-рiчною гарантiєю з пропорцiйною поправкою позначається a

{1}
x:n|

.

Вправа 5. Довести, що

a
{1}
x:n|

= E
[
Y
]
=

δ

i
ā
n: x| = a

x:n| +
(1 + i) n|Ax − n|Āx

i
.

Вправа 6. Довести, що за припущення лiнiйної iнтерполяцiї

a
{1}
x:n|

= a
x:n| +

(
1

d
− 1

δ

)
n|Ax.

Цей тип пожиттєвого ануїтету постнумерандо з n-рiчною гарантiєю, що вра-
ховує вiдшкодування за час вiд моменту здiйснення останньої рiчної виплати до
моменту настання страхової подiї, називається пожиттєвим ануїтетом по-
стнумерандо з n-рiчною гарантiєю та пропорцiйною поправкою, або
завершеним пожиттєвим ануїтетом постнумерандо з n-рiчною гаран-
тiєю.



Роздiл 3

Дискретнi страховi ануїтети з
виплатами m разiв на рiк

3.1 Випадковi величини J(x), H(x)

Нехай m ∈ N, m > 1. Для особи (x) подiлимо кожен (цiлий) рiк

[x+ k, x+ k + 1), k = 0, 1, 2, . . .

на m однакових пiвiнтервалiв[
x+ k +

j

m
, x+ k +

j + 1

m

)
, j = 0, . . . ,m− 1

(для m = 12, 2, 3, це вiдповiдно мiсяцi, пiврiччя, квартали). Цi пiвiнтервали
називаються перiодами або m-перiодами.

Визначимо випадкову величину J = J(x) цiлої кiлькостi m-перiодiв, яку
проживає особа (x) протягом останнього року життя. Тодi

J

m
≤ T −K = S <

J + 1

m
. (1.1)

Отже,
J = ⌊(T −K)m⌋ = ⌊Sm⌋ .

Згiдно з означенням J(x) є цiлочисельною випадковою величиною, яка набуває
значення з множини {0, 1, 2, . . . ,m− 1}.

Теорема 1.1. (про спiльний розподiл K,J) Нехай

k ∈ {0, 1, 2, . . .}, j ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}.

132
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Тодi

Pr
{
K(x) = k, J(x) = j

}
= k+ j+1

m
qx − k+ j

m
qx =

= k+ j
m
px − k+ j+1

m
px = kpx j

m | 1
m
qx+k. (1.2)

Доведення. Використовуючи (1.1) i спiввiдношення

k+tpx = kpx tpx+k ,

отримуємо:

Pr
{
K(x) = k, J(x) = j

}
= Pr

{
k +

j

m
≤ T (x) < k +

j + 1

m

}
=

= k+ j+1
m

qx − k+ j
m
qx = k+ j

m
px − k+ j+1

m
px =

= kpx j
m
px+k − kpx j+1

m
px+k = kpx

(
j
m
px+k − j+1

m
px+k

)
=

= kpx Pr

{
j

m
≤ T (x+ k) <

j + 1

m

}
= kpx j

m | 1
m
qx+k.

Визначимо випадкову величину

H = H(x) = mK(x) + J(x) (1.3)

цiлої кiлькостi перiодiв (m-перiодiв), яку проживе особа (x) у майбутньому.
Цю випадкову величину будемо називати цiлою кiлькiстю перiодiв майбутньої
тривалостi життя особи (x).

Зауваження 1. Згiдно з означенням H(x)

K(x) ≥ n ⇐⇒ H(x) ≥ nm;

K(x) < n ⇐⇒ H(x) < nm.

Звiдси, зокрема, отримуємо:

npx = Pr
{
K(x) ≥ n

}
= Pr

{
H(x) ≥ nm

}
=

∞∑
h=nm

Pr
{
H(x) = h

}
;

nqx = Pr
{
K(x) < n

}
= Pr

{
H(x) < nm

}
=

nm−1∑
h=0

Pr
{
H(x) = h

}
.

Наслiдок 1.1.1. (про функцiю розподiлу H)
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(i) Нехай h ∈ {0, 1, 2, . . .}. Тодi

Pr
{
H = h

}
= h

m | 1
m
qx = h+1

m
qx − h

m
qx = h

m
px − h+1

m
px . (1.4)

Позначимо
k = ⌊h/m⌋ , j = h− km. (1.5)

Тодi
Pr
{
H = h

}
= kpx j

m | 1
m
qx+k. (1.6)

(ii) Функцiя розподiлу FH випадкової величини H(x) визначається формулою:

FH(y) = ⌊y⌋+1
m

qx , y ≥ 0. (1.7)

Зокрема,
FH(h) = h+1

m
qx , h = 0, 1, 2, . . . .

Доведення. (i) Згiдно з означенням (1.3)

H(x) = h ⇐⇒ K(x) = k, J(x) = j,

де k, j визначаються формулами (1.5). Тодi

Pr
{
H(x) = h

}
= Pr

{
K(x) = k, J(x) = j

}
.

Звiдси й з (1.2) отримуємо (1.6), а також (1.4), враховуючи рiвнiсть

h = km+ j.

(ii) Оскiльки випадкова величина H(x) невiд’ємна й цiлочисельна, то викори-
стовуючи (1.4), отримуємо (1.7):

FH(y) = Pr
{
H(x) ≤ y

}
= Pr

{
H(x) ≤ ⌊y⌋

}
=

=

⌊y⌋∑
h=0

Pr
{
H(x) = h

}
=

⌊y⌋∑
h=0

(
h+1
m

qx − h
m
qx

)
= ⌊y⌋+1

m
qx .

Зауваження 2. Оскiльки

K(x+ n) = K(x)− n, K(x) ≥ n, T (x+ n) = T (x)− n, K(x) ≥ n,

то
J(x+ n) = J(x), K(x) ≥ n.

Отже,

K(x+ n) +
J(x+ n) + 1

m
= K(x) +

J(x) + 1

m
− n, K(x) ≥ n.

Зокрема,
H(x+ n) + 1

m
=

H(x) + 1

m
− n, H(x) ≥ nm.
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3.2 Загальне поняття ануїтету

3.2.1 Означення
Нехай m ∈ N, m > 1. У цьому роздiлi розглядаються дискретнi ануїтети, для
яких виплата здiйснюється на початку (пренумерандо) або в кiнцi (постнуме-
рандо) кожного m-перiоду. Величина та час виплати за страховою угодою за-
лежить лише вiд цiлої кiлькостi рокiв вiд моменту укладання угоди до моменту
настання страхової подiї (смертi застрахованої особи) та вiд цiлої кiлькостi пе-
рiодiв (m-перiодiв), прожитих застрахованою особою протягом останнього року
життя. Цi ануїтети називаються дискретними ануїтетами (пренумерандо або
постнумерандо) з виплатами m разiв на рiк. Такi моделi дискретних ануїте-
тiв описуються в термiнах випадкових величин K(x) та J(x), або в термiнах
випадкової величини H(x).

Якщо цi моделi описувати в термiнах випадкових величин K(x) та J(x), то
вони (цi моделi) визначаються двома функцiями (послiдовностями):

• функцiєю виплат (функцiєю винагороди)

bk,j , k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1;

• функцiєю дисконтування

vk,j , k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1.

Для випадку ануїтетiв пренумерандо величина bk,j — це виплата, яку здiйснює
страхова органiзацiя на початку перiоду[

x+ k +
j

m
, x+ k +

j + 1

m

)
в момент часу

x+ k +
j

m

згiдно з укладеною страховою угодою з особою (x). Функцiя vk,j зазвичай ви-
значається як звуження функцiї

vt = e−δt, t ≥ 0,

на множину точок розбиття

k +
j

m
, k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1

пiвосi [0,+∞), тобто визначається формулою

vk,j = vk+
j
m = e−δ

(
k+ j

m

)
.
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Визначимо функцiю теперiшньої вартостi виплат (за ануїтетом пренумеран-
до) yk,j за формулою

yk,j =

k−1∑
s=0

m−1∑
t=0

bs,tvs,t +

j∑
t=0

bk,tvk,t. (2.1)

Отже, yk,j — це теперiшня вартiсть майбутнiх km+ j + 1 виплат згiдно з укла-
деною угодою.

Використовуючи (2.1), будуємо випадкову величину Y = Y (x), яка називає-
ться теперiшньою вартiстю ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на
рiк:

Y (x) = yK(x),J(x).

Математичне сподiвання

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

yk,jPr
{
K = k, J = j

}
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

yk,j kpx j
m | 1

m
qx+k

теперiшньої вартостi ануїтету називається актуарною теперiшньою вартiстю
ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк. Залежно вiд вигляду фун-
кцiй виплат й дисконтування отримуємо рiзнi види ануїтетiв (наприклад, по-
життєвий, строковий, вiдкладений пожиттєвий, вiдкладений строковий).

Якщо моделi страхових ануїтетiв з виплатами m разiв на рiк описувати в
термiнах випадкової величини H(x), то цi моделi визначаються двома функцi-
ями (послiдовностями):

• функцiєю виплат (функцiєю винагороди)

bh, h = 0, 1, 2, . . . ;

• функцiєю дисконтування

vh, h = 0, 1, 2, . . . .

Для випадку ануїтетiв пренумерандо величина bh — це виплата, яку здiйснює
страхова органiзацiя на початку перiоду[

x+
h

m
, x+

h+ 1

m

)
в момент часу

x+
h

m



3.2. Загальне поняття ануїтету 137

згiдно з укладеною страховою угодою з особою (x). Функцiя vh зазвичай визна-
чається як звуження функцiї

vt = e−δt, t ≥ 0,

на множину точок розбиття
h

m
, h = 0, 1, 2, . . .

пiвосi [0,+∞), тобто визначається формулою

vh = v
h
m = e−δ h

m .

Визначимо функцiю теперiшньої вартостi виплат (за ануїтетом пренумеран-
до) yh за формулою

yh =

h∑
s=0

bsvs. (2.2)

Отже, yh — це теперiшня вартiсть майбутнiх h + 1 виплат згiдно з укладеною
угодою.

Використовуючи (2.2), будуємо випадкову величину Y = Y (x), яка називає-
ться теперiшньою вартiстю ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на
рiк:

Y (x) = yH(x) =

H(x)∑
s=0

bsvs.

Звiдси отримуємо формулу для актуарної теперiшньої вартостi ануїтету
пренумерандо з виплатами m разiв на рiк:

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
h=0

yhPr
{
H(x) = h

}
=

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bsvs

)
h
m | 1

m
qx. (2.3)

Якщо в числовому рядi (у зовнiшнiй сумi по h) згрупувати його члени (по m у
групi) з однаковою цiлою частиною [h/m], то формула (2.3) набуває вигляду:

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

ykm+jPr
{
H(x) = km+ j

}
=

=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

(
km+j∑
s=0

bsvs

)
kpx j

m | 1
m
qx+k.

Зауваження 1. Нехай k, j — результат дiлення з остачею h на m, тобто

h = km+ j, k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1.

Тодi
bh = bk,j , vh = vk,j , yh = yk,j , YH = YK,J .
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3.2.2 Властивостi
Теорема 2.1. (про зв’язок актуарних теперiшнiх вартостей ануїтетiв пренуме-
рандо) Нехай функцiя дисконтування визначається формулою

vh = v
h
m , h = 0, 1, 2, . . . .

Нехай виплати за ануїтетом пренумерандо мають таку властивiсть: для
l ∈ N виплата в момент часу

x+ l +
h

m
= x+ l + k +

j

m
, h = km+ j,

за ануїтетом пренумерандо для особи у вiцi x та за ануїтетом пренумерандо
для особи у вiцi x + l однакова, тобто залежить лише вiд абсолютного вiку
особи в цей момент часу. Тодi

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

lm−1∑
h=0

bhv
h
m + vlE

[
Y (x+ l)

]
=

=

l−1∑
k=0

m−1∑
j=0

bk,jv
k+ j

m + vlE
[
Y (x+ l)

]
, (2.4)

де bk,j(bh) позначає функцiю виплат для особи (x).

Доведення. 1-й спосiб: За означенням i за умовою

Y (x+ l) =

H(x+l)∑
s=0

bs+lmv
s
m .

Отже, за означенням математичного сподiвання

E
[
Y (x+ l)

]
=

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bs+lmv
s
m

)
Pr
{
H(x+ l) = h

}
. (2.5)

За означенням при K(x) ≥ l

Y (x)−
lm−1∑
s=0

bsv
s
m =

H(x)∑
s=lm

bsv
s
m =

=

H(x)−lm∑
s=0

bs+lmv
s+lm

m = vl
H(x)−lm∑

s=0

bs+lmv
s
m .
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Отже, за означенням математичного сподiвання

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
−

lm−1∑
s=0

bsv
s
m =

= vl
∞∑

h=lm

(
h−lm∑
s=0

bs+lmv
s
m

)
Pr
{
H(x) = h | K(x) ≥ l

}
=

= vl
∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bs+lmv
s
m

)
Pr
{
H(x) = h+ lm | K(x) ≥ l

}
. (2.6)

Оскiльки

K(x+ l) = K(x)− l, K(x) ≥ l, T (x+ l) = T (x)− l, K(x) ≥ l,

то
J(x+ l) = J(x), K(x) ≥ l, H(x+ l) = H(x)− lm, K(x) ≥ l.

Зокрема,
Pr
{
H(x+ l) = h

}
= Pr

{
H(x) = h+ lm | K(x) ≥ l

}
(2.7)

З (2.5), (2.6) i (2.7) випливає (2.4).
2-й спосiб: За означенням i умовою

E
[
Y (x+ l)

]
=

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bs+lmv
s
m

)
h
m | 1

m
qx+l. (2.8)

Використовуючи спiввiдношення

l+t|uqx = l+tpx − l+t+upx = lpx ( tpx+l − t+upx+l ) = lpx t|uqx+l,

рiвнiсть

lpx = Pr
{
H(x) ≥ lm

}
=

∞∑
h=lm

Pr
{
H(x) = h

}
=

∞∑
h=lm

h
m | 1

m
qx,

означення математичного сподiвання i (2.8), маємо:

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

∞∑
h=lm

(
h∑

s=0

bsv
s
m

)
Pr
{
H(x) = h | K(x) ≥ l

}
=

=
1

lpx

∞∑
h=lm

(
h∑

s=0

bsv
s
m

)
h
m | 1

m
qx =
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=
1

lpx

∞∑
h=lm

(
lm−1∑
s=0

bsv
s
m +

h∑
s=lm

bsv
s
m

)
h
m | 1

m
qx =

=

lm−1∑
s=0

bsv
s
m +

1

lpx

∞∑
h=lm

(
h−lm∑
s=0

bs+lmv
s+lm

m

)
h
m | 1

m
qx =

=

lm−1∑
s=0

bsv
s
m +

vl

lpx

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bs+lmv
s
m

)
l+ h

m | 1
m
qx =

=

lm−1∑
s=0

bsv
s
m + vl

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bs+lmv
s
m

)
h
m | 1

m
qx+l =

=

lm−1∑
s=0

bsv
s
m + vlE

[
Y (x+ l)

]
.

Теорема 2.2. (про рекурентне спiввiдношення на актуарну теперiшню вартiсть
ануїтету пренумерандо) За умов теореми 2.1 справедлива рiвнiсть:

E
[
Y (x)

]
=

lm−1∑
s=0

bsv
s
m s

m
px + vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (2.9)

Зокрема,

E
[
Y (x)

]
=

m−1∑
s=0

bsv
s
m s

m
px + vpxE

[
Y (x+ 1)

]
.

Доведення. 1-й спосiб: За означенням та умовою теореми

E
[
Y (x+ l)

]
=

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bs+lmv
s
m

)
h
m | 1

m
qx+l. (2.10)

За означенням

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bsv
s
m

)
h
m | 1

m
qx =

=

lm−1∑
h=0

h∑
s=0

bsv
s
m h

m | 1
m
qx +

∞∑
h=lm

(
h∑

s=0

bsv
s
m

)
h
m | 1

m
qx. (2.11)
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Переставляючи сумування, перший доданок правої частини цiєї рiвностi можна
подати у виглядi:

lm−1∑
h=0

h∑
s=0

bsv
s
m h

m | 1
m
qx =

lm−1∑
s=0

lm−1∑
h=s

(
h
m
px − h+1

m
px

)
bsv

s
m =

=

lm−1∑
s=0

bsv
s
m s

m
px − lpx

lm−1∑
s=0

bsv
s
m . (2.12)

Використовуючи спiввiдношення

l+t|uqx = lpx t|uqx+l,

рiвнiсть

lpx =

∞∑
h=lm

h
m | 1

m
qx,

та (2.10), другий доданок правої частини рiвностi (2.11) подамо у виглядi:

∞∑
h=lm

(
h∑

s=0

bsv
s
m

)
h
m | 1

m
qx =

=

∞∑
h=lm

(
lm−1∑
s=0

bsv
s
m +

h∑
s=lm

bsv
s
m

)
h
m | 1

m
qx =

= lpx

lm−1∑
s=0

bsv
s
m +

∞∑
h=lm

(
h−lm∑
s=0

bs+lmv
s+lm

m

)
h
m | 1

m
qx =

= lpx

lm−1∑
s=0

bsv
s
m + vl

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bs+lmv
s
m

)
l+ h

m | 1
m
qx =

= lpx

lm−1∑
s=0

bsv
s
m + vl lpx

∞∑
h=0

(
h∑

s=0

bs+lmv
s
m

)
h
m | 1

m
qx+l =

= lpx

lm−1∑
s=0

bsv
s
m + vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (2.13)

Пiдставляючи (2.12) i (2.13) в (2.11), отримуємо (2.9).

2-й спосiб: За формулою повної ймовiрностi

E
[
Y (x)

]
= E

[
Y (x) | K(x) < l

]
Pr
{
K(x) < l

}
+

+ E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
Pr
{
K(x) ≥ l

}
=
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= E
[
Y (x) | K(x) < l

]
lqx + E

[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
lpx . (2.14)

Перший спiвмножник другого доданку правої частини цiєї рiвностi отримуємо
з теореми про зв’язок теперiшнiх вартостей ануїтетiв пренумерандо:

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

lm−1∑
s=0

bsv
s
m + vlE

[
Y (x+ l)

]
. (2.15)

Для обчислення першого спiвмножника першого доданку правої частини рiвно-
стi (2.14) скористаємося означенням математичного сподiвання i рiвнiстю (2.12):

E
[
Y (x) | K(x) < l

]
=

lm−1∑
h=0

(
h∑

s=0

bsv
s
m

)
Pr
{
H(x) = h | K(x) < l

}
=

=
1

lqx

lm−1∑
h=0

h∑
s=0

bsv
s
m

(
h
m
px − h+1

m
px

)
=

=
1

lqx

lm−1∑
s=0

bsv
s
m s

m
px − lpx

lqx

lm−1∑
s=0

bsv
s
m . (2.16)

Пiдставляючи (2.15) i (2.16) в (2.14), отримуємо (2.9).

Теорема 2.3. (про зображення актуарної теперiшньої вартостi ануїтету прену-
мерандо у формi поточних виплат) Нехай Y (x) позначає теперiшню вартiсть
дискретного ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк. Тодi

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
h=0

bhvh h
m
px =

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bk,jvk,j k+ j
m
px .

Доведення. Застосуємо теорему про математичне сподiвання функцiї вiд не-
вiд’ємної цiлочисельної випадкової величини до випадкової величини H(x) та
невiд’ємної неспадної послiдовностi

φ(h) =

h∑
s=0

bsvs, h = 0, 1, 2, . . . .

Згiдно з означенням
Y (x) = φ(H(x)).

Отже, за цiєю теоремою

E
[
Y (x)

]
= φ(0) +

∞∑
h=0

(
φ(h+ 1)− φ(h)

)(
1− FH(h)

)
=
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= b0v0 +

∞∑
h=0

bh+1vh+1 h+1
m

px = b0v0 +

∞∑
h=1

bhvh h
m
px =

∞∑
h=0

bhvh h
m
px .

3.3 Загальне поняття ануїтету з гарантiєю

3.3.1 Означення
Поряд зi звичайними ануїтетами розглядаються ануїтети з (n-рiчною) гаран-
тiєю. Такий ануїтет гарантовано сплачується протягом n рокiв незалежно вiд
часу настання страхової подiї (смертi застрахованої особи).

Функцiя теперiшньої вартостi виплат yk за ануїтетом пренумерандо з (n-
рiчною) гарантiєю визначається формулою

yh =


nm−1∑
s=0

bsvs, h < nm,

h∑
s=0

bsvs, h ≥ nm.

Використовуючи її, будуємо випадкову величину Y = Y (x), яка називається
теперiшньою вартiстю ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю:

Y (x) = yH(x) =


nm−1∑
s=0

bsvs, H(x) < nm

H(x)∑
s=0

bsvs, H(x) ≥ nm

=


nm−1∑
s=0

bsvs, K(x) < n

H(x)∑
s=0

bsvs, K(x) ≥ n

Остання рiвнiсть випливає з того, що

H(x) < nm ⇐⇒ K(x) < n.

Математичне сподiвання

E[Y (x)] =

nm−1∑
s=0

bsvsPr
{
K(x) < n

}
+

+

∞∑
h=nm

(
h∑

s=0

bsvs

)
Pr
{
H(x) = h

}
=

= nqx

nm−1∑
s=0

bsvs +

∞∑
h=nm

(
h∑

s=0

bsvs

)
h
m | 1

m
qx =
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= nqx

nm−1∑
s=0

bsvs +

∞∑
h=nm

(
h∑

s=0

bsvs

)(
h+1
m

qx − h
m
qx

)
=

= nqx

nm−1∑
s=0

bsvs +

∞∑
h=nm

(
h∑

s=0

bsvs

)(
h
m
px − h+1

m
px

)
=

= nqx

nm−1∑
s=0

bsvs +

∞∑
k=n

m−1∑
j=0

(
km+j∑
s=0

bsvs

)
kpx j

m | 1
m
qx+k.

теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю називається
актуарною теперiшньою вартiстю ануїтету пренумерандо з n-рiчною гаран-
тiєю. Залежно вiд вигляду функцiй вiдшкодування та дисконтування отриму-
ємо рiзнi види ануїтетiв з гарантiєю (наприклад пожиттєвий, строковий).

3.3.2 Властивостi
Теорема 3.1. (про зв’язок теперiшнiх вартостей ануїтетiв пренумерандо з га-
рантiєю) Нехай функцiя дисконтування визначається формулою

vh = v
h
m , h = 0, 1, 2, . . . .

Нехай виплати за ануїтетом пренумерандо мають таку властивiсть: для
l ∈ N виплата в момент часу

x+ l +
h

m
= x+ l + k +

j

m
, h = km+ j,

за ануїтетом пренумерандо з n-рiчною гарантiєю для особи у вiцi x та за ану-
їтетом пренумерандо з (n− l)-рiчною гарантiєю для особи у вiцi x+l однакова,
тобто залежить лише вiд абсолютного вiку особи в цей момент часу. Тодi

E
[
Y (x) | K(x) ≥ l

]
=

lm−1∑
h=0

bhv
h
m + vlE

[
Y (x+ l)

]
, (3.1)

де bh позначає функцiю виплат для особи (x).

Вправа 1. Довести теорему 3.1 (навести два рiзних способи доведення).

Теорема 3.2. (про рекурентне спiввiдношення на актуарну теперiшню вартiсть
ануїтету пренумерандо з гарантiєю) За умов теореми 3.1 справедлива рiвнiсть:

E
[
Y (x)

]
=

lm−1∑
h=0

bhv
h
m + lqx

nm−1∑
h=lm

bhv
h
m + vl lpx E

[
Y (x+ l)

]
. (3.2)
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Зокрема,

E
[
Y (x)

]
=

m−1∑
h=0

bhv
h
m + qx

nm−1∑
h=m

bhv
h
m + vpxE

[
Y (x+ 1)

]
.

Вправа 2. Довести теорему 3.2 (навести два рiзних способи доведення).

Теорема 3.3. (про зображення актуарної теперiшньої вартостi ануїтету пре-
нумерандо з гарантiєю у формi поточних виплат) Нехай Y (x) позначає тепе-
рiшню вартiсть дискретного ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю з
виплатами m разiв на рiк. Тодi

E
[
Y (x)

]
=

nm−1∑
h=0

bhvh +

∞∑
h=nm

bhvh h
m
px =

=
n−1∑
k=0

m−1∑
j=0

bk,jvk,j +
∞∑

k=n

m−1∑
j=0

bk,jvk,j k+ j
m
px .

Вправа 3. Довести теорему 3.3.

3.4 Функцiя теперiшньої вартостi виплат

Теперiшня вартiсть дискретного ануїтету пренумерандо з виплатами 1
m , тобто

зi сталою функцiєю виплат

bh =
1

m
, h = 0, 1, 2, . . . ,

що сплачується протягом (h + 1) перiодiв (остання виплата здiйснюється на
початку (h+1)-го перiоду) зi сталою iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки δ = − ln v,
тобто з функцiєю дисконтування

vt = vt = e−δt, t ≥ 0,

позначається ä
(m)

h+1
m

∣∣ i визначається формулою:

ä
(m)

h+1
m

∣∣ = h∑
s=0

1

m
v

s
m =

1− v
h+1
m

m(1− v
1
m )

=
1− v

h+1
m

d(m)
,

де
d(m) = m

(
1− v

1
m

)
= m

(
v−

1
m − 1

)
v

1
m = i(m)v

1
m .
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Аналогiчно, теперiшня вартiсть дискретного ануїтету пренумерандо з випла-
тами 1

m , що сплачується протягом k повних рокiв i протягом (j + 1) перiодiв
(остання виплата здiйснюється на початку (j + 1)-го перiоду (k + 1)-го року)
зi сталою iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки δ = − ln v, позначається ä

(m)

k+ j+1
m

∣∣ i

визначається формулою

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ = km+j∑
h=0

1

m
v

h
m =

1− vk+
j+1
m

m(1− v
1
m )

=
1− vk+

j+1
m

d(m)
.

Зокрема:

ä
(m)

1| =

m−1∑
h=0

1

m
v

h
m =

1− v

d(m)
=

d

d(m)
;

ä
(m)

∞| =

∞∑
h=0

1

m
v

h
m =

1

d(m)
.

Нехай k ≥ n. Якщо виплати починаються з (n+1)-го року, i тривають протягом
повних (k−n) рокiв i протягом j перiодiв, то теперiшня вартiсть такого ануїтету
пренумерандо дорiвнює:

1

m

(
vn + vn+

1
m + . . .+ vk+

j
m

)
=

km+j∑
h=nm

1

m
v

h
m = ä

(m)

k+ j+1
m

∣∣ − ä
(m)

n| =

=
vn − vk+

j+1
m

d(m)
= vn

1− vk+
j+1
m −n

d(m)
= vnä

(m)

k+ j+1
m −n

∣∣, k ≥ n.

Нехай h ≥ nm. Якщо виплати починаються з (n + 1)-го року, i тривають про-
тягом (h − nm) перiодiв, то теперiшня вартiсть такого ануїтету пренумерандо
дорiвнює:

1

m

(
vn + vn+

1
m + . . .+ v

h
m

)
=

h∑
s=nm

1

m
v

s
m = ä

(m)

h+1
m

∣∣ − ä
(m)

n| =

=
vn − v

h+1
m

d(m)
= vn

1− v
h+1
m −n

d(m)
= vnä

(m)

h+1
m −n

∣∣, h ≥ nm.

3.5 Функцiя розподiлу теперiшньої вартостi ану-
їтету пренумерандо

Теорема 5.1. (перша теорема про функцiю розподiлу Y ) Нехай послiдовнiсть
(функцiя теперiшньої вартостi виплат ануїтету пренумерандо) yh задовiль-
няє умови:
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(i) y0 = . . . = yl;

(ii) yh, h ≥ l, зростає;

(iii) yh → c, h → ∞.

Тодi

FY (y) =


0, y < yl

h+1
m

qx , y ∈ [yh, yh+1), h ≥ l

1, y ≥ c

=

=


0, y < yl

h
m
qx , y ∈ [yh−1, yh), h ≥ l + 1

1, y ≥ c

(5.1)

Нехай φ : [yl, c) → [l,+∞) довiльна зростаюча функцiя, що задовiльняє умову:

φ(yh) = h, h ≥ l.

Тодi

FY (y) =


0, y < yl

⌊φ(y)⌋+1qx , yl ≤ y < c

1, y ≥ c

(5.2)

Доведення. За означенням випадкової величини Y i умовою теореми

Y ∈ [yl, c).

Отже,

FY (y) =

{
0, y < yl

1, y ≥ c
(5.3)

Нехай yl ≤ y < c. Згiдно з умовою теореми

[yl, c) =

∞⊔
h=l

[yh, yh+1).

Отже,
y ∈ [yl, c) ⇐⇒ ∃!h ≥ l : y ∈ [yh, yh+1).

Нехай y ∈ [yh, yh+1). Тодi, використовуючи умову теореми i означення випадко-
вої величини Y, маємо:

Y ≤ y ⇐⇒ yH ≤ y ⇐⇒ yH ≤ yh ⇐⇒ H ≤ h.
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Отже,

FY (y) = Pr
{
Y ≤ y

}
= Pr

{
H ≤ h

}
= FH(h) = h+1

m
qx , y ∈ [yh, yh+1). (5.4)

З (5.3) i (5.4) випливає (5.1).
Перейдемо до другого твердження теореми. За її умовами на функцiю φ

маємо:

h = φ(yh) ≤ φ(y) < φ(yh+1) = h+ 1, y ∈ [yh, yh+1), h ≥ l.

Отже,
h = ⌊φ(y)⌋, y ∈ [yh, yh+1), h ≥ l.

Звiдси i з формули (5.1) випливає формула (5.2).

Наслiдок 5.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1). За умов теореми
5.1:

• Нехай tqx < 1 ∀t ≥ 0. Тодi

ξpY =

{
yl, p ∈ (0, l+1

m
qx ]

yh, p ∈ ( h
m
qx , h+1

m
qx ], h ≥ l + 1

• Нехай h0
m
qx < 1 = h0+1

m
qx , h0 > l. Тодi

ξpY =


yl, p ∈ (0, l+1

m
qx ]

yh, p ∈ ( h
m
qx , h+1

m
qx ], h = l + 1, . . . , h0 − 1

yh0
, p ∈ ( h0

m
qx , 1)

• Нехай l+1
m

qx = 1. Тодi ξpY = yl, p ∈ (0, 1).

Доведення. За формулою (5.1)

FY (yh−) = h
m
qx , FY (yh) = h+1

m
qx , h ≥ l + 1.

Нехай h
m
qx < h+1

m
qx . Тодi з теореми про процентиль (перше твердження) отри-

муємо:

∀p ∈
(
FY (yh−), FY (yh)

]
= ( h

m
qx , h+1

m
qx ]

(
ξpY = yh

)
, h ≥ l + 1.

Аналогiчно, за формулою (5.1)

FY (yl−) = 0, FY (yl) = l+1
m

qx .
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Нехай l+1
m

qx > 0. Тодi з теореми про процентиль (перше твердження) отримує-
мо:

∀p ∈
(
yl−, FY (yl)

]
= (0, l+1

m
qx ]

(
ξpY = yl

)
.

Теорема 5.2. (друга теорема про функцiю розподiлу Y ) Нехай послiдовнiсть
(функцiя теперiшньої вартостi виплат ануїтету пренумерандо) yh задовiль-
няє умови:

(i) y0 = . . . = yl;

(ii) yl < . . . < yl+n;

(iii) yh = yl+n, h ≥ l + n.

Тодi

FY (y) =


0, y < yl

h+1
m

qx , y ∈ [yh, yh+1), h = l, . . . , l + n− 1

1, y ≥ yl+n

=

=


0, y < yl

h
m
qx , y ∈ [yh−1, yh), h = l + 1, . . . , l + n

1, y ≥ yl+n

(5.5)

Нехай φ : [yl, yl+n] → [l, l + n] довiльна зростаюча функцiя, що задовiльняє
умову:

φ(yh) = h, h = l, . . . , l + n.

Тодi

FY (y) =


0, y < yl

⌊φ(y)⌋+1
m

qx , yl ≤ y < yl+n

1, y ≥ yl+n

(5.6)

Вправа 1. Довести теорему 5.2.

Наслiдок 5.2.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1). За умов теореми
5.2:

• Нехай l+n
m

qx < 1. Тодi

ξpY =


yl, p ∈ (0, l+1

m
qx ]

yh, p ∈ ( h
m
qx , h+1

m
qx ], h = l + 1, . . . , l + n− 1

yl+n, p ∈ ( l+n
m

qx , 1)
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• Нехай h0
m
qx < 1 = h0+1

m
qx , l < h0 < l + n. Тодi

ξpY =


yl, p ∈ (0, l+1

m
qx ]

yh, p ∈ ( h
m
qx , h+1

m
qx ], h = l + 1, . . . , h0 − 1

yh0 , p ∈ ( h0
m
qx , 1)

• Нехай l+1
m

qx = 1. Тодi ξpY = yl, p ∈ (0, 1).

Вправа 2. Довести наслiдок 5.2.1.

3.6 Пожиттєвий ануїтет пренумерандо

3.6.1 Означення
Пожиттєвий ануїтет пренумерандо з виплатами m разiв на рiк виплачується
застрахованiй особi (x) на початку кожного перiоду (m-перiоду) вiд моменту
укладання страхової угоди, допоки ця особа залишається живою. Функцiї ви-
плат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету
для виплат розмiром 1

m визначаються формулами:

bk,j =
1

m
, k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1;

vk,j = vk+
j
m , k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1;

yk,j = ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣, k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1.

Отже, теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з виплата-
ми m разiв на рiк Y = Y (x) в термiнах випадкових величин K = K(x), J = J(x)
має вигляд:

Y = ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣ = mK+J∑
h=0

1

m
v

h
m =

1− vK+ J+1
m

d(m)
. (6.1)

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з ви-
платами m разiв на рiк позначається ä

(m)
x i визначається формулою:

ä(m)
x = E

[
Y
]
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ Pr{K = k, J = j
}
=

=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ kpx j
m | 1

m
qx+k.
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В термiнах випадкової величини H = H(x) функцiї виплат i дисконтування та
функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету визначаються формулами:

bh =
1

m
, h = 0, 1, 2, . . . ;

vh = v
h
m , h = 0, 1, 2, . . . ;

yh = ä
(m)

h+1
m

∣∣, h = 0, 1, 2, . . . .

Отже, теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з виплата-
ми m разiв на рiк має вигляд:

Y = ä
(m)

H+1
m

∣∣ = H∑
h=0

1

m
v

h
m =

1− v
H+1
m

d(m)
.

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з ви-
платами m разiв на рiк ä

(m)
x визначається формулою:

ä(m)
x = E

[
Y
]
=

∞∑
h=0

ä
(m)

h+1
m

∣∣ Pr{H = h
}
=

∞∑
h=0

ä
(m)

h+1
m

∣∣ h
m | 1

m
qx.

3.6.2 Властивостi

Теорема 6.1. (про функцiю розподiлу пожиттєвого ануїтету пренумерандо з
виплатами m разiв на рiк)

• (перша формула)

FY (y) =


0, y < 1

m

h+1
m

qx , y ∈
[
ä
(m)

h+1
m

∣∣, ä(m)

h+2
m

∣∣), h = 0, 1, 2, . . .

1, y ≥ 1
d(m)

=

=


0, y < 1

m

h
m
qx , y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣), h ∈ N

1, y ≥ 1
d(m)

• (друга формула)



152 Роздiл 3. Дискретнi страховi ануїтети з виплатами M разiв на рiк

FY (y) =


0, y < 1

m

FH

(
− 1− m

δ ln(1− d(m)y)
)
, 1

m ≤ y < 1
d(m)

1, y ≥ 1
d(m)

=

=


0, y < 1

m

1
m⌊−m

δ ln(1−d(m)y)⌋qx ,
1
m ≤ y < 1

d(m)

1, y ≥ 1
d(m)

Доведення. Обидвi формули випливають з першої теореми про функцiю розпо-
дiлу теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо:

(i) y0 = ä
(m)

1
m

∣∣ =
1

m
;

(ii) послiдовнiсть yh = ä
(m)

h+1
m

∣∣, h ≥ 0, строго зростає;

(iii) yh → 1

d(m)
, h → ∞;

(iv) функцiя
φ(y) = −1− m

δ
ln(1− d(m)y)

строго зростає на
[
1
m , 1

d(m)

)
i має таку властивiсть:

φ(yh) = φ
(
ä
(m)

h+1
m

∣∣) = h, h = 0, 1, 2, . . . .

Наслiдок 6.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1).

• Нехай tqx < 1 ∀t ≥ 0. Тодi

ξpY = ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(

h
m
qx , h+1

m
qx

]
, h = 0, 1, 2, . . . .

• Нехай h0
m
qx < 1 = h0+1

m
qx , h0 > 0. Тодi

ξpY =


ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(

h
m
qx , h+1

m
qx

]
, h = 0, . . . , h0 − 1

ä
(m)
h0+1

m

∣∣, p ∈
(

h0
m
qx , 1

)
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• Нехай 1
m
qx = 1. Тодi ξpY =

1

m
, p ∈ (0, 1).

Доведення. Випливає з наслiдку про процентиль до першої теореми про фун-
кцiю розподiлу теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо i теореми 6.1.

Теорема 6.2. (про властивостi актуарної теперiшньої вартостi пожиттєвого
ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк)

(i) зображення у формi поточних виплат

ä(m)
x =

∞∑
h=0

1

m
v

h
m h

m
px =

∞∑
h=0

1

m
h
m
Ex =

=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

1

m
vk+

j
m

k+ j
m
px =

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

1

m k+ j
m
Ex ; (6.2)

(ii) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю пожиттєвого страхування
з виплатою в кiнцi перiоду

1 = d(m)ä(m)
x +A(m)

x ; (6.3)

(iii) рекурентна формула

ä(m)
x =

m−1∑
h=0

1

m
v

h
m h

m
px + vpxä

(m)
x+1.

Доведення. (i) Випливає з (загальної) теореми про зображення у формi пото-
чних виплат актуарної теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо з виплатами
m разiв на рiк.

(ii) Нехай Z позначає тепершню вартiсть пожиттєвого страхування з виплатою
1 в кiнцi перiоду:

Z = vK+ J+1
m .

Використовуючи формулу (6.1), отримуємо:

1 = d(m)Y + Z =⇒ 1 = d(m)E
[
Y
]
+ E

[
Z
]
= d(m)ä(m)

x +A(m)
x .

(iii) Випливає з (загальної) теореми про рекурентне спiввiдношення на акту-
арну теперiшню вартiсть ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.
Перевiримо умову цiєї теореми. Позначимо b̃k,j функцiю виплат цього ануїтету
для особи (x+ 1). Тодi

b̃k,j = 1 = bk+1,j , k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1.
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Теорема 6.3. (про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо з виплатами
m разiв на рiк)

Var
[
Y
]
=

2A
(m)
x −

(
A

(m)
x

)2(
d(m)

)2 =

=
2

d(m)

(
ä(m)
x − 2ä(m)

x

)
+

1

m
2ä(m)

x − (ä(m)
x )2, (6.4)

де 2ä
(m)
x , 2A

(m)
x позначають вiдповiдно актуарнi теперiшнi вартостi пожит-

тєвого ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк i пожиттєвого
страхування життя з виплатою в кiнцi перiоду для особи (x) з iнтенсивнi-
стю вiдсоткової ставки 2δ.

Доведення. 1-й спосiб: Нехай Z позначає тепершню вартiсть пожиттєвого стра-
хування з виплатою 1 в кiнцi перiоду:

Z = vK+ J+1
m ,

Використовуючи формулу (6.1), отримуємо:

Y =
1− Z

d(m)
=⇒ Var

[
Y
]
=

Var
[
Z
](

d(m)
)2 =

2A
(m)
x −

(
A

(m)
x

)2(
d(m)

)2 . (6.5)

Позначимо 2Y, 2Z вiдповiдно теперiшнi вартостi пожиттєвого ануїтету прену-
мерандо з виплатами m разiв на рiк i пожиттєвого страхування (з виплатою 1
в кiнцi перiоду) з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ. Тодi

2Z = v
2(H+1)

m ,

2Y =
1− v

2(H+1)
m

m(1− v
2
m )

=
1− 2Z

d(m)
(
2− d(m)

m

) .
Звiдси маємо:

d(m)

(
2− d(m)

m

)
E
[
2Y
]
+ E

[
2Z
]
= 1 =⇒

=⇒ d(m)

(
2− d(m)

m

)
2ä(m)

x + 2A(m)
x = 1. (6.6)

Використовуючи цю рiвнiсть i формули (6.3), (6.5), отримуємо:

Var
[
Y
]
=

1

(d(m))2

[
1− d(m)

(
2− d(m)

m

)
2ä(m)

x −
(
1− d(m)ä(m)

x

)2]
=

=
2

d(m)

(
ä(m)
x − 2ä(m)

x

)
+

1

m
2ä(m)

x − (ä(m)
x )2.
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2-й спосiб: Згiдно з означенням Y (x) = φ
(
H(x)

)
, де

φ(h) = ä
(m)

h+1
m

∣∣ = 1− v
h+1
m

d(m)
, h = 0, 1, 2, . . . .

Оскiльки послiдовнiсть φ(h) невiд’ємна й обмежена, то за теоремою про матема-
тичне сподiвання й дисперсiю функцiї вiд невiд’ємної дискретної цiлочисельної
випадкової величини та формулою (6.2) маємо:

E
[
Y 2(x)

]
= E

[
φ2
(
H(x)

)]
= φ2(0) +

∞∑
h=0

(
φ2(h+ 1)− φ2(h)

)
h+1
m

px =

=
1

m2
+

1

(d(m))2

∞∑
h=0

(
v

h+1
m − v

h+2
m

)(
2− v

h+1
m − v

h+2
m

)
h+1
m

px =

=
1

m2
+

1

d(m)

∞∑
h=1

1

m
v

h
m

(
2− v

h
m − v

h+1
m

)
h
m
px =

=
1

d(m)

∞∑
h=0

1

m
v

h
m

(
2− v

h
m − v

h+1
m

)
h
m
px =

=
1

d(m)

∞∑
h=0

1

m
v

h
m

(
2− 2v

h
m + v

h
m − v

h+1
m

)
h
m
px =

=
2

d(m)

∞∑
h=0

1

m

(
v

h
m − v

2h
m

)
h
m
px +

∞∑
h=0

1

m2
v

2h
m h

m
px =

=
2

d(m)

(
ä(m)
x − 2ä(m)

x

)
+

1

m
2ä(m)

x .

Звiдси, зокрема, отримуємо другу рiвнiсть (6.4):

Var
[
Y
]
= E

[
Y 2
]
− E

[
Y
]2

=
2

d

(
ä(m)
x − 2ä(m)

x

)
+ 2ä(m)

x − (ä(m)
x )2.

За формулами (6.3) i (6.6) маємо:

ä(m)
x =

1−A
(m)
x

d
, 2ä(m)

x =
1− 2A

(m)
x

d(m)
(
2− d(m)

m

) .
Звiдси й з другої рiвностi (6.4) отримуємо першу рiвнiсть (6.4):

Var
[
Y
]
=

2

d(m)

1−A
(m)
x

d(m)
− 1− 2A

(m)
x

d(m)
(
2− d(m)

m

)
+
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1− 2A
(m)
x

md(m)
(
2− d(m)

m

) −

(
1−A

(m)
x

d(m)

)2

=
2A

(m)
x −

(
A

(m)
x

)2(
d(m)

)2 .

Теорема 6.4. (про пожиттєвий ануїтет пренумерандо з виплатами m разiв на
рiк для випадку сталої сили смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що
має пожиттєвий ануїтет,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (6.7)

Тодi:

(i) ä
(m)
x =

1

m
(
1− e−

µ+δ
m

) ;
(ii) Var

[
Y
]
=

e−
µ+2δ

m

(
1− e−

µ
m

)
m2
(
1− e−

µ+δ
m

)(
1− e−

µ+2δ
m

) ;

(iii) FY (y) =


0, y < 1

m

1− e−
µh
m , y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣), h ∈ N

1, y ≥ 1
d(m)

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY = ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(
1− e−

µh
m , 1− e−

µ(h+1)
m

]
, h = 0, 1, 2, . . . .

Доведення. За умовою (6.7) теореми

tpx = e−µt, tqx = 1− e−µt, t ≥ 0. (6.8)

(i) Використовуючи (6.8) i формулу для актуарної теперiшньої вартостi пожит-
тєвого ануїтету пренумерандо у формi поточних виплат, отримуємо:

ä(m)
x =

∞∑
h=0

v
h
m h

m
px =

1

m

∞∑
h=0

e−
δh
m e−

µh
m =

1

m
(
1− e−

µ+δ
m

) .
(ii) За теоремою про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо i пунктом
(i) теореми

Var
[
Y
]
=

2

d

(
ä(m)
x − 2ä(m)

x

)
+

1

m
2ä(m)

x − (ä(m)
x )2 =
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=
2

d(m)

(
1

m
(
1− e−

µ+δ
m

) − 1

m
(
1− e−

µ+2δ
m

))+

+
1

m2
(
1− e−

µ+2δ
m

) − 1

m2
(
1− e−

µ+δ
m

)2 =

=
2e−

µ+δ
m e−(µ+δ)

m2
(
1− e−

µ+δ
m

)(
1− e−

µ+2δ
m

) + 1

m2
(
1− e−

µ+2δ
m

) − 1

m2
(
1− e−

µ+δ
m

)2 =

=
1 + e−

µ+δ
m

m2
(
1− e−

µ+δ
m

)(
1− e−

µ+2δ
m

) − 1

m2
(
1− e−

µ+δ
m

)2 =

=
e−

µ+2δ
m

(
1− e−

µ
m

)
m2
(
1− e−

µ+δ
m

)(
1− e−

µ+2δ
m

) .
(iii) Випливає з (6.8) i теореми про функцiю розподiлу Y для пожиттєвого ану-
їтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

(iv) Випливає з (6.8) i наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу
Y для пожиттєвого ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

Теорема 6.5. (про пожиттєвий ануїтет пренумерандо з виплатами m разiв на
рiк для рiвномiрного розподiлу) Нехай для застрахованої особи (x), що має по-
життєвий ануїтет, випадкова величина T (x) має рiвномiрний розподiл (роз-
подiл де Муавра):

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

c ∈ N. (6.9)

Тодi:

(i) ä
(m)
x =

1

d(m)

(
1− v

1
m (1− vc)

cd(m)

)
=

1

m(1− e−
δ
m )

(
1− e−

δ
m (1− e−δc)

cm(1− e−
δ
m )

)
;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−
2δ
m (1− e−δc)

cm3(1− e−
δ
m )3

[
1 + e−δc

1 + e−
δ
m

− 1− e−δc

cm(1− e−
δ
m )

]
;

(iii) FY (y) =


0, y <

1

m
h

cm
, y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣) , h = 1, . . . , cm− 1

1, y ≥ ä
(m)

c|
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(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
( h

cm
,
h+ 1

cm

]
, h = 0, . . . , cm− 2

ä
(m)

c| , p ∈
(
1− 1

cm
, 1
)

Доведення. Згiдно з (6.9)

tqx =


t

c
, t ∈ [0, c)

1, t ≥ c
(6.10)

Pr
{
H(x) = h

}
= h+1

m
qx − h

m
qx =


1

cm
, h = 0, . . . , cm− 1

0, h ≥ cm

(6.11)

(i) Використовуючи (6.11) та формулу обчислення актуарної теперiшньої вар-
тостi пожиттєвого страхування з виплатою в кiнцi перiоду, отримуємо:

A(m)
x =

cm−1∑
h=0

v
h+1
m Pr

{
H(x) = h

}
=

cm−1∑
h=0

v
h+1
m

1

cm
=

=
v

1
m (1− vc)

cm(1− v
1
m )

=
v

1
m (1− vc)

cd(m)
=

e−
δ
m (1− e−δc)

cm(1− e−
δ
m )

.

Звiдси й за формулою про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями
пожиттєвого страхування з виплатою в кiнцi перiоду та пожиттєвого ануїтету
з виплатами m разiв на рiк маємо:

ä(m)
x =

1−A
(m)
x

d(m)
=

1

d(m)

(
1− v

1
m (1− vc)

cd(m)

)
=

=
1

m(1− e−
δ
m )

(
1− e−

δ
m (1− e−

δc
m )

cm(1− e−
δ
m )

)
.

(ii) Згiдно з пунктом (i)

2A(m)
x =

e−
2δ
m (1− e−2δc)

cm(1− e−
2δ
m )

.

Застосовуючи теорему про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо з ви-
платами m разiв на рiк, отримуємо:
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Var
[
Y
]
=

2A
(m)
x − (A

(m)
x )2

(d(m))2
=

=
1

m2(1− e−
δ
m )2

e− 2δ
m (1− e−2δc)

cm(1− e−
2δ
m )

−

(
e−

δ
m (1− e−δc)

cm(1− e−
δ
m )

)2
 =

=
e−

2δ
m (1− e−δc)

cm3(1− e−
δ
m )3

[
1 + e−δc

1 + e−
δ
m

− 1− e−δc

cm(1− e−
δ
m )

]
.

(iii) Випливає з (6.10) i теореми про функцiю розподiлу Y для пожиттєвого
ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

(iv) Випливає з (6.10) i наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу
Y для пожиттєвого ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

3.7 Строковий ануїтет пренумерандо

3.7.1 Означення

(Строковий) n-рiчний ануїтет пренумерандо з виплатами m разiв на рiк ви-
плачується застрахованiй особi (x) на початку кожного перiоду (m-перiоду) про-
тягом n рокiв вiд моменту укладання страхової угоди, допоки ця особа залиша-
ється живою. Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi
виплат такого ануїтету для виплат розмiром 1

m визначаються формулами:

bk,j =

{
1
m , k < n

0, k ≥ n
, j = 0, . . . ,m− 1;

vk,j = vk+
j
m , k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1;

yk,j =


ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣, k < n

ä
(m)

n| , k ≥ n
, j = 0, . . . ,m− 1.

Отже, теперiшня вартiсть (строкового) n-рiчного ануїтету пренумерандо з
виплатами m разiв на рiк Y = Y (x) в термiнах випадкових величин K =
K(x), J = J(x) має вигляд:

Y =


ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣, K < n

ä
(m)

n| , K ≥ n
=


1− vK+ J+1

m

d(m)
, K < n

1− vn

d(m)
, K ≥ n

(7.1)
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Актуарна теперiшня вартiсть (строкового) n-рiчного ануїтету пренумеран-
до з виплатами m разiв на рiк позначається ä

(m)

x:n| i визначається формулою:

ä
(m)

x:n| = E
[
Y
]
=

=

n−1∑
k=0

m−1∑
j=0

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ Pr{K = k, J = j
}
+ ä

(m)

n| Pr
{
K ≥ n

}
=

=

n−1∑
k=0

m−1∑
j=0

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ kpx j
m | 1

m
qx+k + ä

(m)

n| npx .

В термiнах випадкової величини H = H(x) функцiї виплат i дисконтування та
функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету мають вигляд:

bh =

{
1
m , h < mn

0, h ≥ mn

vh = v
h
m , h = 0, 1, 2, . . .

yh =


ä
(m)

h+1
m

∣∣, h < mn

ä
(m)

n| , h ≥ mn

Отже, теперiшня вартiсть (строкового) n-рiчного ануїтету пренумерандо з
виплатами m разiв на рiк Y = Y (x) визначається формулою:

Y =


ä
(m)

H+1
m

∣∣, H < nm

ä
(m)

n| , H ≥ nm
=


1− v

H+1
m

d(m)
, H < nm

1− vn

d(m)
, H ≥ nm

Актуарна теперiшня вартiсть (строкового) n-рiчного ануїтету пренумеран-
до з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

ä
(m)

x:n| = E
[
Y
]
=

nm−1∑
h=0

ä
(m)

h+1
m

∣∣ Pr{H = h
}
+ ä

(m)

n| Pr
{
H ≥ nm

}
=

=

nm−1∑
h=0

ä
(m)

h+1
m

∣∣ h
m | 1

m
qx + ä

(m)

n| npx .

3.7.2 Властивостi
Теорема 7.1. (про функцiю розподiлу Y )
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• (перша формула)

FY (y) =


0, y < 1

m

h+1
m

qx , y ∈
[
ä
(m)

h+1
m

∣∣, ä(m)

h+2
m

∣∣), h = 0, . . . , nm− 2

1, y ≥ ä
(m)

n|

=


0, y < 1

m

h
m
qx , y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣), h = 1, . . . , nm− 1

1, y ≥ ä
(m)

n|

• (друга формула)

FY (y) =


0, y < 1

m

FH

(
− 1− m

δ ln(1− d(m)y)
)
, 1

m ≤ y < ä
(m)

n|

1, y ≥ ä
(m)

n|

=

=


0, y < 1

m

1
m⌊−m

δ ln(1−dy)⌋qx ,
1
m ≤ y < ä

(m)

n|

1, y ≥ ä
(m)

n|

Доведення. Обидвi формули випливають з першої теореми про функцiю розпо-
дiлу теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо:

(i) y0 = ä
(m)

1
m

∣∣ =
1

m
;

(ii) y0 < y1 < . . . < ynm−1;

(iii) yh = ä
(m)

n| , h ≥ nm− 1;

(iv) функцiя
φ(y) = −1− m

δ
ln(1− d(m)y)

строго зростає на
[
1
m , ä

(m)

n|

]
i має таку властивiсть:

φ(yh) = h, h = 0, . . . , nm− 1.
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Наслiдок 7.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1).

• Нехай nm−1
m

qx = n− 1
m
qx < 1. Тодi

ξpY =


ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(

h
m
qx , h+1

m
qx

]
, h = 0, . . . , nm− 2

ä
(m)

n| , p ∈
(

n− 1
m
qx , 1

)
• Нехай h0

m
qx < 1 = h0+1

m
qx , 0 < h0 < nm− 1. Тодi

ξpY =


ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(

h
m
qx , h+1

m
qx

]
, h = 0, . . . , h0 − 1

ä
(m)
h0+1

m

∣∣, p ∈
(

h0
m
qx , 1

)

• Нехай 1
m
qx = 1. Тодi ξpY =

1

m
, p ∈ (0, 1).

Доведення. Випливає з наслiдку про процентиль до другої теореми про фун-
кцiю розподiлу теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо i теореми 7.1.

Теорема 7.2. (про властивостi актуарної теперiшньої вартостi n-рiчного ануї-
тету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк)

(i) зображення у формi поточних виплат

ä
(m)

x:n| =

nm−1∑
h=0

1

m
v

h
m h

m
px =

nm−1∑
h=0

1

m
h
m
Ex =

=

n−1∑
k=0

m−1∑
j=0

1

m
vk+

j
m

k+ j
m
px =

n−1∑
k=0

m−1∑
j=0

1

m k+ j
m
Ex ; (7.2)

(ii) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю n-рiчного мiшаного страху-
вання з виплатою в кiнцi перiоду

1 = d(m)ä
(m)

x:n| +A
(m)

x:n|; (7.3)

(iii) рекурентна формула

ä
(m)

x:n| =

m−1∑
h=0

1

m
v

h
m h

m
px + vpxä

(m)

x+1:n−1|, n ∈ N.
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Доведення. (i) Випливає з (загальної) теореми про зображення у формi пото-
чних виплат актуарної теперiшньої вартостi ануїтету пренумерандо з виплатами
m разiв на рiк.

(ii) Нехай Z позначає тепершню вартiсть n-рiчного мiшаного страхування з
виплатою 1 в кiнцi перiоду:

Z =

{
vK+ J+1

m , K < n

vn, K ≥ n

Використовуючи формулу (7.1), отримуємо:

1 = d(m)Y + Z =⇒ 1 = d(m)E
[
Y
]
+ E

[
Z
]
= d(m)ä

(m)

x:n| +A
(m)

x:n|.

(iii) Випливає з (загальної) теореми про рекурентне спiввiдношення на актуарну
теперiшню вартiсть ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк. Пере-
вiримо умову цiєї теореми. Позначимо b̃k,j функцiю виплат для (n− 1)-рiчного
ануїтету пренумерандо для особи (x+ 1). Тодi

b̃k,j =

{
1
m , k < n− 1

0, k ≥ n− 1
=

{
1
m , k + 1 < n

0, k + 1 ≥ n
= bk+1,j , j = 0, . . . ,m− 1.

Теорема 7.3. (про дисперсiю n-рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m
разiв на рiк)

Var
[
Y
]
=

2A
(m)

x:n| −
(
A

(m)

x:n|

)2(
d(m)

)2 =

=
2

d(m)

(
ä
(m)

x:n| −
2ä

(m)

x:n|

)
+

1

m
2ä

(m)

x:n| −
(
ä
(m)

x:n|

)2
, (7.4)

де 2ä
(m)

x:n|,
2A

(m)

x:n| позначають вiдповiдно актуарнi теперiшнi вартостi n-рiчного
ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк i n-рiчного мiшаного стра-
хування життя з виплатою в кiнцi перiоду для особи (x) з iнтенсивнiстю
вiдсоткової ставки 2δ.

Доведення. 1-й спосiб: Нехай Z позначає тепершню вартiсть n-рiчного мiшано-
го страхування з виплатою 1 в кiнцi перiоду:

Z =

{
vK+ J+1

m , K < n

vn, K ≥ n
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Використовуючи формулу (7.1), отримуємо:

Y =
1− Z

d(m)
=⇒ Var

[
Y
]
=

Var
[
Z
](

d(m)
)2 =

2A
(m)

x:n| −
(
A

(m)

x:n|

)2(
d(m)

)2 .

Позначимо 2Y, 2Z вiдповiдно теперiшнi вартостi n-рiчного ануїтету пренуме-
рандо з виплатами m разiв на рiк i n-рiчного мiшаного страхування життя з
виплатою 1 в кiнцi перiоду для особи (x) з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ.
Тодi

2Z =

v
2(H+1)

m , H < nm

v
2n
m , H ≥ nm

2Y =


1− v

2(H+1)
m

m(1− v
2
m )

, H < nm

1− v
2n
m

m(1− v
2
m )

, H ≥ nm

=
1− 2Z

d(m)
(
2− d(m)

m

) .
Звiдси маємо:

d(m)

(
2− d(m)

m

)
E
[
2Y
]
+ E

[
2Z
]
= 1 =⇒

=⇒ d(m)

(
2− d(m)

m

)
2ä

(m)

x:n| +
2A

(m)

x:n| = 1. (7.5)

Використовуючи цю рiвнiсть, формулу (7.3) i першу рiвнiсть (7.4), отримуємо
другу рiвнiсть (7.4):

Var
[
Y
]
=

1

(d(m))2

[
1− d(m)

(
2− d(m)

m

)
2ä

(m)

x:n| −
(
1− d(m)ä

(m)

x:n|

)2]
=

=
2

d(m)

(
ä
(m)

x:n| −
2ä

(m)

x:n|

)
+

1

m
2ä

(m)

x:n| −
(
ä
(m)

x:n|

)2
.

2-й спосiб: Згiдно з означенням Y (x) = φ
(
H(x)

)
, де

φ(h) =


ä
(m)

h+1
m

∣∣, h < nm

ä
(m)

n| , h ≥ nm
=


1− v

h+1
m

d(m)
, h < nm

1− vn

d(m)
, h ≥ nm

Оскiльки послiдовнiсть φ(h) невiд’ємна й обмежена, то за теоремою про матема-
тичне сподiвання й дисперсiю функцiї вiд невiд’ємної дискретної цiлочисельної
випадкової величини та формулою (7.2) маємо:
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E
[
Y 2(x)

]
= E

[
φ2
(
H(x)

)]
= φ2(0) +

∞∑
h=0

(
φ2(h+ 1)− φ2(h)

)
h+1
m

px =

=
1

m2
+

1

(d(m))2

nm−2∑
h=0

(
v

h+1
m − v

h+2
m

)(
2− v

h+1
m − v

h+2
m

)
h+1
m

px =

=
1

m2
+

1

d(m)

nm−1∑
h=1

1

m
v

h
m

(
2− v

h
m − v

h+1
m

)
h
m
px =

=
1

d(m)

nm−1∑
h=0

1

m
v

h
m

(
2− v

h
m − v

h+1
m

)
h
m
px =

=
1

d(m)

nm−1∑
h=0

1

m
v

h
m

(
2− 2v

h
m + v

h
m − v

h+1
m

)
h
m
px =

=
2

d(m)

nm−1∑
h=0

1

m

(
v

h
m − v

2h
m

)
h
m
px +

nm−1∑
h=0

1

m2
v

2h
m h

m
px =

=
2

d(m)

(
ä
(m)

x:n| −
2ä

(m)

x:n|

)
+

1

m
2ä

(m)

x:n|.

Звiдси, зокрема, отримуємо другу рiвнiсть (7.4):

Var
[
Y
]
= E

[
Y 2
]
− E

[
Y
]2

=
2

d(m)

(
ä
(m)

x:n| −
2ä

(m)

x:n|

)
+

1

m
2ä

(m)

x:n| −
(
ä
(m)

x:n|

)2
.

За формулами (7.3) i (7.5) маємо:

ä
(m)

x:n| =
1−A

(m)

x:n|

d
, 2ä

(m)

x:n| =
1− 2A

(m)

x:n|

d(m)
(
2− d(m)

m

) .
Звiдси й з другої рiвностi (7.4) отримуємо першу рiвнiсть (7.4):

Var
[
Y
]
=

2

d(m)

1−A
(m)

x:n|

d(m)
−

1− 2A
(m)

x:n|

d(m)
(
2− d(m)

m

)
+

1− 2A
(m)

x:n|

md(m)
(
2− d(m)

m

) −

1−A
(m)

x:n|

d(m)

2

=

2A
(m)

x:n| −
(
A

(m)

x:n|

)2(
d(m)

)2 .

Теорема 7.4. (про n-рiчний ануїтет пренумерандо з виплатами m разiв на рiк
для випадку сталої сили смертностi) Нехай для застрахованої особи (x), що має
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n-рiчний ануїтет,
µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (7.6)

Тодi:

(i) ä
(m)

x:n| =
1− e−(µ+δ)n

m
(
1− e−

µ+δ
m

) ;
(ii) Var

[
Y
]
=

2

d(m)

(
1− e−(µ+δ)n

m
(
1− e−

µ+δ
m

) − 1− e−(µ+2δ)n

m
(
1− e−

µ+2δ
m

))+

+
1− e−(µ+2δ)n

m2
(
1− e−

µ+2δ
m

) −( 1− e−(µ+δ)n

m
(
1− e−

µ+δ
m

))2

;

(iii) FY (y) =


0, y < 1

m

1− e−
µh
m , y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣) , h = 1, . . . , nm− 1

1, y ≥ ä
(m)

n|

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(
1− e−

µh
m , 1− e−

µ(h+1)
m

]
, h = 0, . . . , nm− 2

ä
(m)

n| , p ∈
(
1− e−

µ(nm−1)
m , 1

)
Доведення. За умовою (7.6) теореми

tpx = e−µt, tqx = 1− e−µt, t ≥ 0. (7.7)

(i) Використовуючи (7.7) i формулу для актуарної теперiшньої вартостi n-
рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк у формi поточних
виплат, отримуємо:

ä
(m)

x:n| =

nm−1∑
h=0

1

m
v

h
m h

m
px =

1

m

nm−1∑
h=0

e−
δh
m e−

µh
m =

1− e−(µ+δ)n

m
(
1− e−

µ+δ
m

) .
(ii) За теоремою про дисперсiю n-рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами
m разiв на рiк i пунктом (i) теореми

Var
[
Y
]
=

2

d(m)

(
ä
(m)

x:n| −
2ä

(m)

x:n|

)
+

1

m
2ä

(m)

x:n| −
(
ä
(m)

x:n|

)2
=

=
2

d(m)

(
1− e−(µ+δ)n

m
(
1− e−

µ+δ
m

) − 1− e−(µ+2δ)n

m
(
1− e−

µ+2δ
m

))+



3.7. Строковий ануїтет пренумерандо 167

+
1− e−(µ+2δ)n

m
(
1− e−

µ+2δ
m

) −( 1− e−(µ+δ)n

m
(
1− e−

µ+δ
m

))2

;

(iii) Випливає з (7.7) i теореми про функцiю розподiлу Y для строкового ануїтету
пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

(iv) Випливає з (7.7) i наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу
Y для строкового ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

Теорема 7.5. (про n-рiчний ануїтет пренумерандо з виплатами m разiв на
рiк для рiвномiрного розподiлу) Нехай для застрахованої особи (x), що має n-
рiчний ануїтет, випадкова величина T (x) має рiвномiрний розподiл (розподiл
де Муавра):

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

c > n. (7.8)

Тодi:

(i) ä
(m)

x:n| =
1

d(m)

(
1− v

1
m (1− vn)

cd(m)
− vn

(
1− n

c

))
=

=
1

m(1− e−
δ
m )

(
1− e−

δ
m (1− e−δn)

cm(1− e−
δ
m )

− e−δn
(
1− n

c

))
;

(ii) Var
[
Y
]
=

1

m2(1− e−
δ
m )2

[
e−

2δ
m (1− e−2δn)

cm(1− e−
2δ
m )

+ e−2δn
(
1− n

c

)
−

−

(
e−

δ
m (1− e−δn)

cm(1− e−
δ
m )

+ e−δn
(
1− n

c

))2
 ;

(iii) FY (y) =


0, y <

1

m
h

cm
, y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣) , h = 1, . . . , nm− 1

1, y ≥ ä
(m)

n|

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


äk+1|, p ∈

(
k

c
,
k + 1

c

]
, k = 0, . . . , c− 2

äc|, p ∈
(
1− 1

c
, 1

)



168 Роздiл 3. Дискретнi страховi ануїтети з виплатами M разiв на рiк

ξpY =


ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(

h

cm
,
h+ 1

cm

]
, h = 0, . . . , nm− 2

ä
(m)

n| , p ∈
(
nm− 1

cm
, 1

)
Доведення. Згiдно з (7.8)

tqx =


t

c
, t ∈ [0, c)

1, t ≥ c
(7.9)

Pr
{
H(x) = h

}
= h+1

m
qx − h

m
qx =


1

cm
, h < ⌊cm⌋

1− ⌊cm⌋
cm

, h = ⌊cm⌋
(7.10)

(i) Використовуючи (7.9), (7.10) та формулу обчислення актуарної теперiшньої
вартостi n-рiчного мiшаного страхування життя з виплатою в кiнцi перiоду,
отримуємо:

A
(m)

x:n| =

nm−1∑
h=0

v
h+1
m Pr

{
H(x) = h

}
+ vnPr

{
H(x) ≥ nm

}
=

=

nm−1∑
h=0

v
h+1
m

1

cm
+ vn

(
1− n

c

)
=

v
1
m (1− vn)

cm(1− v
1
m )

+ vn
(
1− n

c

)
=

=
v

1
m (1− vn)

cd(m)
+ vn

(
1− n

c

)
=

e−
δ
m (1− e−δn)

cm(1− e−
δ
m )

+ e−δn
(
1− n

c

)
.

Звiдси й за формулою про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями n-
рiчного мiшаного страхування життя з виплатою в кiнцi перiоду та n-рiчного
ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк отримуємо твердження цього
пункту.

ä
(m)

x:n| =
1−A

(m)

x:n|

d(m)
=

1

d(m)

(
1− v

1
m (1− vn)

cd(m)
− vn

(
1− n

c

))
.

(ii) Згiдно з пунктом (i)

2A
(m)

x:n| =
e−

2δ
m (1− e−2δn)

cm(1− e−
2δ
m )

+ e−2δn
(
1− n

c

)
.

Застосовуючи теорему про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо з ви-
платами m разiв на рiк, отримуємо:
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Var
[
Y
]
=

2A
(m)

x:n| −
(
A

(m)

x:n|

)2
(d(m))2

=

=
1

m2(1− e−
δ
m )2

[
e−

2δ
m (1− e−2δn)

cm(1− e−
2δ
m )

+ e−2δn
(
1− n

c

)
−

−

(
e−

δ
m (1− e−δn)

cm(1− e−
δ
m )

+ e−δn
(
1− n

c

))]
.

(iii) Випливає з (7.9) i теореми про функцiю розподiлу Y для строкового ануїтету
пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

(iv) Випливає з (7.9) i наслiдку про процентиль теореми про функцiю розподiлу
Y для строкового ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

3.8 Вiдкладений (вiдтермiнований) пожиттєвий ану-
їтет пренумерандо

3.8.1 Означення
Вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет пренумерандо з виплатами m
разiв на рiк виплачується застрахованiй особi (x) на початку кожного перiоду
(m-перiоду), починаючи з вiку x+ l (тобто через l рокiв пiсля укладання стра-
хової угоди), допоки вона залишається живою. Якщо застрахована особа (x) не
доживає до вiку x + l, то їй не виплачується нiчого. Функцiї виплат i дискон-
тування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету для виплат
розмiром 1

m визначаються формулами:

bk,j =

{
0, k < l
1
m , k ≥ l

, j = 0, . . . ,m− 1;

vk,j = vk+
j
m , k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1;

yk,j =

0, k < l

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , k ≥ l , j = 0, . . . ,m− 1.

Отже, теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету
пренумерандо з виплатами m разiв на рiк Y = Y (x) в термiнах випадкових
величин K = K(x), J = J(x) має вигляд:

Y =

0, K < l

ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , K ≥ l =

0, K < l

vl − vK+ J+1
m

d(m)
, K ≥ l

=
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=

0, K < l

vl
1− vK+ J+1

m −l

d(m)
, K ≥ l

=

0, K < l

vlä
(m)

K+ J+1
m −l

∣∣, K ≥ l (8.1)

Актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїте-
ту пренумерандо з виплатами m разiв на рiк позначається l|ä

(m)
x i визначається

формулою:

l|ä
(m)
x = E

[
Y
]
=

∞∑
k=l

m−1∑
j=0

vlä
(m)

k+ j+1
m −l

∣∣ Pr{K = k, J = j
}
=

=

∞∑
k=l

m−1∑
j=0

vlä
(m)

k+ j+1
m −l

∣∣ kpx j
m | 1

m
qx+k. (8.2)

В термiнах випадкової величини H = H(x) функцiї виплат i дисконтування та
функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету мають вигляд:

bh =

{
0, h < lm
1
m , h ≥ lm

vh = v
h
m , h = 0, 1, 2, . . . ;

yh =


0, h < lm

h∑
s=lm

1
m v

s
m , h ≥ lm

=

0, h < lm

ä
(m)

h+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , h ≥ lm

Отже, теперiшня вартiсть Y визначається формулою:

Y =

0, H < lm

ä
(m)

H+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , H ≥ lm =

0, H < lm

vl − v
H+1
m

d(m)
, H ≥ lm

=

0, H < lm

vl
1− v

H+1
m −l

d(m)
, H ≥ lm

=

0, H < lm

vlä
(m)

H+1
m −l

∣∣, H ≥ lm

Актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїте-
ту пренумерандо з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

l|ä
(m)
x = E

[
Y
]
=

∞∑
h=lm

vlä
(m)

h+1
m −l

∣∣ Pr{H = h
}
=

∞∑
h=lm

vlä
(m)

h+1
m −l

∣∣ h
m | 1

m
qx.
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3.8.2 Властивостi

Теорема 8.1. (про функцiю розподiлу вiдкладеного на n рокiв пожиттєвого
ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк)

• (перша формула)

FY (y) =


0, y < 0

h
m
qx , y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ − ä
(m)

l| , ä
(m)

h+1
m

∣∣ − ä
(m)

l|

)
, h ≥ lm

1, y ≥ vl

d(m)

=


0, y < 0

h
m
qx , y ∈

[
vlä

(m)

h
m−l
∣∣, vlä(m)

h+1
m −l

∣∣), h ≥ lm

1, y ≥ vl

d(m)

• (друга формула)

FY (y) =


0, y < 0

FH

(
− 1− m

δ ln(vl − d(m)y)
)
, 0 ≤ y < vl

d(m)

1, y ≥ vl

d(m)

=

=


0, y < 0

1
m⌊−m

δ ln(vl−d(m)y)⌋qx , 0 ≤ y < vl

d(m)

1, y ≥ vl

d(m)

Вправа 1. Довести теорему 8.1.

Наслiдок 8.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1).

• Нехай tqx < 1 ∀t ≥ 0. Тодi

ξpY =


0, p ∈ (0, lqx ]

ä
(m)

h+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , p ∈
(

h
m
qx , h+1

m
qx

]
, h ≥ lm
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• Нехай h0
m
qx < 1 = h0+1

m
qx , h0 > lm− 1. Тодi

ξpY =



0, p ∈ (0, lqx ]

ä
(m)

h+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , p ∈
(

h
m
qx , h+1

m
qx

]
, h = lm, . . . , h0 − 1

ä
(m)
h0+1

m

∣∣ − ä
(m)

l| , p ∈
(

h0
m
qx , 1

)
• Нехай lqx = 1. Тодi ξpY = 0, p ∈ (0, 1).

Вправа 2. Довести наслiдок 8.1.1.

Теорема 8.2. (про властивостi актуарної теперiшньої вартостi вiдкладеного на
l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк)

(i) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю пожиттєвого ануїтету пре-
нумерандо особи (x+ l) з виплатами m разiв на рiк

l|ä
(m)
x = vl lpx ä

(m)
x+l = lEx ä

(m)
x+l;

(ii) зв’язок з актуарними теперiшнiми вартостями пожиттєвого та l-рiчного
ануїтетiв пренумерандо з виплатами m разiв на рiк

l|ä
(m)
x = ä(m)

x − ä
(m)

x: l| ; (8.3)

(iii) зображення у формi поточних виплат

l|ä
(m)
x =

∞∑
h=lm

1

m
v

h
m h

m
px =

∞∑
h=lm

1

m
h
m
Ex =

=

∞∑
k=l

m−1∑
j=0

1

m
vk+

j
m

k+ j
m
px =

∞∑
k=l

m−1∑
j=0

1

m k+ j
m
Ex ; (8.4)

(iv) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю вiдкладеного на l рокiв по-
життєвого страхування з виплатою в кiнцi перiоду

lEx = d(m)
l|ä

(m)
x + l|A

(m)
x ; (8.5)

(v) рекурентна формула

l|ä
(m)
x = vpx l−1|ä

(m)
x+1 = Ex l−1|ä

(m)
x+1, l ∈ N.

Вправа 3. Довести теорему 8.2.
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Теорема 8.3. (про дисперсiю теперiшньої вартостi вiдкладеного на l рокiв по-
життєвого ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк)

Var
[
Y
]
=

2

d(m)

(
vl l|ä

(m)
x − l|

2ä(m)
x

)
+

1

m
l|
2ä(m)

x −
(
l|ä

(m)
x

)2
=

=
1

(d(m))2

(
v2l lpx lqx + l|

2A(m)
x −

(
l|A

(m)
x

)2 − 2vl lqx l|A
(m)
x

)
, (8.6)

де l|
2ä

(m)
x , l|

2A
(m)
x позначають вiдповiдно актуарнi теперiшнi вартостi вiдкла-

деного на l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв
на рiк i вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого страхування життя з випла-
тою 1 в кiнцi перiоду для особи (x) з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Вправа 4. Довести теорему 8.3.

Теорема 8.4. (про вiдкладений пожиттєвий ануїтет пренумерандо з виплатами
m разiв на рiк для випадку сталої сили смертностi) Нехай для застрахованої
особи (x), що має вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет пренумерандо
з виплатами m разiв на рiк,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (8.7)

Тодi:

(i) l|ä
(m)
x =

e−(µ+δ)l

m(1− e−
µ+δ
m )

;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−(µ+2δ)l

m2(1− e−
µ+δ
m )

(
1 + e−

µ+δ
m

1− e−
µ+2δ

m

− e−µl

1− e−
µ+δ
m

)
;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

1− e−
µh
m , y ∈

[
vlä

(m)

h
m−l
∣∣, vlä(m)

h+1
m −l

∣∣) , h ≥ lm

1, y ≥ vl

d(m)

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


0, p ∈ (0, lqx ]

ä
(m)

h+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , p ∈
(
1− e−

µh
m , 1− e−

µ(h+1)
m

]
, h ≥ lm

Вправа 5. Довести теорему 8.4.
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Теорема 8.5. (про вiдкладений пожиттєвий ануїтет пренумерандо з виплата-
ми m разiв на рiк для рiвномiрного розподiлу) Нехай для застрахованої особи
(x), що має вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет пренумерандо з ви-
платами m разiв на рiк, випадкова величина T (x) має рiвномiрний розподiл
(розподiл де Муавра) (l < c) :

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

c ∈ N. (8.8)

Тодi:

(i) l|ä
(m)
x =

vl

d(m)

[
1− l

c
− v

1
m (1− vc−l)

cd(m)

]
=

=
e−δl

m(1− e−
δ
m )

[
1− l

c
− e−

δ
m (1− e−δ(c−l))

cm(1− e−
δ
m )

]
;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−2δl

m2(1− e−
δ
m )2

[
l

c

(
1− l

c

)
+

e−
2δ
m (1− e−2δ(c−l))

cm(1− e−
2δ
m )

−

−

(
e−

δ
m (1− e−δ(c−l))

cm(1− e−
δ
m )

)2

− 2le−
δ
m (1− e−δ(c−l))

c2m(1− e−
δ
m )

 ;

(iii) FY (y) =


0, y < 0

h

cm
, y ∈

[
vlä

(m)

h
m−l
∣∣, vlä(m)

h+1
m −l

∣∣) , h = lm, . . . , cm− 1

1, y ≥ vlä
(m)

c−l|

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


0, p ∈ (0, lqx

l
c ]

ä
(m)

h+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , p ∈
(

h
cm , h+1

cm

]
, h = lm, . . . , cm− 2

ä
(m)

c| − ä
(m)

l| , p ∈
(
1− 1

cm , 1
)

Вправа 6. Довести теорему 8.5.
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3.9 Вiдкладений (вiдтермiнований) строковий ану-
їтет пренумерандо

3.9.1 Означення

Вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет пренумерандо з виплатами m разiв
на рiк виплачується застрахованiй особi (x) на початку кожного перiоду (iнтер-
вала розбиття), починаючи з вiку x + l (тобто через l рокiв пiсля укладання
страхової угоди) протягом n рокiв, допоки вона залишається живою. Якщо за-
страхована особа (x) не доживає до вiку x + l, то їй не виплачується нiчого.
Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого
ануїтету для виплат розмiром 1

m визначаються формулами:

bk,j =


0, k < l
1
m , l ≤ k < l + n

0, k ≥ l + n

, j = 0, . . . ,m− 1;

vk+ j
m

= vk+
j
m , k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1;

yk,j =


0, k < l

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , l ≤ k < l + n

ä
(m)

l+n| − ä
(m)

l| , k ≥ l + n

, j = 0, . . . ,m− 1.

Отже, теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету прену-
мерандо з виплатами m разiв на рiк Y = Y (x) в термiнах випадкових величин
K = K(x), J = J(x) має вигляд:

Y =


0, K < l

ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , l ≤ K < l + n

ä
(m)

l+n| − ä
(m)

l| , K ≥ l + n

=

=



0, K < l

vl − vK+ J+1
m

d(m)
, l ≤ K < l + n

vl − vl+n

d(m)
, K ≥ l + n

=
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=



0, K < l

vl
1− vK+ J+1

m −l

d(m)
, l ≤ K < l + n

vl
1− vn

d(m)
, K ≥ l + n

=

=


0, K < l

vlä
(m)

K+ J+1
m −l

∣∣, l ≤ K < l + n

vlä
(m)

n| , K ≥ l + n

(9.1)

Актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету
пренумерандо з виплатами m разiв на рiк позначається l|nä

(m)
x i визначається

формулою:

l|nä
(m)
x = E

[
Y
]
=

=

l+n−1∑
k=l

m−1∑
j=0

vlä
(m)

k+ j+1
m −l

∣∣ Pr{K = k, J = j
}
+ vlä

(m)

n| Pr
{
K ≥ l + n

}
=

=

l+n−1∑
k=l

m−1∑
j=0

vlä
(m)

k+ j+1
m −l

∣∣ kpx j
m | 1

m
qx+k + vlä

(m)

n| l+npx . (9.2)

В термiнах випадкової величини H = H(x) функцiї виплат i дисконтування та
функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету мають вигляд:

bh =


0, h < lm
1
m , lm ≤ h < (l + n)m

0, h ≥ (l + n)m

v h
m

= v
h
m , h = 0, 1, 2, . . .

yh =



0, h < lm

h∑
s=lm

1
m v

s
m , lm ≤ h < (l + n)m

(l+n)m−1∑
s=lm

1
m v

s
m , h ≥ (l + n)m

=

=


0, h < lm

ä
(m)

h+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , lm ≤ h < (l + n)m

ä
(m)

l+n| − ä
(m)

l| , h ≥ (l + n)m
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Отже, теперiшня вартiсть Y визначається формулою:

Y =


0, H < lm

ä
(m)

H+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , lm ≤ H < (l + n)m

ä
(m)

l+n| − ä
(m)

l| , H ≥ (l + n)m

=

=



0, H < lm

vl − v
H+1
m

d(m)
, lm ≤ H < (l + n)m

vl − vl+n

d(m)
, H ≥ (l + n)m

=

=



0, H < lm

vl
1− v

H+1
m −l

d(m)
, lm ≤ H < (l + n)m

vl
1− vn

d(m)
, H ≥ (l + n)m

=

=


0, H < lm

vlä
(m)

H+1
m −l

∣∣, lm ≤ H < (l + n)m

vlä
(m)

n| , H ≥ (l + n)m

Актуарна теперiшня вартiсть вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету
пренумерандо з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

l|nä
(m)
x = E

[
Y
]
=

(l+n)m−1∑
h=lm

vlä
(m)

h+1
m −l

∣∣ Pr{H = h
}
+ vlä

(m)

n| l+npx =

=

(l+n)m−1∑
h=lm

vlä
(m)

h+1
m −l

∣∣ h
m | 1

m
qx + vlä

(m)

n| l+npx .

3.9.2 Властивостi

Вправа 1. Сформулювати й довести теорему про функцiю розподiлу вiдкладеного на
l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.

Вправа 2. Сформулювати й довести наслiдок про процентиль теперiшньої вартостi
вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк.



178 Роздiл 3. Дискретнi страховi ануїтети з виплатами M разiв на рiк

Вправа 3. Сформулювати й довести теорему про властивостi актуарної теперiшньої
вартостi вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m
разiв на рiк:

(i) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю n-рiчного ануїтету пренумерандо з
виплатами m разiв на рiк особи (x+ l)

(ii) зв’язок з актуарними теперiшнiми вартостями (l + n)-рiчного та l-рiчного ануї-
тетiв пренумерандо з виплатами m разiв на рiк

(iii) зображення у формi поточних виплат

(iv) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю вiдкладеного на l рокiв n-рiчного
мiшаного страхування життя з виплатою в кiнцi перiоду

(v) рекурентна формула

Вправа 4. Сформулювати й довести теорему про дисперсiю теперiшньої вартостi вiд-
кладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк
(навести два рiзних способи доведення).

Вправа 5. Сформулювати й довести теорему про вiдкладений строковвий ануїтет
пренумерандо з виплатами m разiв на рiк для випадку сталої сили смертностi:

(i) l|nä
(m)
x

(ii) Var
[
Y
]

(iii) FY (y)

(iv) ξpY

Вправа 6. Сформулювати й довести теорему про вiдкладений строковвий ануїтет
пренумерандо з виплатами m разiв на рiк для рiвномiрного розподiлу:

(i) l|nä
(m)
x

(ii) Var
[
Y
]

(iii) FY (y)

(iv) ξpY

3.10 Пожиттєвий ануїтет пренумерандо з гаран-
тiєю

3.10.1 Означення
Пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю з виплатами m
разiв на рiк виплачується застрахованiй особi (x) на початку кожного перiоду
(m-перiоду) протягом n рокiв, якщо ця особа не доживає до вiку x + n, i ви-
плачується допоки особа (x) залишається живою, якщо ця особа доживає до
вiку x+ n (тобто за цiєю страховою угодою гарантовано буде сплачено ануїтет
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пренумерандо з виплатами m разiв на рiк протягом n рокiв). Функцiї виплат
i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету для
виплат розмiром 1

m визначаються формулами:

bk,j =
1

m
, k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1;

vk+ j
m

= vk+
j
m , k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1;

yk,j =


ä
(m)

n| , k < n

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣, k ≥ n
, j = 0, . . . ,m− 1.

Отже, теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-рiчною
гарантiєю з виплатами m разiв на рiк Y = Y (x) в термiнах випадкових величин
K = K(x), J = J(x) має вигляд:

Y =


ä
(m)

n| , K < n

ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣, K ≥ n
=


1− vn

d(m)
, K < n

1− vK+ J+1
m

d(m)
, K ≥ n

(10.1)

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-
рiчною гарантiєю з виплатами m разiв на рiк позначається ä

(m)

x:n|
i визначається

формулою:

ä
(m)

x:n|
= E

[
Y
]
=

= ä
(m)

n| Pr
{
K < n

}
+

∞∑
k=n

m−1∑
j=0

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ Pr{K = k, J = j
}
=

= ä
(m)

n| nqx +

∞∑
k=n

m−1∑
j=0

ä
(m)

k+ j+1
m

∣∣ kpx j
m | 1

m
qx+k.

В термiнах випадкової величини H = H(x) функцiї виплат i дисконтування та
функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету мають вигляд:

bh =
1

m
, h = 0, 1, 2, . . . ;

v h
m

= v
h
m , h = 0, 1, 2, . . . ;

yh =


ä
(m)

n| , h < nm

ä
(m)

h+1
m

∣∣, h ≥ nm
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Отже, теперiшня вартiсть Y визначається формулою:

Y =


ä
(m)

n| , H < nm

ä
(m)

H+1
m

∣∣, H ≥ nm
=


1− vn

d(m)
, H < nm

1− v
H+1
m

d(m)
, H ≥ nm

(10.2)

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-
рiчною гарантiєю з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

ä
(m)

x:n|
= E

[
Y
]
=

= ä
(m)

n| Pr
{
H < nm

}
+

∞∑
h=nm

vnä
(m)

h+1
m −n

∣∣ Pr{H = h
}
=

= ä
(m)

n| nqx +

∞∑
h=nm

ä
(m)

h+1
m

∣∣ h
m | 1

m
qx.

3.10.2 Властивостi
Теорема 10.1. (про функцiю розподiлу вiдкладеного на n рокiв пожиттєвого
ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк)

• (перша формула)

FY (y) =


0, y < ä

(m)

n|

h
m
qx , y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣), h ≥ nm

1, y ≥ 1
d(m)

• (друга формула)

FY (y) =


0, y < ä

(m)

n|

FH

(
− 1− m

δ ln(1− d(m)y)
)
, ä

(m)

n| ≤ y < 1
d(m)

1, y ≥ 1
d(m)

=

=


0, y < ä

(m)

n|

1
m⌊−m

δ ln(1−d(m)y)⌋qx , ä
(m)

n| ≤ y < 1
d(m)

1, y ≥ 1
d(m)

Вправа 1. Довести теорему 10.1.
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Наслiдок 10.1.1. (про процентиль випадкової величини Y ) Нехай ξpY позначає
p-й процентиль теперiшньої вартостi втрат Y, p ∈ (0, 1).

• Нехай tqx < 1 ∀t ≥ 0. Тодi

ξpY =


ä
(m)

n| , p ∈ (0, nqx ]

ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(

h
m
qx , h+1

m
qx

]
, h ≥ nm

• Нехай h0
m
qx < 1 = h0+1

m
qx , h0 > nm− 1. Тодi

ξpY =



ä
(m)

n| , p ∈ (0, nqx ]

ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(

h
m
qx , h+1

m
qx

]
, h = nm, . . . , h0 − 1

ä
(m)
h0+1

m

∣∣, p ∈
(

h0
m
qx , 1

)
• Нехай nqx = 1. Тодi ξpY = ä

(m)

n| , p ∈ (0, 1).

Вправа 2. Довести наслiдок 10.1.1.

Теорема 10.2. (про властивостi актуарної теперiшньої вартостi пожиттєвого
ануїтету пренумерандо з n-рiчною гарантiєю з виплатами m разiв на рiк)

(i) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю вiдкладеного на n рокiв по-
життєвого ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк

ä
(m)

x:n|
= ä

(m)

n| + n|ä
(m)
x ; (10.3)

(ii) зв’язок з актуарною теперiшньою вартiстю пожиттєвого ануїтету пре-
нумерандо особи (x+ n) з виплатами m разiв на рiк

ä
(m)

x:n|
= ä

(m)

n| + nEx ä
(m)
x+n; (10.4)

(iii) зв’язок з актуарними теперiшнiми вартостями пожиттєвого та n-
рiчного ануїтетiв пренумерандо з виплатами m разiв на рiк

ä
(m)

x:n|
= ä

(m)

n| + ä(m)
x − ä

(m)

x:n|; (10.5)

(iv) зображення у формi поточних виплат
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ä
(m)

x:n|
= ä

(m)

n| +

∞∑
h=nm

1

m
v

h
m h

m
px = ä

(m)

n| +

∞∑
h=nm

1

m
h
m
Ex =

= ä
(m)

n| +

∞∑
k=n

m−1∑
j=0

1

m
vk+

j
m

k+ j
m
px = ä

(m)

n| +

∞∑
k=n

m−1∑
j=0

1

m k+ j
m
Ex ; (10.6)

(v) рекурентна формула

ä
(m)

x:n|
=

m−1∑
s=0

1

m
v

s
m + qx

nm−1∑
s=m

1

m
v

s
m + vpxä

(m)

x+1:n−1|
.

Вправа 3. Довести теорему 10.2.

Теорема 10.3. (про дисперсiю пожиттєвого ануїтету пренумерандо з n-рiчною
гарантiєю з виплатами m разiв на рiк)

Var
[
Y
]
=

2

d(m)

(
vn n|ä

(m)
x − n|

2ä(m)
x

)
+

1

m
n|

2ä(m)
x −

(
n|ä

(m)
x

)2
=

=
1

(d(m))2

(
v2n npx nqx + n|

2A(m)
x −

(
n|A

(m)
x

)2 − 2vn nqx n|A
(m)
x

)
, (10.7)

де n|
2ä

(m)
x , n|

2A
(m)
x позначають вiдповiдно актуарнi теперiшнi вартостi вiдкла-

деного на n рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв
на рiк i вiдкладеного на n рокiв пожиттєвого страхування з виплатою 1 в
кiнцi перiоду для особи (x) з iнтенсивнiстю вiдсоткової ставки 2δ.

Вправа 4. Довести теорему 10.3.

Теорема 10.4. (про пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю
з виплатами m разiв на рiк для випадку сталої сили смертностi) Нехай для за-
страхованої особи (x), що має пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною
гарантiєю з виплатами m разiв на рiк,

µ(x+ t) = µ = const, t ≥ 0. (10.8)

Тодi:

(i) ä
(m)

x:n|
=

1− e−δn

m(1− e−
δ
m )

+
e−(µ+δ)n

m(1− e−
µ+δ
m )

;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−(µ+2δ)l

m2(1− e−
µ+δ
m )

(
1 + e−

µ+δ
m

1− e−
µ+2δ

m

− e−µl

1− e−
µ+δ
m

)
;
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(iii) FY (y) =


0, y < ä

(m)

n|

1− e−
µh
m , y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣) , h ≥ nm

1, y ≥ 1
d(m)

(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


ä
(m)

n| , p ∈
(
0, 1− e−µn

]
ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(
1− e−

µh
m , 1− e−

µ(h+1)
m

]
, h ≥ nm

Вправа 5. Довести теорему 10.4.

Теорема 10.5. (про пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю з
виплатами m разiв на рiк для рiвномiрного розподiлу) Нехай для застрахованої
особи (x), що має пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гарантiєю з
виплатами m разiв на рiк, випадкова величина T (x) має рiвномiрний розподiл
(розподiл де Муавра) (n < c) :

fT (x)(t) =


1

c
, x ∈ [0, c)

0, x /∈ [0, c)

c ∈ N. (10.9)

Тодi:

(i) ä
(m)

x:n|
=

1− e−δn

m(1− e−
δ
m )

+
e−δn

m(1− e−
δ
m )

[
1− n

c
− e−

δ
m (1− e−δ(c−n))

cm(1− e−
δ
m )

]
;

(ii) Var
[
Y
]
=

e−2δn

m2(1− e−
δ
m )2

[
n

c

(
1− n

c

)
+

e−
2δ
m (1− e−2δ(c−n))

cm(1− e−
2δ
m )

−

−

(
e−

δ
m (1− e−δ(c−n))

cm(1− e−
δ
m )

)2

− 2ne−
δ
m (1− e−δ(c−n))

c2m(1− e−
δ
m )

 ;

(iii) FY (y) =



0, y < ä
(m)

n|

h

cm
, y ∈

[
ä
(m)

h
m

∣∣ , ä(m)

h+1
m

∣∣) , h = nm, . . . , cm− 1

1, y ≥ ä
(m)

c|
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(iv) Нехай p ∈ (0, 1). Тодi p-й процентиль ξpY випадкової величини Y дорiвнює

ξpY =


ä
(m)

n| , p ∈
(
0, n

c

]
ä
(m)

h+1
m

∣∣, p ∈
(

h
cm , h+1

cm

]
, h = nm, . . . , cm− 2

ä
(m)

c| , p ∈
(
1− 1

cm , 1
)

Вправа 6. Довести теорему 10.5.

3.11 Зв’язок мiж актуарними теперiшнiми варто-
стями ануїтетiв пренумерандо

Згiдно з означенням

ä
(m)

1| =

m−1∑
k=0

1

m
v

k
m =

1− v

m
(
1− v

1
m

) =
d

d(m)
;

s
(m)

1| =

m−1∑
k=0

1

m
v−

k
m =

v−1 − 1

m
(
v−

1
m − 1

) =
i

i(m)
.

Позначимо

α(m) = s
(m)

1| ä
(m)

1| =
id

i(m)d(m)
;

β(m) =
s
(m)

1| − 1

d(m)
=

i− i(m)

i(m)d(m)
.

Означення 11.1. Функцiя
sEx = vs spx

задовiльняє умову лiнiйної iнтерполяцiї, якщо

k+tEx = (1− t) kEx + t k+1Ex , 0 ≤ t ≤ 1, k = 0, 1, 2, . . . . (11.1)

Зауваження 1. Оскiльки

k+tEx = kEx tEx+k , k+1Ex = kEx Ex+k ,

то умову (11.1) можна подати у виглядi:

tEx+k = (1− t) + t Ex+k , 0 ≤ t ≤ 1, k = 0, 1, 2, . . . .
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Лема 11.1. (про функцiю tEx ) Нехай функцiя sEx задовiльняє умову лiнiйної
iнтерполяцiї. Тодi

m−1∑
j=0

1

m k+ j
m
Ex = kEx − ( kEx − k+1Ex )

m− 1

2m
, k = 0, 1, 2, . . . .

Доведення. За умовою леми i згiдно з (11.1) маємо:

k+ j
m
Ex = kEx

(
1− j

m

)
+ k+1Ex

j

m
=

= kEx − ( kEx − k+1Ex )
j

m
, k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, . . . ,m− 1.

Звiдси отримуємо твердження леми:

m−1∑
j=0

1

m k+ j
m
Ex = kEx − ( kEx − k+1Ex )

m−1∑
j=0

j

m2
=

= kEx − ( kEx − k+1Ex )
m− 1

2m
, k = 0, 1, 2, . . . .

3.11.1 Пожиттєвий ануїтет пренумерандо

Теорема 11.1. (про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями пожит-
тєвих ануїтетiв пренумерандо) За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä(m)
x = α(m)äx − β(m); (11.2)

ä(m)
x = ä

(m)

1| äx − β(m)Ax. (11.3)

Доведення. З формул

1 = d(m)ä(m)
x +A(m)

x , 1 = däx +Ax

отримуємо:

ä(m)
x =

d

d(m)
äx − 1

d(m)

(
A(m)

x −Ax

)
. (11.4)

Використовуючи припущення лiнiйної iнтерполяцiї, маємо:

A(m)
x =

i

i(m)
Ax = s

(m)

1| Ax.
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Звiдси й з (11.4) отримуємо формулу (11.3):

ä(m)
x =

d

d(m)
äx −

s
(m)

1| − 1

d(m)
Ax = ä

(m)

1| äx − β(m)Ax.

Зазначимо, що формули (11.2) i (11.3) еквiвалентнi, оскiльки рiзниця правих
частин цих формул дорiвнює нулю:(

α(m)äx − β(m)
)
−
(
ä
(m)

1| äx − β(m)Ax

)
=

= (s
(m)

1| − 1)ä
(m)

1| äx − β(m)
(
1−Ax

)
=

= β(m)däx − β(m)
(
1−Ax

)
= β(m)

(
däx − 1 +Ax

)
= 0.

Теорема 11.2. (про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями пожит-
тєвих ануїтетiв пренумерандо) Нехай функцiя tEx задовiльняє умову лiнiйної
iнтерполяцiї. Тодi

ä(m)
x = äx − m− 1

2m
.

Доведення. Використовуючи зображення пожиттєвих ануїтетiв у формi пото-
чних виплат

ä(m)
x =

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

1

m k+ j
m
Ex , äx =

∞∑
k=0

kEx

та лему про функцiю tEx маємо:

ä(m)
x =

∞∑
k=0

(
kEx − m− 1

2m

(
kEx − k+1Ex

))
=

=

∞∑
k=0

kEx − m− 1

2m

∞∑
k=0

( kEx − k+1Ex ) = äx − m− 1

2m
.

3.11.2 Строковий ануїтет пренумерандо
Теорема 11.3. (про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями строко-
вих ануїтетiв пренумерандо) За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä
(m)

x:n| = α(m)äx:n| − β(m)(1− nEx ); (11.5)

ä
(m)

x:n| = ä
(m)

1| äx:n| − β(m)A1
x:n|. (11.6)
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Доведення. З формул

1 = d(m)ä
(m)

x:n| +A
(m)

x:n|, 1 = däx:n| +Ax:n|

отримуємо:

ä
(m)

x:n| =
d

d(m)
äx:n| −

1

d(m)

(
A

(m)

x:n| −Ax:n|
)
. (11.7)

Використовуючи припущення лiнiйної iнтерполяцiї, маємо:

A
(m)

x:n| =
i

i(m)
A1

x:n| +A 1
n: x| = s

(m)

1| A1
x:n| +A 1

n: x|.

Звiдси й з (11.7) отримуємо (11.6):

ä
(m)

x:n| = ä
(m)

1| äx:n| −
1

d(m)

(
s
(m)

1| A1
x:n| +A 1

n: x| −Ax:n|
)
=

= ä
(m)

1| äx:n| −
s
(m)

1| − 1

d(m)
A1

x:n| = ä
(m)

1| äx:n| − β(m)A1
x:n|.

Зазначимо, що формули (11.5) i (11.6) еквiвалентнi, оскiльки рiзниця правих
частин цих формул дорiвнює нулю:(

α(m)äx:n| − β(m)(1− nEx )
)
−
(
ä
(m)

1| äx:n| − β(m)A1
x:n|
)
=

= (s
(m)

1| − 1)ä
(m)

1| äx:n| − β(m)
(
1− nEx −A1

x:n|
)
=

= β(m)däx:n| − β(m)
(
1−Ax:n|

)
= β(m)

(
däx:n| − 1 +Ax:n|

)
= 0.

Теорема 11.4. (про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями строко-
вих ануїтетiв пренумерандо) Нехай функцiя tEx задовiльняє умову лiнiйної
iнтерполяцiї. Тодi

ä
(m)

x:n| = äx:n| −
m− 1

2m
(1− nEx ).

Доведення. Використовуючи зображення строкових ануїтетiв у формi поточних
виплат

ä
(m)

x:n| =

n−1∑
k=0

m−1∑
j=0

1

m k+ j
m
Ex , äx:n| =

n−1∑
k=0

kEx

та лему про функцiю tEx маємо:

ä
(m)

x:n| =

n−1∑
k=0

(
kEx − m− 1

2m

(
kEx − k+1Ex

))
=

=

n−1∑
k=0

kEx − m− 1

2m

n−1∑
k=0

( kEx − k+1Ex ) = äx:n| −
m− 1

2m
(1− nEx ).
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3.11.3 Вiдкладений пожиттєвий ануїтет пренумерандо
Теорема 11.5. (про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями вiдкладе-
них пожиттєвих ануїтетiв пренумерандо) За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

l|ä
(m)
x = α(m) l|äx − β(m) lEx ; (11.8)

l|ä
(m)
x = ä

(m)

1| l|äx − β(m) l|Ax. (11.9)

Вправа 1. Довести теорему 11.5.

Теорема 11.6. (про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями вiдкла-
дених на l рокiв пожиттєвих ануїтетiв пренумерандо) Нехай функцiя tEx за-
довiльняє умову лiнiйної iнтерполяцiї. Тодi

l|ä
(m)
x = l|äx − m− 1

2m
lEx .

Вправа 2. Довести теорему 11.6 (навести два рiзних способи доведення).

3.11.4 Вiдкладений строковий ануїтет пренумерандо
Вправа 1. Сформулювати й довести теорему про зв’язок мiж актуарними теперiшнi-
ми вартостями вiдкладених строкових ануїтетiв пренумерандо (за припущення лiнiй-
ної iнтерполяцiї).

Вправа 2. Сформулювати й довести теорему про зв’язок мiж актуарними теперiшнi-
ми вартостями вiдкладених строкових ануїтетiв пренумерандо за припущення лiнiйної
iнтерполяцiї на функцiю tEx (навести два рiзних способи доведення).

3.11.5 Пожиттєвий ануїтет пренумерандо з гарантiєю
Теорема 11.7. (про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями пожиттє-
вих ануїтетiв пренумерандо з гарантiєю) За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä
(m)

x:n|
= α(m)ä

x:n| − β(m)(1− vn nqx ); (11.10)

ä
(m)

x:n|
= ä

(m)

1| ä
x:n| − β(m) n|Ax. (11.11)

Вправа 1. Довести теорему 11.7.

Теорема 11.8. (про зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями пожиттє-
вих ануїтетiв пренумерандо з гарантiєю) Нехай функцiя tEx задовiльняє умову
лiнiйної iнтерполяцiї. Тодi

ä
(m)

n: x|
= ä

n: x| −
m− 1

2m
nEx + än|(ä

(m)

1| − 1).
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Вправа 2. Довести теорему 11.8 (навести два рiзних способи доведення).

3.12 Ануїтет постнумерандо

3.12.1 Означення
Загальний дискретний ануїтет постнумерандо в термiнах випадкової величини
H(x) визначається двома функцiями (послiдовностями):

• функцiєю виплат (функцiєю винагороди)

bh, h ∈ N;

• функцiєю дисконтування
vh, h ∈ N.

Величина bh — це виплата, яку здiйснює страхова органiзацiя в кiнцi h-го пе-
рiоду (

x+
h− 1

m
,x+

h

m

]
в момент часу

x+
h

m

згiдно з укладеною страховою угодою з особою (x). Функцiя дисконтування vh
зазвичай визначається як звуження функцiї

vt = e−δt, t ≥ 0,

на множину точок розбиття
h

m
, h ∈ N

пiвосi [ 1m ,+∞), тобто визначається формулою

vh = v
h
m = e−δ h

m , h ∈ N.

Визначимо функцiю теперiшньої вартостi виплат (за ануїтетом постнумеран-
до) yh за формулою

yh =

0, h = 0
h∑

s=1
bsvs, h ∈ N

Отже, yh — це теперiшня вартiсть дискретного ануїтету постнумерандо, який
сплачується особi (x) протягом h перiодiв (остання виплата здiйснюється в кiнцi
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h-го перiоду). Використовуючи її, будуємо випадкову величину Y = Y (x), яка
називається теперiшньою вартiстю ануїтету постнумерандо з виплатами m
разiв на рiк:

Y (x) = yH(x) =


0, H(x) = 0
H(x)∑
s=1

bsvs, H(x) > 0

Математичне сподiвання

E
[
Y (x)

]
=

∞∑
h=1

yhPr
{
H(x) = h

}
=

∞∑
h=1

(
h∑

s=1

bsvs

)
h
m | 1

m
qx

теперiшньої вартостi ануїтету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк нази-
вається актуарною теперiшньою вартiстю ануїтету постнумерандо з випла-
тами m разiв на рiк. Залежно вiд вигляду функцiй виплат та дисконтування
отримуємо рiзнi види ануїтетiв (наприклад пожиттєвий, строковий, вiдкладений
пожиттєвий, вiдкладений строковий).

Зауваження 1. Теперiшня вартiсть ануїтету постнумерандо з виплатами m
разiв на рiк зi сталою функцiєю виплат 1

m , що сплачується протягом h перiодiв
(остання виплата здiйснюється в кiнцi h-го року) та зi сталою iнтенсивнiстю
вiдсоткової ставки δ = − ln v, позначається a

(m)

h| i визначається формулою:

a
(m)

h
m

∣∣ =

h∑
s=1

1

m
v

s
m = v

1
m

1− v
h
m

m
(
1− v

1
m

) =
1− v

h
m

i(m)
,

де

i(m) = m
(
v−

1
m − 1

)
, d(m) = v

1
m i(m).

Вправа 1. Порiвняти величини an| та a
(m)

n| (теперiшнi вартостi n-рiчного ануїтету по-
стнумерандо з рiчними виплатами 1 та n-рiчного ануїтету постнумерандо з виплатами
1
m
, що сплачуються m разiв на рiк).

3.12.2 Пожиттєвий ануїтет постнумерандо

Пожиттєвий ануїтет постнумерандо з виплатами m разiв на рiк виплачу-
ється застрахованiй особi (x) в кiнцi кожного перiоду (m-перiоду) вiд моменту
укладання страхової угоди, допоки ця особа залишається живою. Функцiї ви-
плат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету
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для виплат розмiром 1
m визначаються формулами:

bh =
1

m
, h ∈ N;

vh = v
h
m , h ∈ N;

yh = a
(m)

h
m

∣∣ , h = 0, 1, 2, . . . .

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) пожиттєвого ануїтету постнумерандо
з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

Y = YH(x) = a
(m)

H
m

∣∣ =
1− v

H
m

i(m)
.

Актуарна теперiшня вартiсть a
(m)
x пожиттєвого ануїтету постнумерандо

з виплатами m разiв на рiк визначається формулою:

a(m)
x = E

[
Y
]
=

∞∑
h=0

a
(m)

h
m

∣∣ Pr
{
H = h

}
=

∞∑
h=0

a
(m)

h
m

∣∣ h
m | 1

m
qx =

∞∑
h=1

a
(m)

h
m

∣∣ h
m | 1

m
qx.

Зауваження 1. Оскiльки

ä
(m)

h+1
m

∣∣ = h∑
s=0

1

m
v

s
m =

1

m
+

h∑
s=1

1

m
v

s
m =

1

m
+ a

(m)

h
m

∣∣ , h = 0, 1, 2, . . . ,

то

ä(m)
x = E

[
ä
(m)

H(x)+1
m

∣∣
]
=

1

m
+ E

[
a
(m)

H(x)
m

∣∣
]
=

1

m
+ a(m)

x . (12.1)

Вправа 1. Довести формулу зв’язок мiж актуарними теперiшнiми вартостями пожит-
тєвого страхування з виплатою 1 з виплатою в кiнцi перiоду та пожиттєвого ануїтету
постнумерандо з виплатами m разiв на рiк:

v
1
m = d(m)a(m)

x +A(m)
x .

Вправа 2. Довести формулу дисперсiї для теперiшньої вартостi Y = Y (x) пожиттє-
вого ануїтету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк:

Var
[
Y
]
=

2A
(m)
x −

(
A

(m)
x

)2(
d(m)

)2 .
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3.12.3 Строковий ануїтет постнумерандо
(Строковий) n-рiчний ануїтет постнумерандо з виплатами m разiв на рiк
виплачується застрахованiй особi (x) в кiнцi кожного перiоду (m-перiоду) про-
тягом n рокiв вiд моменту укладання страхової угоди, допоки ця особа залиша-
ється живою. Функцiї виплат i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi
виплат такого ануїтету для виплат розмiром 1

m визначаються формулами:

bh =

{
1
m , 1 ≤ h ≤ nm

0, h > nm

vh = v
h
m , h ∈ N

yh =


a
(m)

h
m

∣∣ , h ≤ mn

a
(m)

n| , h > mn
=


a
(m)

h
m

∣∣ , h < nm

a
(m)

n| , h ≥ nm

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) (строкового) n-рiчного ануїтету по-
стнумерандо з виплатами m разiв на рiк визначається формулою:

Y =


a
(m)

H
m

∣∣ , H < nm

a
(m)

n| , H ≥ nm
=


1− v

H
m

i(m)
, H < nm

1− vn

i(m)
, H ≥ nm

Актуарна теперiшня вартiсть a
(m)

x:n| (строкового) n-рiчного ануїтету постну-
мерандо з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

a
(m)

x:n| = E
[
Y
]
=

nm−1∑
h=0

a
(m)

h
m

∣∣ Pr
{
H = h

}
+ a

(m)

n| Pr
{
H ≥ nm

}
=

=

nm−1∑
h=0

a
(m)

h
m

∣∣ h
m | 1

m
qx + a

(m)

n| npx =

nm−1∑
h=1

a
(m)

h
m

∣∣ h
m | 1

m
qx + a

(m)

n| npx .

Вправа 1. Вивести зв’язок мiж ä
(m)

x:n| та a
(m)

x:n|.

Вправа 2. Вивести зв’язок мiж ax:n| та Ax:n|.

Вправа 3. Вивести формулу для дисперсiї Var
[
Y
]

теперiшньої вартостi Y ануїтету
постнумерандо.

3.12.4 Вiдкладений пожиттєвий ануїтет постнумерандо
Вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет постнумерандо з виплатами m
разiв на рiк виплачується застрахованiй особi (x) в кiнцi кожного перiоду (m-
перiоду), починаючи з вiку x+ l (тобто через l рокiв пiсля укладання страхової
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угоди), допоки вона залишається живою. Якщо застрахована особа (x) не дожи-
ває до вiку x+ l, то їй не виплачується нiчого. Функцiї виплат i дисконтування
та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету для виплат розмiром
1
m визначаються формулами:

bh =

{
0, 1 ≤ h ≤ lm
1
m , h > lm

vh = v
h
m , h ∈ N;

yh =


0, h ≤ lm

h∑
s=lm+1

1
m v

s
m , h > lm =

0, h < lm

a
(m)

h
m

∣∣ − a
(m)

l| , h ≥ lm

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого
ануїтету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк визначається формулою:

Y = yH(x) =

0, H < lm

a
(m)

H
m

∣∣ − a
(m)

l| , H ≥ lm =

0, H < lm

vl − v
H
m

i(m)
, H ≥ lm

=

0, H < lm

vl
1− v

H
m−l

i(m)
, H ≥ lm

=

0, H < lm

vla
(m)

H
m−l
∣∣, H ≥ lm

Актуарна теперiшня вартiсть l|a
(m)
x вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого

ануїтету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

l|a
(m)
x = E

[
Y
]
=

∞∑
h=lm

vla
(m)

h
m−l
∣∣ Pr{H = h

}
=

=

∞∑
h=lm

vla
(m)

h
m−l
∣∣ h

m | 1
m
qx =

∞∑
h=lm+1

vla
(m)

h
m−l
∣∣ h

m | 1
m
qx.

Вправа 1. Вивести зв’язок мiж l|ä
(m)
x та l|a

(m)
x .

Вправа 2. Вивести зв’язок мiж l|a
(m)
x та l|A

(m)
x .

Вправа 3. Вивести формулу для дисперсiї Var
[
Y
]

теперiшньої вартостi Y ануїтету
постнумерандо з виплатами m разiв на рiк.

3.12.5 Вiдкладений строковий ануїтет постнумерандо
Вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет постнумерандо з виплатами m разiв
на рiк виплачується застрахованiй особi (x) в кiнцi кожного перiоду (iнтервала
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розбиття), починаючи з вiку x+l (тобто через l рокiв пiсля укладання страхової
угоди) протягом n рокiв, допоки вона залишається живою. Якщо застрахована
особа (x) не доживає до вiку x+ l, то їй не виплачується нiчого. Функцiї виплат
i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету для
виплат розмiром 1

m визначаються формулами:

bh =


0, 1 ≤ h ≤ lm
1
m , lm < h ≤ (l + n)m

0, h > (l + n)m

v h
m

= v
h
m , h ∈ N

yh =



0, h ≤ lm

h∑
s=lm+1

1
m v

s
m , lm < h ≤ (l + n)m

(l+n)m∑
s=lm+1

1
m v

s
m , h > (l + n)m

=

=


0, h < lm

a
(m)

h
m

∣∣ − a
(m)

l| , lm ≤ h < (l + n)m

a
(m)

l+n| − a
(m)

l| , h ≥ (l + n)m

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету
постнумерандо з виплатами m разiв на рiк визначається формулою:

Y = yH(x) =


0, H < lm

a
(m)

H
m

∣∣ − a
(m)

l| , lm ≤ H < (l + n)m

a
(m)

l+n| − a
(m)

l| , H ≥ (l + n)m

=

=



0, H < lm

vl − v
H
m

i(m)
, lm ≤ H < (l + n)m

vl − vl+n

i(m)
, H ≥ (l + n)m

=
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=



0, H < lm

vl
1− v

H
m−l

i(m)
, lm ≤ H < (l + n)m

vl
1− vn

i(m)
, H ≥ (l + n)m

=

=


0, H < lm

vla
(m)

H
m−l
∣∣, lm ≤ H < (l + n)m

vla
(m)

n| , H ≥ (l + n)m

Актуарна теперiшня вартiсть l|na
(m)
x вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануї-

тету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

l|na
(m)
x = E

[
Y
]
=

(l+n)m−1∑
h=lm

vla
(m)

h
m−l
∣∣ Pr{H = h

}
+ vla

(m)

n| l+npx =

=

(l+n)m−1∑
h=lm

vla
(m)

h
m−l
∣∣ h

m | 1
m
qx + vla

(m)

n| l+npx .

Вправа 1. Вивести зв’язок мiж l|nä
(m)
x та l|na

(m)
x .

Вправа 2. Вивести зв’язок мiж l|na
(m)
x та l|nA

(m)
x .

Вправа 3. Вивести формулу для дисперсiї Var
[
Y
]

теперiшньої вартостi Y вiдкладе-
ного на l рокiв n-рiчного ануїтету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк.

3.12.6 Пожиттєвий ануїтет постнумерандо з гарантiєю

Пожиттєвий ануїтет постнумерандо з n-рiчною гарантiєю з виплатами m
разiв на рiк виплачується застрахованiй особi (x) в кiнцi кожного перiоду (m-
перiоду) протягом n рокiв, якщо ця особа не доживає до вiку x + n, i випла-
чується допоки особа (x) залишається живою, якщо ця особа доживає до вiку
x + n (тобто за цiєю страховою угодою гарантовано буде сплачено ануїтет по-
стнумерандо з виплатами m разiв на рiк протягом n рокiв). Функцiї виплат
i дисконтування та функцiя теперiшньої вартостi виплат такого ануїтету для
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виплат розмiром 1
m визначаються формулами:

bh =
1

m
, h ∈ N;

v h
m

= v
h
m , h ∈ N;

yh =


a
(m)

n| , 1 ≤ h ≤ nm

a
(m)

h
m

∣∣ , h > nm

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) пожиттєвого ануїтету постнумерандо з n-
рiчною гарантiєю з виплатами m разiв на рiк визначається формулою:

Y =


a
(m)

n| , H < nm

a
(m)

H
m

∣∣ , H ≥ nm
=


1− vn

i(m)
, H < nm

1− v
H
m

i(m)
, H ≥ nm

(12.2)

Актуарна теперiшня вартiсть a
(m)

x:n|
пожиттєвого ануїтету постнумерандо

з n-рiчною гарантiєю з виплатами m разiв на рiк має вигляд:

a
(m)

x:n|
= E

[
Y
]
= a

(m)

n| Pr
{
H < nm

}
+

∞∑
h=nm

vna
(m)

h
m−n

∣∣ Pr{H = h
}
=

= a
(m)

n| nqx +

∞∑
h=nm

a
(m)

h
m

∣∣ h
m | 1

m
qx.

Вправа 1. Вивести зв’язок мiж ä
(m)

x:n|
та a

(m)

x:n|
.

Вправа 2. Вивести зв’язок мiж a
(m)

x:n|
та n|a

(m)
x .

Вправа 3. Вивести зв’язок мiж a
(m)

x:n|
та n|A

(m)
x .

Вправа 4. Вивести формулу для дисперсiї Var
[
Y
]

теперiшньої вартостi Y пожиттє-
вого ануїтету постнумерандо з n-рiчною гарантiєю з виплатами m разiв на рiк.

3.13 Пропорцiйна поправка
При дискретному ануїтетi з виплатами m разiв на рiк кожна виплата здiйснює-
ться або за наступний перiод (ануїтет пренумерандо), або за попереднiй перiод
(ануїтет постнумерандо). Як i у випадку дискретних рiчних ануїтетiв виникає
питання щодо поправки (коригування) останньої виплати за частину перiоду
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• (ануїтет пренумерандо)
[
T (x), H(x)+1

m

]
=
[
T (x),K(x) + J(x)+1

m

]
• (ануїтет постнумерандо)

[
H(x)
m , T (x)

]
=
[
K(x) + J(x)

m , T (x)
]

Наприклад, особа придбала ануїтет пренумерандо. Якщо страхова подiя на-
стає через 1 тиждень пiсля того, як отримано останню (мiсячну) виплату згiдно
зi страховою угодою, то цiлком природнiм буде вiдшкодувати (страховiй орга-
нiзацiї) 3 тижнi, якi особа не дожила до кiнця перiоду (мiсяця), за який вона
отримала виплату.

Другий (протилежний) приклад — ануїтет постнумерандо. Якщо страхова
подiя настає за 1 тиждень до того, як особа має отримати чергову (мiсячну) ви-
плату за цим ануїтетом, цiлком природньою є остання виплата (вiдшкодування
страховою органiзацiєю) за 3 тижнi, якi особа прожила пiсля чергової повної
(мiсячної) виплати.

Iдея визначення й обчислення цiєї поправки — замiна останньої одноразової
виплати еквiвалентною (однаковою за вартiстю) неперервною рiвномiрною про-
тягом перiоду (iнтервала розбиття) виплатою, здiйснення якої припиняється у
момент настання страхової подiї.

Спершу розглянемо загальний ануїтет пренумерандо з параметрами bh, v
h
m .

Застрахована особа отримує останню виплату розмiром bH в момент часу H(x)
m

(вiдносно часу укладання угоди). Припустимо, що ця виплата заробляється зi
сталою, рiвномiрною протягом перiоду[

H(x)

m
,
H(x) + 1

m

]
iнтенсивнiстю c. Тодi iнтенсивнiсть c знаходимо з рiвностi вартостей обох виплат
— дискретної i неперервної — в момент часу H(x)

m :

bH =

1
m∫
0

cvt dt = cā 1
m

∣∣.
Отже,

c = bH
1

ā 1
m

∣∣ = bH
δ

1− v
1
m

= bH
δm

d(m)
.

Оскiльки нарахування припиняється в момент часу T (x), то незаробленою (що
потребує вiдшкодування) протягом часу

H(x) + 1

m
− T (x)
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є сума — її вартiсть в момент часу T (x) :

H(x)+1
m −T (x)∫

0

cvtdt = cāH+1
m −T

∣∣ = bH
δm

d(m)

1− v
H+1
m −T

δ
= bH

m
(
1− v

H+1
m −T

)
d(m)

.

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) цього ануїтету пренумерандо мiнус незаро-
блене вiдшкодування має вигляд:

Y =

H∑
h=0

bhv
h
m − vT cāH+1

m −T
∣∣ = H∑

h=0

bhv
h
m − bH

m
(
vT − v

H+1
m

)
d(m)

.

Цю формулу можна отримати iнакше. Вартiсть в момент часу H(x)
m заробленої

останньої виплати за перiод часу

T (x)− H(x)

m

становить

T (x)−H(x)
m∫

0

cvtdt = cā
T−H

m

∣∣ = bH
δm

d(m)
ā
T−H

m

∣∣ = bH
m
(
1− vT−H

m

)
d(m)

.

Отже, теперiшня вартiсть Y = Y (x) цього ануїтету пренумерандо до моменту
H(x)−1

m включно плюс вартiсть заробленої останньої виплати має вигляд:

Y =

H−1∑
h=0

bhv
h
m + v

H
m cā

T−H
m

∣∣ = H−1∑
h=0

bhv
h
m + bH

m
(
v

H
m − vT

)
d(m)

=

=

H∑
h=0

bhv
h
m − bHv

H
m + bH

m
(
v

H
m − vT

)
d(m)

=
H∑

h=0

bhv
h
m − bH

m
(
vT − v

H+1
m

)
d(m)

.

Оскiльки

E
[
bHv

H+1
m

]
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bkm+jv
k+ j+1

m kpx j
m | 1

m
qx+k,

E
[
bHvT

]
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bkm+j

k+ j+1
m∫

k+ j
m

vt tpx µ(x+ t) dt =
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=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bkm+j

j+1
m∫

j
m

vk+s
k+spx µ(x+ k + s) ds =

=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bkm+jv
k
kpx

j+1
m∫

j
m

vs spx+k µ(x+ k + s) ds,

то актуарна теперiшня вартiсть ануїтету пренумерандо з урахуванням вiдшко-
дування має вигляд:

E
[
Y
]
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

km+j∑
s=0

bsv
s
m kpx j

m | 1
m
qx+k +

m

d(m)

∞∑
k=0

vk kpx

m−1∑
j=0

bkm+j×

×

v
j+1
m j

m | 1
m
qx+k −

j+1
m∫

j
m

vs spx+k µ(x+ k + s) ds

 .

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

j
m | 1

m
qx+k =

1

m
qx+k,

spx+k µ(x+ k + s) = qx+k.

Отже, за цього припущення актуарна теперiшня вартiсть E
[
Y
]
набуває вигляду:

E
[
Y
]
=

∞∑
k=0

1

m
kpx qx+k

m−1∑
j=0

km+j∑
s=0

bsv
s
m+

+
i(m)

d(m)

(
1

i(m)
− 1

δ

) ∞∑
k=0

vk kpx qx+k

m−1∑
j=0

bkm+jv
j+1
m .

Цей тип ануїтету пренумерандо, що враховує вiдшкодування за перiод вiд мо-
менту настання страхової подiї i кiнцем перiоду, коли було здiйснено останню
(повну) виплату, називається ануїтетом пренумерандо з пропорцiйною по-
правкою.

Розглянемо тепер випадок ануїтету постнумерандо з параметрами bh, v
h
m .

Застрахована особа отримує останню виплату розмiром bH в момент часу H(x)
m

(вiдносно часу укладання угоди). Якби ця особа дожила до вiку H(x)+1
m , то вона

б отримала за прожитий промiжок(
H(x)

m
,
H(x) + 1

m

]
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наступну виплату bH+1 в момент часу H(x)+1
m . Припустимо, що ця виплата заро-

бляється зi сталою, рiвномiрною протягом року iнтенсивнiстю c. Тодi iнтенсив-
нiсть c знаходимо з рiвностi вартостей обох виплат — дискретної i неперервної
— в момент часу H(x)+1

m :

bH+1 =

1
m∫
0

cvt−
1
m dt = cs̄ 1

m

∣∣.
Отже,

c = bH+1
1

s̄ 1
m

∣∣ = bH+1
δ

v−
1
m − 1

= bH+1
δm

i(m)
.

Оскiльки нарахування припиняється в момент часу T (x), то заробленою (що
потребує вiдшкодування) протягом часу

T (x)− H(x)

m

є сума — її вартiсть в момент часу T (x) :

T−H
m∫

0

cvt−
(
T−H

m

)
dt = cs̄

T−H
m

∣∣ = bH+1
δm

i(m)

v−T+H
m − 1

δ
= bH+1

m(v−T+H
m − 1)

i(m)
.

Отже, теперiшня вартiсть цього ануїтету постнумерандо плюс зароблене вiд-
шкодування має вигляд:

Y =

H∑
h=1

bhv
h
m + vT cs̄

T−H
m

∣∣ = H∑
h=1

bhv
h
m + bH+1

m(v
H
m − vT )

i(m)
.

Оскiльки

E
[
bH+1v

H
m

]
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bkm+j+1v
k+ j

m kpx j
m | 1

m
qx+k,

E
[
bH+1v

T
]
=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bkm+j+1

k+ j+1
m∫

k+ j
m

vt tpx µ(x+ t) dt =

=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bkm+j+1

j+1
m∫

j
m

vk+s
k+spx µ(x+ k + s) ds =
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=

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

bkm+j+1v
k
kpx

j+1
m∫

j
m

vs spx+k µ(x+ k + s) ds,

то актуарна теперiшня вартiсть ануїтету пренумерандо з урахуванням вiдшко-
дування має вигляд:

E
[
Y
]
=

∞∑
h=1

h∑
s=1

bsv
s
m h

m | 1
m
qx +

m

i(m)

∞∑
k=0

vk kpx

m−1∑
j=0

bkm+j+1×

×

v
j
m j

m | 1
m
qx+k −

j+1
m∫

j
m

vs spx+k µ(x+ k + s) ds

 .

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

j
m | 1

m
qx+k =

1

m
qx+k,

spx+k µ(x+ k + s) = qx+k.

Отже, за цього припущення актуарна теперiшня вартiсть E
[
Y
]
набуває вигляду:

E
[
Y
]
=

∞∑
h=1

h∑
s=1

bsv
s
m h

m | 1
m
qx+

+

(
1

d(m)
− 1

δ

) ∞∑
k=0

vk kpx qx+k

m−1∑
j=0

bkm+j+1v
j+1
m .

Цей тип ануїтету постнумерандо, що враховує вiдшкодування за перiод вiд мо-
менту здiйснення останньої рiчної виплати до моменту настання страхової подiї,
називається ануїтетом постнумерандо з пропорцiйною поправкою, або
завершеним ануїтетом постнумерандо.

3.13.1 Пожиттєвий ануїтет

Нехай особа (x) придбала пожиттєвий ануїтет пренумерандо з виплатами m
разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:

ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣ = 1− vK+ J+1
m

d(m)
,
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Подальшi мiркування використовують результати розгляду загального ануїте-
ту (пренумерандо i постнумерандо) з пропорцiйною поправкою. Теперiшня вар-
тiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою з ви-
платами m разiв на рiк визначається формулою:

Y = ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣ − vT − vK+ J+1
m

d(m)
=

1− vT

d(m)
= ä

(m)

T| =
δ

d(m)
āT| =

δ

d(m)
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету. Отже,
актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо з про-
порцiйною поправкою, яка позначається ä

{m}
x , має вигляд:

ä{m}
x = E

[
Y
]
=

δ

d(m)
āx = ä(m)

x − Āx −A
(m)
x

d(m)
. (13.1)

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä{m}
x = ä(m)

x − i

d(m)

(
1

δ
− 1

i(m)

)
Ax.

Цей тип пожиттєвого ануїтету пренумерандо, що враховує вiдшкодування за
час вiд моменту настання страхової подiї i кiнцем перiоду, коли було здiйснено
останню (iнтервальну) виплату, називається пожиттєвим ануїтетом прену-
мерандо (з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою.

Нехай тепер особа (x) придбала пожиттєвий ануїтет постнумерандо з ви-
платами m разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:

a
(m)

K+ J
m

∣∣ = 1− vK+ J
m

i(m)
,

Теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо з пропорцiйною
поправкою з виплатами m разiв на рiк визначається формулою:

Y = a
(m)

K+ J
m

∣∣ + vK+ J
m − vT

i(m)
=

1− vT

i(m)
= a

(m)

T| =
δ

i(m)
āT| =

δ

i(m)
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету. Отже,
актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо (з виплатами
m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою, яка позначається a

{m}
x , має вигляд:

a{m}
x = E

[
Y
]
=

δ

i(m)
āx = a(m)

x +
(1 + i)

1
mA

(m)
x − Āx

i(m)
=

= a(m)
x +

1

d(m)
A(m)

x − 1

i(m)
Āx. (13.2)
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За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

a{m}
x = a(m)

x +
i

i(m)

(
1

d(m)
− 1

δ

)
Ax.

Цей тип пожиттєвого ануїтету постнумерандо, що враховує вiдшкодування за
час вiд моменту здiйснення останньої (iнтервальної) виплати до моменту наста-
ння страхової подiї, називається пожиттєвим ануїтетом постнумерандо (з
виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою, або завершеним
пожиттєвим ануїтетом постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк).

З формул (13.1) i (13.2) зокрема отримуємо:

ä{m}
x =

i(m)

d(m)
· a{m}

x .

Приклад 1. Порiвняти дисперсiї пожиттєвого ануїтету пренумерандо (з ви-
платами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою i завершеного пожиттєвого
ануїтету постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк).

Розв’язання. Дисперсiя пожиттєвого ануїтету пренумерандо (з виплатами m
разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою дорiвнює:

Var
[
ä
(m)

T|

]
= Var

[
1− vT

d(m)

]
=

2Āx − Ā2
x(

d(m)
)2 .

Дисперсiя завершеного пожиттєвого ануїтету постнумерандо (з виплатами m
разiв на рiк) дорiвнює:

Var
[
a
(m)

T|

]
= Var

[
1− vT

i(m)

]
=

2Āx − Ā2
x(

i(m)
)2 .

Оскiльки

d(m) = m(1− v
1
m ) = m(v−

1
m − 1)v

1
m = i(m)v

1
m < i(m),

то
Var
[
ä
(m)

T|

]
> Var

[
a
(m)

T|

]
.

3.13.2 Строковий ануїтет
Нехай особа (x) придбала n-рiчний ануїтет пренумерандо з виплатами m разiв
на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:

ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣, K < n

ä
(m)

n| , K ≥ n
=


1− vK+ J+1

m

d(m)
, K < n

ä
(m)

n| , K ≥ n
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Подальшi мiркування використовують результати розгляду загального ануїте-
ту (пренумерандо i постнумерандо) з пропорцiйною поправкою. Теперiшня вар-
тiсть n-рiчного ануїтету пренумерандо з пропорцiйною поправкою з випла-
тами m разiв на рiк визначається формулою:

Y =


ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣ − vT − vK+ J+1
m

d(m)
, K < n

ä
(m)

n| , K ≥ n

Отже,

Y =


1− vT

d(m)
, K < n

ä
(m)

n| , K ≥ n

=

ä
(m)

T| , K < n

ä
(m)

n| , K ≥ n
=

=
δ

d(m)

{
āT|, K < n

ān|, K ≥ n
=

δ

d(m)
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного n-рiчного ануїтету.
Отже, актуарна теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету пренумерандо з

пропорцiйною поправкою з виплатами m разiв на рiк, яка позначається ä
{m}
x:n|,

має вигляд:

ä
{m}
x:n| = E

[
Y
]
=

δ

d(m)
āx:n| =

= ä
(m)

x:n| −
Āx:n| −A

(m)

x:n|

d(m)
= ä

(m)

x:n| −
Ā1

x:n| −A
1(m)

x:n|

d(m)
. (13.3)

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä
{m}
x:n| = ä

(m)

x:n| −
i

d(m)

(
1

δ
− 1

i(m)

)
A1

x:n| =

= ä
(m)

x:n| −
i

d(m)

(
1

δ
− 1

i(m)

)(
Ax:n| − nEx

)
.

Цей тип n-рiчного ануїтету пренумерандо, що враховує вiдшкодування за час
вiд моменту настання страхової подiї i кiнцем перiоду, коли було здiйснено остан-
ню (iнтервальну) виплату, називається n-рiчним ануїтетом пренумерандо
(з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою.
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Нехай тепер особа (x) придбала n-рiчний ануїтет постнумерандо з виплата-
ми m разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:

a
(m)

K+ J
m

∣∣, K < n

a
(m)

n| , K ≥ n
=


1− vK+ J

m

i(m)
, K < n

a
(m)

n| , K ≥ n

Теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету постнумерандо з пропорцiйною по-
правкою з виплатами m разiв на рiк визначається формулою:

Y =


a
(m)

K+ J
m

∣∣ + vK+ J
m − vT

i(m)
, K < n

a
(m)

n| , K ≥ n

Отже,

Y =


1− vT

i(m)
, K < n

a
(m)

n| , K ≥ n

=

a
(m)

T| , K < n

a
(m)

n| , K ≥ n
=

=
δ

i(m)

{
āT|, K < n

ān|, K ≥ n
=

δ

i(m)
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного n-рiчного ануїтету.
Отже, актуарна теперiшня вартiсть n-рiчного ануїтету постнумерандо (з

виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою, яка позначається a
{m}
x:n|,

має вигляд:

a
{m}
x:n| = E

[
Y
]
=

δ

i(m)
āx:n| = a

(m)

x:n| +
(1 + i)

1
mA

1(m)

x:n| − Ā1
x:n|

i(m)
. (13.4)

За припущення лiнiйної iнтерполяцiї

a
{m}
x:n| = a

(m)

x:n| +
i

i(m)

(
1

d(m)
− 1

δ

)
A1

x:n|.

Цей тип n-рiчного ануїтету постнумерандо, що враховує вiдшкодування за час
вiд моменту здiйснення останньої (iнтервальної) виплати до моменту настан-
ня страхової подiї, називається n-рiчним ануїтетом постнумерандо (з ви-
платами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою, або завершеним
n-рiчним ануїтетом постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк).

З формул (13.3) i (13.4) зокрема отримуємо:

ä
{m}
x:n| =

i(m)

d(m)
· a{m}

x:n|.
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Приклад 1. Порiвняти дисперсiї n-рiчного ануїтету пренумерандо (з виплата-
ми m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою i завершеного n-рiчного ануїтету
постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк).

Розв’язання. Теперiшню вартiсть Y1 n-рiчного ануїтету пренумерандо (з ви-
платами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою та теперiшню вартiсть Y2

n-рiчного ануїтету постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною
поправкою можна подати у виглядi:

Y1 =
δ

d(m)
Y , Y2 =

δ

i(m)
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного n-рiчного ануїтету.
Отже,

Var
[
Y1

]
=

δ2(
d(m)

)2 Var
[
Y
]
, Var

[
Y2

]
=

δ2(
i(m)

)2 Var
[
Y
]
.

Оскiльки

d(m) = m(1− v
1
m ) = m(v−

1
m − 1)v

1
m = i(m)v

1
m < i(m),

то
Var
[
Y1

]
> Var

[
Y2

]
.

3.13.3 Вiдкладений пожиттєвий ануїтет
Нехай особа (x) придбала вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет пренуме-
рандо з виплатами m разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:0, K < l

ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣, K ≥ l
=


0, K < l

1− vK+ J+1
m

d(m)
, K ≥ l

Вправа 1. Довести, що теперiшня вартiсть Y вiдкладеного на l рокiв пожиттєво-
го ануїтету пренумерандо (з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою
визначається формулою:

Y =
δ

d(m)
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого
ануїтету.

Вправа 2. Довести, що актуарна теперiшня вартiсть l|ä
{m}
x вiдкладеного на l рокiв

пожиттєвого ануїтету пренумерандо (з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною
поправкою визначається формулою:

l|ä
{m}
x = E

[
Y
]
=

δ

d(m) l|āx = l|ä
(m)
x − l|Āx − l|A

(m)
x

d(m)
.
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Вправа 3. Довести, що за припущення лiнiйної iнтерполяцiї

l|ä
{m}
x = l|ä

(m)
x − i

d(m)

(
1

δ
− 1

i(m)

)
l|Ax.

Цей тип вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету пренумерандо, що
враховує вiдшкодування за час вiд моменту настання страхової подiї i кiнцем
перiоду, коли було здiйснено останню iнтервальну виплату, називається вiдкла-
деним на l рокiв пожиттєвим ануїтетом пренумерандо (з виплатами
m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою.

Нехай тепер особа (x) придбала вiдкладений на l рокiв пожиттєвий ануїтет
постнумерандо з виплатами m разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:0, K < l

a
(m)

K+ J
m

∣∣, K ≥ l
=


0, K < l

1− vK+ J
m

i(m)
, K ≥ l

Вправа 4. Довести, що теперiшня вартiсть Y вiдкладеного на l рокiв пожиттєво-
го ануїтету постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою
визначається формулою:

Y =
δ

i(m)
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого
ануїтету.

Вправа 5. Довести, що актуарна теперiшня вартiсть l|a
{m}
x вiдкладеного на l рокiв

пожиттєвого ануїтету постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною
поправкою визначається формулою:

l|a
{m}
x = E

[
Y
]
=

δ

i(m) l|āx = l|a
(m)
x +

(1 + i)
1
m l|A

(m)
x − l|Āx

i(m)
.

Вправа 6. Довести, що за припущення лiнiйної iнтерполяцiї

l|a
{m}
x = l|a

(m)
x +

i

i(m)

(
1

d(m)
− 1

δ

)
l|Ax.

Цей тип вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету постнумерандо, що
враховує вiдшкодування за час вiд моменту здiйснення останньої iнтервальної
виплати до моменту настання страхової подiї, називається вiдкладеним на
l рокiв пожиттєвим ануїтетом постнумерандо (з виплатами m разiв
на рiк) з пропорцiйною поправкою, або завершеним вiдкладеним на l
рокiв пожиттєвим ануїтетом постнумерандо (з виплатами m разiв на
рiк).

Вправа 7. Порiвняти дисперсiї вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету пре-
нумерандо (з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою i завершеного
вiдкладеного на l рокiв пожиттєвого ануїтету постнумерандо (з виплатами m разiв на
рiк).
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3.13.4 Вiдкладений строковий ануїтет
Нехай особа (x) придбала вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет пренумеран-
до з виплатами m разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:

0, K < l

ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣ − ä
(m)

l| , l ≤ K < l + n

ä
(m)

l+n| − ä
(m)

l| , K ≥ l + n

=


0, K < l

1− vK+ J+1
m

d(m)
− ä

(m)

l| , l ≤ K < l + n

ä
(m)

l+n| − ä
(m)

l| , K ≥ l + n

Вправа 1. Вивести формулу для теперiшньої вартостi Y вiдкладеного на l рокiв n-
рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк з пропорцiйною поправкою.

Вправа 2. Вивести формулу для актуарної теперiшньої вартостi l|nä
{m}
x вiдкладеного

на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк з пропорцiйною
поправкою.

Вправа 3. Вивести формулу для актуарної теперiшньої вартостi l|nä
{m}
x вiдкладеного

на l рокiв n-рiчного ануїтету пренумерандо з виплатами m разiв на рiк з пропорцiйною
поправкою за припущення лiнiйної iнтерполяцiї.

Нехай тепер особа (x) придбала вiдкладений на l рокiв n-рiчний ануїтет
постнумерандо з виплатами m разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:

0, K < l

a
(m)

K+ J
m

∣∣ − a
(m)

l| , l ≤ K < l + n

a
(m)

l+n| − a
(m)

l| , K ≥ l + n

=


0, K < l

1− vK+ J
m

i(m)
− a

(m)

l| , l ≤ K < l + n

a
(m)

l+n| − a
(m)

l| , K ≥ l + n

Вправа 4. Вивести формулу для теперiшньої вартостi Y вiдкладеного на l рокiв n-
рiчного ануїтету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк з пропорцiйною поправ-
кою.

Вправа 5. Вивести формулу для актуарної теперiшньої вартостi l|na
{m}
x вiдкладеного

на l рокiв n-рiчного ануїтету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк з пропорцiй-
ною поправкою.

Вправа 6. Вивести формулу для актуарної теперiшньої вартостi l|na
{m}
x вiдкладеного

на l рокiв n-рiчного ануїтету постнумерандо з виплатами m разiв на рiк з пропорцiй-
ною поправкою за припущення лiнiйної iнтерполяцiї.

Вправа 7. Порiвняти дисперсiї вiдкладеного на l рокiв n-рiчного ануїтету пренуме-
рандо (з виплатами m разiв на рiк) з пропорцiйною поправкою i завершеного вiдкла-
деного на l рокiв n-рiчного ануїтету постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк).
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3.13.5 Пожиттєвий ануїтет з гарантiєю
Нехай особа (x) придбала пожиттєвий ануїтет пренумерандо з n-рiчною гаран-
тiєю з виплатами m разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiвнює:

ä
(m)

n| , K < n

ä
(m)

K+ J+1
m

∣∣, K ≥ n
=


ä
(m)

n| , K < n

1− vK+ J+1
m

d(m)
, K ≥ n

Вправа 1. Довести, що теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо (з
виплатами m разiв на рiк) з n-рiчною гарантiєю та пропорцiйною поправкою визна-
чається формулою:

Y =
δ

d(m)
Y ,

де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною
гарантiєю.

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету пренумерандо (з
виплатами m разiв на рiк) з n-рiчною гарантiєю з пропорцiйною поправкою
позначається ä

{m}
x:n|

.

Вправа 2. Довести, що

ä
{m}
x:n|

= E
[
Y
]
=

δ

d(m)
ā
x:n| = ä

(m)

x:n|
− n|Āx − n|A

(m)
x

d(m)
.

Вправа 3. Довести, що за припущення лiнiйної iнтерполяцiї

ä
{m}
x:n|

= ä
(m)

x:n|
− i

d(m)

(
1

δ
− 1

i(m)

)
n|Ax.

Цей тип пожиттєвого ануїтету пренумерандо (з виплатами m разiв на рiк)
з n-рiчною гарантiєю, що враховує вiдшкодування за час вiд моменту настання
страхової подiї i кiнцем перiоду, коли було здiйснено останню (iнтервальну) ви-
плату, називається пожиттєвим ануїтетом пренумерандо (з виплатами
m разiв на рiк) з n-рiчною гарантiєю та пропорцiйною поправкою.

Нехай тепер особа (x) придбала пожиттєвий ануїтет постнумерандо з n-
рiчною гарантiєю з виплатами m разiв на рiк, теперiшня вартiсть якого дорiв-
нює: a

(m)

n| , K < n

a
(m)

K+ J
m

∣∣, K ≥ n
=

a
(m)

n| , K < n

1−vK+ J
m

i(m) , K ≥ n

Вправа 4. Довести, що теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо (з
виплатами m разiв на рiк) з n-рiчною гарантiєю та пропорцiйною поправкою визна-
чається формулою:

Y =
δ

d(m)
Y ,
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де Y позначає теперiшню вартiсть неперервного пожиттєвого ануїтету з n-рiчною
гарантiєю.

Актуарна теперiшня вартiсть пожиттєвого ануїтету постнумерандо (з
виплатами m разiв на рiк) з n-рiчною гарантiєю з пропорцiйною поправкою
позначається a

{m}
x:n|

.

Вправа 5. Довести, що

a
{m}
x:n|

= E
[
Y
]
=

δ

i(m)
ā
n: x| = a

(m)

x:n|
+

(1 + i)
1
m n|A

(m)
x − n|Āx

i(m)
.

Вправа 6. Довести, що за припущення лiнiйної iнтерполяцiї

a
{m}
x:n|

= a
(m)

x:n|
+

i

i(m)

(
1

d(m)
− 1

δ

)
n|Ax.

Цей тип пожиттєвого ануїтету постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк) з
n-рiчною гарантiєю, що враховує вiдшкодування за час вiд моменту здiйснення
останньої (iнтервальної) виплати до моменту настання страхової подiї, назива-
ється пожиттєвим ануїтетом постнумерандо (з виплатами m разiв на
рiк) з n-рiчною гарантiєю та пропорцiйною поправкою, або заверше-
ним пожиттєвим ануїтетом постнумерандо (з виплатами m разiв на
рiк) з n-рiчною гарантiєю.

Вправа 7. Порiвняти дисперсiї пожиттєвого ануїтету пренумерандо (з виплатами m
разiв на рiк) з n-рiчною гарантiєю та пропорцiйною поправкою i завершеного пожит-
тєвого ануїтету постнумерандо (з виплатами m разiв на рiк) з n-рiчною гарантiєю.



Додаток А

Процентиль, нормальне
наближення

А.1 Процентиль

Означення 1.1. Нехай p ∈ (0, 1), Y довiльна випадкова величина з функцiєю
розподiлу

F (y) = Pr
{
Y ≤ y

}
, y ∈ R.

Тодi p-им процентилем випадкової величини Y називається

ξpY = min
{
ξ ∈ R | F (ξ) ≥ p

}
.

Зауваження 1. Якщо випадкова величина Y невiд’ємна, то

ξpY = min
{
ξ ≥ 0 | F (ξ) ≥ p

}
.

Зауваження 2.
ξpY = min

{
ξ ∈ R | F (ξ) = p

}
, (1.1)

якщо множина у правiй частинi рiвностi (1.1) непорожня. Це отримуємо з таких
двох тверджень:{

ξ ∈ R | F (ξ) ≥ p
}
=
{
ξ ∈ R | F (ξ) = p

}⊔{
ξ ∈ R | F (ξ) > p

}
;

∀ξ1 ∈
{
ξ ∈ R | F (ξ) = p

}
∀ξ2 ∈

{
ξ ∈ R | F (ξ) > p

}
(ξ1 < ξ2).

Зокрема, (
∃!ξ ∈ R : F (ξ) = p

)
=⇒

(
ξpY = ξ

)
. (1.2)

211
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Зауваження 3.

∃(α, β) ⊂ R
(
∃!ξ ∈ (α, β) : F (ξ) = p

)
=⇒ ξpY = ξ. (1.3)

Виберемо
a, b ∈ R : α < a < ξ < b < β.

Використовуючи неспадання функцiї розподiлу F, маємо:

F (a) < F (ξ) < F (b);

∀y ≤ a F (y) ≤ F (a) < F (ξ) = p;

∀y ≥ b F (y) ≥ F (b) > F (ξ) = p.

Звiдси отримуємо:
∃!ξ ∈ R : F (ξ) = p.

Тодi з (1.2) маємо (1.3).

Зауваження 4. Оскiльки функцiя розподiлу F неспадна, то

∀β ∈ R
(
F (β) ≥ F (β−)

)
=⇒ ξ

F (β−)
Y ≤ β. (1.4)

Теорема 1.1. (про процентиль) Нехай Y довiльна випадкова величина з фун-
кцiєю розподiлу F. Тодi:

(i) ∀β ∈ R
(
F (β) > F (β−) =⇒ ∀p ∈

(
F (β−), F (β)

]
ξpY = β

)
;

(ii) ∀β ∈ R
(
Y ≥ β ∧ F (β) > 0 =⇒ ∀p ∈

(
0, F (β)

]
ξpY = β

)
;

(iii) ∀β ∈ R
(
∃α < β : F строго зростає на (α, β) =⇒ ξ

F (β−)
Y = β

)
;

(iv) якщо на iнтервалi (α, β) ⊂ R функцiя розподiлу F неперервна i строго
зростає, то ∀p ∈

(
F (α), F (β−)

)
p-ий процентиль ξpY є розв’язком (який

iснує i єдиний) рiвняння

F (ξ) = p, ξ ∈ (α, β). (1.5)

Тобто
ξpY =

(
F ∣∣

(α,β)

)−1

(p).

Доведення. (i) Нехай F (β) > F (β−), p ∈
(
F (β−), F (β)

]
. Тодi

F (β) ≥ p =⇒ ξpY ≤ β. (1.6)
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З неспадання функцiї розподiлу F маємо:

∀ξ < β F (ξ) ≤ F (β−) < p =⇒ ξpY ≥ β. (1.7)

З (1.6) i (1.7) отримуємо рiвнiсть: ξpY = β.
(ii) Випливає з твердження (i). Нехай Y ≥ β, F (β) > 0. Тодi

∀y < β F (y) = Pr
{
Y ≤ y

}
= 0 =⇒ F (β−) = lim

y→β−
F (y) = 0 < F (β).

(iii) Нехай F строго зростає на (α, β). Тодi

∀y ∈ (α, β) F (y) < F (β−).

Звiдси, враховуючи неспадання функцiї розподiлу F, маємо:

∀y < β F (y) < F (β−) =⇒ ξ
F (β−)
Y ≥ β. (1.8)

З (1.4) i (1.8) отримуємо рiвнiсть: ξ
F (β−)
Y = β.

(iv) Нехай p ∈
(
F (α), F (β−)

)
. Оскiльки функцiя розподiлу F неперервна справа,

то F (α+) = F (α). Отже,
p ∈

(
F (α+), F (β−)

)
.

Тодi з теореми Больцано-Кошi про промiжне значення i зi строгої монотонностi
функцiї розподiлу F на iнтервалi (α, β) отримуємо:

∃!ξ ∈ (α, β) : F (ξ) = p. (1.9)

Отже, ξ — розв’язок (який iснує i єдиний) рiвняння (1.5). Тодi з (1.3) i (1.9)
отримуємо: ξpY = ξ.

А.2 Нормальне наближення

Постановка задачi. Розглядається N осiб (xi), i = 1, . . . , N, якi укладають
(одночасно) однаковi страховi угоди (на страховi ануїтети). Нехай

(i) особи (xi) незалежнi;

(ii) випадковi величини T (xi) однаково розподiленi (мають однаковi функцiї
розподiлу);

(iii) Y (xi) — теперiшня вартiсть ануїтету особи (xi).
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Позначимо

S =

N∑
i=1

Y (xi)

(загальну) теперiшню вартiсть втрат страхування цих N осiб. Застосовуючи
нормальне наближення, потрiбно обчислити:

(а) мiнiмальну суму, яку повинен мати страховий фонд в момент часу t = 0,
щоб ймовiрнiсть того, що вiн буде спроможний здiйснювати виплати за
ануїтетом для кожної з N застрахованих осiб становила не менше, нiж
p ∈ (0, 1);

(б) вiдносне навантаження надiйностi (навантаження безпеки, надбавку надiй-
ностi, надбавку безпеки, security loading) θ, тобто вiдсоток, який становить
навантаження надiйностi вiдносно очiкуваної суми виплат страховим фон-
дом;

(в) мiнiмальну кiлькiсть осiб, яку потрiбно застрахувати, щоб вiдносне наван-
таження надiйностi не перевищувало θ0 > 0.

Розв’язання. Зазначимо, що згiдно з (a) потрiбно обчислити p-ий процентиль
випадкової величини S :

min
{
ξ ∈ R

∣∣∣ Pr{S ≤ ξ
}
≥ p
}
= ξpS . (2.1)

Для застосування нормального наближення подамо (2.1) у виглядi:

min

ξ ∈ R
∣∣∣ Pr

S − E
[
S
]√

Var
[
S
] ≤

ξ − E
[
S
]√

Var
[
S
]
 ≥ p

 = ξpS .

Нехай N (0, 1) позначає випадкову величину, що має стандартний нормальний
розподiл з параметрами 0, 1. Застосовуючи нормальне наближення

S − E
[
S
]√

Var
[
S
] ∼ N (0, 1),

отримуємо:

min

ξ ∈ R
∣∣∣ Pr

N (0, 1) ≤
ξ − E

[
S
]√

Var
[
S
]
 ≥ p

 = ξpS . (2.2)

Позначимо

η =
ξ − E

[
S
]√

Var
[
S
] .
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Тодi (2.2) набуває вигляду:

min

{
E
[
S
]
+ η
√
Var
[
S
]
∈ R

∣∣∣ Pr{N (0, 1) ≤ η
}
≥ p

}
= ξpS .

Оскiльки
√

Var
[
S
]
> 0, то ця рiвнiсть еквiвалентна такiй:

min
{
η ∈ R

∣∣∣ Pr{N (0, 1) ≤ η
}
≥ p
}
=

ξpS − E
[
S
]√

Var
[
S
] . (2.3)

Величина злiва є p-им процентилем випадкової величини N (0, 1) :

min
{
η ∈ R

∣∣∣ Pr{N (0, 1) ≤ η
}
≥ p
}
= ξpN (0,1).

Отже, з (2.3) отримуємо:

ξpS = E
[
S
]
+ ξpN (0,1)

√
Var
[
S
]
=

= E
[
S
]1 + ξpN (0,1)

√
Var
[
S
]

E
[
S
]
 = E

[
S
]
(1 + θ), (2.4)

де вiдносне навантаження надiйностi θ обчислюється за формулою:

θ = ξpN (0,1)

√
Var
[
S
]

E
[
S
] .

Згiдно з умовою (припущенням) випадковi величини

Y (xi), i = 1, . . . , N, (2.5)

незалежнi i мають однаковi розподiли. Нехай Y позначає випадкову величину,
однаково розподiлену з випадковими величинами (2.5). Тодi маємо:

E
[
S
]
=

N∑
i=1

E
[
Y (xi)

]
= NE

[
Y
]
;

Var
[
S
]
=

N∑
i=1

Var
[
Y (xi)

]
= NVar

[
Y
]
.

Отже, з (2.4) отримуємо (пункти (а) i (б) задачi):
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ξpS = NE
[
Y
]
+ ξpN (0,1)

√
N
√
Var
[
Y
]
=

= NE
[
Y
]1 +

ξpN (0,1)√
N

√
Var
[
Y
]

E
[
Y
]

 =

= NE
[
Y
]1 +

ξpN (0,1)√
N

√√√√E
[
Y2
]

E
[
Y
]2 − 1

 = NE
[
Y
]
(1 + θ),

де вiдносне навантаження надiйностi θ обчислюється за формулою:

θ =
ξpN (0,1)√

N

√
Var
[
Y
]

E
[
Y
] =

ξpN (0,1)√
N

√√√√E
[
Y2
]

E
[
Y
]2 − 1. (2.6)

Згiдно з формулою (2.6) для знаходження мiнiмальної кiлькостi осiб (пункт (в)
задачi) отримуємо нерiвнiсть:

ξpN (0,1)√
N

√√√√E
[
Y2
]

E
[
Y
]2 − 1 ≤ θ0 =⇒ N ≥

(
ξpN (0,1)

θ0

)2(
E
[
Y2
]

E
[
Y
]2 − 1

)
.

Або в термiнах дисперсiї Y :

ξpN (0,1)√
N

√
Var
[
Y
]

E
[
Y
] ≤ θ0 =⇒ N ≥

(
ξpN (0,1)

θ0

)2
Var
[
Y
]

E
[
Y
]2 .

А.2.1 Приклад застосування нормального наближення
Формулювання. Розглядається N = 100 осiб (xi), i = 1, . . . , N, якi укладають
(одночасно) однаковi страховi угоди (на страховi ануїтети). Нехай

(i) особи (xi) незалежнi;

(ii) випадковi величини T (xi) однаково розподiленi i мають узагальнений роз-
подiл де Муавра

fT (xi)(t) =

{
2(1− t), t ∈ [0, 1)

0, t /∈ [0, 1)

(iii) теперiшня вартiсть ануїтету Y (xi) особи (xi) визначається формулою (не-
перервний пожиттєвий ануїтет):

Y (xi) =
1− e−δT (xi)

δ
, δ = 0, 1;
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Застосовуючи нормальне наближення, потрiбно обчислити:

(а) мiнiмальну суму, яку повинен мати страховий фонд в момент часу t = 0,
щоб ймовiрнiсть того, що вiн буде спроможний здiйснювати виплати за
ануїтетом для кожної з N застрахованих осiб становила не менше, нiж
p = 0, 9;

(б) вiдносне навантаження надiйностi θ, тобто вiдсоток, який становить наван-
таження надiйностi вiдносно очiкуваної суми виплат страховим фондом;

(в) мiнiмальну кiлькiсть осiб, яку потрiбно застрахувати, щоб вiдносне наван-
таження надiйностi не перевищувало θ0 = 0, 1.

Розв’язання. Для обчислення математичних сподiвань E
[
Y
]
,E
[
Y 2
]

скористає-
мося iнтегралом:

1∫
0

eaxx dx =
1

a
xeax

∣∣∣1
0
−1

a

1∫
0

eax dx =
ea

a
− ea − 1

a2
.

Отже,

E
[
Y
]
=

1∫
0

1− e−δx

δ
2(1− x) dx =

2

δ

1∫
0

(
1− e−δ(1−x)

)
x dx =

=
2

δ

1

2
− e−δ

1∫
0

eδxx dx

 =
1

δ
− 2

δ2
+

2(1− e−δ)

δ3
.

E
[
Y 2
]
=

1∫
0

(
1− e−δx

δ

)2

2(1− x) dx =
2

δ2

1∫
0

(
1− e−δ(1−x)

)2
x dx =

=
2

δ2

1

2
− 2e−δ

1∫
0

eδxx dx+ e−2δ

1∫
0

e2δxx dx

 =

=
1

δ2
− 4

δ3
+

4(1− e−δ)

δ4
+

1

δ3
− 1− e−2δ

2δ4
=

=
1

δ2
− 3

δ3
+

7− 8e−δ + e−2δ

2δ4
.

Використовуючи результати попереднього параграфа, а також значення

ξ0,9N (0,1) = 1, 282,
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отримуємо:

θ = 0, 1282

√√√√E
[
Y 2
]

E
[
Y
]2 − 1 = 0, 0893 =⇒ 100% · θ = 8, 93%;

ξ0,9S = 100 E
[
Y
]
(1 + θ) = 35, 42;

N ≥ (12, 82)2

(
E
[
Y 2
]

E
[
Y
]2 − 1

)
= 79, 76 =⇒ N = 80.

Зазначимо, що актуарна теперiшня вартiсть ануїтету для кожної зi 100 застра-
хованих осiб становить:

E
[
Y (xi)

]
= 0, 3252.

Проте для кожної з цих осiб страхування (ануїтет) буде коштувати на 8, 93%
бiльше, а саме: 0, 3542.
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