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1 Вступ

Важливою сферою фiнансiв є прийняття рiшень щодо iнве-
стицiйної та дивiдендної полiтики протягом часу та способiв їх
фiнансування. Серед способiв фiнансування такої полiтики є: ви-
пуск власного капiталу, збереження прибуткiв, запозичення гро-
шей тощо. Можна моделювати такi ситуацiї як задача оптималь-
ного керування; Деякi з цих моделей є простими для аналiзу, i
вони дають кориснi знання.

У своїй курсовiй роботi я розгляну задачу готiвкового балан-
су та задачу оптимального фiнансування акцiонерного капiталу
фiрми. Перша, у найпростiшiй формi, є задачею контролю рiвня
грошового залишку фiрми, щоб задовольнити її попит на готiв-
ку при мiнiмальних сукупних витратах. Остання, яка є основною
задачею у фiнансах, полягає у визначеннi оптимального шляху
дивiдендiв разом з понаднормовим випуском нових акцiй з метою
максимiзацiї вартостi фiрми.

Хоча ми розглядаємо лише детермiнованi задачi, деякi з най-
бiльш важливих задач у сферi фiнансiв пов’язанi з невизначе-
нiстю. Таким чином, їх оптимiзацiя вимагає використання сто-
хастичної теорiї оптимального керування або стохастичного про-
грамування.

Далi введемо просту задачу готiвкового балансу i будемо осо-
бливо зацiкавленi у фiнансовiй iнтерпретацiї для рiзних функцiй,
таких як Гамiльтонiан i приєднанi функцiї, що виникають пiд час
аналiзу.

При дослiдженнi даної теми використано матерiали iз [1].
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2 Оптимальна модель фiнансування

Розглянемо модель фiрми, яка має фiнансувати свої iнвести-
цiї шляхом оптимального поєднання нерозподiленого прибутку та
зовнiшнього капiталу. Задача оптимального фiнансування фiрми
може бути сформульована як задача оптимального керування.
Такi формулювання, дозволяють фiрмi фiнансувати свої iнвести-
цiї за рахунок нерозподiленого прибутку, боргу та / або зовнi-
шнього капiталу в рiзних пропорцiях, якi можуть змiнюватися з
часом. Зауважимо, що незбереженi доходи виплачуються акцiо-
нерам фiрми як дивiденди.

З причин простоти i легкостi цього розв’язку, модель, проана-
лiзована тут, не допускає заборгованостi як джерела фiнансува-
ння, але дозволяє використовувати нерозподiлений прибуток та
зовнiшнiй капiтал у будь-яких пропорцiях.

2.1 Модель

Для того, щоб сформулювати модель, використовуємо насту-
пнi позначення:

y(t) – вартiсть активiв фiрми або вкладеного капiталу в мо-
мент часу t,

x(t) – поточна ставка прибутку в доларах за час на час t,

u(t) – зовнiшнє або нове акцiонерне фiнансування, виражене
як кратне поточного прибутку; u ≥ 0

v(t) – частка поточного прибутку, що зберiгається, тобто
1− v(t)

представляє ставку виплати дивiдендiв; 0 6 v(t) 6 1,
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1 − c – пропорцiйна платiжна (тобто транзакцiя) вартiсть
зовнiшнього капiталу; c - константа, 0 6 c < 1,

ρ – неперервна дисконтная процентная ставка (допустима
константа); вiдома як частота прибутковостi акцiонера,

r – фактична норма прибутку (допустима константа) на iн-
вестований капiтал фiрми; r > ρ

g – верхнiй коефiцiєнт зростання цiнових активiв фiрми,

T – iнтервал планування; T <∞

Враховуючи цi визначення, поточними доходами є x = ry. Швид-
кiсть змiни поточних доходiв визначається

ẋ = rẏ = r(cu + v)x, x(0) = x0. (1)

Крiм того, верхня межа швидкостi зростання активiв перед-
бачає наступне обмеження на вимiрювальннiй змiннiй :

ẏ/y =
(cu + v)x

x/r
= r(cu + v) 6 g. (2)

Нарештi, мета фiрми полягає в тому, щоб максимiзувати свою
вартiсть, яка приймається за теперiшню вартiсть потоку майбу-
тнiх дивiдендiв, що накопичується в акцiях, якi перебувають в
оббiгу на момент часу нуль. Для виведення цього виразу заува-
жимо, що

T∫
0

(1− v)xe−ρtdt

представляє поточну вартiсть загальних дивiдендiв, що випуска-
ються фiрмою. Частина цих дивiдендiв йде на новий капiтал,
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який пiд припущенням ефективного ринку отримає норму при-
бутку, рiвну дисконтнiй ставцi ρ. Отже, це повинно бути рiвним
теперiшнiй вартостi

T∫
0

uxe−ρtdt

зовнiшнього капiталу, пiднятого через деякий час.
Таким чином, чиста теперiшня вартiсть загальних майбутнiх

дивiдендiв, що нараховуються на початковi акцiї, є рiзницею ви-
щезазначених двох виразiв, тобто

J =

T∫
0

e−ρt(1− v − u)xdt. (3)

Зауважимо, що у випадку кiнцевого результату бiльш реалiсти-
чна цiльова функцiя буде включати в себе залишкову вартiсть
або зайвий термiн S[x(T )].

Задачею оптимального керування є вибiр мiж u та v, щоб
максимiзувати J в (3) за умов (1) з обмеженням (2), u > 0, i
0 6 v 6 1. Для зручностi ми заново сформулюємо цю задачу як

max
u,v

J =

T∫
0

e−ρt(1− v − u)xdt


стосовно

ẋ = r(cu + v)x, x(0) = x0,

при обмеженнях на керування

cu + v 6 g/r, u ≥ 0, 0 6 v 6 1.

(4)
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2.2 Застосування принципу максимуму

Це бiлiнiйна задача з двома керуючими змiнними. Поточне
значення Гамiльтона це

H = (1− v − u)x + λr(cu + v)x, (5)

де сумiсна змiнна поточного значення A задовольняє

λ̇ = ρλ− (1− v − u)− λr(cu + v) (6)

з умовою трансверсальностi

λ(T ) = 0. (7)

З Гамiльтонiана в (5) нам вiдомо, що λ(t) можна iнтерпретува-
ти як граничне значення (долар за час t) одиничної змiни доходу
в момент часу t. Також (cu + v)x є додатковими iнвестицiями в
момент часу t. Тодi, λr - гранична величина одиничної iнвестицiї
в момент часу t. Таким чином, добуток λr(cu + v)x є значенням
для акцiонерiв додаткових iнвестицiй, вимiряних з точки зору не-
доотриманих дивiдендiв (iншими словами, долар за час t). Якщо
фiрма здiйснює додатковi iнвестицiї λr (що дає додатковий при-
буток на один долар), ρλ є очiкуваним прибутком вiд цiєї iнве-
стицiї. У рiвновазi це повинно дорiвнювати ”приросту капiталу”
λ, плюс безпосереднi дивiденди (1¯v) меншi u, ”вимоги” зовнiшнiх
акцiонерiв, плюс вартiсть додаткових прибуткiв λr(cu + v) .

Щоб задати форму оптимальної стратегiї, перепишемо Га-
мiльтона як

H = [W1u + W2v + 1]x, (8)

де

W1 = crλ− 1, (9)
W2 = rλ− 1. (10)
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Передусiм зазначимо, що змiнна стану х обчислюється так, що
оптимальне керування не залежать вiд змiнної стану. По-друге,
оскiльки Гамiльтонiан є лiнiйним у двох контрольних змiнних,
оптимальною стратегiєю є комбiнацiя узагальнених двопозицiй-
ного та сингулярного керувань. Звичайно, характеристика цих
оптимальних засобiв керування в термiнах спряженої змiнної λ
вимагатиме розв’язок параметричної задачi лiнiйного програму-
вання в кожний момент часу t. Задачу максимiзацiї функцiї Га-
мiльтона можна викласти таким чином:

max
u,v
{W1u + W2v}

стосовно

u > 0, 0 6 v 6 1, cu + v 6
g

r
.

(11)

Очевидно, що обмеження v 6 1 стає зайвим, якщо g/r < 1. Тому
ми маємо два випадки:

Випадок А: g 6 r i Випадок B: g > r,

пiд кожним з яких ми можемо розв’язати задачу лiнiйного про-
грамування (11) графiчно в замкнутiй формi. Це зроблено на ма-
люнках 5.4 i 5.5.

Оскiльки c < 1 за припущенням, наступнi пiдпункти, показанi
на малюнках 5.4 i 5.5, можна виключити:

(i) W1 > cW2,W1 > 0⇒ c > 1,

(ii) W1 = 0,W2 < 0⇒ c > 1,
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(iii) W1 = cW2 > 0⇒ c = 1,

(iv) W1 = W2 = 0⇒ c = 1,

Для решти пiдзадач, показаних поряд iз затемненими лiнiями на
малюнках 5.4 i 5.5, ми охарактеризуємо вiдповiднi оптимальнi
контролi в таблицi 5.1. Каталог можливих режимiв оптимально-
го керування, наведений у таблицi 5.1, показує потенцiйнi часовi
шляхи для фiрми. Що необхiдно зробити для отримання опти-
мального шляху (з урахуванням початкової умови) це синтезува-
ти цi пiдзадачi в оптимальну послiдовнiсть.

2.3 Синтез шляхiв оптимального керування

Для отримання оптимальної траєкторiї необхiдно синтезувати
оптимальну послiдовнiсть пiдзадач. Звичайною процедурою, що
застосовується, є конструкцiя зворотного часу, спочатку розро-
блена Isaacs (1965). Зворотний час можна визначити тiльки для
задачi про кiнцевий iнтервал. Проте, розв’язок нескiнченного iн-
тервалу зазвичай можна вивести з розв’язку скiнченного iнтер-
валу.

Наш аналiз задачi скiнченного iнтервалу (5.33) продовжується
з припущенням, що момент обриву Т вважається досить великим.
Ми зробимо це припущення чiтким пiд час нашого аналiзу. Окрiм
того, ми розглянемо рiшення, коли T недостатньо велике у заува-
женнях 1 i 4.

Визначимо змiнну зворотного часу τ як

τ = T − t,
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так, що
◦
y =

dy

dτ
=
dy

dt

dt

dτ
= −ẏ.

Як наслiдок, ◦y = −ẏ, i зворотно-часовi версiї стану i доповню-
ючих рiвнянь (1) i (6), вiдповiдно, можуть бути отриманi шля-
хом простої замiни ẏ на ◦y i змiни знакiв з правої сторони. Умова
трансверсальностi на доповнюючу змiнну

λ(t = T ) = λ(τ = 0) = 0 (12)

стає початковою умовою в зворотно часовому сенсi. Крiм того,
давайте параметризуємо заключний стан, припустивши що

x(t = T ) = x(τ = 0) = αA, (13)

де αA є параметр, який потрiбно визначити.
Вiдтепер у цьому роздiлi все виражається у зворотному часо-

вому сенсi, якщо не вказано iнше. Використовуючи визначення
◦x i ◦λ та умови (13) i (12), можна записати версiї (1) i (6) у
зворотному часi наступним чином:

◦
x = −r(cu + v)x, x(0) = αA, (14)

◦
λ = (1− u− v)− λ{ρ− r(cu + v)}, λ(0) = 0. (15)

Це є початковою точкою для нашого синтезу точки перемика-
ння. По-перше, розглянемо випадок А.

Випадок А: g 6 r.

Зауважимо, що обмеження v 6 1 є зайвим у цьому випадку i
єдиними можливими пiдкласами є А1, А3 i А6. Оскiльки λ(0) = 0,
то маємо W1(0) = W2(0) = −1, i отримали Випадок А1.
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Пiдвипадок А1: W1 = crλ− 1 < 0 i W2 = rλ− 1 < 0.

З рядка (1) таблицi 5.1 маємо u∗ = v∗ = 0, рiвняння стану (14)
i приєднане рiвняння (15) як

◦
x = 0 i

◦
λ = 1− ρλ. (16)

З початковими умовами, наведеними у (12), розв’язки для x та λ
є

x(τ ) = αA i λ(τ ) =
1− e−ρτ

ρ
. (17)

Легко бачити, що з припущення 0 6 c < 1 випливає, що якщо
W2 = ρλ − 1 < 0, тодi W2 = crλ − 1 < 0. Тому, щоб зали-
шитися в цiй пiдгрупi, як t зростає, W2(τ ) повинен залишатися
негативним протягом деякого часу, оскiльки τ зростає. Проте з
(17), λ(τ ) зростає асимптотично до значення 1/ρ i тому, W2(τ )

зростає асимптотично до значення r/ρ − 1. Оскiльки ми припу-
стили r > ρ, iснує τ1 таке,що W2(τ1) = (1 − e−ρτ )r/ρ − 1 = 0. Це
легко обчислити

τ1 =
1

ρ
· ln
(

r

r − ρ

)
. (18)

З цього виразу очевидно, що фiрма залишає пiдроздiл A1, забез-
печуючи τ1 < T . Бiльш того, це спостереження також дає точне
поняття досить великого T у Випадку A, маючи T > τ .

Зауваження 2.1. Коли T не є достатньо великим, тобто, ко-
ли T 6 τ1 у Випадку A, то фiрма залишається у Випадку A3.
Оптимальним розв’язком у цьому випадку є u∗ = 0 i v∗ = 0,
тобто принцип вiдсутностi iнвестицiй.

Зауваження 2.2. Зауважимо, що якщо ми припустили, що r <
ρ, то фiрма нiколи не виходить з Випадку А1 незалежно вiд
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значення T. Очевидно, що iнвестування не використовується,
якщо норма прибутку менше дисконтної ставки.

У зворотному часi τ1 ми маємо W2 = 0 i W1 < 0, i тому фiрма
знаходиться у Пiдроздiлi A6.

Пiвипадок А6: W1 = crλ− 1 < 0 i W2 = rλ− 1 = 0.

У цьому випадку оптимальне керування

u∗ = 0, 0 6 v∗ 6
g

r
(19)

з рядка (3) таблицi 5.1 є сингулярне щодо v. Цей випадок нази-
вається сингулярним, оскiльки умови максимiзацiї Гамiльтона не
дає унiкальне значення для елемента керування v. У таких випад-
ках оптимальнi засоби керування отримують за умов, необхiдних
для пiдтримки W2 = 0 за кiнцевий iнтервал часу. Це означає, що
ми повиннi мати ◦W = 0, що в свою чергу означає

◦
λ = 0. Для

обчислення
◦
λ пiдставимо (5.48) в (5.44) i отримаємо

◦
λ = (1− v)− λ[ρ− rv∗]. (20)

Пiдставляючи λ = 1/r (з W2 = 0) в (20) i прирiвнюючи праву
сторону до нуля, одержимо

r = ρ (21)

як необхiдна умова, необхiдна для пiдтримання сингулярностi
протягом кiнцевого iнтервалу часу пiсля τ1. Умова (21) є випад-
ковою i взагалi не виконуватиметься. Фактично ми припустили
r > ρ. Таким чином, фiрма не залишиться у Випадку A6 на
скiнченному часовому iнтервалi. Крiм того, з r > ρ, ми маємо
◦
λ(τ1) = (r−ρ/r) > 0. ТомуW2 зростає вiд нуля i стає позитивним
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пiсля τ1. Таким чином, при τ+1 фiрма переходить до Пiдроздiлу
A3.

Пiвипадок А3: W2 = rλ− 1 > 0.

Оптимальним керуванням у цьому пiдпунктi з рядка (2) та-
блицi (5.1) є

u∗ = 0, v∗ =
g

r
. (22)

Стан i приєднанi рiвняння
◦
x = −gx, x(τ1) = αA (23)

◦
λ =

(
1− g

r

)
− λ(ρ− g), λ(τ1) = 1/r (24)

мають значення при τ = τ1 i виведенi з (17) i (18).
Оскiльки ◦α(τ1) > 0, λ зростає при τ1 вiд значення 1/τ . Подаль-

ше вивчення поведiнки λ(τ ) при збiльшеннi τ буде здiйснюватися
при двох рiзних можливих умовах: (i) ρ > g i (ii) ρ 6 g.

(i) ρ > g: За цiєї умови, коли λ збiльшується,
◦
λ зменшується

i стає нулем при значеннi, отриманому прирiвнюванням правої
частини (24) до нуля, тобто

λ̄ =
1− g/r
ρ− g

. (25)

Отже, це значення λ̄ є асимптотою розв’язку (24), що починається
з λ(τ1) = 1/r. Оскiльки r > ρ > g в цьому випадку

W 2 = rλ̄− 1 =
r(1− g/r)
ρ− g

− 1 =
r − ρ
ρ− g

> 0, (26)

що означає, що фiрма залишається у Пiдвипадку A3.
(ii) ρ 6 g: За цiєї умови, коли λ(τ ) зростає,

◦
λ(τ ) зростає.
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Отже, W2(τ ) = rλ(τ )− 1 продовжує бути бiльше нуля i фiрма
залишається у Пiдвипадку A3.

Зауваження 2.3. З ρ 6 g зауважимо, що λ(τ ) зростає до не-
скiнченностi, коли τ зростає до нескiнченностi. Це має важливi
наслiдки пiзнiше, коли ми маємо справу з розв’язком задачi на
нескiнченному iнтервалi.

Зауваження 2.4. Оскiльки встановлено, що оптимальнi рiше-
ння для r ≥ r1 i незалежнi вiд αA для T досить великi, ми
можемо накреслити рiшення для випадку A на малюнку 5.6, по-
чинаючи з x0. Це також дає значення

αA = x0e
g(T−τ1) = x0e

gT [1− ρ/r]g/ρ,

У розв’язку для випадку A iснує тiльки одна точка перемика-
ння, якщо T є достатньо великий (тобто T > τ1 в цьому випадку).
Час перемикання t = T − τ1 має цiкаву економiчну iнтерпрета-
цiю. А саме, для цього потрiбно щонайменше τ1 одиниць часу,
щоб зберегти долар прибутку (для iнвестицiй), i бути доцiльним.
Це означає, що iнвестувати стiльки прибуткiв, скiльки можливо,
до T − τ1, i не iнвестувати будь - якi прибутки пiсля T − τ1. Та-
ким чином, T − τ1 є опорною точкою мiж збереженням прибутку
або виплатою дивiдендiв з заробiтку. Щоб побачити це безпосе-
редньо, припустимо, що фiрма зберiгає один долар прибутку в
T − τ1. Оскiльки це останнiй раз, коли будь-який вкладений до-
хiд буде вартим, це очевидно (тому що всi заробiтки виплачую-
ться),що долар просто iнвестував у дохiдностi T − τ1 дивiденди
за ставкою r вiд T − τ1 i до T. Значення цього потоку дивiдендiв
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у термiнах T − τ1 -доларiв є
τ1∫
0

re−ρtdt =
r

ρ
[1− e−ρτ1], (27)

якi повиннi бути прирiвнянi до одного долара, щоб знайти точку
байдужостi. Прирiвнювання (27) до 1 дає точно значення τ1, на-
ведене в (18).

З такою iнтерпретацiєю τ1 ми робимо висновок, що достатньо
прибуткiв необхiдно зберегти, щоб зробити фiрму експоненцiаль-
но зростаючою при максимальнiй швидкостi g до t = T − τ1.
Пiсля цього весь прибуток виплачується, i фiрма перестає рости.
Оскiльки g 6 r (передбачається для випадку A), зростання в
першiй частинi рiшення може фiнансуватися виключно з нероз-
подiленого прибутку. Таким чином, немає необхiдностi вдаватися
до бiльш дорогого зовнiшнього фiнансування акцiй. Останнього
не буде, однак, у випадку B, коли g > r, про який ми зараз обго-
воримо.

Випадок B: g > r.

Оскiльки g/r > 1, обмеження v 6 1 у випадку B є актуаль-
ним. Можливi пiдвипадки являють собою B1, B8, B4, B7 i B3,
показанi поряд з затемненими лiнiями на малюнку 5.5. Як i у ви-
падку А, очевидно, що фiрма починає (в сенсi зворотного часу)
в пiдвипадку B1. Нагадаємо, що T також вважається достатньо
великим. Ця заява у випадку B буде зрозумiла в ходi нашого
аналiзу. Крiм того, розв’язок, коли T не є достатньо великим у
випадку B, буде обговорюватися в Зауваженнi 5.4.

Пiвипадок B1: W1 = rλ− 1 < 0,W2 = rλ− 1 < 0.
Аналiз цього пiдпункту аналогiчний пiдкласу А1. Так як у
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цьому пiдпунктi фiрма вимикається в момент часу τ = τ1 до Пiд-
випадку B8.

Пiдвипадок B8: W1 = rλ− 1 < 0,W2 = rλ− 1 = 0.
У цьому пiдпунктi оптимальне керування

u∗ = 0, 0 6 v∗ 6 1 (28)

з рядка (3) таблицi 5.1 є сингулярнi вiдносно v. Як i ранiше у
пiдвипадку A6, сингулярний випадок не може бути витриманий
протягом кiнцевого часу через наше припущення r > ρ. Як i в
Пiдвипадку A6, W2 збiльшується на τ1 вiд нуля i стає додатним
пiсля τ1. Таким чином, при τ+1 , фiрма опиняється у Пiдвипадку
B4.

Пiдвипадок B4: W1 = rλ− 1 < 0,W2 = rλ− 1 > 0.
Оптимальне керування в цьому пiдвипадку

u∗ = 0, v∗ = 1 (29)

як показано в рядку (5) таблицi 5.1. Стан i приєднанi рiвняння
◦
x = −rx, x(τ1) = αB (30)

з αB, параметр, який потрiбно визначити,
◦
λ = λ(r − ρ), λ(τ1) = 1/τ. (31)

Очевидно, що прибуток зростає експоненцiально зi швидкiстю r
i λ(τ ) зростає зi швидкiстю (r − ρ), як τ зростає з τ1. Оскiльки
λ(τ1) = 1/r, ми маємо

λ(τ ) =
e(r−ρ)(τ−τ1)

r
для τ > τ1. (32)

16



У мiру збiльшення λ,W1 збiльшується i стає нулем в момент часу
τ2, який визначається

W1(τ2) = crλ(τ2)− 1 = ce(r−ρ)(τ−τ1) − 1 = 0, (33)

у свою чергу, дає

W1(τ2) = τ1 + [1/(r − ρ)]ln(1/c). (34)

На τ+2 фiрма переходить до Пiдвипадку B7.
Перед тим, як перейти до Пiдвипадку B7, зауважимо, що в

Випадку B ми тепер можемо визначити T достатньо великим,
при T > τ2.

Пiдвипадку B7: W1 = crλ− 1 = 0, W2 = rλ− 1 > 0.
У Пiдрвипадку B7 оптимальним керуванням є

0 6 u∗ 6
g − r
rc

, v∗ = 1. (35)

З рядка (6) в таблицi 5.1 цi елементи є сингулярними вiдносно
u. Щоб зберегти цей сингулярний контроль за кiнцевий перiод
часу, ми повиннi зберiгати w1 = 0 в iнтервалi. Це означає, що ми
повиннi мати

◦
W 1(τ2) = 0, що, у свою чергу, означає λ(τ2) = 0.

Щоб обчислити λ̊ = 0, пiдставимо (35) в (15) i отримаємо
◦
λ = −u∗ − λ{ρ− r(cu∗ + 1)}. (36)

Пiдставляючи λ(τ2) = 1/rc (оскiльки W1(τ2) = 0) в (36) i прирiв-
нюючи праву частину до нуля, отримаємо

r = ρ.

За нашим припущенням r > ρ, окремий шлях не може бути пiд-
триманий i фiрма не залишиться в Пiдвипадку B7 на кiнцевий
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час. Крiм того, з (36) ми маємо
◦
λ(τ2) =

r − ρ
rc

> 0, (37)

що означає, що λ зростає, i тому W1 зростає. При цьому у τ+2
фiрма переходить на Пiдвипадок B3.

Пiдвипадок B3: W1 = rλ− 1 > 0.
Оптимальним керуванням у цьому пiдпунктi з рядка (4) та-

блицi 5.1 є
u∗ =

g − r
rc

, v∗ = 1. (38)

Стан зворотного часу i приєднанi рiвняння є
◦
x = −gx, (39)

◦
λ = −g − r

rc
+ λ(g − ρ). (40)

Оскiльки
◦
λ(τ2) > 0, то λ(τ ) зростає. Крiм того, у Випадку B ми

припускаємо g > r. Але r > τ передбачається протягом усього
роздiлу. Тому ρ < g та другий член у правiй частинi (40) зростає.

Це означає, що
◦
λ(τ ) > 0 i λ(τ ) продовжують збiльшуватися.

Тому фiрма продовжує залишатися у Пiдвипадку B3.

Зауваження 2.5. Зауважимо, що λ(τ ) у випадку B зростає без
обмеження, оскiльки τ стає великим.

У розв’язку для випадку B iснують двi точки перемикання за-
мiсть однiєї, як у Випадку A. Причина двох точок перемикання
стає цiлком зрозумiлою, коли ми iнтерпретуємо значення τ1 i τ2.
Очевидно, що τ1 має те ж значення, що i ранiше. А саме, якщо
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τ1 - час, що залишився до вiдрiзку, то фiрма не бачить iнвесту-
вання долара доходу або виплати його як дивiдендiв. Iнтуїтивно,
здається, що оскiльки зовнiшнiй капiтал є бiльш дорогим, нiж не-
розподiлений прибуток як джерело фiнансування, iнвестицiї, що
фiнансуються за рахунок зовнiшнього капiталу, вимагають бiль-
ше часу, щоб бути доцiльним. Таким чином,

τ2 − τ1 =
1

r − ρ
· ln 1

c
(41)

має бути час, необхiдний для компенсацiї витрат на зовнiшнi
акцiї.

Щоб побачити це, ми припускаємо, що фiрма випускає акцiї
долара при t = T − τ2. Хоча вартiсть цього випуску становить
один долар, придбаний капiтал - це долари, оскiльки вартiсть роз-
мiщення (1 - c). Оскiльки ми намагаємося знайти час беззбитко-
востi для зовнiшнього капiталу, очевидно, що збереження всього
прибутку для iнвестицiй залишається прибутковим. Таким чи-
ном, вiд T − τ2 до T − τ1 немає дивiдендiв, а фiрма зростає зi
швидкiстю r. Таким чином, вартiсть цiєї iнвестицiї при T − τ2,
вимiряної в T − τ2 -доларах, дорiвнює

ce(r−ρ)(τ2−τ1) = celn(1/c) = 1. (42)

Рiвняння (42) зазначає, що один (T−τ2) -долар зовнiшнього капi-
талу на час (T − τ2), який приносить c доларiв капiталу в момент
часу T − τ2, еквiвалентний однiй (T − τ2) - доларовiй iнвестицiї at
(T −τ1). Але фiрма байдужа мiж iнвестуванням або не iнвестува-
нням витрачених коштiв заробiток (T − τ1). Пiдводячи пiдсумок,
фiрма байдужа мiж видачею запасу долара на (T − τ2) або не
видаючи. До того, як (T − τ2) , вiн платить, щоб випустити запа-
си на такi великi ставки, як це можливо. Пiсля (T − τ2) , вiн не
платить за видачу будь - якого зовнiшнього капiталу взагалi.
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Зауваження 2.6. Коли T не є достатньо великим, тобто, коли
T < τ2 у Випадку B, оптимальний розв’язок є такий самий,
як i в зауваженнi 5.2, коли T 6 τ1. Якщо τ1 < T 6 τ2, то
оптимальним розв’язком є u∗ = 0, v∗ = 1 до тих пiр, поки
t = T − τ1, для t > T − τ1 оптимальним розв’язком є u∗ = 0 i
v∗ = 0.

Повнiстю розв’язавши випадок кiнцевого iнтервалу, перейде-
мо до випадку нескiнченного iнтервалу.

2.4 Розвязок задачi нескiнченного iнтервалу

Для випадку нескiнченного iнтервалу умову трансверсально-
стi потрiбно змiнити на

lim
t→∞

e−ptλ(t) = 0. (43)

Крiм того, ця умова може бiльше не бути необхiдною. Однак
це є достатньою умовою оптимальностi в поєднаннi з iншими умо-
вами достатностi. Звичайним методом розв’язування проблеми
нескiнченного iнтервалує прийняття границi як T →∞ розв’язку
кiнцевого iнтервалу, а потiм доведення того, що отримане таким
чином граничне рiшення вирiшує проблему нескiнченного iнтер-
валу. Доведення важливе, оскiльки межа розв’язку може вирiшу-
вати проблему нескiнченного iнтервалу, а може й не вирiшувати.
Доведення, як правило, базується на умовах достатностi, дещо
модифiкованих, як зазначено вище для випадку нескiнченного
iнтервалу.
Тепер ми проаналiзуємо випадок нескiнченного iнтервалу, дотри-
муючись описаної вище процедури. Почнемо з Випадку А.
Випадок А: g 6 r.
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Граничне рiшення в цьому випадку подається як Пiдвипадок А3,
тобто,

u = 0, v = g/r, (44)

◦
x = gx, x(0) = x0, (45)

i ◦
λ = −(1− g/r)− λ(g − ρ), lim

t→∞
e−ρtλ(t) = 0. (46)

Щоб довести, що рiшення (44) є оптимальним, ми повиннi пока-
зати, що iснує рiшення (46), яке з (44) i (45) задовольняє принцип
максимуму (тобто залишається в Пiдвипадку A3).
Повертаючись до Пiдвипадку А3 в роздiлi 2.3, вiдзначимо, що
в зворотному часовому сенсi λ(tau)асимптотично зростає у на-
прямку до значення

λ̄ =
1− g/r
ρ− g

. (47)

тiльки у випадку ρ > g. В iншому випадку, тобто коли ρ 6 g,
λ(τ ) збiльшується без обмежень. Таким чином, для ρ > g, в яко-
му r > ρ > g, λ = λ̄ однозначно задовольняє ((46) Крiм того,

W̄2 = ρλ̄− 1 =
r − ρ
ρ− g

> 0,

з чоговипливає, що тверда позицiя залишається в Пiдвипадку А3,
тобто дiє принцип максимуму.
Тепер ми довели наступний результат: для ρ > g у Випадку A,

u∗ = 0, v∗ = g/r,

поряд з вiдповiдною траєкторiєю стану

x∗(t) = x0e
gt,
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та сумiжною траєкторiєю

λ(t) = λ̄ =
1− g/r
ρ− g

,

являє собою оптимальне рiшення проблеми нескiнченного iнтер-
валу. Звернiть увагу, що припущення ρ > g разом з нашим за-
гальним припущенням про те, що ρ < r дає g < r, так що
1 − v∗ > 0, означає, що постiйна частина прибутку виплачує-
ться у виглядi дивiдендiв.

Зауважимо, що значення сполученої змiнної λ̄ в цьому випад-
ку є константою i її форма нагадує класичну формулу Гордона;
Див. Гордон (1962). В рамках теорiї управлiння величина λ̄ являє
собою граничну вартiсть на додаткову одиницю прибутку. Очеви-
дно, що збiльшення прибутку на одиницю означатиме збiльшення
1− v∗ або 1− r/g дивiдендiв на одиницю. Це, звичайно, має бути
капiталiзовано за ставкою, що дорiвнює ставцi дисконтування за
вирахуванням темпу зростання (тобто ρ¯g), що в точностi вiдпо-
вiдає формулi Гордона.
Для ρ 6 g конструкцiя зворотного часу в Пiдвипадку A3 має
на увазi, що λ(τ ) збiльшується без прив’язки в мiру збiльшен-
ня τ .Таким чином, ми не можемо знайти жодного значення λ,
яке задовольняє (5.75). Роздуми показують, що для ρ 6 g цiльо-
ву функцiю можна зробити нескiнченною. Наприклад, будь-яка
стратегiя контролю, коли рiвень q, ρ 6 q 6 g зростає за темпами
в поєднаннi з частковою виплатою дивiдендiв, тобто постiйною
v такою, що 0 < v < 1 дає нескiнченне значення для цiльової

22



функцiї. Тому з u∗ = 0, v∗ = q/r, 1 ми маємо

J =

∞∫
0

e−ρt(1− v − u)xdt =

∞∫
0

e−ρt(1− v)x0e
qt =∞.

Оскiльки iснує безлiч стратегiй, якi надають нескiнченну цiн-
нiсть об’єктивної функцiї, Вибiр мiж ними може бути зроблений
на суб’єктивних пiдставах.Ми коротко обговоримо лише постiйнi
(у часi) оптимальнi стратегiї. Якщо g < r, то швидкiсть зростан-
ня q може бути обрана в замкнутому iнтервалi [ρ, g]; якщо g = r

, тодi q може бути обрана в напiввiдкритому iнтервалi [ρ, r).У
будь-якому випадку вибiр низького темпу зростання (тобто ви-
сокої пропорцiйної виплати дивiдендiв) означатиме вищу став-
ку дивiдендiв (у доларах за одиницю часу) на раннiх термiнах,
але нижчу ставку дивiдендiв у подальшому часi через повiльнiшi
темпи зростання. Аналогiчним чином вибiр високих темпiв зро-
стання означає протилежне щодо виплат дивiдендiв у доларах за
обмежений час.

На закiнчення зауважимо, що для ρ 6 g у Випадку А гра-
ничне рiшення кiнцевого випадку є оптимальним рiшенням для
проблеми нескiнченного iнтервалу в тому сенсi, що цiльова фун-
кцiя стає нескiнченною. Однак ситуацiя у Випадку В не буде та-
кою.
Випадок B: g 6 r.
Межа кiнцевого iнтервалу оптимального рiшення полягає в тому,
щоб рости з максимально допустимою швидкiстю зростання

u =
g − r
rc

, v = 1
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на всьому шляху. Оскiльки τ1 зникає в межi, акцiонери нiколи
не отримуватимуть дивiденди. Тверда позицiя перетворилася на
нескiнченне джерело iнвестицiй. Насправдi граничне рiшення є
песимiстичним, оскiльки значення цiльової функцiї, пов’язаної з
ним, дорiвнює нулю. З точки зору теорiї оптимального управлi-
ння це можна пояснити, як i ранiше, у Випадку A, коли ρ 6 g.
У Випадку B ми маємо g > r так, що (оскiльки r > ρ протягом
всiєї глави) ми маємо ρ < g. Для цього, λ(τ ) збiльшується без
обмежень у мiру збiльшення τ i, отже, (42) не має рiшення.

Як i у Випадку A з ρ < g, будь-яка стратегiя контролю, коли
прибуток q ∈ [ρ, g] зростає зi швидкiстю в поєднаннi з констан-
тою v, 0 < v < 1 , має нескiнченне значення для цiльової функцiї.

Пiдсумовуючи, зазначимо, що єдиним невиродженим випад-
ком у проблемi нескiнченного iнтервалу є ρ > g. У цьому випадку,
який має мiсце лише у Випадку А, стратегiя максимально допу-
стимого зростання є оптимальною. З iншого боку коли ρ 6 g,
у Випадку А чи В проблема нескiнченного iнтервалу має нео-
днозначну стратегiю з нескiнченними значеннями для цiльової
функцiї.

Перш нiж вирiшувати числовий приклад, ми зробимо цiкаве
зауваження щодо Випадку В.

Зауваження 2.7 Нехай (u∗T , v
∗
T ) позначає оптимальне управ-

лiння для задачi кiнцевого iнтервалу у Випадку В. Нехай (u∗∞, v
∗
∞)

позначає будь-яке оптимальне управлiння для задачi нескiнчен-
ного iнтервалу у Випадку В. Ми вже знаємо що J = (u∗∞, v

∗
∞) =

∞ . Визначте нескiнченний iнтервал управлiння (u∞, v∞) розши-
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ривши (u∗T , v
∗
T ) наступним чином:

(u∞, v∞) = lim
T→∞

(u∗T , v
∗
T ).

Тепер зауважимо, що для нашої моделi у Випадку B ми маємо

lim
T→∞

J(u∗T , v
∗
T ) =∞, J(u∞, v∞) = 0. (48)

Очевидно, що (u∞, v∞) не оптимальне управлiння для задачi не-
скiнченного iнтервалу. Оскiльки два члени в (48) не рiвнi, ми
можемо сказати в технiчному планi, що J(u, v) розглядається як
вiдображення, не є закритим вiдображенням. Якщо ми введемо
значення порятунку Bx(T ), B > 0 для задачi кiнцевого iнтерва-
лу, то нова цiльова функцiя,

J(u, v) =


T∫
0

e−ρt(1− u− v)xdt + Bx(T )e−ρT , якщо T <∞,
∞∫
0

e−ρt(1− u− v)xdt + limT→∞{Bx(T )e−ρT}, якщо T =∞,

є замкнутим вiдображенням в тому сенсi, що

lim
T→∞

J(u∗T , v
∗
T ) =∞ i J(u∞, v∞) =∞

для модифiкованої моделi.
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Завдання 1 Тепер ми будемо призначати числа рiзним па-
раметрам в задачi оптимального фiнансування, щоб обчислити
оптимальне рiшення. Тодi

x = 1000/мiсяцiв, T = 60 мiсяцiв,

r = 0.15, ρ = 0.10, g = 0.05, c = 0.98.

Розв’язок. Оскiльки g 6 r задача належитьдо Випадку А. Ми
обчислюємо

τ1 =
1

ρ
ln[r/(r − ρ)] = 10ln3 ≈ 11 мiсяцiв

Оптимальними засобами управлiння для цього завдання є

u∗ = 0, v∗ = g/r = 1/3, t ∈ [0, 49),

u∗ = 0, v∗ = 0, t ∈ [49, 60]

i оптимальною траєкторiєю стану є

x(t) =

{
1000e0.05t, t ∈ [0, 49),

1000e2.45 t ∈ [49, 60].

Значення цiльової функцiї дорiвнює

J∗ =

49∫
0

e−0.1t(1− 1/3)(1000)e0.05tdt

+

60∫
49

1000e2.45 ∗ e−0.1tdt = 12, 578.75
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Зауважимо, що задача нескiнченного iнтервалу в цьому випадку
чiтко визначена, оскiльки g < ρ та g < r. Оптимальними засоба-
ми управлiння є

u∗ = 0, v∗ = g/r = 1/3,

i

J =

∞∫
0

e−0.1t(2/3)(1000)e0.05tdt = 2000/0.15 = 13, 333
1

3
.
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3 Висновок

Отже, основна мета роботи є керування iнвестицiями. У про-
цесi її розв’язання на альтернативнiй основi оцiнюють i обирають
такий iнвестицiйний проект, який з погляду спiввiдношення ви-
годи та ризику забезпечить оптимальний результат.

Принцип максимуму Л.С. Понтрягiна є певного виду необ-
хiдна умова оптимальностi для задачi оптимального керування.
У його формулюваннi беруть участь функцiї спецiального виду
- Гамильтониан i спряженi змiннi. Це необхiдна умова приймає
той чи iнший вид залежно вiд рiзновиду завдання оптимального
керування. Iснує певна схема застосування принципу максимуму.
Однак в загальному випадку використання принципу максимуму
вимагає високої математичної квалiфiкацiї i нерiдко - винахiдли-
востi.

Таким чином, у своїй роботi, менi вдалося ознайомитися з
задачею оптимального керування iнвестицiями i основними ме-
тодами її розв’язування.
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