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1 Вступ

Розростання мiст та швидка урбанiзацiя населення створюють
сприятливi умови для появи та швидкого поширення рiзноманi-
тних епiдемiй, зокрема вiрусних. Iсторiя людства свiдчить, що
епiдемiї хвороб приносять не тiльки людськi нещастя, але й при-
зводять до значних економiчних втрат. Сумарнi втрати за мас-
штабних епiдемiях iнодi сягають десятикратних розмiрiв за той
обсяг витрат, який необхiдний для ефективної профiлактики по-
ширенню iнфекцiйних захворювань. Вiдтак, виходячи з того, що
проблему краще попередити, нiж боротися з її наслiдками, дер-
жавi необхiдно проводити стратегiю профiлактичних засобiв, до
того ж бажано рацiонально витрачаючи державний бюджет. Ва-
кцинопрофiлактика є одним з найважливiших державних захо-
дiв захисту населення вiд iнфекцiйних захворювань. Паралель-
но з вакцинацiєю застосовують карантин. Для пiдвищення ефе-
ктивностi цього профiлактичного заходу застосовують тестуван-
ня здорових ззовнi осiб на наявнiсть iнфекцiї. Окрiм позитивних
наслiдкiв впровадження профiлактичних заходiв, а саме пiдвище-
ння рiвня суспiльного здоров’я, зниження захворюваностi i смер-
тностi, програми профiлактичних щеплень та карантину дозво-
ляють досягти значного економiчного ефекту: економiї ресурсiв
охорони здоров’я, росту продуктивностi працi через вiдсутнiсть
потреби у додатковому доглядi, росту продуктивностi працi се-
ред вакцинованих осiб. Проте розробка моделi, яка б зв’язувала
процес поширення епiдемiй в умовах протидiї та економiчними
аспектами, залишається актуальною. У ранiше проведених до-
слiдженнях були зазначенi, проте невирiшенi такi проблеми, як:
створення iнструменту для моделювання та оцiнки впливу за-
грози епiдемiї на економiку; моделювання ринкової економiки як
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фактора, що впливає на характер плину епiдемiї; прогнозування
витрат у грошовому вiдображеннi, якi несе населення та держава
вiд загрози епiдемiй.

У свiтi давно розробляються та впроваджуються системи моде-
лювання та прогнозування розвитку епiдемiй залежно вiд набору
початкових умов та засобiв стримування. Цi засоби використову-
ють для розроблення ефективних методiв стримування пошире-
ння вiрусного захворювання та зупинки епiдемiй.

В Українi немає достатньо потужних систем, адаптованих до
специфiчних умов нашої країни та факторiв, що впливають на
поширення захворювання. Це призводить до значних труднощiв
у боротьбi з епiдемiями, затрати величезних ресурсiв на засоби,
що є неефективними. В результатi практично кожна епiдемiя в
Українi набуває значних масштабiв. Створення системи прогно-
зування розвитку епiдемiй, адаптованої до умов України, значно
спрощує вибiр засобiв боротьби з захворюванням та дає змогу
уникнути значного поширення епiдемiї у разi своєчасного вияв-
лення захворювання та оперативного введення необхiдних запобi-
жних заходiв. Тому розроблення такої системи є дуже важливим
для української системи охорони здоров’я.

У свiтi вже давно розроблялись та успiшно впроваджувались
системи прогнозування та моделювання епiдемiй. На жаль, Укра-
їна вiдстає в iнформатизацiї цiєї важливої галузi науки. Комп’ю-
терний аналiз дає змогу обробляти в тисячi разiв бiльшi набо-
ри даних, враховувати сотнi факторiв впливу, зокрема i специ-
фiчних для заданого регiону. Тiльки такий комплексний аналiз
минулих епiдемiй дає можливiсть адекватно прогнозувати насту-
пнi. Розглянувши статистику захворюваностi на найпоширенiший
в Українi вiрус – грип, можна зрозумiти, наскiльки часто цьо-
горiчнi прогнози розходяться з дiйснiстю. Основним завданням
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прогнозування розвитку епiдемiї є не оцiнка кiлькостi людей, що
захворiють, та ступенiв складностi захворювання, а розроблення
ефективних методiв стримування та зупинки епiдемiї. Швидкiсть
поширення вiрусних захворювань не дає змоги експериментувати
зi засобами стримування, а вимагає швидкої ефективної страте-
гiї боротьби з епiдемiєю вже в першi днi поширення. Це можли-
во лише за наявностi адекватної комп’ютерної моделi розвитку
епiдемiї в умовах певної країни та можливостi швидкого вивче-
ння рiзноманiтних засобiв стримування та профiлактики на 157
поширення вiрусу. Цiлком можливо, що в деяких випадках епi-
демiю можна зупинити без повної iзоляцiї мiст та дезiнфiкацiї
вулиць, а просто пiдвищенням стiйкостi органiзму людей до вi-
русу в зонi навколо первинного осередку. Це зменшує коефiцiєнт
захворюваностi i за декiлька днiв епiдемiя стихає. Щоправда, да-
леко не кожен вiрус можна зупинити таким методом. Саме для
визначення необхiдних засобiв боротьби i необхiднi системи ком-
п’ютерного моделювання розвитку епiдемiй. Сьогоднi в Українi
немає достатньо потужних засобiв моделювання, пристосованих
до особливостей нашого клiмату, тваринного та рослинного свiту,
ґрунтiв та iнших факторiв, що можуть впливати на поширення
епiдемiї, а засоби впливу мiжнародних органiзацiй на спецiалiзо-
ванi програми урядiв iнших країн часто незастосовнi або ж дають
велику похибку прогнозування в умовах України. Тому розробле-
ння української системи прогнозування розвитку вiрусних епiде-
мiй є необхiдним i дуже перспективним.

Ми розглянемо математичну модель, що вiдповiдає класу епi-
демiй.Контролювати епiдемiю зазвичай важко. Для здiйснення
полiтики контролю, запропонованим математичним аналiзом, у
реальному свiтi нiколи не буває простим. Однак,можна запропо-
нувати державним органам пропозицiї щодо впливу конкретної
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полiтики управлiння, i в цьому сенсi аналiз та моделювання за
допомогою математичних моделей, стає потужним iнструментом.
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2 Постановка задачi керування

Важливим класом епiдемiй є тип людини та навколишнє се-
редовище; для таких систем навколишнє середовище пiдтримує
епiдемiю позитивним зворотним зв’язком iнфекцiйного збудника,
який виробляється iнфекцiйним населенням людини. Навколи-
шнє середовище представлено з обмеженою i вiдкритою областю
Ω ∈ R2 з досить гладкою межею ∂Ω = Γ1

⋃
Γ2, де Γ1 - верхня i Γ2

- нижнi межi. Γ1 i Γ2 мають роздiленi внутрiшнi точки.
(Див.Рис. 1)

Рис. 1

Нехай u1(x, t) - просторова щiльнiсть збудника iнфекцiї в мо-
мент часу t ∈ [0;T ] i x ∈ Ω - мiсцезнаходження; u2(x, t) - кiль-
кiсть iнфiкованих осiб. Реалiстична модель повинна враховувати
той факт, що стiчнi води, що виробляються людською популяцi-
єю, вiдправляються не очищеними у море, а звiдти збудник iн-
фекцiї, повертається до середовища проживання через морський
берег крiзь деякий дифузiйний механiзм, пов’язаний iз звичками
мiсцевого населення. Вiдповiдно стан системи є такий:

∂u1

∂t
(x, t)−∆u1(t, x) + a11u1(t, x) = 0, Q = (0, T )× Ω, (1)

∂u2

∂t
(x, t) + a22u2(t, x)− g(u1(t, x)) = 0 в Q (2)
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u1(0, x) = u0
1(x), u2(0, x) = u0

2(x) для x ∈ Ω, (3)
u1

∂ν
(t, σ) + αu1(t, σ) = K ∗ u2 =

∫
Ω

K(t, x, σ)u2(t, x)dx, (4)

для (t, σ) ∈ Σ1 = (0, T )× Γ1,

∂u1

∂ν
(t, σ) = 0, для (t, σ) ∈ Σ2 = (0, T )× Γ2. (5)

Рiвняння (1) описує дифузiю збудника iнфекцiї у середовищi
проживання; a11 i a−1

11 є середнiм тривалiстю життям збудника у
навкошньому середовищi. Рiвняння (2) описує еволюцiю зобра-
ження людини; a22 > 0 i a−1

22 є середнiм iнфекцiйним перiодом
зараженої людини; g - сила зараження завдяки збудника. Форма
функцiї g сильно залежить вiд виду епiдемiї. Початковi умови
задають рiвняння (3). Зворотним зв’язком на межi Γ1 подається
за зразком лiнiйного iнтегрального оператора (рiвняння (4) ; це
враховує перенесення збудника iнфекцiї , що розвивається в рi-
зних частинах середовища проживання Ω до берегiв.
Рiвняння (5) стверджує, що межа Γ2 є повнiстю iзольована.

K(t, x, σ) =

M∑
i=1

wi(t)Ki(x, σ) для t ∈ [0;T ], x ∈ Ω, σ ∈ Γ1, (6)

де Ki ∈ L∞(Ω× Γ1), wi ∈ L∞(0, T ) для i = 1, 2, ...,M .
Встановимо w(t) = (w1(t), w2(t), ..., wM(t)); тут w(t) позначає ви-
трати на очищення стiчних вод в пiдобластi i буде представляти
собою управлiння системою.

Метою оптимального контрольного є зменшення епiдемiї, опи-
саної рiвнянням. Рiвняння (1)− (5) зменшують граничний зворо-
тнiй зв’язок на березi, тобто за рахунок зменшення мiцностi ядра
K. Це вiдповiдає впровадженню санiтарної програми, яка очищає
стiчнi води перед вiдправою її в море. Її вартiсть повинна порiв-
нюватися з вартiстю самої епiдемiї.
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Отже, розглянемо наступну задачу оптимального керування:
(P) Мiнiмiзувати:

Φ(w) =

∫ T

0

∫
Ω

f (u2(t, x))dxdt +

∫ T

0

h(w(t))dt +

∫
Ω

l(u2(T, x))dx

для усiх (u1, u2, w) пiдпорядкованi станом ситеми (1)−(5). Наступнi
припущення дiятимуть у цiй частинi:

(H1) f, g, l ∈ C1(R); f, g ≥ 0 i

|g(r)| ≤ c1|r| + c2 для кожного r ∈ R, (7)

де c1, c2 > 0 - константи.
(H2) h : RM → R

⋃
{∞} - опукла, iснує обмежена закрита

пiдмножина Q ⊂ RNS така як h(w) =∞ назовнi Q.
Для практичної точки зору важливий конкретний випадок на-

дається так:

h(w) =

M∑
i=1

hi(wi), (8)

де

hi(r) =

{
λ/r2, якщо 0 < r ≤ a,

+∞, у iнших випадках
(9)

3 Теоретичнi обгрунтування

Ми покажемо iснування та єдинiсть розв’язку для стану систе-
ми.
Твердження 1.1 Якщо K ∈ L∞((0, T ) × Ω × Γ1) i u0

1, u
0
2 ∈

L∞(Ω), тодi система (1) − (5) має єдиний розв’зок (u1, u2), який
зодовольняє такi умови:
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u1 ∈ L2(0, T ;H1(Ω))
⋂

C(0, T ;L2(Ω))
⋂

L∞(Q)

,

∂u1

∂t
∈ L2(0, T ; (H1(Ω))‘)

u2 ∈ C1(0, T ;L∞(Ω))

.
Якщо, крiм того, u0

1 ∈ H2(Ω) i w - є функцiєю Лiпшiца, тодi
∂u1
∂t ∈ L

2(Q).
Доведення: Згiдно теореми про iснування, для кожного v ∈ L2(Q)

крайовi умови задачi
∂u1
∂t −4u1 + a11u1 = 0 в Q,

u1(0, x) = u0
1(x) x ∈ Ω,

∂u1
∂ν + αu1 = K ∗ v, в

∑
1

∂u1
∂ν = 0 в Σ

має єдиний розв’язок u1 = Pv ∈ L2(0, T ;H1(Ω))
⋂
C(0, T ;L2(Ω)) з

∂u1
∂t ∈ L

2(0, T ; (H1(Ω))‘).

Систему (1)− (5) можна переписати так:{
∂u2
∂t + a22u2 − g(Pu2) = 0 в Q,

u2(0, x) = u0
2(x) для x ∈ Ω.

(10)

Теорема Банаха про фiксовану точку i аргумент продовження,
що включає припущення (Н1), передбачає, що (10) має єдиний
розв’язок u2 ∈ C1(0, T ;L∞(Ω)).

Припусимо, що u0
1 ∈ H2(Ω) i функцiя w - є функцiєю Лiпшiца,

такою що, |w‘(t)| ≤ C, t ∈ [0, T ]. Для довiльного τ ∈ [0, T − t),
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встановимо vτ (t) = u1(t + τ )− u1(t). Потiм ми отримаємо:

∂

∂t
vτ (t)−∆vτ (t) + a11vτ (t) = 0 в Q,

vτ (0, x) = u1(τ, x)− u0
1(x) в Ω,

∂vτ
∂ν

+ αvτ =

∫
Ω

(K(t + τ, x, σ)u2(t + τ, x)−K(t, x, σ)u2(t, x))dx

в Γ1,

∂vτ
∂ν

= 0 в Σ2

Помножимо перше рiвняння на vτ (t, x), потiм проiнтегруємо на
промiжку (0, s)× Ω i використавши формулу Грiна, отримаємо:

‖vτ (s)‖L2(Ω) ≤ C, s ∈ [0, T ].

Тому u1 : [0, T ] → L2(Ω) є абсолютно неперервна , i ∂u1
∂t ∈ L

2(Q)

як дано.
Що стосується задачi (P)

Твердження 1.2 Задача (P) визначає щонайменше один розв’я-
зок (u∗1, u

∗
2, w

∗).
Доведення: Доведення є стандартним, тому ми лише опишемо
структуру доведення. Нехай d = inf(P ), i припустимо, що по-
слiдовнiсть (un1 , u

n
2 , w

n) є така, де кожне (un1 , u
n
2 , w

n) задовiльняє
умови (1)− (5)i

d ≤
∫
Q

f (un2)dxdt+

∫ T

0

h(wn)dt+

∫
Ω

l(un2(T, x))dx ≤ d+n−1. (11)

Згiдно припущення (Н2), {wn} є обмежена в L∞(0, T,RN) i також
є пiдпослiдовнiстю, тому знову перепозначимо {wn}

wn → w∗ слабка в L∞(0, T,RN).
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З одної сторони сторони, un1 є обмежена в L2(0, T ;H1(Ω))
⋂

C(0, T ;L2(Ω)) i {∂u
n
1

∂t } є обмежена в L2(0, T ; (Ω))‘).

un1 → u∗1 слабо прямує в L2(0, T ;H1(Ω)) i сильно прямує в
L2(0, T ;L2(Ω)),
∂un1
∂t →

∂u∗1
∂∂t слабо прямує в L2(0, T ; (H1(Ω))‘).

g(un1)→ g(u∗1) прямує строго в L2(0, T ;L2(Ω)),

un2 → u∗2 прямує строго в C(0, T ;L2(Ω)),

Kn ∗ un2 → K∗ ∗ u∗2 прямує строго в C(0, T ;L2(Ω)),
де

Kn =

M∑
i=1

Kiw
∗
i , K∗ =

M∑
i=1

Kiw
∗
i

.
Тодi ми можемо перейти до межi в (11), щоб побачити, що (u∗1, u

∗
2, w

∗)

є оптимальним.
Ми переходимо до

Необхiднi умови для оптимальностi.Основний результат дає
Теорема 3 Нехай u∗1, u∗2, w∗ буде оптимальним для задачi (P). То-
дi iснує p1 ∈ L2(0, T ;H1(Ω))

⋂
C(0, T ;L2(Ω)) з ∂p1

∂t ∈ L
2(0, T ; (H1(Ω))‘)

i p2 ∈ C(0, T ;L2(Ω)) з ∂p2
∂t ∈ L

2(0, T ;L2(Ω)) такi, що
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∂p1
∂t + ∆p1 − a11p1 + g‘(u∗1)p2 = 0 в Q
∂p2
∂t − a11p2 +

∫
Г1
K∗(t, x, σ)p1(t, σ)dσ = f ‘(u∗2) в Q,

p1(T, x) = 0, p2(T, x) = −l‘(u∗2(T, x)) для x ∈ Ω,
∂p1
∂ν + αp1 = 0 в

∑
1,

∂p1
∂p = 0 в

∑
2,

(12)

w∗(t) = (∂h)−1(

∫
Ω×Г1

Ki(x, σ)p1(t, σ)u∗2(t, x)dxdσ)i=1,M (13)

У спецiальному випадку, коли h задано рiвнiстю (8)− (9), маємо

w∗i (t) =


−(

∫
Ω×Г1

Ki(x, σ)p1(t, σ)u∗2(t, x)dxdσ)
−1
3 (2λ)

1
3 ,

якщо
∫

Ω×Г1
Kip1u

∗
2dxdσ < −2λ/a3,

a, якщо
∫

Ω×Г1
Kip1u

∗
2dxdσ > −2λ/a3

(14)

для i = 1, 2, ...,M.

Доведення: Нехай zi = (∂u∗1/∂w)(w∗, w) для кожного i = 1, 2.

Опишемо систему (1)− (5) для (u∗1 + λz1, u
∗
2 + λz2, w

∗+ λw) i для
(u∗1, u

∗
2, w

∗), i, вiднiманням, отримаємо
∂z1
∂t −∆z1 + a11z1 = 0 в Q
∂z2
∂t + a22z2 − g‘(u∗1)z1 = 0 в Q

z1(0, x) = 0, z2(0, x) = 0, в Q
∂z1
∂ν + αz1 = K∗ ∗ z2 + K ∗ u∗2 в

∑
1,

∂z1
∂ν = 0 в

∑
2

(15)

Нехай

h0(w∗, w) = limλ↓0
h(w∗+λw)−h(w∗)

λ .

13



З того, що (u∗1, u
∗
2, w

∗) є оптимальний, ми отримаємо∫
Q

f (u∗2 + λz2)− f (u∗2)

λ
dxdt +

∫ T

0

h(w∗ + λw)− h(w∗)

λ
dt+

∫
Ω

l(u∗2 + λz2)− l(u∗2)

λ
dx ≥ 0, ∀w ∈ L2(0, T ;RM)

i коли λ→ 0 ми отримаємо

∫
Q

f ‘(u∗2)z2dxdt +

∫ T

0

h0(w∗, w)dt+ (16)

+

∫
Ω

l‘(u∗2(T, x))z2(T, x)dx ≥ 0, ∀w ∈ L2(0, T ;RM).

Нехай (p1, p2) - розв’язок системи (12). Помножимо друге рiв-
няння в (12) на z2 i проiнтегруємо в Q:∫
Q

f ‘(u∗2)z2dxdt =

∫
Q

(
∂p2

∂t
− a22p2)z2dxdt +

∫
Q×Г1

K ∗ p1z2dxdσdt.

Перший iнтеграл у правiй частинi iнтегрується частинами по t i
використовуючи дає друге рiвняння в (15) отримаємо:∫

Q

f ′(u∗2)z2dxdt =

∫
Ω

p2(T, x)z2(T, x)dx−
∫
Q

g′(u∗1)p2z1dxdt+

+

∫
Q×Г1

K∗p1z2dxdσdt.

Далi обчислюємо другий iнтеграл у правiй частинi, використо-
вуючи перше рiвняння в (12), iнтегруємо частинами по t, перше

14



рiвняння в (15)та використовуємо формулу Грiна . Ми отримуємо

−
∫
Q

g‘(u∗1)p2z1dxdt = −
∫
Q×Г1

(Ku∗2p1 + K∗p1z2)dxdσdt.

Пiдставивши це в попередню рiвнiсть, ми виявимо, що∫
Q

f ‘(u∗2)dxdt =

∫
Ω

p2(T, x)z2(T, x)dx−
∫
Q×Г1

Ku∗2p1dxdσdt,

що в поєднаннi з (16)призводить до∫
Q

h0(w∗, w)dt ≥
∫
Q×Г1

Ku∗2p1dxdσdt, ∀w ∈ L2(0, T ;RM).

Еквiвалентно
N∑
i=1

∫ T

0

wi(t)

∫
Ω×Г1

Ki(x, σ)u∗2(t, x)p1(t, σ)dxdσdt ≤

≤
∫ T

0

h0(w∗(t), w(t))dt, ∀w ∈ L2(0, T ;RM),

i це дає

(

∫
Ω×Г1

Ki(x, σ)u∗2(t, x)p1(t, σ)dxdσdt)i=1,M ∈ ∂h(w∗(t)) t ∈ [0, T ]

як стверджувалося.
Прогнозований градiєнтний метод може бути наближенний до

оптимального контролю.
Алгоритм 1
S0:Почнемо з w(1) довiльне в L∞(0, T,RM); j := 1.
S1:Обчислимо (u

(j)
1 , u

(j)
2 ) з системи (1)− (5)

∂u
(j)
1

∂t
−4u(j)

1 + a11u
(j)
1 = 0 в Q,

15



u
(j)
2

∂t
+ a22u

j
2 − g(u

(j)
1 ) = 0 в Q,

u
(j)
1 (0, x) = u0

1(x), u
(j)
2 (0, x) = u0

2(x) для x ∈ Ω,

∂u
(j)
1

∂ν
+ αu

(j)
1 =

N∑
i=1

∫
Ω

Ki(x, σ)w
(j)
i (t)u

(j)
2 (t, x)dx в

∑
1

∂u
(j)
1

∂ν
= 0 в

∑
2

S2:Обчислимо (p
(j)
1 , p

(j)
2 ) з приєдненої системи (12) у якому (u∗1, u

∗
2, u
∗
3)

замiняється на (u
(j)
1 , u

(j)
2 , w(j)),

∂p
(j)
1

∂t
+4p(j)

1 − a11p
(j)
1 + g‘(u

(j)
1 )p

(j)
2 = 0 в Q,

∂p
(j)
2

∂t
− a22p

(j)
2 +

N∑
i=1

∫
Ω

w
(j)
i Ki(x, σ)p

(j)
1 (t, σ)dσ = f ‘(uj2) в Q,

p
(j)
1 (T, x) = 0, p

(j)
2 (T, x) = −l(u(j)

2 (T, x)) для x ∈ Ω,
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∂p
(j)
1

∂ν
+ αp

(j)
1 = 0 в

∑
1

,
∂p

(j)
1

∂ν
= 0 в

∑
2

.

S3: Обчислимо w(j) з рiвняння (13) у якому u∗2 замiнимо u(j)
2 .

w(j) = (∂h)−1(

∫
Ω×Г1

Ki(x, σ)p
(j)
1 (t, σ)u

(j)
2 (t, x)dxdσ)i=1,M

S4: Нехай w(j+1) = λjw
(j) + (1− λj)w(j) буде таким, що

Φ(w(j+1)) = min
0≤λ≤0

Φ(λw(j) + (1− ν)w(j)),

де Φ - функцiонал витрат задачi P.
S5: Нехай ε > 0 буде визначенним.

Якщо ‖ w(j+1) − w(j) ‖< ε

потiм зупиняємося i ще встановлюємо

j := j + 1;

i йдемо до S1.
Алгоритм 1
S0: Почнемо з w(1) довiльне з L∞(0, T,RM); встановимо j := 1.

S1: Обчислимо (u
(j)
1 , u

(j)
2 ).

S2: Обчислимо (p
(j)
1 , p

(j)
2 ).

S3: Обчислимо

∇Φ(w(j)) = q(j) − (

∫
Ω×Г1

K1u
(j)
2 p

(j)
1 dxdσ)i=1,M ,
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де q(j) позначає елемент ∂h(w(j)).

Якщо ‖ ∇Φ(w((j)) ‖< ε

потiм зупиняємося
ще нехай w(j+1) = w(j) − ρj∇Φ(w(j) бути таким, що

Φ(w(j+1)) = min
ρ>0

Φ(w(j) − ρ∇Φ(w(j)));

встановимо j := j + 1; i переходимо до S1.
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4 Чисельна реалiзацiя алгоритму

Розглянемо конкретний випадок, в якому

K(x, σ, t) = w(t)K0(x, σ). (17)

Для чисельного моделювання епiдемiчної системи ми вважаємо,
що w - час незалежний.

K0(x, σ) = ΣM
i=1aiχi(x)χi(σ). (18)

Пояснимо цю формулу. Припустимо, що Ω = (a, b)× (c, d), i вве-
демо сiтки з рiвновiддаленими вузлами:

a = x1 < x2 < ... < xM+1 = b,

c = y1 < y2 < ... < yN+1 = d.

Пiдобласть є точно Ωi = (xi, xi+1) × [c, d], i = 1, 2, ...,M. Крiм
того, χi - характеристична функцiя на iнтервалi (xi, xi+1), χi -
характеристична функцiя на Ωi i ai є вагами присвоєнi пiдобла-
стю Ωi. Таким чином ми вiдправляємо на граничний iнтервал
[xi, xi+1] ⊂ Г1 лише ефект iнфекцiйної щiльностi u2(t, x). У рiв-
няннi (2) ми вибрали для сили зараження g наступну формулу:

g(u1) = β
u1

γu1 + 1
,

де β - пороговий параметр. Це означає, що ми можемо збiльши-
ти його вартiсть починаючи з нуля, щоб показати, що при малих
значеннях β епiдемiя має тенденцiю до зникнення, тодi як для
досить великих значеньβ епiдемiя має тенденцiю до нетривiаль-
ного стiйкого (ендемiчного) стану.
Алгоритм 3 (Реалiзацiя алгоритму)
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S0: Нехай w(1) буде довiльно обраним в L∞(0, T ;R)

Встановимо j:=1;
S1: Обчислимо (u

(j)
1 , u

(j)
2 ) розв’язанням



∂u
(j)
1 )/∂t−4u(j)

1 + a11u
(j)
1 = 0 в Q,

∂u
(j)
2 )/∂t + a22u

(j)
2 − g(u

(j)
1 ) = 0 в Q,

u
(j)
1 (0, x) = u0

1(x), u
(j)
2 (0, x) = u0

2(x) для x ∈ Ω

∂u
(j)
1 /∂ν + αu

(j)
1 = K ∗ u(j)

2 на Σ1

∂u
(j)
1 /∂ν = 0 на Σ2.

(19)

S2: Обчислимо (p
(j)
1 , p

(j)
2 ) розв’язанням



∂p
(j)
1 /∂t +4p(j)

1 − a11p
(j)
1 + g‘(u

(j)
1 )p

(j)
2 = 0 в Q,

∂p
(j)
2 /∂t− a22p

(j)
2 + w(j)

∫
Г1
K0(x, σ)p

(j)
1 (t, σ)dσ = f ‘(u

(j)
2 ) в Q

p
(j)
1 (T, x) = 0, p

(j)
2 (T, x) = −l‘(u(j)

2 (T, x)) для x ∈ Ω

∂p
(j)
1 /∂ν + αp

(j)
1 = 0 на Σ1,

∂p
(j)
1 /∂ν = 0 на Σ2.

(20)

S3: Обчислимо

d(j) := ∇Φ(w(j)) = h‘(w(j))−
M∑
i=1

ai

∫
Ωi

u
(j)
2 dx

∫
∂Ωi

⋂
Г1

p
(j)
1 dσ.

S4: Якщо ‖d(j)‖ < ε

потiм зупиняємося.
I нехай ще w(j+1) := wj − ρjd(j) буде таким, що

Φ(w(j + 1)) = minρ>0Φ(w(j) − ρd(j));
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Встановимо j := j + 1; i переходимо до S1. Введемо сiтку з
рiвновiддаленими вузлами для змiнної часу:

0 = t1 < t2 < ... < tNT+1 = T.

Вiдповiдними масивами для трьох введених сiток є xknot, yknot,
i tknot, а кроки сiтки - dx, dy та dt, вiдповiдно. Введемо також
3-iндексованi масиви, позначенi u для функцiї u1, v для u2, p для
p1 i q для p2. Вони iндексуються як u(i, j, k) для u1(xi, yi, tk) то-
що. Звернемо увагу, що мiж цим iндексом j та iндексом iтерацiй
(j) з алгоритму (3) немає зв’язку.
Модуль STATE

Диференцiальна система вiдокремлена як (опускаємо iндекс
iтерацiї)

∂u
∂t (x, y, t)−4u(x, y, t) + a11u(x, y, t) = 0 в Q,

u(x, y, t1) = u0
1(x, y), для (x, y) ∈ Ω,

∂u
∂ν (σ, t) + αu(σ, t) =

∫
ΩK(x, y, σ, t)v(x, y, t)dxdy на Σ1,

∂u
∂ν (σ, t) = 0 на Σ2,

(21)
i {

∂v
∂t (x, y, t) + a22v(x, y, t)− g(u(x, y, t)) = 0 в Q,

v(x, y, t1) = u0
2(x, y), для (x, y) ∈ Ω,

(22)

Нехай u(k) = u(k)(x, y) = u(x, y, tk). Друге рiвняння в (23) дає
значення u(1), а перше напiвдискретизується за стандартною не-
явною схемою, що веде до
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−(a11 + 1/dt)u(k+1) + ∆u(k+1) = −u(k)/dt в Ω, k = 1, 2, ..., NT.

(23)

Для кожного фiксованого k це елiптичний PDE. Цi рiвняння розв’я-
зуються у порядку зростання за рiвнями часу за допомогою гра-
ничних умов у (20).

∂u(k+1)

∂x (a, y) = ∂u(k+1)

∂x (b, y) = 0 для y ∈ (c, d),
∂u(k+1)

∂y (x, c)− αu(k+1)(x, c) =

= −w(tk+1)
∑M

i=1 αi
∫

Ωi
v(x, y, tk+1)dxdy для x ∈ (a, b),

∂u(k+1)

∂y (x, d) = 0 для x ∈ (a, b).

(24)

Елiптичнi системи вирiшуються за допомогою коду пiд назвою
ELLIPT. Вiдповiднi граничнi значення зберiгаються у векторах
BDA, BDB, BDC та BDD вiдповiдно. Права частина (23) зберiга-
ється у двовимiрному масивi RHS, а ELLIPT зберiгає рiшення у
двовимiрному масивi SOL. Система (22) може бути iнтегрована
математично даючи

v(k+1)(x, y) = exp(−a22tk+1)(v(1)(x, y) +

∫ tk+1

0

exp(a22τ )g(u(x, y, τ ))dτ ).

(25)

Спочатку ми представляємо iнiцiалiзацiю масиву, яка викону-
ється в основнiй програмi (код програми):
Begin

For i := 1 to M + 1 do

For j := 1 to N + 1 do

u(i, j, 1) := UINIT (xknot(i), yknot(j));
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temp := V INIT (xknot(i), yknot(j));

vnew(i, j, 1) := temp;

For k := 1 to NT + 1 do

vold(i, j, k) := temp

Next k;

Next j;

Next i;

For j := 1 to N + 1 do

bda(j) := 0;

bdb(j) := 0;

Next j;

For i := 1 to M + 1 do

dbd(i) := 0;

Next i;

End.

Пiдпрограми типу функцiй UINIT та VINIT обчислюють по-
чатковi умови, заданi u0

1 i u0
2 вiдповiдно. Тепер ми даємо дизайн

ДЕРЖАВИ. В якостi аргументiв включаються лише основнi па-
раметри. Зауважимо, що
eps = необхiдна точнiсть в l∞ для норми u2;
maxiter = кiлькiсть iтерацiй, дозволених методу фiксованої то-
чки;
koderr = параметр помилки;

= 1- отримано збiжнiсть методу фiксованої точки;
= 0 - iнакше.
ПIДГРУПНАДЕРЖАВА (u, vold, vnew,w, eps,maxiter, koderr)

Begin

koderr := 0;

iter := 1;

(koderr = 0)i(iter ≤ maxiter)do
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For i := 1 to M + 1 do

For j := 1 to N + 1 do

rhs(i, j) := −u(i.j.1)/dt;

Next j;

Next i;

For k := 1 to NT do

temp := RFCT (vold, k + 1, ...);

For i := 1 to M + 1 do

callELLIPT (rhs, sol, bda, bdb, bdc, bdd); For i := 1 to M +

1 do

For j := 1 to N + 1 do

u(i, j, k + 1) := sol(i, j);

rhs(i, j) := −sol(i, j)/dt;
Next i;

Next j;

Next k;

err := 0; Fork := 1toNT + 1do

For i := 1 to M + 1 do

For j := 1 to N + 1 do

vnew(i, j, k) :=

V FCT (xknot(i), yknot(j), tknot(k), vold, ...);

temp := abs(vnew(i, j, k)− vold(i, j, k));

Iferr < temp;

thenerr := temp;

End− if ;

Next i;

Next j;

Next k;

Iferr ≤ eps

thenkoderr := 1
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elseiter := iter + 1

End− if
End− while
End.

Викликаються два пiдпрограми функцiонального типу:
RFCT− обчислює праву частину граничної умови (24) для tk+1

фiксованого; використовується двовимiрна формула Сiмпсона.
V FCT - обчислює v, задане (26) для фiксованого xi, yi), викори-
стовуючи формулу числового iнтегрування.
Модуль ADJST. Система (20) вiдокремлена як (ми викори-
стовуємо p замiсть p1 i q замiсть p2):

∂p
∂t (x, y, t) + ∆p(x, y, t)− a11p(x, y, t) =

= −g‘(u(x, y, t))q(x, y, t) в Q,

p(x, y, T ) = 0, для (x, y) ∈ Ω,
∂p
∂ν (σ, t) + αp(σ, t) = 0, на

∑
1,

∂p
∂ν (σ, t) = 0 на

∑
2 .

(26)

. 
∂q
∂t (x, y, t)− a22q(x, y, t) =

= f ‘(v(x, y, t))− w(t)
∑M

i=1 ai
∫ x2,i
x1,i

p(x, c, t)dx в Q,

q(x, y, T ) = −l‘(v(x, y, T )) для (x, y) ∈ Ω.

(27)

Система (27) подiбна до (23). Головна вiдмiннiсть полягає в
тому, що ми починаємо з кiнцевої умови p(NT+1) ≡ 0 i вирiшуємо
вiдповiднi елiптичнi задачi, заданi

∆pk − (a11 + 1/dt)p(k) = −p(k+1)/dt− g‘(u(k))q(k) (28)

. в Ω, k = NT,NT − 1, ..., 1.

у порядку зменшення щодо рiвнiв часу.
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Граничнi умови такi


∂p
∂x(a, y) = ∂p

∂x = 0 для y ∈ (c, d),
∂p
∂y(x, c)− αp(x, c) = 0 для y ∈ (a, b),
∂p
∂y(x, d) = 0 для y ∈ (a, b).

(29)

. У числових тестах ми взяли f = 0. У цьому випадку q стає
незалежним вiдносно (x, y) i, отже, вектор використовується для
зберiгання числових значень. Доступна математична формула
для iнтегрування (28):

q(t) =

∫ T

t

η(τ )w(τ )exp(a22(t− τ ))dττ − exp(a22(t− T )), (30)

η(τ ) =

M∑
i=1

ai

∫ x2,i

x1,i

p(x, c, τ )dx. (31)

Звернемо увагу, що ваги ai зберiгаються у векторi WEIGHT.
Масив P iнiцiалiзується в основнiй програмi за допомогою
Begin

For i := 1 to M + 1 do

For j := 1 to N + 1 do

p(i, j, NT + 1) = 0

Next j;

Next i;

End.

Тепер ми даємо дизайн ADJST.
Begin

For i := 1 to M + 1 do

bdc(i) = 0;

Next i;
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koderr := 0;

iter := 1; while(koderr = 0)i(iter ≤ maxiter)do

Fork := NT downto 1 do

fori := 1to toM + 1 do

For j := 1 to N + 1 do

rhs(i, j) := −(p(i, j, k + 1)/dt + GDER(u(i, j, k)) ∗ qold(k))

Next j;

Next i;

Next k;

For k := 1 to NT + 1 do

temp := QUAD1(k, ...);

eta(k) := temp ∗ w(k) ∗ exp(−a22 ∗ tknot(k));

Next k;

cst := exp(−a22 ∗ T )′

err := 0;

For k := 1 to NT + 1 do

num := NT + 2− k;

Forindex := 1tonumdo

item := k + index− 1;

yaux(index) := eta(itemp);

taux(index) := tknot(itemp);

Nextindex;
ans := QUAD2(taux, yaux, num, taux(1), T );
qnew(k) := exp(a22 ∗ tknot(k)) ∗ (ans− cst);
temp := abs(qnew(k)− qold(k));

Iferr < temp

thenerr := temp

End− if
Next k;

Iferr ≤ eps
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thenkoderr := 1

elseiter := iter + 1

End− if ;

End− while;
End.

GDER- обчислює похiдну функцiї g;
QUAD1- iнтегрує η задане формулою (33); його параметри за-

лежать вiд способу подання iнформацiї про субдомени Ωi. Ми
використовували масив imega(4,M), де М - кiлькiсть субдоме-
нiв. Якщо Ωi = (x1i, x2i)× (c, d) тодi ми встановлюємо
imega(1, i) := j1, де j1− є таким iндексом, що xknot(j1) =

x1,i;

imega(2, i) := j2, де xknot(j2) = x2,i;

imega(3, i) := 1, i imega(4, i) := N + 1.

Модуль HELPRO
Встановлення кроку ρj на кожнiй iтерацiї є найскладнiшою ча-

стиною методу градiєнта. Ми використовуємо алгоритм S.
Функцiонал витрат має вигляд Φ(w) = ϕ(w) + φ(u2) де

ϕ(w) =

∫ T

0

h(w(t))dt i φ(u2) =

∫
Ω

u2(x, y, T )dxdy.

Для того, щоб оцiнити Φ(w−ρd)для даного ρ, ми повиннi вирi-
шити систему стану, оскiльки нам потрiбно вiдповiдне значення
φ. Для зменшення складностi цiєї процедури ми враховуємо той
факт, що φ є лiнiйним, а отже

Φ(w(j) − ρd = ϕ(w(j) − ρd) + φ(u
(j)
2 )− ρφ(v),

де u(j)
2 −ρv є варiацiєю u

(j)
2 . Першi два доданки вiдразу обчислюю-

28



ться (за допомогою методiв числового iнтегрування) для кожного
ρ.
Нехай u(j)

1 −ρu бути варiацiєю для u(j)
1 , тодi u - розв’язок системи

∂u/∂t−∆u + a11u = 0 в Q,

u(x, 0) = 0 для x ∈ Ω,

∂u/∂ν + αu = d(j)
∑M

i=1 ai
∫

Ωi
u

(j)
2 dx+

+(w(j) − ρd(j)
∑M

i=1 ai
∫

Ωi
vdx в Σ1,

∂u/∂ν = 0 в Σ2

(32)

(нагадаємо що dj = ∇Φ(w(j))), тодi як система, що вiдповiдає v,
апроксимується

{
∂v/∂t + a22v = g‘(u

(j)
1 )u в Q,

v(x, 0) = 0 для x ∈ Ω.
(33)

29



5 Висновок

Епiдемiї є важливою економiчною проблемою, яка потребує
економiчно ефективного застосування профiлактичних страте-
гiй. Моделювання виникнення i поширення епiдемiї є одним з
найбiльших крокiв до вирiшення цiєї проблеми. Не дивлячись на
чималий прогрес у математичному обґрунтуваннi процесiв вини-
кнення i розповсюдження епiдемiй, наразi є нестача у моделях,
якi б враховували економiку таких процесiв i, як наслiдок, могли
скорегувати план подолання епiдемiї згiдно потреб та наявних
ресурсiв населення та держави.
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