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1 Вступ

З розвитком науки та технологiй вiдкрились новi перспективи у сферi збирання,
передавання та обробки iнформацiї. Сучасний iнформацiйно насичений свiт потребує
глибокого аналiзу феномену соцiальних мереж як невiд’ємного атрибуту сьогодення.
Саме тому останнiми роками спостерiгається сплеск наукових дослiджень i, як наслi-
док, публiкацiй iз всебiчним аналiзом соцiальних мереж.

У данiй роботi представлений огляд ряду динамiк думок в рiзних соцiальних спiль-
нотах. Кожна з закономiрностей має свою специфiку, що виражається не тiльки в фор-
мальному поданнi, властивостi, а й в особливостях практичного застосування. Процеси
обмiну думками, становлення колективного та iндивiдуального думок безпосередньо
залежать вiд виду соцiальної спiльноти, а значить i описують їх закони рiзноманiтнi i
багатограннi. Всi наведенi тут динамiки дозволяють ставити завдання оцiнки репута-
цiй, досягнення консенсусу в колективi, а також визначати умови його iснування.

У цiй роботi також розглядатимуться деякi основнi моделi навчання та поширення
iнформацiї у мережах. Опишемо рiзнi види моделей: модель Е. Катца та П.Лазарсфельда
(двоступеневий рух iнформацiї в процесi масової комунiкацiї) модель, що описує процес
формування iндивiдами iдей пiд впливом лiдерiв громадської думки. Згiдно з даною
концепцiєю, iдеї передаються вiд засобiв масової iнформацiї до лiдерiв громадської
думки, а вiд них — до бiльш широкої аудиторiї; Баєсову модель навчання, в якiй лю-
ди спостерiгають за дiями i результатами своїх сусiдiв та iнформацiєю на досвiдченiй
основi, та модель, засновану на природнiй формi модернiзацiї, коли люди обмiнюю-
ться iнформацiєю зi своїми сусiдами протягом деякого часу, а потiм модернiзуються,
беручи до уваги певне нормалiзоване значення того, що вони чують. Цей клас моде-
лей дозволяє нам включати в розгляд цiннi мережевi структури та надавати точнi
вiдповiдi на кожен iз зазначених вище питань.

Дослiдження Лазарсфельда, Берлессона та Гауде слугують основою для виявлення
лiдерiв громадської думки за допомогою спостережень. Вони провели дуже важливе
та масштабне дослiдження формування думок, цього разу в Декатур, штатi Iллiнойс,
на початку 1950-х рокiв. Вони провели два набори iнтерв’ю з жiнками у вiцi шiстнад-
цяти рокiв i поставили питання про речi за межами полiтичних поглядiв. Зокрема, Кац
i Лазарсфельд запитали жiнок про їхню думку щодо товарiв для дому, моди, фiльмiв
та мiсцевих громадських органiзацiй (включаючи полiтику). Дослiдження було хитро
розроблене, оскiльки iнтерв’ю з тими самими жiнками прововодили кiлька разiв, пару
мiсяцiв окремо, щоб змiни в поглядах можна було визначити. Щоб виявити змiни в
поглядах, Кац i Лазарсфельд задавали питання, якi б допомогли їм виявити джерела,
що вплинули на змiну думки. Вони робили це запитуючи у жiнок, чия думка змiни-
лася, хто вплинув на їх рiшення, а також запитували предмет, якщо вiн вплинув на
рiшення iнших. Це дозволило Катцу та Лазарсфельду визначити осiб, якi вiдiграли
певну роль у змiнах декiлькох поглядiв, i вони назвали цих осiб «лiдерами думок».
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Катц i Лазарсфельд знайшли докази того, що, хоча iнодi лiдери думок мали вищий
соцiальний статус, було багато випадкiв, де лiдери громадської думки мали такий же
соцiальний статус, як i тi, на кого вони впливали, особливо коли мова йшла про рiзнi
рiшення у побутi. Лiдери громадської думки часто вiдрiзнялися своєю товариськiстю
та розмiрами своїх сiмей (що потiм спiввiдноситься з їх вiком та досвiдом).

Наступне навчальне середовище – це варiант, який вивчав Бала i Гоял [1]. Є n
агентiв, якi пов’язанi в непрямiй соцiальнiй мережi. У кожному перiодi t є {1; 2; . . . },
агенти одночасно вибирають iз обмеженого набору акцiй (дiй). Виплати за акцiями (дi-
ями) є випадковими, i їх розподiл залежить вiд невiдомого стану природи. Всi агенти
стикаються з однаковим набором можливих дiй i тим самим невiдомим станом приро-
ди. Всi вони мають однаковi смаки i стикаються з такою ж невизначенiстю щодо дiй.
На кожну дату, крiм спостереження за своїм результатом, агент також спостерiгає за
виборами та результатами своїх сусiдiв.

Основнi результати та iдеї можна побачити в ситуацiї з двома варiантами дiй, A
або B i легко узагальнюються до будь-якого кiнцевого числа дiй. Припустiмо, що A
має результат виплат 1 за певний перiод, тодi як B сплачує 2 з ймовiрнiстю p i 0 з
ймовiрнiстю 1−p. Агент захотiв би максимiзувати очiкувану суму дисконтових виплат,

E

[∑
t

δtπit

]
де δ є (0, 1) – це дисконтний параметр, i πit – це виграш, який i отримує в момент часу
t. Якщо p > 1/2, то кожен агент буде вiддавати перевагу вибору B, а якщо p < 1/2, то
кожен агент буде вiддавати перевагу вибору дiї A. Однак p невiдомий агентам i може
приймати вкiнцi безлiч значень p є {p1, . . . , pk} з кожним pk 6= 1/23. Нехай i агент
почне з апрiорного µi для цього набору, таким чином, що µi(pk) > 0 – це ймовiрнiсть,
що i спочатку визначає стан pk як ймовiрнiсть того, що дiя B сплачує 2.

Навчання в такому середовищi може бути досить складним. Наприклад, якщо сусiд
вибирає дiю B, то це може означати, що iншi сусiди мали хорошi результати вiд B у
минулому. Таким чином, за винятком простого розгляду дiй та результатiв, людина
може робити висновки про результати непрямих сусiдiв, спостерiгаючи за вибором дiй
сусiдiв. Таке повне Баєсове навчання дослiджено для трьох мережевих зв’язкiв Гале
та Карiв [2], але швидко стає нерозв’язним у великих мережах. Замiсть цього, Бала
i Гоял дослiджують обмежену форму оновлення Баєса, де агенти лише обробляють
iнформацiю вiд дiй i результатiв та нехтують будь-якою непрямою iнформацiєю, яка
може бути отримана з послiдовностi дiй сусiдiв. У цiй версiї моделi, спостерiгаючи 0
або 2 повинно очевидно вказати, що агент прийняв заходи B i виграш 1 вказує, що
агент прийняв заходи A. Таким чином, ми можемо вiдстежити погляди i-го агента в
час t просто знаючи початковi переконання µi, а потiм iсторiю виплат i та кожного
його сусiда в час t, позначенi hit. Отже нехай µi(hit) – це переконання i-го агента що
дiя B, спричинить за собою виграш 2, оновленого вiдповiдно за правилом Байєса i
обумовленого на iсторичних спостереженях hit.
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Твердження 1. Для будь-якого ε, iснує µ < 1 таке, що якщо iснує щонайменше
один i, який сподiвається, що дiя B матиме виплати 2 з ймовiрнiстю бiльшою,
нiж µ, то ймовiрнiсть того, що всi агенти i-ї компоненти в кiнцевому пiдсумку
збiгаються до «правильного» вибору дiї (з вищим iстинним очiкуваним виграшем) є
принаймнi 1− ε.

Iдея тут полягає в тому, що при наявностi достатньої кiлькостi оптимiзму, при-
наймнi, один агент, не залежно вiд початкового рядка результатiв, буде вибирати B
досить велику кiлькiсть разiв, так що є вiрогiднiсть принаймнi 1 − ε, що компонента
в кiнцевому пiдсумку дiзнається, чи має B виграш вищий або нижчий рiвня A.

Соцiальний вплив - це всепроникаюча сила в соцiальнiй взаємодiї людини. Пiд час
багатьох соцiальних зустрiчей люди змiнюють свої думки, погляди, переконання чи
поведiнку, щоб бiльше нагадувати думки iнших, з якими вони взаємодiють. На окремих
людей впливає соцiальний вплив, оскiльки їх переконують переконливi аргументи,
оскiльки вони прагнуть бути схожими на iнших, оскiльки вони не впевненi у прийняттi
рiшення i слiдують керiвництву iнших, або тому, що вони вiдчувають соцiальний тиск
на вiдповiднiсть соцiальним нормам.

Основна мережева модель взаємодiї передачi iнформацiї, формуваннi думок та фор-
муваннi консенсусу належить Де-Гроот. В його моделi припускається, що на думку
будь якого учасника можуть впливати iншi учасники з заданими вагами, якi не мi-
няються з часом. Думка учасника про деякi невiдомi величини в наступний момент
часу являє собою лiнiйну комбiнацiю всiх думок учасникiв соцiальної мережi в даний
момент. Де-Гроот розширює поняття «мудрого» натовпу, також вивчається питання
досягнення «правди» у випадку, коли число учаникiв необмежено росте. В якостi при-
кладу розглядається мережа, в якiй один учасник являється «центром», а всi iншi
учасники мережi симетричними. В даному випадку матриця впливу учасникiв одне
на одного, задає динамiку думок, має спецiальний вид. В роботi наводиться альтер-
нативна модель формування думок, в якiй основне припущення заключається в тому,
що учасники мережi можуть не спостерiгати iстинних думок iнших учасникiв, а спо-
стерiгати лише тiльки тi думки, якi вони заявляють.В цiй моделi рахується вiдомим
тiльки своя власна iстинна думка в кожний момент часу.

В данiй роботi вивчається соцiальна мережа, яка мiстить два центри, кожний iз
яких може впливати на всiх iнших учасникiв мережi. Випадок iснування двох центрiв
дозволяє описати динамiку думок в соцiальнiй мережi при наявностi як «основної»,
так i «альтернативної» точки зору про деяку величину або подiю.

Дослiджуються два випадки: коли центри безпосередньо впливають одне на одного
i коли такогоь впливу немає. Для кожного випадку в залежностi вiд значення пареме-
трiв моделi отриманi умови iснування граничної матрицi впливу, однак виявляється,
що консенсус досягається не у вiсх випадках.

Ми вводимо поняття консенсуса бiльшостi, розумiючи пiд «бiльшiстю» всiх учасни-
кiв соцiальної мережi, якi не є центрами. Необхiднiсть в такому поняття обумовлена
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тим, що може ставитись не задача досягнення согласованостi думок серед учасникiв, а
задача знаходження умов узгодженостi думок лише бiльшостi. Рахується, що консен-
сус бiльшостi досягається, якщо для будь якого початкового значення всiх учасникiв,
граничне значення учасникiв, окрiм центрiв, спiвпадає. Вплив агентiв мережi визна-
чається матрицею, по якiй можна зробити висновки про наявнiсть або вiдсутнiсть
консенсуса або консенсуса бiльшостi. Цiкавим такоє є питання знаходження випадкiв,
коли консенсус не досягається, але досягається консенсус бiльшостi.
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2 Постановка задач

Особи в суспiльствi мають початковi погляди на предмет i вони представленi n-
вимiрним вектором ймовiрностей, p(0) = (p1(0), . . . , pn(0)). Кожне pi(0) належить iн-
тервалу [0, 1], i можемо розглядати його як ймовiрнiсть того, що деяке твердження
є вiрним, або якiсть даного продукту, або ймовiрнiсть того, що особа може займати-
ся певною дiяльнiстю i т.д. Моделi взаємодiї фiксуються через (можливо зважену та
орiєнтовану) n× n квадратну матрицю T . Зокрема, нехай T являє собою (за рядами)
стохастичну матрицю таку, що сума кожного її рядка дорiвнює одиницi. Iнтерпрета-
цiя Tij така: вона представляє вплив або довiру, яку агент i має на сучаснi погляди
j агента у формуваннi його або її поглядiв впродовж наступного перiоду. Погляди
оновлюються з часом, так що

p(t) = Tp(t− 1) = T tp(0) (1)

Цей процес розглянемо на наступному прикладi.

Приклад 1. Оновлена модель Де-Грот.

Використаємо формулу (1). Припустимо, що iснує три особи та матриця оновлення,
що описується

T =

1/2 1/2 0
1/3 0 2/3
1/5 1/5 3/5


З матрицi бачимо, що 1 агент зважає на 1 та 2 однаково, але iгнорує 3, в той час як

2 агент зважає на 1 та 3, але iгнорує свої погляди, та 2 агент надає бiльше значення
поглядам 3 агента, та 3 агент зважає на всi погляди, та надає бiльше значення своїм
власним поглядам. Припустимо, що ми починаємо iз заданого вектора поглядiв

p(0) =

1
0
0


Отже, 1 агент починає з переконанням 1 (з iмовiрнiстю певної подiї), а агенти 2 i 3

починають з 0 переконання. Тут,

p(1) = Tp(0) =

1/2 1/2 0
1/3 0 2/3
1/5 1/5 3/5

1
0
0

 =

1/2
1/3
1/5


Як агенти оновлюються знову,то погляди стають
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p(2) = Tp(1) =

1/2 1/2 0
1/3 0 2/3
1/5 1/5 3/5

1/2
1/3
1/5

 =

5/18
5/12
1/8


Повторення цього процесу в кiнцевому випадку призводить до поглядiв, якi збiга-

ються:

p(t) = Tp(t− 1) = T tp(0)

p(8) = Tp(7)→

33/100
33/100
33/100


Спосiб, яким ми можемо обчислити граничнi погляди, детально обговорюється ниж-

че.
Еволюцiя вiрувань може бути мотивована наступною Байєсiвською установкою,

обговореною ДеМарцо, Ваяносом та Цвiбелем[3]. Агенти пов’язанi мережею (можли-
во орiєнтованою), що вказує, яку iнформацiю вони можуть спостерiгати через якийсь
час. У час t = 0 кожен агент сприймає сигнал pi(0) = µ+ ei де ei є R – термiн шуму з
нульовим сподiванням i µ є деякий природний стан. Потiм i агент чує думки агентiв з
якими вiн взаємодiє i присвоює точнiсть πij сигналу j-го агента. Цi суб’єктивнi оцiн-
ки можуть, але не обов’язково, збiгатися з iстинними точностями їх сигналiв. Якщо i
агент не слухає агента j, то агент i дає j точнiсть πij = 0. У випадку, коли сигнали
нормальнi, байєсiвське оновлення з незалежних сигналiв при t = 1 передбачає правило
Tij = πij/

∑
k πik, де πik=0. В момент t = 2, агенти розумiють, що тепер їхнi сусiди

мають нову iнформацiю (зiбрану сусiдами в момент t = 1), i тому варто знову слуха-
ти своїх сусiдiв, щоб зiбрати цю непряму iнформацiю. Повна «оптимальна» обробка
нових поглядiв сусiдiв на цьому другому етапi дещо складнiша, тому що зараз доводи-
ться враховувати, як багато є нової iнформацiї, i наскiльки точна вона на цьому етапi.
З кожним повторенням, проблема виводу стає ще бiльш складною. Модель Де-Грот
можна розглядати як обмежену рацiональну версiю цього процесу, де агенти не нала-
штовують свої погляди через якийсь час. Тим не менш, повторення на оновлюючому
процесi дозволяє агентам об’єднувати вiддаленiшу iнформацiю i, можливо, досягати
згоди. Бiльше того, є ситуацiї, коли оновлення вiдповiдно до цього дуже простого про-
цесу все одно призведе до того, що агенти зблизяться з цiлком точним граничним
поглядом.

2.1 Збiжнiсть та розбiжнiсть у поглядах

Ми починаємо з питання про те, коли переконання всiх агентiв у мережi сходяться
до чiтко визначених меж, на вiдмiну вiд коливань назавжди.
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Означення 1. Матриця соцiального впливу T збiгається, якщо iснує limt→∞ T
tp для

всiх векторiв поглядiв p ∈ [0, 1]n.

Це визначення збiжностi (1) вимагає, щоб переконання сходилися для всiх початко-
вих векторiв переконань. Очевидно, що будь-яка мережа матиме збiжнiсть для деяких
початкових векторiв, оскiльки якщо ми запустимо всiх агентiв з однаковими переко-
наннями, то нетривiального оновлення нiколи не вiдбудеться. Виявляється, якщо збi-
жнiсть не вдається для деякого початкового вектора, тодi вiдбуватимуться цикли або
коливання в оновленнi переконань, а збiжнiсть не вдасться для цiлих класiв початко-
вих векторiв.

Умовою, що забезпечує збiжнiсть у сильно зв’язаних стохастичних матрицях, є апе-
рiодичнiсть.

Означення 2. Матриця оновлення/взаємодiї T перiодична, якщо вона дозволяє ци-
клiчний процес без збiжностi. Або ж, говоритимемо, що T є аперiодичною, якщо
найбiльшим спiльним дiльником всiх довжин орiєнтованого циклу є одиничка (орi-
єнтованi цикли визначаються щодо орiєнтованої мережi, де орiєнтований зв’язок
iснує вiд i до j тодi i тiльки тодi, коли Tij > 0).

Розглянемо це на прикладах.

Приклад 2.

Розглянемо дуже простий i стандартний приклад який iлюструє збiй апериодично-
стi.

T =

(
0 1
1 0

)
Очевидно,

T t =

{
T якщо t непарна
I якщо t парна

Зокрема, якщо p1(0) 6= p2(0), то вектор переконань нiколи не досягає стiйкого стану, i
обидва агенти продовжують змiнювати переконання.

Тут кожен агент iгнорує свою власну вiру в оновлення. Потребування принаймнi
одного агента для зважування його нинiшнiх переконань позитивно забезпечує збли-
ження. Однак не потрiбно мати Tii > 0 навiть для одного i, щоб забезпечити збiжнiсть.

Приклад 3. Приклад збiжностi.
Iснує три особи та матриця оновлення що описується

T =

1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 1/4 3/4


Цей процес оновлення наведено на Малюнку
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Можна перевiрити, що

T 20 =

1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 1/4 3/4

20

=

3/11 4/11 4/11
3/11 4/11 4/11
3/11 4/11 4/11


Можемо зробити висновок, що незалежно вiд того якi погляди p(0) агента, всi

вони закiнчують з граничними переконаннями, що вiдповiдають записам p(∞) =
limt T

tp(0), де

p1(∞) = p2(∞) = p3(∞) =
3

11
p1(0) +

4

11
p2(0) +

4

11
p3(0)

На цьому Прикладi (3), ми також бачимо що погляди агентiв збiгаються з плином
часу i що вони досягають консенсусу, i що 2 i 3 агент мають бiльше впливу на граничнi
переконання нiж 1 агент.

Розглянемо приклад де погляди не збiгаються.

Приклад 4. Приклад розбiжностi.

Задамо матрицю оновлення

T =

0 1/2 1/2
1 0 0
1 0 0


Тут

T 2 =

1 0 0
0 1/2 1/2
0 1/2 1/2

 , T 3 =

1/2 1/2 0
1 0 0
1 0 0

 , T 4 =

1 0 0
0 1/2 1/2
0 1/2 1/2

 , . . .

бачимо що матриця просто коливається i тому є розбiжною, тобто @ limt→∞ Ttp(0).
Перш нiж сформувати результати збiжностi дамо означення
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Означення 3. Замкненою множиною агентiв називатимемо C ⊂ {1, . . . , n} таку,
що немає жодного орiєнтованого зв’язку вiд агента в C до агента за межами C
(тобто, немає жодної пари i ∈ C та j /∈ C такої, що Tij > 0).

Теорема 1. T є збiжною тодi i тiльки тодi, коли кожна множина вузлiв, що сильно
зв’язана i замкнена, є неперiодична.

Загальновiдомо, що апериодичнiсть необхiдна i достатня для збiжностi у випадку,
коли T сильно зв’язна. Ми узагальнюємо це у наступному твердженнi.

Твердження 2. Якщо T - сильно зв’язана матриця, наступнi твердження еквiва-
лентнi:

• Т збiжна.

• Т аперiодична.

• Iснує унiкальний лiвий власний вектор s з T , що вiдповiдає власному значенню
1, записи якого складають 1, таке, що для кожного p ∈ [0, 1]n,

( lim
t−→∞

T tp)j = sp (2)

для кожного i.

Приклад 5. Значення тiльки тих людей, що мають подiбнi переконання.

Наступна модель Крауса [6], дозволяє агенту звернути увагу лише на агентiв, пере-
конання яких не є далекими вiд його власних. Таким чином, агент має якусь недовiру
до iнформацiї, яка дуже вiдрiзняється вiд його власної. Тут,

T (p(t), t)ij =

{
1

ni(p(t))
якщо |pi(t)− pj(t)| < d, та ni(p(t)) = ]{k : |pi(t)− pk(t)| < d}

0 у iншому випадку

Таким чином, агент надає однаковi значення всiм думкам, якi знаходяться на вiдстанi
d вiд його або її власної думки. Це суттєво ускладнює процес, оскiльки оновлення
залежить вiд специфiки думок, а не вiд часу. Це також тiсно пов’язано з моделлю
Де-Фант [7] i спiвавтором Вайсбух та iн, де в кожен момент часу два агенти випадково
пiдбирають, а потiм оновлюють свої переконання, тiльки якщо переконання досить
близько одне до одного.

Досягнення консенсусу (згоди) в наведених узагальнених моделях Де-Грот охоплю-
ється наступним результатом Лоренца [8].

Теорема 2. Припустимо, що T (p(t), t) задовольняє наступнi умови:

• Iснує δ > 0 таке, що T (p(t), t)ij > 0 тодi i тiльки тодi, коли T (p(t), t) > δ для всiх
t, i, j та p(t).
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• T (p(t), t)ii > 0 0 для всiх i, t та p(t).

• T (p(t), t)ij > 0 якщо i тiльки якщо T (p(t), t)ji > 0 для всiх t, i, j та p(t).

Тодi суспiльство можна роздiлити на групи агентiв, такi, що кожна група аген-
тiв досягає консенсусу (згоди), i будь-якi два агенти, якi надають ваги один одному
нескiнченно часто, знаходяться в тiй же групi.

Зрозумiло, що Tеорема 2 повинна дозволяти рiзним наборам агентiв мати рiзнi гра-
ничнi переконання, як у моделi Крауза; оновлення вiдбувається взагалi мiж агентами,
переконання яких починаються на вiдстанi бiльше d. Модель Крауcа не є неперервна,
оскiльки агент зверне увагу на однi переконання на деякiй вiдстанi, але не на iншi,
якi на вiдстанi бiльше, нiж ε. Цей розрив виявляється важливим у визначеннi того,
чи погляди вiдрiзняються у рiзних пiдгрупах.

Щоб побачити, чому задiяний власний вектор, припустимо, що ми хотiли б знайти
вектор s = (s1, . . . , sn) ∈ [0, 1]n, який би вимiрював, наскiльки кожен агент впливає
на обмежувальнi переконання. Зокрема, шукатимемо невiд’ємний вектор, нормований
так, щоб його елементи складали 1, такий, що для будь-якого вектора початкових
переконань p ∈ [0, 1]n маємо

( lim
t→∞

T tp)j =
∑
i

sipi(0) (3)

Вiдзначаючи, що limt→∞ T
tp = limt→∞ T

t(Tp), це повинно бути саме так

sp = sTp (4)

для кожного p ∈ [0, 1]n. Це означає, що s = sT , а отже, s - це просто одиничний (лiвий
або рядковий) власний вектор T , за умови, що такий s можна знайти.

Властивiсть власних векторiв, звичайно, просто говорить, що sj =
∑

i∈N Tijsi для
всiх j, так що вплив i є зваженою сумою впливiв рiзних агентiв j, якi звертають увагу
на i, з вагою sj будучи довiрою j для i. Це є цiлком природною властивiстю для
певного впливу i це означає, що впливовi люди – це тi, кому довiряють iншi впливовi
люди.

Iснує простий спосiб обчислення цього власного вектора. Оскiльки повинно бути,
що s · p(0) призводить до тих самих переконань, що й будь-яке p(∞) = (p∞, . . . , p∞) =
T∞p(0). Таким чином, повинно бути, що кожен рядок T∞ збiгається до s. (Такий ефект
проiлюстровано в Прикладi 6).

Приклад 6. Соцiальний вплив у Прикладi (3)

lim
t

1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 1/4 3/4

t

p(0)
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lim
t

1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 1/4 3/4

t

=

3/11 4/11 4/11
3/11 4/11 4/11
3/11 4/11 4/11


Зауважмо, що s =

(
3/11 4/11 4/11

)
є одиничним власним вектором T , тобто:

sT =
(
3/11 4/11 4/11

)1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 1/4 3/4

 =
(
3/11 4/11 4/11

)
= s.

Загалом, простий спосiб обчислити або принаймнi наблизити лiвостороннiй власний
вектор стохастичної матрицi T - це просто iтегрувати T t i знайти її границю. Також
можна розв’язувати sT = s безпосередньо у випадках, коли n не надто велике.

Якщо є лише одна замкнена сильно зв’язана група, то вищенаведенi мiркування
говорять нам, що її переконання збiгаються. Тодi iншi агенти повиннi прагнути до
сильно зв’язаної групи, i повиннi досягти таких же консенсусних переконань (згоди)
(Пропозицiя 1). Таким чином, цi та iншi агенти в кiнцевому пiдсумку призводять до
будь-якого соцiального впливу на обмежуючих переконань, i їхнi початковi перекона-
ння зовсiм не мають значення в визначеннi граничних переконань.

У випадку, коли iснує декiлька замкнених сильно зв’язаних груп, кожна з них до-
сягне власного консенсусу (згоди), з власними соцiальними навантаженнями, i тодi
агенти, що залишились, утворюють шляхи iз сильно зв’язаними групами, що призве-
де до деяких середньозважених граничних переконань сильно зв’язаних груп.

Для заданого T , нехайM являє собою набiр замкнених i сильно зв’язаних множин
агентiв i нехай M = ∪B∈MB.

Теорема 3. [Демарзо, Ваянос, i Звiбел [3]] Враховуючи T , розiб’ємо множину аген-
тiв на замкненi та сильно зв’язанi групи B1, . . . , Bk i позначимо через R iнших
агентiв, якi не перебувають у жоднiй замкненiй i сильно зв’язанiй групi. Стоха-
стична матриця T збiгається тодi i тiльки тодi, коли є невiд’ємний вектор-рядок
s ∈ Rn такий, що

•
∑

i∈Bksi
= 1 для будь-якої замкненої та сильно зв’язаної групи агентiв Bk

• si > 0 якщо i перебуває в замкненiй i сильно зв’язанiй групi та si = 0 в iншому
випадку,

• sBk є лiвою невiд’ємною одиницею власного вектора T , обмеженого до Bk,

• для будь-якого вектора p та Bk, (limt→∞ T
t
Bk
p)Bk = sBkpBk,

i для кожного j ∈ R агента, який не знаходиться в будь-якiй замкненiй сильно
зв’язанiй групi, iснує aωjBk

≥ 0 для кожного Bk такого, що
∑

k ω
j
Bk

i такого, що

• (limt→∞ T
tp)j =

∑
k ω

j
Bk
sBkpBk.
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Означення 4. Говоритимемо, що група агентiв C ⊂ {1, . . . , n} досягає згоди у T
для початкового вектора переконань p(0), якщо limt pi(t) = limt pj(t) для кожного i
та j в C.

Пропозицiя 1. У T будь-яка сильно зв’язана та замкнена група осiб досягає зго-
ди для кожного початкового вектора переконань тодi i тiльки тодi, коли вона є
аперiодичною.

Доведення: По-перше, ми знаємо, що така група буде мати збiжнi переконання, тодi
i тiльки тодi, коли вона є аперiодичною. Оскiльки згода не може бути досягнута, якщо
погляди не збiгаються, для виконання цiєї вимоги достатньо показати, що аперiоди-
чнiсть сильно зв’язаних i замкнених груп означає збiжнiсть. Отже, припустимо, що
для деякого p(0) погляди агентiв в C збiгаються, але для деякого p′, такого що p′i 6= p′j
для деяких i та j в C. Без втрати загальностi, ми, можемо знехтувати агентами за ме-
жами C, тому розглянемо C, як повний набiр агентiв {1, . . . , n} та перепишемо агентiв
так, щоб p′

1 ≥ p′2 ≥ · · · ≥ p′n. Знайдемо таке мiнiмальне i, що p′i > p′i+1. Оскiльки агенти
сильно зв’язанi, треба щоб деякий агент k ≤ i мав Tkh > 0 для деяких h ≥ i+1. Звiдси
випливає, що для будь-якого ε, ми можемо знайти досить велике t′, таке що t > t′:

pk(t) =
∑
j

Tkjpj(t− 1) ≤
∑
j

Tkjp
′
j + ε ≤ (1− Tkh)p′1 + Tkhp

′
h + ε.

Але оскiльки права частина менша нiж p′k, то для досить маленького ε, ми досягли
протирiччя.�

Наслiдок 1. Модель Де-Грот досягає згоди тодi i тiльки тодi, коли iснує рiвно одна
сильно зв’язана i замкнена група агентiв, а T – аперiодична для цiєї групи.

Це також призводить до iншого, визначення згоди з-за Бергером [5].

Наслiдок 2. (Бергер [5]) У моделi Де-Грот досягнуто згоди тодi i тiльки тодi, коли
iснує t таке, що в деякiй колонцi T t є всi додатнi елементи.

2.2 Впливовi слухачi: експеримент щодо упередженостi переконань у со-
цiальних мережах

Мережева структура вiдiграє важливу роль у визначеннi соцiального впливу. Однак
найвпливовiшими агентами є не тi, хто має бiльше вихiдних посилань, як передбачає
гiпотеза упередженостi переконання, а тi, хто має бiльше вхiдних посилань. Ми по-
казуємо, що обмежено рацiональне правило оновлення, яке враховує не лише ступiнь
агента, але i його ступiнь, забезпечує краще пояснення експериментальних даних. У
цих рамках переконання щодо консенсусу, як правило, похиляються щодо думок впли-
вових слухачiв. Ми представляємо зважену за зусиллями модель оновлення як бiльш
загальну характеристику агрегування iнформацiї в соцiальних мережах.
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Експеримент призначений для перевiрки того, чи особи, що спiлкуються через со-
цiальну мережу, пiддаються переконанням у переконаннi, i, зокрема, чи вiдображає
соцiальний вплив в кiнцевому рахунку структуру соцiальної мережi. Ми розглядаємо
проблему повторного навчання, адаптовану за матерiалами ДеМарзо, де спiлкування
мiж людьми вiдбувається в межах соцiальної мережi. Ми впроваджуємо два мето-
ди лiкування шляхом екзогенного манiпулювання структурою мережi, щоб порiвняти
соцiальне навчання у збалансованiй та неврiвноваженiй мережi.

В експериментальному завданнi беруть участь чотири особи, якi взаємодiють про-
тягом 12 раундiв. Кожнiй особi присвоюється буква (A, B, C i D), що iдентифiкує її
позицiю в соцiальнiй мережi. Позицiя та iдентичнiсть компонентiв групи залишаються
незмiнними та анонiмними протягом усього завдання.

На початку завдання кожному випробуваному присвоюється цiле число (сигнал).
Сигнали формуються наступним чином. Кожнiй групi з чотирьох випробовуваних при-
своюється цiле число, виведене з рiвномiрного розподiлу мiж 100 i 9999. Сигнали, що
спостерiгаються членами групи, потiм беруться з нормального розподiлу iз середнiм
значенням, рiвним випадково вибраному числу груп i стандартним вiдхиленням, рiв-
ним 50. Метою завдання є вгадати, в кожному з 12 раундiв, середнє значення сигна-
лiв, отриманих чотирма компонентами групи на початку завдання.У ДеМарзо сигнал
отримується шляхом додавання звичайного випадкового збурення до невiдомого па-
раметра, який слiд вгадати. Натомiсть у нашому експериментi кожна з чотирьох скла-
дових групи отримує випадково намальоване число, а невiдомий параметр є середнiм
значенням чотирьох чисел. Це iстотно спрощує експериментальне завдання, залиша-
ючи теоретичнi властивостi без змiн. Заробiток залежить вiд точностi вгадування на
основi трикутної схеми: виграш випробовуваного в кожному раундi дорiвнює 20 євро
за мiнусом абсолютного значення рiзницi мiж його здогадкою i середнiм значенням
чотирьох сигналiв. Наприклад, якщо середнє значення чотирьох сигналiв дорiвнює
803,25, а вибiр суб’єкта у вибраному раундi - 792, абсолютне значення рiзницi стано-
вить 11,25, а тодi грошова винагорода дорiвнює 8,75 євро. Якщо рiзниця бiльше 20,
виграш дорiвнює 0; наприклад, якщо середнє значення сигналiв становить 62,5, а вiд-
повiдна здогадка - 30,5, рiзниця дорiвнює 32, а суб’єкт нiчого не заробляє, оскiльки
20 − 32 < 0. Фактичний прибуток визначається на основi одного раунду, випадково
вибраного в кiнцi експерименту. Плата за явку не передбачена.

Починаючи з другого туру i далi, кожен суб’єкт iнформується комп’ютером про
вибiр, зроблений у попереднiх раундах, суб’єктами, з якими вiн пов’язаний вiдповiдно
до мережевої структури. Таким чином, у кожному турi кожен суб’єкт спостерiгає за
попереднiм вибором, зробленим його сусiдами.

2.2.1 Лiкування

Експеримент базується на двох обробках, 1 i 2, реалiзовано в мiжсуб’єктному дизай-
нi. Цi два способи лiкування вiдрiзняються щодо структури комунiкацiйної мережi,
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зберiгаючи при цьому постiйний набiр сигналiв, що приймаються випробовуваними.
У T1, структура зв’язку визначається мережею кола, представленою на Vалюнку 1.
Це мiцно пов’язана та збалансована мережа, де кожен агент має одну вхiдну лiнiю та
одну вихiдну лiнiю. Вiн вiдтворює ситуацiю, коли кожен суб’єкт слухає одного сусiда
i розмовляє з iншим сусiдом.

Малюнок 1: Структура мережi в лiкуваннi 1

Лiкування 2 отримують шляхом додавання двох ланок до мережi кола, так що
вибiр, зроблений суб’єктом , спостерiгається кожним iншим членом групи, тодi як
вибiр усiх iнших суб’єктiв спостерiгається лише одним суб’єктом (Малюнок 2). У цiй
сильно пов’язанiй та незбалансованiй мережi суб’єкт A має три вихiднi посилання та
одне вхiдне посилання, B має одне вихiдне посилання та одне вхiдне посилання, D
та C мають два вхiднi посилання та одне вихiдне посилання. Ця мережа вiдтворює
ситуацiю, коли центральну тему слухають усi.

Малюнок 2: Структура мережi в лiкуваннi 2

2.2.2 Процедури

Ми провели двi сесiї для 1 i чотири сесiї для 2. У кожному сеансi 24 випробування
були випадковим чином роздiленi на 6 груп по чотири предмети. Позицiя та iденти-
чнiсть чотирьох компонентiв групи залишалися незмiнними протягом сесiї. Загалом в
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експериментi брали участь 144 випробуванi, в основному студенти бакалаврiв еконо-
мiки, набранi електронною поштою через Iнтернет-систему. Експеримент був прове-
дений в EELAB (Мiланський унiверситет Бiкокки) в листопадi 2009 р. За допомогою
z-Tree (Fischbacher, 2007). Кожне заняття тривало приблизно 80 хвилин, включаючи
iнструкцiї, контрольнi запитання та платежi. Середнiй заробiток становив 14,5 євро.
Кожна сесiя складалася з трьох фаз по 12 раундiв, загалом 36 раундiв у кожнiй сесiї.
На кожнiй фазi експериментальне завдання реалiзовувалося з новим набором сигна-
лiв. Завдання повторювали три рази, щоб зробити його звичним для суб’єктiв, щоб
зменшити шум через нерозумiння завдання. В кiнцi кожної фази випробовуваних повi-
домляли про чотири сигнали, їх середнє значення та вибiр, зроблений кожним випро-
буваним. Вибравши 12 раундiв спiлкування, ми створили ситуацiю, коли переконання
зближуються як упередження переконання, так i рацiональнiсть. Якби всi агенти були
рацiональними, чотири раунди були б достатнiми для конвергенцiї. Якби всi випробу-
ванi дотримувались правила оновлення упередженостi переконання, пiсля 12 раундiв
переконання були б практично однаковими. На початку кожного заняття пояснювали
завдання: вголос читали вказiвки та вiдповiдали на будь-якi запитання щодо гри. Пе-
ред початком гри кожному випробуваному задавали письмовi контрольнi запитання,
щоб перевiрити, чи цiлком зрозумiле завдання. Iнструкцiї чiтко пояснювали учасни-
кам, що найкращим вибором при знаннi або можливостi вирахування заданої кiлькостi
сигналiв є середнє значення цих сигналiв. Причиною цього є те, що ми хотiли забезпе-
чити, щоб суб’єкти знали, як оптимально агрегувати iнформацiю, якщо всi сигнали є
публiчною iнформацiєю, таким чином, маючи змогу зосередитись виключно на процесi
соцiального навчання.

Для того, щоб запобiгти можливим помилкам, спричиненим тим, що люди можуть
забути свої здогадки з попереднiх раундiв чи iншої вiдповiдної iнформацiї, монiтор
кожного учасника вiдображав попереднiй вибiр суб’єкта та iнформацiю, отриману в
попереднiх раундах. Таким чином, ми спровокували гру досконалого запам’ятовуван-
ня та контролювали вплив пам’ятi на прийняття рiшень. З метою мiнiмiзацiї обчислю-
вальних помилок ми також надали випробовуваним калькулятор на екранi комп’ютера

2.2.3 Теоретичнi передбачення та гiпотези

Нехай yi,t позначає здогадку окремого i в раундi t та yt вектор припущень усiх лю-
дей у групi в раундi t. Нехай xi позначає окремi сигнали, x̄ середнє значення чотирьох
сигналiв у групi та x вектор сигналiв. Структура мережi представлена у виглядi спря-
мованого графiка, де Si ⊂ N позначає набiр агентiв, якi i агент слухає. Набори про-
слуховування для T1 є SA = {A,D}, SB = {A,B}, SC = {B,C}, SD = {C,D}, в той
час як набори для прослуховування T2 є SA = {A,D}, SB = {A,B}, SC = {A,B,C},
SD = {A,C,D}. Позначаємо qi,j ∈ {0, 1} функцiя iндикатора, що вiдповiдає Si, де
qij = 1, якщо агент i слухає агента j, та qij = 0 якщо немає вхiдного зв’язку з j до i
(зауважте, що qii = 1, оскiльки кожен агент слухає себе).
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Зв’язок вiдбувається протягом повторення раундiв. Оскiльки всi агенти мають одна-
ковi уподобання, тут немає можливостi для стратегiчного спiлкування, i агенти прав-
диво розкривають свої переконання. Хоча агенти не мають iнформацiї про основний
розподiл сигналiв, аргумент зворотної iндукцiї передбачає, що як за упередженостi
переконання, так i за Байєсiвським оновлюючись, агенти стимулюють правдиво по-
вiдомляти про свiй сигнал у першому турi: yi = x. Пiсля цього в кожному раундi
агенти вислуховують здогади тих, хто знаходиться в їхньому наборi прослуховуван-
ня, оновлюють свої переконання та роблять нову здогадку. Всякий раз, коли процес
спiлкування призводить до того, що всi люди сходяться до однакових переконань, во-
ни визначаються консенсусними переконаннями i позначаються ws, де w являє собою
вектор ваг, вiднесених до сигналу кожного агента в мережi. Цi ваги можна iнтерпре-
тувати як такi, що вiдображають соцiальний вплив агентiв.

Якщо всi агенти рацiональнi, байєсiвське оновлення дозволяє кожному витягувати
всю приватну iнформацiю в мережi, щоб консенсуснi переконання були ефективними.
I в T1, i в T2, оскiльки сигнали однаково iнформативнi, всi агенти в групi сходяться
до однакових переконань, i в рiвновазi кожен з чотирьох членiв групи має однако-
вий вплив. Незалежно вiд структури мережi, консенсуснi переконання збiгаються iз
середнiм арифметичним сигналiв wex, з we = [0.25, 0.25, 0.25, 0.25].

Якщо особи пiддаються упередженому переконанню, як у ДеМарзо, вони трактують
iнформацiю, отриману в кожному раундi, як нову та незалежну, не рацiонально не
враховувати того, що лише частина її є новою, тодi як решта вже повiдомлялася в
попереднiх раундах. Еволюцiю вiрувань можна описати правилом оновлення

yt = Lyt−1 (5)

де L - матриця з елементами lij = (qijπij)/
∑

j qijπij де πij позначає точнiсть, яку агент
i присвоює переконанню агента j.

ДеМарзо дозволяє людям змiнювати з часом вагу, яку вони надають своїм власним
переконанням, порiвняно з iншими, з якими вони пов’язанi. Таким чином ми маємо

Lt = (1− λt)I + λtL (6)

де L - матриця оновлення та λt ∈ (0, 1). Значення λt, ближче до нуля, означає, що
люди мають бiльш стiйкi думки, тодi як значення, ближчi до 1, означають, що iнди-
вiди придiляють однакову вагу переконанням усiх, з ким вони пов’язанi (включаючи
себе). Поки агенти не надто закрiпленi у своїх переконаннях i мережа мiцно пов’яза-
на, пiд упередженням переконання переконання людей повиннi зближуватися. Рiзнi
значення λt можуть впливати на швидкiсть зближення, але не на саму збiжнiсть, а
також на консенсуснi переконання, якщо

∑∞
t=1 λt = ∞. Оскiльки ми зосереджуємось

на переконаннях збiжностi, ми встановлюємо λt = 1 у кожному перiодi t, не втрачаючи
загальностi.

Якщо припустити, що кожен агент вважає, що всi прослуханi ним агенти мають
однакову точнiсть, матриця оновлення в T1 має вигляд:
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L =


1/2 1/2 0 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2

1/2 0 0 1/2


тодi як у T2 це

L =


1/2 0 0 1/2
1/2 1/2 0 0
1/3 1/3 1/3 0
1/3 0 1/3 1/3


Тому переконання в крузi t можна записати як yt = Lt−1x. Оскiльки ми розглядаємо

тiсно пов’язанi мережi, де жоден агент не iзольований, переконання будуть збiгатися
по колу. Позначаючи wp вектор ваг, що характеризують консенсуснi переконання з
упередженням переконання, отримуємо limt→∞ yt = wpx.

У T2, збалансованiй i мiцно зв’язнiй мережi, консенсуснi переконання за умови упе-
редженостi переконання будуть такими ж, як за рацiональностi. У T2, незбалансованiй
i мiцно зв’язанiй мережi, консенсуснi переконання за умови упередженостi переконань
вiдрiзнятимуться вiд рацiональних консенсусних переконань. Враховуючи те, що аген-
ти не враховують повторення iнформацiї, бiльш зв’язанi агенти мають бiльший вплив
на рiвновагу. Для структури мережi в T2, консенсуснi переконання задаються wpx з
wp ' [0.42, 0.10, 0.16, 0.32]. Тобто, консенсуснi переконання надають надмiрної ваги
сигналу A, оскiльки A слухають три суб’єкти, тодi як B,C i D спiлкуються лише з
одним суб’єктом. Бiльше того, D також вiдносно бiльш впливовий, оскiльки вiн безпо-
середньо спiлкується з A (непрямий соцiальний вплив). C i, бiльшою мiрою, B повиннi
мати менший вплив на T2 щодо T1, оскiльки вони мають лише одну вихiдну лiнiю i
не спiлкуються безпосередньо з A.

Пiдводячи пiдсумок, гiпотези, що перевiряються, можна викласти наступним чи-
ном:

H0 : wT1
A = wT2

A = 0.25, H1 : wT1
A = 0.25 < wT2

A = 0.42

H0 : wT1
B = wT2

B = 0.25, H1 : wT1
B = 0.25 > wT2

B = 0.10

H0 : wT1
C = wT2

C = 0.25, H1 : wT1
C = 0.25 > wT2

C = 0.16

H0 : wT1
D = wT2

D = 0.25, H1 : wT1
D = 0.25 < wT2

D = 0.32

Згiдно з нульовою гiпотезою рацiональностi, кожен агент повинен мати однаковий
вплив як в T1, так i в T2. Вiдповiдно до альтернативної гiпотези упередженостi пере-
конання, ваги соцiального впливу повиннi бути однаковими в T1, але рiзними в T2.
Суб’єкти A i, в меншiй мiрi, D повиннi мати бiльший вплив на T2, нiж на T1, тодi як
суб’єкти B i, меншою мiрою, C повиннi мати менший вплив на T2, нiж на T1.
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3 Мудрiсть натовпу: визначення та характеристика

Щоб охопити iдею «великого» суспiльства, ми дослiджуємо послiдовностi мереж, де
ми дозволяємо зростати кiлькостi агентiв n i працюємо з обмежуючими твердженнями.
Обговорюючи мудрiсть, ми беремо подвiйну межу. По-перше, для будь-якої фiксованої
мережi ми запитуємо, до чого збiгаються її переконання в довгостроковiй перспективi.
Далi ми вивчаємо межi цих тривалих переконань у мiру зростання мереж; друга межа
береться через послiдовнiсть мереж.

Послiдовнiсть мереж фiксується послiдовнiстю матриць взаємодiї n × n: ми гово-
римо, що суспiльство – це послiдовнiсть (T (n))∞n=1, iндексована n, кiлькiсть агентiв у
кожнiй мережi. Ми позначимо (i, j) запис матрицi взаємодiї n, Tij(n) i загальнiше, усi
скаляри, вектори та матрицi, пов’язанi з мережею n, будуть позначенi аргументом n
у дужках.

Дотримуємось припущення, що кожна мережа збiжна для кожного n; немає сенсу
говорити про мудрiсть, якщо мережi навiть не мають збiжних переконань, i тому збли-
ження є апрiорною необхiдною умовою мудростi. Тепер визначимо основний простiр
ймовiрностей i дамо офiцiйне визначення мудрого суспiльства.

Iснує справжнiй природний стан µ ∈ [0, 1]. Нам не потрiбно нiчого вказувати щодо
розподiлу, з якого походить цей справжнiй стан; ми ставимося до iстини як до фi-
ксованої. Якщо це насправдi реалiзацiя якогось випадкового процесу, то весь аналiз
залежить вiд його реалiзацiї.

У момент t = 0 агент i в мережi n бачить сигнал p
(0)
i (n), що лежить у обме-

женiй множинi, нормованiй без втрати загальностi, щоб бути [0, 1]. Сигнал розпо-
дiляється iз середнiм значенням µ та дисперсiєю щонайменше σ2 > 0, а сигнали
p
(0)
1 (n), ..., p

(0)
n (n)незалежнi для кожного n. Подальшi припущення щодо спiльного роз-

подiлу змiнних не робляться p(0)i (n), оскiльки n i i перебувають у межах можливих
значень. Загальна нижня межа дисперсiї гарантує, що зближення з iстиною вiдбуває-
ться не просто тому, що в суспiльствi є довiльно добре обiзнанi агенти.

Нехай s(n) – вектор впливу, що вiдповiдає T (n). Ми записуємо вiру агента i в ме-
режу n в момент часу t як p(t)i (n). Для будь-якого даного n та реалiзацiї p(0)(n) вiра
кожного агента i у мережу n наближається до межi, яку ми позначаємо p(∞)

i (n). Кожне
з цих обмежувальних переконань є випадковою величиною, яка залежить вiд початко-
вих сигналiв. Ми говоримо, що послiдовнiсть мереж є розумною, коли обмежувальнi
вiрування спiльно сходяться за ймовiрнiстю до справжнього стану µ при n→∞

Означення 5. Послiдовнiсть (T (n))∞n=1 розумна, якщо,

plimn→∞max
i≤n
|p∞i (n)− µ| = 0 (7)

Хоча це визначення дається iз конкретним розподiлом сигналiв у фоновому режи-
мi, що послiдовнiсть мереж буде розумною для всiх таких розподiлiв або для жодної.
Таким чином, особливостi розподiлу не мають значення для визначення того, чи є
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суспiльство мудрим, за умови, що сигнали незалежнi, мають середнє значення µ i ма-
ють дисперсiї, обмеженi вiд 0. Якщо цi умови виконуються, лише мережева структура
визначає мудрiсть.

Мудрiсть з точки зору впливу: Закон великих чисел
Щоб дослiдити питання, якi суспiльства мудрi, ми спочатку формулюємо простий

закон великих чисел, який є корисним у нашому середовищi, оскiльки ми працюємо
iз зваженими середнiми значеннями потенцiйно неiдентично розподiлених випадкових
величин. Наступний результат буде використаний для повної характеристики мудростi
з точки зору впливу ваг.

Не обмежуючи загальностi, позначаємо агенти так, щоб si(n) ≥ si+1 ≥ 0 для ко-
жного i та n; тобто агенти розташовуються за впливом у порядку зменшення.

Лема 1 (Закон великих чисел). Якщо (s(n))∞n+1 є будь-якою послiдовнiстю векторiв
впливу, то

plimn→∞s(n)p(0)(n) = µ

тодi i тiльки тодi, коли s1(n)→ 0.

Таким чином, у сильно зв’язаних мережах обмежувальна вiра всiх агентiв,

p∞(n) = Σi≤nsi(n)p
(0)
i (n),

буде наближуватися до iстини при n→∞ тодi i лише тодi, коли вплив найважливiшо-
го агента має тенденцiю до 0 (нагадаємо, що ми позначили агентiв так, що s1(n) є ма-
ксимальним серед si(n)). Трохи бiльш ретельним аналiзом можна продемонструвати,
що той самий результат має мiсце, незалежно вiд того, чи є мережi мiцно зв’язаними,
що є змiстом наступної пропозицiї.

Твердження 3. Якщо (T (n))∞n=1 є послiдовнiстю збiжних стохастичних матриць,
то мудро тодi i тiльки тодi, коли пов’язанi вектори впливу такi, що s1(n)→ 0.

Цей результат є природним з точки зору наведених нижче прикладiв, якi показу-
ють, що суспiльство може збитися зi шляху, якщо лiдер має занадто великий вплив.
Дiйсно, докази обох результатiв випливають з дуже простої iнтуїцiї: щоб iдiосинкра-
тичнi помилки були вимитi, а обмежувальнi переконання – якi є зваженими середнiми
значеннями початкових переконань – сходились до iстини, нiчия iдiосинкратична по-
милка не повинна набувати позитивного значення межа великого суспiльства.

Твердження 4. Нехай (G(n))∞n=1 – послiдовнiсть симетричних, пов’язаних мiж со-
бою матриць сумiжностi. Послiдовнiсть (T (G(n)))∞n=1 мудра тодi i тiльки тодi

max
1≤i≤n

di(G(n))∑i
n=1 di(G(n))

→ 0.
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Тобто необхiдною i достатньою умовою мудростi в цiй обстановцi є те, що макси-
мальний ступiнь стає нульово малим вiдносно суми градусiв. Iншими словами, непро-
порцiйна популярнiсть якогось агента є єдиною перешкодою на шляху до мудростi.
Хоча ця характеристика є дуже iнтуїтивною, вона також залежить вiд особливої стру-
ктури взаємної уваги та рiвних ваг.

3.1 Видатнi сiм’ї як перешкода мудростi

Зараз ми обговорюємо загальну перешкоду мудростi у довiльних мережах: а саме iсну-
вання видатних груп, якi отримують непропорцiйну частку уваги та збивають суспiль-
ство з шляху. Це нагадує дискусiю в Бала та Гоял (1998)[1] про те, що може пiти не
так, коли iснує "царська сiм’я яка зазвичай спостерiгається за iншою моделлю спосте-
режливого навчання. Однак,спосiб, у який це працює, i наслiдки для мудростi досить
рiзнi.

Подiбнiсть полягає в тому, що як пiд час спостережливого навчання, так i пiд час
неодноразового оновлення, яке обговорюється тут, якщо всi агенти концентрують свою
увагу на декiлькох агентах, це може призвести до суспiльних помилок, якщо цi кiлька
помиляються. Рiзниця полягає в тому, як цього уникнути. В умовах спостережливо-
го навчання достатньою умовою повного вивчення Бали та Гояла (1998)[1] є те, щоб
кожна дiя була пов’язана з якимось дуже оптимiстичним агентом, а потiм щоб ко-
жен iнший агент мав шлях до вiдповiдного оптимiстичного агента кожної дiї. Таким
чином, виграш за кожну дiю буде правильно визначений її оптимiстичним агентом, i
тодi суспiльство врештi-решт побачить, яка з цих дiй найкраща. Єдиною властивiстю
мережi, яка необхiдна для цього висновку, є зв’язок. У нашому контекстi аналогом
цiєї умови було б наявнiсть агента, який з дуже високою точнiстю спостерiгає справ-
жнiй стан природи, а потiм не зважує чужу думку. Однак, вiдповiдно до нашої теми,
починаючи з шумної iнформацiї, нас натомiсть цiкавить, коли мережева структура
правильно агрегує багато шумних сигналiв, жоден з яких не є точним або постiйним.
Таким чином, нашi результати критично залежать вiд структури мережi.

Ми визначаємо
TB,C =

∑
i∈B,j∈C

Tij

що є вагою, яку група B надає групi C. Поняття проiлюстроване на малюнку В.
Почнемо з того, що зробимо природне визначення того, що означає група, яку слiд

спостерiгати кожному

Означення 6. Група B є помiтною за t крокiв щодо T , якщо (T t)i,B > 0 для кожного
i 6∈ B.

Викликаємо πB(T ; t) := mini6∈B(T t)i,B - виступання t кроку B щодо T .

Таким чином, група, яка видiляється за t крокiв, є такою, що на кожного агента поза
нею впливає щонайменше хтось iз цiєї групи за t крокiв оновлення. Звернiть увагу, що
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спосiб розподiлу ваги мiж агентами у визначнiй групi залишається довiльним, а деякi
агенти у вiдомiй групi можуть взагалi iгноруватися. Якщо t = 1, то всi, хто не входить
до видатної групи, звертають увагу на когось iз видатної групи безпосередньо, тобто
не через когось iншого протягом декiлькох турiв оновлення.

Це визначення дається вiдносно однiєї матрицi T . Хоча це корисно для визна-
чення чiтких меж впливу, ми також визначаємо поняття видатностi в асимптоти-
чнiй обстановцi. По-перше, ми визначаємо сiм’ю як послiдовнiсть груп (Bn) таку, що
Bn ⊂ {1, . . . , n} для кожного n. Сiм’ю слiд розглядати як сукупнiсть агентiв, якi мо-
жуть змiнюватися та зростати, коли ми розширюємо суспiльство. У додатках сiм’ї
можуть бути агентами певного типу, але апрiорi немає обмежень щодо агентiв, якi
входять до груп Bn. Тепер ми можемо поширити поняття видатностi на сiм’ї.

Означення 7. Сiмейство (Bn) рiвномiрно видно вiдносно (T (n))∞n=1, якщо iснує кон-
станта α > 0 така, що для кожного n iснує така група Bn, що видно за t крокiв
вiдносно до T (n) з πB(T (n); t) ≥ α.

Щоб сiм’я (Bn) була рiвномiрно помiтною, ми повиннi мати на увазi, що для кожного
n група Bn є помiтною вiдносно T (n) за деяку кiлькiсть етапiв, а видатнiсть не стає
занадто малою. Звернiть увагу, що принаймнi одна рiвномiрно вiдома сiм’я завжди
iснує, а саме {1, . . . , n}. Ми також визначаємо поняття скiнченностi для сiмей: сiм’я є
скiнченною, якщо врештi-решт припинить свiй рiст.

Означення 8. Сiмейство (Bn) є скiнченним, якщо iснує q таке, що supn|Bn| ≤ q.

Маючи цi визначення в руках, ми можемо сформулювати першу необхiдну умову
мудростi з точки зору популярностi: мудрiсть виключає кiнцевi, однаково вiдомi сiм’ї.

Твердження 5. Якщо iснує скiнченна, однаково помiтна сiм’я щодо (T (n)), то по-
слiдовнiсть не є мудрою.

Щоб побачити iнтуїцiю цього результату, розглянемо особливий, але яскравий при-
клад. Нехай (Bn) – скiнченна, рiвномiрно вiдома сiм’я, так що, у визначеннi рiвномiр-
ної виразностi, t = 1 для кожного n – тобто сiм’я завжди помiтна в один крок. Далi,
розглянемо сильно пов’язаний випадок, коли агент i в мережi n набуває ваги si(n).
Нормалiзуємо справжнiй стан свiту як µ = 0, i для цiлей викладу припустимо, що
всi в Bn починають з переконання 1, а всi зовнi починають з переконання 0. Нехай
α є нижньою межею на виднотi Bn. Потiм, пiсля одного раунду оновлення, кожен,
хто не входить до Bn, має вiру, принаймнi, α. Отже, для великого суспiльства пе-
реважна бiльшiсть агентiв має переконання, якi вiдрiзняються щонайменше на α вiд
iстини. Єдиний спосiб, яким їх можна було б повернути до iстини, – це те, що пiсля
одного етапу оновлення принаймнi деякi агенти в Bn мають переконання, рiвнi 0, i
вони можуть повернути суспiльство до iстини. Тепер ми можемо забути те, що було
в минулому, i просто розглядати нинiшнi вiрування як новi вихiднi вiрування. Якщо
агенти в Bn мають достатньо впливу, щоб повернути всiх назавжди до 0, коли iншi
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агенти знаходяться на вiдстанi вiд α, то вони також мають достатньо впливу, щоб
назавжди вiдвести всiх вiд 0 назавжди. Тож у кращому випадку вони можуть вести
лише групову частину шляху назад. Таким чином, ми робимо висновок, що починаючи
Bn з неправильними переконаннями, а всi iншi з правильними переконаннями можуть
призвести всю мережу до неправильних переконань.

3.2 Iншi перешкоди мудростi: приклади

Незважаючи на те, що нерiвнiсть є простою i важливою перешкодою для мудростi,
не у всiх прикладах, коли мудрiсть не вдається, є група, яка помiтна за кiлька крокiв.
Наступний приклад iлюструє Твердження (5) i демонструє її обмеження.

Приклад 7. Розглянемо наступну мережу, визначену для довiльного n. Зафiксуємо
δ, ε in(0, 1) та визначимо для кожного n ≥ 1 матрицю взаємодiї n-на-n

T (n) :=


1− δ δ

n−1
δ

n−1 . . . δ
n−1

1− ε ε 0 . . . 0
1− ε 0 ε . . . 0
... ... ... . . . ...

1− ε 0 0 . . . ε


Мережа показана на Малюнку для n = 6 агентiв

Ми знаходимо що

si(n) =

{
1−ε

1−ε+δ якщо i = 1
δ

(n−1)(1−ε+δ) якщо i = 1

Ця мережа не сходиться до iстини. Звернiть увагу, що в суспiльствi з n обме-
жувальним переконанням кожного агента є s1(n)p

(0)
1 (n) плюс деякi iншi незалежнi
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випадковi величини, якi мають середнє значення µ. Оскiльки s1(n) є постiйним i
не залежить вiд n, дисперсiя обмежувального переконання залишається обмеже-
ною вiд 0 для всiх n. Отже, переконання значно вiдхилятимуться вiд iстини з
позитивною ймовiрнiстю. Iнтуїцiя полягає просто в тому, що iнформацiя лiдера –
навiть коли вона далека вiд середньої – спостерiгається всiма i досить зважена, щоб
упереджувати остаточне переконання, i сигнали послiдовникiв не можуть зробити
багато для її виправлення. Дiйсно, вищезазначене Твердження (3) встановлює брак
мудростi через неефективний вплив центрального агента. Якщо δ i ε - фiксованi
константи, то центральний агент (завдяки його позицiї) помiтний в один крок,
що робить це iлюстрацiєю Твердження (5).

Однак зауважте, що навiть якщо ми дозволимо 1 − ε наблизитися до 0 у будь-
який час, який нам подобається, так що люди не зважають на центр, центр має
ненульовий вплив, якщо 1− ε має принаймнi порядок δ. Таким чином, має значення
не просто загальна вага даного iндивiда, а вiдносна вага, що надходить i виходить
з певних вузлiв (i групи вузлiв). Зокрема, якщо вага в центрi зменшиться (так що
нiхто не буде помiтний за один крок), мудрiсть все одно може зазнати невдачi.

З iншого боку, якщо 1 − ε стає малим вiдносно δ у мiру зростання суспiльства,
то ми можемо отримати мудрiсть, незважаючи на, здавалося б, незбалансовану
соцiальну структуру. Це демонструє, що агенти повиннi придiляти однакову вагу
кожному з своїх сусiдiв, включаючи їх самих.

Одне, що йде не так у цьому прикладi, це те, що центральний агент отримує високу
довiру вiдносно суми, яку повертають iншим, роблячи його або її надмiрно впливо-
вим. Однак це не єдина перешкода мудростi. Є приклади, коли вага, що надходить
у будь-який вузол, обмежена вiдносно ваги, що виходить, i все ще iснує надзвичай-
но впливовий агент, який може утримувати переконання суспiльства вiд справжнього
стану. Наступний приклад показує, наскiльки непряма вага може мати значення.

Приклад 8. Зафiксуємо δ ∈ (0, 1/2) та визначимо для кожного n ≥ 1 матрицю
взаємодiї n-на-n за

T11(n) = 1− δ
Ti,i−1(n) = 1− δ, якщо i ∈ {2, . . . , n}
Ti,i+1(n) = δ, якщо i ∈ {1, . . . , n− 1}

Tnn(n) = δ

Tij(n) = 0

Мережа показана на Малюнку
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Це дуже просто перевiрити

si(n) =

(
δ

1− δ

)i−1
·

1− ( δ
1−δ)

1− ( δ
1−δ)

n+1

Зокрема, limn→∞s1(n) можна зробити якомога ближчим до 1, вибравши якомого
мале δ, i тодi Твердження (3) показує, що мудрiсть неможлива. Причина надмiрно-
го впливу керiвника тут дещо витонченiша, нiж Прикладi (7): це не ваговий агент
1, який отримує безпосередньо, а непряма вага через привiлейоване становище цьо-
го агента в мережi. Таким чином, хоча агент 1 не помiтний за будь-яку кiлькiсть
крокiв, менших за n−1, вплив агента може перевищувати суму всiх iнших впливiв
на величезний коефiцiєнт при малому δ. Це показує, що вимiрювати вплив агентiв
на основi прямої вхiдної ваги або навiть непрямої ваги на декiлькох рiвнях може
бути оманливим; натомiсть, вся структура мережi є актуальною.

3.3 Забезпечення мудростi: структурно достатнi умови

Зараз ми забезпечуємо достатньо структурнi умови, щоб суспiльство було мудрим.
На прикладах попереднього пiдроздiлу ясно видно, що мудрiсть – це, загалом, тонка
властивiсть. Таким чином, формулювання достатнiх умов вимагає визначення деяких
нових концепцiй, якi можна використовувати для виключення перешкод мудростi.

Властивiсть 1. (Баланс): Iснує послiдовнiсть j(n)→∞ така, що якщо |Bn| ≤ j(n).
Тодi

sup
n

TBc
n,Bn(n)

TBn,Bc
n(n)

<∞

Умова балансу говорить про те, що жодна сiм’я, яка не перевищує певного розмiру,
охопленого j(n), не може отримувати нескiнченно бiльше ваги вiд решти агентiв, нiж
надає рештi агентiв. Послiдовнiсть j(n)→∞ може зрости дуже повiльно, що робить
умову досить слабкою.

Основна iнтуїцiя умови полягає в тому, що для того, щоб забезпечити мудрiсть,
потрiбно не тiльки турбуватися про те, щоб поодинокi агенти набирали нескiнченно
бiльше ваги, нiж вони видають, але й про те, що в цьому положеннi перебувають
кiнцевi групи. I потрiбно не тiльки виключити цю проблему для груп певного кiнцевого
розмiру, але i для будь-якого кiнцевого розмiру. Це пояснює послiдовнiсть j(n), яка
прагне до нескiнченностi у визначеннi; послiдовнiсть може зростати довiльно повiльно,
але з часом повинна стати достатньо великою, щоб вловити якийсь певний кiнцевий
розмiр. Це жорстка умова в тому сенсi, що якщо замiсть цього потрiбно, щоб j(n)
був нижче деякої скiнченної межi для всiх n, то завжди можна знайти приклад, який
задовольняє умовi, але при цьому не виявляє мудростi.

Властивiсть 2. (Мiнiмальна дисперсiя): Iснує q ∈ N та r > 0, такий що,|Bn| скiн-
ченна, |Bn| ≥ q та |Cn|/n→ 1, тодi TBn,Cn

(n) > r для всiх досить великих n.
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Умова мiнiмальної дисперсiї вимагає, щоб будь-яка досить велика кiнцева сiм’я по-
винна надавати хоча б якусь мiнiмальну вагу будь-якiй сiм’ї, яка складає майже все
суспiльство. Це виключає такi ситуацiї, як Приклад (8) вище, коли є агенти, якi iгно-
рують переважну бiльшiсть суспiльства. Таким чином, це гарантує, що увага великої
групи не буде цiлеспрямована.

Сформулювавши цi двi умови, ми можемо навести основний результат цього роздi-
лу, який стверджує, що цих умов достатньо для мудростi

Теорема 4. Якщо (T (n))∞n = 1 є послiдовнiстю збiжних стохастичних матриць,
що задовольняють рiвновагу та мiнiмальну дисперсiю, то вони розумнi.

Однак зауважимо, що жодна умова недостатня сама по собi. Приклад (8) задоволь-
няє першу властивiсть, але не другу. Квадрат матрицi в Прикладi (7) задовольняє
другу, але не першу. В обох прикладах суспiльство виявляється не розумним.

Теорема (4) передбачає, що в мудростi є два важливi компоненти: вiдсутнiсть край-
нiх дисбалансiв у матрицi взаємодiї, а також вiдсутнiсть малих сiмей, якi взаємодiють
з дуже вузьким фрагментом зовнiшнього свiту.

Доведення. Припустимо протирiччя, що висновок про мудрiсть не виконується. Тодi
має iснувати сiмейство агентiв, якi мають позитивний вплив при n → ∞, i решта не-
впливових сiмей. Оскiльки сума впливiв повинна складати до 1, наявнiсть деяких дуже
впливових агентiв вимагає наявностi великої кiлькостi невпливових агентiв. Зокрема,
впливова сiм’я повинна бути досить малою. Як результат, вiн може видавати лише
обмежену кiлькiсть довiри, i, отже, може мати лише настiльки ж обмежену кiлькiсть
довiри, використовуючи умову балансу. Нагадаємо, що вплив агента – це зважена за
довiрою сума впливу тих, хто йому довiряє. Зараз невпливова сiм’я не має достатнього
впливу, щоб пiдтримати високий вплив впливової сiм’ї, оскiльки вона може надiли-
ти цю сiм’ю лише обмеженою кiлькiстю довiри. Але також впливова сiм’я не може
отримати всю свою пiдтримку всерединi себе, оскiльки за умови мiнiмальної дисперсiї
вимагає, щоб вона надсилала нетривiальну кiлькiсть своєї довiри назовнi.
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4 Висновки

Модель Де-Грот та її варiанти є важливими та потужними iнструментами для вивче-
ння рiзноманiтних питань, пов’язаних з поширенням iнформацiї та навчання. Оскiльки
матриця T є те, що можна дослiдити емпiрично, воно вiдкриває суттєвi перспективи
не тiльки в якостi iнструмента для емпiричного дослiдження. У багатьох ситуацiях
зрозумiло, що думки та переконання не збiгаються з консенсусом, незважаючи на те,
що суспiльства сильно пов’язанi, але в iнших ситуацiях ми бачимо консенсус. Постiй-
нi вiдмiнностi можуть бути пов’язанi з низкою факторiв, включаючи оновлення, яке
трапляється нечасто, або лише декiлька повторень. Або з значеннями, якi з часом
змiнюються. Або з агентами, якi по-рiзному спiввiдносять подiї та концентруються по-
рiзному на оновленнi. Або з нестацiонарнiстю у базовому середовищi (постiйно над-
ходить нова iнформацiя). Модель Де-Грот та деякi її варiанти служать потужними
вихiдними точками для аналiзу еволюцiї переконань. Проте ще не дослiджено, в яких
обставинах цi моделi забезпечують кориснi прогнози та подальший розвиток теорiї.

Ми пропонуємо обмежено-рацiональну модель формування думки, в якiй люди пiд-
даються упередженостi переконання; тобто вони не враховують можливе повторення
отриманої iнформацiї. Ми показуємо, що упередженiсть переконання передбачає яви-
ще соцiального впливу, внаслiдок чого вплив на думки групи залежить не тiльки вiд
точностi, а й вiд того, наскiльки вiн зв’язаний у соцiальнiй мережi, що визначає спiл-
кування. Упередженiсть переконання також передбачає явище одновимiрних думок;
тобто думки людей щодо багатовимiрного набору питань сходяться до єдиного спектру
"лiворуч-праворуч". Ми дослiджуємо наслiдки нашої моделi в декiлькох природних
умовах, включаючи полiтичнi науки та маркетинг, i отримуємо ряд нових емпiричних
наслiдкiв.
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