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1 Вступ

Логiстика - це наука про планування, управлiння i контроль руху матерiаль-
них та iнформацiйних потокiв в просторi i в часi вiд їх первинного джерела до
кiнцевого споживача. У логiстицi важливу роль вiдiграють логiстичнi процеси,
що представляють собою реалiзацiю певних послiдовностей логiстичних опера-
цiй i управлiння ними в рамках вiдповiдних систем. Особливе значення в логi-
стичному менеджментi має управлiння запасами. Теорiя управлiння запасами
- це наукова дисциплiна i сфера практичної дiяльностi з управлiння матерiаль-
ними потоками i запасами в логiстичних системах i мiжсистемних утвореннях,
спрямованих на оптимiзацiю логiстичних витрат.

Виникнення теорiї управлiння запасами пов’язане з роботами Ф. Харрiса,
Р. Уїлсона i Ф. Еджоурта, в яких дослiджувалася проста оптимiзацiйна мо-
дель для визначення економiчного розмiру замовлення EOQ (Economic Order
Quantity) при детермiнованому попитi. Пiсля них Т. Уайтiном був розроблений
стохастический варiант простої моделi розмiру партiї замовлення.

В даний час теорiя управлiння запасами (Inventory Theory) продовжує iн-
тенсивно розвиватися, особливо в країнах з розвиненою ринковою iнфрастру-
ктурою. Результати дослiджень в цьому науковому напрямку знайшли широке
практичне застосування в управлiннi бiзнес-процесами. Рiзноманiтнiсть реаль-
них умов реалiзацiї логiстичних процесiв в виробничо-комерцiйних структурах
(фiрмах, пiдприємствах), наявнiсть внутрiшнiх i особливо зовнiшнiх збурень
створюють безлiч можливих варiантiв рiшень задач управлiння запасами това-
рiв. Нинi теорiя управлiння запасами пропонує для вирiшення завдань опти-
мiзацiї логiстичних процесiв практично орiєнтованi економiко-математичнi мо-
делi, якi, як правило, ширяться на випадки, коли на ринку iснує одна фiр-
ма, яка виробляє або поставляє певний товар. Але при моделюваннi бiльшостi
завдань управлiння запасами не розглядається одна важлива сторона - конку-
рентне ринкове середовище, в якiй конкурують кiлька виробничо-комерцiйних
структур. Неврахування цього факту призводить до того, що впровадження
вiдповiдних розроблених моделей в логiстичнi системи фiрм виявляється нера-
цiональним. Це викликає необхiднiсть застосування нових наукових теорiй, за
допомогою яких можливо моделювати конфлiктнi ситуацiї. Один з можливих
пiдходiв для вирiшення завдань управлiння матерiальними запасами в умовах
наявностi декiлькох конкуруючих фiрм пропонує теорiя iгор. Теорiя iгор до-
зволяє аналiзувати прийняття рiшень економiчними суб’єктами (гравцями) в
ситуацiях, коли на результат цих рiшень впливають дiї, що вживаються iн-
шими економiчними суб’єктами. Математичнi моделi таких ситуацiй прийнято
називати iграми.

У данiй манiстерськiй роботi наведено моделi оптимiзацiї логiстичних про-
цесiв (систем управлiння матерiальними запасами) фiрм для випадкiв ринкової
конкуренцiї в теоретико-iгровий постановцi.
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2 Загальнi поняття в теорiї iгор

На промислових пiдприємствах теорiя iгор може застосовуватися для вибору
оптимальних рiшень, наприклад, при створеннi рацiональних запасiв сирови-
ни, матерiалiв, напiвфабрикатiв, коли конкурують двi тенденцiї: збiльшення
запасiв, якi гарантують безперебiйну роботу виробництва i скорочення запасiв
у цiлях мiнiмiзацiї витрат на їх зберiгання. У сiльському господарствi теорiя
iгор може застосовуватися при вирiшеннi таких економiчних завдань, як посi-
ву однiєї з можливих культур, урожай якої залежить вiд погоди, якщо вiдомi
цiна одиницi тiєї чи iншої культури i середня врожайнiсть кожної культури в
залежностi вiд погоди (наприклад, чи буде лiто посушливим, нормальним або
дощовим); в цьому випадку одним гравцем виступає сiльськогосподарське пiд-
приємство, що прагне забезпечити найбiльший дохiд, а iншим - природа.

Рiшення подiбних завдань вимагає повної визначеностi у формулюваннi їх
умов (правил гри): встановлення кiлькостi гравцiв, виявлення можливих страте-
гiй гравцiв, можливих виграшiв (програш розумiється як негативний виграш).
Важливим елементом в умовi iгрових завдань є стратегiя, тобто сукупнiсть
правил, якi залежно вiд ситуацiї в грi визначають однозначний вибiр дiї дано-
го гравця. Важливими є поняття оптимальної стратегiї. Це така стратегiя,
яка задовольняє умову оптимальностi, тобто один з гравцiв повинен отриму-
вати максимальний виграш, коли другий дотримується своєї стратегiї. У той
же час другий гравець повинен мати мiнiмальний програш, якщо перший до-
тримується своєї стратегiї. Оптимальнi стратегiї повиннi задовольняти умовi
стiйкостi, тобто будь-якому з гравцiв має бути невигiдно вiдмовитися вiд своєї
стратегiї в цiй грi.

Означення 2.1. Гра в стратегiчнiй або нормальнiй формi визначається си-
стемою G = (N, (Ai), (Ui)):

• N = {1,...,n} - множина гравцiв;

• Ai - множина стратегiй i-го гравця;

• Ui: A =
⊗
j

Aj → R - функцiя виграшу i-го гравця.

Сукупнiсть стратегiй a = (a1, ...an) - називається ситуацiєю гри або про-
фiлем гри. Нехай a ∈ A - профiль гри, тодi ui(a) - виграш гравця при реалiзацiї
ситуацiї a. [3]

Традицiйно теорiю iгор можна роздiлити на двi галузi: некооперативна та
кооперативна теорiя iгор. Некооперативнi iгри використовують поняття страте-
гiчної рiвноваги або просто рiвноваги для визначення рацiональних результатiв
гри. Найбiльш використовуванi концепцiї - це домiнантна стратегiя, рiвновага
Неша та iдеальна рiновага пiдiгри.

Рiвновага Неша: cтратегiї, обранi всiма гравцями, перебувають у рiвновазi
Неша, якщо жоден гравець не може виграти, змiнивши свою стратегiю в одно-
сторонньому порядку. Неш довiв, що кожна фiнальна гра має принаймнi одну
рiвновагу Неша.

Домiнуюча стратегiя - це та стратегiя, яка досягає найвищої вигоди, не-
залежно вiд стратегiй iнших гравцiв. Iншими словами, та, яка є оптимальною за
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всiх обставин. Якщо стратегiї є домiнуючими, вони також становлять рiвновагу
Неша, однак протилежне твердження не обов’язково вiрне.

Досконала рiвновага пiдiгри: стратегiї в екстенсивнiй формi знаходяться в
iдеальнiй рiвновазi пiдiгри, якщо стратегiї становлять рiвновагу Неша в кожнiй
точцi рiшення.

У теорiї кооперативних iгор групи гравцiв сприймаються як примiтиви, i
мiж гравцями можуть бути укладенi обов’язковi угоди, якi можуть створювати
коалiцiї. У такiй грi вигода виникає тодi, коли два або бiльше гравцiв спiвпра-
цюють i складають коалiцiю. Тодi кооперативна теорiя iгор може визначити
концепцiю рiшення, яка повинна вiдповiдати набору припущень (так званих
аксiом). Найголовнiшими з них є:

Оптимальнiсть за Парето: загальна кориснiсть, розподiлена мiж грав-
цями, повинна дорiвнювати загальнiй корисностi гри.

Iндивiдуальна рацiональнiсть: кориснiсть, яку отримує кожен гравець, по-
винна бути вищою, нiж кориснiсть, яку вiн отримує, дiючи без коалiцiї.

Вiдкат: кориснiсть, призначена гравцевi, завжди повинна бути невiд’єм-
ною.

Монотоннiсть: iз загального збiльшення корисностi, розподiл для гравця
повинен бути вищим.

Означення 2.2. Профiль гри a∗ = (a∗1, ...a
∗
n) ∈ A - називається рiвновагою

Неша гри G, якщо

∀i ∈ N, ui(a
∗) ≥ ui(ai, a

∗
−1), ∀ai ∈ Ai,

де a∗−1 = (a∗1, ..., a
∗
i−1, a

∗
i+1, ...a

∗
n) ∈

⊗
j 6=iAi.

3 Iгри керування запасами

Головна мета задачi керування запасами - мiнiмiзацiя середнiх (довгостроко-
вих) витрат за одиницю часу на купiвлю та збереження чинника, забезпечуючи
заздалегiдь обумовлений мiнiмальний рiвень обслуговування.

Фiрми можуть заощадити витрати за збереження запасiв, якщо будуть ко-
оперуватися. Наприклад, якщо є фiксована плата за замовлення, то фiрмам
доведеться платити з врахуванням витрат за замовлення, коли вони замовля-
ють одночасно як група, а не окремо. Це призводить до задачi розподiлу витрат:
як мають бути розподiленi мiнiмальнi загальнi витрати, за замовлення та
зберiгання запасiв чинника, головної коалiцiї мiж окремими фiрмами.

У базовiй моделi керування запасами наявна одна фiрма, яка у виробничому
процесi використовує деякий чинник. Попит на продукт фiрми сталий протягом
часу i споживання чинника також стале i дорiвнює d > 0 одиниць за одиницю
часу. Припустимо, що фiрма володiє або орендує склад, який має достатню
вмiстимiсть й iснує один постачальник, який виконує всi замовлення. Фiрма
не дає пiдстави закiнчитися чиннику на складi. Не обмежуючи загальностi,
припустимо, що час мiж розмiщенням замовлення i доставкою дорiвнює нулю.

Фiрма стикається з двома видами витрат. Перший - вартiсть замовлення.
Припустимо, що вартiсть замовлення не залежить вiд кiлькостi замовлення.
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Вона охопоює, наприклад, витрати на телефонний зв’язок, витрати на достав-
ку, вартiсть робочої сили. Щоразу, коли фiрма робить замовлення, вона сплачує
фiксовану вечичину a > 0. Другий - вартiсть зберiгання чинника. У цю вартiсть
входить страхування, оренда складу, якщо склад не належить фiрмi, амортиза-
цiя, якщо склад перебуває у власностi фiрми, свiтло тощо. Вартiсть зберiгання
за одиницю часу вважаємо сталою i приймемо h > 0.

Приймемо за Q - кiлькiсть замовлення кожного разу фiрмою. Час мiж дво-
ма послiдовними замовленнями дорiвнює Q/d одиниць часу (часовий iнтервал
дорiвнює Q/d). Цикл визначається часовим iнтервалом Q/d, починаючи з мо-
менту замовлення. За m приймемо кiлькiсть розмiщених замовлень за одиницю
часу: m = Q/d.

Протягом циклу запас чинникiв спадає зi сталою швидкiстю. Оскiльки сере-
днє замовлення становить Q/d за одиницю часу, то середня вартiсть замовлення
за одиницю часу становить аQ/d. Оскiльки при розмiщеннi замовлення розмiр
запасу дорiвнює нулю, то середнiй розмiр запасiв становитиме 1

2
(0 + Q) = Q/2.

Тодi середня вартiсть зберiгання протягом одиницi часу становить hQ/d. От-
же, загальна вартiсть замовлення та зберiгання чинника для фiрми за одиницю
часу, AC(Q) дорiвнює

AC(Q) = a d
Q

+ h Q
2

Мiнiмiзуючи середню вартiсть AC(Q) при Q > 0, отримаємо:

• оптимальний обсяг замовлення Q∗ =
√

2ad/h;

• оптимальну кiлькiсть замовлень за одиницю часу m∗ = d/Q∗ =
√
dh/(2a);

• оптимальну довжину циклу споживання t∗ = Q∗/d =
√

2a/(dh);

• мiнiмальнi середнi витрати за одиницю часу AC(Q∗) = 2am∗.

Зауважимо, що в оптимумi вартiсть за одиницю часу обидвох замовлення i
збереження однакова i дорiвнює am∗.

Тепер розглянемо задачу керування запасами для n-фiрм - (N, d, h, a), де N
= {1, ..., n} - множина фiрм, d ∈ R N

++ - вектор рiвнiв попиту,
h ∈ R N

++ - вектор витрат за зберiгання чинникiв i a > 0 - загальна вартiсть
замовлення. Через Qi позначимо обсяг замовлення фiрми i ∈ N . Якщо двi фiр-
ми вирiшили зробити замовлення в той самий час, вони можуть зробити його
спiльно, що призведе до економiї у розмiрi a. Мета полягає в оптимiзацiї тер-
мiнiв i розмiрiв замовлення рiзними фiрмами, враховуючи те, що вони можуть
кооперуватися. Ми вимагаємо, щоб в оптимумi фiрми мали цикли однакової
довжини i робили одночасно замовлення. Для спрощення розглянемо випадок
n = 2. Припустимо, що перша фiрма має довший цикл нiж друга. Тодi загаль-
на вартiсть знижується, якщо перша фiрма скорочує тривалiсть свого циклу
до тривалостi циклу другої фiрми. Насправдi, загальна вартiсть зменшиться,
оскiльки зменшиться замовлення для першої фiрми; також зменшаться витрати
на зберiгання першої фiрми, а для другої все залишиться без змiн.

Довжина циклу фiрми i ∈ N дорiвнює Qi/di, тому Qi/di = Qj/dj для всiх
i,j ∈ N . Отже, в оптимумi отримуємо, що Qi = di

d1
Q1 для кожної фiрми i ∈ N .

Тому сукупнi середнi витрати за одиницю часу для фiрм такi:
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AC(Q1,...,Qn) = a d1
Q1

+
∑
i∈N

hi
Qi
2

= a d1
Q1

+ Q1

2d1

∑
i∈N

hidi

або

AC(Q1) = a d1
Q1

+ Q1

2d1

∑
i∈N

hidi

Мiнiмiзуючи останню рiвнiсть за Q1 > 0 отримаємо:
оптимальний рiвень замовлення для кожної фiрми i ∈ N

Q∗i =
√

2ad2i∑
j∈N

djhj
;

оптимальну кiлькiсть замовлень за одиницю часу

mN = di
Q∗I

=

√ ∑
j∈N

djhj

2a
=
√∑

j∈N
m2

j ,

де mi = di/Q
∗
i =

√
dihi/(2a) - кiлькiсть замовлень, якi мiнiмiзують витрати

фiрми i;
мiнiмальну середню вартiсть

AC(Q∗1) = 2amN .

В опитумi витрати на замовлення та витрати на зберiгання однаковi i дорiв-
нюють amN . Зауважимо, що мiнiмальнi витрати залежать лише вiд параметра a
та опимальної кiлькостi замовлень за одиницю часу mi рiзних фiрм. Отже, для
обчислення мiнiмальних витрат достатньо, щоб кожна фiрма i ∈ N зазначила
своє оптимальне значення mi i не потрiбно подавати значення параметрiв di та
hi. Якщо всi фiрми зроблять єдине замовлення, то розмiр замовлення фiрми i
∈ N є di/mN , який (оскiльки mN > m∗i ) є меншим за iндивiдуально оптималь-
ний розмiр di/m

∗
N (оскiльки mN > m∗i ). Тодi матимемо зниження середнього

рiвня запасу фiрми i, а отже, зниження витрат на зберiгання. Припустимо, що
кожна фiрма платить свої витрати за зберiгання i тодi виникає запитання, як
роздiлити оптимальну вартiсть amN замовлення.

Ми отримали задачу розподiлу витрат за замовлення запасiв - OPC-задачу,
яка визначається трiйкою 〈N, a,m〉, a > 0 i m ∈ R N

++. Кожнiй OPC-задачi
зiставимо TU-гру: 〈N, c0〉, де c0(∅) = 0 i

c0(S) = ams, ms =
√∑

i∈S
m2

i для кожної коалiцiї S ⊂ N ,

яка називається гра визначення вартостi замовлення (Ordering cost game) -
OCG-гра. [1]

Теорема 3.1. Нехай 〈N, a,m〉 - OPC-задача i нехай 〈N, c0〉 вiдповiдна гра визна-
чення вартостi замовлення запасiв. Тодi гра 〈N, c0〉 - увiгнута i монотонна.

Доведення. Нехай 〈N, c0〉 вiдповiдна гра визначення вартостi замовлення. Оскiль-
ки
∑
i∈S

m2
i зростає зi збiльшенням кiлькостi елементiв в S i функцiя

√
x моно-

тонно зростаюча й увiгнута, то гра 〈N, c0〉 - монотонна й увiгнута.
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Зауважимо, що c20(S) =
∑
i∈S

c20(i) для кожної S ⊂ N . Отже, гра визначення

вартостi замовлення повнiстю характеризується визначенням iндивiдуальних
витрат. Оскiльки такi iгри увiгнутi, то мають непорожнє С-ядро, щобiльше є
цiлком збалансованi iгри. Наведемо правило розподiлу для цього класу iгор, яке
визначає розподiл з С-ядра. Оскiльки в нас гра розподiлу витрат, то розподiл
x ∈ RN належить до С-ядра гри визначення ватостi замовлення, якщо

∑
i∈N

xi =

c0(N) i
∑
i∈S

xi ≤ c0(S) для всiх S ⊂ N .

Ще однiєю влiстиiстю OCG-iгор є те, що множення гри на додатний множник
дає iншу OCG-гру:

λ > 0, λc0(S) = a
√∑

i∈S
(λmi)2, ∀S.

Гра 〈N, λc0〉 вiдпоiдає OCP-задачi 〈N, a, λm〉. Проте сума двох OCG-iгор не є
OCG-гра.

Для класу OCG-iгор визначимо правило розподiлу витрат за замовлення
(Share the ordering cost rule) або SOC-правило за формулою

SOCi(〈N, c0〉) = c0(i)2∑
j∈N

c0(j)2
c0(N) = c0(i)2

c0(N)
для всiх i ∈ N .

Це правило розподiляє загальнi витрати пропорцiйно до квадрата iндивiдуаль-
них витрат фiрми. Його можна переписати у виглядi

SOCi(〈N, c0〉) = m2
i∑

j∈N
m2
j
c0(N) = am2

i∑
j∈N

m2
j
, ∀i ∈ N .

[1]

Теорема 3.2. Нехай 〈N, a,m〉 - OPC-задача i нехай 〈N, c0〉 вiдповiдна OCG-гра.
Тодi SOC-правило визначає розподiл, який належить С-ядру гри.

Для характеризацiї SOC-правила наведемо властивосi правила розподiлу ви-
трат. Позначимо через IGN - клас керування запасами (OCG-iгор) з множиною
фiрм N.

• (EFF) - ефективнiсть: правило розподiлу витрат φ : IGN → R задовольняє
властивiсть ефективностi, якщо∑

i∈N
φi(N, c0) = c0(N), ∀c0 ∈ IGN ;

• (SYM) - симетрiя: правило розподiлу витрат φ : IGN → R задовольняє
властиiсть симетрiї, якщо φi(N, c0) =φj(N, c0) для всiх симетричних агентiв
i та j гри c0 i всiх c0 ∈ IGN ;

• (MON) - монотоннiсть: правило розподiлу витрат φ : IGN → R задо-
вольняє властивiсть монотонностi, якщо для всiх c0, c0 ∈ IGN матимемо
c0(N)φi(N, c0) ≥ c0(N)φi(N, c0), коли c0(i) ≥ c0(i).

[1]

8



Теорема 3.3. Правило розподiлу SOC - єдине правило розподiлу витрат ви-
значене на класi OCG-iгор, яке задовольняє властивостi EFF, SYM i MON.

Мiнiмальнi витрати на замовлення i зберiгання коалiцiї N дорiвнюють 2amN

= 2a
√∑

i∈S
m2

i . Визначимо вiдповiдну гру керування запасами (Inventory game) -

IG-гру 〈N, cv〉, яка коалiцiї S визначає мiнiмальнi витрати

cv(S) = 2a
√∑

i∈S
m2

i i cv(∅) = 0,

тобто cv(S) = 2c0(S) для кожної коалiцiї S.
Властивостi OCG-iгор справедливi i для IG-iгор. SOC-правило OCG-iгор мо-

жна використати для побудови розподiлу C-ядра IG-iгор. SOC-правило розпо-
дiляє загальну вартiсть замовлення головної коалiцiї серед гравцiв. В IG-грi
роздiлити вартiсть замовлення i зберiгання. Фiрма i повинна оплатити свою
частку замовлення вiдповiдно до SOC-правила i власну вартiсть зберiгання:

ri(cv) = SOCi(c0) + hiQ
∗
i /2,

ду Q∗i - оптимальний обсяг замовлення запасi для фiрми i. [1]

Теорема 3.4. Нехай 〈N, cv〉 - гра керування запасами. Тодi

r(cv) ∈ C(cv).

4 Модель безперервного огляду з рiвномiрним попитом

Моделi запасiв класифiкуються на детермiнованi i стохастичнi. Детермiнова-
нi моделi - це моделi, де попит на певний перiод вiдомий, тодi як у стохастичнiй
моделi, попит - це випадкова величина, що має вiдомий розподiл ймовiрностей.
Цi моделi також можна класифiкувати за способом перегляду iнвентаризацiї,
постiйним або перiодичним. У безперервнiй моделi замовлення розмiщується,
як тiльки рiвень запасу опускається нижче встановленої точки переупорядку-
вання. Пiд час перiодичного огляду, рiвень запасiв перевiряється через окремi
промiжки часу, i рiшення про замовлення приймаються лише в цей час, навiть
якщо запас опускається нижче точки переупорядкування мiж часом перевiрки.

Перша модель, яку ми розглянемо, це модель безперервного огляду з рiвно-
мiрним попитом. Ми використовуємо цю модель, щоб визначити, коли потрiбно
поповнити запаси та на скiльки, щоб мiнiмiзувати витрати. Ця модель має двi
форми. У першiй моделi недопустимi нестачi, а в другiй - допустимi.

1) Нестача не дозволена. Будемо використовувати такi позначення:
a - попит на товар;
Q - одиниць партiї запасiв;
Q
a

- тривалiсть циклу або час мiж виробничими циклами;
K - вартiсть встановлена для виготовлення або замовлення однiєї партiї;
c - собiвартiсть одиницi продукцiї або придбання кожної одиницi;
h - вартiсть утримання за одиницю одиницi часу, проведеного в запасах;
Q∗ - кiлькiсть, яка мiнiмiзує загальну вартiсть за одиницю часу;
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t∗ - час, необхiдний для виведення цього оптимального значення Q∗.
При фiксованому рiвнi попиту, недостачi можна уникнути, поповнюючи

запаси кожного разу, коли рiвень запасiв опускається до нуля, i це також мi-
нiмiзує витрати на утримання. Загальна вартiсть за цикл дорiвнює загальнiй
собiвартостi продукцiї за цикл плюс вартiсть утримання поточних запасiв.

Загальна собiвартiсть продукцiї за цикл, PC, визначається наступним рiв-
нянням:

PC = K + cQ.

Середнiй рiвень запасiв протягом циклу становить (Q + 0)/2 = Q/2 оди-
ниць за одиницю часу, i вiдповiдна вартiсть становить hQ/2 за одиницю часу.
Оскiльки тривалiсть циклу Q/a, вартiсть утримання за цикл визначається на-
ступним чином:

hQ
2

Q
a

= hQ2

2a
.

Отже, загальна собiвартiсть продукцiї за цикл становить:

K + cq + hQ2

2a
.

Однак нам потрiбнi загальнi витрати за одиницю часу, тому ми дiлимо
загальну собiвартiсть продукцiї за цикл на Q

a
щоб отримати наше рiвняння

загальної вартостi за одиницю часу:
aK
Q

+ ac+ hQ
2

.

Значення Q∗, що мiнiмiзує загальну вартiсть, знайдемо, взявши похiдну
загальної вартостi i встановивши її рiвною нулю, i вирiшивши для Q. Пiсля
деяких обчислень, ми приходимо до наступних двох рiвнянь, якi описують нашу
модель:

Q∗ =

√
2aK

h
, (1)

t∗ =
Q∗

a
=

√
2K

ah
. (2)

2) Нестача дозволена. Iнодi варто дозволити появу невеликих дефiцитiв,
оскiльки тривалiсть циклу потiм може бути збiльшена, що призведе до економiї
витрат на налаштування. Однак ця вигода може бути компенсована вартiстю
дефiциту. Отже, давайте подивимось на рiвняння, якщо допускається нестача.
Спочатку введемо кiлька нових позначень:
p = дефiцитна вартiсть за одиницю часу;
S = рiвень запасу вiдразу пiсля додавання Q одиниць;
Q− S = дефiцит запасiв безпосередньо перед додаванням Q одиниць;
S∗ = оптимальний рiвень нестачi.

Виробнича собiвартiсть за цикл, PC, така ж, як у моделi безперервного
огляду без дефiциту. Протягом кожного циклу, рiвень запасiв є позитивним
протягом часу S/a. Середнiй рiвень запасiв за цей час становить (S+0)/2 = S/2
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одиницi за одиницю часу, а вiдповiдна вартiсть становить hS/2 за одиницю часу.
Отже, вартiсть утримання за цикл тепер визначається:

hS

2

S

a
=
hS2

2a
.

Крiм того, на деякий час виникає недостача (Q − S)/a. Середнiй розмiр
нестачi протягом цього часу становить (0 + Q − S)/2 = (Q + S)/2 одиниць за
одиницю часу, а вiдповiдна вартiсть становить p(Q − S)/2 за одиницю часу.
Отже, вартiсть нестачi за цикл:

p(Q− S)

2

Q− S
a

=
p(Q− S)2

2a

Знову ж таки, нам потрiбнi загальнi витрати за одиницю часу. Для того,
щоб це визначити, ми додаємо всi нашi витрати, а потiм дiлимо на тривалiсть
циклу (Q/a), щоб отримати:

aK

Q
+ ac+

hS2

2Q
+
p(Q− S)2

2Q
.

У цiй моделi є двi змiннi рiшення (S i Q), тому оптимальнi значення (S∗ i
Q∗) знаходять шляхом встановлення часткових похiдних δT/δS i δT/δQ рiвними
нулю. Ми розв’язуємо дляQ∗ i S∗, що веде до наших моделей. Нашi три рiвняння
для цiєї моделi такi:

S∗ =

√
2aK

h

√
p

p+ h
, (3)

Q∗ =

√
2aK

h

√
p+ h

p
, (4)

t∗ =
Q∗

a
=

√
2K

ah

√
p+ h

p
. (5)

[4,5]
Приклад. Припустимо, що попит на товар становить 30 одиниць на мiсяць,

i товари вилучаються з постiйною швидкiстю. Вартiсть налаштування кожного
разу, коли проводиться виробничий цикл для поповнення запасiв, становить 15
умовних одиниць. Виробнича вартiсть - 1 у.о. за товар, а вартiсть утримання
запасiв - 0.30 у.о. за мiсяць.

(1) Припускаючи, що нестача недопустима, визначте, як часто проводити
виробничий цикл i якого розмiру вiн повинен бути.

Вiдповiдь: Ми знаємо що a= 30, h= 0.30,K = 15. Тепер ми використовуємо
рiвняння 1, щоб отримати:

Q∗ =

√
2(30)(15)

0.30
= 54.77

Застосуємо рiвняння 2 i отримаємо:

t∗ =
Q∗

a
=

54.77

30
= 1.83.
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(2) Якщо недостача дозволена, але коштує 3 умовнi одиницi за товар на
мiсяць, визначте, як часто проводити виробничий цикл i якого розмiру вiн по-
винен бути.

Вiдповiдь: Тепер p = 3. Використаємо рiвняння 4, щоб знайти Q∗:

Q∗ =

√
2(30)(15)

0.30

√
3 + 0.30

3
= 57.4433

Нарештi, ми використовуємо рiвняння 5, щоб з’ясувати, як часто слiд роз-
мiщувати замовлення:

t∗ =
Q∗

a
=

57.4433

30
= 1.914.

5 Кiлькiснi знижки

У попереднiх моделях ми припускали, що вартiсть одиницi товару однакова
незалежно вiд того, скiльки одиниць було замовлено. Проте, при замовленнi
бiльшої кiлькостi може виникнути зниження цiни.

Приклад. Припустимо, що одинична вартiсть для кожного динамiка ста-
новить c1 = 11 у.о., якщо виробляється менше 10 000 динамiкiв, c2 = 10 у.о.,
якщо виробництво становить вiд 10 000 до 80 000 динамiкiв, i c3 = 9, 5 у.о.,
якщо виробляється бiльше 80 000 динамiкiв. Попит на динамiки становить 8
000 на мiсяць, i вони виводяться з вiдомою постiйною швидкiстю. Вартiсть на-
лаштування кожного разу, коли проводиться виробничий цикл для поповнення
запасiв, становить 12 000 у.о., а вартiсть утримання запасiв - 0,30 у.о. за товар
на мiсяць. Яка оптимальна полiтика?

З висновку першої моделi ми отримали, що якщо вартiсть одиницi становить
cj i j = 1, 2, 3, то загальна вартiсть одиницi часу, Tj, становить:

Tj =
aK

Q
+ acj +

hQ

2
.

Значення Q, що мiнiмiзує Tj, визначається за допомогою рiвняння 1 iз роз-
дiлу 4 (припускаючи, що дефiцит не дозволяється). Для K = 12 000, h = 0,30
та a = 8 000, знаходимо, що Q∗ = 25 298:√

(2)(8000)(12000)

0, 30
= 25298. (6)

Для того щоб побачити, що 25 298 - це оптимальна полiтика, ми можемо
оцiнити мiнiмальнi витрати для кожного Tj. Мiнiмальне можливе значення T3
становить 89 200 у.о. (яке можна обчислити за допомогою рiвняння 6, де Q = 80
000). Мiнiмальне можливе значення T1 становить 99 100 умовних одиниць (яке
визначається за допомогою рiвняння 6, де Q = 10 000). Нарештi, мiнiмальне
значення T2, яке оцiнюється в 25 298, становить 87 589 у.о. Оскiльки T2 < T3 <
T1, краще виробляти в кiлькостi 25 298.
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6 Стохастична модель одного перiоду без витрат на нала-
штування

Спочатку ми обговоримо базову модель, а потiм покажемо двi її похiднi. В
одному виведеннi ми будемо використовувати обчислення, а в iншому - не бу-
демо. Вкiнцi, ми подивимось на кiлькох прикладах, як використовувати нашу
модель.

6.1 Модель

Iснує два ризики, пов’язанi з вибором величини y, суми запасiв на замовлення
чи виготовлення. Iснує ризик мати недостатьо запасiв i, таким чином, спричи-
нити дефiцитнi витрати, i iснує ризик мати занадто багато запасiв i, тим самим
отримати витрати на замовлення та зберiгання надлишку запасiв.

Для того, щоб мiнiмiзувати цi витрати, ми зводимо до мiнiмуму очiкуване
значення суми вартостi недостачi i вартостi утримання. Оскiльки попит є дис-
кретною випадковою величиною з функцiєю розподiлу ймовiрностей (PD(d)),
понесенi витрати також є випадковою величиною. Нехай PD(d) = P{D = d}.

Тепер ми будемо збирати деяку довiдкову iнформацiю про статистику. Очi-
куване значення деякого X, де X - дискретна випадкова величина з функцiєю
ймовiрностi px(k),позначається EX i задається як:

EX =
∑
all k

k · pX(k).

Подiбним чином, якщо Y - неперервна випадкова величина з функцiєю ймо-
вiрностi fY (Y ),

EY =

∫ ∞
−∞

y · fY (y)dy.

Ми можемо сказати, що:

E(h(x)) =

∫ ∞
−∞

h(x)f(x)dx.

Тепер ми повернемося до аналiзу наших витрат. Продана сума визначається:

min(D, y) =

{
D , якщо D < y
y , якщо D ≥ y.

де D - попит, а y - запас. Тепер нехай C(d, y) дорiвнює вартостi, коли попит D
дорiвнює d. Звернемо увагу, що:

C(d, y) =

{
cy + p(d− y) , якщо d > y
cy + h(y − d) , якщо d ≤ y.

Тодi очiкувана вартiсть визначається через C(y),

C(y) = E[C(D, y)] = cy +
∞∑
d=y

p(d− y)PD(d) +

y−1∑
d=0

h(y − d)PD(d).
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Iнодi подання розподiлу ймовiрностей D важко знайти, як у випадках, коли
попит коливається у великiй кiлькостi можливих значень. Отже, ця дискретна
випадкова величина часто наближується неперервною випадковою величиною.
Для неперервної випадкової величини D нехай ϕD(ξ) дорiвнює функцiї щiль-
ностi ймовiрностi D, а Φ(a) - кумулятивнiй функцiї розподiлу D. Це означає
що

Φ(a) =

∫ a

0

ϕD(ξ)dξ.

Очiкувана вартiсть C (y) тодi визначається:

C(y) = E[C(D, y)] =

∫ ∞
0

C(ξ, y)ϕDdξ.

Цю функцiю очiкуваних витрат можна спростити до cy + L(y), де L(y) на-
зивається очiкуваним дефiцитом плюс вартiсть утримання. Тепер ми хочемо
знайти значення y, скажiмо y0, що мiнiмiзує функцiю очiкуваних витрат C(y).
Ця оптимальна кiлькiсть для замовлення y0 це те значення, яке задовольняє:

Φ(y0) =
p− c
p+ h

. (7)

[4]

6.2 Виведення моделi використовуючи обчислення

Для початку припустимо, що початковий рiвень запасу дорiвнює нулю. Для
будь-яких додатнiх констант c1 i c2, визначимо g(ξ, y) як

g(ξ, y) =

{
c1(y − ξ) , якщо y > ξ
c2(ξ − y) , якщо y ≤ ξ,

i нехай
G(y) =

∫ ∞
0

g(ξ, y)ϕD(ξ)dξ + cy.

де c > 0. За визначенням,

G(y) = c1

∫ y

0

(y − ξ)ϕD(ξ)dξ + c2

∫ ∞
y

(ξ − y)ϕD(ξ)dξ + cy.

Тепер вiзьмемо похiдну вiд G(y) i встановимо її рiвною нулю. Це дає нам,

dG(y)

dy
= c1

∫ y

0

ϕD(ξ)dξ − c2
∫ ∞
y

ϕD(ξ)dξ + c = 0.

Оскiльки, ∫ ∞
0

ϕD(ξ)dξ = 1,

ми можемо написати,

c1Φ(y0)− c2[1− Φ(y0)] + c = 0.
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Тепер ми вирiшимо цей вираз для Φ(y0), що призводить до

Φ(y0) =
c2 − c
c2 + c1

.

Щоб застосувати цей результат, нам потрiбно показати що:

C(y) = cy +

∫ ∞
y

p(ξ − y)ϕD(ξ)dξ +

∫ y

0

h(y − ξ)ϕD(ξ)dξ,

має вигляд G(y). Ми бачимо що c1 = h, c2 = p, i c = c, так що оптимальна
кiлькiсть для замовлення y0 це те значення, яке задовольняє

Φ(y0) =
p− c
p+ h

.

6.3 Без використання обчислень

Ми збираємось дiйти до оптимальної полiтики, рацiонально думаючи про
витрати i не використовуючи числення.

Припустимо, поточний рiвень замовлення - y0 i ми розглядаємо можливiсть
замовити ще одну одиницю. Ми намагаємось вирiшити, хороша це iдея чи нi.

Середня чиста змiна загальних витрат дорiвнює середнiй додатковiй вартостi
на сторонi холдингу мiнус середня економiя на сторонi дефiциту. Оптимальна
полiтика - це коли ця чиста середня змiна загальних витрат дорiвнює 0.

Середнi додатковi витрати з боку холдингу - це ймовiрнiсть того, що попит
менший нiж y0, (P (D < y0)), помножена на додаткову вартiсть утримання ще
однiєї одиницi (h) плюс додаткова вартiсть покупки (c) або:

P (D < y0)[h+ c].

Середня економiя на дефiцитi - це ймовiрнiсть того, що попит бiльший або
дорiвнює y0, (P (D ≥ y0)), помножений на вартiсть дефiциту, яку нам не по-
трiбно бiльше платити (p) мiнус вартiсть придбання цiєї додаткової одиницi (c)
або:

P (D ≥ y0)[p− c].
Тепер ми вирiшимо таке рiвняння для Φ(y0), де Φ(y0) = P (D < y0) i отже,

1− Φ(y0) = P (D ≥ y0):

0 = P (D < y0)[h+ c]− P (D ≥ y0)[p− c],

або
0 = Φ(y0)[h+ c]− (1− Φ(y0))[p− c].

i ми отримуємо, що оптимальною полiтикою є:

Φ(y0) =
p− c
p+ h

.

Отже, ми бачимо, що в цiй конкретнiй моделi, моделi одного перiоду без
витрат на налаштування, ми можемо дiйти до нашої оптимальної полiтики без
використання обчислень.
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6.4 Приклади

1. Хлiбопекарська компанiя щодня розподiляє хлiб продуктовим магазинам.
Вартiсть становить 0,80 умовних одиниць за одиницю хлiба. Компанiя продає
хлiб магазинам за 1,20 у.о. за одиницю за умови, що вiн утилiзується як свiжий
хлiб (продається в день, коли вiн випiкається). Непроданий хлiб повертається
компанiї. Компанiя має торгову точку, яка продає хлiб, який зберiгається 1
день i бiльше за 0,60 у.о. за буханку. Значних витрат на зберiгання цього хлiба
не понесено. Вартiсть втрати доброзичливого клiєнта через нестачу оцiнюється
в 0,80 у.о. за буханець. Щоденний попит має рiвномiрний розподiл мiж 1 000
та 2 000 хлiбцями. Знайдiть оптимальну добову кiлькiсть хлiбцiв, яку повинен
виготовити виробник.

Вiдповiдь: c = 0, 80, h = −0, 60ip = 1, 20 + 0, 80 = 2, 00
Оскiльки попит має рiвномiрний розподiл, нам потрiбно розв’язати ϕ(z) =∫ z

a
1

b−adx, де a = 1000ib = 2000 щоб отримати наступне:

ϕ(z) =

∫ z

1000

1

1000
dx =

z − 1000

1000
.

Тепер ми повиннi пiдставити x = y0 i вирiшити наступне:

y0 − 1000

1000
=

2− 0, 8

2− 0, 6
.

Тому виробник повинен виготовити 1 857 буханок хлiба.
2. Припустимо, що попит D на запасну частину лiтака має експоненцiальний

розподiл iз середнiм значенням 50, тобто

ϕD(ξ) =

{
1
50
e−

ξ
50 ξ ≥ 0

0 в iншому випадку.

Цей лiтак буде застарiлим через 1 рiк, тому все виробництво запчастин має
вiдбуватися на даний момент. Зараз виробничi витрати становлять 1 000 у.о.
за товар, але вони становлять 10 000 у.о., якщо їх потрiбно поставити пiзнiше,
тобто p = 10 000. Витрати на утримання, що нараховуються на надлишок пiсля
закiнчення перiоду, становлять 300 у.о. за товар. Визначте оптимальну кiлькiсть
запасних частин, якi потрiбно виробляти.

Вiдповiдь: Ми знаємо що c = 1 000, p = 10 000 i h = 300. Розв’язуємо насту-
пний iнтеграл для a:

φ(a) =

∫ a

0

1

50
e−

ξ
50dξ = 1− e

−a
50

Оптимальна кiлькiсть для виробництва, y0 це те значення, яке задовольняє:

1− e
−y0
50 =

10000− 1000

10000 + 300
= 104

Тому ми знайшли оптимальну полiтику виробництва, що становить 104 запча-
стин.
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7 Стохастична модель одного перiоду з витратами на на-
лаштування

7.1 Модель

Тепер ми припускаємо, що iснують встановленi витрати, понесенi пiд час за-
мовлення або виготовлення товарно-матерiальних цiнностей. Оптимальна полi-
тика запасiв полягає в наступному

x

{
< s, замовити S - x, щоб довести рiвень запасiв до S,
≥ s, не замовляйте.

Визначаємо значення S з
ϕ(S) =

p− c
p+ h

,

що є саме оптимальною полiтикою стохастичної моделi без встановлених витрат.
Крiм того, s - це найменше значення, яке задовольняє рiвняння

cs+ L(s) = K + cS + L(S).

Отже, ця полiтика називається полiтикою (s,S).

7.2 Виведення моделi

Для початку дефiцит i витрати на утримання визначаються L(y), де

L(y) = p

∫ ∞
y

(ξ − y)ϕD(ξ)dξ + h

∫ y

0

(y − ξ)ϕD(ξ)dξ.

Отже, загальнi очiкуванi витрати, понесенi внаслiдок доведення рiвня запа-
сiв до y, задаються за

K + c(y − x) + L(y), y > x,

L(x), y = x.

Тепер ми визначимо S як значення вiд y, яке мiнiмiзує cy+L(y), i визначимо
s як найменше значення вiд y , для якого cs+ L(s) = K + cS + L(S).

Якщо x > S,K + cy + L(y) > cx+ L(x), для усiх y > x,

так що

K + c(y − x) + L(y) > L(x).

Лiвою частиною цiєї нерiвностi є очiкуванi загальнi витрати на упорядкува-
ння y− x, щоб довести рiвень запасiв до y, а правою стороною цiєї нерiвностi є
очiкуванi загальнi витрати, якщо замовлення не вiдбувається.

Тому оптимальна полiтика говорить, що якщо x > S, не замовляйте.
Зауважимо, що якщо s ≤ x ≤ S, то

K + cy + L(y) ≥ cx+ L(x), для усiх y > x,

так що
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K + c(y − x) + L(y) ≥ L(x).

Знову ж таки, ми бачимо, що краще не замовляти.
Тепер, якщо

min
y≥x
{K + cy + L(y)} = K + cS + L(S) < cz + L(x),

або зробивши перестановку, ми отримуємо:

min
y≥x
{K + c(y − x) + L(y)} = K + c(S − x) + L(S) < L(x),

так що вигiдно платити за замовлення.
Тому ми отримуємо наступну оптимальну полiтику:

x

{
< s, замовити S - x, щоб довести рiвень запасiв до S,
≥ s, не замовляйте.

Крiм того, s - це найменше значення, яке задовольняє рiвняння

cs+ L(s) = K + cS + L(S).

Таким чином, наша полiтика називається полiтикою (s, S). [5]
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8 Виновоки

У цiй магiстерськiй роботi я розглянула два типи моделей: детермiнованi мо-
делi безперервного огляду та стохастичнi моделi. Крiм того, я дiзналися про
кiлькiснi знижки та про те, як вони вплинули на нашi моделi. Також я розгля-
нула кiлька прикладiв використання цих моделей.

Погана комунiкацiя мiж ланками в ланцюзi поставок та нехтування велики-
ми помилками прогнозу є частою причиною зростання витрат по всьому лан-
цюгу, що виникає внаслiдок збiльшення рiвня запасiв. У середовищi компанiй
глобального масштабу збiр та синхронiзацiя iнформацiї, розподiленої мiж по-
стачальниками та замовниками, часто порушується через комунiкацiйний шум.
Це призводить до отримання неповних або неточних даних про майбутнiй попит
без урахування поточної економiчної ситуацiї на обраному ринку.

Для оптимiзацiї функцiонування ланцюга поставок являється важливим про-
гнозувати попит на рiвнi кожної ланки логiстичного ланцюга. Сьогоднi iснує
безлiч прийомiв i методiв кiлькiсного та якiсного прогнозування. Однак че-
рез вимiрюванiсть та об’єктивний характер статистичних методiв вони частiше
використовуються у багатьох компанiях, якi є природними учасниками логiсти-
чних ланцюгiв.

Окрiм пiдготовки прогнозiв iз використанням обраного методу, ще однiєю
проблемою є якiсть потоку iнформацiї про величину попиту. Ця iнформацiя
передається лише мiж прямими ланками ланцюга поставок. Це означає, що фа-
ктичний розмiр попиту на кiнцевого споживача буде вiдомий лише продавцям
та сусiднiм ланкам, наприклад оптовикам. Iншi учасники отримують iнформа-
цiю про попит опосередковано. Цi два фактори впливають на неточне прогно-
зування попиту та перспективне зростання витрат запасiв.

Рiшенням може бути поєднання кiлькох методiв прогнозування одночасно,
використовуючи як кiлькiснi, так i якiснi методи, пiдготовленi на рiвнi спiвпрацi
мiж ланками. На основi оцiнки помилок прогнозiв можна оцiнити, можливо,
найкращi прогнози у дослiджуваному логiстичному ланцюжку, тодi як ефект
поєднання методiв залежить вiд характеру ланцюжка.

Правильна та циклiчна оцiнка споживчого ринку та сподiвань споживачiв
є ключовим фактором планування розмiру виробництва у компанiях. Ця оцiн-
ка, як правило, проводиться на основi прогнозiв щодо кiнцевої продукцiї. Чим
точнiше прогнозування попиту, тим ефективнiшi рiшення для запланованого
виробництва, нижчi рiвнi запасiв та витрати на утримання запасiв. Тому вико-
ристання методiв прогнозування в роботi компанiї є економiчно виправданим
та рацiональним.
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