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1 Âñòóï

Ïåðåãîâîðè ¹ ìîãóòíiì iíñòðóìåíòîì, ÿêèé âèíàéøëî ëþäñòâî äëÿ óðåãóëþ-
âàííÿ êîíôëiêòiâ, ðîçâ'ÿçàííÿ ñïiðíèõ ïèòàíü, îðãàíiçàöi¨ ñïiëüíî¨ äiÿëüíîñòi.
Âîíè çàâæäè ïðèïóñêàþòü, ïðèíàéìíi, äâîõ ó÷àñíèêiâ, iíòåðåñè ÿêèõ ÷àñòêîâî
çáiãàþòüñÿ, à ÷àñòêîâî � ðîçõîäÿòüñÿ. Â iíøèõ âèïàäêàõ ìè ìà¹ìî ñïðàâó çîâ-
ñiì ç iíøèìè âèäàìè âçà¹ìîäi¨. Ïåðåãîâîðè � öå ôàêò íàøîãî ïîâñÿêäåííîãî
æèòòÿ, îñíîâíèé çàñiá îäåðæàòè áàæàíèé ðåçóëüòàò.

Ìè äîìîâëÿ¹ìîñÿ ç êîëåãàìè àáî ïiäëåãëèìè ïðî ÷àñ çóñòði÷i, ïðî ðîçïîäië
îáîâ'ÿçêiâ, ïðî çàðîáiòíó ïëàòó. Áiçíåñìåíè îáãîâîðþþòü óìîâè óãîäè, îðãàíi-
çàöiþ ñïiëüíèõ ïiäïðè¹ìñòâ, ðîçäië ïîâíîâàæåíü i ïðîäóêöi¨. Äèïëîìàòè äîìîâ-
ëÿþòüñÿ ïðî çîáîâ'ÿçàííÿ ñòîðií, çàïîáiãàííÿ êîíôëiêòiâ, ñïiëüíî¨ áîðîòüáè ç
òåðîðèçìîì òà iíøèìè äåðæàâíèìè ïðîáëåìàìè.

Ïåðåãîâîðè ìîæíà ââàæàòè íàéáiëüø îïòèìàëüíèì i íàéåôåêòèâíiøèì ñïîñî-
áîì óðåãóëþâàííÿ é âèðiøåííÿ êîíôëiêòiâ. Íåáàæàííÿ âåñòè ïåðåãîâîðè äëÿ
âèðiøåííÿ ïîëiòè÷íèõ êîíôëiêòiâ íàé÷àñòiøå ïîÿñíþ¹òüñÿ àáî ìîòèâîì óíèêíå-
ííÿ íåâäà÷i, àáî âiäñóòíiñòþ íàâè÷îê ïåðåãîâîðíî¨ âçà¹ìîäi¨, àáî íàäìiðíèìè
àìáiöiÿìè ñòîðií, ùî âiääàþòü ïåðåâàãó ñèëîâîìó âèðiøåííþ êîíôëiêòó. Òîìó
âèâ÷åííÿ ðiçíîìàíiòíèõ àñïåêòiâ ïåðåãîâîðíîãî ïðîöåñó ¹ íå òiëüêè àêòóàëüíèì
íàïðÿìêîì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü, àëå é ïåðñïåêòèâíèì. Â äàíèé ÷àñ íåìîæëèâî
óÿâèòè ðåàëiçàöiþ ìiæóðÿäîâèõ óãîä áåç òåîðåòèêî - iãðîâîãî àíàëiçó. Òåîðiÿ ïå-
ðåãîâîðiâ âèêðèñòîâó¹òüñÿ ïðè ìîäåëþâàííi óãîä ïðî îáìåæåííÿ ñòðàòåãi÷íèõ
íàñòóïàëüíèõ îçáðî¹íü, ðîçïîäiëó îáîðîííèõ ðåñóðñiâ äëÿ äîñÿãíåííÿ ñòiéêîãî
ìèðó, ïðîöåñó ãîëîñóâàííÿ â ïàðëàìåíòñüêèõ äåðæàâàõ, äëÿ îöiíêè âïëèâó òèõ
÷è iíøèõ ïîëiòè÷íèõ ñòðóêòóð.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ â äàíié äèïëîìíié ðîáîòi ¹ ïåðåãîâîðè òà ¨õ òðèâà-
ëiñòü. Ïåðåãîâîðè ïðèéíÿòî äiëèòè íà äâà êëàñè: ïîçèöiéíi i ðàöiîíàëüíi. Ó
ïîçèöiéíèõ ïåðåãîâîðàõ êîæåí ç ó÷àñíèêiâ ìà¹ ñâîþ ñóá'¹êòèâíó äóìêó ïðî
âèðiøåííÿ ïðîáëåìè êîíôëiêòó i ïîâiäîìëÿ¹ ñâîþ ïîçèöiþ iíøèì ó÷àñíèêàì,
ïðè öüîìó äàíà ïîçèöiÿ ìîæå íå çáiãàòèñÿ ç äóìêîþ ó÷àñíèêà, à áóòè ëèøå ií-
ôîðìàöiéíèì ñèãíàëîì. Iíøi ó÷àñíèêè ïåðåãîâîðiâ ìîæóòü ïîãîäèòèñÿ ç äàíîþ
ïðîïîçèöi¹þ àáî âiäêèíóòè ¨¨. Òîäi ïåðåãîâîðè òðèâàþòü äî òèõ ïið, ïîêè ñòîðî-
íè íå äiéäóòü çãîäè, ïðè öüîìó ñòîðîíè ìîæóòü éòè íà ïîñòóïêè, ùîá äîñÿãòè
êîíñåíñóñó, àáî æîðñòêî âiäñòîþâàòè çàÿâëåíó ïîçèöiþ.

Ìåòîä ðàöiîíàëüíèõ ïåðåãîâîðiâ îði¹íòîâàíèé íà òå, ùîá âèðiøóâàòè ïðî-
áëåìè íà îñíîâi ¨õ ÿêiñíèõ âëàñòèâîñòåé, âèõîäÿ÷è iç ñóòi ñïðàâè, i ïðè öüîìó
íå òîðãóâàòèñÿ. Ìåòîä ðàöiîíàëüíèõ ïåðåãîâîðiâ ïåðåäáà÷à¹ æîðñòêèé ïiäõiä
äî ðîçãëÿäó iñòîòè ñïðàâè i ì'ÿêèé ïiäõiä äî âiäíîñèí ìiæ ó÷àñíèêàìè ïåðåãî-
âîðiâ. Ñóòü ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êîæíèé ïàðòíåð ïðàãíå äåìîíñòðóâàòè
óâàãó i ââi÷ëèâiñòü äî îïîíåíòiâ, àëå òâåðäî âiäñòîþâàòè ñâî¨ ïîçèöi¨.

Ó ðàöiîíàëüíèõ ïåðåãîâîðàõ ðiøåííÿ äîñÿãà¹òüñÿ íà îñíîâi îá'¹êòèâíèõ êðè-
òåði¨â ñïðàâåäëèâîñòi. Îñîáëèâó ðîëü òóò âiäiãðà¹ äèçàéí ïåðåãîâîðiâ. Ó÷àñíè-
êàì îãîëîøóþòüñÿ ïðàâèëà, çà ÿêèìè âåäóòüñÿ ïåðåãîâîðè, i âîíè ïîâèííi ¨õ
äîòðèìóâàòèñÿ. ×àñòî äëÿ âèðiøåííÿ ñïîðó ââîäèòüñÿ íîâà íåéòðàëüíà ñòîðî-
íà � àðáiòð àáî àðáiòðàæíèé êîìiòåò (æóði), ÿêèé ñòåæèòü çà äîòðèìàííÿì
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ïðàâèë i ïðèéìà¹ îñòàòî÷íå ðiøåííÿ çà æåðåáîì, ãîëîñóâàííÿì àáî çà äîïîìî-
ãîþ ÿêîãîñü iíøîãî ìåõàíiçìó. Ñõåìè ïåðåãîâîðiâ ç àðáiòðîì áóäåìî íàçèâàòè
àðáiòðàæíèìè ïðîöåäóðàìè.

Ïåðåãîâîðè ìîæíà íîìiíóâàòè ÿê îðãàíiçàöiéíó ôîðìó âñòàíîâëåííÿ òà þðè-
äè÷íî¨ ôiêñàöi¨ âèðîáíè÷î-åêîíîìi÷íèõ çâ'ÿçêiâ ìiæ çàöiêàâëåíèìè â ñïiëüíié
äiÿëüíîñòi åêîíîìi÷íî íåçàëåæíèìè îðãàíiçàöiÿìè. Öå ôîðìàëiçîâíèé ïðîöåñ,
ùî ñòàâèòü êîíêðåòíó ìåòó, âèçíà÷à¹ êîëî ïèòàíü i çàâæäè ðåàëiçó¹òüñÿ â êîí-
êðåòíèõ óìîâàõ, çà êîíêðåòíèõ îáñòàâèí.

Íà ñó÷àñíîìó åòàïi ïðàêòèêîþ íàïðàöüîâàíî ïðèíöèïè, óìîâè òà ñòðàòåãi¨,
äîòðèìàííÿ ÿêèõ ñïðèÿ¹ ðåçóëüòàòèâíîñòi ïåðåãîâîðíîãî ïðîöåñó. Âiä òîãî, ÿê
áóäóòü îðãàíiçîâàíi i ïðîâåäåíi öi ïåðåãîâîðè, çàëåæèòü ðåçóëüòàò � óñïiõ ÷è
çàíåïàä ïðîåêòó i, âiäïîâiäíî, ôiíàíñîâèé çëåò ÷è êðàõ. Ïåðåãîâîðè � öå íå
ïðîñòî ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè àáî ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü, à é çíàõîäæåííÿ ðiçíèõ
óìîâ, ÿêi ñïðèÿþòü äîñÿãíåííþ ìåòè êîæíîãî.

Â äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿíåìî ïåðåãîâîðè ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, à ñà-
ìå àðáiòðàæíi ïðîöåäóðè ç âèïàäêîâèìè ïðîïîçèöiÿìè. Òàêi ïåðåãîâîðè âiäíî-
ñÿòüñÿ äî êëàñó ðàöiîíàëüíèõ ïåðåãîâîðiâ. Àðáiòð ïðîïîíó¹ ó÷àñíèêàì ïåâíå
ðiøåííÿ, i òi ïîãîäæóþòüñÿ ç íèì àáî íi. Ïiñëÿ öüîãî ïðèéìà¹òüñÿ îñòàòî÷íå
ðiøåííÿ øëÿõîì ïåâíèõ çàäàíèõ ïðàâèë, àáî ïðîâîäèòüñÿ ãîëîñóâàííÿ.
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2 Ïåðåãîâîðè ç âèïàäêîâèìè ïðîïîçèöiÿìè

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ðîçäiëó ðåñóðñó, äå ïðîïîçèöi¨ ðîáëÿòüñÿ íå ñàìèìè ãðàâ-
öÿìè, à äåÿêèì íåçàëåæíèì àðáiòðîì, ÿêèé ãåíåðó¹ äåÿêi ïðîïîçèöi¨, à ãðàâöi
àáî ïîãîäæóþòüñÿ ç öi¹þ ïðîïîçèöi¹þ, àáî íi.

Ðîçãëÿíåìî ãðó äâîõ îñiá. Íåõàé, ðiøåííÿ ïîâèííå áóòè äîñÿãíóòî çà K
êðîêiâ. Íåõàé xi, i = 1, 2, ..., K � ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ ïðîïîçèöié, ÿêi ìè
iíòåðïðåòó¹ìî ÿê ïîñëiäîâíiñòü ïðîïîçèöié àðáiòðà íà êðîöi i. Ïðèïóñòèìî, ùî
xi íåçàëåæíi, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çi ùiëüíiñòþ f(x), äå
f(x) � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó [0; 1] òàêà, ùî

1∫
0

f(x)dx = 1 i ∀x ∈ [0, 1] : f(x) + f(1− x) = 2.

Êîëè ïîñòóïà¹ ïðîïîçèöiÿ xi, îáèäâà ãðàâöi ìîæóòü ïðèéíÿòè ¨¨, i òîäi ïåð-
øîìó ãðàâöþ äiñòàíåòüñÿ âåëè÷èíà xi, à äðóãîìó 1 − xi. ßêùî îáèäâà ãðàâöi
íå ïðèéìàþòü ïðîïîçèöiþ, ïåðåãîâîðè ïåðåõîäÿòü íà íàñòóïíèé êðîê. ßêùî æ
îäèí ãðàâåöü ïðèéìà¹ ïðîïîçèöiþ, à iíøèé íi, òî ïåðåãîâîðè çàêií÷óþòüñÿ â êî-
ðèñòü �îáðàæåíîãî� ãðàâöÿ. Îçíà÷èìî ñòðàòåãiþ �ïðèéíÿòè ïðîïîçèöiþ� ÷åðåç
(A), à ñòðàòåãiþ �çàïåðå÷èòè ïðîïîçèöiþ� ÷åðåç (R). Òîäi ïðè (A− R) âèãðàø
ïåðøîãî ãðàâöÿ ñêëàäà¹ xi ∧ 1− xi, à ïðè (R−A) âèãðàø äîðiâíþ¹ xi ∨ 1− xi,
äå ∧ i ∨ öå âiäïîâiäíî ìiíiìóì òà ìàêñèìóì äâîõ ÷èñåë.

Ïðîöåñ ïåðåãîâîðiâ òðèâà¹ äî òèõ ïið, ïîêè õòîñü ç ãðàâöiâ íå ïðèéìå ïðîïî-
çèöiþ àðáiòðà, àáî ïîêè íå íàñòàíå îñòàííié êðîê, i òîäi âèãðàø ïåðøîãî ãðàâöÿ
ñêëàäå xK . Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ç ÷àñîì âèãðàø ãðàâöiâ äèñêîíòó¹. Òóò δ,
0 < δ ≤ 1 � äèñêîíòóþ÷èé ìíîæíèê.

Îïèñàíà ãðà ¹ áàãàòîêðîêîâîþ. Ùîá âèâåñòè ðiâíÿííÿ îïòèìàëüíîñòi ñêîðè-
ñòà¹ìîñü iíäóêöi¹þ. Íåõàé, äî êiíöÿ ïåðåãîâîðiâ çàëèøà¹òüñÿ k êðîêiâ i ãðàâöÿì
âiä àðáiòðà íàäõîäèòü ïðîïîçèöiÿ x. Êîæåí ç íèõ ìîæå ïðèéíÿòè éîãî àáî âiä-
êèíóòè. Ó âèïàäêó (A − A), (A − R), (R − A) ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ ç âèãðàøåì x,
x ∧ 1 − x, x ∨ 1 − x âiäïîâiäíî. Ó ðàçi æ (R − R) ãðà òðèâà¹, àëå âèãðàø äèñ-
êîíòó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàâöÿì âæå âiäîìèé îïòèìàëüíèé âèãðàø Hk−1 â
ãði ç k − 1 êðîêàìè. Òîäi çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ñòðàòåãié íà äàíîìó åòàïi
çâîäèòüñÿ äî ìàòðè÷íî¨ ãðè âèãëÿäó

Hk(x) =

[ A R

A x x ∧ 1− x
R x ∨ 1− x δHk−1

]
.

Îñêiëüêè ïðîïîçèöiÿ àðáiòðà x ¹ âèïàäêîâèì, çíà÷åííÿ Hk ãðè, ùî ñêëàäà-
¹òüñÿ ç k ðàóíäiâ, ¹ ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì çíà÷åííÿ äàíî¨ ìàòðè÷íî¨ ãðè.
Îòæå, ðiâíÿííÿ îïòèìàëüíîñòi ìà¹ ðåêóðåíòíèé âèãëÿä

Hk = MvalHk(x), k = 1, ..., K,

ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ H0 = 0.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü ÿêîãî k = 1, ..., K îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ ïåðøîãî ãðàâöÿ
ìà¹ âèãëÿä

I :

{
A ÿêùî δHk−1 ≤ x ≤ 1− δHk−1

R ÿêùî x ≤ δHk−1 ≤ 1− δHk−1

à îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ ãðàâöÿ II ¹ R.
Çíà÷åííÿ ãðè çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

Hk = (δHk−1)
2 +

1

4
i Hk ≤ 1/2, k ∈ {1, ..., K}.

Äîâåäåííÿ.
H0 < 1/2.

Ïðèïóñòèìî ùî Hk−1 ≤ 1/2 äëÿ äåÿêîãî k ≥ 1, i äîâåäåìî Hk ≤ 1/2. Íåõàé
x ∈ [0, 0, 5). Òîäi ìàòðèöÿ âèãðàøiâ ïåðøîãî ãðàâöÿ ìàòèìå âèãëÿä(

x x
1− x δHk−1

)
Äðóãèé ñòîâïåöü ìàòðèöi íå áiëüøèé, íiæ ïåðøèé ñòîâïåöü. Âiäïîâiäíî, îïòè-
ìàëüíà ñòðàòåãiÿ ãðàâöÿ II ¹ R. Ùîá âèçíà÷èòè îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ ãðàâöÿ
I ïîðiâíÿ¹ìî x òà δHk−1. ßêùî x ≤ δHk−1, òî îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ ãðàâöÿ I
áóäå R, i A â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Íåõàé òåïåð x ∈ [0, 5, 1). Òîäi ìàòðèöÿ âèãðàøiâ ìàòèìå âèãëÿä(
x 1− x
x δHk−1

)
Äðóãèé ñòîâïåöü íå áiëüøå, íiæ ïåðøèé, îòæå, îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ äðóãî-

ãî ãðàâöÿ áóäå R. Ïîðiâíÿ¹ìî 1−x i δHk−1. ßêùî 1−x ≥ δHk−1 òî îïòèìàëüíà
ñòðàòåãiÿ ãðàâöÿ I öå À. À ÿêùî 1−x ≤ δHk−1 àáî x ≥ 1−δHk−1,òî îïòèìàëüíà
ñòðàòåãiÿ R.

Îòæå, ÷èñëî ãðè çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

Hk =

∫ δHk−1

0

δHk−1f(x)dx+

∫ 1
2

δHk−1

xf(x)dx+

∫ 1−δHk−1

1
2

(1− x)f(x)dx+

+

∫ 1

1−δHk−1

δHk−1f(x)dx =

∫ δHk−1

0

(δHk−1)f(x)dx+

∫ 1
2

δHk−1

xf(x)dx−

−
∫ δHk−1

1
2

tf(1− t)dt− δHk−1

∫ 0

δHk−1

f(1− t)dt = δHk−1

∫ δHk−1

0

f(x)dx+

+δHk−1

∫ δHk−1

0

(2− f(x))dx−
∫ 1

2

δHk−1

xf(x)dx+

∫ 1
2

δHk−1

xf(1− x)dx =
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= 2δHk−1

∫ δHk−1

0

dx+

∫ 1
2

δHk−1

2xdx =

= (δHk−1)
2 + x2

∣∣∣ 12
δHk−1

= 2(δHk−1)
2 +

1

4
− (δHk−1)

2 =

=
1

4
+ (δHk−1)

2, t = 1− x.

Äîâåäåìî, ùî Hk−1 < 1/2⇒ Hk < 1/2. Öå âèïëèâà¹ ç òàêèõ íåðiâíîñòåé

Hk−1 <
1

2
<

1

2δ
, δHk−1 <

1

2
; (δHk−1)

2 <
1

4
,

Hk =
1

4
(δHk−1)

2 +
7

16
<

1

16
+

7

16
=

1

2
.

Îñêiëüêè H0 = 0⇒ ∀k ∈ {1, ..., k} : Hk−1 ∈ [0, 0, 5)⇒ Hk ∈ [0, 0, 5).

Ïîêàæåìî, äî ÷îãî ìîæóòü ïðèçâåñòè ïåðåãîâîðè ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ êðî-
êiâ.

Òåîðåìà 2.

lim
n→∞

Hn =
1−
√

1− δ2
2δ2

.

Äîâåäåííÿ. Ùîá çíàéòè àñèìïòîòèêó Hn âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ Hn =
(δHk−1)

2 + 1
4 . Çàóâàæèìî, ùî H1−H0 = 1

4 > 0. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî k ≤ (K − 1)
ìà¹ ìiñöå Hk −Hk−1 > 0. Òîäi

Hk+1 −Hk = (δHk)
2 +

1

4
− (δHk−1)

2 − 1

4
= δ2(H2

k −H2
k−1) > 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü Hk çðîñòà¹. Êðiì òîãî, âîíà îáìåæåíà çâåðõó
0,5, òîáòî äàíà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ.

Ãðàíèöÿ H çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ H = (δH)2 + 1
4 . Äàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà êî-

ðåíi:H = 1+
√
1−δ2

2δ2 iH = 1−
√
1−δ2

2δ2 , àëå òiëüêè äðóãèé êîðiíü ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó H < 1

2 .

Òàêèì ÷èíîì, ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi Hn äîðiâíþ¹ H = 1−
√
1−δ2

2δ2 . Êîëè δ ∈
(0; 2] çðîñòà¹, òî çíà÷åííÿ òåæ çðîñòà¹ âiä 1

4 äî
1
2 .
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2.1 Òðèâàëiñòü ïåðåãîâîðiâ

Ó ìîäåëi ïåðåãîâîðiâ ç âèïàäêîâèìè ïðîïîçèöiÿìè ¨õ òðèâàëiñòü òàêîæ ¹
âèïàäêîâîþ. Öiêàâî îöiíèòè öþ âåëè÷èíó. Âèçíà÷èìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó τ �
÷èñëî ïåðiîäiâ, ïðîòÿãîì ÿêèõ ïåðåãîâîðè òðèâàþòü ïðè îïòèìàëüíié ïîâåäiíöi
ãðàâöiâ. ßêùî äëÿ ïåðåãîâîðiâ âèäiëåíî k êðîêiâ, òî τ ìîæå ïðèéìàòè áóäü-ÿêå
çíà÷åííÿ âiä 1 äî k.

Òåîðåìà 3. Cåðåäíÿ òðèâàëiñòü ïåðåãîâîðiâ

Mkτ = 1 +
k−1∑
t=1

t∏
r=1

{2δHk−r}.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ . Ïåðåãîâîðè ìîæóòü çà-
âåðøèòèñü íà ïåðøîìó êðîöi. ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà x1 ïîòðàïèòü â iíòåð-
âàë (δHk−1; 1− δHk−1). Çàóâàæèìî, ùî

P (δHk−1 < x1 < 1− δHk−1) =

∫ 1−δHk−1

δHk−1

f(x)dx =

=

∫ 1
2

δHk−1

f(x)dx+

∫ 1−δHk−1

1
2

f(x)dx =

t = 1− x x = 1− t dx = −dt

=

∫ 1
2

δHk−1

f(x)dx−
∫ δHk−1

1
2

f(1− t)dt =

=

∫ 1
2

δHk−1

f(x)dx+

∫ 1
2

δHk−1

f(1− x)dx =

=

∫ 1
2

δHk−1

(f(x) + f(1− x))dx =

=

∫ 1
2

δHk−1

2dx = 2(
1

2
− δHk−1) = 1− 2δHk−1.

Îòæå, éìîâiðíiñòü çàêií÷åííÿ ïåðåãîâîðiâ íà ïåðøîìó êðîöi (τ = 1), äîðiâ-
íþ¹ 1 − 2δHk−1. À ÿêùî ïåðåãîâîðè íå çàêií÷óþòüñÿ, òî éìîâiðíiñòü ¨õ çàâåð-
øåííÿ íà íàñòóïíîìó, äðóãîìó êðîöi (τ = 2) äîðiâíþ¹

2δHk−1(1− 2δHk−2) = 2δHk−1 − (2δ)2Hk−1Hk−2.

Àíàëîãi÷íî, éìîâiðíiñòü çóïèíêè íà êðîöi t äîðiâíþ¹

(2δ)t−1Hk−1 × · · · ×Hk−(t−1)(1− 2δHk−t) =

(2δ)t−1Hk−1 × · · · ×Hk−(t−1) − (2δ)tHk−1 × · · · ×Hk−t.
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Îòæå, ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

P{τ = 1} = 1− 2δHk−1,

P{τ = t} = (2δ)t−1Hk−1 × · · · ×Hk−(t−1)(1− 2δHk−1)

äëÿ t = 2, . . . , k.
Òåïåð îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Mkτ =
k∑
t=1

P{τ ≥ t} = 1 +
k−1∑
t=1

(2δ)tHk−1 × · · · ×Hk−t = 1 +
k−1∑
t=1

t∏
r=1

{2δHk−r}.

Òåîðåìà 4. Ñïðàâäæó¹òüñÿ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

Mk+1τ = 1 + 2δHkMkτ

òà

lim
k→+∞

Mkτ =
1

2

[
1 +

√
1 + δ

1− δ

]
.

Äîâåäåííÿ. Âèêîíó¹òüñÿ

Mk+1τ −Mkτ = 2δHk + (2δ)2HkHk−1+

+(2δ)3HkHk−1Hk−2 + · · ·+ (2δ)nHkHk−1 . . . H1−
−(2δHk−1 + (2δ)2Hk−1Hk−2 + (2δ)3Hk−1Hk−2Hk−3 + . . .

· · ·+ (2δ)k−1Hk−1Hk−2 . . . H1) = 1 + (2δHk − 1)+

+2δHk−1(2δHk − 1) + · · ·+ (2δ)k−1Hk−1Hk−2 . . .

. . . H1(2δHk − 1) = 1 + (2δHk − 1)Mkτ,

âiäïîâiäíî,Mk+1τ = 1+2δHkMkτ . Â òåîðåìi 2 áóëî ïîêàçàíî, ùîHk � çðîñòàþ-
÷à ïîñëiäîâíiñòü. Âèêîðèñòîâóþ÷è iíäóêöiþ, ïîêàæåìî, ùîMkτ òåæ çðîñòàþ÷à.
Äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî 1 + δ/2 = M2τ > M1τ = 1. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî
äëÿ âñiõ t ≤ k − 1: Mt+1τ > Mtτ , òî äëÿ t = k îòðèìà¹ìî

HkMkτ > Hk−1Mk−1τ,

Mk+1τ = 1 + 2δHkMkτ > 1 + 2δHk−1Mk−1τ = Mkτ.

ÏîñëiäîâíiñòüMkτ çâåðõó îáìåæåíà çíà÷åííÿì 1
1−δ , îñêiëüêèM1τ = 1 < 1

1−δ
äëÿ k = 1. ßêùî Mkτ <

1
1−δ òà Hk < 1/2, òî

Mk+1τ = 1 + 2δHkMkτ <

< 1 + 2δHk
1

1− δ
< 1 +

δ

1− δ
=

1

1− δ
.

9



Mkτ ìà¹ ãðàíèöþ M , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ M = 1 + 2δHM . Òîáòî

M =
1

2

[
1 +

√
1 + δ

1− δ

]
.

Äëÿ δ = 1 ãðàíèöÿ Mkτ äîðiâíþ¹ +∞. Ðiâíÿííþ Hk = (Hk−1)
2 + 1

4 âiäïîâiä-

à¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ h′ = (1−2h)2
4 . Éîãî ðîçâ'ÿçîê ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ

h(0) = 0 áóäå h(k) = k
2(k+2) . Ïiäñòàâèâøè öåé ðîçâ'ÿçîê, îòðèìà¹ìî

Mkτ ∼ 1 +
k−1∑
t=1

t∏
r=1

{
k − r

k − r + 2

}
=

= 1 +
k−1∑
t=1

(k − t+ 1)(k − t)
(k + 1)k

= 1 +
k−1∑
t=1

(
1− t

k + 1

)(
1− t

k

)
=

= 1 +
(k − 1)k(k + 1)

3k(k + 1)
= 1 +

k − 1

3
=
k + 2

3
.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùîMkτ ∼ k
3 , òîáòî â ïåðåãîâîðàõ áåç äèñêîíòóâàííÿ ñåðåäíÿ

òðèâàëiñòü ïåðåãîâîðiâ çàéìà¹ ïðèáëèçíî òðåòþ ÷àñòèíó ÷àñó, âèäiëåíîãî íà ¨õ
ïðîâåäåííÿ.
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2.2 Ïåðåãîâîðè ç âèïàäêîâèì ïðîïîçèöiÿìè òà ëîòåðå¹þ

Âèùå ìè ðîçãëÿíóëè ìîäåëü ïåðåãîâîðiâ, äå àðáiòð íà êîæíîìó êðîöi ïðîïî-
íóâàâ ãðàâöÿì äåÿêèé âàðiàíò ðîçäiëó ðåñóðñó. Ïðè öüîìó ãðàâöi áóëè â îäíà-
êîâèõ óìîâàõ. Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñõîæó ñõåìó, àëå
äå àðáiòð áóäå ðîáèòè ïðîïîçèöi¨ îáîì ãðàâöÿì, i ïðè öüîìó ðiøåííÿ â ðàçi
êîíôëiêòó áóäå âèáèðàòèñÿ çà äîïîìîãîþ ëîòåðå¨. Ó òàêié ïîñòàíîâöi ìîæíà
ðîçãëÿíóòè íåñèìåòðè÷íó ãðó, êîëè îäèí ç ãðàâöiâ çíàõîäèòüñÿ â áiëüø áàæà-
íîìó ñòàíi, íiæ éîãî ïðîòèâíèê.

Íåõàé (xi, yi), i = 1, 2, ..., K ïîñëiäîâíiñòü ïàð íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïî-
äiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Äëÿ çðó÷íîñòi ïðèïóñòèìî, ùî âîíè ðîçïîäiëåíi
ðiâíîìiðíî íà [0, 1]2. Ìè iíòåðïðåòó¹ìî öþ ïàðó íà êðîöi i ÿê ïðîïîçèöiÿ àð-
áiòðà êîæíîìó ç ãðàâöiâ I i II. Êîëè ïðîïîçèöiÿ(xi, yi) ïîñòóïà¹, ãðàâöi I i II
ïîâèííi àáî ïðèéíÿòè ¨¨ (A), àáî âiäêèíóòè (R), ÷åêàþ÷è, ùî â ìàéáóòíüîìó íà-
äiéäå áiëüø âèãiäíà ïðîïîçèöiÿ. Îáèäâà ãðàâöi çàöiêàâëåíi âçÿòè ìàêñèìàëüíî
âèãiäíó ïðîïîçèöiþ.

ßêùî îáèäâà ãðàâöi ïðèéìàþòü ïðîïîçèöi¨ íà i-ìó êðîöi, ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ ç
ïëàòåæàìè: xi � ãðàâöåâi I i yi � ãðàâöåâi II. ßêùî îáèäâà ãðàâöÿ âiäêèäàþòü i-
òó ïðîïîçèöiþ, ïåðåãîâîðè ïåðåõîäÿòü íà êðîê i+1. ßêùî âèáið ãðàâöiâ ¹ (R−A)
àáî (A − R), òî äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè ðåçóëüòàò ïåðåãîâîðiâ, ïðîâîäèòüñÿ
ëîòåðåÿ. Ïðè öüîìó â ðàçi (R−A) ç éìîâiðíiñòþ p ãðà ïåðåõîäèòü íà íàñòóïíèé
êðîê i ç éìîâiðíiñòþ 1−p ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèìè ïëàòåæàìè. Â ðàçi æ
(A−R) ãðà ç éìîâiðíiñòþ p çàêií÷ó¹òüñÿ i ãðàâöi îòðèìóþòü âiäïîâiäíi âèãðàøi
i ç éìîâiðíiñòþ 1−p ïåðåõîäÿòü íà íàñòóïíèé êðîê. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi
p ∈ [1/2, 1].

Òàêèì ÷èíîì, â öié ëîòåðå¨ ç éìîâiðíiñòþ p ïðîõîäèòü ðiøåííÿ ãðàâöÿ I i
ç éìîâiðíiñòþ p̄ = 1 − p � ðiøåííÿ ãðàâöÿ II. Áóäåìî êàçàòè, ùî âàãà ïåð-
øîãî ãðàâöÿ ¹ p, à äðóãîãî � 1 − p. Ïåðåãîâîðè ñïðàâåäëèâi, ÿêùî p = 1/2, i
íåñïðàâåäëèâi, ÿêùî p âiäìiííî âiä 1/2.

Çàóâàæèìî, ÿêùî âèêîðèñòîâóâàòè öþ ãðó ïåðåãîâîðiâ â çàâäàííi ðîçäiëó
ðåñóðñó, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî ïiñëÿ âèáîðó ïàðè (xi, yi) äiëÿòü ðåñóðñ âiä-
ïîâiäíî ÿê (xi/(xi + yi), yi/(xi + yi)). Ïîçíà÷èìî (uk, vk) îïòèìàëüíi âèãðàøi
ãðàâöiâ â ãði, â ÿêié äî êiíöÿ ïåðåãîâîðiâ çàëèøèëîñÿ k êðîêiâ.

Ìiðêóþ÷è ïî iíäóêöi¨, ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ îïòèìàëüíîñòi

(uk, vk) = M
[
valHk(X, Y )

]
, (1)

äå

Hk(x, y) =

[ R A

R uk−1, vk−1 puk−1 + p̄x, pvk−1 + p̄y
A px+ p̄uk−1, py + p̄vk−1 x, y

]
(2)

i

(k ≥ 1;u0 = v0 = 0).

11



Âèçíà÷èìî ñòàí (x, y, k), äå k êðîêiâ çàëèøà¹òüñÿ äî êiíöÿ i ïîòî÷íi ïðîïî-
çèöi¨ ¹ x i y.

Òåîðåìà 5. ([1]) Ðiâíîâàãîþ â ãði ¹ ïàðà ñòðàòåãié âèäó: â ñòàíi (x, y, k)
I îáèðà¹ A (R), ÿêùî x ≥ (<)uk−1, íåçàëåæíî âiä y,
II îáèðà¹ A (R), ÿêùî y ≥ (<)vk−1, íåçàëåæíî âiä x.

Çíà÷åííÿ ãðè çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

uk = T1(uk−1, vk−1), vk = T2(uk−1, vk−1), k = 1 . . . K (3)

äå

T1(u, v) = 1/2
(
pu2 + p̄(2u− 1)v+ 1

)
, T2(u, v) = 1/2

(
pv2 + p̄(2v− 1)u+ 1

)
. (4)

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî áiìàòðè÷íà ãðà Hk(x, y) äëÿ áóäü ÿêèõ (x, y) ∈
[0, 1]2 ìà¹ ¹äèíó ðiâíîâàãó

[ y<vk−1 y≥vk−1

x<uk−1 R−R u, v R− A pu+ (̄p)x, pv + (̄p)y
x≥uk−1 A−R px+ (̄p)u, py + (̄p)v A− A x, y

]
Òóò, ó äðóãîìó ñòîâïöi ñòîÿòü âèïëàòè ãðàâöÿì I òà II, äå ïðèéìåìî u = uk−1

òà v = vk−1. Âiäïîâiäíî

uk = u2v + v̄

∫ u

0

(pu+ p̄x)dx+ v

∫ 1

u

(px+ p̄u)dx+ v̄

∫ 1

u

xdx =

1/2
{
pu2 + p̄(2u− 1)v + 1

}
= T1(u, v)

Àíàëîãi÷íî

vn = v2u+ u

∫ 1

v

(pv + p̄y)dy + ū

∫ 1

v

ydy + ū

∫ v

0

(py = p̄v)dy =

1/2
{
pv2 + p(2v − 1)u+ 1

}
= T2(u, v).

Òåîðåìà 6. ([1]) Äëÿ áóäü-ÿêèõ k ≥ 1 un ≥ vn. Ïðè n → ∞, un ↑ u i vn ↑ v∞,
äå (u∞, v∞) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

u = T1(u, v), v = T2(u, v)

àáî, åêâiâàëåíòíî

pu2 = (2u− 1)(1− p̄v), p̄v2 = (2v − 1)(1− pu). (5)
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òi æ ïîçíà÷åííÿ ùî é â òåîðåìi 5, îòðèìà¹ìî âèðàç

vk − vk = T1(u, v)− T2(u, v) = 1/2
{
p(u2 + u+ 2uv)− p̄(v2 + v − 2uv)

}
,

ÿêèé ¹ íåâiä'¹ìíèì, îñêiëüêè u2+u−2uv ≥ (u−v)2+(u−v2) ≥ 0 i u2+u−2uv ≥
v2 + v − 2uv. Ùî äîâîäèòü uk ≥ vk, k ≥ 1.

À òàêîæ
uk − uk−1 = T1(uk−1, vk−1)− T1(uk−2, vk−2) =

1/2
[
p(u2k−1 − u2k−2) + p̄

{
(2uk−1 − 1)vk−1 − (2uk−2 − 1)vk−2

}]
,

i
vk − vk−1 = T2(uk−1, vk−1)− T2(uk−2, vk−2) =

1/2
[
p̄(v2k−1 − v2k−2) + p

{
(2vk−1 − 1)uk−1 − (2vk−2 − 1)uk−2

}]
.

Öi äâà ðiâíÿííÿ ðàçîì iç uk, vk ≥ 1/2, k ≥ 1, äàþòü

(uk−1 ≥ uk−2, vk−1 ≥ vk−2)⇒ (uk ≥ uk−1, vk ≥ vk−1).

Òàêèì ÷èíîì, îáèäâà uk vk çðîñòàþòü i îáìåæåíi îäèíèöåþ, çâiäñè âèïëèâà¹
ùî âîíè ìàþòü ãðàíèöi ïðè k →∞, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi ðiâíÿíü

u = T1(u, v), v = T2(u, v). Äàíó ñèñòåìó ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

pu2 = (2u− 1)(1− p̄v), p̄v2 = (2v − 1)(1− pu)

Ïåðøå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ãiïåðáîëó ùî ïðîõîäèòü êðiçü òî÷êè (1,1) i (1−
√
p̄, 0),

à äðóãå ãiïåðáîëó ùî ïðîõîäèòü êðiçü (1, 1) i (0, (1 − √p)/p̄). Öÿ ñèñòåìà ìà¹
¹äèíèé êîðiíü â òðèêóòíèêó 1/2 < v < u < 1.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ p = 1/2 ãðà ñèìåòðè÷íà. Îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ îáîõ ãðàâöiâ
â ñòàíi (x, y, k): �îáðàòè A(R), ÿêùî x ≥ (<)uk−1�, äå uk çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

uk = 1/4(3u2k−1 − uk−1 + 2), (k ≥ 1, u0 = 0).

Îïòèìàëüíi âèãðàøi äëÿ îáîõ ãðàâöiâ îäíàêîâi i äîðiâíþþòü uk.uk ↑ 2/3 ïðè
k →∞.
Íàñëiäîê 2. Äëÿ p = 1 îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ â ñòàíi (x, y, k): �îáðàòè A(R),
ÿêùî x ≥ (<)uk−1� äëÿ I i �çàâæäè îáèðàòè R, äî çàêií÷åííÿ ãðè� äëÿ II.
Îïòèìàëüíi âèãðàøi äîðiâíþþòü (uk, vk), äå

uk = 1/2(u2k−1), (k ≥ 1, u0 = 0), vk = 1/2, (k ≥ 1). (6)

Öÿ ïîñëiäîâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ Ìîçåðà, i ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
â çàäà÷àõ íàéêðàùîãî âèáîðó.

Çàóâàæèìî, ùî îïòèìàëüíi ðiøåííÿ äàíî¨ ãðè ìàþòü äåÿêi öiêàâi âëàñòèâî-
ñòi.

(1) Êîìïîíåíòè ìàòðèöi Hk(x, y) äëÿ ãðàâöÿ I íå ìiñòÿòü y, à äëÿ ãðàâöÿ
II íå ìiñòÿòü x. Îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ êîæíîãî ãðàâöÿ íå çàëåæàòü âiä âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêó ñïîñòåðiãà¹ îïîíåíò. Îäíàê, îïòèìàëüíèé âèãðàø êîæíîãî
ãðàâöÿ çàëåæèòü âiä âèãðàøó îïîíåíòà.

(2) Â ðiâíîâàçi ãðàâöi îáèðàþòü àáî R-R, àáî A-A.

13



2.3 Ïåðåãîâîðè ç âèïàäêîâèìè ïðîïîçèöiÿìè â çàäà÷i ïðî

çàðïëàòó

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çàðïëàòó ÿê ãðó ç íóëüîâîþ ñóìîþ, â ÿêié ãðàâöi I
(Ïðîôñïiëêà) i II (Ìåíåäæìåíò) ïðèéìàþòü ðiøåííÿ ïðî çàðïëàòó â ðåçóëüòàòi
ïðîöåñó ïåðåãîâîðiâ íà îñíîâi ðîçãëÿíóòî¨ âèùå ñõåìè âèïàäêîâèõ ïðîïîçèöié.
Ïðè öüîìó ïåðøèé ãðàâåöü çàöiêàâëåíèé ìàêñèìiçóâàòè çíà÷åííÿ ãðè, à äðóãèé
ãðàâåöü, íàâïàêè, ìiíiìiçóâàòè öå çíà÷åííÿ.

Íàâåäåìî äèçàéí ïåðåãîâîðiâ â äàíîìó âèïàäêó. Çàôiêñó¹ìî ñïî÷àòêó ÷àñî-
âèé ãîðèçîíò K äëÿ ïåðåãîâîðiâ. íåõàé (xi, yi), i = 1, 2, ..., K ïîñëiäîâíiñòü ïàð
íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè
ïðèéìàþòü íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ. ¨õ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó i ùiëüíîñòi ïîçíà÷èìî âiä-
ïîâiäíî F (x), G(y)i f(x), g(y), x, y ≥ 0. Ìè iíòåðïðåòó¹ìî öþ ïàðó íà êðîöi i ÿê
ïðîïîçèöiÿ àðáiòðà êîæíîìó ç ãðàâöiâ I i II. Êîëè ïðîïîçèöiÿ (xi, yi) ïðèõîäèòü,
ãðàâöi I i II ïîâèííi àáî ïðèéíÿòè éîãî (A), àáî âiäêèíóòè (R), ÷åêàþ÷è, ùî â
ìàéáóòíüîìó íàäiéäå áiëüø âèãiäíà ïðîïîçèöiÿ.

Îïèøåìî ïðîöåäóðó ïðèéíÿòòÿ ðiøåííÿ. ßêùî îáèäâà ãðàâöÿ ïðèéìàþòü
ïðîïîçèöi¨ íà i-ìó êðîöi, ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ ç âèãðàøåì ïåðøîãî ãðàâöÿ: (xi +
yi)/2. ßêùî îáèäâà ãðàâöi âiäêèäàþòü i-ó ïðîïîçèöiþ, ïåðåãîâîðè ïåðåõîäÿòü
íà êðîê i+ 1.

ßêùî îäèí ãðàâåöü ïðèéìà¹ ïðîïîçèöiþ, à äðóãèé âiäêèäà¹, àðáiòð ïðèéìà¹
ðiøåííÿ íà êîðèñòü ñêðèâäæåíî¨ (âiäêèäà¹) ñòîðîíè. À ñàìå, âèãðàø äîðiâíþ¹

xi ∧ yi, ÿêùî ðiøåííÿA−R,
xi ∨ yi, ÿêùî ðiøåííÿR− A,

äå a ∧ b = min(a, b) i a ∨ b = max(a, b). Ïðîöåñ òðèâà¹ äî òèõ ïið, ïîêè õòîñü
iç ãðàâöiâ íå ïðèéìå ïðîïîçèöi¨ àáî ïîêè íå íàñòàíå êðîê K. Íà îñòàííüîìó
êðîöi ãðàâöi çìóøåíi ïðèéíÿòè öþ ïðîïîçèöiþ. Öå ãðà ç íóëüîâîþ ñóìîþ, ïåð-
øèé ãðàâåöü çàöiêàâëåíèé îòðèìàòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ, à äðóãèé ãðàâåöü
� ìiíiìiçóâàòè öå çíà÷åííÿ.

Íåõàé Hk � çíà÷åííÿ ãðè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç k ïåðiîäiâ. Ðiâíÿííÿ îïòèìàëü-
íîñòi ìà¹ âèãëÿä

Hk = M

{
val Hk(x, y)

}
,

äå val Hk(x, y) ¹ çíà÷åííÿì ìàòðè÷íî¨ ãðè

Hk(x, y) =

[ A R

A (x+ y)/2 x ∧ y
R x ∨ y δHk−1

]
,

k = 2, 3, 4, ... i ãðàíè÷íà óìîâà H1 = M(x+ y)/2.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ H1 = M(x+ y)/2 ìà¹ ¹äèíó ñiäëîâó òî÷êó, êîòðà
çàëåæèòü âiä (x, y). À ñàìå, çíà÷åííÿ ãðè ç ìàòðèöåþ Hk(x, y) äîðiâíþ¹

valHk(x, y) =


x ∧ y, ÿêùî Hk ≤ x ∧ y;

Hk−1, ÿêùî x ∧ y < Hk−1 < x ∨ y;

x ∨ y, ÿêùî Hk−1 ≥ x ∨ y.

Àëå òîäi ðiâíÿííÿ îïòèìàëüíîñòi ïðèéìà¹ âèãëÿä

Hk = M
{

(x∧y)I{Hk−1≤x∧y}

}
+M

{
Hk−1I{x∧y<Hk−1<x∨y}

}
+M

{
(x∨y)I{Hk−1≥x∨y}

}
.

Ïåðåïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

Hk −Hk−1 = M
{

(x ∧ y −Hk−1)I{Hk−1≤x∧y}

}
+M

{
(x ∨ y −Hk−1)I{Hk−1≥x∨y}

}
.

Âèðàç (x ∧ y −Hk−1)I{Hk−1≤x∧y} äîðiâíþ¹ àáî x ∧ y −Hk−1, àáî íóëü, òîìó

M
{

(x ∧ y −Hk−1)I{Hk−1≤x∧y}

}
= M(x ∧ y −Hk−1)

+,

äå a+ = max(a, 0). Àíàëîãi÷íî

M
{

(Hk−1 − x ∨ y)I{Hk−1>x∨y}

}
= M(Hk−1 − x ∨ y)+.

Òåîðåìà. Çíà÷åííÿ ãðè ïðî çàðïëàòó çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåí-
íÿ

Hk = Hk−1 +R1(Hk−1)−R2(Hk−1), k = 2, 3...

H1 = M(x+ y)/2.

Îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ ãðàâöiâ íà k-ìó êðîöi ìàþòü âèãëÿä

A−R, ÿêùî Hk−1 < x∧y; R−A, ÿêùî Hk−1 > x∨y; R−R, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî â ðiâíîâàãó íå âõîäèòü ñòðàòåãiÿ A − A, çà âèíÿ-
òêîì îñòàííüîãî êðîêó. Äîñëiäæó¹ìî àñèìïòîòèêó çíà÷åííÿ iãîð íà âåëèêî-
ìó ïðîìiæêó ÷àñó ïåðåãîâîðiâ. Îñîáëèâó ðîëü òóò âiäiãðà¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
R1(z) = R2(z).
Ëåìà Iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê z0 ðiâíÿííÿ R1(z) = R2(z).

Äîâåäåííÿ
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ R1(z) = M(x∧ y− z)+. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè x ∧ y ìà¹ âèãëÿä

P{x ∧ y ≤ t} = 1− P{x ∧ y > t} = 1− P{x > t}P{y > t} = 1− F̄ (t)Ḡ(t),

äå F̄ (t) = 1− F (t), Ḡ(t) = 1−G(t). Òîäi
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R1(z) = M(x ∧ y − z)+ =

∞∫
z

(t− z)d(1− F̄ (t)Ḡ(t)).

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ïðèõîäèìî äî âèðàçó

R1(z) =

∞∫
z

(1− F̄ (t)Ḡ(t))dt. (7)

Àíàëîãi÷íî, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè x ∨ y ìà¹ âèãëÿä

P{x ∨ y ≤ t} = P{x ≤ t}P{y ≤ t} = F (t)G(t),

îòæå,

R2(z) = M(z − x ∨ y)+ =

z∫
0

(z − t)d(F (t)G(t)) =

z∫
0

F (t)G(t))dt. (8)

Ç (1.3) âèïëèâà¹, ùîR1(z) äîäàòíà ñïàäíà ôóíêöiÿ iR1(0) > 0 i lim
t→∞

R1(t) = 0. À

ç (1.5) âèïëèâà¹, ùî R2(z) äîäàòíà çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ i R2(0) = 0 i lim
t→∞

R2(t) =

M{x ∨ y} > 0. Öå äîâîäèòü, ùî iñíó¹ i ¹äèíà òî÷êà ïåðåòèíó êðèâèõ R1(z) i
R2(z).

Çãiäíî äî ëåìè, ÿêùî Hk−1 < z0, òî R1(Hk−1) < R2(Hk−1). Îòæå,

Hk = Hk−1 +R1(Hk−1)−R2(Hk−1) > Hk−1, k ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùîH1 = M(x+y)/2 < z0, òî ïîñëiäîâíiñòüHk, k ≥ 1 ìîíîòîííî
çðîñòà¹ i ¨¨ ìåæà äîðiâíþ¹ z0. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî H1 = M(x + y)/2 > z0, òî
ïîñëiäîâíiñòü Hk, k ≥ 1 ìîíîòîííî ñïàäà¹ i ñõîäèòüñÿ äî z0.

Òàêèì ÷èíîì, z0 ¹ àñèìïòîòè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ïåðåãîâîðiâ äëÿ âåëèêî-
ãî ÷èñëà êðîêiâ. ßê ìè ïîáà÷èëè â ëåìi, öå çíà÷åííÿ ìîæíà çíàéòè ç ðiâíÿííÿ

∞∫
z

(1− F̄ (t)Ḡ(t))dt =

z∫
0

F (t)G(t))dt.

Ðiâíîìiðíèé i ëiíiéíèé ðîçïîäië. Çíàéäåìî, íàïðèêëàä, ðîçâ'ÿçîê çàäà-
÷i ïðî çàðïëàòó äëÿ âèïàäêó, êîëè x ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî íà iíòåðâàëi [0, 1],
à y ìà¹ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèäó g(y) = 2y, y ∈ [0, 1]. Òîäi

R1(z) =

1∫
z

(1− t)(1− t2)dt =
2

3
(1− z)3 − 1

4
(1− z)4, R2(z) =

z∫
0

t3dt =
z4

4
.

Ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ H1 = M(x + y)/2 = 1/2(1/2 + 2/3) = 7/12 ≈ 0, 5833.
Íàñòóïíå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹

16



H2 = H1 +R1(H1)−R2(H1) =
7

12
+

2

3

(
1− 7

12

)3
−

−1

4

(
1− 7

12

)4
−1

4

7

12

4

≈ 0, 5951.

Äàëi ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî H3 ≈ 0, 6013, H4 ≈ 0, 6045, ...
Àñèìïòîòè÷íå çíà÷åííÿ ïåðåãîâîðiâ ó äàíîìó âèïàäêó çíàõîäèòüñÿ ç ðiâíÿ-

ííÿ
2

3
(1− z)3 − 1

4
(1− z)4 =

z4

4
i äîðiâíþ¹ z0 ≈ 0, 6082.

Åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïåðåãîâîðè, êîëè x i y
ìàþòü åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië, âiäïîâiäíî, F (x) = 1 − exp(−λx), x ≥ 0 i
G(y) = 1− exp(−µy), y ≥ 0. Òîäi

R1(z) =

∞∫
z

e−λte−µtdt =
1

λ+ µ
e−(λ+µ)z,

R2(z) =

z∫
0

(1− e−λt)(1− e−µt)dt = z − 1− e−λz

λ
− 1− e−µz

µ
+

1− e−(λ+µ)z

λ+ µ

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïåðåãîâîðiâ ó öüîìó âèïàäêó çíàõîäèòüñÿ
ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.7):

2

λ+ µ
e−(λ+µ)z +

1− e−λz

λ
+

1− e−µz

µ
= z +

1

λ+ µ
.

Íàïðèêëàä, ïðè λ = 1, µ = 2 çíà÷åííÿ z0 ≈ 0, 5527.
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3 Âèñíîâîê

Â äèïëîìíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ðîçäiëó ðåñóðñiâ, äå ïðîïîçèöi¨ ðîáëÿ-
òüñÿ íå ñàìèìè ãðàâöÿìè, à äåÿêèì íåçàëåæíèì àðáiòðîì, ÿêèé ãåíåðó¹ ïåâíi
ïðîïîçèöi¨, à ãðàâöi àáî ïîãîäæóþòüñÿ ç öi¹þ ïðîïîçèöi¹þ, àáî íi.

Ó êíèçi Â.Â. Ìàçàëîâ, À.Å. Ìåíãåð, Þ.Ñ. Òîêàðåâà "Ïåðåãîâîðè. Ìàòåìàòè-
÷íà òåîðiÿ�, ðîçãëÿíóòî ïåðåãîâîðè ç âèïàäêîâèìè ïðîïîçèöiÿìè, äå ïðîïîçèöi¨
àðáiòðà xi � íåçàëåæíi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà [0, 1] âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

Ó öié äèïëîìíié ðîáîòi äîâåäåíî àíàëîã, îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, äëÿ âèïàä-
êó, êîëè xi � íåçàëåæíi, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çi ùiëüíiñòþ
f(x), äå f(x) � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó [0;1] òàêà, ùî

1∫
0

f(x)dx = 1 i ∀x ∈ [0, 1] : f(x) + f(1− x) = 2.

Íåõàé n � êiëüêiñòü êðîêiâ ó ïåðåãîâîðàõ, δ ∈ (0; 1) � ìíîæíèê äèñêîíòó-
âàííÿ. Äîñëiäæåíî àñèìïòîòèêó çíà÷åííÿ ãðè Hn òà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
÷àñó τ òàêèõ ïåðåãîâîðiâ, ïðè îïòèìàëüíèõ ñòðàòåãiÿõ ãðàâöiâ. Äîâåäåíî, ùî

lim
n→+∞

Hn =
1−
√

1− δ2
2δ2

, lim
n→+∞

Mτn =
1

2

[
1 +

√
1 + δ

1− δ

]
.

Òàêîæ çíàéäåíî îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ ãðàâöiâ ïðè òàêèõ ïåðåãîâîðàõ.
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