
МIНIСТЕРСТВО ОСВIТИ I НАУКИ УКРАЇНИ

ЛЬВIВСЬКИЙ НАЦIОНАЛЬНИЙ УНIВЕРСИТЕТ IМЕНI IВАНА ФРАНКА

МЕХАНIКО-МАТЕМАТИЧНИЙ ФАКУЛЬТЕТ

Кафедра математичної
економiки, економетрiї,
фiнансової та страхової
математики

Магiстерська робота
Оптимiзацiя гiперболiчних систем з iнтегральними

обмеженнями

Виконав: студент групи МТЕ-61
спецiальностi: 111 – математика,
спецiалiзацiї математична економiка та
економетрiя,
Магдач Андрiй

Науковий керiвник:
проф. Кирилич В. М.

Роботу рекомендовано до захисту
на засiданнi кафедри математичної
економiки, економетрiї, фiнансової та
страхової математики
протокол вiд 04 грудня 2020 року №4

В.о. завiдувача кафедрою
проф. Олiскевич М.О.

Львiв-2020



Змiст
Вступ 3

1 Узагальнений розв’язок початково-крайової задачi 4

2 Постановка задачi оптимального керування 8

3 Формула приросту функцiоналу 9

4 Принцип максимума 13

5 Числовий метод 16

6 Варiацiйнi умови оптимальностi для задач лiнiйних по стану 19
6.1 Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
6.2 Варiацiйнi принципи максимума. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
6.3 Редукцiї задач i методи розв’язку. . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

7 Задача оптимального керування популяцiєю, розподiлена за
вiком 28
7.1 Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
7.2 Формула приросту i небхiдна умова оптимальностi . . . . . . . . 31
7.3 Числовий метод i результати розрахункiв . . . . . . . . . . . . . 33

Висновок 36

Лiтература 37

2



Вступ
Дана робота побудована на основi монографiї Аргучiнцева.
Розглядається задача оптимального керування гiперболiчною системою, в

якiй початково - крайовi умовi визначаються з керованих систем звичайних
диференцiальних рiвнянь.

Допустимi керування вибираються з класу обмежених i вимiрних функцiй.
Метод, побудований на анлiзi лагранжiана задачi, отриманi умови, при яких
принцип максимума є достатньою умовою оптимальностi. Дослiджується ва-
рiант лiнiйної гiперболiчної системи i лiнiйної керованої системи звичайних
диференцiальних рiвнянь з залежними вiд керування коефiцiєнтами при фа-
зових змiнних.

Отримано два симетричних варiанта некласичних точних (без залишкового
члена) формул приросту критерiя якостi. На їх основi доведенi необхiднi i
достатнi умови оптимальностi варiацiйного типу.
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1 Узагальнений розв’язок початково-крайової
задачi

Об’єктом дослiдженння даної роботи є задачi оптимiзацiї в системах напiв-
лiнiйних гiперболiчних рiвнянь першого порядку:

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x, s, t), (1.1)

(s, t) ∈ Π = (s0, s1) × (t0, t1)

Надалi будуть використовуватися наступнi позначення: S = [s0, s1], T =
= [t0, t1], Π = [s0, s1] × [t0, t1] = S × T . Припускається, що x = x(s, t) – n-
вимiрна вектор-функцiя. Вважатимемо, що система 1.1 записана в iнварiан-
тному виглядi, тобто матриця коефiцiєнтiв A(s, t) є дiагональною. За допомо-
гою лiнiйного невиродженого перетворення змiнних довiльна система напiв-
лiнiйних гiперболiчних рiвнянь може бути зведена до iнварiантної форми [9].
Додатково припускаємо, що дiагональнi елементи ai = ai(s, t), i = 1, 2, ..., n,
матрицi коефiцiєнтiв знакосталi в дослiджуванiй областi:

ai(s, t) > 0, i = 1, 2, ...,m1,

ai(s, t) = 0, i = m1 + 1,m1 + 2, ...,m2,

ai(s, t) > 0, i = m2 + 1,m2 + 2, ..., n.

Складемо двi дiагональнi пiдматрицi:A+(s, t) розмiрностim1×m1 iA−(s, t)
розмiрностi (n−m2)×(n−m2), з додатнiх i вiд’ємних дiагональних елементiв
матрицi A вiдповiдно. З вектора стану x = x(s, t) видiлимо два пiдвектора:
x+ = (x1, x2, ..., xm1

) i x− = (xm2+1, xm2+2, ..., xn), вiдповiдно до додатнiх i
вiд’ємних дiагональних елементiв матрицi A.

Задачi оптимiзацiї будуть розглядатися для граничних i стартових керу-
вань, якi входять в початково-крайовi умови системи (1.1) при рiзних формах
зв’язку мiж компонентами вектора зв’язку i впливами керування на границi
областi Π.

Опишемо використане поняття загального розв’язку початково-крайових
задач.

При фiксованих значеннях впливiв керування найбiльш загальна форма
постановки початково-крайових умов, до якої збiгаються всi види початково-
крайових умов i якi розглядаються в данiй роботi, мають вигляд:

x(s, t0) = p(s), s ∈ S, (1.2)

x+(s0, t) = M(t)x−(s0, t) + g(1)(t), t ∈ T,
x−(s1, t) = M(t)x+(s1, t) + g(1)(t), t ∈ T.

(1.3)
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ТутM(t) iN(t) – прямокутнi матрицi розмiрностim1×(n−m2) i (n−m2)×m1

вiдповiдно.
Припущень, якi будуть накладатися на параметри задач оптимального ке-

рування, недостатньо не тiльки для класичного розв’язку задачi (1.1)-(1.3)
[9], але i для iснування узагальненого розв’язку з класу W 1

2 (Π) [10, 11].
В основу поняття загального розв’язку можуть бути покладенi рiзнi пiд-

ходи: iнтегральнi закони збереження, методи штучної в’язкостi, спосiб гра-
ничного переходу в рiзницевих апроксимацiях, апарат теорiї узагальнених
функцiй, поняття потенцiалу розв’язкiв та iншi [6, 9]. Але з точки зору вико-
ристаних в роботi методiв дослiдження задач оптимального керування най-
бiльше пiдходить описаний нижче пiдхiд до поняття узагальненого розв’язку.

Введемо характеристики гiперболiчного оператора, визначенi зi звичайних
диференцiальних рiвнянь

ds

dt
= ai(s, t), i = 1, 2, ..., n. (1.4)

Для того, щоб однозначно зафiксувати характеристику, достатньо вказати
точку (η, α) ∈ Π, через яку вона проходить. Тому надалi для розв’язкiв
рiвнянь (1.4) приймемо наступне позначення s = s(i)(η, α; t). Очевидно, що
s(i)(η, α;α) = η. В силу гладкостi ai(s, t) такi функцiї iснують, єдинi, непе-
рервнi i неперервно-диференцiйованi в Π. Таким чином, кожне рiвняння (1.4)
породжує в Π сiмейство iнтегральних кривих s = s(i)(η, α; t), яке називається
i-им сiмейством характеристик гiперболiчної системи (1.1).

Означення 1.1. Узагальненою похiдною за Соболєвим вектор-функцiї
x(s, t) ∈ L1,loc(Π) (локально сумовна в Π) по полю напрямкiв, заданих сi-
мейством iнтегральних кривих системи (1.4), називається вектор-функцiя
DAx(s, t) ∈ L1,loc(Π), яка задовiльняє iнтегральнi тотожностi∫∫

Π
〈x, rt + (Ar)s〉 ds dt = −

∫∫
Π
〈DAx, r〉 ds dt

для будь-якої неперервно-диференцiйованої i фiнiтної в Π n-вимiрної вектор-
функцiї r(s, t).

Вiдмiтимо, що якщо функцiя x(s, t) неперервно-диференцiйована в Π, то
iснує її узагальнена похiдна DAx = xt + Axs, i-а компонента якої фактично
представляє собою звичайну похiдну вздовж i-ї характеристичної кривої. Та-
кий же вигляд має i узагальнена похiдна функцiї x ∈ W 1

2 (Π).
Позначимо через HA(Π) гiльбертiв простiр функцiй x з L2(Π), якi володi-

ють узагальненою похiдною DAx з L2(Π), зi скалярним добутком

〈x, y〉HA(Π) =

∫∫
Π

(〈x, y〉+ 〈DAx,DAy〉) ds dt

Простори такого типу були введенi В.С. Владiмiровим. [10] Їх властиво-
стi вивчалися в роботах [10, 8]. Вiдмiтимо, що множина C1(Π) неперервно-
диференцiйованих в Π функцiй всюди щiльна в HA(Π).
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Означення 1.2. Пiд узагальненим розв’язком задачi (1.1)-(1.3) будемо ро-
зумiти функцiю x ∈ HA(Π), яка задовiльняє майже скрiзь в Π системi дифе-
ренцiальних рiвнянь

DAx = f(x, s, t) (1.5)

i має слiди x|t=t0, x|s=s0
, x|s=s1

, якi задовiльняють умови (1.2), (1.3).

В роботi [10] доказано iснування i єдинiсть узагальненого розв’язку в класi
HA(Π) при наступних припущеннях:

1. дiагональнi елементи ai(s, t) матрицi A(s, t) неперервно-диференцiйованi
в Π;

2. елементи матриць M(t) i N(t) в (1.3) неперервнi на вiдрiзку T ;

3. p ∈ L2(s0, s1), g(1) ∈ L2(t0, t1), g(2) ∈ L2(t0, t1)

4. функцiя f(x, s, t) для всiх x ∈ En квадратично-сумовна по (s, t) на Π i
для майже всiх (s, t) ∈ Π задовiльняє умову Лiпшiца по x з константою,
яка не залежить вiд вибору x ∈ En i (s, t) ∈ Π;

5. функцiя f для кожного R > 0 неперервна по t в середньому квадратично-
му на Π рiвномiрно вiдносно множини функцiй z ∈ L2(Π), ‖z‖L2(Π) 6 R,
тобто для кожного R > 0 величина

max
‖z‖L2(Π)6R

max
|α|6γ

∫∫
Π

‖f(z(s, t), s, t+ α)− f(z(s, t)), s, t‖2
En ds dt →γ→0

0

Для доведення iснування розв’язку [10] використовується метод апрокси-
мацiї вхiдних даних p, g(1), g(2), f , M(t), N(t) послiдовностями бiльш глад-
ких функцiй з тим, щоб вiдповiднi їм розв’язки xn належали класу W 1

2 (Π).
Розв’язок з HA(Π) отримується як границя послiдовностi xn в HA(Π).

Роботи [6, 7, 15] дозволяють сформулювати теорему iснування i єдиностi
узагальненого розв’язку початково-крайової задачi (1.1)-(1.3) при вхiдних да-
них з простору L∞.

Зафiксуємо точку (s, t) ∈ Π i випустимо з неї характеристики ξ = s(i)(s, t; τ),
i = 1, 2, ..., n. Нехай (ξ(i)(s, t), τ (i)(s, t)) – початковi точки характеристик, для
яких при збiльшеннi параметра τ характеристики попадають всередину обла-
стi Π. Вiдповiдно, нехай (ξ

(i)
(s, t), τ (i)(s, t)) – кiнцевi точки характеристик, а

Ti(s, t) = [τ (i)(s, t), τ (i)(s, t)]. Позначим через A∞(Π) простiр n-вимiрних ве-
кторних функцiй x ∈ L∞(Π), якi можна так виправити на множинi нульової
мiри, що пiсля цього для довiльного i = 1, 2, ..., n функцiя xi(s

(i)(s, t; τ), τ)
абсолютно неперервна по τ на Ti(s, t) i володiє узагальненою по Соболєву
похiдною вздовж характеристик i-го сiмейства:

Dixi =
∂xi
∂τ
∈ L∞(Ti(s, t)).
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Теорема 1.1. [6, 7, 15]. Нехай в початково-крайовiй умовi задачi (1.1)-(1.3)

1. дiагональнi елементи ai(s, t) матрицi A(s, t) неперервно-диференцiйованi
в Π,

2. елементи матриць M(t) i N(t) в (1.3) неперервнi на вiдрiзку T ,

3. p ∈ L2(s0, s1), g(1) ∈ L2(t0, t1), g(2) ∈ L2(t0, t1),

4. f(x, ·, ·) ∈ L∞(Π) при фiксованих x ∈ En,

5. iснують неспаднi функцiї K1(β) i K2(β) дiйсної змiнної β, такi що
∀ Xβ = {x ∈ En : ‖x‖En < β}, β < ∞ для майже всiх (s, t) ∈ Π
справедливi оцiнки

‖f(x, s, t)‖ 6 K1(β) <∞; ‖fx(x, s, t)‖ 6 K2(β) <∞ (1.6)

(норми в (1.6) евклiдовi)

Тодi iснує єдина функцiя x ∈ A∞(Π), яка:

1. має в Π узагальнену похiдну

DAx = (D1x1, D2x2, ..., Dnxn);

2. має слiди x|t=t0 ∈ L∞(S), x|s=s0
∈ L∞(T ), x|s=s1

∈ L∞(T ), якi задоволь-
няють умовам (1.2), (1.3);

3. має слiди x|t=t ∈ L∞(S), x|s=s ∈ L∞(T ) вiдповiдно для всiх t ∈ T , s ∈ S;

4. задовiльняє систему iнтегральних рiвнянь

xi(s, t) = xi(ξ
(i)(s, t), τ (i)(s, t)) +

∫ t

τ (i)(s,t)
fi(x(ξ, τ).ξ, τ)|ξ=s(i)(s,t;τ) dτ,

(s, t) ∈ Π; i = 1, 2, ..., n.

(1.7)

Вiдмiтимо, що нескiнченно-вимiрна система iнтегральних рiвнянь (1.7) мо-
же бути використана для введення поняття узагальненого розв’язку [4, 9, 15].
Якщо система (1.1) має класичний (неперервний i неперервно - диференцi-
йований) розв’язок, то до (1.7) приходимо iнтегруванням рiвнянь (1.1) на
вiдрiзках [τ (i), t] вздовж вiдповiдних характеристик ξ = s(i)(s, t; τ). I навпа-
ки, диференцiюванням гладких розв’язкiв (1.7) можна отримати (1.1). Таким
чином, диференцiйовна (1.1) i iнтегральна (1.7) системи еквiвалентнi в тому
випадку, якщо вони мають класичний в Π розв’язок x = x(s, t).

В данiй роботi iнтегральний вигляд (1.7) розв’язку вимагається в основ-
ному для отримання оцiнок збурення стану процесу, викликаних варiацiями
керування того чи iншого вигляду. При отриманнi умов оптимальностi потрi-
бний також узагальнений варiант формули iнтегрування частинами.
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Теорема 1.2. [10, 15] Нехай x i y – довiльнi функцiї з простору A∞(Π), ∂Π
– границя прямокутника Π. Тодi∫∫

Π
〈y(, t), DAx(s, t)〉 ds dt =

∫
∂Π
〈y(s, t), x(s, t)〉 ds−〈y(s, t), A(s, t)x(s, t)〉 dt−

−
∫∫

Π
〈DAy(s, t) + As(s, t)y(s, t), x(s, t)〉 ds dt. (1.8)

2 Постановка задачi оптимального керування
Для системи гiперболiчних рiвнянь (1.1) розглянемо керованi початково-

крайовi умови. Для простоти будемо вважати, що умови при t = t0 i s = s1

фiксованi:
x(s, t0) = x0(s), s ∈ S, (2.1)

x−(s1, t) = q(t), t ∈ T, (2.2)

Крайовi умови на другiй боковiй границi (s = s0) прямокутника визначаю-
ться з керованої системи звичайних диференцiальних рiвнянь

∂x+(s0, t)

∂t
= g(x+(s0, t), u(t), t), t ∈ T,

x+(s0, t0) = (x0(s0))
+. (2.3)

В якостi множини допустимих керувань виберемо сукупнiсть обмежених i ви-
мiрних на вiдрiзку T r-вимiрних вектор-функцiй u = u(t), якi задовiльняють
майже скрiзь на даному вiдрiзку обмеження типу включення:

u(t) ∈ U, t ∈ T, (2.4)

де U – компакт з простору Er.
Цiль задачi оптимального керування є мiнiмiзацiя функцiоналу

J(u) =

∫
S
ϕ(x(s, t1), s)ds+

∫∫
Π
F (x, s, t) ds dt, (2.5)

визначеного на розв’язках задачi (1.1), (2.1)-(2.3) при допустимих керуван-
нях, якi задовiльняють умову (2.4).

Таким чином, для обчислення вектор-функцiї стану, вiдповiднiй деякому
фiксованому керуванню u = u(t), необхiдно:

1. пiдставити керування u в праву частину системи звичайних диференцi-
альних рiвнянь (2.3) i розв’язати вiдповiдну задачу Кошi для визначення
x+(s0, t);
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2. розв’язати першу крайову задачу для системи (1.1) з вiдомими значен-
нями x+(s0, t), t ∈ T ; x(s, t0), s ∈ S; x−(s1, t), t ∈ T ; фактично, ми маємо
частковий випадок умов (1.2)-(1.3) з M(t) = 0, N(t) = 0; компоненти
функцiї x закрiпляються в початкових точках(«точках входу») характе-
ристик.

Задачу оптимального керування (1.1), (2.1)-(2.5) розглянимо при насту-
пних припущеннях:

1. дiагональнi елементи матрицi A неперервно-диференцiйовнi в Π;

2. вектор-функцiї x0(s) i q(t) неперервнi вiдповiдно на S i T i задовiльняють
умову узгодження:

q(t0) = (x0(s1))
−;

3. вектор-функцiї f(x, s, t), g(x+, u, t) i скалярнi функцiї ϕ(x, s), F (x, s, t)
неперервнi по своїх аргументах i мають неперервнi i обмеженi частковi
похiднi по x вiдповiдно на En×S×T , Em1 ×U×T , En×S, En×S×T .

Вiдмiтимо, що крайовi умови, якi можуть бути визначенi з системи рiвнянь
(2.3), є абсолютно неперервними функцiями на T . В розглянутому випадку
для довiльного допустимого керування iснує єдиний узагальнений розв’язок
початково-крайової задачi (1.1), (2.1)–(2.3) з класу неперервних в Π функцiй,
якi володiють узагальненою похiдною DAx = (D1x1, D2x2, ..., Dnxn), кожна
компонента якої Dixi неперервна вздовж вiдповiдного i-го сiмейства хара-
ктеристик [9]. Таким чином, кожна компонента xi = x(s, t) узагальненого
розв’язку x неперервно-диференцiйовна вздовж довiльної характеристики i-
го сiмейства характеристик.

Пару функцiй {u, x} будемо називати допустимим процесом, якщо керу-
вання u = u(t) допустиме, а x = x(s, t) – вiдповiдний даному керуванню
узагальнений розв’язок задачi (1.1), (2.1)-(2.3).

3 Формула приросту функцiоналу
Дослiдження задачi оптимального керування (1.1), (2.1)–(2.5) проведемо

з використанням рiзних варiантiв формули приросту цiльового функцiоналу
на двох допустимих процесах {u, x} i {ũ = u+ ∆u, x̃ = x+ ∆x} . Класичний
метод приросту Л.I. Розоноера [16] дозволяє отримати в дослiджуванiй задачi
необхiдну умову оптимальностi типу принципа максимума Л.С. Понтрягiна.
При доведеннi важлива локальнiсть формули приросту – залишковi члени
оцiнюються через величину, яка характеризує малiсть мiри областi голкової
варiацiї керування. Для двох часткових випадкiв дослiджуваної задачi в хо-
дi подальшої викладки будуть отриманi нестандартнi точнi (без залишкових
членiв) формули приросту.
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Почнемо з класичного варiанту формули приросту.
Позначимо ∆J(u) = J(ũ)− J(u). Очевидно, що

∆J(ũ) =

∫
S

∆ϕ(x(s, t1), s) ds+

∫∫
Π

∆F (x, s, t) ds dt. (3.1)

Функцiя ∆x = ∆x(s, t) є розв’язком наступної початково-крайової задачi:

DA∆x = ∆f(x, s, t), (s, t) ∈ Π; (3.2)

∆x(s, t0) = 0, s ∈ S; ∆x−(s1, t) = 0, t ∈ T ;

∆x+
t (s0, t) = ∆g(x+(s0, t), u(t)t), t ∈ T, (3.3)

∆x+(s0, t0) = 0.

Тут
∆f(x, s, t) = f(x̃, s, t)− f(x, s, t),

∆g(x+(s0, t), u(t), t) = g(x̃+(s0, t), ũ(t), t)− g(x+(s0, t), u(t), t).

Проробимо ряд достатньо стандартних операцiй, якi зазвичай використо-
вуються при виведеннi необхiдних умов оптимальностi першого порядку. В
формулi (3.1)

1. додамо нульовi доданки∫
T
〈p(t),∆x+

t (s0, t)−∆g(x+(s0, t), u(t), t)〉 dt∫∫
Π
〈ψ(s, t), DA∆x−∆f(x, s, t)〉 ds dt,

де ψ(s, t) = (ψ1(s, t), ψ2(s, t), ..., ψn(s, t)); p(t) = (p1(t), p2(t), ..., pm1
(t)) –

деякi, поки невизначенi вектор-функцiї, якi мають такi ж аналiтичнi вла-
стивостi, як i функцiї (s, t)→ x(s, t), t→ x+(s0, t) вiдповiдно; ця операцiя
рiвносильна введенню функцiї Лагранжа в дослiджуванiй задачi на екс-
тремум;

2. застосуємо формули iнтегрування частинами до∫
T
〈p(t),∆x+

t (s0, t)〉 dt,
∫∫

Π
〈ψ(s, t), DA∆x〉 ds dt;

при цьому узагальнена формула iнтегрування частинами (1.8) для дру-
гого iнтегралу буде мати наступний вигляд:∫∫

Π
〈ψ(s, t), DA∆x〉 ds dt =

∫
S
(〈ψ(s, t1),∆x(s, t1)〉−〈ψ(s, t0)∆x(s, t0)〉) ds−

−
∫
T
(〈ψ(s0, t), A(s0, t)∆x(s0, t)〉 − 〈ψ(s1, t), A(s1, t)∆x(s1, t)〉) dt−

−
∫∫

Π
〈DAψ + As(s, t)ψ(s, t),∆x(s, t)〉 ds dt; (3.4)
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3. введемо функцiї Понтрягiна

H(ψ, x, s, t) = 〈ψ(s, t), f(x, s, t)〉 − F (x, s, t),

h(p, x+, u, t) = 〈p(t), g(x+(s0, t), u(t), t)〉;

4. розкладемо прирiст ∆ϕ(x, s) за формулою Тейлора першого порядку;

5. при цьому

∆h(p, x+, u, t) = ∆ũh(p, x+, u, t) + ∆x̃+h(p, x+, ũ, t),

розкладемо прирiст

∆x̃+h(p, x+, ũ, t) i ∆H(ψ, x, s, t) = H(ψ, x̃, s, t)−H(ψ, x, s, t)

також по формулi Тейлора першого порядку, видiливши при цьому лiнiй-
ну частину вiдносно приросту стану процесу;

6. будемо вимагати, щоб вектор-функцiї ψ = ψ(s, t) i p = p(t) були розв’язками
наступної спряженої задачi (умова стацiонарностi функцiї Лагранжа що-
до стану):

DAψ + As(s, t)ψ = −Hx(ψ, x, s, t), (s, t) ∈ Π

ψ(s, t1) = −ϕx(x(s, t1), s), s ∈ S, (3.5)

ψ−(s0, t) = 0, ψ+(s1, t) = 0, t ∈ T ;

ψ−(s0, t) = 0, ṗ = −hx(p, x+(s0, t), u, t)− A+(s0, t)ψ
+(s0, t), t ∈ T,

p(t1) = 0. (3.6)

Тодi формула приросту набуде вигляду

∆J(u) = −
∫
T

∆ũh(p(t), x+(s0, t), u(t), t) dt+ η, (3.7)

η =

∫
S
oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds−

∫
T
[oh(

∥∥∆x+(s0, t)
∥∥)+

+ 〈∆ũhx + (p(t), x+(s0, t), u(t), t),∆x+(s0, t)〉] dt−

−
∫∫

Π
oH(‖∆x(x, t)‖) ds dt.

(3.8)

Покажемо, що при виконаннi (3.2) справедлива оцiнка

γ(t) = max
(ξ,τ)∈Π(t)

‖∆x(ξ, τ)‖ 6 K

∫
T

∥∥∆ũg(x+(s0, t), u(t), t)
∥∥ dt, (3.9)

Π(t) = {(ξ, τ) ∈ Π : τ 6 t}
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Для цього розглянемо iнтегральний варiант (1.7) системи (1.1):

∆xi(s, t) = ∆xi(ξ
(i)(s, t), τ (i)(s, t)) +

∫ t

τ (i)(s)
∆fi(x(ξ, τ), ξ, τ)

∣∣∣∣
ξ=s(i)(s,t;τ)

dτ,

(3.10)
де (ξ(i)(x, t), τ (i)(s, t)) – початкова точка характеристики ξ = s(i)(s, t; τ), i
введемо позначення

γ+(t) = max
t06τ6t

∥∥∆x+(s0, τ)
∥∥. (3.11)

Так як правi частини системи (3.2) задовiльняють умову Лiпшiца по x з де-
якою константою L > 0, то з врахуванням (3.10), (3.11) i умов ∆x−(s1, t) = 0,
∆x−(s, t0) = 0 маємо оцiнки

|∆xi(s, t)| 6 γ+(t) + L

∫ t

t0

γ(τ) dτ, i = 1, 2, ...,m1;

|∆xi(s, t)| 6 L

∫ t

t0

γ(τ) dτ, i = m2 + 1,m2 + 2, ..., n.

Правi частини цих нерiвностей не залежать вiд номерiв i й вiд змiнної s, тому
справедлива нерiвнiсть

γ(t) 6
√
nγ+(t) + L

√
n

∫ t

t0

γ(τ) dτ. (3.12)

Далi з (3.3) випливає, що∥∥∆x+(s0, t)
∥∥ 6 L1

∫ t

t0

∥∥∆x+(s0, τ)
∥∥ dτ +

∫ t

t0

∥∥∆ũg(x+(s0, τ), u(τ), τ)
∥∥ dτ

де L1 – константа Лiпшiца для функцiї g(x+, u, t). З цiєї нерiвностi отримаємо

γ+(t) 6 L1

∫ t

t0

γ+(τ) dτ +

∫ t

t0

∥∥∆ũg(x+(s0, τ), u(τ), τ)
∥∥ dτ.

Звiдси за леммою Гронуолла-Беллмана маємо

γ+(t) 6 L2

∫ t

t0

∥∥∆ũg(x+(s0, τ), u(τ), τ)
∥∥ dτ, L2 = eL1(t1−t0).

Пiдставимо цю нерiвнiсть в (3.12) i повторно застосуємо лемму Гронуолла-
Беллмана. В результатi отримаємо шукану оцiнку (3.9), в якiй

K =
√
nL2e

√
nL(t1−t0).

Формула приросту (3.7)-(3.8) i оцiнка приросту стану (3.9) представляють
собою зручнi промiжнi результати при доведеннi принципа максимума i об-
ґрунтуваннi збiжностi методiв пошуку керувань, якi задовольняють необхi-
дним умовам оптимальностi.
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4 Принцип максимума
Розглянемо формулу приросту цiльового функцiоналу на голковiй варi-

ацiї допустимого керування. В якостi параметрiв варiацiї виберемо точку
τ ∈ (t0, t1], число ε ∈ (0, τ − t0], вектор u ∈ U . Вiдрiзок вар’ювання (τ − ε, τ ]
повнiстю лежить в T . Голкову варiацiю керування u = u(t) задамо у виглядi

∆u(t) =

{
u− u(t), t ∈ (τ − ε, τ ],

0, t ∈ T\(τ − ε, τ ].
(4.1)

Скористаємося формулою (3.9) для оцiнки приросту стану, викликаного
даною варiацiєю керування, i оцiнимо залишковий член (3.8) в формулi (3.7)
наступним чином:

|η| 6
∣∣∣∣ ∫

S
o(ε) ds

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∫
T
o(ε) dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∫∫
Π
o(ε) ds dt

∣∣∣∣+
+

∫ τ

τ−ε

∥∥∆ũgx+(x+(s0, t), u(t), t)
∥∥ · ‖p(t)‖ · ∥∥∆x+(s0, t)

∥∥ dt.
Оскiльки функцiї gx+(x+(s0, t), u(t), t) i p(t) обмеженi на вiдрiзку T , то мо-

жна зробити висновок про те, що

η ∼ o(ε).

Тодi кiнцевий варiант формули приросту функцiонала на голковiй варiацiї
керування (4.1) має вигляд

∆J(u) = J(u+∆u)−J(u) = −
∫ τ

τ−ε
∆ũh(p(t), x+(s0, t), u(t), t) dt+o(ε). (4.2)

Отримана формула дозволяє сформулювати необхiдну умову оптимально-
стi першого порядку на зразок класичного принципа максимума Л.С. Пон-
трягiна.

Теорема 4.1. Нехай {u∗, x∗} – оптимальний процес в задачi (1.1), (2.1) -
(2.5). Тодi даний процес задовiльняє майже скрiзь на T принцип максимума

h(p∗(t), x+∗
(s0, t), u

∗(t), t) = max
u∈U

h(p∗(t), x+∗
(s0, t), u, t), (4.3)

де p∗(t) – розв’язок спряженої задачi (3.5)-(3.6) при x = x∗(s, t), u = u∗(t).

Зауваження 1. Для простоти викладу припускалось, що крайовi умови на
правiй боковiй границi прямокутника Π фiксованi. Аналогiчнi результати
можуть бути отриманi для задач, в яких крайовi умови на правому кiн-
цi також визначаються з керованої системи звичайних диференцiальних
рiвнянь вигляду

x−t (s1, t) = q(x−(s1, t), w(t), t), t ∈ T,
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x−(s1, t0) = [x0(s1)]
−,

w(t) ∈ W, t ∈ T
Зауваження 2. З врахуванням результатiв роботи [4] для задачi (1.1),
(2.1)–(2.5), в якiй правi частини системи (1.1) мiстять розподiленi керува-
ння, принцип максимума неважко розповсюдити на випадок розподiленого
керування i отримати додаткову поточкову умову максимума функцiї H.

Розглянемо лiнiйно-опуклий варiант задачi оптимального керування (1.1),
(2.1)–(2.5), в якому правi частини систем (1.1) i (2.3) лiнiйнi по стану:

f(x, s, t) = B(s, t)x+ d(s, t),

g(x+(s0, t), u(t), t) = G(t)x+(s0, t) + g(u(t), t),

а функцiї F (x, s, t) i ϕ(x, s) опуклi по x.

Теорема 4.2. Для лiнiйно-опуклого варiанту задачi оптимального керуван-
ня (1.1), (2.1)-(2.5) умова максимума (4.3) є необхiдною i достатньою умо-
вою оптимальностi процесу {u∗, x∗}.

Доведення даного твердження очевидне: достатньо розглянути формулу
приросту (3.7) на процесi, який задовiльняє умову максимума, i скористатися
тим, що залишковий член (3.8) в цiй формулi невiд’ємний в силу зроблених
припущень.

Цi достатньо стандартнi для теорiї оптимального керування достатнi умови
можна значно розширити в сферi застосування, якщо скористатися пiдходом
до перетворення принципа максимума, який був запропонований в [5].

Припустимо, що допустимий процес {u∗, x∗} задовiльняє посиленим умо-
вам принципу максимума у вихiднiй нелiнiйнiй задачi (1.1), (2.1)-(2.5).

Умова MH. Для майже всiх (s, t) ∈ Π вектор x∗(s, t) є розв’язком задачi

H(ψ∗(s, t), x, s, t)− 〈Hx(ψ
∗(s, t), x∗(s, t), s, t), x〉 → max, x ∈ En.

Умова Mh. Для майже всiх t ∈ T пара (u∗(t), x∗
+

(s0, t)) є розв’язком
задачi

h(p∗(t), x+, u, t)− 〈hx(p∗(t), x∗
+

(s0, t), u
∗(t), t), x+〉 → max,

x+ ∈ Em1, u ∈ U
Умова MB (гранична умова). Для майже всiх s ∈ S вектор x∗(s, t1) є

розв’язком задачi

ϕ(x, s) + 〈ψ(s, t1), x〉 → min, x ∈ En

Тут припускається, що ψ∗(s, t), p∗(t) – розв’язки спряжених задач (3.5),
(3.6) при x = x∗(s, t), u = u∗(t).

Вiдмiтимо, що з умови Mh випливає виконання принципа максимума (4.3)
на дослiджуваному процесi. Достатньо скористатися довiльнiстю x+ ∈ Em1 i
покласти x+ = x∗

+

(s0, t).
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Теорема 4.3. Якщо допустимий процес {u∗, x∗} задовiльняє умовам MH,
Mh i MB, то вiн є оптимальним в дослiджуванiй задачi.

Доведення. Розглянемо лагранжiан задачi (1.1), (2.1)-(2.5) в стандартнiй фор-
мi:

L(x, u, ψ∗, p∗) = J(u) +

∫∫
Π
〈ψ∗(s, t), DAx− f(x, s, t)〉 ds dt+

+

∫
T
〈p∗(t), ẋ+(s0, t)− g(x+(s0, t), u, t)〉 dt.

На довiльному допустимому процесi вiн спiвпадає з J(u), а з допомогою iн-
тегрування частинами L легко можна перетворити до наступного вигляду:

L(x, u, ψ∗, p∗) =

∫
S
[ϕ(s(s, t1), s) + 〈ψ∗(s, t1), x(s, t1)〉] ds−

−
∫
T
[h(p∗(t), x+(s0, t), u(t), t) + 〈ṗ∗(t), x+(s0, t)〉] dt−

−
∫∫

Π
[H(ψ∗(s, t), x(s, t), s, t) + 〈DAψ

∗ + As(s, t)ψ
∗(s, t), x(s, t)〉] ds dt+

+ 〈p∗(t1), x+(s0, t1)〉 − 〈p∗(t0), x+(s0, t0)〉 −
∫
S
〈ψ∗(s, t0), x(s, t0)〉 ds+

+

∫
T
[〈ψ∗(s1, t), A(s1, t)x(s1, t)〉 − 〈ψ∗(s0, t), A(s0, t)x(s0, t)〉] dt.

Скористаємося тим, що функцiї ψ∗(s, t) i p∗(t) є розв’язками спряжених за-
дач (3.5), (3.6). В останньому iнтегралi кожний скалярний добуток можна
представити у виглядi суми:

〈ψ∗, Ax〉 = 〈ψ∗+, A+x+〉+ 〈ψ∗−, A−x−〉.
В результатi отримуємо:

L(x, u, ψ∗, p∗) =

∫
S
[ϕ(s(s, t1), s) + 〈ψ∗(s, t1), x(s, t1)〉] ds−

−
∫
T
[h(p∗(t), x+(s0, t), u(t), t) + 〈hx(p∗(t), x∗

+

(s0, t), u
∗(t), t), x+(s0, t)〉] dt−

−
∫∫

Π
[H(ψ∗(s, t), x(s, t), s, t)− 〈Hx(ψ

∗(s, t), x∗(x, t), s, t), x〉] ds dt−

− 〈p∗(t0), (x0(s0))
+〉 −

∫
S
〈ψ∗(s, t0), x0(s)〉 ds+

∫
T
[〈ψ∗−(s1, t), A

−(s1, t)q(t)〉.

В даному виглядi три останнiх доданка на всiх допустимих процесах спiвпада-
ють, а виконання посилених умов максимума гарантує, що сума трьох перших
доданкiв досягає мiнiмума на трiйцi функцiй (u∗(t), x∗(S, t), x∗

+

(s0, t)), якщо
цю суму розглядати на всеможливих трiйках функцiй (u(t), x(s, t), x+(s0, t))
з властивостями компонент допустимих процесiв (навiть без врахування ди-
ференцiальних зв’язкiв задачi). Звiдси, з врахуванням рiвностi L = J на
допустимих процесах, i випливає справедливiсть теореми.
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5 Числовий метод
Викладенi ранiше результати: формула приросту цiльового функцiоналу

(3.7)–(3.8), оцiнка з допомогою нерiвностi (3.9) залишкового члена в цiй фор-
мулi через мiру областi голкової варiацiї i поточковий принцип максимума
(4.3), дозволяють використати в дослiджуванiй задачi iтерацiйнi методи по-
слiдовних наближень, розробленi для задач оптимального керування систе-
мами звичайних диференцiальних рiвнянь [3, 4]. При цьому для всiх збiжних
модифiкацiй методiв, застосування яких можливе в дослiджуванiй задачi,
використовуються стандартнi конструкцiї наступного вигляду:

wu(v, t) = ∆vh(p(t), x+(s0, t),

u(t), t) = h(p(t)), x+(s0, t), v(t), t)− h(p(t), x+(s0, t), u(t), t).

u(t) : wu(u(t), t) = max
v∈U

wu(v, t), (5.1)

wu(t) = wu(u(t), t) > 0, t ∈ T, (5.2)

Vu =
1

t1 − t0

∫
T
wu(t) dt (5.3)

Очевидно, що якщо Vu = 0, то допустиме керування u(t) задовiльняє прин-
цип максимума. На базi керування u(t) будується однопараметрична сiм’я
керувань

uε(t) = u(t) + χε(t)(u− u(t)), t ∈ T, (5.4)

де функцiя χε(t) ∈ L∞(T ) – характеристична функцiя:

χε(t) =

{
1, t ∈ Tu(ε),
0, t ∈ T\Tu(ε)

Тут Tu(ε) – однопараметрична сiм’я множин з вiдрiзка T , мiра яких лiнiйно
залежить вiд ε ∈ [0, 1].

Можливiсть покращення керування, яке не задовiльняє принципу макси-
мума, базується на нерiвностi

J(uε)− J(u) 6 −
∫
Tu(ε)

wu(t) dt+Mε1+γ,

яку можна отримати за умови, що

∆J(u) 6 −
∫
Tu(ε)

∆uεh(p(t), x+(s0, t), u(t), t) dt+Mε1+γ, (5.5)

M > 0, γ > 0.
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Твердження 1. Нехай у доповнення до припущень на вхiднi данi задачi
оптимального керування (1.1), (2.1)-(2.5), якi сформульованi в § 2, функцiї
fx(x, s, t), φx(x(s, t1), s), Fx(x, s, t), gx(x+(s0, t), u(t), t) задовiльняють умову
Лiпшiца по x з деякими костантами, якi не залежать вiд вибору допусти-
мого процесу i змiнних (s, t). Тодi для довiльних допустимих керувань u(t)
i uε(t) вигляду (5.4) нерiвнiсть (5.5) виконується при γ = 1.

Доведення. Розглянемо прирiст функцiонала J(uε)− J(u). Позначимо через
xε = xε(s, t) – розв’язок задачi (1.1), (2.1)-(2.3) при керуваннi uε = uε(t),
∆x(s, t) = xε(s, t)− x(s, t).

Тодi для залишкового члена (3.8) справедливi наступнi представлення:

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) = 〈ϕx(x+ V1∆x, s)− ϕx(x(s, t1), s),∆x(s, t1)〉,

oh(
∥∥∆x+(s0, t)

∥∥) = 〈hx+(p(t), x+ + V2∆x
+, uε(t), t)−

− hx+(p(t), x+(s0, t), uε(t), t),∆x
+(s0, t)〉,

oH(‖∆x(x, t)‖) = 〈Hx(ψ, x+ V3∆x, x, t)−Hx(ψ, x, s, t),∆x(s, t)〉,
0 6 Vi 6 1, i = 1, 2, 3.

Застосуємо умови Лiпшiца i скористаємося тим, що функцiя p(t) обмежена
на T . В результатi отримаємо оцiнку залишкового члена у формулi приросту:

|η| 6Mε2,

де константаM не залежить вiд вибору допустимих процесiв {u, x} i {uε, xε}.
Тим самим встановлена справедливiсть даного твердження.

В залежностi вiд способiв вибору параметра ε можуть бути запропонованi
два варiанти методу.

Нехай задано початкове наближення з класу допустимих функцiй u0 = u0(t).
Опишемо k-у iтерацiю методу, тобто перехiд вiд uk(t) до uk+1(t), k = 0, 1, 2, ...

Крок 1. По керуванню uk знайдемо функцiї x+k

(s0, t) i pk(t), якi є розв’язками
задач (2.3) i (3.5)-(3.6).

Крок 2. Пiсля розв’язання допомiжної задачi (5.1) при x+ = x+k

(s0, t),
p = pk(t), знайдемо керування uk = uk(t).

Крок 3. По керуванню uk, скориставшись формулами (5.2), (5.3), обчисли-
мо функцiю wk(t) i середнє значення цiєї функцiї – число Vk. Якщо Vk = 0, то
керування uk задовiльняє скiнченно-вимiрному принципу максимума i розв’язок
задачi даним методом зупиняється. Якщо ж Vk > 0, то будуємо сiм’ю керу-
вань ukε за правилом (5.4), в якому u = uk, Tu(ε) = Tk(ε).

Крок 4. В першому варiантi методу параметр εk визначається як розв’язок
задачi одновимiрної мiнiмiзацiї

J(ukεk) = min
ε∈[0,1]

J(ukε);
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в другому варiантi методу крок визначається з менш жорсткої умови

εk = δl, l = 0, 1, ...,

J(ukδl)− J(uk) 6 −NkVσk γ
γ + 1

δl. (5.6)

Тут δ ∈ (0, 1) – фiксоване число, яке є параметром методу; l - мiнiмальний
номер, при якому справедлива нерiвнiсть (5.6); Nk i σ – додатнi числа, якi
визначаються способом побудови областей варiацiї Tk(ε). Другий спосiб часто
буває зручнiшим в практичнiй реалiзацiї методу.

Iтерацiя методу закiнчується вибором наступного наближення керування
як uk+1 = ukεk .

Результати дослiдження даного методу на збiжнiсть аналогiчнi результа-
там, якi були отриманi в роботах [3, 4], i можуть бути сформульованi у виглядi
наступної теореми.

Теорема 5.1. Нехай в задачi оптимального керування (1.1), (2.1)-(2.5):

1. справедлива нерiвнiсть (5.5);

2. функцiонал J(u) обмежений знизу на множинi допустимих керувань;

3. областi голкової варiацiї Tk(ε) пiдiбранi таким чином, щоб на кожному
кроцi методу виконувалася нерiвнiсть∫

Tk(ε)
wk(t) dt > NkVσk ε, ε ∈ [0, 1], (5.7)

Nk > N > 0, k = 0, 1, ..., σ > 1.

Тодi для довiльного допустимого початкового наближення U 0 = u0(t) по-
слiдовнiсть керувань, згенерованих методом, є релаксацiйною i збiгається
в сенсi

Vk → 0, k →∞.

Доведення. Розглянемо нерiвнiсть (5.5) i нехай u = uk, uε = ukε , Tu(ε) = Tk(ε).
Посилимо дану нерiвнiсть за рахунок (5.7) i отримаємо

J(ukε)− J(u) 6 −
∫
Tk(ε)

wk(t) dt+Mε1+γ 6 −NkVσk ε+Mε1+γ. (5.8)

Функцiя rk(ε) = −NkVσk ε+Mε1+γ є опуклою функцiєю додатнього аргументу
ε i досягає глобального мiнiмума в точцi

ε∗k = (
NkVσk

M(1 + γ)
)

1
γ .

18



Рiвняння прямої, яка проходить через точки (0, 0) i (ε∗k, rk(ε
∗
k)), має вигляд

zk(ε) = −NkVσk γ
1 + γ

ε.

Скориставшись тим, що хорда, яка стягує двi точки графiка опуклої функцiї,
лежить не нижче графiка цiєї функцiї, посилюємо (5.8):

J(ukε)− J(u) 6 −NkVσk γ
1 + γ

ε, ε ∈ (0, ε∗k) ∩ (0, 1].

Розглянемо перший варiант методу, коли величина εk на 4-ому кроцi виби-
рається як розв’язок задачi одновимiрної мiнiмiзацiї. Тодi

J(uk+1)− J(uk) 6
NkVσk γ
1 + γ

min{1, ε∗k}. (5.9)

Звiдси одразу випливає релаксацiйнiсть методу: J(uk+1) 6 J(uk). З обмеже-
ностi знизу цiльового функцiонала випливає збiжнiсть

lim
k→∞

[J(uk+1)− J(uk)] = 0.

При переходi в (5.9) до границi при k →∞, отримаємо

Vk → 0, k →∞.

Для другого варiанту вибору εk на 4-ому кроцi методу змiни в доведеннi
незначнi. Оскiльки l – мiнiмальний номер, при якому справджується (5.6),
то для (l − 1) ця нерiвнiсть не виконується. Такий випадок можливий лише
тодi, коли

δl−1 > min{1, ε∗k},
а вiдповiдно

δl < δmin{1, ε∗k}.
Пiдставимо дану нерiвнiсть в (5.6) i отримаємо

J(ukε)− J(u) 6 −δNkVσk γ
1 + γ

min{1, ε∗k}.

Дана нерiвнiсть вiдрiзняється вiд (5.9) лише постiйним множником δ в правiй
частинi, що не впливає на хiд подальших суджень.

6 Варiацiйнi умови оптимальностi для задач лi-
нiйних по стану

Отриманий вище принцип максимума є достатньо прогнозований в зада-
чi (1.1), (2.1)–(2.5). Голкова варiацiя керування, завдяки диференцiйному
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зв’язковi на границi, викликає мале по нормi простору C(T ) збурення по-
чаткового стану, яке потiм розповсюджується по областi Π. До значно бiльш
повних i нестандартних результатiв приводить розгляд часткового класу за-
дач типу (1.1), (2.1)–(2.5) з лiнiйними по стану правими частинами дифе-
ренцiальних рiвнянь i залежними вiд керування коефiцiєнтами при фазових
змiнних. Остання обставина є причиною того, що в задачi навiть у випадку
лiнiйного цiльового функцiонала не будуть виконуватися умови достатньостi
принципа максимума, якi сформульованi в теоремi 4.2. Неефективними тут
є i достатнi умови теореми 4.3. Крiм того, застосування для такої задачi за-
гальних алгоритмiв §5 приводить до iтерацiйного процесу, на кожному кроцi
якого необхiдно неодноразово iнтегрувати системи гiперболiчних рiвнянь.

Нижче для такої, в загальному нелiнiйної, задачi оптимiзацiї доводяться
необхiднi i одночасно достатнi умови оптимальностi в формi варiацiйного
принципу максимума. Доведення базується на двох нестандартних точних
(без залишкового члена) формулах приросту цiльового функцiоналу, якi ви-
користовують проварйований фазовий стан системи або розв’язок спряженої
задачi. Наслiдком варiацiйного принципу максимума є два варiанти редукцiї
розподiленої задачi до задачi оптимального керування звичайними динамi-
чними системами.

6.1 Постановка задачi
Нехай в задачi (1.1), (2.1)–(2.5) функцiї f(x(s, t), s, t), ϕ(x(s, t1), s),

g(x+(s0, t), u(t), t) i F (x, s, t) лiнiйнi по стану:

f(x, s, t) = B(s, t)x+ d(s, t),

g(x+(s0, t), u, t) = C(u(t), t)x+(s0, t) + b(u(t), t),

φ(x(s, t1), s) = 〈c(s), x(s, t1)〉,
F (x, s, t) = 〈b0(s, t), x(s, t)〉.

Тут B(s, t) i C(u(t), t) – матричнi функцiї розмiрностi n×n i m1 ×m1 вiд-
повiдно; d(s, t), c(s), b0(s, t) – n-вимiрнi, b(u, t) – m1-вимiрна вектор-функцiї.
Тодi отримаємо наступну задачу оптимального керування:

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= B(s, t)x+ d(s, t), (6.1)

(s, t) ∈ Π = S × T, S = [s0, s1], T = [t0, t1];

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S; (6.2)

x−(s1, t) = q(t), t ∈ T ; (6.3)

∂x+(s0, t)

∂t
= C(u(t), t)x+(s0, t) + b(u(t), t), t ∈ T ; (6.4)

x+(s0, t0) = (x0(s0))
+;
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u(t) ∈ U, t ∈ T, U ⊂ Er; (6.5)

J(u) =

∫
S
〈c(s), x(s, t1)〉 ds+

∫∫
Π
〈b0(s, t), x(s, t)〉 ds dt. (6.6)

Задача (6.1)-(6.6) розглядається в припущеннях § 1.2.
Дослiджувана задача не вiдноситься до класу лiнiйно-опуклих задач, для

яких в силу теореми 4.2 принцип максимума є необхiдною i достатньою умо-
вою оптимальностi.

Неважко переконатися, що для задачi (6.1)-(6.6) тривiально виконуються
умови MH i MB теореми 4.3, але умова Mh не виконується.

6.2 Варiацiйнi принципи максимума.
Побудуємо вiдмiний вiд класичного точний варiант формули приросту цi-

льового функцiоналу. Розглянемо два допустимих процеси {u, x = x(s, t, u)},
{ũ = u+ ∆u, x̃ = = x(s, t, ũ) = x+ ∆x}. Тодi система приростiв стану набуде
вигляду

DA∆x = B(s, t)∆x, (s, t) ∈ Π; (6.7)

∆x(s, t0) = 0, s ∈ S; ∆x−(s1, t) = 0, t ∈ T.
∆x+

t (s0, t) = C(ũ(t), t)x̃+(s0, t)−C(u(t), t)x+(s0, t)−∆b(u(t), t), t ∈ T, (6.8)

∆x+(s0, t0) = 0,

де ∆b(u(t), t) = b(ũ(t), t)− b(u(t), t).
Перетворимо праву частину формули (6.8), використавши представлення

C(ũ, t)x+(s0, t)−C(u, t)x+(s0, t) = ∆ũC(u(t), t)x̃+(s0, t)+C(u(t), t)∆x+(s0, t),
(6.9)

i з врахуванням (6.7) отримаємо формулу приросту цiльового функцiоналу

∆J(u) = J(ũ)− J(u) =

∫
S
〈c(s),∆x(s, t1)〉 ds+

+

∫∫
Π
〈ψ(s, t), DA∆x−B(s, t)∆x(s, t)〉 ds dt+

+

∫∫
Π
〈b0(s, t),∆x(s, t)〉 ds dt+

∫
T
〈p(t),∆x+

t (s0, t)−

−∆ũC(u(t), t)x̃+(s0, t)− C(u(t), t)∆x+(s0, t)−∆b(u(t), t)〉 dt, (6.10)

де ψ(s, t) = (ψ1(s, t), ψ2(s, t), ..., ψn(s, t)); p(t) = (p1(t), p2(t), ..., pm1
(t)) – поки

довiльнi вектор-функцiї, якi мають такi ж аналiтичнi властивостi як i функцiї
(s, t)→ x(s, t), t→ x+(s0, t) вiдповiдно.

В (6.10) застосуємо до доданкiв∫
T
〈p(t),∆x+

t (s0, t)〉 dt;
∫∫

Π
〈ψ(s, t), DA∆x〉 ds dt
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звичайну i узагальнену (1.8) формули iнтегрування по частинах вiдповiдно.
Отримаємо

∆J(u) =

∫
S
〈c(s),∆x(s, t1)〉 ds+

∫
S
〈ψ(s, t1),∆x(s, t1)〉 ds−

−
∫∫

Π
〈DAψ + Asψ +BTψ,∆x〉 ds dt+

∫∫
Π
〈b0(s, t),∆x(s, t)〉 ds dt+

+

∫
T
[〈A+(s1, t)ψ

+(s1, t),∆x
+(s1, t)〉 − 〈A+(s0, t)ψ

+(s0, t),∆x
+(s0, t)〉−

− 〈A−(s0, t), ψ
−(s0, t),∆x

−(s0, t)〉 − 〈ṗ(t),∆x+(s0, t)〉−
− 〈p(t),∆ũC(u(t), t)x̃+(s0, t) + C(u(t), t)∆x+(s0, t) + ∆b(u(t), t)〉] dt+

+ 〈p(t1),∆x+(s0, t1)〉.

В останньому iнтегралi вiдмовимося вiд традицiйного переходу до незбуре-
ного значення стану x+ = x+(s0, t, u) i будемо вимагати, щоб функцiї ψ(s, t)
i (p(t) = p(t, u)) були розв’язками наступної спряженої задачi:

DAψ + Asψ = −BT (s, t)ψ + b0(s, t), (s, t) ∈ Π; (6.11)

ψ(s, t1) = −c(s), s ∈ S;

ψ+(s1, t) = 0, ψ−(s0, t) = 0, t ∈ T.
ṗ = −CT (u(t), t)p(t)− A+(s0, t)ψ

+(s0, t), t ∈ T ; (6.12)

p(t1) = 0.

В результатi отримаємо формулу приросту цiльового функцiоналу у ви-
глядi

∆J(u) = −
∫
T
〈p(t, u),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, ũ) + ∆b(u(t), t)〉 dt. (6.13)

Друга формула приросту є симетричною i отримується в результатi вико-
ристанння в (6.8) наступного представлення:

C(ũ, t)x̃+ − C(u, t)x+ = ∆ũC(u(t), t)x+ + C(ũ, t)∆x+. (6.14)

Тодi

∆J(u) = −
∫
T
〈p(t, ũ),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, u) + ∆b(u(t), t)〉 dt. (6.15)

В силу довiльностi допустимих керувань u(t) i ũ(t) формула (6.15) може бути
отримана з (6.13) формальною замiною u на ũ i ũ на u.

Вiдмiтимо принципову вiдмiннiсть формул (6.13), (6.15) вiд стандартної
формули приросту (3.7)-(3.8), використаної ранiше при доведеннi принципа
максимума: формули (6.13), (6.15) є точними(без залишкових членiв). Але
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при цьому системи (6.4) або (6.12) iнтегруються на збурених керуваннях.
Кожна з формул (6.13), (6.15) безпосередньо приводить до необхiдних i до-
статнiх умов оптимальностi, якi зводять вихiдну задачу до лiнiйних по стану
задач оптимального керування системами звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Достатньо замiтити, що в (6.13) всi пари (ũ, x̃+) зв’язанi системою зви-
чайних диференцiальних рiвнянь (6.4), а в (6.15) системою (6.12) зв’язанi
пари ũ, p(t, ũ). Вiдповiднi результати природньо назвати варiацiйними прин-
ципами максимума для лiнiйних по стану задач оптимiзацiї гiперболiчних
систем.

Для точного формулювання умов оптимальностi, якi випливають з фор-
мули (6.13), розглянемо наступну задачу оптимальностi керування LP (y) си-
стемою звичайних диференцiальних рiвнянь:

I(v) = −
∫
T
〈p(t, u), (C(v(t), t)−C(u(t), t))y(t, v)+b(v(t), t)−b(u(t), t)〉 dt→ min,

ẏ = C(v(t), t)y + b(v(t), t), t ∈ T, (6.16)

y(t0) = (x0(s0))
+, v(t) ∈ U, t ∈ T.

Тут u(t), p(t, u) – фiксованi функцiї, y = y(t) – m1-вимiрна функцiя стану,
v(t) – керування, яке задовiльняє тим же обмеженням, що й керуюча функцiя
вихiдної задачi оптимального керування.

Аналогiчно формула (6.15) природнiм чином приводить до наступної задачi
LP (p):

Φ(v) = −
∫
T
〈p(t, v), (C(v(t), t)− C(u(t), t))x+(s0, t, u)+

+ b(v(t), t)− b(u(t), t)〉 dt→ min,

ṗ = −CT (v(t), t)p− A+(s0, t)ψ
+(s0, t), t ∈ T, (6.17)

p(t1) = 0, v(t) ∈ U, t ∈ T.

Тут u(t), ψ+(s0, t) – фiксованi функцiї, x+(s0, t, u) – розв’язок задачi Кошi
(6.4) при u = u(t); p = p(t) – m1-вимiрна функцiя стану.

Теорема 6.1. Варiацiйнi принципи максимума. Для оптимальностi
керування ũ(t) в задачi (6.1)-(6.6) необхiдно i достатньо, щоб керування
(̃v) = ũ(t) було оптимальним в кожнiй iз задач LP (y) i LP (p). Зокрема, це
необхiдно i достатньо для оптимальностi дослiджуваного керування u(t).

Доведення безпосередньо випливає з формул (6.13), (6.15). З цих же фор-
мул випливає, що оптимальне значення функцiї в задачi (6.1)-(6.6) дорiвнює

J(ũ) = J(u) + I(ũ) = J(u) + Φ(ũ).
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Якщо умови оптимальностi цiєї теореми, зв’язанi з задачею LP (y), можна
отримати з принципа Лагранжа (наприклад, деталiзуючи лагранжiан в до-
веденнi теореми 4.3), то для задачi LP (p) цього зробити не можна, i скорiш
за все наявнiсть двох систем оптимальностi є одним з проявiв двоїстостi в
задачi (6.1)-(6.6).

6.3 Редукцiї задач i методи розв’язку.
Обговоримо конструктивнi особливостi редукцiй, якi випливають з теореми

6.1, а також можливi числовi методи покращення.
З формули (6.13) i вiдповiдного варiацiйного принципу максимума випли-

ває, що для розв’язку задачi оптимального керування (6.1)-(6.6) необхiдно
виконати наступнi операцiї.

1. Задати довiльне допустиме керування u(t). Обчислити вiдповiдний йому
розв’язок p = p(t, u) спряженої задачi (6.12). Вiдмiтимо, що для цього не-
обхiдно також знайти розв’язок задачi (6.11), яке не залежить вiд вибору
допустимого процесу.

2. Розв’язати задачу оптимального керування системою звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь (6.16).

Вiдповiдно, для розв’язку вихiдної задачi (6.1)-(6.6) необхiдно всього лиш
2 рази проiнтегрувати системи диференцiальних рiвнянь з частковими похi-
дними (пошук ψ = ψ(s, t) i стану, який вiдповiдає оптимальному керуванню).

Розв’язок задачi оптимального керування (6.1)-(6.6) на основi формули
(6.15) i вiдповiдного варiацiйного принципа максимума зводиться до насту-
пних операцiй.

1. Задається довiльне допустиме керування u(t). Обчислюються

x+ = x+(s0, t, u) i ψ = ψ(s, t).

2. Розв’язується задача оптимального керування системою звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь (6.17). Важкiсть реалiзацiї даної схеми така ж
– подвiйне iнтегрування систем диференцiальних рiвнянь з частковими
похiдними, а також розв’язок лiнiйної по стану задачi оптимального ке-
рування системою звичайних диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо детальнiше, наприклад, задачу оптимального керування (6.17).
З математичної точки зору це лiнiйна задача оптимального керування си-
стемою звичайних диференцiальних рiвнянь. Її характерною особливiстю є
те, що матриця коефiцiєнтiв системи залежить вiд керування. Таким чином,
принцип максимума не є достатньою умовою оптимальностi. Для розв’язку
можна використати нестандартнi процедури, також побудованi на iдеях то-
чних формул приросту [1, 13, 14].
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Для двох допустимих процесiв {v, p} i {ũ = v + ∆v, p̃ = p + ∆p} формула
приросту цiльового функцiоналу має вигляд

∆I(v) =

∫
T

∆vH(ξ(t, v), p(t, ṽ), v, t) dt, (6.18)

або
∆I(v) =

∫
T

∆vH(ξ(t, ṽ), p(t, v), v, t) dt, (6.19)

де вектор-функцiя ξ = ξ(t) задовiльняє спряжену систему рiвнянь:

ξ̇ = C(v, t)ξ(t) + (C(v, t)− C(u, t))x+(s0, t, u), t ∈ T,

ξ(t0) = 0, (6.20)

а скалярна функцiя H = H(ξ, p, t, v) – функцiя Понтрягiна для задачi (6.17):

H(ξ, p, v, t) = 〈ξ(t),−CT (v, t)p(t)− A+ψ+(s0, t)〉−
− 〈p(t), (C(v, t)− C(u, t))x+(s0, t, u)〉. (6.21)

Введемо вiдображення v∗(ξ, p, t) з допомогою екстремального вiдношення

v∗(ξ, p, t) = arg min
v∈V

H(ξ, p, v, t), (6.22)

де ξ ∈ Em1, p ∈ Em1, t ∈ T . Позначимо через Dp(t) – множину досяжностi
фазової системи в момент t ∈ T :

Dp(t) = {p(t, v), v ∈ V };

Dξ – множина досяжностi спряженої системи в момент t ∈ T :

Dξ(t) = {ξ(t, v), v ∈ V }.

Тодi для оптимальностi керування v(t) в задачi (6.1) достатньо виконання
хоча б однiєї з симетричної пари умов:

v(t) = v∗(ξ(t, v), p, t), p ∈ Dp(t), t ∈ T ; (6.23)

v(t) = v∗(ξ, p(t, v), t), ξ ∈ Dξ(t), t ∈ T. (6.24)

Можуть бути запропонованi двi процедури покращення керування v.
На основi формули приросту (6.18) (умови (6.23)) будується перша проце-

дура покращення:

1. знаючи v, знайдемо ξ(t, v), t ∈ T ;

2. сформуємо екстремальне керування: ṽ∗(p, t) = v∗(ξ(t, v), p, t);
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3. знайдемо розв’язок p(t), t ∈ T фазової системи

ṗ = −CT (ṽ∗(p, t), t)p− A+ξ+(s0, t),

p(t1) = 0 (6.25)

разом з керуванням ṽ(t) = ṽ∗(p(t), t), t ∈ T .

Властивiсть покращення цiлком очевидна. Оскiльки

ṽ(t) = v∗(ξ(t, v), p(t, ṽ), t),

то в силу визначення вiдображення v∗ отримаємо

∆ṽ(t)H(ξ(t, v), p(t, ṽ), v(t), t) 6 0, t ∈ T.

Звiдси на основi формули приросту (6.18) робимо висновок, що

∆ṽI(v) 6 0.

Таким чином для довiльного допустимого керування v перша процедура
покращення утворює керування, яке задовiльняє умову I(ṽ) 6 I(v). Рiвнiсть
ṽ(t) = v(t), t ∈ T означає, що вихiдне керування v(t) задовiльняє принцип
максимума.

Симетрична схема покращення буде отримана на основi формули приросту
(6.19) (умова (6.24)):

1. знаючи v, знайдемо p(t, v), t ∈ T ;

2. сформуємо екстремальне керування: ṽ∗(ξ, t) = v∗(ξ, p(t, v), t);

3. знайдемо розв’язок ξ(t), t ∈ T спряженої системи:

ξ̇ = C(ṽ∗(ξ, t), t)ξ(t) + (C(ṽ∗(ξ, t), t)− C(u, t))x+(s0, t, u), t ∈ T,

ξ(t0) = 0 (6.26)

разом з керуванням ṽ(t) = ṽ∗(ξ(t), t), t ∈ T .

На виходi процедури отримаємо допустиме керування з властивiстю по-
кращення. Спiвпадiння ṽ(t) = v(t), t ∈ T означає принцип максимума для
керування v = v(t).

В цiлях коректностi природньо припустити, що розв’язок p(t) = p(t, ṽ)
задачi Кошi (6.25) в першiй процедурi i розв’язок ξ(t) = ξ(t, ṽ) задачi Кошi
(6.26) в другiй процедурi iснують на T , причому вiдповiдне керування ṽ(t),
t ∈ T в обох випадках є обмеженою i вимiрною вектор-функцiєю.

По важкостi реалiзацiї друга процедура аналогiчна першiй: i в тому, i в
другому випадку цiна покращення дорiвнює двом задачам Кошi (для фазової
i спряженої систем).
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Значною властивiстю обох процедур є те, що їх реалiзацiя зв’язана з iнте-
груванням розривних по фазових або спряжених змiнних систем (6.25) або
(6.26). В роботах В.А. Срочко зi спiвавторами [1, 13, 14] показано, що мо-
жлива неєдинiсть розв’язку, яка виникає при iнтегруваннi розривних систем,
що не є мiнусом. Навпаки, неєдинiсть розв’язку дозволяє в рядi випадкiв
покращити керування, яке задовiльняє принцип максимума.

Аналогiчна схема може бути також запропонована i для задачi (6.16). Для
розв’язку допомiжних задач (6.16), (6.17) можуть бути застосованi i iншi ме-
тоди пошуку розв’язку задач оптимального керування системами звичайних
диференцiальних рiвнянь, якi вже стали класичними.
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7 Задача оптимального керування популяцiєю,
розподiлена за вiком

7.1 Постановка задачi
На деякому вiдрiзку T = [0, tk] розглянемо функцiю двох незалежних змiн-

них x = = x(s, t), яка характеризує щiльнiсть розподiлу деякого виду популя-
цiї в залежностi вiд вiку s ∈ S = [0, sk], sk – максимальна тривалiсть життя.
Коротко пояснимо поняття вiкової щiльностi популяцiї. Нехай g(s, t) – число
осiб даного виду, вiк яких в момент часу t менший за s. Тодi пiд щiльнiстю
розподiлу спостережуваного виду популяцiї розумiємо:

x(s, t) = lim
∆s→0

g(s+ ∆s, t)− g(s, t)

∆s
=
∂g(s, t)

∂s
.

Припускаючи, що змiна чисельностi популяцiї може вiдбуватися лише за
рахунок народжуваностi i смертностi її членiв, а число померлих осiб пропор-
цiйне загальнiй чисельностi популяцiї, приходимо до наступного рiвняння в
часткових похiдних: [2, 12]

∂x(s, t)

∂t
+
∂x(s, t)

∂s
= −µ(s)x(s, t), s ∈ S, t ∈ T (7.1)

з початковими крайовими умовами:

x(s, 0) = x0(s), s ∈ S, (7.2)

x(0, t) = β(t)

∫ s2

s1

K(s)u(s)x(s, t) ds, t ∈ T, (7.3)

Тут µ(s) – коефiцiєнт смертностi; x0(s) – початковий розподiл популяцiї за
вiком; β(t) – коефiцiєнт, який характеризує середнiй рiвень народжуваностi
в кожний момент часу; K(s) – доля самок. Роль керування грає функцiя
u = u(s), яка задає вiковий розподiл осiб, здатних народжувати. Ця функцiя
задовiльняє наступним умовам:∫ s2

s1

u(s) ds = 1, u(s) > 0, (7.4)

де s1, s2 – границi дiтородного вiку, 0 < s1 < s2 6 sk.
Мета задачi – мiнiмiзацiя функцiонала:

J(u) =

∫
S
ϕ(x(s, tk), s) ds. (7.5)

Зокрема, якщо

ϕ(x, s) =
1

2
[x(s, tk)− x(s)]2,
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де x = x(s) – задана функцiя, тодi метою керування буде досягнення заданої
щiльностi x в кiнцевий момент часу. В такому випадку задача може бути
розглянута як обернена задача математичної фiзики, мета якої полягає у
вiдновленнi коефiцiєнта u(s) по вiдомим даним з спостереження в кiнцевий
момент часу.

Задача оптимального керування (7.1)-(7.5) дослiджується при наступних
умовах на її параметри:

1. функцiї u = u(s), K = K(s) неперервно-диференцiйованi на вiдрiзку
[s1, s2]; при проведенi промiжних викладок зручно вважати, що

u(s) ≡ 0, K(s) ≡ 0, s /∈ [s1, s2]; (7.6)

2. функцiї x0(s) i β(t) неперервно-диференцiйованi на вiдрiзках S i T вiд-
повiдно;

3. функцiя µ(s) неперервна на пiвiнтервалi [0, sk) i задовольняє умову∫ sk

0
µ(s) ds = +∞ (7.7)

4. функцiя ϕ(x, s) неперервна по сукупностi своїх аргументiв i має непе-
рервнi й обмеженi похiднi по x скрiзь в своїй областi визначення.

Нестандартнiсть умови (7.3) на границi полягає в тому, що значення x(0, t)
задається не у виглядi фiксованої функцiї, а обчислюється в кожний момент
часу iнтегруванням виразу, в який входить шуканий розв’язок в даний мо-
мент часу. Умова (7.7) забезпечує нульову щiльнiсть, якщо вiк особи переви-
щує максимальний вiк sk.

Розв’язок задачi з початковими крайовими умовами (7.1) - (7.3) потрiбно
розумiти як розв’язок iнтегрального рiвняння, побудованого на сiмействi ха-
рактеристик диференцiального рiвняння (7.1):

x(s, t) =

{
x0(s− t) exp

(
−
∫ s
s−t µ(ρ)

)
, s > t,

β(t− s)
∫ s2

s1
K(r)u(r)x(r, t− s) dr exp

(
−
∫ s

0 µ(ρ) dρ
)
, s < t.

(7.8)

При зроблених припущеннях для довiльного допустимого керування розвя-
зок задачi з початковими крайовими умовами (7.1) - (7.3), яке ми розумiємо в
сенсi (7.8), буде невiд’ємною функцiєю i гладкою в областях s < t i s > t [19].
Можливою лiнiєю розриву є пряма s = t. Можна гарантувати неперервнiсть
функцiї x(s, t) скрiзь у дослiджуванiй областi лише за умови узгодження

x0(0) = β(0)

∫ s2

s1

K(s)u(s)x0(s, t) ds. (7.9)

Дану умову можна вважати додатковим iнтегральним обмеженням на ке-
рування.
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Описана модель є однiєї з рiзновидностей структурованих за вiком керова-
них процесiв. Крiм моделей динамiки популяцiй, задачi з початковими кра-
йовими умовами (7.1) - (7.3) використовуються для вивчення процесiв розпо-
всюдження iнфекцiйних захворювань i наркоманiї [18], динамiки безробiття
[18], динамiки капiтальних процесiв з урахуванням структури основних еко-
номiчних фондiв та iншi. При цьому стан процесу може описуватися i вектор-
ною функцiєю (окремi рiвняння, якi описують змiну чисельностi самцiв i са-
мок; залежних i незалежних вiд наркотикiв осiб та iншi). В бiльшостi моделей
керування входить в правi частини диференцiальних рiвнянь чи систем, а ре-
зультати обмежуються доведенням поточкового чи диференцiйованого прин-
ципа максимума. В роботi [17] задача оптимального керування розглянутого
виду дослiджувалася з керованим впливом β = β(t). Автори цитованих ста-
тей обмежилися отриманням аналога лiнiаризованого принципа максимума.
Основна мета даної роботи – отримання некласичної необхiдної умови опти-
мальностi i побудови числових методiв на основi застосування нестандартної
варiацiї, яка задовiльняє обмеження (7.4).
Зауваження 7.1. Описану нижче процедуру можна застосувати i до задачi
iз загальними iнтегральними обмеженнями. Нехай керований процес {u, x}
задовiльняє наступну початково-крайову задачу:

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x, s, t), (s, t) ∈ Π,

x(s, t0) = p(u(s), s), s ∈ S,

x+(s0, t) = M(t)x−(s0, t) + g(1)(t), t ∈ T,

x−(s1, t) = M(t)x+(s0, t) + g(2)(t), t ∈ T.

Пiд допустимим керуванням будемо розумiти неперервно-диференцiйовнi
функцiї, якi задовiльняють iнтегральним обмеженням:∫

S
Φj(u(s)) ds = Lj, j = 1, 2, ..., k,

з додатковою умовою однорiдностi пiдiнтегральних функцiй

Φj(λu) = λαΦj(u), α > 1.

Метою даної задачi є мiнiмiзацiя функцiонала:

J(u) =

∫
S
ϕ(x(s, t1), s) ds+

∫∫
Π
F (x, s, t) ds dt.
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7.2 Формула приросту i небхiдна умова оптимальностi
Розглянемо прирiст цiльового функцiоналу (7.5) на двох допустимих про-

цесах {u, x} i {ũ = u+ ∆u, x̃ = x+ ∆x}. Функцiя ∆x = ∆x(s, t) є розв’язком
наступної задачi з початковими крайовими умовами:

∂∆x

∂t
+
∂∆x

∂s
= −µ(s)∆x, s ∈ S, t ∈ T ;

∆x(s, 0) = 0, s ∈ S; (7.10)

∆x(0, t) = β(t)

∫ s2

s1

K(s)[ũ(s)x̃(s, t)− u(s)x(s, t)] ds.

З урахуванням (7.10) формула приросту цiльового функцiоналу може бути
записана у виглядi

∆J(u) = J(ũ)− J(u) =

=

∫
S

∆ϕ(x(s, tk), s) ds+

∫
S

∫
T
ψ(s, t)[

∂∆x

∂t
+
∂∆x

∂s
+ µ(s)∆x] ds dt,

де ∆ϕ = ϕ(x̃(s, tk), s) − ϕ(x(s, tk), s), а ψ = ψ(s, t) – поки довiльна кусково-
гладка функцiя.

1. розкладемо прирiст ∆ϕ по формулi Тейлора першого порядку, видiливши
лiнiйну частину вiдносно стану процеса;

2. використаємо формулу iнтегрування частинами;

3. доданок
∫
T ψ(0, t)∆x(0, t) dt, який виникає в попередньому кроцi перетво-

римо з врахуванням (7.10);

4. скориставшись (7.6), перейдемо вiд iнтегрування по вiдрiзку [s1, s2] до
iнтегрування по S i помiняємо порядок iнтегрування;

5. пiдпорякуймо ψ = ψ(s, t) спряженiй задачi:

∂ψ(s, t)

∂t
+
∂ψ(s, t)

∂s
= −µ(s)ψ(0, t)β(t)K(s)u(s), s ∈ S, t ∈ T ;

ψ(s, tk) = −∂ϕ(x(s, tk), s)

∂x
, s ∈ S; (7.11)

ψ(sk, t) = 0, t ∈ T.

Тодi кiнцевий варiант формули приросту можна записати у виглядi:

∆J(u) = −
∫ s2

s1

K(s)∆u(s)

∫
T
ψ(0, t)β(t)x(s, t) dt ds+ η, (7.12)
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де

η = −
∫ s2

s1

K(s)∆u(s)

∫
T
ψ(0, t)β(t)∆x(s, t) dt ds+

∫
S
oϕ(|∆x(s, tk)|) ds.

(7.13)
Введемо функцiю h(ψ, u, x, s) = K(s)∆u(s)

∫
T ψ(0, t)β(t)∆x(s, t) dt, тодi фор-

мулу (7.12) можна записати в бiльш короткiй i традицiйнiй формi

∆J(u) = −
∫ s2

s1

∆ũh(ψ, u, x, s) ds+ η,

де
∆ũh(ψ, u, x, s) ds = h(ψ, ũ, x, s) ds− h(ψ, u, x, s) ds.

Отримана формула справедлива для 2 двох довiльних допустимих проце-
сiв.

Подальше дослiдження задачi ґрунтується на застосуваннi некласичної ва-
рiацiї допустимих керувань, яка задовiльняє умову (7.4).

Нехай u = u(s) – допустиме керування. Варiацiйне керування задається
формулою

uε,δ = (1 + εδ̇(s))u(s+ εδ(s)).

Де ε ∈ [0, 1] – параметр, який характеризує малiсть варiацiї, δ = δ(s) – двiчi
неперервно-диференцiйована функцiя, яка задовiльняє умовам

s1 6 s+ δ(s) 6 s2, δ̇(s) > −1, s ∈ [s1, s2],

δ(s1) = δ(s2) = 0.

Застосування даної варiацiї для допустимого керування u знову приводить
до керування, яке задовiльняє умову (7.4). Дiйсно, для доведення виконання
iнтегральної умови, достатньо в iнтегралi∫ s2

s1

uε,δ(s) ds =

∫ s2

s1

(1 + εδ̇(s))u(s+ εδ(s)) ds

зробити замiну змiнних r = s+ εδ(s).
Оцiнимо залишковий член (7.4) в формулi приросту цiльового функцiонала

для двох допустимих процесiв {u, x} i {uε,δ = u + ∆u, xε = x + ∆x}. Скори-
ставшись неперервною диференцiйованiстю допустимих керувань, предста-
вимо прирiст керування у виглядi

∆u(s) = (1 + εδ̇(s))u(s+ εδ(s))− u(s) =

= u(s+ εδ(s))− u(s) + εδ̇(s)u(s+ εδ(s)) =

= ε[δ(s)u(s) + δ̇(s)u(s)] + o(ε).

Таким чином приростом керування є величина порядку ε.
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Iнтегральне представлення розв’язку (7.8) дає можливiсть оцiнити прирiст
стану. Дiйсно

∆x(s, t) =


0, s > t,

β(t− s)
∫ s2

s1
K(r)[uε(r)xε(r, t− s)−

−u(r)x(r, t− s)] dr exp
(
−
∫ s

0 µ(ρ) dρ
)
, s < t.

Аналiзуючи прирiст стану при 0 6 s < t i використовуючи припущення про
обмеженнiсть вiдповiдних функцiй, приходимо до нерiвностi

|∆x(s, t)| 6M1

∫ s2

s1

|∆x(r, t− s)| dr +M2

∫ s2

s1

|∆u(r)|dr; M1 > 0, M2 > 0.

Послiдовно застосовуючи дану нерiвнiсть для t ∈ [0, s1], t ∈ (s1, 2s1) i так
далi, отримаємо оцiнку:

J(uε,δ)− J(u) = −ε
∫ s2

s1

K(s)
d

ds
[δ(s)u(s)]

∫
T
ψ(0, t)β(t)x(s, t) dt ds+ o(ε).

(7.14)
Пiдставлюючи даний вираз у формулу приросту цiльового функцiонала i

використовуючи формулу iнтегрування частинами, приходимо до необхiдної
умови оптимальностi в дослiджуванiй задачi.

Твердження 2. Нехай u∗ = u∗(s) – оптимальне керування в задачi (7.1) -
(7.5), x∗ = x∗(s, t) – вiдповiдний стан, а ψ∗ = ψ∗(s, t) – розв’язок спряженої
задачi (7.11) при u = u∗(s), x = x∗(s, t). Тодi ∀s ∈ [s1, s2] виконується
рiвнiсть:

u∗(s)

∫
T
ψ∗(0, t)β(t)[K(s)x∗(s, t)]s dt = 0. (7.15)

Доведення ґрунтується на щойно отриманiй формулi приросту цiльового
функцiоналу i довiльностi вибору функцiї δ(s).

7.3 Числовий метод i результати розрахункiв
Необхiдна умова оптимальностi (7.15) є основою для побудови числових

алгоритмiв розв’язку задачi оптимального керування. Перейдемо до опису
числового методу. Нехай задано початкове наближення u0 = u0(s) i з до-
помогою методу пораховано ui = ui(s), i = 1, 2, ... . Для цього керування
розраховуються розв’язки xi = xi(s, t), ψi = ψi(s, t) вихiдної (7.1) - (7.3) i
спряженої задач (7.2).

Будується функцiя

ωi(s) = ui(s)

∫
T
ψi(0, t)β(t)[K(s)xi(s, t)]s dt.
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Якщо ωi(s) ≡ 0, s ∈ [s1, s2], то знайдений розв’язок задовiльняє умовi опти-
мальностi i метод закiнчує свою роботу. В протилежному випадку видiляємо
2 областi:

Ω+
i = {s ∈ [s1, s2] : ωi(s) > 0},

Ω−i = {s ∈ [s1, s2] : ωi(s) < 0}.

Визначимо додаткову функцiю δi = δi(s), яка задовiльняє умовам:

δi(s) =


> 0, s ∈ Ω+

i ,

< 0, s ∈ Ω−i ,

0, s /∈ Ω+
i ∪ Ω−i .

Побудуємо однопараметричне сiмейство керувань

uiε(s) = (1 + εδ̇i)u
i(s+ εδi(s)).

Знайдемо εi з умови
J(uiε)→ min, ε ∈ [0, 1]. (7.16)

Тодi наступне наближення будується за формулою

ui+1(s) = uiεi(s).

Конкретнi варiанти алгоритмiв вiдрiзняються конструктивними методами
побудови функцiй δi(s).

Проведена серiя тестових розрахункiв для задачi з квадратичним крите-
рiєм якостi. Для числового iнтегрування рiвняння (7.1) використовувалася
характеристична рiзницева сiтка. Зазделегiдь невiдомi крайовi умови (7.3)
вiдновлювалися на кожному часовому кроцi числовим iнтегруванням виразу
в правiй частинi (7.3). Приведенi нижче результати отриманi для наступних
значень параметрiв:

sk = 5, tk = 5, s1 = 1, s2 = 4;

x(s) exp

(
5− s− 1

5− s

)
, x0(s) = exp

(
−s− 1

5− s

)
;

µ(s) =
1

(5− s)2
, K(s) = s exp

(
s+

1

5− s

)
;

β(t) =
1

2
exp(−0.2).

Функцiї δi(s) будувалися за правилом

δi(s) =
γi(s)

Mi
,
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γi(s) =
(s− s0)(s1 − s)

s1 − s0
· ωi(s)

max
s∈[s1,s2]

|ωi(s)|
,

Mi = max
s∈[s1,s2]

|γ̇i(s)|.

В таблицi приведенi значення цiльового функцiонала на вiдповiдних iтера-
цiях для 3 рiзних початкових наближень:

ũ0(s) =
1

3
; û0(s)

2

9
(s− 1); ū0(s) =

1

3
(sin 2πs+ 1).

Табл. 1

Iтерацiя J(ũi) J(ûi) J(ūi)
0 2.827 · 107 1.314 · 104 1.329 · 103

1 2.605 · 101 2.315 · 103 1.329 · 102

2 2.16 · 10−7 2.646 · 102 1.052 · 102

3 2.6 · 10−5 4.593 · 101

6 2.19 · 10−7

У всiх 3 випадках реалiзацiя процесу закiнчувалася пiсля досягнення необ-
хiдної точностi для значення цiльового функцiонала. Таким чином мета керу-
вання була досягнута. Мала кiлькiсть iтерацiй в першому i другому випадках
не означають, що об’єм обчислень був малий. Основне навантаження кожної
операцiї полягає в розв’язку допомiжної задачi (7.16). На кожнiй iтерацiї для
розв’язку цiєї задачi одновимiрної оптимiзацiї доводилось 15-20 раз iнтегру-
вати рiвняння (7.1). Для кожного початкового наближення метод привiв до
вiдповiдного "майже"оптимального керування. Зауважимо, що в дослiджу-
ванiй задачi оптимальне керування, яке є глобальним мiнiмумом цiльового
функцiонала, не є єдиним.

Отже, проведенi числовi експерименти показують, що запропонований ме-
тод може бути достатньо успiшно застосований для задачi оптимального ке-
рування динамiкою популяцiї.
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Висновок
Отриманi результати:
1) дослiджено задачi оптимiзацiї гiперболiчниї систем, в яких початково-

крайовi умови визначаються з керованих систем звичайних диференцiйова-
них рiвнянь;

2) дослiджено задачi оптимального керування початково-крайовими умо-
вами гiперболiчними системами в класi гладких керуючих впливiв. На основi
застосування нестандартних варiацiй установленi необхiднi умови оптималь-
ностi в задачi оптимального керування системою гiперболiчних рiвнянь, в
якiй керуючi граничнi умови заданi у виглядi скiнченно-вимiрних зв’язкiв
загального вигляду

3) проведено числову реалiзацiю iтерацiйних методiв розв’язку задач опти-
мального керування напiвлiнiйними системами з гладкими граничними керу-
ваннями для прикладної задачi динамiки популяцiй по вiдомих даних спосте-
режень в кiнцевий момент часу.
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