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Вступ
Актуалнiсть теми.Для математичного описання багатьох явищ i процесiв рiзнома-

нiтного походження дуже часто використовують нелiнiйнi системи диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними першого порядку гiперболiчного типу. Такi системи
широко застосовуються в теорiї переносу i випромiнювання, гiдро-газодинамiцi, при
моделюваннi процесiв популяцiйної генетики, хiмiчної кiнетики, математичної економiки
i соцiологiї тощо.

У багатьох прикладних задачах потрiбно здiйснювати цiленаправлену дiю на об’єкти,
що описанi системами нелiнiйних рiвнянь гiперолiчного типу, тобто виникає питання
щодо пошуку найкращого впливу на дослiджувану систему, а з точки зору математики
приводить до задач оптимального керування.

Сучасна теорiя оптимального керування є обширною дисциплiною, в основi якої
об’єкти керування описувалися звичайними диференцiальними рiвняннями чи їх система-
ми. При вивченi математичних моделей, що обгрунтованi рiвняннями з частинними
похiдними, iнтегральними рiвняннями тощо зазвичай, використовують методи абстракт-
ної теорiї оптимiзацiї заснованi на функцiональному аналiзi.

Початком теорiї оптимального керування закладено в 60-их роках минулого столiття
Л. С. Понтрягiним, В. Г. Болтянським, Р. В. Чемкрелiдзе та Є. Ф. Мiщенком, в роботах
яких було запропонованопринципи максимуму. Завдяки принципу максимуму Понтрягiна
розв’язано багато нових оптимiзацiйних задач.

Пiзнiше теорiю оптимального керування розвивали, зокрема, В. М. Александров, К.
А. Лурье, А. А. Мiлютiним, Н. Н. Мойєсєєвим, Б. Н. Пшеничний, В. М. Тiхомiровим,
Г. Л. Харатiшвiлi, Ф. Р. Чорноусько, Р. Белман, Р. Кальман, И. С. Лейтмон, Е. Лi, Л.
Маркус, Ж.-Л. Лiонс, Е. Полак, А. Маєр, А. Халанай, Л. Чезарi, Л. Янг та iн.

Абстрактна теорiя оптимiзацiї запропонована в роботах В. Г. Болтянського, Дж.
Варги, А. Иоффе, А. С. Матвеєва, Л. Неймтадата, Х. Халкiна, В. А. Якубовича, та iн.
Пiдходи зв’язанi iз розвитком абстрактної теорiї полягають у використаннi єдиноподiбної
процедури виводу умов оптимальностi для зосереджених i розподiлених систем, з можли-
вiстю викласти основнi iдеї найбiльш доступно, не обтяжуючись технiчними деталями.

Рiзноманiтнi задачi оптимального керування гiперболiчними системами, зокрема, i
першого порядку, дослiджувалися в роботах М. А. Красносельського, Р. А. Полуектова,
Д.-Р. Аубiна, М. Бенхора, С. Бенвенутi, А. Дуглiса, Д. Конга, Е. Кернера, Т. Лi, З. Луо,
Ж. Ву, А. В. Агручинцева, А. I. Єгорова, Т. К. Сiрадзезетдiнова, О. В. Васiльєва, В. А.
Срочко, В. А. Терлецького, В. А. Iльїна, М. А. Куржанського тi iн.

Актуальною є проблема побудови методiв розв’язування гiперболiчних задач оптима-
льного керування в класi гладких керуючих впливiв з врахуванням обмежень на керуван-
ня в некласичних сформульованих задач (задачi з виродженими характеристиками,
нелокальними iнтегральними умовами, навантаженими системами, системи рiвнянь Слу-
цького, задачi iз нескiнченним горизонтом планування)
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1 Оптимальне керування виродженою гiперболiчною
системою напiвлiнiйних рiвнянь першого порядку

У цьому роздiлi проведено дослiдження глобальної керованостi процесу, що описаний
напiвлiнiйної гiперболiчною системою рiвнянь першого порядку з двома незалежними
змiнними. Iснування та єдинiсть розв’язкiв вихiдної та спряженої гiперболiчних задач
проводяться за допомогою методу стискуючих вiдображень.

1.1 Формулювання задачi

В областi (x, t) ∈ Π = (0, l)×(0,+∞) розглянемо деякий процес y = y(x, t), еволюцiю
якого в часу та просторi описуємо напiвлiнiйною системою гiперболiчних рiвнянь першого
порядку

∂y(x, t)

∂t
+ λ(x, t)

∂y(x, t)

∂t
= f(y(x, t), x, t), (1.1)

де y : Π → Rn вектор-функцiю розв’язку, λ вiдображення з Π на простiр n × n
дiагональних дiйснозначних матриць

λ(x, t) = diag(λ1(x, t), λ2(x, t), . . . , λn(x, t))

i f : Rn × Π→ Rn - задана нелiнiйна вектор-функцiя.
Зауважимо, що в однорiдному випадку довiльну напiвлiнiйну гiперболiчну систему

першого порядку з недiагональною характеристичною матрицею можна завжди звести
до напiвлiнiйної гiперболiчної системи з дiагональною характеристичною матрицею.

Розглянемо множини

I = 1, 2, . . . , n,

I0 = i ∈ I|λi(x, t) > 0, (x, t) ∈ Π,

Il = i ∈ I|λi(x, t) < 0, (x, t) ∈ Π,

для яких m1 = card(I0),m2 = card(I \ Il). Тобто, без обмеження загальностi будемо
вважати, що першi m1 власних значень є додатнiми, далi m2 −m1) - нульовi, а решта
n−m2 - вiд’ємнi.

Для системи (1.1) задамо початковi та крайовi умови:

y(x, 0) = y0(u(0)(x), x), x ∈ [0, l], (1.2)

y+(0, t) = γ0(y−(0, t), u(1)(t), t),∈ R+, (1.3)

y−(l, t) = γl(y+(l, t), u(2)(t), t),∈ R+. (1.4)

Тут u(0), u(1), u(2) керуючi впливи такi, що для компактiв U0, U1, U2, u(0) : [0, l] → U0,
U0 ⊂ Rr(r ∈ N), u(1) : R+ → U1, U1 ⊂ Rr1(r1 ∈ N); u(2) : R+ → U2, U2 ⊂ Rr2(r2 ∈ N);
y0 : U0 × [0, l] → Rn; y+ : Π → Rm1 , y− : Π → Rn−m2 пiдвектори вектора y, що
вiдповiдають вiдповiдним додатнiм та вiд’ємним власним значенням характеристичної
матрицi системи (1.1) (аналогiчнi позначення використовуватимемо далi для iнших
функцiй); γ0 : Rn−m2 × U1 × R+ → Rm1 , γl : Rm1 × U2 × R+ → Rn−m2 .

Нехай цiльовий функцiонал має вигляд

J(u(0), u(1), u(2)) =

+∞∫
0

G0(y−(0, t), y+(l, t)dt+

∫∫
Π

G(y(x, t), x, t)dxdt, (1.5)

де G0 : Rm1+n−m2 × R+ → R+, G : Rn × Π → Π, причому цi функцiї є вимiрними на
[0,+∞) для довiльної функцiї y з простору Q, який введемо нижче.
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Зауваження 1.1. Пiдiнтегральнi функцiї G,G0 в цiльовому функцiоналi (1.5), зазвичай,
в прикладних задачах, наприклад для G, мають один iз виглядiв:

I G(y, x, t) = 1
2
e−ρG

t∑n
i=1(yi − yi)

2, де y : Π → Rn - задана функцiя, ρG - норма
дисконтування;

II G(y, x, t) = e−ρG
t
g(y, x, t), де g : Rn × Π→ Π - задана обмежена функцiя.

Перелiченi класи функцiй не вичерпують усi можливi варiанти пiдiнтегральних функцiй
цiльового функцiоналу (1.5). Однак, пiдiнтегральнi функцiї цiльового функцiоналу по-
виннi бути представленi у виглядi добутку iнтегрованої функцiї, на вiдповiднiй областi,
яка не залежить вiд розв’язку задачi (1.1) − (1.4) та нелiнiйної функцiї вiд розв’язку
тiєї ж задачi, рiст якого не перевищує рiст iнтегрованої функцiї для всiх допустимих
наборiв керувань та вiдповiдних розв’язкiв задачi (1.1)− (1.4) при t→∞.

Отже, потрiбно дослiдити задачу

min
u(0),u(1),u(2)

= J(u(0), u(1), u(2)), (1.6)

де мiнiмум береться по тих u(0), u(1), u(2), для яких iснує єдиний розв’язок задачi (1.1)−
(1.4) в сенсi означення 1.1.

1.2 Коректна розв’язнiсть задачi

Розглянемо простiр Uad, елементами якого є набори керувань (u(0), u(1), u(2)), що
задовiльняють умови:

u(0) ∈ (C[0, l])r, u(1) ∈ (C(R+))r1 , u(2) ∈ (C(R+))r2 ;

y0
+(0, u(0)(0)) = γ0(y0

−(0), u(1)(0), 0), y0
−(l, u(0)(l)) = γl(y0

+(l), u(2)(0), 0);

∀x ∈ [0, l] : u(0) ∈ U0,∀t ∈ R+ : u(1)(t) ∈ U1, u(2) ∈ U2.

Для довiльного елемента (u(0), u(1), u(2)) ∈ Uad, керування u(0), u(1), u(2) неперервнi, тому
можна позначити:

y0(u(0)(x), x) = ỹ0(x);

γ0(y−(0, t), u(1)(t), t) = γ̃0(y−(0, t), t);

γl(y+(l, t), u(2)(t), t) = γ̃l(y+(l, t), t).

Нехай L спiльна стала Лiпшица для функцiй y, тобто

|fi(y1, x, t)− fi(y2, x, t)| ≤ Lmax
j∈I
|y1
j − y2

j |,

а Λ стала, що обмежує власнi значення характеристичної матрицi системи (1.1) за
абсолютною величиною

Λ = sup
i∈I,(x,t)∈Π

|λi(x, t)|.

На множинi Π для i ∈ I визначимо функцiї

αi(x, t; a, p) =


epx(l−x)−at, i ∈ I0, i ∈ Il;
epx−at, i ∈ I0, i /∈ Il;
ep(l−x)−at, i /∈ I0, i ∈ Il;
epl−at, i /∈ I0, i /∈ Il.
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з вибраними параметрами a та p:

p = max{ln(4L)/l, 0}+ p0;

a = max
{
pΛ, plΛ, 4Lmax{epl, epl2/4}

}
+ a0,

у яких a0, p0 > 0 довiльно фiксованi величини.
Позначимо через ξ = ϕi(τ ;x, t), i ∈ I розв’язок задачi Кошi

dξ

dτ
= λi(ξ, τ), ξ|τ=t = x,

який називатимемо характеристикою системи (1.2). Для всiх (x, t) ∈ Π та для довiльного
i ∈ I iснує єдина пара точок (ϕi(χi(x, t);x, t), χi(x, t)), (ϕi((νi(x, t);x, t), νi(x, t)) ∈ ∂Π,
причому (ϕi(χi(x, t);x, t), χi(x, t)) точка перетину характеристики в напрямку спадання
аргумента τ , а (ϕi((νi(x, t);x, t), νi(x, t)) - в напрямку його зростання. Зауважимо, що
для нульових власних значень, νi може приймати значення +∞.

Уведемо областi:

Πi = {(x, t) ∈ Π|χi(x,t)=0}, i ∈ I;

Πi
0 = {(x, t) ∈ Π|ϕi(χi(x,t);x,t)=0}, i ∈ I0;

Πi
l = {(x, t) ∈ Π|ϕi(χi(x,t);x,t)=l}, i ∈ Il;

Проiнтегрувавши (1.2) вздовж характеристик, одержимо для всiх i ∈ I систему iнтегро-
операторних рiвнянь

yi(x, t) = Ri[y](x, t) +

t∫
χi(x,t)

fi(y(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ)dτ, (1.7)

де Ri[y](x, t) =


ỹ0
i (ϕi(0;x, t)), (x, t) ∈ Πi,

γ̃0
i (y−(0, χi(x, t)), χi(x, t)), (x, t) ∈ Πi

0,

γ̃li(y+(l, χi(x, t)), χi(x, t)), (x, t) ∈ Πi
l.

Розглянемо метричний простiр

Q = {y ∈ (C(Π))n ∩ (B(Π))n :

yi(ϕi(·;x, t), ·) ∈ AC[χi(x, t), νi(x, t)], i ∈ I, (x, t) ∈ Π},

де B(Π) - простiр обмежених функцiй на множинi Π, а AC[χi(x, t), νi(x, t)] - простiр
абсолютно неперервних функцiй на множинi [χi(x, t), νi(x, t)〉 (тут пiд 〉 розумiтимемо )
або ] вiдповiдно до того, приймає чи не приймає νi значення +∞).

Означення 1.1. Пiд загальним розв’язком задачi (1.1) − (1.4), що вiдповiдає набору
керувань u(0), u(1), u(2), будемо розумiти вектор-функцiю y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Q, компо-
ненти якої задовiльняють систему iнтегро-операторних рiвнянь (1.7) в Π.

Теорема 1.1. Якщо виконуються умови:

1. λ ∈ (C(Π) ∪ Lipx(Π))n, sup
i∈I,

(x,t)∈Π

± |λ
i
(x, t)| < +∞;

2. f ∈ (C(Rn × Π) ∪ Lipy(Π))n, sup
i∈I,

(y,x,t)∈Rn×Π

|fi(y, x, t)|e−at < +∞;
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3. y0 ∈ (C(U0 × [0, l]))n;

4.

γ0 ∈ (C(Rn−m2 × U1 × R+) ∪ Lipy(Rn−m2 × U1 × R+))m1 ,

sup
i∈I0,

(y−,u(1),t)∈Rn−m2×U1×R+

|γ0
i (y−, u

(1), t)|e−at < +∞,

γl ∈ (C(Rm1 × U2 × R+) ∪ Lipy(Rm1 × U2 × R+))n−m2 ,

sup
i∈Il,

(y+,u(2),t)∈Rm1×U2×R+

|γli(y+, u
(2), t)|e−at < +∞;

5. u(0) ∈ (C[0, l])r, u(1) ∈ (C(R+))r1 , u(2) ∈ (C(R+))r2;

6. y0
+(0, u(0)(0)) = γ0(y0

−(0), u(1)(0), 0),
y0
−(0, u(0)(0)) = γl(y0

+(l), u(2)(0), 0) (умови погодження нульового порядку).

Тодi iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (1.1)− (1.4).

Доведення. На елементах простору Q визначимо метрику

ρα(y1, y2) =‖ (y1 − y2) ‖α, (1.8)

породжену нормою
‖ y ‖α= sup

i∈I,
(x,t)∈Π

|yi(x, t)|αi(x, t; a, p)

та вектор-оператор A = (A1,A2, . . . ,An) такий, що

Ai[y](x, t) = Ri[y](x, t) +

t∫
χi(x,t)

fi(y(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ)dτ, i ∈ I.

Зазначимо, що введений простiр Q є повний, доведення повноти якого з незначними
змiнами повторює доведення повноти неперервних i обмежених функцiй на необмеженiй
множинi з рiвномiрною метрикою [5]. З припущень 2) та 4) отримаємо обмеженiсть
оператора A, тому вiдшукання узагальненого розв’язку задачi (1.1) − (1.4) зводиться
до вiдшукання нерухомої точки оператора A.

Вiзьмемо довiльнi два рiзнi елементи y1, y2 з простору Q. Тодi в цьому просторi, для
всiх допустимих i, x, t справджується

|y1
i (x, t)− y2

i (x, t)| ≤ ρα(y1, y2)α−1
i (x, t; a, p).

З визначення χi(x, t), легко отримати оцiнки:

χi(x, t) ≤ t− x/Λ, i ∈ I0;

χi(x, t) ≤ t− (l − x)/Λ, i ∈ Il.

Справедливi також оцiнки:

|Ri[y
1](x, t)−Ri[y

2](x, t)|αi(x, t; a, p) ≤

≤ Lmax
{

max
i∈I0,
j /∈I0

αi(x, t; a, p)

αj(0, χi(x, t); a, p)
,max
i∈Il,
j /∈Il

αi(x, t; a, p)

αj(l, χi(x, t); a, p)

}
ρα(y1, y2);
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аналогiчно,

Ai[y1](x, t)−Ai[y2](x, t)|αi(x, t; a, p) =

∆Ri[y
1](x, t)−∆Ri[y

2](x, t)|αi(x, t; a, p)+

+
∥∥∥ t∫
χi(x,t)

∆kfi(y
k(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ)dτ

∥∥∥ ≤
≤
(
Lmax

{
max
i∈I0,
j /∈I0

αi(x, t; a, p)

αj(0, χi(x, t); a, p)
,max
i∈Il,
j /∈Il

αi(x, t; a, p)

αj(l, χi(x, t); a, p)

}
+

+ L

t∫
0

max
i,j∈I,
s,x∈[0,l]

αi(x, t; a, p)

αj(s, σ; a, p)
dσ
)
ρα(y1, y2).

Дослiдимо на максимум функцiї в коефiцiєнтi стиску оператора A. З вибору параметрiв
a та p справедлива нерiвнiсть

pΛ max{1, l} < a,

з якої

sup
(x,t)∈Π

max
i∈I0,
j /∈I0

αi(x, t; a, p)

αj(0, χi(x, t); a, p)
= sup

(x,t)∈Π

max
i∈Il,
j /∈Il

αi(x, t; a, p)

αj(l, χi(x, t); a, p)
= e−pl <

1

4L

та
t∫

0

max
i,j∈I,
s,x∈[0,l]

αi(x, t; a, p)

αj(s, σ; a, p)
dσ ≤ 1

a
max

{
epl, epl

2/4
}
<

1

4L
.

Звiдси, отримаємо

ρ(A[y1],A[y2]) ≤ 1

2
ρα(y1, y2).

Отже оператор A є стискуючим на елементах повного метричного простору Q з вибра-
ними функцiями αi = αi(x, t; a, p) та параметрами a, p.

Тому, за теоремою Банаха, iснує єдина нерухома точка оператора A в метричному
просторi Q. Ця нерухома точка i є узагальненим розв’язком задачi (1.1) − (1.4) при
довiльних u, u(1), u(2) ∈ Uad.

Зауваження 1.2. Справедливе зауваження

zT (x, t)λ(x, t)y(x, t) = zT+(x, t)λ+(x, t)y+(x, t) + zT−(x, t)λ−(x, t)y−(x, t),

де y, z ∈ Q, λ - характеристична матриця системи (1.2), λ+, λ− дiагональнi матрицi,
що складаються з додатних та вiд’ємних власних значень матрицi λ, а вiдповiдно T -
символ транспонування.

1.3 Задача лiнеаризацiї

Додатково вимагатимемо виконання наступних умов:

A1) λ ∈
(
C0,1
x,t (Π)

)n;
A2) f ∈

(
C1,0,0
y,x,t (Rn × Π)

)n;
A3) y0 ∈

(
C1,0
u,x(U × [0, l])

)n;
8



A4) γ0 ∈
(
C1,1,0

y,u(1),t
(Rn−m2 × U1 × R+)

)m
1
;

A5) γl ∈
(
C1,1,0

y,u(2),t
(Rm1 × U2 × R+)

)n−m2 ;

A6) G ∈ C1,0,0
y,x,t (Rn × Π);

A7) G0 ∈ Cy−,y+,t(Rn−m2 × Rm
1 × R+).

Розглянемо випадок коли керування системою (1.1) здiйснюємо тiльки за допомогою
керуючого впливу в початкових умовах.

Нехай маємо два допустимi процеси {y, u(0)} та {ỹ, ũ(0)}, де ỹ = y + ∆y, ũ(0) = u(0) +
∆u(0). Тодi ∆y = ỹ − y та ∆u(0) = ũ(0) − u(0) задовiльняють таку крайову задачу для
гiперболiчної системи

∂∆y(x, t)

∂t
+ λ(x, t)

∂∆y(x, t)

∂x
= ∆yf(y(x, t), x, t), (1.9)

∆y(x, 0) = ∆uy
0(u(0)(x), x), x ∈ [0, l],

∆+(0, t) = ∆yγ̃
0(y−(0, t), t), t ∈ R+,

∆−(l, t) = ∆yγ̃
l(y+(l, t), t), t ∈ R+,

де, наприклад, ∆yf(y(x, y), x, t) = f(ỹ(x, t), x, t)− f(y(x, t), x, t).
Прирiст цiльового функцiоналу (1.5) має вигляд

∆J(u(0)) = J(ũ(0))− J(u(0)) =

=

+∞∫
0

∆yG0(y−(0, t), y+(l, t), t)dt+

∫∫
Π

∆G(y(x, t), x, t)dxdt,

який можна представити як

∆J(u(0)) =

+∞∫
0

∆yG0(y−(0, t), y+(l, t), t)dt+

∫∫
Π

∆G(y(x, t), x, t)dxdt+

+

∫∫
Π

ψT (x, t)
(∂∆y(x, t)

∂t
+ λ(x, t)

∂∆y(x, t)

∂x
−∆yf(y(x, t), x, t)

)
dxdt, (1.10)

де ψ = ψ(x, t) - вектор-функцiя з простору Q.
Уведемо функцiї

H(ψ, y, x, t) = ψT (x, t)f(y, x, t)−G(y, x, t),

h(ψ(x, 0), u(0), x) = ψT (x, 0)y0(u(0)(x), x),

h1(ψ+(0, t), y−(0, t), u(1)(t), t) = ψT+(0, t)λ+(0, t)γ0(y−(0, t), u(1)(t), t),

h2(ψ−(l, t), y+(l, t), u(2)(t), t) = ψT−(l, t)λ−(l, t)γl(y+(l, t), u(2)(t), t).
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Використавши формулу Тейлора [6] для функцiйG0, G та f , iз застосуванням зауваження
1.2 та нижче наведеної леми 1.1, лiнеаризувавши крайовi умови, одержимо

∆J(u) =

+∞∫
0

(∂G0(y−(0, t), y+(l, t), t)

∂y−

)T
∆y−(0, t)dt+

+

+∞∫
0

∂G0(y−(0, t), y+(l, t), t)

∂y+

)T
∆y+(l, t)dt+

+

∫∫
Π

(∂G(y(x, t), x, t)

∂y

)T
∆y(x, t) +

+∞∫
0

oG0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt+

+

+∞∫
0

oGl
(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt+

∫∫
Π

oG(‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt+

+

l∫
0

lim
t→+∞

ψT (x, t)∆y(x, t)dx−
l∫

0

∆u(0)h(ψ(x, 0)), u(0)(x), x)dx+

+

+∞∫
0

(
ψT+(l, t)λ+(l, t) + ψT−(l, t)λ−(l, t)

(∂γ̃l(y+(l, t), t)

∂y+

)T)
∆y+(l, t)dt−

−
+∞∫
0

(
ψT−(0, t)λ−(0, t) + ψT+(0, t)λ+(0, t)

(∂γ̃l(y−(0, t), t)

∂y−

)T)
∆y−(0, t)dt+

+

+∞∫
0

ψT−(l, t)λ−(l, t)oγl(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt−
+∞∫
0

ψT+(0, t)λ+(0, t)oγ0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt−

−
∫∫
Π

(∂ψ(x, t)

∂t
+ λ(x, t)

∂ψ(x, t)

∂x
+ ψ(x, t)

∂λ(x, t)

∂x

)T
∆y(x, t)dxdt−

∫∫
Π

ψT (x, t)
(∂f(y(x, t), x, t)

∂y

)T
∆y(x, t)dxdt−

∫∫
Π

ψT (x, t)of (‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt,

де, наприклад ‖ ∆y(x, t) ‖= max
i∈I
|yi(x, t)|αi(x, t; a, p).

Зробленi перетворення дозволяють сформулювати спряжену задачу для задачi опти-
мального керування (1.1)− (1.2):

∂ψ(x, t)

∂t
+ λ(x, t)

∂ψ(x, t)

∂x
+ ψ(x, t)

∂α(x, t)

∂x
= −Hy(ψ, y, x, t), (x, t) ∈ Π, (1.11)

lim
t→+∞

ψ(x, t)eat = 0, x ∈ [0, l], (1.12)

10



i для всiх t ∈ R+

ψ+(l, t) = −λ+(l, t))−1
(∂γ̃l(y+(l, t), t)

∂y+

λ−(l, t)ψ−(l, t)

+
∂G0(y−(0, t), y+(l, t), t)

∂y+

)
,

ψ−(0, t) = −λ−(0, t))−1
(∂γ̃0(y−(0, t), t)

∂y−
λ+(0, t)ψ+(0, t)

+
∂G0(y−(0, t), y+(l, t), t)

∂y−

)
,

(1.13)

для якої повинен iснувати узагальнений розв’язок, означення якого буде наведено нижче.
Для нашої задачi прирiст цiльового функцiоналу набуде вигляду

∆J(u(0)) = −
l∫

0

∆u(0)h(ψ(x, 0), u(0)(x), x)dx+

+∞∫
0

oG0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt+

+

+∞∫
0

oG0(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt+

∫∫
Π

oG(‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt−

−
∫∫
Π

ψT (x, t)of (‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt+

+∞∫
0

ψT−(l, t)λ−(l, t)oγl(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt−

−
+∞∫
0

ψT+(0, t)λ+(0, t)oγ0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt. (1.14)

Перейдемо тепер до випадку, коли керований вплив на систему здiйснюється тiльки в
крайових умовах. Оскiльки керуючi впливи в сформульованiй задачi не взаємопов’язанi,
то умови оптимальностi для них можна виводити незалежно один вiд одного, а результуючi
умови оптимальностi будуть враховувати умови оптимальностi кожного окремого керу-
вання. Однотипнiсть крайових умов дозволяє розглядати лише випадок наявностi керуючого
впливу в крайовiй умовi (1.13).

Задача лiнеаризацiї в такому випадку, з незначними змiнами, повторює описаний
вище процес. Основнi його вiдмiнностi полягають в таких моментах:

1. початково-крайовi умови, для задачi на прирiст ∆y, набудуть вигляду

∆y(x, 0) = 0, x ∈ [0, l],

∆y+(0, t) = ∆y,u(1)γ
0(y−(0, t), u(1)(t), t), t ∈ R+,

∆y−(l, t) = ∆yγ
l(y+(l, t), t), t ∈ R+;

2. Замiсть доданка −
l∫

0

ψT (x, 0)∆y(x, 0)dx, з’явиться доданок

−
+∞∫
0

ψT+(0, t)λ+ (0, t)
∂γ0(y−(0, t), u(1)(t), t)

∂u(1)
∆u(1)(t)dt−

−
+∞∫
0

ψT+(0, t)λ+ (0, t)oγ0(‖ ∆u(1)(t) ‖)dt;
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3. змiниться крайова умова для спряженої системи

ψ(0, t) = −(λ−(0, t))−1
(∂γ0(y−(0, t), u(1)(t), t)

∂y−
λ+(0, t)ψ+(0, t)dt−

∂G0(y−(0, t), y+(l, t), t)

∂y−

)
, t ∈ [0,+∞).

Припустимо тепер, що ψ(x, t) розв’язок спряженої задачi, тодi прирiст цiльового функ-
цiоналу набуде вигляду

∆J(u(1)) = −
+∞∫
0

∆u(1)h
1(ψ+(0, t), y−(0, t), u(1)(t), t)dt+

+∞∫
0

oG0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt+

+∞∫
0

oG0(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt+

+

∫∫
Π

oG(‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt−
∫∫
Π

ψT (x, t)of (‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt+

+

+∞∫
0

ψT−(l, t)λ−(l, t)oγl(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt
+∞∫
0

ψT+(0, t)λ+(0, t)oγ0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt−

+∞∫
0

ψT+(0, t)λ+(0, t)oγ0(‖ ∆u(1)(t) ‖)dt. (1.15)

Для керуючого впливу на правiй межi одержимо вiдповiдний прирiст функцiоналу

∆J(u(2)) = −
+∞∫
0

∆u(2)h
2(ψ−(l, t), y+(l, t), u(2)(t), t)dt+

+∞∫
0

oG0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt+

+∞∫
0

oG0(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt+

+

∫∫
Π

oG(‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt−
∫∫
Π

ψT (x, t)of (‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt+

+

+∞∫
0

ψT−(l, t)λ−(l, t)oγl(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt−

+∞∫
0

ψT+(0, t)λ+(0, t)oγ0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt−

+∞∫
0

ψT−(l, t)λ−(l, t)oγl(‖ ∆u(2)(t) ‖)dt.

Наслiдок 1.1. При виконаннi припущень цього пункту, справджується оцiнка

∃K > 0,таке, що sup
i∈Il,

(x,t)∈Π

|∆yi(x, t)|αi(x, t; a, p) ≤ K max
x∈[0,l]

‖ ∆u(0)(x) ‖, (1.16)
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де ‖ ∆u(0)(x) ‖= max
i∈{1,2,...,r}

|∆u(0)
i (x)|.

Доведення. Використаємо iнтегральне представлення розв’язку задачi (1.1)−(1.4), тобто
для всiх i ∈ I маємо

∆yi(x, t) = ∆yR̃i[y](x, t) +

t∫
χi(x,t)

∆yfi(y(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ)dτ,

де ∆yR̃i[y](x, t) =


∆uy

0
i (u

(0)(ϕi(0;x, t)), ϕi(0;x, t)), (x, t) ∈ Πi,

∆yγ̃0
i (y−(0, χi(x, t)), χi(x, t)), (x, t) ∈ Πi

0,

∆yγ̃il (y+(l, χi(x, t)), χi(x, t)), (x, t) ∈ Πi
l.

Справджується така оцiнка

|∆yi(x, t)|αi(x, t; a, p) ≤ |∆yR̃i[y](x, t)|αi(x, t; a, p)+

+

t∫
χi(x,t)

|∆yfi(y(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ)|αi(x, t; a, p)dτ ≤ K ‖ ∆u(0)(x) ‖ +

+ L ‖ ∆y ‖α
(

sup
(x,t)∈Π

max
i∈I0,
j /∈I0

αi(x, t; a, p)

αj(0, χi(x, t); a, p)
+ sup

(x,t)∈Π

max
i∈Il,
j /∈Il

αi(x, t; a, p)

αj(l, χi(x, t); a, p)

)
+

+ L ‖ ∆y ‖α

t∫
0

max
i,j∈I,
s,x∈[0,l]

αi(x, τ ; a, p)

αj(s, t; a, p)
dτ, (1.17)

де K стала Лiпшица для усiх керуючих впливiв.
Враховуючи вибiр параметрiв a та p, одержимо

‖ ∆y ‖α= sup
i∈I,

(x,t)∈Π

|∆yi(x, t)|αi(x, t; a, p) ≤ K max
x∈[0,l]

‖ ∆u(0)(x) ‖ +(2Le−pl+

Lmax{epl, epl2/4}
a

)
‖ ∆y ‖α≤ K max

x∈[0,l]
‖ ∆u(0)(x) ‖ +

3

4
‖ ∆y ‖α, (1.18)

звiдки й отримаємо, що

sup
i∈I,

(x,t)∈Π

|∆yi(x, t)|αi(x, t; a, p) ≤ K max
x∈[0,l]

‖ ∆u(0)(x) ‖, (1.19)

де K = 4K.

Зауваження 1.3. Аналогiчнi оцiнки можна одержати для крайових керуючих впливiв:

∃Kj
> 0 : sup

i∈I,
(x,t)∈Π

|∆yi(x, t)|αi(x, t; a, p) ≤ K
j

max
t∈[0,+∞)

‖ ∆u(j)(t) ‖, (1.20)

для всiх j ∈ {1, 2}.
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1.4 Розв’язнiсть спряженої задачi

Для справедливостi процесу лiнеаризацiї приросту цiльового функцiоналу потрiбно
вимагати iснування розв’язку спряженої задачi (1.11)− (1.13).

Уведемо областi

πi = {(x, t) ∈ Π|νi(x, t) = +∞}, i ∈ I;

πil = {(x, t) ∈ Π|ϕi(νi(x, t), x, t) = l}, i ∈ Il;
πi0 = {(x, t) ∈ Π|ϕi(νi(x, t), x, t) = 0}, i ∈ I0.

На множинi Π для всiх i ∈ I визначимо функцiї

βi(x, t; b, q) =


eqx(l−x)−bt, i ∈ I0, i ∈ Il;
eq(l−x)+bt, i ∈ I0, i /∈ Il;
eqx+bt, i /∈ I0, i ∈ Il;
eql+bt, i /∈ I0, i /∈ Il.

для яких вибираємо параметрами

b = max
{
a, qΛ, qlΛ, 2(n+ 1) max{eql, eql2/4

}
+ b0,

q = max{ln(2 max{n−m2,m1}C)/l, 0}+ q0,

з довiльно фiксованими додатними величинами b0, q0, а стала C обмежує за абсолютною
величиною функцiї:

∂λi(x, t)

∂x
, i ∈ I;

∂fi(y, x, t)

∂yi
, i, j ∈ I;

(detλ+(l, t))−1λi(l, t)
∂γlj
∂yi

(y+(l, t), u(2)(t), t)λj(l, t), i ∈ Il, j ∈ I0;

(detλ−(0, t))−1λi(0, t)
∂γ0

j

∂yi
(y+(0, t), u(1)(t), t)λj(l, t), i ∈ Il, j ∈ I0,

на вiдповiдних множинах визначення.
Проiнтегрувавши вздовж характеристик та використавши крайовi умови (1.13), для

всiх i ∈ I, отримаємо систему iнтегро-операторних рiвнянь

ψi(x, t) = Di[ψ](x, t) +

νi(x,t)∫
t

∂λi
∂x

(ϕi(τ ;x, t), τ)ψi(ϕi(τ ;x, t), τ)−

−
∑
j∈I

∂fi
∂yi

(y(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ), ψj(ϕi(τ ;x, t), τ)+

+
∂G

∂yi
(y(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ)dτ, (1.21)

де оператор Di = Di[ψ](x, t) визначається в залежностi вiд точки (x, t), а сама: 0, якщо
точка (x, t) належить πi;−(detλ+(l, νi(x, t)))

−1λi(l, νi(x, t))
∑
j∈Il

∂γlj
∂yi

(y+(l, νi(x, t)), u
(2)(νi(x, t)),

νi(x, t))λj(l, νi(x, t))ψj(l, νi(x, t))−∂G0

∂yi
(y−(0, νi(x, t)), y+(l, νi(x, t)), νi(x, t)), якщо (x, t) ∈ πil ;

−(detλ−(0, νi(x, t)))
−1λi(0, νi(x, t))

∑
j∈I0

∂γ0j
∂yi

(y−(0, νi(x, t)), u
(1)(νi(x, t)), νi(x, t))λj(l, νi(x, t))

ψj(0, νi(x, t))− ∂G0

∂yi
(y−(0, νi(x, t)), y+(l, νi(x, t)), νi(x, t)), якщо (x, t) ∈ πi0.

З простору Q виберемо пiдпростiр W , елементи якого володiють властивiстю

lim
t→+∞

ψ(x, t)eat = 0, для будь-якого x ∈ [0, l], ψ ∈ W .
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Означення 1.2. Узагальненим розв’язком спряженої задачi (1.11)−(1.13), що вiдповiдає
набору керувань u(0), u(1), u(2), будемо називати набiр неперервних функцiй
(ψ1, ψ2, . . . , ψn) ∈ W , якi задовольняють систему iнтегро-операторних рiвнянь (1.21) в
Π.

Теорема 1.2. Якщо виконуються умови:

1. λ ∈ (C1
x(Π))n, sup

i∈I,(x,t)∈Π

{
± |λi(x, t)|,

∣∣∣∂λi(x,t)∂x

∣∣∣} < +∞;

2. y ∈ Q - розв’язок задачi (1.1)− (1.4);

3. f ∈ (C1
y (Rn × Π))n, має обмежену на Rn × Π та iнтегровану похiдну за t;

4. G0 ∈ C1,1
y−.y+(Rn−m2 × Rm1 × R+),

∀i ∈ I0 ∪ Il : lim
t→+∞

∂G0(y−(0,t),y+(l,t),t)
∂yi

eat = 0;

5. G ∈ C1
y (Rn × Π),∀i ∈ I : lim

t→+∞
∂G(y(x,t),x,t)

∂yi
eat = 0;

6. γ0 ∈ (C1
y (Rn−m2 × U1 × R+))m1 , sup

i∈Il,j∈I0
(y−,u(1),t)∈Rn−m2×U1×R+

∣∣∣∂γ0j (y−,u(1),t)

∂yi

∣∣∣ < +∞,

γl ∈ (C1
y (Rm1 × U2 × R+))n−m2 , sup

i∈Il,j∈I0
(y+,u(2),t)∈Rm1×U2×R+

∣∣∣∂γlj(y+,u(2),t)

∂yi

∣∣∣ < +∞.

Тодi iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (1.11)− (1.13)

Доведення. Для знаходження розв’язку задачi (1.11)−(1.13), також використаємо метод
стискуючих вiдображень. Розглянемо простiр W з метрикою

ρβ(ψ1, ψ2) = max
i∈I,

(x,t)∈Π

|ψ1(x, t)− ψ2(x, t)|βi(x, t; b, q).

Нехай оператор B визначений правою частиною (1.21), тобто для i ∈ I маємо

Bi[ψ](x, t) = Di[ψ](x, t) +

νi(x,t)∫
t

∂λi
∂x

(ϕi(τ ;x, t), τ)ψi(ϕi(τ ;x, t), τ)−

−
∑
j∈I

∂fi
∂yi

(y(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ)ψj(ϕi(τ ;x, t), τ)+

+
∂G

∂yi
(y(ϕi(τ ;x, t), τ), ϕi(τ ;x, t), τ)dτ.

Для всiх i ∈ I0 ∪ Il, справедливi оцiнки:

νi(x, t) ≥ t+ (l − x)/Λ, i ∈ I0;

νi(x, t) ≥ t+ x/Λ, i ∈ Il.

Враховуючи оцiнку

|∆kDi[ψk](x, t)|βi(x, t; b, q) ≤ C max
{

(n−m2) max
i∈I0,
j /∈I0

βi(x, t; b, q)

βj(l, νi(x, t); b, q)
,

m1 max
i∈Il,
j /∈Il

βi(x, t; b, q)

βj(0, νi(x, t); b, q)

}
ρβ(ψ1, ψ2),
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для оператора B одержимо

|∆kBi[ψk](x, t)|βi(x, t; b, q) ≤ C max
{

(n−m2) max
i∈I0,
j /∈I0

βi(x, t; b, q)

βj(l, νi(x, t); b, q)
,

m1 max
i∈Il,
j /∈Il

βi(x, t; b, q)

βj(0, νi(x, t); b, q)

}
ρβ(ψ1, ψ2)+

(n+ 1)C

νi(x,t)∫
t

max
i,j∈I,
s,x∈[0,l]

βi(x, t; b, q)

βj(s, σ; b, q)
dσρβ(ψ1, ψ2).

Вибiр параметрiв b, q у функцiях βi = βi(x, t; b, q) дозволяє отримати оцiнки

max
i∈I0,
j /∈I0

βi(x, t; b, q)

βj(l, νi(x, t); b, q)
= max

i∈Il,
j /∈Il

βi(x, t; b, q)

βj(0, νi(x, t); b, q)
= e−ql <

1

2nC

i
νi(x,t)∫
t

max
i,j,s

βi(x, t; b, q)

βj(s, σ; b, q)
dσ <

max{eql, eql2/4}
4

<
1

2(n+ 1)C
.

Звiдки отримаємо
ρβ(B[ψ1],B[ψ2]) < ρβ(ψ1, ψ2).

Отже оператор B є стискуючим на елементах простору W . Тому, за теоремою Банаха,
iснує єдина нерухома точка оператора B в просторiW . Ця нерухома точка i є узагальненим
розв’язком задачi (1.11)− (1.13).

Лемма 1.1. Для довiльних вектор-функцiй y ∈ Q, ψ ∈ W справедливе спiввiдношення∫
Π

ψT (x, t)
(∂y(x, t)

∂t
+ λ(x, t)

∂y(x, t)

∂x

)
dxdt =

t∫
0

n∑
i=0

ψT (x, t)y(x, t)
∣∣∣+∞
t=0

dx−
+∞∫
0

ψT (x, t)λ(x, t)y(x, t)
∣∣∣l
x=0

dt−

−
∫∫
Π

(∂ψ(x, t)

∂t
+ λ(x, t)

∂ψ(x, t)

∂x
+
∂λ(x, t)

∂x
ψ(x, t)

)T
y(x, t)dxdt. (1.22)

Доведення цiєї леми випливає iз подiбного факту в [7].

1.5 Необхiднi умови оптимальностi

Варiацiйний аналiз дослiджуваної задачi заснований на використаннi варiацiй, якi
забезпечують гладкiсть допустимих керувань. Варiацiя керування будується за правилом

u
(0)
ε,δ (x) = u(0)(x+ εδ(0)(x)), x ∈ [0, l], (1.23)

де ε ∈ [0, 1] - параметр, який характеризує малiсть варiацiї, δ(x) - неперервно-диферен-
цiйовна функцiя, яка задовольняє умову

0 ≤ x+ δ(x) ≤ l, x ∈ [0, l], δ(0) = δ(l) = 0. (1.24)
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Вiдзначимо деякi властивостi варiацiї (1.23). Насамперед, що керування є гладким,
а область значень функцiї u(0)

ε,δ(0)
(x) визначена областю значень початкового керування

u(0)(x). Тому, керування u(0)

ε,δ(0)
(x) - допустиме. Крiм того, має мiсце поточкова (i рiвномiрна)

збiжнiсть: u(0)
ε,δ (x)→ u(0)(x) при ε→ 0 в кожнiй точцi вiдрiзку [0, l] для будь-якого δ(0)(x),

що задовольняє нерiвнiсть (1.24). Остання нерiвнiсть характеризує вiдповiдну варiацiю
керування ∆u

(0)
ε,δ (x) = u

(0)

ε,δ(0)
(x) − u(0)(x), як варiацiю гладкої функцiї u(0)(x), при якiй

рiвномiрно мала деформацiя вiдрiзка [0, l] "перемiшує"значення початкового керування,
зберiгаючи рiвномiрну близькiсть до нуля функцiї u(0)

ε,δ(0)
(x) та її похiдної d

dx
u

(0)

ε,δ(0)
(x).

Вибираючи варiацiю керування за правилом (1.23) i використовуючи представлення

∆u(0)(x) =
.
u

(0)
(x)εδ(0)(x) + o(ε),

перепишемо формулу приросту цiльового функцiоналу (1.15) так

∆J(u(0)) = −
l∫

0

hu(0)(ψ(x, 0), u(0)(x), x)
.
u

(0)
(x)εδ(0)dx−

−
l∫

0

o(ε)dx+

+∞∫
0

oG0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt−
+∞∫
0

oG0(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt+

+

∫∫
Π

oG(‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt−
∫∫
Π

ψT (x, t)of (‖ ∆y(x, t) ‖)dxdt+

+

+∞∫
0

ψT−(l, t)λ−(l, t)oγl(‖ ∆y+(l, t) ‖)dt−
+∞∫
0

ψT+(0, t)λ+(0, t)oγ0(‖ ∆y−(0, t) ‖)dt. (1.25)

Врахувавши справедливiсть оцiнки (1.16) для рiвностi (1.25) матимемо

lim
ε→0+

J(u(0) + εδ(0))− J(u(0))

ε
= −

l∫
0

hu(0)(ψ(x, 0), u(0)(x), x)
.
u

(0)
(x)δ(0)(x)dx, (1.26)

оскiльки всi доданки в (1.25) представленi у виглядi iнтегралу по вiдповiднiй областi вiд
пiдiнтегральної функiї, яка є добутком величини порядку o(ε) та iнтегрованої функцiї
на цiй областi.

Аналогiчно до (1.23), (1.24), побудуємо прирiст крайових керувань за правилом

∆u(k)(t) =
.
u

(k)
(t)εδ(k)(t) + o(ε), k ∈ {1, 2}.

Для функцiонала J , одержимо значення похiдної за напрямком, коли крайовi умови
допускають iснування неперервної похiдної за вiдповiдним параметром керування, тобто

lim
ε→0+

J(u(1) + εδ(1))− J(u(1))

ε
=

= −
∫
R+

h1
u(1)(ψ+(0, t), y−(0, t), u(1)(t), t)

.
u

(1)
(t)δ(1)(t)dt,
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lim
ε→0+

J(u(2) + εδ(2))− J(u(2))

ε
=

= −
∫
R+

h2
u(2)(ψ−(l, t), y+(l, t), u(2)(t), t)

.
u

(2)
(t)δ(2)(t)dt.

Оскiльки δ(0) = δ(0)(x), δ(1) = δ(1)(t), δ(2) = δ(2)(t) довiльнi функцiї то використовуючи
теорему Ферма [8], можна сформулювати таку теорему

Теорема 1.3. Якщо процес {y, u(0), u(1), u(2)} є оптимальним в данiй задачi, то вико-
нуються умови

hu(0)(ψ(x, 0), u(0)(x), x)u(0)
x (x) = 0, x ∈ [0, l],

hu(1)(ψ+(0, t), y−(0, t), u(1)(t), t)u
(1)
t (t) = 0, t ∈ R+, (1.27)

hu(2)(ψ−(l, t), y+(l, t), u(2)(t), t)u
(2)
t (t) = 0, t ∈ R+,

де y = y(x, t) узагальнений розв’язок задачi (1.1) − (1.4), ψ = ψ(x, t) - узагальнений
розв’язок спряженої задачi при y = y(x, t), u = u(0)(x), u(1) = u(1)(t), u(2) = u(2)(t).

1.6 Висновки до першого роздiлу

У першому роздiлi встановлено достатнi умови для iснування узагальненого розв’язку
напiвлiнiйної гiперболiчної системи першого порядку з двома незалежними змiнними з
ортогональними до осей координат характеристиками в напiвсмузi. Виведено необхiднi
умови оптимальностi для задачi оптимального керування напiвлiнiйною гiперболiчною
системою з ортогональними до осей координат характеристиками з нескiнченним гори-
зонтом планування.
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2 Задача керування зосередженими параметрами в
правих частинах напiвлiнiйних гiперболiчних систем

В даному роздiлi розглядається випадок, коли функцiя, яка входить в праву частину
системи, визначається iз керуючої системи звичайних диференцiальних рiвнянь. Розв’я-
зок початково-крайової задачi розумiється в узагальненому сенсi як розв’язок iнтегральної
системи рiвнянь, побудованих на характеристиках вихiдної гiперболiчної системи. Керуючi
впливи стисненi поточковими (амплiтудними) обмеженнями.

Для такого роду задач неможливо застосувати методи оптимального керування,
основанi на використаннi принципу максиму Понтрягiна, його наслiдкiв та модифiкацiй.
Такi методи орiєнтованi на класи розривних керувань. Запропонований пiдхiд базується
на використаннi спецiальних варiацiй. Про-варiювання керування володiє наступними
властивостями:

• воно являється гладким;

• область його значень визначається областю значень вихiдного керування.

Таким чином, забезпечується гладкiсть варiювальних керувань i виконання обмежень.
Також запропонована схема методу покращення допустимого керування, яка основана

на необхiднiй умовi.

2.1 Постановка задачi

Розглянемо задачу оптимiзацiї системи напiвлiнiйних гiперболiчних рiвнянь першого
порядку

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x(s, t), y(t), s, t), (2.1)

(s, t) ∈ Π, Π = S × T, S = [s0, s1], T = [t0, t1].

Тут x = x(s, t)−n-вимiрна вектор-функцiя, A = A(s, t) - матриця n×n, y(t)−m-вимiрна
вектор-функцiя.

Припускаємо, що система (2.1) записана в iнварiантному виглядi, тобто матриця
A(s, t) - дiагональна. Додатково введемо припущення, що дiагональнi елементи ai = ai(s, t),
i = 1, 2, . . . , n, матрицi коефiцiєнтiв є одного знаку в Π:

ai(s, t) > 0, i = 1, 2, . . . ,m1;

ai(s, t) = 0, i = m1 + 1, . . . ,m2;

ai(s, t) < 0, i = m2 + 1, . . . , n.

Складемо двi дiагональнi пiд-матрицi:A+(s, t) розмiрностim1×m1 таA−(s, t) розмiрностi
(n−m2)× (n−m2) iз додатних та вiд’ємних елементiв матрицi A вiдповiдно. Iз вектора
стану x = x(s, t) видiлимо два пiд-вектори, вiдповiдних додатнiм та вiд’ємним дiагональним
елементам матрицi A.

x+ = (x1, x2, . . . , xm1), x− = (xm2+1, xm2+2, . . . , xn).

Початкова-крайовi умови для системи (2.1) задана в наступному виглядi

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S; x+(s0, t) = η(t), x−(s1, t) = µ(t), t ∈ T. (2.2)
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Функцiя y(t) визначається iз керуючої системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dy

dt
= g(y, u, t), t ∈ T,

y(t0) = y0. (2.3)

Задача розглядається в класi гладких керуючих впливiв: керування u(t) неперервно
диференцiйовне на вiдрiзку T i задовiльняє поточковi обмеження наступного виду:

u(t) ∈ U, t ∈ T, (2.4)

де U - компакт iз Er.
Метою задачi оптимального керування є мiнiмiзацiя функцiоналу

J(u) =

∫
S

ϕ(x(s, t1), s)ds+

∫∫
Π

F (x, s, t)dsdt, (2.5)

визначеного на розв’язках задачi (2.1)−(2.3) при допустимих керуваннях, задовiльняючих
умову (2.4).

Задача оптимального керування (2.1)−(2.5) розглядається при наступних припущеннях:

1. Дiагональнi елементи ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n матрицi A неперервно диференцiйовнi
в прямокутнику Π;

2. Вектор-функцiї g = g(y, u, t) неперервна по сукупностi своїх аргументiв i має
неперервну i обмежену часткову похiдну по y ∈ Em i u ∈ U ;

3. Вектор-функцiя f(x, y, s, t) неперервна по сукупностi своїх аргументiв i має неперервну
i обмежену часткову похiдну по x ∈ En i y ∈ Em;

4. Скалярнi функцiї ϕ = ϕ(x, s), F = F (x, s, t), неперерв-
на по сукупностi своїх аргументiв i має неперервну i обмежену часткову похiдну
по x ∈ En;

Розв’язок початково-краєвої задачi (2.1) − (2.2) розумiється в узагальненому сенсi
як розв’язок iнтегральної системи рiвнянь, побудовано на характеристиках вихiдної
гiперболiчної системи [4].

2.2 Формули перетворення

Розглянемо два допустимих процеси: базовий u, y = y(t, u), x = x(s, t, u) та варiюва-
льний ũ = u+ ∆u, ỹ = y + ∆y = y(t, ũ), x̃ = x+ ∆x = x(s, t, ũ).

Позначимо
∆J(u) = J(ũ− J(u).

Очевидно, що

∆J(u) =

∫
S

∆ϕ(x(s, t1), s)ds+

∫∫
Π

∆F (x, s, t)dsdt. (2.6)

Система перетвореннями має вигляд:(d∆x

dt

)
A

= ∆f(x, y, s, t), (2.7)

∆x(s, t0) = ∆x+(s0, t) = ∆x−(s1, t) = 0.

d∆y

dt
= ∆g(y, u, t), ∆y(t0) = 0. (2.8)
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Тут

∆f(x, s, t) = f(x̃, ỹ, s, t)− f(x, y, s, t),

∆g(y, u, t) = g(ỹ(t), ũ(t), t)− g(y(t), u(t), t).

Зробимо декiлька достатньо простих операцiй, зазвичай використовуваних при виве-
дення необхiдних умов оптимальностi першого порядку.

Введемо скалярнi функцiї

H(ψ, x, y, s, t) =< ψ, f(x, y, s, t) > −F (x, s, t),

h(p, y, u, t) =< p, g(y, u, t) > .

Вимагатимемо щоб вектор-функцiї ψ(s, t) та p(t) були розв’язком наступної спряженої
задачi: (dψ

dt

)
A

+ Asψ = −Hx(ψ, x, y, s, t), ψ(s, t1) =
∂ϕ(x(s, t1), s)

∂x
,

ψ−(s0, t) = 0, ψ+(s1, t) = 0, (2.9)

.
p = −hy(p, y, u, t)−

s1∫
s0

Hyds, p(t1) = 0. (2.10)

Тодi формула перетворення набуде вигляду:

∆J(u) = −
∫
T

∆ũh(p(t), y(t), u(t), t)dt+ η. (2.11)

Тут

η =

∫
S

oϕ(||∆x(s, t1)||)ds =

∫∫
Π

oH(||∆x(s, t)||)dsdt−

−
∫∫
Π

oH(||∆y(t)||)dsdt−
∫∫
Π

〈∆x̃Hy,∆y〉dsdt−

−
∫
T

[oh(||∆y(t)||)+ < ∆ũhy(p(t), y(t), u(t), t),∆y(t) >]dt.

Справедливi наступнi оцiнки перетворень:

||∆y(t)|| ≤ K1

t∫
t0

||∆u||dτ, (2.12)

де K1 = L2e
L1(t1−t0).

||∆y(t)|| ≤ K1

t∫
t0

t∫
t0

||∆u||dτ, dτ, (2.13)

де K2 = K1e
M1(t1−t0). Тут M1 - константа Лiпшица для функцiї f .
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2.3 Необхiднi умови оптимальностi

Подальший варiацiйний аналiз задачi ґрунтується на використання некласичних
варiацiй, забезпечуючи гладкiсть допустимих керувань. Про-варiювання керування будує-

ться за правилом [1]
uε,δ(t) = u(t+ εδ(t)), t ∈ T, (2.14)

ε ∈ [0, 1] - параметр, характеризуючий малiсть варiацiї, δ(t) - неперервно-диференцiйовна
функцiя, яка задовiльняє умови

t0 ≤ t+ δ(t) ≤ t1, t ∈ T. (2.15)

Вiдмiтимо властивостi про-варiйованого керування (2.14).
По-перше, воно є гладким. По-друге, область значення функцiї uε,δ(t) визначається

областю вихiдного керування u(t). Таким чином, керування uε,δ(t) допустиме. Має мiсце
поточкова збiжнiсть: uε,δ(t)→ u(t) при ε→ 0 в кожнiй точцi вiдрiзка T для будь якого
δ(t), яке задовiльняє нерiвнiсть (2.15).

Остання властивiсть дозволяє характеризувати вiдповiдну варiацiю керування
∆uε,δ(t) = uε,δ(t)−u(t) як нестандартну слабку варiацiю гладкої функцiї u(t): рiвномiрно
мала деформацiя вiдрiзка T "перемiшує"значення вихiдного керування, зберiгаючи
рiвномiрну блискiсть до нуля функцiї ∆uε,δ(t) та її похiдної

d

dt
∆uε,δ(t).

Вибираючи керування за правилом (2.14) i використовуючи розклад

∆u =
.
u(t)εδ(t) + o(ε),

формула перетворення цiльового функцiоналу з врахуванням оцiнок (2.12), (2.13) набуде
наступного вигляду:

∆J(u) = −ε
∫
T

〈hu,
.
u(t)〉δ(t)dt+ o(ε).

Звiдси, в силу довiльностi δ(t) випливає

Теорема 2.1. Нехай процес u, y, x є оптимальним в данiй задачi. Тодi виконується
умова

〈hu(p(t), y(t), u(t), t),
.
u〉 = 0, t ∈ T, (2.16)

де, p(t) є розв’язком спряженої задачi (2.9)− (2.10) при u = u(t).

2.4 Схема методу

Зупинимось детальнiше на алгоритмi, який використовує необхiдну умову оптима-
льностi у виглядi (2.16).

Введемо в розгляд скалярну функцiю

ω(p(t), u(t),
.
u(t), t) = 〈hu(p(t), u(t), t),

.
u〉.

Нехай задано початкове наближення iз класу допустимих функцiй u0 = u0(t). Опише-
мо k-ту iтерацiю методу, тобто перехiд вiд uk(t) до uk+1(t), k = 0, 1, 2, . . . . Для керування
uk(t) вираховуються pk = pk(t), ψk = ψk(s, t) розв’язки спряженої системи гiперболiчних
рiвнянь, будується ωk(t) = ω(pk(t), uk(t),

.
u
k
(t), t). Якщо ωk(t) = 0, t ∈ T , то керування
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uk задовiльняє необхiдну умову оптимальностi, i алгоритм закiнчує свою роботу. В
протилежному випадку визначаємо гладку функцiю δk(t) за правилом:

δk(t) =
(t− t0)(t1 − t)ωk
(t1 − t0) max

t∈T
|ωk|

. (2.17)

Побудуємо однопараметричну сiм’ю керувань ukε (t) = uk(t+ εδk(t)) i розв’яжемо задачу
одновимiрної мiнiмiзацiї

εk : J(ukε )→ min, ε ∈ [0, 1].

Наступне наближення знаходиться за формулою

uk+1 = ukεk , k = 0, 1, 2, . . .

Твердження про збiжнiсть методу сформоване в [1].

2.5 Висновки до другого роздiлу

В другому роздiлi було сформовано припущення для задачi оптимального керування
зосередженими параметрами в правих частинах напiвлiнiйних гiперболiчних систем.
Виведено необхiднi умови оптимальностi для даної задачi. Також було складено схему
алгоритму для розв’язку даної задачi, на основi необхiдних умов оптимальностi.
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Висновок
Магiстерська робота присвячена вивченню необхiдних умов оптимальностi для мiша-

них задач для гiперболiчних систем рiвнянь з частинними похiдними першого порядку з
ортогональними до осей координат характеристиками та задач оптимального керування
зосередженими параметрами в правих частинах напiвлiнiйних гiперболiчних систем.
Задачi для таких систем гiперболiчних рiвнянь описують рiзноманiтнi математичнi
моделi природознавства, технiки, економiки, теорiї бiопопуляцiй, теорiї споживання в
яких часто виникає потреба управлiння процесами.

У роботi одержано такi основнi результати:

• встановлено достатнi умови узагальненої глобальної розв’язностi мiшаних задач
з ортогональними до осей координат характеристиками, без початкових умов для
одновимiрної гiперболiчної системи рiвнянь першого порядку в напiвсмузi;

• виведено необхiднi умови оптимальностi для задачi оптимального керування напiв-
лiнiйними гiперболiчними системами рiвнянь першого порядку з ортогональними
до осей координат характеристиками;

• виведено необхiднi умови оптимальностi для задачi оптимального керування зосере-
дженими параметрами в правих частинах напiвлiнiйних гiперболiчних систем.

Цi результати мають теоретичний характер i їх можна використати в теорiї крайових
задач для рiвнянь з частинними похiдними, задачах оптимального керування системами
гiперболiчних рiвнянь, а також при дослiдженнi практичних проблем, якi моделюються
гiперболiчними системами напiвлiнiйних, квазiлiнiйних рiвнянь першого порядку.
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