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1 Âñòóï

Ïåðåãîâîðè ¹ âàæëèâîþ ñêëàäîâîþ íàøîãî æèòòÿ. Ìè ïîñòiéíî ïðî
ùîñü äîìîâëÿ¹ìîñÿ, ÷è òî çi ñâî¨ì áîñîì, ÷è òî ç âèïàäêîâèì ïåðåõîæèì,
àáî êîëè õî÷åìî ïðèäáàòè àâòîìîáiëü, áóäèíîê ÷è îáãîâîðþìî ç äðóçÿ-
ìè, ÿêèé ôiëüì ïåðåãëÿíóòè. Ïåðåãîâîðè � öå ìåòîä äîñÿãíåííÿ óãîäè
øëÿõîì äiëîâîãî ñïiëêóâàííÿ, êîëè îáèäâi ñòîðîíè ìàþòü ÿê ñïiëüíi, òàê
i ïðîòèëåæíi iíòåðåñè.

Ó ñó÷àñíîìó ñóñïiëüñòâi áiëüøó ÷àñòèíó æèòòÿ ïðîôåñiîíàëiâ âñiõ
ðiâíiâ çàéìà¹ äiëîâå ñïiëêóâàííÿ. Ñóïåðíèöüêèì âiäíîñèíàì ïðîòèñòàâ-
ëÿ¹òüñÿ âçà¹ìîäiÿ. ßê íàñëiäîê ñòàþòü çàòðåáóâàíèìè íàâè÷êè âåäåííÿ
äiëîâèõ ïåðåãîâîðiâ, âìiííÿ çíàõîäèòè êîìïðîìiñ ç ïàðòíåðàìè, êîíêó-
ðåíòàìè. Âìiëå âåäåííÿ ïåðåãîâîðiâ äîïîìàãà¹ âiäñòîþâàòè ñâî¨ iíòåðå-
ñè êîðïîðàöi¨, âèïåðåäæàòè êîíêóðåíòiâ, óñïiøíî âèðiøóâàòè áóäü-ÿêó
ñïiðíó ïðîáëåìó.

Ó äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿíåìî òàêèé òèï ïåðåãîâîðiâ, ïðè ÿêîìó ïðî-
ïîçèöi¨ âíîñÿòüñÿ ó÷àñíèêàìè ïåðåãîâîðiâ. Çîêðåìà, ïðàöþâàòèìåìî iç
çàäà÷åþ ðîçïîäiëó äåÿêîãî ðåñóðñó ñåðåä êiëüêîõ ó÷àñíèêiâ. Òàêi ñè-
òóàöi¨ âèíèêàþòü â áiçíåñi, â ìîäåëÿõ ðèíêó, ñòðàõîâèõ ìîäåëÿõ òà ií-
øèõ. Äëÿ âèðiøåííÿ ïèòàííÿ ââîäèòüñÿ íîâà íåçàöiêàâëåíà ñòîðîíà �
àðáiòð àáî àðáiòðàæíèé êîìiòåò (æþði), ÿêèé ñëiäêó¹ çà äîòðèìàííÿì
ïðàâèë i ïðèéìà¹ êiíöåâå ðiøåííÿ øëÿõîì æåðåáêóâàííÿ, ãîëîñóâàííÿ
àáî çà äîïîìîãîþ iíøèõ ìåõàíiçìiâ. Àðáiòðàæ � öå êîíòðàêòíà ôîðìà
çîáîâ'ÿçàëüíîãî âèðiøåííÿ ñïîðó. Iíøèìè ñëîâàìè, ïðàâî ñòîðîíè íà-
ïðàâèòè ñïið íà àðáiòðàæ çàëåæèòü âiä íàÿâíîñòi óãîäè (¾àðáiòðàæíî¨
óãîäè¿) ìiæ íèìè òà iíøèìè ñòîðîíàìè ñïîðó ïðî òå, ùî ñïið ìîæå áóòè
ïåðåäàíèé íà àðáiòðàæ. Ñõåìè ïåðåãîâîðiâ ç àðáiòðîì áóäåìî íàçèâàòè
àðáiòðàæíèìè ïðîöåäóðàìè.

Ó ïåðåãîâîðàõ áåðóòü ó÷àñòü äâi i áiëüøå ñòîðîíè, òîìó öi ïðîáëåìè
¹ ïðåäìåòîì òåîði¨ iãîð � ðîçäiëó ìàòåìàòèêè, â ÿêîìó äîñëiäæóþòüñÿ
ìîäåëi ïðèéíÿòòÿ îïòèìàëüíèõ ðiøåíü â óìîâàõ êîíôëiêòó.
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2 Àðáiòðàæíi ïðîöåäóðè

Ðîçãëÿíåìî òèï ïåðåãîâîðiâ, êîëè â ÿêîñòi ðîçâ'ÿçêó áóäå ðiâíî-
âàãà Íåøà äàíî¨ ãðè. Øóêàòèìåìî ðiâíîâàãó ãðè â òåðìiíàõ çàäà÷i ïðî
çàðïëàòó, ïðîòå òàêèé ïiäõiä ìîæíà çàcòîñîâóâàòè i äëÿ iíøèõ çàäà÷ ðîç-
ïîäiëó ðåñóðñiâ çà ó÷àñòi àðáiòðà.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çàðïëàòó, äå ¹ äâî¹ ó÷àñíèêiâ ãðè: ãðà-
âåöü I � L (labour) òà II �M (manager). Ó÷àñíèêè ïîâèííi äîìîâèòèñÿ
ïðî ðîçìið çàðîáiòíî¨ ïëàòè. Ãðàâåöü I ðîáèòü ïðîïîçèöiþ x, à ãðàâåöü
II � ïðîïîçèöiþ y, äå x i y ìîæóòü ïðèéìàòè äîâiëüíi äiéñíi çíà÷åí-
íÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi îá÷èñëåíü ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîïîçèöi¨ áåç îáìåæåííÿ
íà çíàê. ßêùî x ≤ y , òî êîíôëiêò íå âèíèêà¹ i ñòîðîíè äîìîâëÿþòüñÿ
ïðî çàðïëàòó ìiæ x i y. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíà äîðiâíþ¹ x+y

2 . ßêùî
æ x > y , ñòîðîíè àïåëþþòü äî àðáiòðà À, ÿêèé ìà¹ âëàñíó äóìêó ïðî
ñïðàâåäëèâiñòü (âiäïîâiäíî äî ìîäåëi àðáiòðàæíî¨ ïîöåäóðè). Âèáið àð-
áiòðà ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç z.

Òàê ÿê öiëi ãðàâöiâ I òà II ïðÿìî ïðîòèëåæíi, òî ìà¹ìî ñïðàâó ç àí-
òàãîíiñòè÷íîþ ãðîþ âèäó Γ = 〈I, II, R1, R1, H〉 , äå H = Hz(x, y) �
ôóíêöiÿ âèãðàøó â àðáiòðàæíié ïðîöåäóði.

2.1 Àðáiòðàæ çà îñòàííüîþ ïðîïîçèöi¹þ

Ó äàíié ïðîöåäóði, ÿêùî x > y , àðáiòð ïðèéìà¹ òó ïðîïîçèöiþ, ÿêà
¹ áëèæ÷îþ äî éîãî ðiøåííÿ z, â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ âèãðàøó ìà¹
âèãëÿä

Hz(x, y) =


x+y
2 , ÿêùî x ≤ y;

x, ÿêùî x > y, |x− z| < |y − z|;
y, ÿêùî x > y, |x− z| > |y − z|;
z, ÿêùî x > y, |x− z| = |y − z|.

(1)

ßêùî z ôiêñîâàíà, òî ðiâíîâàãîþ áóäå ïàðà ñòðàòåãié (z, z) . Ðîçãëÿ-
íåìî âèïàäîê, êîëè äóìêà àðáiòðà ¹ âèïàäêîâîþ, òîäi z ¹ âèïàäêîâîþ
âåëè÷èíîþ ç äåÿêèì íåïåðåðâíèì ðîçïîäiëîì F (a), a ∈ R1 . Ïðèïóñòè-
ìî, ùî ãðàâöÿì âiäîìèé âèä F (a) i iñíó¹ ùiëüíiñòü f(a) .

ßêùî x > y , òî âiäïîâiäíî äî âèäó ôóíêöi¨ âèãðàøó àðáiòð ïðèéìà¹
ïðîïîçèöiþ y, ÿêùî z < (x + y)/2 , ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó � ïðîïî-
çèöiþ x.
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Âèãðàø ãðàâöÿ L ¹ âèïàäêîâèì ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

H(x, y) = EHz(x, y) : H(x, y) = F
(x+ y

2

)
y +

(
1− F

(x+ y

2

))
x. (2)

Ùîá çíàéòè ìiíiìàêñíi ñòðàòåãi¨, ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (2)

∂H

∂x
= 1− F

(x+ y

2

)
+
y − x

2
f
(x+ y

2

)
= 0,

∂H

∂y
= F

(x+ y

2

)
+
y − x

2
f
(x+ y

2

)
= 0.

Ðiçíèöÿ äâîõ âèùå íàâåäåíèõ ðiâíÿíü äà¹

F
(x+ y

2

)
=

1

2
,

à òî÷êà (x+ y)/2 ñïiâïàäà¹ ç ìåäiàíîþ ðîçïîäiëó F , çâiäñè (x+ y)/2 =
mF .
Äîäàâøè äàíi ðiâíÿííÿ îòðèìà¹ìî

(x− y)f(mF ) = 1.

ßêùî ðiâíîâàãà â ÷èñòèõ ñòðàòåãiÿõ iñíó¹, òî íàáóâà¹ âèãëÿäó

x = mF +
1

2f(mF )
, y = mF −

1

2f(mF )
, (3)

i çíà÷åííÿ ãðè äîðiâíþ¹ mF .
Äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá ( 1

1+δ ,
δ

1+δ) áóëî ðiâíîâàãîþ â ãði, ¹

H
(
x,mF −

1

2f(mF )

)
≤ mF ,∀x ≥ mF ; (4)

H
(
mF +

1

2f(mF )
, y
)
≥ mF ,∀y ≤ mF . (5)

Òàê ÿê mF ìåäiàíà ðîçïîäiëó F , óìîâó (4) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

U(x)∫
mF

f(a)da ≥ x−mF − 1/(2f(mF ))

2(x−mF + 1/(2f(mF )))
,∀x > mF . (6)

äå U(x) = (x+mF − 1
2f(mF )

)/2 .
Àíàëîãi÷íî, óìîâó (5) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

V (x)∫
mF

f(a)da ≥ y −mF + 1/(2f(mF ))

2(y −mF − 1/(2f(mF )))
,∀y < mF . (7)

äå V (x) = (y +mF + 1
2f(mF )

)/2 .
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Òåîðåìà 1. ßêùî â àðáiòðàæíié ïðîöåäóði çà îñòàííüîþ ïðîïîçèöi¹þ
ðîçïîäiëó F (a) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (6)�(7), òî ðiâíîâàãà Íåøà äîñÿãà-
¹òüñÿ â ÷èñòèõ ñòðàòåãiÿõ i íàáóâà¹ âèãëÿäó x = mF + 1

2f(mF )
, y =

mF − 1
2f(mF )

.

2.2 Ïîãîäæóâàëüíèé àðáiòðàæ

ßêùî â àðáiòðàæíié ïðîöåäóði çà îñòàííüîþ ïðîïîçèöi¹þ àðáiòð âè-
áèðà¹ îäíó ç äâîõ ïðîïîçèöié, òî â ïîãîäæóâàëüíîìó àðáiòðàæi ðåçóëüòà-
òîì ñóïåðå÷êè ¹ ñàìå ðiøåííÿ àðáiòðà. Äàíå ðiøåííÿ çàëåæèòü âiä ïðî-
ïîçèöié ó÷àñíèêiâ. Ðîçãëÿíåìî òóò êîìáiíîâàíó àðáiòðàæíó ïðîöåäóðó,
çàïðîïîíîâàíó Áðàìñîì i Ìåðiëëîì.

Ó äàíié ïðîöåäóði äóìêà àðáiòðà z ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç âiäî-
ìîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (a) i ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó f(a) . Ãðàâöi L òà
M âíîñÿòü ñâî¨ ïðîïîçèöi¨ x òà y . ßêùî z íàëåæèòü iíòåðâàëó ïðîïî-
çèöié, òî çäiéñíþ¹òüñÿ àðáiòðàæ çà îñòàííüîþ ïðîïîçèöi¹þ, ÿêùî æ íi,
òî ïðèéìà¹òüñÿ ðiøåííÿ àðáiòðà.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ âèãðàøó H(x, y) = EHz(x, y) íàáóâà¹ âèãëÿäó

Hz(x, y) =


x+y
2 , ÿêùî x ≤ y;

x, ÿêùî x > z > y, x− z < z − y;
y, ÿêùî x > z > y, x− z > z − y;
z, â iíøèõ âèïàäêàõ.

(8)

Ïðèïóñòèìî, ùî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó f(a) ¹ ñèìåòðè÷íîþ óíiìîäàëü-
íîþ ôóíêöi¹þ (ìà¹ îäèí ìàêñèìóì). Ïîêàæåìî, ùî â òàêîìó âèïàäêó
ðiâíîâàãà äîñÿãà¹òüñÿ â ÷èñòèõ ñòðàòåãiÿõ i îïòèìàëüíîþ ñòðàòåãi¹þ ¹
çíà÷åííÿ mF � ìåäiàíà ðîçïîäiëó F (a) .

Íåõàé ãðàâåöü M âèêîðèñòîâó¹ ñòðàòåãiþ y = mF . Òîäi âèãðàø
H(x,mF ) ïåðøîãî ãðàâöÿ âiäïîâiäíî äî ïðàâèë àðáiòðàæó äîðiâíþ¹
(x+y)/2 , ÿêùî x < mF , ùî ¹ ìåíøå, íiæ êîëè á âií çàñòîñóâàâ ñòðàòåãiþ
= mF . ßêùî æ x ≥ mF , òî çãiäíî ç (8) âèãðàø íàáóâà¹ âèãëÿäó

H(x,mF ) =

mF∫
−∞

adF (a) +

+∞∫
x

adF (a) +

x+mF
2∫

mF

mFdF (a) +

x∫
x+mF

2

xdF (a) =

= mF −

x+mF
2∫

mF

(a−mF )dF (a) +

x∫
x+mF

2

(x− a)dF (a).
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Îñòàííié âèðàç ¹ íå áiëüøèì, íiæ mF . Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ôóíêöiÿ

g(x) = −

x+mF
2∫

mF

(a−mF )dF (a) +

x∫
x+mF

2

(x− a)dF (a)

¹ íåçðîñòàþ÷îþ. �¨ ïîõiäíà

g′(x) = −x−mF

2
f(
x+mF

2
) +

x∫
x+mF

2

f(a)da ≤ 0,

òàê ÿê çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(a) â òî÷öi (x + mF )/2 íå ìåíøå çà óìîâîþ
çíà÷åíü â òî÷êàõ z ∈ [((x+mF )/2), x] .

Òîìó H(x,mF ) ≤ mF äëÿ âñiõ x ∈ R1 . Öå çíà÷èòü, ùî íàéêðàùà
âiäïîâiäü ïåðøîãî ãðàâöÿ òàêîæ ¹ mF . Àíàëîãi÷íî i äëÿ ïîâåäiíêè äðó-
ãîãî ãðàâöÿ. Îòæå, ðiâíîâàãà äîñÿãà¹òüñÿ â ÷èñòèõ ñòðàòåãiÿõ i ñïiâïàäà¹
ç ìåäiàíîþ ðîçïîäiëó F (a) .

Òåîðåìà 2. ßêùî â ïîãîäæóâàëüíié àðáiòðàæíié ïðîöåäóði ùiëüíiñòü
ðîçïîäiëó f(a) ¹ ñèìåòðè÷íîþ i óíiìîäàëüíîþ, òî ðiâíîâàãà Íåøà â ãði
ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíàêîâèõ ÷èñòèõ ñòðàòåãié mF .

2.3 Àðáiòðàæ ç ïîêàðàííÿì

Â ðîçãëÿíóòèõ àðáiòðàæíèõ ïðîöåäóðàõ êîæåí ãðàâåöü ìîæå âíå-
ñòè äîâiëüíi ïðîïîçèöi¨, âêëþ÷íî ç ñèëüíî äèñêðèìiíóþ÷èìè ñóïåðíèêà.
Ùîá òàêîãî íå âiäáóâàëîñÿ, àðáiòð ìîæå âèêîðèñòîâóâàòè ïðîöåäóðó ç
ïîêàðàííÿì. Ðîçãëÿíåìî îäíó ç òàêèõ ñõåì, çàïðîïîíîâàíó Çåíãîì.

Ó äàíié ïðîöåäóði äóìêà àðáiòðà z ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç âiäî-
ìîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (a) i ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó f(a) . Ïîçíà÷èìî
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ Ez =

∫
R1

adF (a) ÷åðåç E . Ãðàâöi L òà M âíî-

ñÿòü ñâî¨ ïðîïîçèöi¨ x òà y . Àðáiòð âèêîðèñòîâó¹ ïîãîäæóâàëüíèé àð-
áiòðàæ, àëå äîäà¹ äî ñâîãî ðiøåííÿ äåÿêó âåëè÷èíó, ÿêà çàëåæèòü âiä
ïðîïîçèöié ñòîðií. Áóäåìî ðîçóìiòè öå ÿê äåÿêå ïîêàðàííÿ ãðàâöÿ.
Íåõàé z � ðiøåííÿ àðáiòðà. ßêùî |x− z| < |y − z| , òî àðáiòð ïðèéìà¹
ñòîðîíó ïåðøîãî ãðàâöÿ i �êàðà¹� äðóãîãî ãðàâöÿ íà âåëè÷èíó z − y , i
ðîçâ'ÿçêîì áóäå z + (z − y) = 2z − y . Òóò ïîêàðàííÿ áóäå òèì áiëüøå,
÷èì áiëüøà ðiçíèöÿ ìiæ äóìêîþ àðáiòðà i ïðîïîçèöi¹þ äðóãîãî ãðàâöÿ.
ßêùî |x − y| > |y − x| , òî àðáiòð �êàðà¹� ïåðøîãî ãðàâöÿ, i ðîçâ'ÿçêîì
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ñòà¹ z − (x− z) = 2z − x .
ßê íàñëiäîê, â äàíié àðáiòðàæíié ãði ôóíêöiÿ âèãðàøó íàáóâà¹ âèãëÿ-

äó H(x, y) = EHz(x, y) , äå

Hz(x, y) =


x+y
2 , ÿêùî x ≤ y;

x, ÿêùî x > y, |x− z| < |z − y|;
y, ÿêùî x > y, |x− z| > |z − y|;
z, ÿêùî x > y, |x− z| = |z − y| .

(9)

Òåîðåìà 3. Â àðáiòðàæíié ïðîöåäóði ç ïîêàðàííÿì ç ôóíêöi¹þ âèãðàøó
(9) iñíó¹ i ¹äèíà ðiâíîâàãà Íåøà â ÷èñòèõ ñòðàòåãiÿõ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
ç îäíàêîâèõ ÷èñòèõ ñòðàòåãié E .

Ó ðîçãëÿíóòèõ ñõåìàõ àðáiòðàæó ðiâíîâàãà äîñÿãàëàñÿ â ÷èñòèõ ñòðà-
òåãiÿõ. Öå âèïëèâàëî ç ðÿäó ïðèïóùåíü âiäíîñíî âèäó ðîçïîäiëó F (a)
àðáiòðà. Ó øèðîêîìó êëàñi ðîçïîäiëiâ ðiâíîâàãè â ÷èñòèõ ñòðàòåãiÿõ íå
iñíó¹. Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî ñõåìè, äå ðiâíîâàãà äîñÿãàòèìåòüñÿ â çìiøà-
íèõ ñòðàòåãiÿõ, à ïðîïîçèöi¨ ñòîðií ìàòèìóòü âèïàäêîâèé õàðàêòåð i öå
ìà¹ áàãàòî ïåðåâàã ïðè çàñòîñóâàííi ¨õ íà ïðàêòèöi.

3 Äèñêðåòíi àðáiòðàæíi ïðîöåäóðè

3.1 Äèñêðåòíi àðáiòðàæíi ïðîöåäóðè â äâîõ òî÷êàõ

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèðàçiâ ïðèïóñòèìî, ùî z �âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −1 i 1 ç ðiâíèìè éìîâiðíîñòÿìè p = 1

2 . Ôóíêöiÿ
âèãðàøó äàíî¨ ãðè íàáóâà¹ âèãëÿäó (1).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê x ∈ [0,+∞), y ∈ (−∞, 0] . Ó äàíié ïîñòàíîâöi ãðà
íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó â ÷èñòèõ ñòðàòåãiÿõ, øóêàòèìåìî ðiâíîâàãó ãðè ñåðåä
çìiøàíèõ ñòðàòåãié. Ïîçíà÷èìî f(x) i g(y) çìiøàíi ñòðàòåãi¨ ãðàâöiâ L
i M âiäïîâiäíî. Ìà¹ìî

f(x) ≥ 0,

+∞∫
0

f(x)dx; g(y) ≥ 0,

0∫
−∞

g(y)dy = 1.

Çàâäÿêè ñèìåòði¨ öiíà ãðè ðiâíà íóëþ, à îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ ñèìåòðè÷íi
âiäíîñíî îñi îðäèíàò, òîáòî g(y) = f(−y) . Âiäïîâiäíî, áóäå äîñòàòíüî
ïîáóäóâàòè îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ ëèøå äëÿ îäíîãî ç ãðàâöiâ, íàïðèêëàä
L . H(f(x), y) �ôóíêöiÿ âèãðàøó ãðàâöÿ M ïðè âèáðàíié ñòðàòåãi¨ f(x)
ãðàâöåì L .
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíîþ áóäå ñòðàòåãiÿ

f(x) =



0, ÿêùî 0 ≤ x < c,
√
c+1

2
√

(x+1)3
, ÿêùî c < x < c+ 2,

√
c+3

2
√

(x−1)3
, ÿêùî c+ 2 < x < c+ 4,

0, ÿêùî c+ 4 < x < +∞,

(10)

äå c =
√

5− 2.

Ðîçãëÿíåìî ãðó, äå x ∈ [0, a], y ∈ [−a, 0] , äå a �äîâiëüíå äîäàòíå
÷èñëî.

Íåõàé a ∈ (0, 2].

Òåîðåìà 5. Äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíîþ ¹ ñòðàòåãiÿ x = a .

Íàñïðàâäi, ÿêùî a ∈ (0, 2) , òî ôóíêöiÿ âèãðàøó ãðàâöÿ M äîðiâíþ¹

H(a, y) =
1

2
(y + a), −a ≤ y ≤ 0, (11)

à ÿêùî a = 2 , òî

H(2, y) =

{
1
2(y + 2), ÿêùî −a ≤ y < 0,
1
2 , ÿêùî y = 0.

(12)

Ç ôîðìóë (11)-(12) âèïëèâà¹, ùî H(a,−a) = 0 i H(a, y) > 0 äëÿ
y ∈ (−a, 0] , ùî äîâîäèòü îïòèìàëüíiñòü ñòðàòåãi¨ x = a .

Ó âèïàäêó a ∈ (2,+∞) çàäà÷à íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó ÷èñòèõ ñòðàòå-
ãiÿõ. ßê i ðàíiøå, ïîçíà÷èìî f(x) i g(y) çìiøàíi ñòðàòåãi¨ ãðàâöiâ L i
M âiäïîâiäíî. Ìà¹ìî

f(x) ≥ 0,

a∫
0

f(x)dx; g(y) ≥ 0,

0∫
−a

g(y)dy = 1.

Íåõàé a ∈ [
√

5 + 2,+∞).

Òåîðåìà 6. Äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíîþ ¹ ñòðàòåãiÿ

f(x) =



0, ÿêùî 0 ≤ x < c,
√
c+1

2
√

(x+1)3
, ÿêùî c < x < c+ 2,

√
c+3

2
√

(x−1)3
, ÿêùî c+ 2 < x < c+ 4,

0, ÿêùî c+ 4 < x < a,

(13)

äå c =
√

5− 2.
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Íàéáiëüø ñêëàäíèì ¹ âèïàäîê, êîëè a ∈ (2,
√

5 + 2) . Ïðèïóñòèìî,
ùî îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ f(x) ãðàâöÿ L ¹ êîìáiíàöi¹þ ÷èñòî¨ i çìiøàíî¨
ñòðàòåãié.

Òåîðåìà 7. ([1]) Äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ ïîëÿãà¹ ó íà-
ñòóïíîìó: âií àáî ïðèéìà¹ ñòðàòåãiþ

fa(x) =



0, ÿêùî 0 ≤ x < c,
√
c+1

2
√

(x+1)3
, ÿêùî c < x < a− 2,

0, ÿêùî a− 2 < x < c+ 2,
(2−p)

√
a−1

2
√

(x−1)3
, ÿêùî c+ 2 < x < a.

(14)

äå
a∫
c

fa(x)dx = p, p ∈ (0, 1) ; àáî ç éìîâiðíiñòþ 1 − p çàñòîñîâó¹ìî

ñòðàòåãiþ x = a; p =
√
2a2−2−2
a−1 , c = 3a− 2

√
2a2 − 2a− 2 .

3.2 Äèñêðåòíi àðáiòðàæíi ïðîöåäóðè â òðüîõ òî÷êàõ

Ðîçãëÿíåìî àðáiòðàæíó ïðîöåäóðó çà îñòàííüîþ ïðîïîçèöi¹þ.
Íåõàé z ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −1, 0 i 1 ç ðiâíèìè éìîâiðíîñòÿìè p = 1

3 .
ßê i ó âèïàäêó äâîõ òî÷îê, ôóíêöiÿ âèãðàøó â äàíié ãði íàáóâà¹ âèãëÿäó
(1). Ðiâíîâàãó ãðè áóäåìî øóêàòè ñåðåä çìiøàíèõ ñòðàòåãié. Ðîçãëÿíåìî
âèïàäîê x ∈ [0,+∞), y ∈ (−∞, 0].

Òåîðåìà 8. Äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíîþ áóäå ñòðàòåãiÿ

f(x) =


0, ÿêùî 0 ≤ x < c,
√
c√
x3
, ÿêùî c < x < c+ 2,

0, ÿêùî c+ 2 ≤ x < +∞.

(15)

äå c = 2
3 .

4 Àðáiòðàæíi ïðîöåäóðè çi ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ âè-

ãðàøó

Ðîçãëÿíåìî àðáiòðàæíó ïðîöåäóðó çi êâàäðàòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âèãðà-
øó.

Íåõàé z ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −1, 0 i 1 ç ðiâíèìè éìîâiðíîñòÿìè p = 1
3 .
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Ôóíêöiÿ âèãðàøó â äàíié ãði íàáóâà¹ âèãëÿäó

Hz(x, y) =


x2, ÿêùî x > y, |x− z| < |y − z|;
−y2, ÿêùî x > y, |x− z| > |y − z|;
z, ÿêùî x > y, |x− z| = |y − z|.

Ðiâíîâàãó ãðè áóäåìî øóêàòè ñåðåä çìiøàíèõ ñòðàòåãié. Ðîçãëÿíåìî âè-
ïàäîê x ∈ [0,+∞), y ∈ (−∞, 0].

Òåîðåìà 9. Äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíîþ áóäå ñòðàòåãiÿ

f(x) =


0, ÿêùî 0 ≤ x < 2,
4
x2 , ÿêùî 2 < x < 4,

0, ÿêùî 4 ≤ x < +∞.

Ôóíêöiÿ âèãðàøó â äàíié ãði íàáóâà¹ âèãëÿäó

Hz(x, y) =


xβ, ÿêùî x > y, |x− z| < |y − z|;
−(−y)β, ÿêùî x > y, |x− z| > |y − z|;
z, ÿêùî x > y, |x− z| = |y − z|,

äå β ∈ (0; 2].

Òåîðåìà 10. Äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíîþ áóäå ñòðàòåãiÿ

f(x) =


0, ÿêùî 0 ≤ x < c,
βcβ/2

xβ/2+1 , ÿêùî c < x < c+ 2,

0, ÿêùî c+ 2 ≤ x < +∞,

äå c = 2
41/β−1 .

Ðîçãëÿäà¹ìî ãðó ç íóëüîâîþ ñóìîþ, â ÿêié ãðàâöi L i M , âèñòóïà-
þòü, âiäïîâiäíî, ÿê ïðàöiâíèê òà ðîáîòîäàâåöü, âåäóòü ïåðåãîâîðè ïðî
âñòàíîâëåííÿ çàðîáiòíî¨ ïëàòè. Ãðàâåöü L ðîáèòü ïðîïîçèöiþ x , à ãðà-
âåöü M � ïðîïîçèöiþ y ; x , y � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà. ßêùî x ≤ y , òî
êîíôëiêòó íåìà¹ i ãðàâöi ïîãîäæóþòüñÿ íà âèïëàòó çàðïëàòè, ÿêà ðiâíà
x+y
2 . ßêùî æ x > y , òî ãðàâöi àïåëþþòü äî àðáiòðà A . Ðiøåííÿ àðáiòðà
ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç z . Äëÿ äîñÿãíåííÿ çãîäè ìiæ ãðàâöÿìè âèêîðèñòîâó¹-
òüñÿ ñõåìà àðáiòðàæó çà îñòàííüîþ ïðîïîçèöi¹þ, â ÿêié iç ïðîïîçèöié x

i y âèáèðàþòü òó, ÿêà áëèæ÷å äî ðiøåííÿ àðáiòðà z . Â òàêié ãði ôóíêöiÿ
âèãðàøó âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
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Hz(x, y) : H(x, y) = EHz(x, y) äå

Hz(x, y) =


x+y
2 , ÿêùî x ≤ y;

x, ÿêùî x > y, |x− z| < |y − z|;
y, ÿêùî x > y, |x− z| > |y − z|;
z, ÿêùî x > y, |x− z| = |y − z|.

(16)

Ó äàíié ìàãiñòåðñüêié ðîáîòi ìè, â ïðèïóùåííi, ùî −∞ < y ≤ 0 ≤
x < +∞ , à z � äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
−1, 0, 1 ç ðiâíèìè éìîâiðíîñòÿìè p = 1

3 çi ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ âèãðàøó

Hz(x, y) =


xβ, ÿêùî x > y, |x− z| < |y − z|;
−(−y)β, ÿêùî x > y, |x− z| > |y − z|;
z, ÿêùî x > y, |x− z| = |y − z|,

(17)

äå β > 2 . Çàóâàæèìî, ùî âiäïîâiäíà çàäà÷à äëÿ β ≤ 2 ðîçãëÿíóòà â [1].
Ðiâíîâàãó áóäåìî øóêàòè â çìiøàíèõ ñòðàòåãiÿõ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

f(x) òà g(y) çìiøàíi ñòðàòåãi¨ ãðàâöiâ L i M , âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî,
ùî

f(x) ≥ 0,

+∞∫
0

f(x)dx = 1; g(y) ≥ 0,

0∫
−∞

g(y)dy = 1.

Çãiäíî ñèìåòði¨, öiíà ãðè ðiâíà íóëþ, à îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ ñèìå-
òðè÷íi âiäíîñíî îñi îðäèíàò. Òîáòî: g(y) = f(−y) . Òîìó äîñòàòíüî ïî-
áóäóâàòè îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ òiëüêè äëÿ îäíîãî ç ãðàâöiâ, íàïðèêëàä
L . Ôóíêöiÿ âèãðàøó ãðàâöÿ M ïðè âèáðàíié ñòðàòåãi¨ f(x) ãðàâöÿ L
ïîçíà÷èìî ÷åðåç H(f(x), y) .

Òåîðåìà 11. Äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíîþ áóäå ñòðàòåãiÿ

f(x) =


0, ÿêùî 0 ≤ x < c;
βcβ/2

xβ/2+1 , ÿêùî c < x < c+ d;

0, ÿêùî c+ d < x < +∞.

(18)

äå c ∈ (0; 2], d = c( β
√

4− 1) .

Äîâåäåííÿ

Îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ ãðàâöÿ L áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

f(x) =


0, ÿêùî 0 ≤ x < c;

φ(x), ÿêùî c < x < c+ d;

0, ÿêùî c+ d < x < +∞.

(19)
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äå ôóíêöiÿ φ(x) � äîäàòíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà iíòåðâàëi
(c, c+ d) .

Ôóíêöiÿ H(f(x), y) íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó (−∞; 0] . Ñòðàòåãiÿ (19)
áóäå îïòèìàëüíîþ, ÿêùî H(f(x), y) = 0 äëÿ y ∈ [−(c + d),−c] , i
H(f(x), y) ≥ 0 äëÿ y ∈ (−∞,−(c+ d)) ∩ (−c, 0] .

Íåõàé y ∈ [−(c+ d),−c] . Òîäi

H(f(x), y) =
1

3

[ c+d∫
c

(−(−y)β)f(x)dx+

−y∫
c

xβf(x)dx+

+

c+d∫
−y

(−(−y)β)f(x)dx+

c+d∫
c

xβf(x)dx

]
. (20)

ßêùî f(x) � îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ, òî

0 = H(f(x),−c− 0) =
1

3

[ c+d∫
c

(−c− 0)βf(x)dx+

+

c+0∫
c

xβf(x)dx+ +

c+d∫
c+0

(−c− 0)βf(x)dx+

c+d∫
c

xβf(x)dx

]
=

=
1

3

[
−cβ

c+d∫
c

f(x)dx− cβ
c+d∫
c

f(x)dx+

c+d∫
c

xβf(x)dx

]
=

=
1

3

[
−2cβ +

c+d∫
c

xβf(x)dx

]
= 0;

0 = H(f(x),−(c+ d) + 0) =
1

3

[ c+d∫
c

(−(c+ d− 0)βf(x))dx+

+

c+d−0∫
c

xβf(x)dx+

c+d∫
c+d−0

(−(c+ d− 0)βf(x))dx+

c+d∫
c

xβf(x)dx

]
=

=
1

3

[
−(c+ d)β

c+d∫
c

f(x)dx+ 2

c+d∫
c

xβf(x)dx

]
=
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=
1

3

[
−(c+ 1)β + 2

c+d∫
c

xβf(x)dx

]
. (21)

Ç (20) i (21) îòðèìà¹ìî
c+d∫
c

xβf(x)dx = 2cβ = 1
2(c + d)β; 4cβ = (c + d)β.

β
√

4c = c+ d; ( β
√

4− 1)c = d; 0 < c ≤ 2.
Çàóâàæèìî, ùî

c+d∫
c

xβf(x)dx = 2cβ. (22)

Òîäi äëÿ îïòèìàëüíîñòi ñòðàòåãi¨ f(x) , íåîáõiäíî, ùîá H ′(f(x), y) =
H ′′(f(x), y) íà (−(c+ d),−c) . Îòæå, ç (20) âèïëèâà¹, ùî

H ′(f(x), y) =
1

3

[ c+d∫
c

β(−y)β−1f(x)dx+ (−y)βf(−y)

c+d∫
−y

β(−y)β−1f(x)dx−

−(−(−y)β)f(−y)

]
=

1

3

[
β(−y)β−1

c+d∫
c

f(x)dx+

+2(−y)βf(−y) + β(−y)β−1
c+d∫
−y

f(x)dx

]
=

=
1

3

[
β(−y)β−1 − 2(−y)βf(−y) + β(−y)β−1

c+d∫
−y

f(x)dx

]
. (23)

H ′′(f(x), y) =
1

3

[
−β(β − 1)(−y)β−2 + 2β(−y)−β−1f(−y)+

+2(−y)βf ′(−y) + β(β − 1)yβ−2(−1)

c+d∫
−y

f(x)dx+ β(−y)β−1f(−y)

]
=

=
1

3

[
−β(β − 1)(−y)β−2 + 3β(−y)−β−1f(−y) + 2(−y)βf ′(−y)−

−β(β − 1)(−y)β−2
c+d∫
−y

f(x)dx

]
. (24)
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Òîäi íà ïðîìiæêó (−(c+ d),−c) , òî ç (23) i (24) îòðèìà¹ìî

(β − 1)(−y)−1H ′(f(x), y) +H ′′(f(x), y) = 0

1

3

[
(β − 1)β(−y)β−2 − 2(β − 1)(−y)β−1f(−y)+

+β(β − 1)(−y)β−2
c+d∫
−y

f(x)dx+ (−β)(β − 1)yβ−2 + 3β(−y)β−1f(−y)+

+2(−y)βf ′(−y)− β(β − 1)(−y)β−2
c+d∫
−y

f(x)dx] = 0.

(β + 2)f(−y)(−y)β−1 + 2(−y)βf ′(−y) = 0

(β + 2)f(−y)− 2yf ′(−y) = 0. (25)

Çàìiíèìî y = −x , òîäi x ∈ (c, c+ d) ìà¹ìî

2xφ′(x) + (β + 2)φ(x) = 0 (26)

2xφ′(x) = −(β + 2)φ(x)∫
dφ

φ
= −β + 2

2

∫
dx

x
=⇒ φ(x) = γx−(

β
2+1). (27)

Çíàéäåìî ñòàëó γ . Ç (23) îòðèìà¹ìî

0 = H ′(f(x),−c− 0) =
1

3

[
β(c+ 0)β−1 − 2(c+ 0)βf(c+ 0)+

+β(c+ 0)β−1
c+d∫
c+0

f(x)dx] =
1

3

[
2βcβ−1 − 2cβγc−(

β
2+1)

]
= 0;

2βcβ−1 = 2c
β
2−1γ; −→ γ = βc

β
2 i φ(x) = βc

β
2

x
β
2 +1

.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ îïòèìàëüíîñòi

c+d∫
c

xβf(x)dx =

c+d∫
c

βc
β
2

x
β
2+1

xβdx =

c+d∫
c

βc
β
2x

β
2−1dx = βc

β
2 · x

β
2

β
2

c+d
c

=

= 2c
β
2 ((c+ d)

β
2 − c

β
2 ) = 2(c2 + cd)

β
2 − 2cβ = 2cβ

15



(c2 + cd)
β
2 = 2cβ, c2 + cd = 2

β
2 cβ , c+ d = 2

2
β c , d = (4

1
2 − 1)c.

c+d∫
c

f(x)dx =

c+d∫
c

βc
β
2x−

β
2−1dx = βc

β
2
x−

β
2

−β
2

c+d
c

=

= −2c
β
2 ((c+ d)−

β
2 − c−

β
2 ) = −2

(( c

c+ d

)β
2−1

)
= 1,( c

c+ d

)β
2−1 = −1

2
;
( c

c+ d

)β
2

=
1

2
;
( c

c+ d

)β
=

1

4
; 4cβ = (c+ d)β;

β
√

4c = c+ d −→ d = (
β
√

4− 1).

Íåõàé y ∈ [−(c+ d),−c] . Òîäi

H(f(x), y) =
1

3

[
−(−y)β +

−y∫
c

xβ
βc

β
2

x
β
2−1

dx+

c+d∫
−y

(−(−y)β)
βc

β
2

x
β
2−1

dx+

+

c+d∫
c

xβ
βc

β
2

x
β
2−1

dx

]
=

1

3
[−(−y)β +

y∫
c

βc
β
2x

β
2−1dx−

−(−y)β
c+d∫
−y

βc
β
2x−

β
2−1dx+ 2cβ] =

1

3

[
−(−y)β + βc

β
2
x
β
2

β
2

−y
c
−

−(−y)ββc
β
2
x−

β
2

−β
2

c+d
−y

+ 2cβ] =
1

3
[−(−y)β + 2c

β
2 (−y)

β
2 − 2c

β
2 c

β
2−

−(−y)β2c
β
2 ((c+ d)−

β
2 − (−y−

β
2 )) + 2c−

β
2 ] =

=
1

3

[
−(−y)β + 2c

β
2 (−y)

β
2 − 2c

β
2 + 2c

β
2 (c+ d)−

β
2 (−y)β − 2c

β
2 (−y)

β
2 + 2cβ

]
=

=
1

3

[
−(−y)β − 2cβ + 2c

β
2
1

2
c−

β
2 (−y)β + 2cβ

]
= 0.

Íåõàé y ∈ (−∞;−(c+ 2d)] , òîäi

H(f(x), y) =

c+d∫
c

xβf(x)dx = 2cβ.
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Íåõàé y ∈ [−(c+2d),−(c+d)] , òîäi −y ∈ [c+d, c+2d] , −d−y ∈ [c, c+d]
i

H(f(x), y) =
1

3

[ −d−y∫
c

xβf(x)dx(−y)β
d+c∫

−d−y

f(x)dx+ 2

c+d∫
c

xβf(x)dx

]
=

=
2

3
c
β
2

[
(−d− y)

β
2 + c

β
2 +

(−y)β

(c+ d)
β
2

− (−y)β

(−c− y)
β
2

]
. (28)

Òîäi

H(f(x),−(c+ d)− 0) =
2

3
c
β
2

[
c
β
2 + c

β
2 + (c+ d)β − 2(c+ d)

β
2

]
=

=
2

3
c
β
2 [2c

β
2 − (c+ d)

β
2

]
= 0.

Òîäi â (28) ðîáèìî çàìiíó −d−y = t , t ∈ [c, c+d] i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

L(t) =
2

3

[
t
β
2 + c

β
2 +

(t+ d)β

(c+ d)
β
2

− (t− d)β

t
β
2

]
.

Ôóíêöi¨ g(t) = (t+d)β

(c+d)
β
2

i h(t) = t
β
2 + (t+d)β

t
β
2

= t
β
2 (1 − (1 + d

t )
β) ñòðîãî

çðîñòàþòü íà [c, c + d] . Òîäi H(f(x), y) , ÿê êîìïîçèöiÿ ñòðîãî ñïàäíî¨ i
ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ ñòðîãî ñïàäà¹ íà âiäðiçêó (−(c+2d),−(c+d))
âiä 2cβ äî 0 . Îòæå, öÿ ôóíêöiÿ äîäàòíà íà ïðîìiæêó (−(c+ 2d),−(c+
d)) .

Íåõàé y ∈ [−c, 0] , òîäi −y ∈ [0, c] , d− y ∈ [d, c+ d] i

H(f(x), y) =
1

3

[
−2(−y)β +

d−y∫
c

xβf(x)dx−
c+d∫

d−y

(−y)βf(x)dx

]
=

=
1

3

[
−2(−y)β + βc

β
2
x
β
2

β
2

d−y
c
− (−y)ββc

β
2
x−

β
2

−β
2

c+d
d−y

]
=

=
1

3

[
−2(−y)β + 2c

β
2 ((d− y)

β
2 − c

β
2 ) + 2(−y)βc

β
2 ((c+ d)−

β
2 − (d− y)−

β
2 )

]
=

=
1

3

[
−2(−y)β − 2cβ + 2(d− y)

β
2 c

β
2 + 2(−y)βc

β
2 (c+ d)−

β
2−
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−2(−y)βc
β
2 (d− y)−

β
2

]
=

1

3

[
−2(−y)β − 2cβ + 2(−y)βc

β
2
1

2
c−

β
2 +

+2(d− y)
β
2 c

β
2 − 2(−y)βc

β
2 (d− y)−

β
2

]
=

1

3

[
−(−y)β − 2cβ + 2c

β
2 (d− y)

β
2−

−2(−y)β
c
β
2

(d− y)
β
2

]
, d+ c = 4

1
β c.

Òîäi

H(f(x),−c+ 0) =
1

3

[
−cβ − 2cβ + 2c

β
2 (d+ c)

β
2 − 2cβ

c
β
2

(d+ c)
β
2

]
=

=
1

3

[
−cβ − 2cβ + 2c

β
2 2c

β
2 − 2cβ

c
β
2

2c
β
2

]
= 0.

H(f(x),−0) = −1

3

[
−2cβ + 2c

β
2d

β
2

]
=

2

3
c
β
2 (d

β
2 − c

β
2 ) ≥ 0. (29)

Äàëi

H ′(f(x), y) =
1

3

[
β(−y)β−1 − 2cβ

β

2
(d− y)

β
2−1−

−2c
β
2
−β(−y)β−1(d− y)β + (−y)β β2 (d− y)

β
2−1

(d− y)β

]
=

=
β

3

[
(−y)β−1 + c

β
2
−(d− y)

β
2−1

1
+ c

β
2
2(−y)β−1 − (−y)β

(d− y)
β
2+1

=

=
β

3

[
(−y)β−1 + c

β
2
−(d− y)β + 2(−y)β−1 − (−y)β

(d− y)
β
2+1

]
. (30)

Òîäi äëÿ β > 2

H ′(f(x),−c+ 0) =
β

3

[
cβ−1 + c

β
2
−(d+ c)β + 2cβ−1 − cβ

(d+ c)
β
2+1

]
=

=
β

3

[
cβ−1 + c

β
2
−4cβ + 2cβ−1 − cβ

4
1
2+

1
β c

β
2+1

]
==

β

3

[
cβ−1 +

1

c

1

2
β
2+1

(−cβ + 2cβ−1)

]
=

=
β

3

[
cβ−1 +

1

2
β
2+1

(−5cβ−1 + 2cβ−2)

]
=
β

3

[
(1− 5

2
β
2+1

)cβ−1 +
1

2
2
β

cβ−2

]
=

18



=
βcβ−2

3

[
(1− 5

2
β
2+1

)c+
1

2
β
2

]
≥ βcβ−2

3

[
−1

4
c+

1

2
2
β

]
=

= βcβ−2

3 [− c
4 + 1

2 ] = βcβ−2(4−2c)
12 ≥ 0 , áî c < 2 .

H ′(f(x),−0) =
β

3

[
c
β
2
−dβ

β
d
2+1

]
= −β

2
c
β
2d

β
2−1 < 0.

Òîäi íà ïðîìiæêó (−c, 0) iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà y0 òàêà, ùî

H ′(f(x), y0) = 0,

y0 � òî÷êà ìàêñèìóìó. Îòæå çà (20) H(f(x), y) äîäàòíà íà (−c, 0) .
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5 Âèñíîâîê

Ó öié ìàãiñòåðñüêié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî àðáiòðàæíó ïðîöåäóðó, äå
−∞ < y ≤ 0 ≤ x < +∞ , à z � äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −1, 0, 1 ç ðiâíèìè éìîâiðíîñòÿìè p = 1

3 çi ñòåïåíå-
âîþ ôóíêöi¹þ âèãðàøó

Hz(x, y) =


xβ, ÿêùî x > y, |x− z| < |y − z|;
−(−y)β, ÿêùî x > y, |x− z| > |y − z|;
z, ÿêùî x > y, |x− z| = |y − z|,

äå β > 2 . Ðiâíîâàãó ïðîöåäóðè çíàéäåíî ó çìiøàíèõ ñòðàòåãiÿõ. Çãiäíî
ñèìåòði¨, îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îñi îðäèíàò, òîáòî:
g(y) = f(−y) , f(x) òà g(y) çìiøàíi ñòðàòåãi¨ ãðàâöiâ L i M , âiäïîâiä-
íî. Òîìó äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè îïòèìàëüíó ñòðàòåãiþ òiëüêè äëÿ îäíîãî
ç ãðàâöiâ, íàïðèêëàä L . Îñíîâíèì çàâäàííÿì äèïëîìíî¨ ðîáîòè áóëî
äîâåäåííÿ òåîðåìè, ùî äëÿ ãðàâöÿ L îïòèìàëüíîþ áóäå ñòðàòåãiÿ

f(x) =


0, ÿêùî 0 ≤ x < c;
βcβ/2

xβ/2+1 , ÿêùî c < x < c+ d;

0, ÿêùî c+ d < x < +∞.

äå c ∈ (0; 2], d = c( β
√

4− 1) .
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