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Вступ

Проблема створення систем, оптимальних в будь-якому заздалегiдь
заданому сенсi, а також вибiр керування, при якому поведiнка системи
буде найкращою, є одною з найважливiших задач теорiї оптимального
керування. Такi задачi можуть виникати природним чином, наприклад,
необхiдно, щоб система перйшла з одного фiксованого стану в iнший
за найкоротший час, або з мiнiмальними затратами енергiї. Цi та iншi
питання є надзвичайно важливими, наприклад, в теорiї руху ракет, су-
путникiв, тощо.

Бiльшiсть цiкавих практичних проблем ведуть до некласичних варiа-
цiйних задач, якi потребують нових математичних методiв розв’язування.
Особливо у випадку, коли шуканi керуючi впливи не належать до класу
неперервних функцiй.

Вивчення рiзноманiтних динамiчних процесiв керування позволяє ствер-
джувати, що майбутня поведiнка багатьох процесiв керування є зале-
жною не тiльки вiд теперiшнього, а й значним чином вiд попереднього
стану процесу. Математичний опис таких процесiв керування втiлюється
за допомою звичайних диференцiальних рiвнянь з пам’яттю рiзних ви-
дiв, якi ми називаємо також рiвняннями з наслiдком або навантаженим
диференцiальним рiвнянням. Навантаженими диференцiальними рiвня-
ннями прийнято називати тi рiвняння, якi мiстять в коефiцiєнтах або в
правiй частинi якi-небудь функцiонали (функцiї) вiд розв’язку. Зокрема,
значення розв’язку, в яких фазовий стан процесу в будь-якiй точцi i в
будь-якiй момент може впливати на динамiку процесу загалом.

На практицi задачi такого виду виникають, наприклад, коли при спо-
стереженнi за динамiчним процесом вимiряються фазовi стани в деякi
моменти часу i iнформацiя неперервно передається за допомогою зворо-
тнього звязку.

У залежностi вiд харектеру впливу навантажуючих доданкiв на ди-
намiку процесу, деякi системи навантажених диференцiальних рiвнянь
представляються у виглядi поетапно змiнних диференцiальних рiвнянь.

У магiстерськiй роботi розглянуто задачу оптимальної сабiлiзацiї си-
стеми лiнiйних навантажених диференцiальних рiвнянь. На основi мето-
ду функцiї Ляпунова запропоновано спосiб побудови оптимального ста-
бiлiзуючого керування та виведено неохiднi умови його iснування.
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Метою даного дослiдження є вiдшукання не тiльки необхiдних, але
й достатнiх умов оптимальностi. Одна з проблем теорiї достатнiх умов,
пов’язана з трудоємкiстю їх реалiзацiї (аналiтичної i обчислювальної)
в порiвняннi, наприклад, з перевiркою необхiдних умов. Тому доцiльно
видiлити спецiальнi класи невипуклих задач з невеликим розривом мiж
необхiдними i достатнiми умовами за критерiєм перевiрки їхньої пра-
ктичної реалiзацiї. Тому розглядається найпростiша невипукла задача:
лiнiйна фазова система, скалярне керування, лiнiйно-квадратичний вiд-
носно пари "стан-керування"функцiонал. Перехiд вiд принципу макси-
муму та необхiдних умов оптимальностi до достатнiх умов виконуються
на основi поняття сильно екстримального керування. Далi проводиться
конструктивнне перетворення умов. Специфiка вихiдної задачi допускає
знаходження розв’язкiв допомiжних пiдзадач. У результатi, отриманi
умови оптимальностi представляються у формi нерiвностей i рiвностей
для функцiй одної змiнної (часової) на промiжку керування. Вiдмiтимо,
що принцип максимуму в данiй задачi пов’язаний з нерiвностями для
функцiї одної змiнної.

Отже, принцип максимуму Понтрягiна допомагає ознайомитись з фор-
мулюванням задачi iснування оптимального керування, дає теоретичне
пiдгрунтя для їхнього розв’язання. У роздiлi, присвяченому задачам опти-
мальної стабiлiзацiї системи лiнiйних навантажених диференцiальних
рiвнянь одержано необхiднi умови iснування оптимального керування.
Зауважимо, що в магiстерськiй роботi основною нашою метою було до-
слiдити не тiльки необхiднi , а й достатнi умови оптимальностi. Саме в
роздiлi 3 на прикладi невипуклої задачi керування, показано перехiд до
достатнiх умов, використовуючи сильно-екстримальне керування.

4



I Принцип максимуму Понтрягiна

1.1 Формулювання задачi

Розглянемо об’єкт автоматичного керування, який має r керуючих
впливыв i описується системою диференцiальних рiвнянь n-го порядку:

ẋi = fi(x1, ..., xn;u1, ..., ur; t) (i = 1, ..., n), (1)

де x1, ..., xn - параметри об’єкта, а u1, ..., ur - стан керуючих функцiй. В
кожен момент часу керуючi функцiї мають задовiльняти нерiвностi,

ϕj(u1(t), ..., ur(t)) ≤ 0 (j = 1, ...,m), (2)

Далi будемо користуватись геометричною термiнологiєю i введемо r-
вимiрний простiр R(u1, ..., ur). Будь якiй заданiй сукупностi керуючих
функцiй (u1, ..., ur), ввiдповiдає деяка точка (вектор) u простору R. Ве-
ктор u(t) = (u1(t), ..., ur(t)), заданий як функцiя часу, ми будемо на-
зивати керуванням об’єкта. Керування u(t) будемо вважати кусково-
неперервним, тобто кожна з функцiй uk(t) може мати скiнченне число
розривiв першого роду на скiнченному вiдрiзку часу.

Нерiвностi (2) видiляють у просторi R деяку замкнуту множину, межi
якої задаються рiвнiстю ϕj(u1(t), ..., ur(t)) = 0. Цю множину ми позна-
чимо через U , а нерiвнiсть (2) може бути записана в короткому виглядi

u(t) ∈ U, (3)

тобто вектор u(t) в будь-який момент часу має належити замкнутiй мно-
жинi U простору R. Таким чином, наш вибiр можливих керувань обме-
жений умовою (3) i вимогою кускової неперервностi функцiй (u1, ..., ur).
Керування u(t), для яких виконуються цi умови називатимемо допусти-
мими. Далi будемо мати на увазi допустимi керування.

Одночасно з простором R(u1, ..., ur), в якому може змiнюватись керу-
вання, також розглянемо n-вимiрний фазовий простiр X(x1, ..., xn) па-
раметрiв об’єкта. Стан об’єкта описується точкою (вектором) (x1, ..., xn)
простору X. Якщо задане керування u(t) i початковий стан системи
x0 = (x01, .., x

0
n), то поведiнка системи (траекторiя x(t) у фазовому про-

сторi X) однозначно визначається з рiвняння (1).
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Основною проблемою теорiї оптимальних систем є вибiр такого ке-
рування u(t), при якому поведiнка системи буде в якомусь наперед ви-
значеному сенсi "найкращою". Наведемо низку прикладiв задач, в яких
кожного раху конкретизується поняття "оптимальне керування".

Наприклад, можна вимагати, щоб керування u(t) було вибране таким
чином, щоб система з одного фiксованого стану x0 перейшла в iнший
фiксований стан x1 за мiнiмальний час. Керування, яке задовiльняє цю
вимогу називається оптимальним за швидкодiєю. Час переходу системи з
стану x0 в стан x1, який визначає критерiй оптимальностi в данiй задачi, є
функцiоналом, заданим на керуваннях u(t). Отже вимога оптимальностi
керування, означає мiнiмiзацiю значення функцiонала.

Розглянемо iншу задачу. Нехай, необхiдно вибрати керування u(t) так,
щоб за даний час T система з початкового стану x0 перейшла в такий
стан, щоб одна зi змiнних (наприклад, x1) прийняла би максимально
можливе значення, а решта координат залишились фiксованими. Така
задача виникає, наприклад, при розрахунку закону керування ракетою,
яка виводить штучний супутник Землi на задану орбiту, якщо вимага-
ється, щоб на фiксованiй висотi в заданий момент часу горизонтальна
швидкiсть польоту ракети була максимальною, при нульовiй вертикаль-
нiй швидкостi i заданiй дальностi польоту. В данй ситуацiї функцiонал,
який визначає критерiй оптимальностi,- значення узагальненої коорди-
нати x1(T ) (горизонтальна швидкiсть польоту ракети) в момент часу
t = T . У певних випадках, немає потреби фiксувати кiнцеве значення
решти координат x2, ..., xn. Якщо, наприклад, важливою є лише висо-
та, а не дальнiсть польоту, тодi немає необхiдностi накладати якi-небудь
обмеження на останню. Тодi виникає аналогiчна задача про максимум
функцiоналу x1(T ), яка не потребує при цьому, щоб решта координат
приймали заздалегiть заданi значення.

Розглянемо, ще одну задачу. Необхiдно вибрати керування u(t) таким
чином, щоб iнтеграл

S =

∫ T

0

F (x1, ..., xn;u1, ..., ur)dt (4)

приймав за час руху T мiнiмальне (або максимальне) значення. Тут, зно-
ву ж таки, можливi рiзнi варiанти. Можна вимагати, щоб початковий i
кiнцевий стани системи були фiксованими заздалегiдь (наприклад, в за-
дачi про полiт лiтака з одного фiксованого мiсця в iнше з найменшою
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затратою палива; функцiя F (x, u) характеризує розхiд топлива за оди-
ницю часу, а iнтеграл - повної витрати палива за весь час польоту).

В iнших випадках кiнцевий стан системи не має нiякого значення, ва-
жливо лише, щоб iнтеграл приймав максимальне (або мiнiмальне) значе-
ння з всiх можливих Наприклад, якщо треба, щоб керуючий агрегат дав
максимальну кiлькiсть продукцiї при вiдсутностi будь-яких iнших умов
, та при цьому функцiя F (x, u) має сенс миттєвого випуску, а iнтеграл -
повного випуску продукцiї. Час T , впродовж якого необхiдна оптимiза-
цiя системи, може бути як фiксованою заздалегiдь так i не фiксованою
величиною.

Можна навести багато подiбних формулювань задач, якi в математи-
чному сенсi є тiсно пов’язаними.

Розглянемо загальну задачу оптимiзацiї лiнiйної функцiї кiнцевих зна-

чень всiх координат системи, тобто виличину S =
n∑
k=1

ckxk(T ), де ck - де-

якi сталi. Величина S може трактуватись як скалярний добуток вектора
x(T ) = [x1(T ), ...x2(T )], який задає кiнцеву траекторiю x(t), i заданого
вектора c = (c1, ..., ck). Iншими словами, потрiбно оптимiзацiю проекцiї
векора x(T ) на заданий напрямок (c1, ..., ck). Отже вимога максимуму
(або мiнiмуму) величини S, означає, що ми намагаємось перевести нашу
систему якомога дальше в напрямку вектора c.

Як ми бачили ранiше, на кiнцевий стан системи (тобто на кiнцеве по-
ложення траекторiї x(T ) у фазовому просторiX) можуть бути накладенi
рiзноманiтнi обмеження. У загальному виглядi цi обмеження можуть бу-
ти сформульованi як вимоги переведення системи на деяку фiксовану
множину G фазового простору X, яка описується деякою сукупнiстю
рiвностей i нерiвностей.

Таким чином, розглянемо наступну задачу. З множини допустимих
керувань, якi переводять систему (1) з точки x(T0) = x0 на фiсовану
замкнуту множину G фазового простору, необхiдно вибрати таке кероу-

вання u(t), щоб S =
n∑
i=1

cixi(T ) в заданий момент часу t = T приймала

мiнiмальне (або максимальне) значення.
Керування u(t), яке забезпечує мiнiмум (максимум) функцiоналу

S =
n∑
i=1

cixi(T ), будемо називати min-оптимальним (max-оптимальним)

7



на S.
У математичному вiдношеннi задача, яку ми розглядаємо, є узагаль-

ненням класичної проблеми Майєра у варiацiйному численнi. Але наяв-
нiсть обмежень на керуючi функцiї,згiдно з якими керування u(t) нале-
жить замкнутiй множинi U , не дозволяє використовувати методи класи-
чного варiацiйного числення. Тому розв’язання таких проблем потребує
розробки нових математичних методiв.

1.2 Принцип максимуму

Розглянемо задачу, де будемо вважати, що правий кiнець траекторiї
x(T ) є вiльним, тобто на кiнцеве значення координат не накладено нi-
яких обмежень (множина G займає весь простiр Х). Задачi такого типу
є важливими для теорiї динамiчної точностi систем керування або при
розв’язуваннi проблем керування у математичнiй економiцi.

Розглянгемо наступну задачу керування та практичний алгоритм для
її розв’язання:

I =

∫ T

0

f 0(t, x(t), u(t))dt+ F (x(T ))→ min; (5)

при умовах
dx(t)

dt
= f(t, x(t), u(t))

x(0) = x0
u(t) ∈ u ⊂ Rr

Задача полягає в тому, щоб мiнiмiзувати заданий функцiонал маючи
змогу вибирати лише u(t).
Для цього вводимо вектор-функцiю ψ(t) розмiрнiстi n,вважаючи що x(t)
i f також розмiрностi n, а u будь якої iншої розмiрностi.
Тепер будуємо скалярну функцiю H (функцiя Гамiльтона)

H(t, x, u, ψ) = ψ(t)f(t, x, u) + f 0(t, x, u),

визначивши ψ(t) як розв’язок системи диференцiальних рiвнянь

∂ψ(t)

∂t
= −∂H(t, x∗(t), u∗(t)

∂x
, (6)
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де [x∗(t), u∗(t)] - мiнiмаль з початковими умовами

ψ(T ) = −∂F (x∗(T ))

∂x
.

Необхiдною умовою min-оптимальностi керування u(t) є виконання
для u(t) умови максимуму, яку можна сформулювати наступною теоре-
мою.

Теорема 1.2.1. Для того, щоб допустима для задачi (5) пара (u∗(t), x∗(t))
була її розв’язком, необхiдно, щоб iснували такi (якi одночасно не обер-
таються в нуль) сталi ψ∗0 ≤ 0 i розв’язки ψ∗ = (ψ∗1, ..., ψ

∗
n)
T спряженої

системи (6) при x(t) = x∗(t), u(t) = u∗(t), такi що при будь якому
t ∈ [t;T ], функцiя u = H(t, x∗, u, ψ∗) досягала при u = u∗(t) максимуму,
тобто виконується умова:

max
u∈U

H(t, x∗, u, ψ∗) = H(t, x∗, u∗, ψ∗).

Продемонструємо виконання умов теореми на прикладах.
Приклад 1.2.1
Нехай треба знайти керування u(t), яке забезпечує мiнiмум iнтегралу

1

2

∫ T

0

(x3 + u2)dt, якщо рiвняння об’єкту має вигляд:

ẋ = −ax+ u, x(0) = x0,

а на керування u(t) не накладено нiяких обмежень (множина U займає
всю числову вiсь −∞ < u < +∞ ). Ввiвши змiннi

x1(t) = x(t), x2 =
1

2

∫ t

0

(x31 + u2)dt,

далi отримаємо систему

ẋ1 = −ax1 + u, ẋ2 =
1

2
x21 +

1

2
u2.

Складаємо функцiю Гамiльтона

H(x, ψ, u) = −aψ1x1 +
1

2
ψ2x

2
1 + ψ1u+

1

2
ψ2u

2

i рiвняння iмпульсу

ψ̇1 = aψ1 − ψ2x1, ψ̇2 = 0
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з крайовими умовами

x1(0) = x0, x2(0) = 0; ψ1(T ) = 0, ψ2(T ) = −1,

Функцiя Гамiльтона буде мати вигляд:

H = −aψ1x1 −
1

2
x21 + ψ1u−

1

2
u2.

Згiдно iз принципом максимуму Понтрягiна функцiя Гамiльтона має бу-
ти максимальною по u за будь-яких значень x, ψ. В даному випадку
максимуму функцiя Гамiльтона досягає при значеннi u = ψ1(t). Пiдстав-
ляючи отриманi значення u в рiвняння об’єкта, отримаємо розв’язок для
x1(t) i ψ1(t):

x1(t) = C1e
λt + C2e

−λt, ψ1(t) = D1e
λt +D2e

−λt,

де λ =
√
a2 + 1 корiнь характеристичного рiвняння, а сталi C1, C2, D1, D2

залежать вiд x0. Враховуючи, що u(t) = ψ(t) оптимальне керування
також визначене.

Приклад 1.2.2. Розглянемо задачу оптимального керування, де необ-
хiдно мiнiмiзувати функцiонал:

I(u) =
1

2

∫ T

0

u2(s)ds+
1

2
x2(T )

за умови, що
dx(t)

dt
= ax(t) + u(t), x(t0) = x0,

де x(·)- скалярна функцiя, u(·)- скалярне керування, a - сталий параметр,
x0 - фiксована точка.

Застосуємо до цiєї задачi принцип максимуму Понтрягiна. Функцiя
Гамiльтона має вигляд:

H(x, u, ψ, t) = −1

2
u2 + ψ(ax+ u).

Тодi
∂H(x(t), u(t), ψ(t), t)

∂x
= aψ(t) i спряжена система записується так

dψ(t)

dt
= −aψ(t), ψ(T ) = −x(T ),
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а
∂H(x, u, ψ, t)

∂u
= −u+ ψ. Оскiльки геометричнi обмеження на керу-

вання вiдсутнi, то на оптимальному керуваннi
∂H(x(t), u∗(t), ψ(t), t)

∂u
= 0.

Звiдси u∗(t) = ψ(t). Пiдставляємо знайдене керування в систему керува-
ння i записуємо поряд спряжену систему та умови на лiвому i правому
кiнцi

dx(t)

dt
= ax(t) + ψ(t),

dψ(t)

dt
= −aψ(t),

x(t0) = x0, ψ(T ) = −x(T ).

Розв’язок спряженої системи

ψ(t) = ψ(T )e(a(T−t)).

Застосовуємо формулу Кошi для загального розв’язку лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння першого порядку

x(t) = eatx0 +

∫ t

0

ea(t−s)u(s)ds = eatx0 +

∫ t

0

ea(t−s)ψ(T )ea(T−s)ds =

= eatx0 + ψ(T )eeTeat
∫ t

0

e−2asds =

= eatx0 +
1

2a
ψ(T )eaT (eat − e−at).

(7)

Звiдси
x(T ) = eaT (x0 +

1

2a
ψ(T )(eaT − e−aT ))

Оскiльки ψ(T ) = −x(T ),то

ψ(T ) = − eaTx0

1− eaT

2a (eaT − e−aT )
(8)

Отже, оптимальне керування має вигляд

u∗(t) = ψ(T )ea(T−t),

де ψ(T ) знаходиться за формулою (8). При цьому оптимальна траекторiя
згiдно (7) має вигляд

x∗(t) = eatx0 +
1

2a
ψ(T )eat(eat − e−at).
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II Задача оптимальної стабiлiзацiї системи лiнiйних
навантажених диференцiальних рiвнянь

Розглянемо процес керування, динамiка якого описується навантаже-
ним лiнiйним диференцiальним рiвнянням

ẋ = A0(t)x+ A1(t)x(t1) + A2(t)x(t2) + A3(t)x(t3) +B(t)u, (9)

де x ∈ Rn - фазовий вектор системи, матрицi Ak(t)−(n×n), B(t)−(n×r)
неперервнi на [t0,∞) , u(t) - керуючий вплив з розмiрнiстю (r × 1). До-
данки Ak(t)x(tk), k = 1, 3, як функцiї впливають на систему , починаючи
з моменту часу t ≥ tk.

Припускається, що заданi моменти часу tk, такi що 0 ≤ t0 < t1 <
t2 < t3 < ∞. Функцiя x(t) неперервна на iнтервалах [tk−1, tk) i в точках
навантаження tk має скiнченну лiвосторонню границю limt→tk−0 x(t) =
x(tk).

Нехай для навантаженої системи (9) маємо наступний функцiонал:

J [·] =
3∑

k=1

Jk[·] + J4[·] =

3∑
k=1

∫ tk

tk−1

[
n∑

j,s=1

α
(k)
js xj(t)xs(t) +

r∑
j,s=1

β
(k)
js uj(t)us(t)

]
dt+

+

∫ ∞
t3

[
n∑

j,s=1

α
(4)
js xj(t)xs(t) +

r∑
j,s=1

β
(4)
js uj(t)us(t)

]
dt

(10)

де α(k)
js i β(k)

js сталi коефiцiєнти додатньо-визначених квадратичних форм.
Сформулюємо задачу оптимальної стабiлiзацiї руху керуючої наван-

таженої сиситеми наступним чином.
Необхiдно знайти оптимальне керування u0, яке для довiльних поча-

ткових умов забезпечує асимптотичну стiйкiсть розв’язку системи (9) i
мiнiмiзує функцiонлал (10).

Для побудови розв’язку задачi на iнтервалi [t0,∞) розбиваємо на ча-

стини точками навантаження [t0,∞) =
3⋃

k=1

[tk−1, tk)
⋃

[t3,∞). Враховую-

чи послiдовнiсть точок навантаження i характер вiдповiдних доданкiв
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Ak(t)x(tk), k = 1, 3, рiвняння (9) представляються окремо на iнтервалах
розбиття у виглядi поетапно змiнних диференцiальних рiвнянь.

ẋ =


A0(t)x+B(t)u, t ∈ [t0, t1),
A0(t)x+ A1(t)x(t1) +B(t)u, t ∈ [t1, t2),
A0(t)x+ A1(t)x(t1) + A2(t)x(t2) +B(t)u, t ∈ [t2, t3),
A0(t)x+ A1(t)x(t1) + A2(t)x(t2) + A3(t)x(t3) +B(t)u, t ∈ [t3,∞)

(11)
Задача може бути розподiлена на двi частини, одна з котрих формулю-
ється на iнтервалi [t0, t3) з мiнiмiзуючим функцiоналом

J [·] =
3∑

k=1

∫ tk

tk−1

[
n∑

j,s=1

α
(k)
js xj(t)xs(t) +

r∑
j,s=1

β
(k)
js uj(t)us(t)

]
dt, (12)

а друга задача сформульована на безкiнечному iнтервалi [t3,∞) з мi-
нiмiзуючим функцiоналом

J4 =

∫ ∞
t3

[
n∑

j,s=1

α
(4)
js xj(t)xs(t) +

r∑
j,s=1

β
(4)
js uj(t)us(t)

]
dt (13)

Припускаємо, що iснують стало-додатнi функцiї Ляпунова [2]

V (x, t) =
3∑

k=1

Vk(x, t), Vk(x, t) при t ∈ [tk−1, tk)(k = 1, 3) i V (x, t) при

t ∈ [t3,∞), де Vk(x, t)(k = 1, 2, 3) i V (x, t) - стало-додатня функцiя Ля-
пунова для пiдсистеми (11), якi допускають безкiнечно малу верхню гра-
ницю, повнi похiднi по часу, якi вздовж розв’язку вiдповiдних пiдсистем
(11) є стало-додатнiми функцiями. При даних припущеннях побудову
функцiї оптимальної стабiлiзацiї можна застосувати до системи (9) на
основi наступного принципу.

Будемо шукати функцiї Ляпунова Vk(x, t)(k = 1, 3) i V (x, t) у виглядi:

Vk(x, t) =
n∑

i,j=1

c
(k)
ij (t)xi(t)xj(t), t ∈ [tk−1, tk), k = 1, 3 (14)

V (x, t) =
n∑

i,j=1

c
(4)
ij (t)xi(t)xj(t), t ∈ [t3,∞) (15)
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Отриманi системи звичайних диференцiальних рiвнянь типу Рiкаттi
вiдносно змiнних c(k)ij (t), а також системи алгебраїчних рiвнянь. Якщо з
отриманих систем вдастся знайти частковi розв’язки ckij(t)(k = 1, 4), такi
що квадратичнi форми (14) i (15) виявляться додатньо визначеними , то
згiдно з основною теоремою про оптимальну стабiлiзацiю, задача буде
розв’язана. Якщо матриця системи (11) не залежать вiд t, то замiсть
диференцiальних рiвнянь типу Рiкаттi отримаємо алгебричнi рiвняння
вiдносно величини c(k)ij . Пiдставивши цi значення c(k)ij в (14) i (15), отрима-
эмо явне вираження функцiї Ляпунова Vk(x, t)(k = 1, 3) i V (x, t). Звiдси
, маючи функцiю Ляпунова Vk(x, t)(k = 1, 3) i V (x, t)., отримаємо опти-
мальний керуючий вплив u0. При цьому оптимальний керуючий вплив є
лiнiйною функцiєю вiд координат фазового вектора x(t).

Пiдставляючи знайдений оптимальний керуючий вплив u0, t ∈ [t0, t1),
у рiвняння (11) i розв’язуючи це рiвняння з деякими початковими умо-
вами x(t0) = x0 при t ∈ [t0, t1), отримаємо вiдповiдний рух x(t) для
промiжку часу t ∈ [t0, t1). Враховуючи, що limt→tk−0 x(t) = x(tk) при
t = t1 отримаємо значення x(t1). Приймаємо кiнцевий стан x(t1) попере-
днього етапу в якостi початкового стану для наступного етапу t ∈ [t1, t2).
Пiдставляючи знайденi оптимальнi керуючi впливи u0 t ∈ [t1, t2), в рiв-
няння (11) i розв’язуючи це рiвняння, отримаємо вiдповiдний рух x(t)
для промiжка часу t ∈ [t1, t2). Продовжуючи цю процедуру, отримаємо
рух системи (11) для моментiв часу t ∈ [t2, t3) i t ∈ [t3,∞).

Таким чином, будемо мати всi значення x(t1), x(t2), x(t3) фазового ве-
ктора x(t) як початкове значення наступного етапу. Вiдповiдно маємо
значення фазового вектора x(t3) як початковий стан руху на iнтервалi
[t3,∞). Далi, згiдно iз формулою (12) можна обчислити мiнiмальне зна-
чення функцiонала J [·] =

∑m−1
k=1 Jk[·], а мiнiмальне значення функцiона-

ла (13) буде рiвне V (x1(t3), ..., xn(t3)).
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III Невипукла задача керування.

3.1 Формулювання невипуклої задачi керування. Умова опти-
мальностi.

Розглянемо задачу оптимального керування

Φ(u)→ max, u ∈ V, (16)

де

Φ(u) = 〈c, x(t1)〉+

∫ t0

t1

(〈a(t), x(t)〉u(t)− 1

2
γu2(t))dt,

ẋ = A(t)x+ b(t)u,
x(t0) = x0,

V = {u(·) ∈ PC([t0, t1]) : |u(t)| 6 1, t ∈ [t0, t1]}.
Тут u(t) ∈ R - керування; x(t) ∈ Rn - фазовий стан; C([t0, t1]) - мно-

жина кусково-неперервних функцiй; c, x0, γ > 0 - параметри задачi;
Нехай вектор-функцiї a(t), b(t) i матрична функцiя A(t) є неперервнi

на часовому промiжку [t0, t1] ;
Застосуємо до задачi (16) принцип максимуму Понтрягiна. Введемо

функцiю Понтрягiна для задачi (16).

H(ψ, x, u, t) = 〈ψ,A(t)x〉+ 〈ψ, b(t)〉u+ 〈a(t), x〉u− 1

2
γu2.

Спряжена система має вигляд:

ψ̇ = −AT (t)ψ − a(t)u(t),
ψ(t1) = c.

Визначимо стацiонарну точку функцiї Н за змiнною u.

H
′

u = 0,

〈ψ, b(t)〉+ 〈a(t), x〉 − 1

2
2γu = 0,

u =
1

γ
(〈a(t), x〉+ 〈b(t), ψ〉),

ω(ψ, x, t) =
1

γ
(〈a(t), x〉+ 〈b(t), ψ〉).

Отже u(t), t ∈ [t0, t1] допустиме керування в задачi (16), x(t, u), ψ(t, u)
вiдповiднi розв’язки фазової i спряженої систем.
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Згiдно iз [1] екстримальне керування в задачi (16) визначається умо-
вою

u∗ = signHu(ψ(t, u), x(t, u), t), t ∈ [t0, t1].

При обмеженнi |u| ≤ 1 отримаємо

u∗(ψ, x, t) =

{
ω(ψ, x, t), |ω(ψ, x, t)| ≤ 1;
signω(ψ, x, t), |ω(ψ, x, t)| ≥ 1.

Тобто {
якщо ω ∈ [−1, 1]⇒ u∗ = ω;
якщо ω ∈ (−∞;−1) ∪ (1,+∞)⇒ u∗ = ±1,

u∗(t) - екстримальне (максимiзуюче) керування.
Позначимо ū(t) = ω(ψ(t, u), x(t, u), t). Тодi для будь-якого t ∈ [t0, t1]

принцип максимуму керування u(t) буде представлений наступними спiв-
вiдношеннями:

u(t) =

{
ū(t), якщо |〈a(t), x(t, u)〉+ 〈b(t), ψ(t, u)〉| ≤ γ;
signū(t), якщо |〈a(t), x(t, u)〉+ 〈b(t), ψ(t, u)〉| ≥ γ;

(17)

Перейдемо на рiвень достатнiх умов оптимальностi, використавши
певну послiдовнiсть крокiв: фiксована траекторiя ⇒ будь-яка траекто-
рiя, екстримальне керування ⇒ сильно екстримальне керування (u(t)
допустиме керування).
Розглянемо, що означає сильно екстримальне керування.

Ext(1, 1) = {u(·) ∈ PC(T ) : u(t) = argmax
ω∈U

H(ω(t, u), x(t, u), ω, t),

t ∈ T, U ∈ Rm}

Означення 3.1. Керування u(·) ∈ Ext(1, 1) назвемо сильно х-екстримальним,
якщо u(t) = argmax

ω∈U
H(ω(t, u), x(t, v), ω, t), для будь-якого t ∈ T, v ∈ V .

Таким чином сильно х-екстримальне керування максимiзує функцiю
Н на вiдповiднiй йому спряженiй траекторiї ψ(t, u) i множинi фазових
траекторiй x(t, v), v ∈ V .

Означення 3.2. Керування u(·) ∈ Ext(1, 1) назвемо сильно ψ-екстримальним
якщо u(t) = argmax

ω∈U
H(ω(t, u, v), x(t, u), ω, t) для будь-якого t ∈ T, v ∈

V .
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Таким чином, сильно ψ-екстримальне керування максимiзує функцiю
Н на вiдповiднiй йому фазовiй траекторiї x(t, u) i множинi спряжених
траекторiй ψ(t, u, v), v ∈ V .

Тому щоб перейти до сильно-екстримальних керувань, нам необхiдно
у формулi (17) провести замiни:

x(t, u)→ x(t, v), v ∈ V ( сильно х-екстримальне)
ψ(t, u)→ ψ(t, v), v ∈ V ( сильно ψ-екстримальне).

У результатi отримуємо достатнi умови оптимальностi в початко-
вому варiантi.

Умова 1. Для будь-якого v ∈ V, t ∈ [t0, t1]

u(t) =

{
ū(t), якщо |〈a(t), x(t, v)〉+ 〈b(t), ψ(t, u)〉| ≤ γ
signū(t), якщо |〈a(t), x(t, v)〉+ 〈b(t), ψ(t, u)〉| ≥ γ

(18)

Умова 2. Для будь-якого v ∈ V, t ∈ [t0, t1]

u(t) =

{
ū(t), якщо |〈a(t), x(t, u)〉+ 〈b(t), ψ(t, v)〉| ≤ γ
signū(t), якщо |〈a(t), x(t, u)〉+ 〈b(t), ψ(t, v)〉| ≥ γ

(19)

Представленi спiввiдношення визначенi на множинi базових або спря-
жених траекторiй, що суттєво ускладнює їх верифiкацiю.

У рамках задачi (16) є можливiсть конструктивно використовувавти
екстримальнi варiанти отриманих нерiвностей, що приводить до пото-
чкових за часом t ∈ [t0, t1] умовам оптимальностi, що є характерним для
принципу максимуму.
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3.2 Перетворення умов

Знайдемо експерементальнi значення скалярних добуткiв.

〈a(t), x(t, v)〉, 〈b(t), ψ(t, v)〉

для моменту t ∈ [t0, t1] на множинi V.

Лема 3.2.1. Нехай вектор-функцiя p(τ, t), τ ∈ [t0, t], t ∈ [t0, t1] є розв’язком
задачi Кошi.

∂p(τ, t)

∂τ
= pτ(τ, t) = −AT (τ)p(τ, t),

p(t, t) = a(t).

Тодi, скориставшись формулою Кошi, справедливе спiввiдношення:

〈a(t), x(t, v)〉 =

∫ t

t0

〈b(τ), p(τ, t)〉v(τ)dτ + 〈p(t0, t), x0〉 (20)

Доведення: Оскiльки функцiя x(t, v) визначається спiввiдношенням

∂x(τ, v)

∂τ
= xτ(τ, v) = A(τ)x(τ, v) + b(τ)v(τ),

x(t0, v) = x0,

то врахувавши цю систему знайдемо похiдну

d

dτ
(p(τ, t), x(τ, v)),

d

dτ
〈p(τ, t), x(τ, v)〉 = −〈AT (τ)p(τ, t), x(τ, v)〉+ 〈p(τ, t), A(τ)x(τ, v)〉+

+〈p(τ, t), b(τ)〉v(τ) = 〈b(τ), p(τ, t)〉v(τ)

Проiнтегрувавши за τ ∈ [t0, t], одержимо∫ t

t0

d

dτ
〈p(τ, t), x(τ, v)〉 =

∫ t

t0

〈b(τ), p(τ, t)〉v(τ)dτ

〈p(t, t), x(t, v)〉 − 〈p(t0, t), x(t0, v)〉 =

=

∫ t

t0

〈b(τ), p(τ, t)〉v(τ)dτ ;

〈a(t), x(t, v) =

∫ t

t0

〈b(τ), p(τ, t)〉v(τ)dτ + 〈p(t0, t), x0〉,

що i треба було довести.
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Скориставшись оцiнкою для модуля iнтеграла

|
∫ t

t0

〈b(τ), p(τ, t)〉v(τ)dτ | 6
∫ t

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ,

v ∈ V ; t ∈ [t0, t],

рiвнiсть досягається при v(τ) = ±sign〈b(τ), p(τ, t)〉. Звiдси отримуємо
оцiнку знизу:∫ t0

t

〈b(τ), p(τ, t)〉v(τ)dτ > −
∫ t0

t

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ.

Застосувавши в (20) дану оцiнку, отримаємо

min
v∈V
〈a(t), x(t, v)〉 = 〈p(t0, t), x0〉 −

∫ t

to

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ.

Аналогiчним чином отримаємо

max
v∈V
〈a(t), x(t, v)〉 = 〈p(t0, t), x0〉+

∫ t

to

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ.

Наслiдок 3.1. Екстримальнi значення для < a(t), x(t, v) > виражаю-
ться за формулою:

min
v∈V

(max
v∈V

)〈a(t), x(t, v)〉 = 〈p(t0, t), x0〉 − (+)

∫ t

to

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ.

Лема 3.2.2. Нехай ветор-функцiя q(τ, t), τ ∈ [t, t1], t ∈ [t0, t1] є розв’язком
задачi Кошi

∂q(τ, t)

∂τ
= qτ(τ, t) = A(τ)q(τ, t)

q(t, t) = b(t);
(21)

Тодi справедливе спiввiдношення

〈b(t), ψ(t, v)〉 =

∫ t1

t

〈a(τ), q(τ, t)〉v(τ)dτ + 〈q(t1, t), c〉. (22)

Доведення: Згадавши вигляд спряженої системи у принципi максиму-
му Понтрягiна отримаємо:

∂ψ(τ, v)

∂τ
= ψτ(τ, v) = −AT (τ)ψ(τ, v)− a(τ)v(τ)

ψ(t1, v) = c
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Знайдемо похiдну за τ , тобто

d

dτ
〈q(τ, t), ψ(τ, v)〉 =

= 〈A(τ)q(τ, t), ψ(τ, v)〉 − 〈q(τ, t), AT (τ)ψ(τ, v)〉−
−〈q(τ, t), a(τ)〉v(τ) = −〈a(τ), q(τ, t)〉v(τ).

Проiнтегруємо тепер за τ ∈ [t, t1] , тодi отримаємо∫ t

t1

d

dτ
〈q(τ, t), ψ(τ, v)〉 =

∫ t

t1

−〈a(τ), p(τ, t)〉v(τ)dτ

〈q(t, t), ψ(t, v)〉 − 〈q(t1, t), ψ(t1, v)〉 =

= −
∫ t

t1

〈a(τ), q(τ, t)〉v(τ)dτ ;

〈b(t), ψ(t, v)〉 =
∫ t1
t 〈a(τ), q(τ, t)〉v(τ)dτ + 〈q(t1, t), c〉.

Що й доводить лему 3.2.2.
За аналогiєю до попереднiх мiркувань та оцiнок, справеливими є на-

ступн твердження

min
v∈V
〈b(t), ψ(t, v)〉 = 〈q(t1, t), c〉 −

∫ t1

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ.

Аналогiчним чином отримаємо

max
v∈V
〈b(t), ψ(t, v)〉 = 〈q(t1, t), c〉+

∫ t1

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ.

Наслiдок 3.2. Екстримальнi значення для 〈b(t), ψ(t, v)〉 виражаються
за формулою

min
v∈V

(max
v∈V

)〈b(t), ψ(t, v)〉 = 〈q(t1, t), c〉 − (+)

∫ t1

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ.

Тепер перейдемо до перетворень безпосередньо достатнiх умов опти-
мальностi. Розкриємо модульну нерiвнiсть (18) для t ∈ [t0, t], тобто

−γ 6 〈a(t), x(t, v)〉+ 〈b(t), ψ(t, u)〉 6 γ; v ∈ V (23)

перейдемо до еквiвалентної екстримальної форми

max
v∈V
〈a(t), x(t, v)〉+ 〈b(t), ψ(t, u)〉 6 γ

min
v∈V
〈a(t), x(t, v)〉+ 〈b(t), ψ(t, u)〉 > −γ
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Врахувавши наслiдок 1, отримаємо:

〈(t), ψ(t, u)〉+ 〈p(t0, t), x0〉+

∫ t

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ 6 γ, (24)

〈b(t), ψ(t, u)〉+ 〈p(t0, t), x0〉 −
∫ t

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ > −γ. (25)

Об’єднавши (24) i (25), одержимо

|〈b(t), ψ(t, u)〉+ 〈p(t0, t), x0〉|+
∫ t

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ 6 γ. (26)

Таким чином отрмана нерiвнiсть для функцiї одної змiнної t еквiвалента
спiввiдношенню (23).

Аналогiчним чином розглянемо (19) для t ∈ [t0, t1],тобто

−γ 6 〈a(t), x(t, u)〉+ 〈b(t), ψ(t, v)〉 6 γ; v ∈ V ; (27)

Перейдемо до еквiвалентної екстримальної форми

〈a(t), x(t, u)〉+ max
v∈V
〈b(t), ψ(t, v)〉 6 γ,

〈a(t), x(t, u)〉+ min
v∈V
〈b(t), ψ(t, v)〉 > −γ.

Врахувавши наслiдок 2, отримаємо

〈a(t), x(t, u)〉+ 〈q(t1, t), c〉+

∫ t1

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ 6 γ (28)

〈a(t), x(t, u)〉+ 〈q(t1, t), c〉 −
∫ t1

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ > −γ (29)

Об’єднавши (28) i (29) отримаємо:

|〈a(t), x(t, u)〉+ 〈q(t1, t), c〉|+
∫ t1

t

|〈a(τ), p(τ, t)〉|dτ 6 γ (30)

Таким чином отримана нерiвнiсть для функцiї одної змiнної t еквiвалента
спiввiдношенню (27).
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Сформулюємо перший результат про оптимальнiсть керування
u(t) = ū(t), |u(t)| 6 1, t ∈ [t0, t1], що визначається умовою стацiонарностi
функцiї Понтрягiна:

Hu(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t) = 0, t ∈ [t0, t1] тодi i тiльки тодi, коли

u(t) =
1

γ
(〈a(t), x(t, u)〉+ 〈b(t), ψ(t, u)〉).

Теорема 3.2.1. Нехай для керування u(t) = ū(t), t ∈ [t0, t1] виконує-
ться нерiвнiсть (26) або (30) для всiх t ∈ [t0, t1]. Тодi це керування є
оптимальним для задачi (16).

Розглянемо питання оптимальностi граничних умов u = ±1 на основi
спiввiдношень (18) i (19). Для керування u = 1 достатнi умови набудуть
вигляду:

min
v∈V
〈a(t), x(t, v)〉+ 〈b(t), ψ(t, 1)〉 > γ

〈a(t), x(t, 1)〉+ min
v∈V
〈b(t), ψ(t, v)〉 > γ; t ∈ [t0; t1]

Тодi врезультатi отримаємо:

〈b(t), ψ(t, 1)〉+ 〈p(t0, t), x0〉 −
∫ t

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ > γ, (31)

〈a(t), x(t, 1)〉+ 〈q(t1, t), c〉 −
∫ t1

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ > γ. (32)

Теорема 3.2.2. Нехай керування u(t) = 1; t ∈ [t0, t1] виконується (31)
або (32) для всiх t ∈ [t0, t1]. Тодi це керування є оптимальним в задачi
(16).

Встановимо зв’язок ориманих умов з принципом максимуму для
u = 1;

Нехай
〈b(τ), p(τ, t)〉 6 0; τ ∈ [t0, t]; t ∈ [t0, t1], (33)

тодi на основi леми 1 i наслiдку 1 можемо сказати, що

min
v∈V
〈a(t), x(t, v)〉 = 〈a(t), x(t, 1)〉; t ∈ t0, t1. (34)

Тепер умова (31) буде мати вигляд

〈a(t), x(t, 1)〉+ 〈b(t), ψ(t, 1)〉 > γ, t ∈ [t0, t1].

22



Отже, одержимо принцип максимуму як достатню умову оптимальностi
в (33). Аналогiчно нерiвнiсть

〈a(τ), q(τ, t)〉 6 0; τ ∈ [t, t1]; t ∈ [t0, t1] (35)

також гарантує принцип максимуму. Зауважимо що (35) i (33) еквiва-
лентнi.

Для встановлення еквiвалентностi введемо фундаментальну матрицю
F (t) фазової системи при t = t0

Ḟ (t) = A(t)F (t); F (t0) = E;

При цьому матриця (F−1(t))T задовiльняє рiвняння

d

dt
(F−1(t))T = −AT (t)(F−1(t))T ,

(F−1(t0))
T = E

i є фундаментальною для спряженої системи. Тодi для вектор-функцiй
p(τ, t), q(τ, t) мають мiсце представлення (формула Кошi):

p(τ, t) = (F−1(τ))TF T (t)a(t),
q(τ, t) = F (τ)F−1(t)b(t); τ, t ∈ [t0; t1].

Звiдси отримуємо:

〈b(τ), p(τ, t)〉 = 〈F (t)F−1(τ)b(τ), a(t)〉;
〈a(τ), q(τ, t)〉 = 〈a(τ), F (τ)F−1(t), b(t)〉;

Звiдси 〈a(τ), q(τ, t)〉 = 〈b(τ), p(τ, t)〉; τ, t ∈ [t0, t1];

Отже, на основi цього спiввiдношення можемо сказати, що нерiвностi

〈b(τ), p(τ, t)〉 6 0; τ ∈ [t0, t], t ∈ [t0, t1],
〈a(τ), q(τ, t)〉 6 0; τ ∈ [t, t1], t ∈ [t0, t1]

забезпечують достатнiсть принципу максимуму для керування u = 1 є
еквiвалентнi, що i треба було довести.
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3.3 Приклади

Приклад 3.1

Φ(u) = x1(1) +

∫ 1

0

[(x1(t) + x2(t))u(t)− 1

2
γu2(t)]dt→ max

ẋ1 = x2; ẋ2 = u;
x1(0) = −2; x2(0) = 1;
|u(t)| 6 1; t ∈ [0, 1];

H = ψ1x2 + ψ2u+ x1u+ x2u−
1

2
γu2

ψ̇1 = −u(t) = −∂H
∂x1

; ψ̇2 = −ψ1 − u = −∂H
∂x2

ψ1(1) = 1 = − ∂F

∂x1(1)
; ψ2(1) = 0 = − ∂F

∂x2(1)
u = 0;

{
x
′′

1 = x
′

2

x
′

2 = u
⇒

x
′′

1 = u = 0

x
′

1 = C1

x1 = C1t+ C2

x
′

1 = x2 = C3

C3 = C1 = 1

x
′

2 = 0
x2 = C3

x(0) = 1 = C3

x1(0) = C10 + C2 = −2⇒ C2 = −2;
Таким чином маэмо траекторiї для u = 0 :

x1(t, 0) = t− 2;
x2(t, 0) = 1;{

ψ
′

1 = −u
ψ
′

2 = −ψ1 − u
⇒ ψ

′

1 = 0

ψ
′

2 = −ψ1

ψ1 = C1

ψ2 = −C1t+ C2

ψ1(1) = 1 = C1

ψ2(1) = 0 = −1 + C2 = 0⇒ C2 = 1
Отже, спряженi траекторiї для u = 0,мають вигляд

ψ1(t, 0) = 1;
ψ2(t, 0) = 1− t;
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Отже перевiримо умову стацiонарностi : для будьякого γ > 0 :

Hu[t, 0] = 0; t ∈ [0, 1]; u = 0;

H
′

u[t, 0] = ψ2 + x1 + x2 −
1

2
2γu = 1− t+ t− 2 + 1 = 0;

Отже u = 0 задовiльняє принцип максимуму. Далi перевiримо (26). До-
помiжна вектор-функцiя:

p1 = 1;
p2 = t− τ + 1;

〈b, p(τ, t)〉 = t− τ + 1;
〈b, ψ(t, 0)〉 = 1− t;
〈p(0, t), x0〉 = t− 1;

Тодi нерiвнiсть (26) набуде вигляду:

t2

2
+ t 6 γ, t ∈ [0, 1];

Таким чином з γ >
3

2
нерiвнiсть виконується i керування u = 0 є опти-

мальним. Аналогiчно нерiвнiсть (30) набуде вигляду:

t2

2
− 2t+

3

2
6 γ; t ∈ [0, 1]; γ >

3

2
;

Приклад 3.2.

Φ(u) =

∫ 1

0

[(x1(t) + x2(t))u(t)− 1

2
γu2(t)]dt→ max

ẋ1 = x2; ẋ2 = u;
x1(0) = x01; x2(0) = x02;
|u(t)| 6 1; t ∈ [0, 1];

ψ̇1 = −u; ψ̇2 = −ψ1 − u;
ψ1(1) = 0; ψ2(1) = 0

Розглянемо керування u = 1;

{
x
′

1 = x2
x
′

2 = u
⇒ x

′

1 = x2
x
′

2 = 1

x
′′

1 = x
′

2

x
′′

1 = 1

x
′

1 = t+ C1

x1 =
t2

2
+ C1t+ C2
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x
′

2 = 1
x2 = t+ C3

x2(0) = C3 = x02
x2 = t+ x02

x1(0) = C2 = x01
x
′

1 = x2
t+ C1 = t+ x02

C1 = x02

Тому траекторiї для u = 1 задовольняють спiввiдношення :

x1(t, 1) =
t2

2
+ x02t+ x01;

x2(t, 1) = t+ x02;{
ψ
′

1 = −u
ψ
′

2 = −ψ1 − u
⇒ ψ1(1) = 0

ψ2(1) = 0
ψ
′

1 = −1

ψ
′

2 = −ψ1 − 1

ψ1 = −t+ C1 = C1 − t
ψ
′

2 = −ψ1 − 1;
−C1 + t− 1 = ψ2.

А для u = 1спряженi траекторiї виглядають так
ψ1(t, 1) = 1− t;

ψ2(t, 1) =
1

2
(t− 1)2 − (t− 1);

Допомiжна ветор-функцiя p(τ, t), задовольняє умови

p1(τ, t) = 1;
p2(τ, t) = t− τ + 1.

У результатi умова 1 набуде вигляду:

x01 + x02(t+ 1)− 3t+
3

2
> γ, t ∈ [0, 1],

що еквiвалентно нерiвностям

x01 + x02 +
3

2
> γ,

x01 + 2x02 −
3

2
> γ.

(36)

Друга нерiвнiсть має вигляд

x01 + x02(t+ 1) + 3t− 3

2
> γ, t ∈ [0, 1],
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що приводить до нерiвностей

x01 + x02 −
3

2
> γ;

x01 + 2x02 +
3

2
> γ.

(37)

Отже, якщо початковий стан системи (x01, x
0
2) i параметр γ > 0 задовiль-

няє умови (36) i (37) то керування u = 1 є оптимальним.
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IV Висновок

Проблема одержання умов оптимальностi в системах диференцiаль-
них рiвнянь є одним iз важливих параметрiв наукових дослiджень в га-
лузi оптимального керування, зокрема, одержання необхiдних, а де мо-
жливо, i достатнiх умов.

Метою магiстерської роботи є встановлення достатнiх умов оптималь-
ностi для деякого класу задач, виходячи iз принципу максимуму Пон-
трягiна. Оскiльки в загальному формулюваннi задач керування умови
принципу максимуму мають необхiдний характер, то ставилось завдан-
ня видiлити деякi, можливо додатковi обмеження, при яких можна було
б сформулювати достатнi умови оптимальностi певних задач.

Робота побудована таким чином, щоб отримати сам принцип макси-
муму, пiдкреслити можливостi його застосування. Для цього в першому
роздiлi побудовано деякi приклади, що iлюструють можливостi цього
принципу для задач оптимального керування простими диференцiаль-
ними рiвняннями (системами).

Далi в другому роздiлi продемонстровано дiю принципу максимуму
Понтрягiна у задачах оптимального керування навантаженими диферен-
цiальними рiвняннями, використовуючи для стабiлiзацiї розв’язку вiд-
повiднi функцiї Ляпунова. У всiх прикладах, наведених у першому та
другому роздiлах, умови оптимальностi мають необхiдний характер.

У третьому роздiлi магiстерської роботи на основi поняття сильно
екстримального керування показано, що при виконаннi певних додатко-
вих нерiвностей для вихiдних даних невипуклої задачi керування можна
отримати достатнi умови оптимальностi розв’язку. Для цього сформу-
льовано вiдповiднi теореми, допомiжнi леми, наведено додатковi обмеже-
ння у виглядi нерiвностей для конкретних прикладiв, що демонструють
теоретичнi мiркування використанi у магiстерськiй роботi.
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