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1 Вступ

Теорiя управлiння швидко розвивалася з моменту появи перших робiт
Понтрягiна та спiвавторiв наприкiнцi 1950-х рокiв, i зараз вона визна-
на як важлива область прикладної математики. Теорiя оптимального
управлiння та оптимiзацiї вже знайшла свiй шлях у багатьох областях мо-
делювання та управлiння в технiцi, i в наш час активно використовується
в багатьох iнших галузях прикладних наук, зокрема бiологiї, медицинi,
економiцi та фiнансах. Дослiдницька дiяльнiсть в оптимальному контролi
розглядається як джерело багатьох корисних та гнучких iнструментiв,
таких як оптимальна терапiя (у медицинi) та стратегiї (в економiцi).
Методи теорiї оптимального управлiння базуються на рiзноманiтному
спектрi математичних результатiв, а, з iншого боку, проблеми управлiння
забезпечують багате джерело глибоких математичних проблем. Вибiр
застосувань до наук про життя або економiки враховує сучаснi тенденцiї
лiкування економiчних проблем в осмосi за допомогою бiологiчних пара-
дигм. Дана робота мiстить конкретний приклад моделювання реальних
проблеми з бiологiї, що iлюструє силу теорiї управлiння в цiй областi.
Математична бiологiя сягає своїм корiнням в популяцiйну екологiю, яка
трактує математичне моделювання взаємодiючих видiв за лiнiями, вста-
новленими математиками А. Лоткою (1924) та В. Вольтеррою (1926),
з точки зору нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь. Метою
моделей «а-ля Лотка – Вольтерра» є кiлькiсний опис еволюцiї взаємо-
дiючих популяцiй у часi. Однак є важливi аспекти, якими не можна
нехтувати щодо просторової структури вiдповiдних популяцiй. Ця робо-
та присвячений вивченню задачi оптимального управлiння динамiчною
моделлю популяцiї, пов’язаної з дифузiйними моделями, тобто задача,
яка регулюється диференцiальними рiвняннями в частинних похiдних
типу реакцiя-дифузiя. Виведено умови iснування оптимального керуван-
ня та принцип максимуму, вказано числовi алгоритми для наближення
оптимальних значень функцiоналiв витрат. Представлена комп’ютерна
програма, заснована на математичних результатах та побудована завдяки
числовому наближенню методом градiєнта.
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2 Дифузiя в математичних моделях

Пригадаємо два основних та унiверсальних методи введення дифузiї.
Перший - тривiальний наслiдок iз закону збереження об’єднаний з законом
Fisk, iнший пов’язаний з вiдповiдним маштабуванням у часi та просторi
випадкового процесу.
Розглянемо дифузiю популяцiї чи iншої речовини, просторова щiльнiсть
якої, в просторовому положеннi x, в момент часу t, визначається як y(x,t),
(де x ∈ Ω̄ ⊂ RN - середовище iснування, N ∈ N* i t ≥ 0 ).Функцiю y, яка
задає дифузiю популяцiї в момент часу t ≥ 0 , в деякiй областi V ⊂ Ω

(припустимо, що V-вiдкрита, обмежена пiдмножина i V ∈ C1 ) можна
подати таким чином

YV (t) =
∫

V
y(x, t)dx. (1)

J(x, t) = (γ(x, t)∆xy(x, t)) · v(x)

де v(x) -зовнiшня нормаль до ∂V , γ(x, t) -параметр дифузiї i ∆xy = yx−
градiєнт у стосовно x.

Якщо ми позначимо через f (x, t) деякi змiни в чисельностi популяцiї
x ∈ V, t ≥ 0, тодi природний закон збереження для змiни чисельностi
популяцiї в середовищi V має вигляд

Y
′

V (t) =
∫

∂V
J(x, t)dσ +

∫
V

f (x, t)dx.

Застосовуючи теорему про дифергенцiю i (1) отримаємо

∫
V
[
∂y
∂ t

(x, t)−divx(γ(x, t)∆xy(x, t))− f (x, t)]dx = 0.

Пiдобласть V - довiльна, тому пiдiнтегральна функцiя дорiвнює нулю.
Таким чином

∂y
∂ t

(x, t)−divx(γ(x, t)∆xy(x, t))− f (x, t)]dx = 0. (2)

У випадку, коли у - стала, рiвняння (2) набуває вигляду
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∂y
∂ t

(x, t)− γ∆y(x, t) = f (x, t), (3)

де ∆ = ∆x оператор Лапласса стосовно х. Рiвняння Fisher - це частковий
випадок (3), для окремої популяцiї i f(x,t) описує процес народження i
смертi:

∂y
∂ t

(x, t)− γ∆y(x, t) =−µy(x, t)+βy(x, t)(1− y(x, t)
k

) (4)

Тут β - природнiй коефiцiєнт народжуваностi, µ -природний коефiцiєнт
смертностi, а k - додатна стала. Це логiстична модель, тому що - це
додаткова смертнiсть, як наслiдок перенаселення, i вона пропорцiйна до
щiльностi населення.
Тепер виведемо рiвняння дифузiї, як простого випадкового процесу.
Простим випадковим процесом є ланцюг Маркова (Xn)n∈N зi злiченним
простором станiв E=Z, множина всiх цiлих чисел i матриць переходу

prob(Xn+1 = k+1|Xn = k) = pk,k+1 = p

prob(Xn+1 = k−1|Xn = k) = pk,k−1 = 1− p

prob(Xn+1 = j|Xn = k) = pk j = 0,

для довiльного k ∈ E, j ∈ E, j ̸= k−1, j ̸= k+1, p ∈ (0,1).
У випадку симетрiї p= 1

2.

Обравши за теоремою про граничну ймовiрнiсть, ланцюг Маркова набуде
вигляду

prob(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, ...,X0 = i0)

= prob(Xn+1 = j|Xn = i) = pi j,

для довiльних i, j ∈ E, ми отримаємо

pk(n) =
1
2

pk+1(n)+
1
2

pk−1(n);

так,що

pk(n+1)− pk(n) =
1
2
[pk+1(n)−2pk(n)+ pk−1(n)] (5)
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Якщо ми вiзьмемо∆t ∈ R*
+,− одиничний крок часу, ∆x ∈ R*

+,− одини-
чний крок простору, тодi рiвняння (5) можна переписати так

pk∆x((n+1)∆t)− pk∆x(n∆t) =

1
2
[p(k+1)∆x(n∆t)−2pk∆x(n∆t)+ p(k−1)∆x(n∆t)]

Застосувавши наближення Taylor’s другого порядку, остання рiвнiсть
набуде вигляду

y(x, t +∆t)− y(x, t) =
1
2
(∆x)2 ∂ 2y

∂x2 (x, t)+o((∆x)2),

з якого

y(x, t +∆t)− y(x,y)
∆t

=
1
2
(∆x)2

∆t
y
x2 (x, t)+

o((∆x)2)

∆t
. (6)

Нехай ∆t → 0,∆x → 0, в такому випадку отримаємо,що

(∆x)2

∆t
= 2γ,

З (6) отримали звичайне рiвняння дифузiї iз сталим коефiцiєнтом дифузiї

y
t
(x, t) = γ

∂ 2y
∂x2 (x, t), x ∈ R, t0.

Використавши початкову умову

y(·,0) = δ0

з теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, отрмаємо
фундаментальний розв’язок

y(x, t) =
1√

(4πγt)
exp(− 1

4γt
x2), x ∈ R, t ≥ 0,

який є функцiєю щiльностi ймовiрностi Gaussian N(0,2γt), що є розподi-
лом поля Brownian руху в момент часу t.
Що стосується крайових умов, пов’язаних з рiвняннями (3),(4) чи iншими
нелiнiйними параболiчними рiвняннями, пригадаємо три, якi найчастiше
застосовують.
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Умова Dirichlet має вигляд

y(x, t) = φ(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

де ϕ− задана функцiя Коли ϕ ≡ 0 , це визначє (для бiологiчної популяцiї)
цiлком неприйнятну межу ∂Ω .
Умова Neumann має вигляд:

∂y
∂v

(x, t) = ϕ(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

де φ - задана функцiя. Для бiологiчної популяцiї ця умова означає, що
потiк популяцiї через мережу ϕ . Якщо ϕ ≡ 0 , тодi немає потоку популяцiї
через межу i популяцiя є iзольованою в деякому середовищi Ω . Умова
Robin має вигляд:

∂y
∂v

(x, t)+α(x, t) = φ(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

де α та φ - заданi функцiї. Ця умова зазвичай випливає (для популяцiї) з
того, що потiк населення через межу пропорцiйний рiзницi мiж щiльнiстю
населення y(x, t) всерединi Ω та щiльнiстю населення ỹ(x, t) за межами
Ω :

∂y
∂v

(x, t) =−α(x, t)(y(x, t)− ỹ(x, t)), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

∂y
∂v

(x, t)+α(x, t)y(x, t) = α(x, t)ỹ(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0.

3 Постановка задачi

Припустимо, що двi популяцiї можуть вiльно взаємодiяти в одному
середовищi проживання Ω . Наша проблема полягає в тому, що бiомаса
захопленої та з’їденої здобичi по х у середовищi проживання Ω надалi
розподiляється по всьому ареалу, зайнятим видом хижакiв, Ω . Це при-
зводить до локальної (не локальної) мiжвидової взаємодiї двох видiв на
рiвнi хижака; тобто функцiональна реакцiя на хижацтво є локальною,
тодi як числова реакцiя на хижацтво нелокальна i розподiлена по Ω ;
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Виведемо математичну задачу, з якою ми працюємо. Нехай y1(x, t) -
щiльнiсть у положеннi x та час t видобутого виду, розподiленого по просто-
ровiй областi Ω ⊂ RN,N =1, 2 або 3, i припустимо, що його просторово-
часова динамiка регулюється рiвнянням

∂y1
∂ t -d1∆y1 = r1y1, x ∈ Ω, t ∈ (0,T ),

де r1 > 0 - природна швидкiсть приросту, d1 > 0 - коефiцiєнт дифузiї,
i T > 0. Нехай y2(x, t) - щiльнiсть у положеннi x та час t виду хижакiв,
розподiлених на одному ареалi; за вiдсутностi вищезгаданої здобичi - яка
вважається її унiкальним ресурсом - популяцiя хижакiв буде занепадати
зi експоненцiйною швидкiстю r2 > 0 , а її просторово-часова динамiка
регулюватиметься базовою лiнiйною моделлю,

∂y2
∂ t -d1∆y2 = r2y2, x ∈ Ω, t ∈ (0,T ),

де d2 > 0 - коефiцiєнт дифузiї. За наявностi обох популяцiй хижацтво
вiдбувається на Ω . Динамiка здобичi змiнюється хижацтвом

∂y1

∂ t
−d1∆y1 = r1y1 −µu(x, t)y1y2, x ∈ Ω, t ∈ (0,T ), (7)

де µ1 > 0 i 1−u(x, t) - сегрегацiя двох сукупностей, u - оптимальний є
контроль.
Позначимо y1(t) щiльнiсть популяцiї здобичi в момент t та y2(t) щiль-
нiсть хижакiв у момент часу t, де (yu

1,y
u
2) є розв’язком системи Лотка

– Вольтерра (T> 0),що описує динамiку системи хижак – жертва на
iнтервалi часу (0, T).

∂y1
∂ t −d1∆y1 = r1y1 −µ1u(x, t)y1y2,(x, t) ∈ Ω× ∈ (0,T )

∂y2
∂ t −d2∆y2 =−r2y2 +µ2u(x, t)y1y2,(x, t) ∈ Ω× ∈ (0,T )

(8)

(yu
1,y

u
2) це рiшення наступної задачi з початковим значенням на (L2(Ω)×

L2(Ω)).

r1 > 0 - це темп зростання здобичi за вiдсутностi хижакiв.
r2 > 0 - це швидкiсть помирання популяцiї хижакiв за вiдсутностi здобичi.
µ1 i µ2 - додатнi константи; d1 та d2 - коефiцiєнти дифузiї; 1− u(x, t)
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- вiдокремлення двох популяцiй, u - оптимальний контроль; µ1y1(t) -
додатковий рiвень смертностi жертви в момент t, внаслiдок хижацтва
(це пропорцiйно густотi населення хижака); i µ2y2(t) - додатковий темп
зростання здобичi в момент t, обумовлений наявнiстю здобичi (вона про-
порцiйна до густоти населення здобичi).
Видобута i з’їдена здобич за час t > 0 та мiсцеположення x′ ∈ Ω пере-
творюються на бiомасу за допомогою коефiцiєнта перетворення, даючи
чисельну вiдповiдь на хижацтво

µ2u(x′, t)y1(x′, t)y2(x′, t)(µ2 > 0).

Будемо вважати, що ця кiлькiсть розподiляється на Ω через загальне
невiд’ємне ядро

l(x,x′)(l ∈ L∞(Ω×Ω), l(x,x′)> 0 (x,x′) ∈ (Ω×Ω)

тож l(x,x′)µ2u(x′, t)y1(x′, t)y2(x′, t) - це бiомаса, розподiлена при x ∈Ω , що
виникає внаслiдок хижацтва при x′ ∈ Ω. Збереження бiомаси передбачає,
що умови консистенцiї повиннi виконуватися:∫

Ω

l(x,x′)dx = 1, x′ ∈ Ω

Далi зчитуємо динамiку хижака

∂y2

∂ t
−d2∆y2 =−r2y2+µ2

∫
Ω

l(x,x′)u(x′, t)y2(x′, t)dx′, x ∈ Ω, t ∈ (0,T ) (9)

Для завершення нашої моделi повиннi бути встановленi граничнi умови
для обох видiв. Ми вибираємо граничнi умови, що вiдповiдають iзольова-
ним популяцiям:

∂y1

∂ν
(x, t) =

∂y2

∂ν
(x, t) = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0,T ). (10)
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Далi негативнi та обмеженi початковi умови призначаються в часi t = 0:{
y1(x,0) = y01(x), x ∈ Ω

y2(x,0) = y02(x), x ∈ Ω
(11)

Тодi (8) - (11) є базовою моделлю для нашої системи хижак-здобич.
Припустимо, що

y01, y02 ∈ L∞(Ω),

та

y01(x)> 0, y02(x)> 0 x ∈ Ω.

Початковi умови: {
y′(t) = f (t,u(t),y(t)), t ∈ (0,T )
y(0) = y0,

(12)

де

y0 =

(
y01

y02

)
,

f (t,u,y) = Ay+
(

r1y1 −µ1uy1y2

−r2y2 +µ2uy1y2

)
.

y =
(

y1

y2

)
,

D(A) = {ω = (ω1,ω2) ∈ H2(Ω)×H2(Ω) : ∂ω1
∂ν

= ∂ω2
∂ν

= 0, на ∂Ω},

Ay =
(

d1∆y1

d2∆y2

)
,y ∈ D(A).

Ми зацiкавленi в максимiзацiї загальної кiлькостi особин обох популяцiй
в момент T> 0. Проблема може бути переформульована як

max Ψ(u) =
∫

Ω

yu
1(x,T )+ yu

2(x,T )dx, (13)

u ∈ L2(Ω× (0,T )),0 ≤ u(x, t)≤ 1, t ∈ (0,T ),

де (yu
1,y

u
2) є розв’язком (12).

Теорема 1 Якщо (u*,(y*1,y
*
2)) оптимальна пара для (13), i якщо p =
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(p1, p2) - рiшення для

∂ p1
∂ t +d1∆p1 =−r1p1 +µ1u*y*2p1 −µ2u*(x, t)y*2(x, t)

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′,

∂ p2
∂ t +d2∆p2 = r2p2 +µ1u*y*1p1 −µ2u*(x, t)y*1(x, t)

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′

∂ p1
∂ν

(x,T ) = ∂ p2
∂ν

(x,T ) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,T )

p1(x,T ) = p2(x,T ) = 1, x ∈ Ω

(x, t) ∈ Ω× (0,T )
Тодi

u*(x, t) =


0,µ2

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′−µ1p1(x, t)< 0, (x, t) ∈ Ω× (0,T )

1,µ2
∫

Ω
l(x′,x)p2(x′, t)dx′−µ1p1(x, t)> 0, (x, t) ∈ Ω× (0,T )

Ця теорема забезпечує необхiднi умови оптимальностi першого порядку.
Доведення подане нище.

4 Iснування оптимального контролю

Визначимо

max Ψ(u) =
∫

Ω

yu
1(x,T )+ yu

2(x,T )dx (14)

Нехай
d = sup

u∈Ω

Φ(u) (15)

Очевидно,що d ∈ R+. Для будь-яких n ∈ N* , iснує un ∈ Ω таке що

d − 1
n
< Φ(un)≤ d (16)

Використовуючи принцип порiвняння для параболiчних рiвнянь, ми
отримаємо наступне

0 < yu
1(x, t)≤ y0

1(x, t) (x, t) ∈ Ω× (0,T ),

10



0 < yu
2(x, t)≤ y0

2(x, t) (x, t) ∈ Ω× (0,T ).

Отже,

0 ≤
∫

Ω

yu
1(x,T )+ yu

2(x,T )dx ≤ L
∫

Ω

y0
1(x,T )+ y0

2(x,T )dx

Оскiльки, {un}n∈N* є обмеженою послiдовнiстю в L2(ω × (0,T )), з цього
випливає,що iснує пiдпослiдовнiсть, також позначена як {un}n∈N*

un → u* слабко збiжне на L2(ω × (0,T )),

та

mun → mu* слабко збiжне на L2(ω × (0,T )).

За теоремою Арцели та враховуючи, що {un}n обмежена в L2(0,T ) , ми
отримуємо,що

unk → u* слабко на L2(ω × (0,T ))
y

unk
1 → y*1 C([0,T ])

y
unk
2 → y*2 C([0,T ])

(17)

(u* ∈ Ω , тому що Ω - замкнута опукла пiдмножина на L2(ω × (0,T )), а
отже, слабко збiжна).
Якщо ми позначимо

an(x, t) = r1yun
1 (x, t)−µ1un(x, t)y

un
1 (x, t)yun

2 (x, t),

bn(x, t) =−r2yun
2 (x, t)+µ2un(x, t)y

un
1 (x, t)yun

2 (x, t),

тодi очевидно, що {an}n∈N* , {bn}n∈N* є обмеженi на L∞(QT ), (i на L2(QT )

11



також) та (yun
1 ,yun

2 ) є розв’язком (18)

∂y1
∂ t −d1∆y1 = an(x, t), (x, t) ∈ QT

∂y2
∂ t −d2∆y2 = bn(x, t) (x, t) ∈ QT

∂y1
∂ν

(x,T ) = ∂y2
∂ν

(x,T ) = 0, x ∈ ∑T

y1(x,0) = y01(x),y2(x,0) = y02(x), x ∈ Ω.

(18)

Обмеженiсть {an}n∈N* , {bn}n∈N* передбачає (через результат компактно-
стi для параболiчних рiвнянь), що iснує пiдпослiдовнiсть, така що

ank → a*, L2(QT )

bnk → b*, L2(QT )

y
unk
1 → y*1, QT

y
unk
2 → y*2, QT

(19)

тож (y*1,y
*
2) є розв’язком наступної системи

∂y1
∂ t −d1∆y1 = a*(x, t), (x, t) ∈ QT

∂y2
∂ t −d2∆y2 = b*(x, t) (x, t) ∈ QT

∂y1
∂ν

(x,T ) = ∂y2
∂ν

(x,T ) = 0, x ∈ ∑T

y1(x,0) = y01(x),y2(x,0) = y02(x), x ∈ Ω.

(20)

З iншого боку, за (19) та за допомогою слабкої збiжностi {un}n ∈ N*

на L∞(QT ) та обмеженостi {yun}n ∈ N* в L∞(QT ) , ми можемо зробити
висновок про те,що

ank → r1y*1 −µ1u*y*1y*2 на L2(QT ),

bnk →−r2y*2 +µ2u*y*1y*2 на L2(QT ),

i як наслiдок

ank = r1y*1 −µ1u*y*1y*2 на L2(QT ),
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bnk =−r2y*2 +µ2u*y*1y*2 на L2(QT ).

На закiнчення y* = (y*1,y
*
2) є рiшенням (12), що вiдповiдає u := u* ; то,

y*1 = yu*
1 ,y*2 = yu*

2 Якщо ми переходимо до границi в (16), ми отримуємо

d = Φ(u*),

i що u* є оптимальним управлiнням для задачi (13).

5 Принцип максимуму

Нехай маємо наступну систему рiвнянь

∂y1
∂ t −d1∆y1 = r1y1 −µ1u(x, t)y1y2,(x, t) ∈ Ω× ∈ (0,T )

∂y2
∂ t −d2∆y2 =−r2y2 +µ2u(x, t)y1y2,(x, t) ∈ Ω× ∈ (0,T )

∂y1
∂ν

(x, t) = ∂y2
∂ν

(x, t) = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0,T ).

y1(x,0) = y01(x),y2(x,0) = y02(x), x ∈ Ω

(21)

Систему (21) можна переписати у виглядi початкової задачi в L2(Ω).{
y′(t) = f (t,u(t),y(t)), t ∈ (0,T )
y(0) = y0,

де

y0 =

(
y01

y02

)
,

f (t,u,y) = Ay+
(

r1y1 −µ1uy1y2

−r2y2 +µ2uy1y2

)
.

y =
(

y1

y2

)
,

Тут A - лiнiйний необмежений оператор. Насправдi A визначається як
D(A) = {ω = (ω1,ω2) ∈ H2(Ω)×H2(Ω) : ∂ω1

∂ν
= ∂ω2

∂ν
= 0, на ∂Ω},
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Ay =
(

d1∆y1

d2∆y2

)
,y ∈ D(A).

Також зауважте, що A є самоспряженим оператором, i тому A* може
бути замiнено на A. Власне, ось результат, який ми доводимо.

Теорема 2 Якщо (u*,(y*1,y
*
2)) оптимальна пара для (13), i якщо p =

(p1, p2) - рiшення для

∂ p1
∂ t +d1∆p1 =−r1p1 +µ1u*y*2p1 −µ2u*(x, t)y*2(x, t)

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′,

∂ p2
∂ t +d2∆p2 = r2p2 +µ1u*y*1p1 −µ2u*(x, t)y*1(x, t)

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′

∂ p1
∂ν

(x,T ) = ∂ p2
∂ν

(x,T ) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,T )

p1(x,T ) = p2(x,T ) = 1, x ∈ Ω

Тодi

u*(x, t) =


0,µ2

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′−µ1p1(x, t)< 0

1,µ2
∫

Ω
l(x′,x)p2(x′, t)dx′−µ1p1(x, t)> 0,

Доведення:
Розглянемо множину
V = {ω ∈ L2(ω × (0,T )); u*+ εω ∈ K для будь-яких ε > 0 достатньо
малого }. Нехай (z1,z2) розв’язок наступної системи рiвнянь Для до-
вiльного, але фiксованого v ∈V маємо

p
′
1 = r1z1 −µ1u*y*1z1 −µ1u*y*2z2 −µ1vy*1y*2

∫
Ω

l(x′,x)z2(x′, t)dx′, t ∈ (0,T )
z
′
2 =−r2z2 +µ2u*y*1z1 +µ2u*y*2z2 +µ2vy*1y*2

∫
Ω

l(x′,x)z2(x′, t)dx′, t ∈ (0,T )
z1(0) = z2(0) = 0, x ∈ Ω.

(22)
Оскiльки ∫

ω

y*1(T )+ y*2(T )≥
∫

ω

yu*+εv
1 (T )+ yu*+εv

2 (T ),
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То ми отримаємо

∫ yu*+εv
1 (T )− y*1

ε
+
∫ yu*+εv

2 (T )− y*2
ε

≤ 0, (23)

для будь-якого ε > 0 досить малого.
Для ε > 0 досить малого ми маємо, що yu*+εv задовольняє

(yu*+εv)
′
(t)≤ r1yu*+εv(t), t ∈ (0,T ),

i, отже, випливає, що iснує M ∈ (0,+∞) така, що

0 ≤ yu*+εv(t)≤ M, t ∈ [0,T ]

для будь-якого ε > 0 досить малого. З iншого боку

(yu*+εv)
′
(t)≤ (−r2 +Mµ2)yu*+εv(t), t ∈ (0,T )

i це означає, що yu*+εv(t) обмежена в C([0,T ]) (при ε > 0 досить малому).
Звiдси випливає, що обидвi послiдовностi yu*+εv

1 (t) та yu*+εv
2 (t) рiвномiрно

обмеженi та рiвномiрно неперервнi на [0, T].

Лема 1 Справедливi наступнi збiжностi:

yu*+εv(T )→ yu* на L∞(QT )
1
ε

[
yu*+εv(T )− yu*] → z на L∞(QT )

ε → 0+ . Якщо ми перейдемо до границi в (23) (i використаємо Теорему
Лебега та лему (1)), то ми зможемо зробити висновок про те,що∫

Ω

z1(T )+ z2(T )dx ≤ 0
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Нехай p = (p1, p2) є розв’язком наступної системи рiвнянь

∂ p1
∂ t +d1∆p1 =−r1p1 +µ1u*y*2p1 −µ2u*(x, t)y*2(x, t)

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′,

∂ p2
∂ t +d2∆p2 = r2p2 +µ1u*y*1p1 −µ2u*(x, t)y*1(x, t)

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′

∂ p1
∂ν

(x,T ) = ∂ p2
∂ν

(x,T ) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,T )

p1(x,T ) = p2(x,T ) = 1, x ∈ Ω

(24)

Помноживши перше рiвняння iз системи на z1 та друге на z2 та
iнтегруючи на [0,T ] ми отримаємо,що

∫
Ω

∫ T

0
[p

′
1(x, t)z1(x, t)+ p

′
2(x, t)z2(x, t)]dt =

∫
Ω

∫ T

0
[−r1p1(x, t)z1(x, t)+µ1u*(x, t)y*(x, t)p1(x, t)z1(x, t)−µ2u*(x, t)p2(x, t)z1(x, t)

+µ1u*(x, t)y*1(t)p1(x, t)z2(x, t)−µ2u*(x, t)y*(x, t)p2(x, t)z2(x, t)+r2p2(x, t)z2(x, t)]dt.∫
Ω

[p1(x,T )z1(x,T )+ p2(x,T )z2(x,T )− p1(x,0)z1(x,0)− p2(x,0)z2(x,0)]dt =

=
∫

Ω

∫ T

0
y*1(x, t)y

*
2(x, t)v(x, t)[µ2p2(x, t)−µ1p1(x, t)]dt ≤ 0,

Як наслiдок, ми отримуємо що∫
Ω

z1(T )+z2(T )dx=
∫

Ω

∫ T

0
y*1(x, t)y

*
2(x, t)v(x, t)[µ2p2(x, t)−µ1p1(x, t)]dxdt ≤ 0,

для будь-якого v ∈V, що означає

u*(x, t) =


0,y*1(x, t)y

*
2(x, t)µ2

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′−µ1p1(x, t)< 0

1,y*1(x, t)y
*
2(x, t)µ2

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′−µ1p1(x, t)> 0,
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Оскiльки y*1,y
*
2 додатнi функцiї, ми можемо зробити висновок

u*(x, t) =


0,µ2

∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′−µ1p1(x, t)< 0

1,µ2
∫

Ω
l(x′,x)p2(x′, t)dx′−µ1p1(x, t)> 0,

(25)

За (24) та (25) ми отримуємо в цьому випадку, що p є єдиним рiшенням
до Якщо ми апроксимуємо рiшення p цiєї задачi (яке не залежить вiд u*

або вiд yu*, то використовуючи (25), ми отримуємо u* . Ось алгоритм.
∙ OP1: Обчислити p як розв’язок задачi (24).
∙ OP2: Обчислити оптимальний контроль за формулою (25).
Звичайно, обчислюваний контроль все ще є наближенням через те, що
Проблема (OP1) обчислюється чисельно. Але алгоритм досить простий.
З (23) та (24) ми також можемо зробити висновок, що u - це контроль,
при якому оптимальне управлiння u* явно не залежить вiд y0 .

6 Градiєнтний метод

Перед описом методу, слiд спочатку описати задачу. Маємо непоро-
жню, опуклу та замкнену множину K ⊂V , f -диференцiйована i опукла
функцiя, розглядаємо проблему мiнiмiзацiї функцiї f : V →R на множинi
K : Знайти u ∈ K таке, що

f (u)≥ f (v)для будь якого v ∈ K (26)

Проблема може бути записана еквiвалентно як In f{ f (u);u ∈ K}. Iсну-
вання iснування розвязку подано в Теоремi:
1.Якщо f -опукла, K -опукла, непорожня та замкнута то задача мiнiмiза-
цiї функцiї f має розв’язок.
2.Якщо f строго опукла то рiшення цiєї задачi єдине.

Розглянемо ще одну, не менш важливу Теорему:
Нехай f слабо диференцiйована:
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1.Якщо u* ∈ K є оптимальний, тодi для будь якого λ > 0

PK(u*−λ ▽ f (u*)) = u*. (27)

2.Якщо f також опукла i якщо тут iснує λ > 0 для якого виконується
умова з першого пункту, тодi u* є також розв’язком задачi мiнiмiзацiї
функцiї f .
Теорема 3 ω ∈ V є напрямком спадання f при u ∈ V якщо тут iснує
ρ̄ > 0 таке що:

f (u+ρω)< f (u)для будь якого ρ ∈ (0, ρ̄]. (28)

Напрямок спадання характеризується наступною Теоремою: Припу-
стимо що f має непервний градiєнт на V . Якщо для ω ∈V виконується

(▽ f (u),ω)< 0 (29)

тодi ω є напрямком спадання функцiї f при u .
Отже iдея методiв прогнозування градiєнта така: задаємо напрямок

спадання ωk , тобто напрямок який задовiльняє умови

(▽ f (uk),ωk)< 0, (30)

шукаємо крок ρk таким чином, щоб значення вектора uk + ρωk було
мiнiмальним, тобто

f (PK(uk +ρkωk))≤ f (PK(uk +ρωk))для будь якого ρ > 0. (31)

7 Алгоритм градiєнта для проблеми (*)

Нижче подано прогнозований алгоритм градiєнтного типу:

S0: Вибираємо u0 ∈ K; j := 0;

S1: Обчислюємо y( j) = y( j)
1 ,y( j)

2 розв’язок 1-3 iз введенням u( j) :
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

∂y1
∂ t +d1∆y1 =−r1y1 +µ1u( j)(x, t)y1y2, x ∈ Ω, t ∈ (0,T )

∂y2
∂ t +d2∆y2 =−r2y2 +µ2

∫
Ω

l(x′,x)u( j)(x′, t)y1(x′, t)y2(x′, t)dx′,

∂y1
∂ν

(x,T ) = ∂y2
∂ν

(x,T ) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0,T )

y1(x,0) = y01(x),y2(x,0) = y02(x), x ∈ Ω.

(32)

S2: Обчислюємо p( j) = (p( j)
1 , p( j)

2 ) , що є розв’язком наступної системи
рiвнянь:

∂ p1
∂ t +d1∆p1 =−r1p1 +µ1u( j)y( j)

2 p1 −µ2u( j)(x, t)y2( j)(x, t)∫
Ω

l(x′,x)p2(x′, t)dx′, x ∈ Ω, t ∈ (0,T )

∂ p2
∂ t +d2∆p2 = r2p2 +µ1u( j)y( j)

1 p1 −µ2u( j)(x, t)y( j)
1 (x, t)∫

Ω
l(x′,x)p2(x′, t)dx′, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0,T )

∂ p1
∂ν

(x,T ) = ∂ p2
∂ν

(x,T ) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0,T )

p1(x,T ) = p2(x,T ) = 1, x ∈ Ω.

S3: Обчислюємо v( j) вiдповiдно до Теореми 1:

v( j)(x, t) =


0,µ2

∫
Ω

l(x′,x)p( j)
2 (x′, t)dx′−µ1p( j)

1 (x, t)< 0

1,µ2
∫

Ω
l(x′,x)p( j)

2 (x′, t)dx′−µ1p( j)
1 (x, t)≥ 0, Ω× (0,T ).

S4: Обчислюємо λ j × [0,1], що є розв’язком проблеми

max Ψ(λu( j)+(1−λ )v( j),λ ∈ [0,1]

S5: Обчислюємо u( j+1) як
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u( j+1) = λ ju( j)+(1−λ j)v( j).

S6:Припиняємо обчислення, коли

||u( j+1)−u( j)||< ε,

iнакше j := j+1; переходимо до S1.
Ми нагадаємо, що опукла комбiнацiя двох елементiв керування, якi при-
ймають значення 0 та 1, не обов’язково приймають лише цi два значення.
Ось чому краще замiнити опуклу комбiнацiю λu( j)+(1−λ )v( j) на S4 i
S5 опуклою комбiнацiєю точок u( j) i v( j) .

8 Реалiзацiя задачi у пакетi Python

Нехай (x1,x2, t) ∈ Ω× (0,T ); (x1,x2) ∈ Ω = (0,L1)× (0,L2);

r2 = 0,6 r1 = 0,07 µ1 = 1; d1 = d2 =−1; µ2 = 2;

x = (x1,x2), x′ = (x′1,x
′
2) L1 = L2 = 1; T = 0,2;

l(x,x′) = (π

2 −x1)cos((π

2 −x1)x′1+x1)+sinx1)+x2sin(x2(1−x′2))+cosx2;

Nx1 = Nx2 = 12; Nt = 99; y01 = 1,y02 = 2;
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9 Отриманi результати

Графiк оптимального керування на певному промiжку та для пев-
них початкових умов зазначених вище в програмi, побудованiй в пакетi
Python.
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10 Висновки

Ця робота присвячена вивченню задачi оптимального управлiння ди-
намiчною моделлю популяцiї, пов’язаної з дифузiйними моделями, тобто
задача, яка регулюється диференцiальними рiвняннями в частинних по-
хiдних типу реакцiя-дифузiя. Виведено умови iснування оптимального
керування та принцип максимуму, вказано числовi алгоритми для набли-
ження оптимальних значень функцiоналiв витрат.
Моє завдання полягало у створеннi програми обчислення оптимального
керування на однiй iз мов програмування – а саме Python. Представле-
на комп’ютерна програма, заснована на математичних результатах та
побудована завдяки числовому наближенню методом градiєнта.
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