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1 Список умовних позначень

C - множина комплексних чисел;

N - множина натуральних чисел;

Z+ - множина цiлих невiд’ємних чисел;

R - множина дiйсний чисел;

Ω - множина елементарних подiй;

(Ω,A,P) - ймовiрнiсний простiр;

F (z) = F (z, ω) =
∑+∞

k=0 fk(ω)ezλk(ω), де z ∈ C, ω ∈ Ω -

випадковий ряд Дiрiхле;

D - клас випадкових рядiв Дiрiхле, якi задовольняють умо-

ву:

(∀ω ∈ Ω)(∃x∗ = x∗(F, ω) < 0) : fk(ω)ex∗λk(ω) → 0 (k → +∞);

Πx := {z ∈ C : Re z < x} - пiвплощина комплексної пло-

щини C;

σ(F, ω) := sup{x : ряд F (z, ω) є збiжний абсолютно у пiв-

площинi Πx};
σзб(F, ω) := sup{x : ряд F (z, ω) є збiжний у пiвплощинi

Πx};
σµ(F, ω) := sup{σ : (∀x < σ : fk(ω)exλk(ω) → 0, k → +∞)}

- абсциса iснування максимального члена ряду F (z, ω);

µ(x, F ) := sup{|fk(ω)|exλk(ω) : k ∈ Z+} - максимальний

член ряду F (z, ω).

N (0, 1) - сiм’я гаусових (стандартних нормальних) випад-

кових величин.
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2 Вступ

Сукупнiсть подiй, на наслiдки яких людина не може дати

достовiрної вiдповiдi, є дуже широка. З огляду на бажання

спрогнозувати наслiдки окремої подiї чи експерименту до то-

чностi конкретного рiвня, вiдбувається розвиток такої науки

як теорiя ймовiрностей, зокрема її роздiл — математична ста-

тистика. У цiй магiстерськiй роботi здiйснено пошуки оцiнок

деяких об’єктiв випадкового характеру.

Нехай маємо фiксований ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P),

який сладається з множини елементарних подiй Ω, σ−алгебри
A пiдмножин Ω, якi вважаємо подiями та злiченно-адитивної

ймовiрнiсної мiри P визначеної на A для якої виконується

умова P(Ω) = 1, тобто ймовiрностi.

Вслiд за проф. О. Б. Скаскiвим [?], назвемо випадковою

величиною функцiю ξ(ω), де ω ∈ Ω для якої справджується

умова

∀B ∈ B(R) ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ A,

де символ B(R) позначає сiм’ю борелевих множин на числовiй

прямiй R.

Нехай на числовiй прямiй видiлено деяку нескiнченну дис-

кретну множину I ⊂ R. Якщо для кожного елемента t з мно-

жини I визначена дiйснозначна випадкова величина ξt(ω), то

сiм’ю випадкових величин {ξt(ω) : t ∈ I} називаємо випадко-

вим процесом на I .
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З огляду на те, що теорiя числових рядiв має розвинену си-

стему тверджень, якi вказують на взаємозв’язки мiж явищем

збiжностi ряду i загальним членом ряду, зручно є означити

функцiю, яка б деяким чином могла пов’язати випадковий

процес iз числовим рядом.

Нехай нас цiкавить область (абсолютної) збiжностi деякого

класу числових рядiв. Розглянемо випадковий процес {ξt(ω) :

t ∈ I} на I , де, наприклад, множина I = N ∪ {0}.
У такому випадку при фiксованому t для випадкової вели-

чини ξt(ω) означена т. зв. характеристична функцiя, яка має

наступний вигляд:

ϕξt(s) = M
(
eisξt(ω)

)
=

+∞∑
k=0

pk(t, ω)eisλk(t,ω), s ∈ R,

де pk(t, ω) = P
{
ω : ξt(ω) = λk(t, ω)

}
,
∑+∞

k=0 pk(t, ω) = 1, ω ∈
Ω.

Здiйснивши замiну is = z, z ∈ C отримаємо функцiю, яка

матиме дещо зручнiший вигляд:

ϕξt(−iz) = M
(
ezξt(ω)

)
=

+∞∑
k=0

pk(t, ω)ezλk(t,ω), z ∈ C.

Оскiльки при фiксованому t = t0 останнiй ряд залежить

тiльки вiд змiнних z та ω, то позначимо символом F̃ (z, ω)

ряд

F̃ (z, ω) =

+∞∑
k=0

pk(ω)ezλk(ω), z ∈ C, ω ∈ Ω.

Ряд вигляду F̃ (z, ω) називають випадковим рядом Дiрiхле.
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У цiй магiстерськiй роботi розглядається загальнiший ви-

падок випадкових рядiв Дiрiхле, для яких не накладено умо-

ви
∑+∞

k=0 pk(ω) = 1 на коефiцiєнти ряду i в яких цi коефi-

цiєнти не пов’язанi з показниками λk(ω). Також коефiцiєнти

fk(ω) = pk(ω) вважаються тепер комплекснозначними, а по-

казники λk(ω) – попарно рiзними. Такий (загальнiший) ряд

Дiрiхле позначимо як

F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω), z ∈ C, ω ∈ Ω. (1)

У своїх працях питання збiжностi i асимптотичних власти-

востей випадкових рядiв дослiджували проф. О. Б. Скаскiв,

проф. П. В. Фiлевич, к.ф.-м.н. Н. Ю. Стасiв, к.ф.-м.н. А. О.

Куриляк, к.ф.-м.н. Л. О. Шаповаловська, к.ф.-м.н. О. Ю. За-

дорожна, О. В. Зрум, E. Borel, H. Steinhaus, G. Polya, C. Ryll-

Nardzewski, D. Blackwell, P. Lévi, M. Steel, J.-P. Kahane, L.

Arnold, M. Sodin, A. Nishri, M. Roters, T. Fanji та багато iн-

ших.

У цiй магiстерськiй роботi дослiджуються асимптотичнi

властивостi характеристичних функцiй деяких дискретних

процесiв, якi (функцiї) можна зобразити у виглядi випадко-

вих рядiв Дiрiхле. Серед асимптотичних властивостей таких

рядiв розглядаються наступнi:

• абсциса абсолютної збiжностi;

• абсциса iснування максимального члена;

• абсциса збiжностi.
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3 Асимптотичнi властивостi характеристичних

функцiй деяких дискретних процесiв

Нехай (Ω,A,P) – фiксований ймовiрнiсний простiр, де Ω -

простiр елементарних подiй A - σ−алгебра пiдмножин Ω, а P
- злiченно-адитивна ймовiрнiсна мiра визначена на σ−алгебрi
A, тобто ймовiрнiсть. Нехай також f = (fk(ω))+∞k=0 - послiдов-

нiсть комплекснозначних випадкових величин, Λ = (λk(ω))+∞k=0

- послiдовнiсть невiд’ємних дiйсних випадкових величин на

цьому ймовiрнiсному просторi, причому попарно рiзних, тоб-

то таких, що майже напевно (м.н.) λs(ω) 6= λl(ω), якщо s 6= l.

Випадковим рядом Дiрiхле називатимемо ряд вигляду

F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω),

де z ∈ C, ω ∈ Ω.

Клас випадкових рядiв Дiрiхле позначатимемо символом

D i вважатимемо, що кожен ряд F (z, ω) з цього класу задо-

вольняє умову: (∀ω ∈ Ω)(∃x∗ = x∗(F, ω) < 0) :

fk(ω)ex∗λk(ω) → 0 (k → +∞) м.н.

Нехай

Πx := {z ∈ C : Re z < x}

позначає пiвплощину комплексної площини C.

Позначимо абсциси збiжностi випадкового ряду Дiрiхле F (z, ω):

σ(F, ω) := sup{x : ряд F (z, ω) є збiжний абсолютно в Πx};
σзб(F, ω) := sup{x : ряд F (z, ω) є збiжний в Πx};
σµ(F, ω) := sup{σ : (∀x < σ)[fk(ω)exλk(ω) → 0, k → +∞)]} -

абсциса iснування максимального члена ряду F (z, ω).
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Максимальний член ряду F (z, ω) позначаємо

µ(x, F ) := sup{|fk(ω)|exλk(ω) : k ∈ Z+}.
Вiдомо (див., наприклад, [?, ?, ?, ?]), що у випадку, ко-

ли послiдовнiсть показникiв Λ = (λk(ω)), λk(ω) ≡ λk є мо-

нотонно зростаючою до нескiнченностi послiдовнiстю, тобто,

λk < λk+1 ↑ +∞, 0 ≤ k ↑ +∞ i

τ (Λ) := lim
k→+∞

ln k

λk(ω)
= 0,

то за теоремою Валiрона

σ(F ) = σµ(F ) = α0(F ) := lim
k→+∞

ln |ak|
λk

для ряду Дiрiхле з детермiнованою послiдовнiстю коефiцiєн-

тiв fk(ω) ≡ ak.

У загальному випадку

σ(F ) ≤ σµ(F ) ≤ σ(F ) + τ.

Iснують ряди Дiрiхле (див., наприклад, [?, ?]), для яких

досягаються обидвi рiвностi в останнiй подвiйнiй нерiвностi.

У статтi [?] доведено таке твердження.

Лема 1. Нехай послiдовнiсть Λ = (λk(ω)) така, що

lim
k→+∞

λk(ω) > 0 м.н. (2)

Якщо F ∈ D, то

σµ(F, ω) = α0(F, ω) := lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

м.н.

У цьому зв’язку виникає запитання наскiльки умова (2)

є iстотною для того, щоб σµ(F, ω) = α0(F, ω) м.н.?
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Зауважимо також, що якщо

lim
k→+∞

λk(ω) = 0,

то F ∈ D ⇐⇒ fk(ω)→ 0 (k → +∞). З останнього випливає,

що

σµ(F, ω) = +∞ = α0(F, ω).

Справджується таке загальнiше твердження.

Твердження 1. Нехай F ∈ D i

lim
k→+∞

λk(ω) < +∞ м.н. (3)

Тодi σµ(F, ω) = +∞ м.н.

Доведення. З належностi ряду F до класу D випливає iсну-

вання x∗ < 0 такого, що

fk(ω)ex∗λk(ω) → 0, n→ +∞.

З умови (3) маємо, що λ∗(ω) := sup{λk(ω) : k ∈ Z+} ∈
(0,+∞).

Нехай x ∈ R. Тодi

fk(ω)exλk(ω) = fk(ω)ex∗λk(ω) · e(x−x∗)λk(ω) ≤

≤ fk(ω)ex∗λk(ω) · e|x−x∗|λ∗(ω) → 0, n→ +∞

як добуток нескiнченно малої послiдовностi на сталу C =

e|x−x∗|λ
∗(ω).

Через довiльнiсть у виборi числа x отримуємо, що σµ(F, ω) =

+∞.
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Приклад 1. Нехай fk(ω) =
1

k
, λk(ω) =

k − 1

k
.

Ряд F (z, ω) матиме вигляд

F (z) =

+∞∑
k=1

1

k
ez

k−1
k .

Цей ряд задовольняє умови твердження 1, бо F ∈ D оскiльки

∃x∗ = −1 < 0 :

1

k
e−1·

k−1
k → 0, k → +∞,

а також limk→+∞ λk(ω) = limk→+∞
k−1
k = 1 < +∞.

Нехай тепер x ∈ R - довiльне. Тодi
1

k
ex

k−1
k → 0, k → +∞

тому що послiдовнiсть
(
1
k

)
- нескiнченно мала, а послiдовнiсть(

ex
k−1
k
)
k
- обмежена ∀x ∈ R.

Тому σµ(F, ω) = +∞.

Приклад 2. Нехай fk(ω) =
f (ω)

ln k
, λk(ω) =

λ(k, ω)

ln k
, де випад-

ковi величини f (ω) та λ(k, ω) визначенi так:

f (ω) −1 1

p 1
2

1
2

λ(k, ω) 1 ln k

p 1
2

1
2

Ряд F (z, ω) матиме вигляд

F (z, ω) =

+∞∑
k=1

f (ω)

ln k
ez

λ(k,ω)
ln k .

Цей ряд задовольняє умови твердження 1, бо F ∈ D оскiльки

∃x∗ = −1 < 0 :

f (ω)

ln k
e−1·

λ(k,ω)
ln k → 0, k → +∞,
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бо послiдовнiсть
(

1
ln k

)
- нескiнченно мала, а послiдовнiсть(

f (ω)e−
λ(k,ω)
ln k
)
k
- обмежена ∀ω ∈ Ω позаяк при k → +∞ :

e−
λ(k,ω)
ln k → A < +∞, A = 1 ∨ e−1.
Границя limk→+∞ λk(ω) = limk→+∞

ln k
ln k = 1 < +∞.

Нехай тепер x ∈ R - довiльне. Тодi

f (ω)

ln k
ex

λ(k,ω)
ln k → 0, k → +∞,

тому що послiдовнiсть
(

1
ln k

)
- нескiнченно мала, а послiдов-

нiсть
(
f (ω)ex

λ(k,ω)
ln k
)
k
- обмежена ∀x ∈ R, ∀ω ∈ Ω.

Тому σµ(F, ω) = +∞.

З Леми 1 i Твердження 1 отримуємо наступне твердження,

яке вказує на те, що висновок Леми 1 є правильним в класi D
без умови (2). Власне, у ньому отримуэмо вичерпну выдпо-

выдь на сформульоване вище питання про iстотнiсть умови

(2) для ряду F ∈ D.

Твердження 2. Нехай F ∈ D. Тодi

σµ(F, ω) = α0(ω) := lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

м.н.

Доведення. Нехай

N1 = N1(ω) := {k ∈ Z+ : λk(ω) ≤ 1}, N2 = N2(ω) := Z+ \ N1.

Для F ∈ D розглянемо два ряди

F1(z, ω) =
∑
k∈N1

fk(ω)ezλk(ω), F2(z, ω) =
∑
k∈N2

fk(ω)ezλk(ω).

З Леми 1 у випадку F2 ∈ D маємо, що

σµ(F2, ω) = α0(F2, ω) = lim
k→+∞, n∈N2

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

.
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З Твердження 1 у випадку F1 ∈ D отримуємо, що

σµ(F1, ω) = α0(F1, ω) = +∞.

Зауважимо тепер, що F ∈ D =⇒ або i) F1 ∈ D, або ж ii) F2 ∈
D.
i) Якщо F1 6∈ D, то або

(∀x) : fk(ω)exλk(ω) 6→ 0 (k → +∞, k ∈ N1),

що неможливо, або |N1| < +∞, що означає, що

N1 = N \ {k : 0 ≤ k ≤ n0 < +∞}.

Тодi, F2 ∈ D i, тому,

σµ(F, ω) = σµ(F2, ω) = α0(F2, ω) = α0(F, ω).

ii) Якщо F2 6∈ D, то або

(∀x) : fk(ω)exλk(ω) 6→ 0 (k → +∞, k ∈ N2),

що неможливо, або |N2| < +∞, що означає, що

N2 = N \ {k : 0 ≤ k ≤ n0 < +∞}.

Тодi, F1 ∈ D i, тому,

σµ(F, ω) = σµ(F1, ω) = α0(F1, ω) = α0(F, ω),

тобто,

σµ(F, ω) = α0(F, ω) = +∞.

Залишається розглянути випадок F1 ∈ D i F2 ∈ D. Тодi, з
одного боку, очевидно, що

σµ(F, ω) = inf{σµ(F1, ω), σµ(F2, ω)} = inf{α0(F1, ω), α0(F2, ω)},
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а з iншого боку,

inf{α0(F1, ω), α0(F2, ω)} = α0(F, ω).

Твердження 2 доведено повнiстю.

Наступне твердження мiстить необхiднi i достатнi умови

для виконання належностi ряду F до класу D.

Твердження 3 (Умови належностi ряду F до класу D).
Справджуються такi твердження:

1. Якщо
(

limn→+∞ |fn(ω)| = 0
)
∨

∨
(

lim
n→+∞

λn(ω) = +∞∧ lim
n→+∞

ln |fn(ω)|
λn(ω)

< +∞
)

=⇒ F ∈ D.

2. Якщо F ∈ D, то

lim
n→+∞

|fn(ω)| = 0 ∨ lim
n→+∞

λn(ω) = +∞,

або ж

lim
n→+∞

|fn(ω)| = 0 ∨ lim
n→+∞

λn(ω) = +∞.

Доведення. (=⇒) Якщо limn→+∞ |fn(ω)| = 0, то при x = 0

маємо |fn(ω)|exλn(ω) = |fn(ω)| → 0 (n→ +∞). Тому, F ∈ D.
Якщо ж

lim
n→+∞

λn(ω) = +∞ ∧ lim
n→+∞

ln |fn(ω)|
λn(ω)

< C < +∞,

то при x = −2C маємо |fn(ω)|exλn(ω) < e−Cλn(ω) → 0 (n →
+∞). Тому, F ∈ D.
(⇐=) Якщо F ∈ D,то ∃x∗ < 0 : ln |fn(ω)| + x∗λn(ω) → −∞,
n→ +∞. Звiдки

lim
n→+∞

(ln |fn(ω)| + x∗λn(ω)) ≥ lim
n→+∞

ln |fn(ω)| + lim
n→+∞

x∗λn(ω).
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Тому, або

lim
n→+∞

ln |fn(ω)| = −∞ =⇒ lim
n→+∞

|fn(ω)| = 0,

або ж

lim
n→+∞

x∗λn(ω) = x∗ lim
n→+∞

λn(ω) = −∞ =⇒ lim
n→+∞

λn(ω) = +∞,

тобто, lim
n→+∞

λn(ω) = +∞.
Крiм цього,

lim
n→+∞

(ln |fn(ω)| + x∗λn(ω)) ≥ lim
n→+∞

ln |fn(ω)| + lim
n→+∞

x∗λn(ω).

Тому, або

lim
n→+∞

ln |fn(ω)| = −∞ =⇒ lim
n→+∞

|fn(ω)| = 0,

або ж

lim
n→+∞

x∗λn(ω) = x∗ lim
n→+∞

λn(ω) = −∞ =⇒ lim
n→+∞

λn(ω) = +∞.

За допомогою Твердження 2, мiркуючи подiбно, як i у стат-

тi [?], доводимо наступнi твердження, якi є повними аналога-

ми тверджень з [?], але за слабших умов на показники λk(ω)

ряду F ∈ D, а саме – в них вiдсутня умова (2)

limk→+∞ λk(ω) > 0 м.н.

Твердження 4. Нехай F ∈ D. Якщо для довiльних функцiй

γ, δ : Ω→ R, де ∀ω ∈ Ω : γ(ω) ≥ 0 м.н. виконується умова
+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞

тодi м.н.

σ(F, ω) ≥ γ(ω)α0(F, ω)− δ(ω) =

= γ(ω)σµ(F, ω)− δ(ω) ≥ γ(ω)σзб(F, ω)− δ(ω).
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Доведення. Дане Твердження 4 у випадку, коли показники

λk(ω) задовольняють умову lim
k→+∞

λk(ω) > 0 м.н. доведено у

статтi [?].

Розглянемо випадок lim
k→+∞

λk(ω) = 0 м.н. Доведемо, що то-

дi σ(F, ω) ≥ γ(ω)σµ(F, ω) − δ(ω) (нерiвнiсть γ(ω)σµ(F, ω) −
δ(ω) ≥ γ(ω)σзб(F, ω)− δ(ω) очевидна). Тодi σµ(F, ω) = +∞.

Нехай σµ(F, ω) ∈ R – довiльне i ω ∈ Ω такi, що γ(ω) > 0.

Тодi для довiльного ε > 0 iснує k0 ∈ N таке, що ∀k > k0

|fk(ω)|γ(ω)eγ(ω)(σµ(F,ω)−ε)λk(ω) =
(
|fk(ω)|e(σµ(F,ω)−ε)λk(ω)

)γ(ω) ≤ 1.

Звiдси при довiльному ε > 0

|fk(ω)|e
(
γ(ω)(σµ(F,ω)−ε)−δ(ω)

)
λk(ω) =

= |fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) · |fk(ω)|γ(ω)eγ(ω)(σµ(F,ω)−ε)λk(ω) ≤

≤ |fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) · 1,

що, в силу умови
∑+∞

k=0 |fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞ i довiль-

ностi вибору ε > 0 та σµ(F, ω) ∈ R стверджує, що σ(F, ω) =

+∞ або також σ(F, ω) ≥ γ(ω)σµ(F, ω)− δ(ω).

Якщо ж ω ∈ Ω такi, що γ(ω) = 0, тодi очевидним чином з

умови
+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞

отримуємо, що σ(F, ω) ≥ −δ(ω) = γ(ω)σµ(F, ω)− δ(ω).

Як наслiдки з твердження 4, вслiд за [?] можна отримати

наступнi твердження.

14



Твердження 5. Нехай F ∈ D. Якщо для деякої функцiї

γ1(ω) : Ω→ (−∞, 1] ряд
+∞∑
k=0

|fk(ω)|γ1(ω) < +∞ м.н.

тодi м.н.

σ(F, ω) ≥ (1−γ1(ω))α0(F, ω) = (1−γ1(ω))σµ(F, ω) ≥ (1−γ1(ω))σзб(F, ω).

Доведення. Отримуємо з твердження 4 при δ(ω) = 0 та γ(ω) =

1− γ1(ω).

Твердження 6. Нехай F ∈ D. Якщо для деякої функцiї

δ : Ω→ (0,+∞) м.н. виконується
+∞∑
k=0

e−δ(ω)λk(ω) < +∞

то м.н.

σ(F, ω) ≥ α0(F, ω)−δ(ω) = σµ(F, ω)−δ(ω) ≥ σзб(F, ω)−δ(ω).

Доведення. Для доведення покладається γ(ω) = 1 у твер-

дженнi 4.

Наступнi твердження охоплюють окремi властивостi, що

виконуються для абсцис iснування максимального члена σµ(F, ω)

та абсолютної збiжностi σ(F, ω) для ряду F (z, ω).

Твердження 7. Нехай ряд Дiрiхле F ∈ D з коефiцiєнтами

f = (fk(ω)) = (akξk(ω)), де (ξk(ω)) – послiдовнiсть випадкових

величин, що задовольняють умову (∃c1, c2 ∈ (0,+∞))(∀k) :

c1 ≤ |ξk(ω)| ≤ c2 та показниками Λ = (λk(ω)) = (λk + δk(ω))

такими, що (∀k) : λk ≥ 0 i δk(ω) ≥ 0. Тодi для ряду F (z, ω)

виконується:
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1) σ(F, ω) > 0 =⇒ σ(F, ω) ≤ σ(F4);

2) σ(F4) ≤ 0 =⇒ σ(F, ω) ≥ σ(F4),

де F4 = F4(x) =
∑+∞

k=0 |ak|exλk.

Доведення. Нехай символ F|·|(z) позначає ряд
∑+∞

k=0 |akξk|ezλk(ω).
1) Нехай σ(F, ω) > 0 i ε > 0 таке, що x = σ(F, ω)− ε > 0.

Для часткової суми ряду F4 виконується:

Sn(x, F4) =

n∑
k=0

|ak|exλk ≤
n∑
k=0

|ak|ex(λk+δk(ω)) ≤

≤
n∑
k=0

|ak|
|ξk(ω)|
c1

exλk(ω) =
1

c1

n∑
k=0

|akξk(ω)|exλk(ω) =

=
1

c1
Sn(x, F|·|) ≤ C(x) < +∞ ∀n ∈ N.

Отже, F4 - збiжний у точцi x = σ(F, ω) − ε > 0 звiдки

випливає, що виконується нерiвнiсть σ(F, ω) ≤ σ(F4).

2) Нехай σ(F4) ≤ 0. При x = σ(F4)− ε, де ε > 0 мале, маємо,

що xδk(ω) ≤ 0 i

Sn(x, F|·|) =

n∑
k=0

|ak||ξk(ω)|exλk(ω) ≤

≤ c2

n∑
k=0

|ak|exλk = c2Sn(x, F4) ≤ C(x) < +∞ ∀n ∈ N.

Тому виконується нерiвнiсть σ(F, ω) ≥ σ(F4).

Приклад 3 (до п. 1 Твердження 7). Нехай ak = 1
k3
, ξk(ω) =(

1 + 1
k

)k
, λk ≡ 1, δk(ω) = ln k.

Ряд F (z, ω) матиме вигляд

F (z) =

+∞∑
k=1

1

k3

(
1 +

1

k

)k
ez(1+ln k).
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Цей ряд задовольняє умови твердження 1, бо F ∈ D оскiльки

∃x∗ = −1 < 0 :

1

k3

(
1 +

1

k

)k
e−1(1+ln k) → 0, k → +∞,

бо послiдовнiсть
(

1
k3

)
- нескiнченно мала, а послiдовнiсть

((
1+

1
k

)k
e−(1+ln k)

)
- обмежена (зверху числом 1).

Окрiм цього виконується умова: ∃c1, c2 ∈ (0,+∞) : c1 ≤
|ξk(ω)| ≤ c2, де за c1 i c2 можна покласти c1 = 1, c2 = 3.

Нехай тепер x = a ∈ (0, 2). Тодi ряд F (a) буде збiжний

абсолютно, адже за мажорантною ознакою∣∣∣∣∣ 1

k3

(
1 +

1

k

)k
ea(1+ln k)

∣∣∣∣∣ ≤ e1+a

k3−a
∀k ∈ N ∀a ∈ (0, 2)

i буде розбiжний при всiх x ≥ 2, бо при x = 2∣∣∣∣∣ 1

k3

(
1 +

1

k

)k
e2(1+ln k)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

k
∀k ∈ N.

У свою чергу, ряд F4(x) =
∑+∞

k=1
1
k3
ex абсолютно збiжний

для всiх x ∈ R.

Отже, σ(F4) ≥ σ(F, ω).

Приклад 4 (до п. 2 твердження 7). Нехай ak = 1√
k
, λk =

1
2 ln k, ξk(ω) = 1 + 1

k , δk(ω) = 1
2 ln k.

Ряд F4(x) матиме вигляд

F4(x) =

+∞∑
k=1

1√
k
ex·

1
2 ln k

а ряд F (z, ω) вiдповiдно

F (z, ω) = F (z) =

+∞∑
k=1

1√
k

(
1 +

1

k

)
ez ln k.
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Ряд F ∈ D, бо ∃x∗ = −1 < 0 :

1√
k

(
1 +

1

k

)
e− ln k =

1√
k

(
1 +

1

k

)1

k
→ 0, k → +∞.

Також виконується умова: ∃c1, c2 ∈ (0,+∞) : c1 ≤ |ξk(ω)| ≤
c2, де за c1 i c2 можна покласти c1 = 1, c2 = 2.

Абсциса абсолютної збiжностi σ(F4) ряду F4(x) рiвна −1,

оскiльки для довiльного ε ≥ 0 виконується:∣∣∣∣ 1√
k
e(−1+ε)

1
2 ln k

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

k
1
2

· 1

k
1
2−ε

∣∣∣∣ ≥ 1

k
,

а при x = −ε, де ε > 0∣∣∣∣ 1√
k
e(−1−ε)

1
2 ln k

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

k
1
2

· 1

k
1
2+ε

∣∣∣∣ =
1

k1+ε
.

Натомiсть абсциса абсолютної збiжностi σ(F, ω) ряду F (z, ω)

дорiвнює −1
2:∣∣∣∣ 1√
k

(
1 +

1

k

)
e(−

1
2−ε) ln k

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣ 1

k
1
2

1

k
1
2+ε

∣∣∣∣ =
2

k1+ε

i, для ε ≥ 0, також правильно∣∣∣∣ 1√
k

(
1 +

1

k

)
e(−

1
2+ε) ln k

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ 1

k
1
2

1

k
1
2−ε

∣∣∣∣ =
1

k1−ε
.

Тому σ(F, ω) = −1
2 ≥ −1 = σ(F4).

Твердження 8. Для кожного x ∈ [−∞,+∞] iснує ряд F

такий, що

σ(F, ω) = x м.н.

Доведення. 1) Нехай спершу x = a > 0. Тодi iснує ряд F1

такий, що

F1(z, ω) = F1(z) =

+∞∑
k=1

1

k2
ez

1
a ln k

18



i σ(F1) = a м.н. бо для довiльного ε ≥ 0 виконується:
+∞∑
k=1

1

k2
e(a+ε)

1
a ln k =

+∞∑
k=1

1

k2
k · k

ε
a =

+∞∑
k=1

1

k1−
ε
a

= +∞,

а також правильно, що
+∞∑
k=1

1

k2
e(a−ε)

1
a ln k =

+∞∑
k=1

1

k2
k · k−

ε
a =

+∞∑
k=1

1

k1+
ε
a
< +∞.

2) Якщо x = b < 0 тодi iснує ряд F2 такий, що

F2(z, ω) = F2(z) =

+∞∑
k=1

ez
(
−1
b

)
ln k

для якого σ(F2) = b, бо для кожного ε ≥ 0 виконується:
+∞∑
k=1

e(b+ε)
(
−1
b

)
ln k =

+∞∑
k=1

1

k
· 1

k
ε
b

=

+∞∑
k=1

1

k1+
ε
b

= +∞

та
+∞∑
k=1

e(b−ε)
(
−1
b

)
ln k =

+∞∑
k=1

1

k
· 1

k−
ε
b

=

+∞∑
k=1

1

k1−
ε
b
< +∞

оскiльки b < 0.

3) У випадку, коли x = 0 iснує ряд

F3(z, ω) = F3(z) =

+∞∑
k=1

1

k
ez ln k

такий, що σ(F3) = 0 м.н., бо для довiльного ε ≥ 0 правильно,

що
+∞∑
k=1

1

k
eε ln k =

+∞∑
k=1

1

k
· 1

k−ε
=

+∞∑
k=1

1

k1−ε
= +∞

i правильно, що
+∞∑
k=1

1

k
e−ε ln k =

+∞∑
k=1

1

k
· 1

kε
=

+∞∑
k=1

1

k1+ε
< +∞.
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4) Якщо x = +∞ за ряд F4 можна покласти ряд

F4(z, ω) = F4(z) =

+∞∑
k=1

1

k2
ez

1
k .

Справдi, для довiльного x ∈ R виконується
+∞∑
k=1

1

k2
ex

1
k ≤ ex

+∞∑
k=1

1

k2
< +∞.

Тому σ(F4) = +∞.

5) Якщо тепер x = −∞, то iснує ряд F5 такий, що

F5(z, ω) = F5(z) =

+∞∑
k=1

kez
1
k .

Тодi для будь-якого x ∈ R виконується
+∞∑
k=1

kex
1
k = +∞,

тобто σ(F5) = −∞.

Твердження 9. Нехай F ∈ D. Тодi

σµ(F, ω) = +∞ м.н. ⇐⇒ ∀C ∈ (0,+∞) :

lim
k→+∞

(
ln |fk(ω)| + Cλk(ω)

)
< +∞ м.н. (4)

Доведення. Вiдзначимо, що якщо ∀C ∈ (0,+∞) виконується

умова (4), то для коефiцiєнтiв fk(ω) маємо, що

ln |fk(ω)| + Cλk(ω) < C1 < +∞. (5)

Зауважимо, що з того, що F ∈ D випливає, що iснує x∗ ∈
(−∞, 0)∩(−∞, σµ(F, ω)). Далi, (∀x ∈ R) i (∀k ∈ Z+) маємо:∣∣∣fk(ω)exλk(ω)

∣∣∣2 = |fk(ω)|ex∗λk(ω) · |fk(ω)|e(2x−x∗)λk(ω). (6)
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Нехай x − x∗ > 0. З нерiвностi (5) при C = 2x − x∗ > 0

отримуємо, що

|fk(ω)|e(2x−x∗)λk(ω) = eln |fk(ω)|+Cλk(ω) ≤ eC1,

тобто, послiдовнiсть
(
|fk(ω)|e(2x−x∗)λk(ω)

)
є обмеженою. Оскiль-

ки добуток нескiнченно малої послiдовностi
(
|fk(ω)|ex∗λk(ω)

)
на обмежену послiдовнiсть є нескiнченно малою послiдовнi-

стю, то з рiвностi (6) випливає, що ∀x ∈ R(
fk(ω)exλk(ω)

)2
→ 0, k → +∞.

Звiдси негайно випливає, що σµ(F, ω) = +∞.

Якщо ж σµ(F, ω) = +∞, то

∀x ∈ (0,+∞) : |fk(ω)|exλk(ω) → 0 (k → +∞) =⇒
|fk(ω)|exλk(ω) ≤ eC1 (k ≥ 0) =⇒

lim
k→+∞

(
ln |fk(ω)| + xλk(ω)

)
≤ C1 < +∞,

тобто, умова (5) виконується з C = x ∈ (0,+∞).

Твердження 10. Нехай F ∈ D. Якщо (∀C ∈ (0,+∞)) :

lim
n→+∞

(
ln |fn(ω)| + Cλn(ω)

)
= +∞ м.н. (7)

то м.н.

σµ(F, ω) ≤ 0.

Доведення. З умови (7), очевидно випливає, що σµ(F, ω) ≤ 0

м.н. Справдi, у випадку σµ(F, ω) > 0 знайшлося б таке C ∈
(0, σµ(F, ω)), що lim

n→+∞
|fn(ω)|eCλn(ω) = 0, а це безпосередньо

суперечить умовi (7).

Приклад 5. Нехай fk(ω) =
1

km
, λk(ω) = kα, m ∈ N - довiль-

не (велике), α > 0 - будь-яке мале.
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Тодi ряд

F (z, ω) = F (z) =

+∞∑
k=1

1

km
ezn

α

i для нього виконується умова (5), бо ∀C ∈ (0,+∞)

lim
k→+∞

(
ln

∣∣∣∣ 1

km

∣∣∣∣ + Ckα
)

= lim
k→+∞

(
−m ln k + Ckα

)
= +∞.

Виконується також умова limk→+∞
∣∣ 1
km

∣∣ = 0 < +∞.

Нехай тепер ε > 0 - мале. Тодi для σµ(F, ω) виконується
1

km
eεk

α → +∞, k → +∞,

бо перейшовши до логарифма i використавши правило Лопi-

таля переконуємось, що

lim
k→+∞

eεk
α

km
= lim

k→+∞

εkα

m ln k
=
ε

m
lim

k→+∞

(kα)′

(ln k)′
=

=
ε

m
lim

k→+∞

αkα−1

k−1
=
αε

m
lim

k→+∞
kα = +∞.

Якщо −ε < 0 - довiльне, то очевидно, що
1

km
e−εk

α
=

1

kmeεkα
→ 0, k → +∞.

Тому σµ(F, ω) = 0 м.н.

Приклад 6. Нехай при t = t0 маємо фiксовану випадкову ве-

личину ξt0(ω) з дискретного нескiнченного випадкового про-

цесу {ξt(ω) : t ∈ I} на I .
Нехай λk(ω) = λk = k,

fk(ω) = fk = P
(
ω : ξt0(ω) = λk

)
= P

(
ω : ξt0(ω) = k

)
= pqk−1,

де q = 1− p, k ∈ N, p ∈ (0, 1).

Ряд

F = F (z) =

+∞∑
k=1

pqk−1ezk
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описує характеристичну функцiю геометрично розподiленого

випадкового процесу.

Переконаємось, що, згiдно з твердженням 11 σµ(F ) ≥ 0.

Виконання умови 1): limk→+∞ |fk(ω)| < +∞ присутнє, оскiль-

ки

limk→+∞ pq
k−1 = 0 < +∞.

З твердження 2 маємо, що

σµ(F ) = lim
k→+∞

− ln |pqk−1|
k

= − lim
k→+∞

ln p + (k − 1) ln q

k
=

= − ln q lim
k→+∞

k − 1

k
= − ln q > 0.

Справдi, для довiльного ε > 0 при k → +∞ маємо

pqk−1e(− ln q−ε)k = pqk−1eln q
−k
e−εk = pqk−1q−ke−εk =

p

q

1

eεk
→ 0.

Очевидно, що при ε = 0 та k → +∞

pqk−1e− ln q·k =
p

q
9 0.

Приклад 7. Припустимо fk(ω) = fk = k2, λk(ω) = λk = ln k.

Дослiдимо ряд

F (z, ω) = F (z) =

+∞∑
k=1

k2ez ln k

на значення σµ(F ).

Виконується умова 2) твердження 11, тобто

lim
k→+∞

|fk(ω)| = lim
k→+∞

k2 = +∞.

Переконаємося, що тодi σµ(F, ω) ≤ 0. Згiдно з твердженням

2 маємо

σµ(F ) = lim
k→+∞

− ln k2

ln k
= −2 lim

k→+∞

ln k

ln k
= −2 < 0.
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Твердження 11. Нехай F ∈ D. Якщо

ln |fn(ω)| = o(λn(ω)), n→ +∞

тодi σµ(F, ω) = 0 м.н.

Доведення. За умовою,

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n ≥ n0) : − ελn(ω) < ln |fn(ω)| < ελn(ω).

Тому,

−ε ≤ lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

≤ lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

≤ ε,

звiдки за Твердженням 2

σµ(F, ω) = lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

= lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

= 0.

4 Ряди Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами i

показниками

Для F ∈ D вигляду (1) з коефiцiєнтами fk(ω) = akξk(ω)

вслiд за [?] розглянемо такi ряди Дiрiхле

F1(z) = F1(z, ω) =

+∞∑
k=0

ake
zλk(ω), F2(z) = F2(z, ω) =

+∞∑
k=0

a2ke
2zλk(ω),

F3(x) =

+∞∑
k=0

|ak|2e2xλk, F ∗3 (x) =

+∞∑
k=0

a2ke
2xλk, F4(x) =

+∞∑
k=0

|ak|exλk,

ω ∈ Ω, z ∈ C, x ∈ R.

Вiдзначимо такi очевиднi спiввiдношення мiж абсцисами

σµ iснування максимальних членiв цих рядiв та абсцисами
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σ(F ) абсолютної збiжностi

σµ(F1, ω) = σµ(F2, ω),

σ(F3) = σ(F ∗3 ), σµ(F3) = σµ(F ∗3 ) = σµ(F4).

Наступне твердження зi статтi [?] по-сутi є першою ча-

стиною теореми 2 зi статтi [?], доведеної для послiдовностi

Λ+ = (λn), 0 = λ0 < λn < λn+1 → +∞ (1 ≤ n → +∞) за

апрiорного обмеження

τ (Λ+) := lim
n→+∞

lnn

λn
< +∞.

Твердження 12 ([?]). Нехай F4 ∈ D. Тодi,

σ(F4) ≤
σ(F4) + σµ(F4)

2
≤ σ(F3) ≤ inf

{
σ(F4) +

τ (Λ)

2
, σµ(F4)

}
,

де τ (Λ) = lim
k→+∞

ln k

λk
.

У статтi [?] наступне твердження отримане за апрiорного

обмеження, що м.н.

lim
n→+∞

λn(ω) > 0.

Доведенi вище твердження (i насамперед Твердження 2)

вказують на те, що це ж ствердження зi статтi [?] є правиль-

ним без цього останнього апрiорного обмеження.

Твердження 13 ([?]). Нехай F ∈ D. Якщо ω ∈ Ω таке, що

τ (Λ, ω)
def
= lim

k→+∞
ln k
λk(ω)

= 0 або ln k = o(ln |fk(ω)|) (k → +∞),

то виконуються рiвностi

σзб(F, ω) = σ(F, ω) = σµ(F, ω) = α0(ω).
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З Твердження 12 у статтi [?] отримано наступне твердже-

ння. Зазначимо,що у ньому вiдсутнi будь-якi iншi апрiорнi

умови на послiджовнiсть показникiв (λn(ω)), крiм умов їхньої

невiд’ємностi i (∀n 6= k) : λn(ω) 6= λk(ω) м.н.

Твердження 14 ([?]). Нехай F ∈ D з коефiцiєнтами fk(ω) =

akξk(ω), де (ξk(ω)) – послiдовнiсть випадкових величин та-

ких, що (∀k) : 0 < c1 ≤ |ξk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н. Тодi, м.н.

σ(F, ω) ≤ σ(F, ω) + σµ(F, ω)

2
≤ σ(F2, ω) ≤

≤ inf
{
σ(F, ω) +

τ (Λ, ω)

2
, σµ(F, ω)

}
. (8)

У виведеннi цього твердження з Твердження 12 ключову

роль вiдiграє умова (∀k) : 0 < c1 ≤ |ξk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н., з

якої, як нескладно у цьому переконатися, випливає, що

σµ(F, ω) = σµ(F1, ω) = σµ(F2, ω), (9)

σ(F, ω) = σ(F1, ω) м.н. (10)

Цих останнiх рiвностей виявляється достатньо, щоб з Твер-

дження 12 отримати Твердження 14.

Доведемо тепер таке твердження

Твердження 15. Нехай F ∈ D i має вигляд (1) з коефiцi-

єнтами fn(ω) = anξn(ω), де (ξn(ω)) – послiдовнiсть випадко-

вих величин таких, що ln |ξn(ω)| = o(ln |an|) (n → +∞) м.н.

Якщо lnn = o(ln |an|) (n→ +∞), то, м.н.

σ(F, ω) ≤ σ(F, ω) + σµ(F, ω)

2
≤ σ(F2, ω) ≤

≤ inf
{
σ(F, ω) +

τ (Λ, ω)

2
, σµ(F, ω)

}
. (11)
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Доведення. Зi сказанного вище перед формулюванням остан-

нього твердження, випливає.що достатньо переконатися в то-

му,що виконуються рiвностi (9), (10). За Твердженням 2 м.н.

σµ(F, ω) = lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

= lim
n→+∞

− ln |an| − ln |ξn(ω)|
λn(ω)

=

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

·
(

1 +
ln |ξn(ω)|

ln |an|

)
=

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

· lim
n→+∞

(
1 +

ln |ξn(ω)|
ln |an|

)
=

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

= σµ(F1, ω) = σµ(F2, ω).

Звiдси негайно отримуємо (9).

Для доведення (10), скористаємось Твердженням 13.

Зауважимо спочатку, що

lim
n→+∞

lnn

| ln |fn(ω)||
= lim

n→+∞

lnn

| ln |an| + ln |ξn(ω)||
=

= lim
n→+∞

lnn

| ln |an||

(
1 +

ln |ξn(ω)|
ln |an|

)−1
=

= lim
n→+∞

lnn

| ln |an||
= 0.

Тому, за Твердженням 13, яке ми застосуємо двiчi, отримає-

мо, що м.н.

σ(F, ω) = σµ(F, ω) = lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

=

= lim
n→+∞

− ln |an| − ln |ξn(ω)|
λn(ω)

=

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

·
(

1 +
ln |ξn(ω)|

ln |an|

)
=

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

· lim
n→+∞

(
1 +

ln |ξn(ω)|
ln |an|

)
=

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

= σµ(F1, ω) = σ(F1, ω).
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Нехай тепер (ηn(ω)) – послiдовнiсть стандартних нормаль-

но розподiлених випадкових величин,тобто, ηn(ω) ∈ N (0, 1)

(n ≥ 0). Правильна така лема.

Лема 2. Iснує подiя B ∈ A, P(B) = 1 i така, що для кожного

ω ∈ B виконуються нерiвностi (∃n0(ω))(∀n ≥ n0(ω)) :

−ε lnn ≤ − ln |ηn(ω)| ≤
(1

2
+ ε
)

lnn,

де ε > 0 – довiльне фiксоване.

Доведення. Нехай ε > 0 – довiльне фiксоване. Позначимо

lnψ(k) = k2ε,

Ak = {ω : |ηk(ω)| >
√

lnψ(k)}.

Оскiльки

P (|ηn| ≥ λ) = exp(−λ2),

то послiдовно отримаємо, що

P (Ak) =
1

ψ(k)
,

+∞∑
k=1

P (Ak) =

+∞∑
k=1

1

ψ(k)
=

+∞∑
k=1

e−k
2ε
< +∞.

Тому, за першою частиною леми Бореля-Кантелi серед по-

дiй послiдовностi (Ak) з ймовiрнiстю,щоджорiвнює одиницi,

вiдбувається лише скiнченна кiлькiсть подiй. Власне, iснує

D1 ∈ A така, що P(D1) = 1 i для кожного ω ∈ D1 виконує-

ться

(∃k1(ω))(∀k ≥ k1(ω)) : |ηk(ω)| ≤
√

lnψ(k).

Звiдки, для кожного ω ∈ D1 i всiх k ≥ k1(ω) виконується

нерiвнiсть

ln |ηk(ω)| ≤ ln
√

lnψ(k) = ε ln k.
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Далi, позначимо

Bk = {ω : |ηk(ω)| > 1

k1/2+ε
}.

Оскiльки et ≥ 1 + t (∀t ∈ R), то при t = −λ2 отримуємо, що

P (|ηk| < λ) = 1− P (|ηk| ≥ λ) = 1− exp(−λ2) ≤ λ2.

Звiдки, послiдовно маємо, що

P (Bk) = P
(
|ηk| <

1

k1/2+ε

)
≤ 1

k1+2ε
,

+∞∑
k=1

P (Bk) ≤
+∞∑
k=1

1

k1+2ε
< +∞.

Тому, знову за першою частиною Леми Бореля-Кантелi iснує

подiя D2 ∈ A така,що P(D2) = 1 i для кожного ω ∈ D2

(∃k2(ω)) (∀k ≥ k2(ω)) виконується ω /∈ Bk, тобто,

|ηk(ω)| ≥ 1

k
1
2+ε

.

Звiдки, для кожного ω ∈ D2 (∃k2(ω)) (∀k ≥ k2(ω)) виконує-

ться

ln |ηk(ω)| ≥ −
(1

2
+ ε
)

ln k.

Для завершення доведення Леми залишається зауважити,

що P(D1∩D2) = 1. Тодi, для кожного ω ∈ D1∩D2 остаточно

отримуємо, що

(∀k ≥ max{k1(ω), k2(ω)}) :

−ε ln k ≤ − ln |ηk(ω)| ≤
(1

2
+ ε
)

ln k.

З Твердження 15 i Леми 2 отримуємо наступне твердження.
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Твердження 16. Нехай F ∈ D i має вигляд (1) з коефiцiєн-

тами fn(ω) = anηn(ω), де (ηn(ω)) – послiдовнiсть нормаль-

но розподiлених випадкових величин. Якщо lnn = o(ln |an|)
(n→ +∞), то, м.н.

σ(F, ω) ≤ σ(F, ω) + σµ(F, ω)

2
≤ σ(F2, ω) ≤

≤ inf
{
σ(F, ω) +

τ (Λ, ω)

2
, σµ(F, ω)

}
. (12)

Доведення. Для доведення досить переконатися, що викону-

ються умови Твердження 15. Справдi, за Лемою 2 м.н.

| ln |ηn(ω)|| = O(lnn) = o(| ln |an||) (n→ +∞).

Залишається застосувати Твердження 15.

Зауважимо,що у доведеннi Твердження 15 встановлено,що

σµ(F, ω) = σµ(F1, ω) = σµ(F2, ω) = lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

,

σ(F, ω) = σµ(F1, ω) = σ(F1, ω).

Для того, щоб сформулювати кiлька iнших тверджень зi

статтi [?], розглянемо два наступнi класи випадкових вели-

чин.

Через Θ позначимо клас послiдовностей комплекснозна-

чних випадкових величин ξn таких, що

(∃cj ∈ (0,+∞))(∀n) : c1 ≤ |ξn| ≤ c2 м.н.

Через ∆ позначимо клас невiд’ємних випадкових величин (δn)

таких, що

(∀x ∈ (0,+∞))(∀n ∈ N) : M(exδn) ≤ C1 = C1(x) < +∞.

Зауважимо,що правильною є така лема.
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Лема 3. Для послiдовностi випадкових величин (δn(ω)) ∈ ∆

i для довiльного ε > 0 м.н. виконується така нерiвнiсть

exδn(ω) ≤ C(x)n1+ε, n ≥ n0(ω).

Доведення. Нехай An = {ω : exδn(ω) > n1+ε}. За нерiвнiстю

Маркова

P(An) ≤M(exδn(ω))n−1−ε ≤ C(x)n−1−ε,

тому, для всiх x ∈ R
+∞∑
n=1

P(An) ≤ C(x)

+∞∑
n=1

n−1−ε < +∞.

За першою частиною леми Бореля-Кантелi тепер маємо, що

серед подiй An = {ω : exδn(ω) > n1+ε} м.н. виконується лише

скiнченна кiлькiсть подiй. Тобто, iснує B ∈ A,P(B) = 1, така,

що для кожного ω ∈ B знайдеться n0(ω) таке, що для всiх

n ≥ n0(ω) виконується

exδn(ω) ≤ n1+ε.

З Леми 3 отримуємо таке твердження.

Твердження 17. Нехай F ∈ D i має вигляд (1) з коефi-

цiєнтами f = (fk(ω)), fk(ω) = akξk(ω), i показниками Λ =

(λk(ω)), λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k ≥ 0} ⊂ R+, (δn) ∈ ∆,

де (ξn(ω)) – послiдовнiсть випадкових величин таких, що

ln |ξn(ω)| = o(ln |an|) (n → +∞) м.н. Якщо lnn = o(ln |an|)
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(n→ +∞), то, м.н.

σ(F, ω) ≤ σ(F, ω) + σµ(F, ω)

2
≤ σ(F3, ω) ≤

≤ inf
{
σ(F, ω) +

τ (Λ, ω)

2
, σµ(F, ω)

}
. (13)

Доведення. Зауважимо,що

lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

=

(
lim

n→+∞

( λn
− ln |an|

+
δn(ω)

− ln |an|

))−1
.

Але, за Лемою 3 i за умовою, м.н.

δn(ω)

| ln |an|
≤ 1

x
(1 + ε)

lnn

| ln |an||
→ 0 (n→ +∞).

Тому,

σµ(F2, ω) = σµ(F1, ω) = lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

=

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn

= σµ(F4) = σµ(F3).

Залишається скористатися Твердженням 15.

Подiбно до того,як за допомогою Леми 2 з Твердження 15

отримали Твердження 16, за допомогою Леми 3 з Тверджен-

ня 17 отримуємо таке твердження.

Твердження 18. Нехай F ∈ D i має вигляд (1) з коефiцi-

єнтами f = (fn(ω)), fn(ω) = anηn(ω), i показниками Λ =

(λn(ω)), λn(ω) = λn + δn(ω), {λn : n ≥ 0} ⊂ R+, (δn) ∈ ∆, де

(ηn(ω)) – послiдовнiсть нормально розподiлених випадкових

величин. Якщо lnn = o(ln |an|) (n→ +∞), то, м.н.

σ(F, ω) ≤ σ(F, ω) + σµ(F, ω)

2
≤ σ(F3, ω) ≤

≤ inf
{
σ(F, ω) +

τ (Λ, ω)

2
, σµ(F, ω)

}
. (14)
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Як вже вiдзначалося вище,з умови lnn = o(ln |an|) (n →
+∞) для посдовностi нормально розподiлених випадкових ве-

личин (ηn(ω)) випливає, що ln |ηn(ω)| = o(ln |an|) (n → +∞).

Тому, lnn = o(ln |fn(ω)|) (n→ +∞), а за Твердженням 2

σµ(F4) = σµ(F3) = lim
n→+∞

− ln |an|
λn

, σµ(F, ω) = σ(F, ω) м.н.

Останнi спiввiдношення вiдразу ж дають такий наслiдок з

Твердження 18.

Твердження 19. Нехай F ∈ D i має вигляд (1) з коефiцi-

єнтами f = (fn(ω)), fn(ω) = anηn(ω), i показниками Λ =

(λn(ω)), λn(ω) = λn + δn(ω), {λn : n ≥ 0} ⊂ R+, (δn) ∈ ∆,

де (ηn(ω)) – послiдовнiсть нормально розподiлених випадко-

вих величин. Якщо lnn = o(ln |an|) (n → +∞), то абсциса

абсолютної збiжностi σ(F, ω) є м.н. сталою. При цьому ви-

конується рiвнiсть

σ(F, ω) = σµ(F, ω) = σµ(F4) = lim
n→+∞

− ln |an|
λn

м.н.

З твердження 14 за допомогою теореми про три ряди у

статтi [?] доводиться таке твердження. З огляду на все, що

було сказано вище, воно залишається правильним i без дода-

ткового апрiорного припущення, що м.н.

lim
n→+∞

λn(ω) > 0.

Твердження 20 ([?]). Нехай (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, а F ∈
D з коефiцiєнтами f = (fk(ω)) i показниками Λ = (λk(ω)),

λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k ≥ 0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. Якщо M
(
ξne

xδn
)

= 0 для кожного n ∈ N i довiльного
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x ∈ R,
(
ξke

xδk
)
– послiдовнiсть незалежних випадкових

величин для кожного x ∈ R, то σзб(F, ω) ≥ σ(F3) м.н.

2. Якщо додатково припустити, що (∃C2(x) > 0)(∀n ∈
N)(∀x ∈ R) : M(exδn) ≥ C2(x), то σзб(F, ω) = σ(F3)

м.н.

У статтi [?] також наведенi наступнi зауваження.

Зауваження 1. 1) M(exδn) = ϕδn(−ix), де ϕδ – характери-

стична функцiя випадкової величини, то у випадку, якщо всi

δn однаково розподiленi, ϕδn(−ix) = ϕδ0(−ix) := C(x). Якщо

тепер (∀x ∈ R) : C(x) 6= ∞, то в умовах твердження 20 до-

статньо взяти C1(x) = C2(x) = C(x).

2) Якщо (δk(ω)) i (ξk(ω)) – двi послiдовностi незалежних ви-

падкових величин, то такою ж є i послiдовнiсть
(
ξke

xδk
)
для

кожного x ∈ R.

Наступне твердження зi статтi [?] також правильне без

апрiорного припущення, що м.н.

lim
n→+∞

λn(ω) > 0.

Твердження 21 ([?]). Нехай (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, а F ∈
D з коефiцiєнтами f = (fk(ω)) i показниками Λ = (λk(ω)),

λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k ≥ 0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. Якщо
(
ξke

xδk
)
– послiдовнiсть незалежних випадкових ве-

личин для кожного x ∈ R, то σ(F, ω) ≥ σ(F4) м.н.

2. Якщо додатково припустити, що

(∀x, x < σ(F, ω))(∃a > 0)(∀n ≥ 1) : P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1
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i (∀n ∈ N) : |ξn(ω)| = c 6=∞ м.н., а також (∃C3(x) > 0)(∀n ∈
N)(∀x ∈ R) : Dexδn ≥ C3(x), то σ(F, ω) = σ(F4) м.н.

Зауваження 2. Якщо крiм всього припустити, що (δn) –

однаково розподiленi, тоD
(
exδn(ω)

)
= d(x) ≤ C1(2x) ∈ (0,+∞).

Зазначимо, що отриманi вище твердження iстотно вiдрiзня-

ються вiд останнiх двох Тверджень 20 та 21, якi проте також

мiстять дещо слабшi апрiорнi умови, нiж вiдповiднi твердже-

ння зi статтi [?].
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5 Випадок нормального розподiлу коефiцiєнтiв

характеристичних функцiй

Лема 4. Нехай випадкова величина ξ(ω) ∈ N (0, 1). Тодi ∀λ ∈
[0,+∞) :

P
(
ω : |ξ(ω)| < λ

)
≤ λ2.

Доведення. Оскiльки для випадкової величини ξ(ω) ∈ N (0, 1)

i для довiльного λ ∈ [0,+∞) виконується:

P
(
ω : |ξ(ω)| < λ

)
=

1

π

∫∫
|z|<λ

e−|z|
2
dxdy = 1− e−λ2,

то розглянемо функцiю ϕ(λ) = 1− e−λ2 − λ2. Її похiдна рiвна

ϕ′(λ) = 2λe−λ
2 − 2λ = 2λ(e−λ

2 − 1) ≤ 0 ∀λ ∈ [0,+∞).

Тому функцiя ϕ(λ) незростає на [0,+∞).

Отже, P
(
ω : |ξ(ω)| < λ

)
≤ λ2 ∀λ ∈ [0,+∞).

Твердження 22. Нехай F ∈ D з коефiцiєнтами ξk(ω) ∈
N (0, σ2k).

Якщо (∃C1, C2 ∈ (0,+∞))(∀k) : C1 ≤ σk ≤ C2, тодi

(∀α ∈ (0,+∞))(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) :

1

n
1
2+α
≤

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

∣∣∣∣∣ ≤ n
1
2 .

Доведення. Нижня оцiнка.

З того, що для випадкової величини ξ(ω) ∈ N (0, 1) вико-

нується умова P
(
ω : |ξ(ω)| < λ

)
≤ λ2 (див. лема) маємо, що

для випадкової величини 1
n

∑n
k=1

ξk(ω)
σk

=: ξ(n, ω) ∈ N (0, 1) є
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правильною нерiвнiсть

P

(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

σk

∣∣∣∣∣ < λ

)
≤ λ2.

У такому разi при λ = 1

n
1
2+α

, де α ∈ (0,+∞) - довiльне, ряд

+∞∑
n=1

P

(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

∣∣∣∣∣ < 1

n
1
2+α

)
≤

≤
+∞∑
n=1

P

(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

σk
C1

∣∣∣∣∣ < 1

n
1
2+α

)
=

=

+∞∑
n=1

P

(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

σk

∣∣∣∣∣ < 1

C1n
1
2+α

)
≤

≤
+∞∑
n=1

( 1

C1n
1
2+α

)2
=

1

C2
1

+∞∑
n=1

1

n1+2α
< +∞ ∀α ∈ (0,+∞).

За лемою Бореля-Кантелi отримуємо, що
(
∀α ∈ (0,∞)

)
(∃n1 ∈

N)(∀n > n1) : ∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

n
1
2+α

.

Верхня оцiнка.

З того, що ймовiрностi

P

(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

∣∣∣∣∣ ≥ λ

)
= 1− P

(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

∣∣∣∣∣ < λ

)
≤

≤ 1− P
(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

σk
C2

∣∣∣∣∣ < λ

)
= 1−

(
1− e

− λ2

C22

)
= e

− λ2

C22 ,

то при λn =
√
n ряд
+∞∑
n=1

P

(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

∣∣∣∣∣ ≥ λn

)
=
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=

+∞∑
n=1

P

(
ω :

∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

∣∣∣∣∣ ≥ √n
)
≤

≤
+∞∑
n=1

e
−
(√

n
C2

)2
=

+∞∑
n=1

e
− n
C22 < +∞.

З ознаки Кошi з радикалом переконуємось, що

lim
n→+∞

n
√
e
− n
C22 = e

− 1
C22 < 1.

Звiдси, за лемою Бореля-Кантелi (∃n2 ∈ N)(∀n > n2) :∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

ξk(ω)

∣∣∣∣∣ ≤ n
1
2 .

Залишається покласти n0 = max{n1, n2}.

Твердження 23. Нехай F ∈ D з коефiцiєнтами ξk(ω) ∈
N (0, σ2k).

Якщо (∃C1, C2 ∈ (0,+∞))(∀k) : C1 ≤ σk ≤ C2, тодi

(∀α ∈ (0,+∞))(∃n0 ∈ N)(∀n < n0) :

1

n1/2+α
≤ |ξn(ω)| ≤ nα.

Доведення. Нижня оцiнка.

Згiдно з лемою маємо, що для випадкової величини ξ(ω) ∈
N (0, 1) виконується умова P

(
ω : |ξ(ω)| < λ

)
≤ λ2. Тому

правильно, що ξn(ω)
σn

=: ηn(ω) ∈ N (0, 1) i

P
(
ω : |ξn(ω)| < λ

)
≤ P

(
ω :

∣∣∣∣ξn(ω)

σn
C1

∣∣∣∣ < λ
)
≤ λ2

C2
1

. (15)

Поклавши λn = 1

n
1
2+α

, де α ∈ (0,+∞) - довiльне i враховуючи

нерiвностi (9) отримуємо, що
+∞∑
n=1

P
(
ω : |ξn(ω)| < λn

)
=
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=

+∞∑
n=1

P

(
ω : |ξn(ω)| < 1

n
1
2+α

)
≤

≤
+∞∑
n=1

1

n1+2αC2
1

=
1

C2
1

+∞∑
n=1

1

n1+2α
< +∞ ∀α ∈ (0,+∞).

Отже, за лемою Бореля-Кантелi, (∀α ∈ (0,+∞))(∃n1 ∈ N)(∀n >
n1) :

|ξn(ω)| ≥ 1

n1/2+α
.

Верхня оцiнка.

Оскiльки для випадкової величини ξ(ω) ∈ N (0, 1) m-ий

момент M |ξ(ω)|m рiвний

M |ξ(ω)|m =
1

π

∫
C
|z|me−|z|2dxdy =

1

π

∫ 2π

0

dϕ

∫ +∞

0

ρme−ρ
2
ρdρ =

= 2

∫ +∞

0

ρm+1e−ρ
2
dρ =

∣∣∣∣ρ2 = t

∣∣∣∣ =

∫ +∞

0

t
m
2 e−tdt = Γ

(
m

2
− 1

)
,

де символ Γ(·) позначає гамма-функцiю Ейлера.

Тодi за нерiвнiстю Маркова для парного значення числа m

i для довiльного значення α > 0 маємо:
+∞∑
n=1

P
(
ω : |ξn(ω)|m ≥ nmα

)
≤

≤
+∞∑
n=1

P

(
ω :

∣∣∣∣ξn(ω)

σn
C2

∣∣∣∣m ≥ nmα
)
≤

≤
+∞∑
n=1

P

(
ω :

∣∣∣∣ξn(ω)

σn

∣∣∣∣m ≥ nmα

Cm
2

)
≤

≤
+∞∑
n=1

Cm
2 M

∣∣∣ξn(ω)σn

∣∣∣m
nmα

=

= Cm
2

+∞∑
n=1

Γ
(
m
2 − 1

)
nmα

< +∞,
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де з довiльностi вибору m обираємо таке, що mα > 1.

З леми Бореля-Кантелi отримуємо, що
(
∀α ∈ (0,+∞)

)
(∃n2 ∈

N)(∀n > n2):

|ξn(ω)|m < nmα

або

|ξn(ω)| < nα.

На завершення доведення покладемо n0 = max{n1, n2}.
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6 Висновки

У цiй роботi розглянуто оцiнки абсцис збiжностi та iснува-

ння максимального члена ряду для загального випадку ви-

падкового ряду Дiрiхле, а саме, для ряду, який можна по-

дати у виглядi
∑+∞

k=0 fk(ω)ezλk(ω), z ∈ C, ω ∈ Ω з випадкови-

ми комплекснозначними коефiцiєнтами fk(ω) та випадковими

дiйсними невiд’ємними попарно рiзними показниками λk(ω).

Випадковi ряди Дiрiхле вигляду
∑+∞

k=0 fk(ω)ezλk(ω), z ∈ C,
ω ∈ Ω у випадку, коли на їхнi коефiцiєнти накладено умову∑+∞

k=0 fk(ω) = 1, а показники λk(ω) пов’язанi з цими коефi-

цiєнтами умовою fk(t, ω) = P
(
ω : ξt(ω) = λk(t, ω)

)
, де ξt(ω)

— випадкова величина при кожному t ∈ I (I — нескiнченна

дискретна множина на R) описують характеристичну фун-

кцiю деякого дискретного випадкового процесу, дослiджен-

ням яких (випадкових процесiв) займається наука – теорiя

ймовiрностей.

Отже, пошуки асимптотичних властивостей, якi здiйснено

у цiй магiстерськiй роботi можна застосувати для характе-

ристичних функцiй (якi можна подати у виглядi ряду Дiрi-

хле) стосовно питань абсцис збiжностi (зокрема абсолютної)

та iснування максимального члена ряду.

Як приклад застосування зi знайдених властивостей, якi

можна застосувати для характеристичної функцiї, подано при-

клад 6 на с. 22 (випадок геометрично розподiленої випадко-

вої величини з дискретного випадкового процесу).
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