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1 Вступ
Протягом багатьох рокiв теорiя оптимального керування використовується у сферi

маркетингу. Зокрема, при встановленнi оптимальної цiни реклами задача приводиться
до задачi оптимального керування. Окрiм цього виникає задача визначення залежно-
стi оптимальної цiни та якостi вiд часу, незалежно вiд використання реклами. У ма-
гiстерськiй роботi розглядаються вiдомi моделi Nerlove-Arrow i Vidale-Wolfe, у який
дослiджується оптимальна рекламна поведiнка фiрми.

При дослiдженнi поведiнки фiрми та математичної моделi рекламної кампанiї при-
пускаємо, що фiрма володiє iнформацiєю про динамiку продажiв i реклами. Такi зна-
ння виражаються в термiнах диференцiального рiвняння з гудвiлом або показником
продажiв як змiнною стану, а показником витрат на рекламу як керуючою змiнною.
Припустимо, що фiрма має на метi максимiзувати цiльову функцiю (критерiйну функцi-
ю), яка вiдображає її мотиви прибутки, вираженi в термiнах продажiв i рекламних став-
ках. Задача оптимального керування полягає в тому, щоб знайти рекламну полiтику,
яка максимiзує цiльову функцiю фiрми.

Робота складається з таких частин: у пiдроздiлi 2 розглядається модель Nerlove-
Arrow, а також її нелiнiйне розширення. У пiдроздiлi 3 розглядається рекламна модель
Vidale-Wolfe та її детальний аналiз використовуючи аналiз теореми Грiна та викори-
стовуючи принцип максимуму.

При написаннi роботи використанi матерiали моделi, описанi у Optimal control theory.
Applications to Management Science and Economics. Second Edition. Suresh P. Sethi, Gerald
L. Thompson у 2000 р.
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2 Постановка задачi Nerlove-Arrow
Переконання в те, що витрати фiрми на рекламу впливають на її нинiшнi та майбутнi

продажi, а отже, на її теперiшнiй i майбутнiй чистий дохiд, змусило низку економiстiв,
включаючи Nerlove та Arrow у 1962 роцi, розглядати рекламу як iнвестицiю у створення
певного виду рекламного капiталу, який зазвичай називають гудвiлом.

Гудвiл – нематерiальнi активи: репутацiя, становище на ринку, вартiсть товарних
знакiв, самi товарнi знаки, квалiфiкацiя спiвробiтникiв тощо. Гудвiл не включає iденти-
фiкованi активи, якi можна вiдокремити або вiдокремити вiд суб’єкта господарювання
та продати, передати, лiцензувати, орендувати чи обмiняти окремо або разом iз пов’-
язаним контрактом, iдентифiкованим активом чи зобов’язанням, незалежно вiд того,
чи збирається суб’єкт господарювання зробити так. Гудвiл також не включає договiрнi
чи iншi юридичнi права, незалежно вiд того, чи можна їх передати чи вiдокремити вiд
суб’єкта господарювання чи iншi права та зобов’язання. У сучасному розумiннi гудвiл
- це особливий тип нематерiальних активiв, який представляє ту частину всiєї вартостi
бiзнесу, яку не можна вiднести до iнших активiв бiзнесу, якi приносять дохiд, матерi-
альних чи нематерiальних. Крiм того, запас гудвiлу з часом знизиться, як зазначали
Vidale i Wolfe у 1957 р., Palda 1964 р.

Гудвiл може бути створений шляхом долучення нових клiєнтiв або шляхом змiни
смакiв i вподобань споживачiв i, таким чином, змiни функцiї попиту на продукт фiр-
ми. Гудвiл з часом знецiнюється, оскiльки споживачi ”переходять” на iншi бренди в
результатi реклами конкуруючих фiрм та впровадження нових продуктiв та/або нових
брендiв тощо.

2.1 Модель

Нехай G(t) ≥ 0 позначає запас гудвiлу в момент часу t. Цiна (або вартiсть вироб-
ництва) однiєї одиницi гудвiлу становить 1 долар, тому долар, витрачений на поточну
рекламу, збiльшує гудвiл на одну одиницю. Передбачається, що запас гудвiлу з часом
знецiнюється з постiйною пропорцiйною швидкiстю δ, так що

Ġ = u− δG, G(0) = G0 (2.1)

де u = u(t) ≥ 0, рекламнi iнвестицiї за час t, що вимiрянi в доларах за одиницю ча-
су. З економiчної точки зору, рiвняння (2.1) стверджує, що чистi iнвестицiї в гудвiл є
рiзницею мiж валовими iнвестицiями u(t) та амортизацiєю δG(t).

Щоб сформулювати задачу оптимального керування для монополiстичної фiрми,
припустимо, що швидкiсть продажу S(t) залежить вiд запасу гудвiлу G(t), цiни p(t)
та iнших екзогенних змiнних Z(t), таких як доходи споживачiв, чисельнiсть населення
тощо. Отже,

S = S(p,G, Z).

Припускаючи, що рiвень загальних витрат виробництва дорiвнює c(S), можемо за-
писати загальний дохiд за вирахуванням витрат виробництва як

R(p,G, Z) = pS(p,G, Z)− c(S). (2.2)

Отже, дохiд за вирахуванням витрат на рекламу дорiвнює R(p,G, Z)−u. Припусти-
мо, що фiрма хоче максимiзувати поточну вартiсть потокiв чистого доходу, дисконто-
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ваних за фiксованою ставкою p, тобто

max
u≥0,p≥0

{
J =

∞∫
0

e−pt[R(p,G, Z)− u]dt

}
(2.3)

з урахуванням (2.1).
Оскiльки p, входить у задачi тiльки в iнтегральному (2.3) виразi, то припустивши

J фiксованим, знайдемо максимум по p, яка буде функцiєю по u. Наступною функцiєю
будемо максимiзувати по u.

∂R(p,G, Z)

∂p
= S + p

∂S

∂p
− c′s

∂S

∂p
= 0, (2.4)

який неявно дає оптимальну цiну p∗(t)=p(G(t), Z(t)). Так як η = −(p/S)(∂S/∂p) є
еластичнiстю попиту щодо цiни, перепишемо умову (2.4) у виглядi

p∗ =
ηc′S

η − 1
,

яка є звичайною формулою цiни для монополiста, iнодi вiдома як вiдношення Amoroso-
Robinson. Тобто, формула означає, що граничний дохiд (η− 1)p/η дорiвнює граничним
витратам c′(S).

Визначивши π(G,Z) = R(p∗, G, Z), цiльову функцiю в (2.3) запишемо у виглядi

max
u≥0

{
J =

∞∫
o

e−pt[π(G,Z)− u]dt
}
.

Для зручностi припустимо, що Z є заданою константою i переформулюємо задачу
оптимального керування, у виглядi:

max
u≥0

{
J =

∞∫
0

e−pt[π(G,Z)− u]dt
}

якщо
Ġ = u− δ′G, G(0) = G0.

2.2 Принцип максимуму Понтрягiна

Nerlove та Arrow у роботi 1962 р. дослiджували задачу методами варiацiйного числен-
ня. Для отримання оптимального розв’язку задачi застосуємо, на вiдмiну Nerlove та
Arrow, принцип максимуму Понтрягiна. У цьому випадку гамiльтонiан матиме вигляд

H = π(G)− u+ λ[u− δG] (2.5)

з приєднаною змiнною λ, яка задовольняє диференцiальне рiвняння

λ̇ = ρλ− ∂H

∂G
= (ρ+ δ)λ− ∂π

∂G
(2.6)

6



Рис. 1: Оптимальна поведiнка за моделлю Nerlove-Arrow

за умови, що
lim
t→+∞

e−ptλ(t) = 0.

Приєднана змiнна λ(t) - це прихована цiна, пов’язана з гудвiлом у момент часу t.
Таким чином, гамiльтонiан у (2.5) можна iнтерпретувати як динамiчну норму прибу-
тку, яка складається з двох доданкiв: (i) поточна норма чистого прибутку (π(G) − u)
та (ii) значення λĠ = λ[u − δG] нового гудвiлу, створеного рекламою за ставкою u.
Також рiвняння (2.6) вiдповiдає звичайному рiвноважному вiдношенню для iнвестицiй
у капiтальнi товари. У ньому зазначено, що граничнi альтернативнi витрати λ(ρ+ δ)dt
iнвестицiї в гудвiл повиннi дорiвнювати граничному прибутку вiд збiльшення гудвiлу
та приросту капiталу dλ := λ̇dt.

Визначивши β = (G/S)(∂S/∂G) як еластичнiсть попиту щодо гудвiлу та використо-
вуючи (2.2), (2.4) та (2.6), одержимо

G∗ =
βpS

η[(ρ+ δ)λ− λ̇]
. (2.7)

Це точно той самий результат, отриманий Jacquemin (1973) з iнтерпретацiєю, що в
оптимальному випадку вiдношення гудвiлу до доходу вiд продажiв pS прямо пропорцiй-
не еластичностi гудвiлу, обернено пропорцiйне еластичностi цiни та обернено пропорцiй-
не до суми граничних альтернативних витрат λ(ρ+ δ) iнвестицiй плюс ставка, за якою
потенцiйний внесок одиницi гудвiлу в прибуток стає її минулим внеском (−λ̇).

Отримаємо λ = λ̄ = 1 з (2.5) використовуючи λ̇ = 0. Тодi встановимо λ = λ̄ = 1 i
λ̇ = 0 у (2.6).

Нарештi, з (2.7) та (2.6), Ḡ або також окремий рiвень GS можна отримати як

Ḡ = GS =
βpS

η(ρ+ δ)
=

ρ+ δ

∂π/∂G
.

Властивiсть Ḡ полягає в тому, що оптимальна поведiнка, щоб перейти до Ḡ якомога
швидше. Якщо G0 < Ḡ, оптимально миттєво перейти до Ḡ, застосувавши вiдповiдний
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Рис. 2: Випадок залежної вiд часу магiстралi та природа оптимального керування

iмпульс при t = 0, а потiм встановити u∗(t) = ū = δḠ для t > 0. Якщо, G0 > Ḡ
оптимальне керування u∗(t) = 0, до тих пiр, поки запас гудвiлу не знецiниться до рiвня
Ḡ пiсля чого керування перемикається на u∗(t) = δḠ i залишається на цьому рiвнi для
пiдтримки рiвня Ḡ гудвiлу. Ця оптимальна поведiнка зображена на малюнку 1 для цих
двох рiзних початкових умов.

Однак для залежного вiд часу Z, Ḡ(t) = G(Z(t)) буде функцiєю часу. Щоб пiдтриму-
вати цей рiвень Ḡ(t), необхiдний керування становить ū(t) = δḠ(t) + Ḡ(t). Якщо Ḡ(t)
зменшується досить швидко, то ū(t) може набирати вiд‘ємних значень i, таким чином,
нереальним. Якщо ū(t) ≥ 0 для всiх t, то оптимальна поведiнка буде як ранiше. Однак
припустимо, що ū(t) неможливе в iнтервалi [t1, t2] показаному на малюнку 2. У такому
випадку можливо встановити u(t) = t̄ для t ≤ t1; при t = t1 (що є точкою А на ма-
люнку 2) бiльше не можемо залишатися на магiстралi, i повиннi встановити u(t) = 0,
поки знову не вдаримось в магiстраль (у точцi В на малюнку 2). Однак така полiтика
не обов’язково є оптимальною. Наприклад, припустимо, залишаємо магiстраль в точ-
цi C, передбачаючи неможливiсть в точцi A. Новий шлях CDEB може бути кращим,
нiж старий шлях CAB. Приблизно причиною цього може статися те, що шлях CDEB
знаходиться ”ближче” до магiстралi, нiж CAB. Наприклад, 2 iлюструє такий випадок.
Оптимальна поведiнка - та, котра є найближчою до магiстралi.

З точки зору теорiї керування, модель Nerlove-Arrow є прикладом, що включає в себе
стрибок i iмпульсний контроль, за яким слiдує одиничний контроль, яке виникає в класi
задач оптимального управлiння. З точки зору реклами, це основоположний документ,
незважаючи на те, що поведiнка ”bang-bang” не є загальновизнаною як реалiстична
рекламна поведiнка. Щоб уникнути такої полiтики, розглянемо нелiнiйне узагальнення.

2.3 Нелiнiйне розширення

Нелiнiйнi розширення моделi Nerlove-Arrow означають, що цiльова функцiя стає
нелiнiйною в рекламi. Gould у 1970 р. розширив модель, припустивши нелiнiйну вар-
тiсть рекламних iнвестицiй. Jacquemin у 1973 р. припустив, що функцiя попиту S також
прямо залежить вiд рекламних iнвестицiй u. В результатi π в цiльовiй функцiї (2.1) на-
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буває вигляду
π = π(u,G).

Розглянемо випадок коли π не залежить вiд екзогенної змiнної Z.
Розглянемо простiшу версiю моделi Jacquemin, проаналiзовану Bensoussan та iн. у

1974 р. Вони припустили, що функцiя π(u,G) є сепарабельною, тобто

π(u,G) = π1(u) + π2(G),

де G ≥ 0 i π1i π2 вважаються зростаючими строго увiгнутими функцiями, тобто π′1 > 0,
π′2 > 0, π′′1 < 0, i π′′2 < 0. Вiдзначимо, що це також можна iнтерпретувати у розумiннi
Gould iз вартiстю реклами c(u) = u − π1(u). Як наслiдок пiсля вказаних припущень
задача оптимального керування запишеться наступним чином:

max
u≥0

{
J =

∞∫
0

e−ρt[π1(u) + π2(G)− u]dt
}

за умови
Ġ = u− δG, G(0) = G0.

(2.8)

Гамiльтонiан для задачi

H = π1(u) + π2(G)− u+ λ(u− δG),

де
λ̇ = ρλ− π′2(G) + δλ. (2.9)

Диференцiювання H за u дає

∂H

∂u
= π′1(u)− 1 + λ = 0. (2.10)

Оскiльки π′′1 < 0, можемо iнвертувати π′1 для розв’язання (2.10) для u як функцiю
вiд λ. Таким чином,

u = f1(λ). (2.11)

Функцiя f1 в (2.11) дозволяє переписати рiвняння стану в (2.8) i приєднане рiвняння
(2.9) у виглядi наступної задачi на початкове значення:{

Ġ+ δG = f1(λ), G(0) = G0,

−λ̇+ (ρ+ δ)λ = π′2(G), λ(0) = λ0,
(2.12)

однак, значення λ0 невiдоме, i буде визначено нижче при дослiдженнi, описаним нижче.
Також зауважимо, що π′2(G) > 0 для G ≥ 0 i π′2(G) є спадною функцiєю.

Дамо геометричну iнтерпретацiю системi (2.12) в просторi (λ,G). Цей метод нази-
вається методом фазової дiаграми, описаним нижче. Використовуючи зазначенi вище
властивостi функцiй f1 i π′2 i встановивши λ̇ = 0 i Ġ = 0, можемо об‘єднати два рiвнян-
ня в (2.12), як показано пунктирно на фазовiй дiаграмi на малюнку 3. Перетин двох
кривих δG = f1(λ) i (ρ + δ)λ = π′2(G) є точкою (δ̄, Ḡ) з λ̄ що задовольняє 0 < λ̄ < 1. Цi
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Рис. 3: Фазова дiаграма системи (2.12) для задачi (2.8)

двi кривi роздiляють площину на чотири областi, позначенi на малюнку I, II, III та IV.
Зазначимо, що для цiєї задачi {Ḡ, ū, λ̄}, де ū = δḠ, магiстраль для цiєї задачi.

Зазначимо, що 
в областi I та II, δG− f1(λ) > 0,
в областi III та IV, δG− f1(λ) < 0,
в областi I та III, (ρ+ δ)λ− π′2(G) > 0,
в областi I та IV, (ρ+ δ)λ− π′2(G) < 0,

що передбачає, що
в областi I, G зменшується i λ зростає,
в областi II, G зменшується i λ зменшується,
в областi III, G зростає i λ зростає,
в областi IV, G зростає i λ зменшується.

Через цi умови зрозумiло, що для даного G0, вибiр λ0 такий, що (λ0, G) знаходиться
в областях II i III, не призведе до шляху, що сходить до точки розвороту (λ̄, Ḡ). З iншого
боку, вибiр (λ0, G) в областi I, коли G0.Ḡ або (λ0, G0) у областi IV де G0, Ḡ, може дати
шлях, який сходиться до (λ̄, Ḡ). Використовуючи результати Coddington та Levinson з
1955 р., можна показати, що принаймнi в околi (λ̄, Ḡ), iснує мiсце оптимальним вихi-
дним точкам (λ0, G0). Детальний аналiз веде до траєкторiї сiдлової точки, як показано
затемненим на малюнку 3. Щоб знайти оптимальний розв’язок для даного G0, знаходи-
мо вiдповiдний λ0 на шляху сiдлової точки, а потiм оптимальна траєкторiя, зображена
в (λ,G)-просторi, рухається вздовж шляху в напрямку, показаному стрiлками.

ВраховуючиG0 > Ḡ, вибираємо λ0 на шляху перехiдної точки в областi I на малюнку
3. Очевидно, початкове керування u∗(0) = f1(λ0). Крiм того, λ(t) зростає, а за (2.11),
u(t) зростає, тому в цьому випадку оптимальною полiтикою є початкова реклама з
низькою ставкою та поступово збiльшуючи рекламу до рiвня ū = δḠ. Якщо G0 < Ḡ,
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можна аналогiчно показати, що оптимальна поведiнка полягає в тому, щоб рекламувати
найбiльш iнтенсивно на початку i поступово знижувати її до рiвня магiстралi ū коли G
наближається до Ḡ.

Зазначимо, що пiдхiд до рiвноваги Ḡ бiльше не здiйснюється за допомогою керуван-
ня вибухом, як у моделi Nerlove-Arrow. Це, звiсно, те, чого можна було б очiкувати,
коли модель робиться нелiнiйною щодо керуючої змiнної u.

Альтернативна процедура фазової дiаграми полягала б у розв’язаннi проблеми в
просторi (u,G), як це було дослiдженно Feichtinger та Hartl у 1986р. Процедура вимагає
використання (2.9) та (2.10) для виведення диференцiального рiвняння для u.

3 Рекламна модель Vidale-Wolfe
Наведемо аналiз рекламної моделi Vidale-Wolfe, яка, на вiдмiну вiд моделi Nerlove-

Arrow, не використовує iдею рекламного гудвiлу. Натомiсть модель використовує тiсно
пов’язане поняття того, що ефект реклами має тенденцiю зберiгатися, але зi зменшува-
ним ефектом, протягом наступних перiодiв часу. Цей ефект переносу моделюється явно
за допомогою диференцiального рiвняння, яке дає зв’язок мiж продажами та рекламою.

Vidale i Wolfe у своїй працi довели, що змiни темпiв продажiв продукту залежать
вiд двох ефектiв: реакцiї на рекламу, яка дiє (через показник вiдповiдi a) на непродану
частину ринку, i втрати через забуття, яка дiє (через показник спадання b) на проданiй
частинi ринку. Нехай M(t), вiдомий як рiвень насичення ринкового потенцiалу, позна-
чає максимальну потенцiйну швидкiсть продажiв у момент t. Нехай S(t) – фактичний
рiвень продажiв у момент t. Тодi модель Vidale-Wolfe для монопольної фiрми можна
сформулювати як

Ṡ = au
(

1− S

M

)
− bS. (3.1)

Особливiстю цього рiвняння, що вiдрiзняє його вiд рiвняння Nerlove-Arrow (2.1), є
iдея кiнцевого рiвня насичення M . Модель Vidale-Wolfe демонструє зниження вiддачi
вiд рiвня реклами як прямий наслiдок цього явища насичення. Зауважимо, що коли M
нескiнченно велике, явище насичення зникає, зводячи (3.1) до рiвняння (з постiйною
вiддачею вiд реклами), подiбного до рiвняння Nerlove-Arrow (2.1). Nerlove та Arrow з
iншого боку, включають iдею зменшення вiддачi вiд реклами в свою модель, зробивши
продажi S в (2.1) увiгнутою функцiєю гудвiлу.

Vidale i Wolfe заснували модель на результатах кiлькох експериментальних дослi-
джень ефективностi реклами.

3.1 Оптимальне керування у моделi Vidale-Wolfe

Оскiльки Vidale i Wolfe запропонували свою модель в першу чергу як опис реаль-
них ринкових явищ, представлених випадками, якi вони спостерiгали, отримуємо опти-
мальнi витрати на рекламу для моделi, щоб максимiзувати певну цiльову функцiю за
горизонтом T , а також досягти кiнцеву кiлькiсть продажiв. Зробимо замiну змiнної
(3.1)

x =
S

M
.
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Таким чином, X представляє частку ринку (точнiше, рiвень продажiв, виражений
як частка рiвня насичення M). Крiм того, позначимо

r =
a

M
, δ = b+

Ṁ

M
.

I тодi в позначеннях запишемо (3.1) як

ẋ = ru(1− x)− δx, x(0) = x.

Для простоти приймемо M , а отже, S i r, додатними константами.
Щоб розв’язати задачу оптимального керування у моделi Vidale-Wolfe, будемо вва-

жати, що π позначатиме максимальний дохiд вiд продажу, що вiдповiдає x = 1, а πx
позначає функцiю доходу для x ∈ [0, 1]. Також нехай Q — максимально допустима нор-
ма витрат на рекламу, а p неперервна ставка дисконтування. У цих позначеннях задачу
оптимального керування можна сформулювати так:

max
{
J =

T∫
0

e−pt(πx− u)dt
}

за умови
ẋ = ru(1− x)− δx, x(0) = x0,
обмеження стану термiналу
x(T ) = xT ,
та обмеження керування
0 ≤ u ≤ Q.

(3.2)

Зауважимо, що Q розглядається як скiнченний або нескiнченний, а цiльова частка
ринку знаходиться в xT ∈ [0, 1]. Звернемо увагу, що задача є задачею з фiксованою
кiнцевим значенням. Очевидно, що вимога 0 ≤ x ≤ 1 виконується без додаткових умов,
де x0 ∈ [0, 1] - початкова частка ринку.

Зокрема, розв’язок цiєї задачi можна знайти застосувавши принцип максимуму.
Розглянемо метод, заснований на теоремi Грiна, який не використовує принцип макси-
муму. Процедуру знаходження розв’язку задачi з фiксованою точкою i змiнною стану
та змiнною керування, у якiй керуюча змiнна має лiнiйну структуру i виступає в рiвнян-
нi стану i функцiї цiлi. Задача (3.2) має цi властивостi, i тому вона також є хорошим
прикладом для iлюстрацiї методу. Для застосування теореми Грiна потрiбно, щоб Q
було великим. Зокрема, можна вважати Q =∞.

3.2 Знаходження розв’язку за допомогою теореми Грiна (Q ве-
лике)

Розв’яжемо задачу з фiксованою кiнцевою точкою, починаючи з x0 i закiнчуюючи
xT , за умови, що Q необмежена або набуває великих значень. У процесi знаходження
розв’язку подається обгрунтування у необхiдностi цього припущення.

Користуючись теоремою Грiна, розглянемо часовi змiннi τ i θ, такi що 0 ≤ τ < θ ≤ T ,
i задачу:

max
{
J(τ, θ) =

θ∫
τ

(πx− u)dt
}

(3.3)
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Рис. 4: Допустимi дуги в (t, x)-просторi

за умови
ẋ = ru(1− x)− δx, x(τ) = A, x(θ) = B, (3.4)

0 ≤ u ≤ Q.

Щоб змiнити цiльову функцiю в (3.3) на iнтеграл вздовж будь-якої можливої дуги
Γ1 вiд (τ, A) до (θ, B) на площинi (t, x) як зображено на рисунку 4, помножимо (3.4) на
dt i отримаємо формальне спiввiдношення

udt =
dx+ δxdt

r(1− x)
,

яку пiдставляємо в цiльову функцiю (3.3). Таким чином,

JΓ1 =

∫
Γ1

{[
πx− δx

r(1− x)

]
e−ρtdt− 1

r − (1− x)
e−ρtdx

}
.

Розглянемо iншу можливу дугу Γ2 вiд (τ, A) до (θ, B) що лежить вище Γ1 як зобра-
жено на рисунку 4. Нехай Γ = Γ1 − Γ2, де Γ проста замкнута крива, яка додатньо
зорiєнтована стосовно своєї внутрiшньостi. Тобто Γ зберiгає орiєнтацiю Γ1 i протилежно
зорiєнтована стосовно Γ2. Тепер маємо

JΓ = JΓ1−Γ2 = JΓ1 − JΓ2 .

Оскiльки Γ є простою замкненою кривою, використаємо теорему Грiна. Тобто криво-
лiнiйний iнтеграл вздовж простої кривої JΓ замiнимо подвiйним iнтегралом по областi
R обмеженої кривою Γ. Такий чином, розглядаючи x i t як незалежнi змiннi, можемо
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записати

JΓ =

∮
Γ

{[
πx− δx

r(1− x)

]
e−ρtdt− 1

r(1− x)
e−ρtdx

}
=

∫ ∫
R

{ ∂
∂t

[ −e−ρt
r(1− x)

]
− ∂

∂x

[
(πx− δx

r(1− x)
e−pt

]}
dtdx

=

∫ ∫
R

[ δ

(1− x)2
+

ρ

(1− x)
− πr

]e−ρt
r
dtdx. (3.5)

Вираз у дужках (3.5) позначимо

I(x) =
δ

(1− x)2
+

ρ

(1− x)
− πr.

Зауважимо, що знак пiдiнтегрального виразу такий самий, як i знак I(x).

Лема порiвняння 3.1. Нехай Γ1 i Γ2 є нижньою i верхньою допустимими дугами,
як показано на малюнку 4. Якщо I(x) ≥ 0 для всiх (x, t) ∈ R, то нижня дуга Γ1

принаймнi настiльки ж вигiдна, як i верхня дуга Γ2. Аналогiчно, якщо I(x) ≤ 0 для
всiх (x, t) ∈ R, тодi Γ2 принаймнi такий же дохiдний, як Γ1.

Доведення 1. Якщо I(x) ≥ 0 для всiх (x, t) ∈ R, тодi JΓ2 .

Щоб скористатися цiєю лемою для пошуку оптимального керування для задачi (3.2),
потрiбно знайти областi, в яких I(x) додатне, а де воно вiд’ємне. Для цього спочатку
звернiть увагу, що I(x) є зростаючою функцiєю x на промiжку [0, 1]. Розв’язок I(x) = 0
дасть таке значення x, вище якого I(x) є додатним, а нижче I(x) є вiд’ємним. Оскiльки
I(x) є квадратичним у 1/(1− x), можемо використовувати квадратичну формулу, щоб
отримати

x = 1− 2δ

−ρ±
√
ρ2 + 4πrδ

.

Щоб утримати x в iнтервалi [0, 1], повиннi вибрати додатний знак перед радикалом.
Оптимальний x має бути невiд’ємним, тому отримуємо

xs = max

{
1− 2δ

−ρ+
√
ρ2 + 4πrδ

, 0

}
, (3.6)

де використовується верхний iндекс s, оскiльки це виявиться сингулярною траєкторiєю.
Оскiльки xs є невiд’ємним, керування

us =
δxs

r(1− xs)
(3.7)

що вiдповiдає (3.6) завжди буде невiд’ємним. Крiм того, оскiльки Q вважається вели-
ким, us завжди буде здiйсненним.

Тепер маємо достатньо механiзмiв, щоб отримати оптимальний розв’язок для (3.2),
коли Q вважається достатньо великим, тобто Q ≥ us, де us дано в (3.7).
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Рис. 5: Оптимальна траекторiя для випадку 1: x0 ≤ xs i xs ≥ xt

Сформулюємо їх у формi двох теорем: Теорема 1.1 стосується випадку, коли T є
великим; Теорема 1.2 вiдноситься до випадку, коли T є малим. Щоб визначити цi понят-
тя, нехай t1 найкоротший час переходу вiд x0 до xs а також нехай t2 – найкоротший час
переходу вiд xs до xT . Тодi стверджуємо, що T є великим, якщо T ≥ t1 + t2; з iншого
боку T є малим.

На малюнках 5-8 проiлюстрованi випадки коли T є великим, а малюнки 10-11 пока-
зують випадки коли T є малим.

Теорема 3.1. Припустимо, що T велике i xT досяжний з x0. Оптимальнi траєкторiї
наведенi на малюнках 5-8 для нерiвностей, що пов’язують x0 i xT з xs вiдповiдно.

Доведення 2. Детально розглянемо випадок 1. На малюнку 9 показана оптимальна
траєкторiя для малюнку 5 разом iз довiльно обраною можливою траєкторiєю, показа-
ною пунктирною лiнiєю. Очевидно, що пунктирна траєкторiя не може перетинати
дугу x0 до C, оскiльки u = Q на цiй дузi. Аналогiчно, пунктирна траєкторiя не може
перетинати дугу G до xT , тому що u = 0 на цiй дузi.

Подiлимо iнтервал [0, T ] на пiдiнтервали, на яких пунктирна дуга знаходиться вище,
нижче або iдентична суцiльнiй дузi. На малюнку 9 цими пiдiнтервалами є [0, d], [d, e], [e, f ]
i [f, T ]. Оскiльки I(x) є додатнiм для x > xs i I(x) є вiд’ємним для x < xs, областi, утво-
ренi двома траєкторiями, позначаються знаком ”+” або ”–” про те, чи є I(x) додатним
чи негативним на облястях вiдповiдно. Згiдно з Лемою 1.1, суцiльна дуга є кращою,
нiж пунктирна дуга в пiдiнтервалах [0, d], [d, e] та [f, T ]; на iнтервалi [e, f ], рiвнi мiж со-
бою. Отже, пунктирна траєкторiя поступається суцiльнiй траєкторiї. Данi мiркування
можна використати у випадку злiченної кiлькостi траєкторiй.
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Рис. 6: Оптимальна траекторiя для випадку 2: x0 ≤ xs i xs ≤ xt

Рис. 7: Оптимальна траекторiя для випадку 3: x0 ≥ xs i xs ≥ xt
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Рис. 8: Оптимальна траекторiя для випадку 4: x0 ≥ xs i xs ≤ xt

Рис. 9: Оптимальна траекторiя (суцiльнi лiнiї) x0 ≥ xs i xs ≤ xt
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Рис. 10: Оптимальна траєкторiя коли T є малим у випадку 1: x0 < xs i xT < xs

Теорема 3.2. Нехай значення T мале, тобто T < t1 + t2, i нехай xT досяжний з x0.
Оптимальнi траєкторiї наведенi на малюнку 10 та 11 для двох можливих нерiвно-
стей, що пов’язують x0 з xT i xs вiдповiдно.

Доведення 3. Необхiднiсть здiйснення умов, коли T мале, виключає випадки, коли
x0 i xT знаходяться на протилежних сторонах xs або дорiвнюють йому. Доведення
оптимальностi траєкторiй, зображених на малюнках 10 та 11, є аналогiчними у
частинi теореми 1.1. У 10 та 11 можливi варiанти: або t1 ≥ T або t2 ≥ T .

Усi попереднi дослiдження грунтувались на припущеннях, що значення Q є доста-
тньо великим. I можна поширити цей висновок, коли Q ≈ ∞. Завдяки цьому, дуги
на малюнках 5-10, що вiдповiдають u∗ = Q, перетворюються на вертикальнi сегменти,
що вiдповiдають iмпульсним елементам керування. Наприклад, 1 перетворюється на
малюнок (2.2), коли и Q =∞.

Вплив на цiльову функцiю iмпульсного керування (x0, x
s) можна обчислити таким

чином: iнтегруємо рiвняння стану в (3.2) вiд 0 до ε з початковою умовою x0 i u що
розглядається як постiйна. Припустимо x0 < xs, оскiльки imp(x0, x

s) = 0 у тривiально-
му випадку, коли x0 = xs. Результат такий:

x(ε) =
(
x0 −

ru

δ + ru

)
e−(δ+ru)ε +

ru

δ + ru
.

Потрiбно для u обрати u(ε) так, щоб x(ε) дорiвнював xs.Має бути зрозумiло, що u(ε)→
∞ при ε→ 0. Зауваживши, що праву частину (3.2)

lim
ε→0

[−u(ε)ε] = imp(x0, x
s, 0) = I,

18



Рис. 11: Оптимальна траєкторiя коли T є малим у випадку 2: x0 > xs i xT < xs

Рис. 12: Оптимальна траєкторiм у випадку 2 теореми 1.1 для Q =∞
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можна розв‘язати для I безпосередньо, не отримуючи u(ε). Це робиться, якщо ε →
0,−u(ε)ε→ I, i x(ε) = xs у виразi для x(ε), отриманому вище. Це дає

x(0+) = erI(x0 − 1) + 1.

Тому,

imp(x0, x
s, 0) = −1

r
ln
[1− x0

1− xs
]
.

Зауважимо, що ця формула використовується для будь-якого часу t, а також t = 0.
Отже, її також можна використовувати при t = T для обчислення iмпульсу в кiнцi
перiоду.

3.3 Знаходження розв’язку у випадку малого Q

Коли Q мале, неможливо пройти вздовж магiстралi xs так що мiркування, випли-
вають з теореми Грiна, неможливо застосовувати. Застосуємо принцип максимуму для
аналiзу задачi. Пiд ”Q є малим” маємо на увазi Q, us, де us визначено в (3.7).

Застосуємо принцип максимуму поточного значення до задачi з фiксованою кiнце-
вою точною, наведеної в (3.2). Функцiя Гамiльтона запишеться у виглядi

H = πx− u+ λ[ru(1− x)− δx] = πx− δλx+ u[−1 + rλ(1− x)], (3.8)

i функцiя Лагранжа
L = H + µ(Q− u).

Коефiцiєнт λ задовольняє

λ̇ = ρλ− ∂L

∂x
= ρλ+ λ(ru+ δ)− π, (3.9)

де λ(T ) є константою, яку необхiдно визначити. Крiм того, множник Лагранжа µ задо-
вольняє

µ ≥ 0, µ(Q− u) = 0. (3.10)

З (3.8) помiчаємо, що гамiльтонiан є лiнiйним у керуваннi. Отже, оптимальне керування

u∗(t) = bang[0, Q;W (t)], (3.11)

де
W (t) = rλ(1− x)− 1. (3.12)

КолиW = rλ(1−x)−1 = 0, маємо можливiсть сингулярного керування за умови, що
можемо пiдтримувати цю рiвнiсть протягом скiнченного iнтервалу часу. Для випадку,
коли Q є великим, показали в попередньому роздiлi, що оптимaльна траєкторiя мiстить
вiдрiзок, на якому x = ss i u∗ = us, де 0 ≤ us ≤ Q. Це, очевидно, може бути єдиним
керуванням. Розв’язок задачi (3.2), коли Q мала величина, вимагає тривалого аналiзу
точки перемикання.
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3.4 Знаходження роз’язоку у випадку нескiнченного T

У двох останнiх пiдроздiлах дослiджувалась задача на припущення скiнченного T .
Тепер сформулюємо задачу для нескiнченного горизонту (3.2)

max
{
J =

∞∫
0

e−ρt(πx− u)dt
}

за умови
ẋ = ru(1− x)− δx, x(0) = x0,
0 ≤ u ≤ Q.

(3.13)

Дослiдимо цю задачу для двох випадкiв: ”Q - велике” i ”Q - мале”.
Коли Q велике, з теореми 1.1 одержимо розв’язок, коли T нескiнченне. Через кое-

фiцiєнт дисконтування кiнцевi частини розв’язку, показаних на малюнках 5-8, можуть
бути показанi як нерелевантнi (тобто дисконтований прибуток, накопичений протягом
iнтервалу (T − t2, T ) приймає значення 0, коли T прямує до ∞). Таким чином, розгля-
даються лише два випадки: (а) x0 ≤ xs, i (b) x0 ≥ xs. Оптимальним керуванням у
випадку (а) є використання u∗ = Q в iнтервалi [0, t1) i u∗ = us для t ≥ t1. Аналогiч-
но, оптимальним контролем у випадку (b) є використання u∗ = 0 на iнтервалi [0, t1) i
u∗ = us для t ≥ t1.

Коли Q мале, тобто Q < uS, неможливо прослiдкувати за поворотом x = xs, оскiль-
ки немає повної iнформацiї, тодi u = us, що не є оптимальним керуванням. Очеви-
дно, що ”найближчий” стацiонарна траєкторiя руху — це траєкторiя отримана шляхом
встановлення ẋ = 0 i u = Q, найбiльшого можливого керування, у рiвняннi стану (3.13).
Це дає

x̄ =
rQ

rQ+ δ

i вiдповiдно отримуємо
λ̄ =

π

ρ+ δ + rQ

встановивши u = Q i λ̇ = 0 у (3.9) i розв’язуючи λ. Бiльш конкретно, сформулюємо
наступнi теореми, якi дають магiстраль та оптимальне керування, коли Q є малим. Для
доведення цих теорем введемо позначення, а саме:

x̂ = 1− 1

rλ̄
, (3.14)

µ̄ = rλ̄(1− x̄)− 1. (3.15)

Теорема 3.3. Коли Q є малим, наступнi величини

x̄, Q, λ̄, µ̄

утворюють магiстраль.

Доведення 4. Покажемо, що x̄ ≤ x̂, що з визначень (3.14) та (3.15) означає µ̄ ≥ 0.
Крiм того, ū = Q, тому виконується (3.10). Нарештi, оскiльки W = µ̄ з (3.12) i (3.15),
випливає, що W ≥ 0, тому гамiльтонова умова максимiзацiї виконується ū = Q, i
доведення завершено.
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Теорема 3.4. Коли Q мале, оптимальне керування в моменту часу τ визначається
так:

(a) якщо x(τ) ≤ x̂, тодi u∗(τ) = Q,

(b) якщо x(τ) > x̂, тодi u∗(τ) = Q.

Доведення 5. (a) Покладемо λ(t) = λ̄ для всiх t ≥ τ i зауважимо, що λ задовольняє
сумiжне рiвняння (3.9). Доведенням того, що (3.10) i (3.11) справедливi для всiх t ≥
τ спирається на той факт, що x(t) ≤ x̂ i на аргумент, аналогiчний до доведення
попередньої теореми.

На рисунку 13 показанi оптимальнi траєкторiї для x(0) < x̂ та двох рiзних початко-
вих значень x(0), одна зверзу, а друга нижче x̂. Вiдзначимо, що на цьому малюнку
завжди знаходимось у випадку (а), оскiльки x(τ) ≤ x̂ для всiх τ ≥ 0.

Рис. 13: Оптимальна траєкторiя для x(0) < x̂

(b) Припустимо x(0) > x̂. Для цього випадку покажемо, що оптимальна траєкторiя
така, як показано на малюнку 14, яку отримуємо, застосовуючи u = 0 до x = x̂ i u = Q
пiсля цього. Використовуючи цю поведiнку, можемо знайти час t1 при якому x(t1) = x̂,
розв‘язавши рiвняння стану в (3.13) з u = 0. Одержимо

t1 =
1

δ
ln
x(0)

x̂
.

Очевидно, що для t ≥ t1, значення u = Q є оптимальною, оскiльки застосовується
випадок (а). Тепер розглянемо iнтервал [0, t1). Нехай τ будь-який час у цьому iнтервалi,

22



Рис. 14: Оптимальна траєкторiя для x(0) > x̂

як показано на малюнку 14, i нехай x(τ) вiдповiдне значення змiнної стану. Розглянемо
наступну двоточкову граничну задачу в iнтервалi [τ, t1]:{

ẋ = −δx, x(τ) дано,
λ̇ = (ρ+ δ)λ− π, λ(t1) = λ̄

(3.16)

Отже, згiдно з (3.11) полiтика u = 0, використана при виведеннi (3.16), задовольняє
принципу максимуму. Ця полiтика ”приєднується” до оптимальної полiтики пiсля того,
t1 як стала λ(t1) = λ̄.
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4 Висновки
Отже, робота присвячена дослiдженню оптимальної рекламної полiтики фiрми ви-

користовуючи задачу оптимального керування. Розглянуто задачу Nerlove-Arrow мето-
дом варiацiйного числення та використовуючи принцип максимуму Понтрягiна, отри-
манi результати зображенi на малюнку 1, та як змiнюється оптимальне керування в
залежностi вiд часу на малюнку 2. Дослiдженно рекламну модель Vidale-Wolfe та дифе-
ренцiальне рiвняння, яке наглядно iлюструє зв’язок мiж продажами та рекламою. Ви-
користовуючи метод Runge-Kutta та теорему Грiна визначеннi розв‘язки та їх графiчна
iлюстрацiя зображенi на малюнках 5-8 оптимальне керування при великому значеннi
Q у моделi Vidale-Wolfe та як змiнюється керування в залежностi вiд витрат на рекла-
му залежно вiд часу. Були дослiдженнi випадки коли значення T мале або велике та
проiлюстровано на малюнках 10-11. Було розглянуто розв’язок у випадку малого зна-
чення Q. Окрiм цього, дослiдили випадки, коли T нескiнченне та отримали значення
оптимального контролю u = Q, коли Q є малим.

Результати обчислення у додатку А.
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5 Додаток А
Обчислення отриманi у Python при таких значеннях
!/usr/bin/env python3
-*- coding: utf-8 -*-
"
Created on Sat Nov 27 14:40:34 2021

@author: yurii
"import numpy as np
import matplotlib.pyplot as mpl
DATA
r=0.2
dlt=0.05 постiйна пропорцiйна ставка
ro=0.1 безперервна ставка дисконтування
Q=5 максимальна норма витрат на рекламу
pi=2 максимальний дохiд вiд реалiзацiї
x0=0.2
xT=0.3 цiлова частка ринку
t0=0.0
t1=0.5
t2=2
T=t1+t2
l=1
xs=max(1-2*dlt/(-ro+np.sqrt(ro**2+4*pi*r*dlt)),0)
xdax=r*Q/(r*Q+dlt)
ldax=pi/(ro+dlt+r*Q)
xhat=1-1/(r*ldax)
us=dlt*xs/(r*(1-xs))
ltau=pi/(ro+dlt)+(ldax-pi/(ro+dlt)*np.exp(-(ro+dlt)*(0-t1)))
def rhsDE(x,y):
return r*u*(1-x) - dlt*x
def rkm41(x,y):
k1=rhsDE(x,y)
k2=rhsDE(x+h/2,y+h/2*k1)
k3=rhsDE(x+h/2,y+h/2*k2)
k4=rhsDE(x+h/2,y+h/2*k3)
return y+h*(k1+2*k2+2*k3+k4)/6
def rhsDEa(x,y):
return r*u*(1-xs) - dlt*xs
def rkm41a(x,y):
k1=rhsDEa(x,y)
k2=rhsDEa(x+h/2,y+h/2*k1)
k3=rhsDEa(x+h/2,y+h/2*k2)
k4=rhsDEa(x+h/2,y+h/2*k3)
return y+h*(k1+2*k2+2*k3+k4)/6
def rhsDEb(x,y):
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return ro*x+x*(r*u+dlt)-pi
def rkm41b(x,y):
k1=rhsDEb(x,y)
k2=rhsDEb(x+h/2,y+h/2*k1)
k3=rhsDEb(x+h/2,y+h/2*k2)
k4=rhsDEb(x+h/2,y+h/2*k3)
return y+h*(k1+2*k2+2*k3+k4)/6

u=Q
n=44
h=(t1-t0)/n
mt1=[t0]
mx1=[x0]
for k in range(n):
xn=rkm41(mt1[k],mx1[k])
mx1.append(xn)
tn=mt1[k]+h
mt1.append(tn)
mpl.plot(mt1,mx1)
mpl.show()
u=us
n=44
h=(t2-t1)/n
mt2=[mt1[-1]]
mx2=[mx1[-1]]
for k in range(n):
xn=rkm41a(mt2[k],mx2[k])
mx2.append(xn)
tn=mt2[k]+h
mt2.append(tn)
mpl.plot(mt2,mx2)
mpl.show()
u=0
H=pi*xT-u+l*(r*u*(1-xT)-dlt*xT)
n=44
h=(T-t2)/n
mt3=[mt2[-1]]
mx3=[mx2[-1]]
for k in range(n):
xn=rkm41b(mt3[k],mx3[k])
mx3.append(xn)
tn=mt3[k]+h
mt3.append(tn)
mpl.plot(mt3,mx3)
mpl.show()
fig, ax = mpl.subplots(figsize=[4,4])
ax.plot(mt1,mx1,mt2,mx2,mt3,mx3)
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ax.set(title=’Оптимальна траєкторiя для випадку 1: x0 ≤ xsand xs ≥ xT ’)
mpl.text(0.2,0.4,’u∗ = Q’)
mpl.text(1.05,0.58,’u∗ = us’)
mpl.text(2.2,0.5,’u∗ = 0’)
mpl.xlabel(’Час ’)
mpl.ylabel(’Значення x’)
mpl.show()
u=Q
n=44
h=(T-t2)/n
mt4=[mt2[-1]]
mx4=[mx2[-1]]
for k in range(n):
xn=rkm41b(mt4[k],mx4[k])
mx4.append(xn)
tn=mt4[k]+h
mt4.append(tn)
mpl.plot(mt4,mx4)
mpl.show()
fig, ax1 = mpl.subplots(figsize=[4,4])
ax1.plot(mt1,mx1,mt2,mx2,mt4,mx4)
ax1.set(title="Оптимальна траєкторiя для випадку 2: x0 ≤ xs and xs ≤ xT ")
mpl.text(0.2,0.3,’u∗ = Q’)
mpl.text(1.05,0.4,’u∗ = us’)
mpl.text(2.2,0.7,’u∗ = Q’)
mpl.xlabel(’Час ’)
mpl.ylabel(’Значення x’)
mpl.show()
u=0
n=44
h=(t1-t0)/n
mt5=[t0]
mx5=[x0]
for k in range(n):
xn=rkm41b(mt5[k],mx5[k])
mx5.append(xn)
tn=mt5[k]+h
mt5.append(tn)
mpl.plot(mt5,mx5)
mpl.show()
u=us
n=44
h=(t2-t1)/n
mt6=[mt5[-1]]
mx6=[mx5[-1]]
for k in range(n):
xn=rkm41a(mt6[k],mx6[k])
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mx6.append(xn)
tn=mt6[k]+h
mt6.append(tn)
mpl.plot(mt6,mx6)
mpl.show()
u=0
n=44
h=(T-t2)/n
mt7=[mt6[-1]]
mx7=[mx6[-1]]
for k in range(n):
xn=rkm41b(mt7[k],mx7[k])
mx7.append(xn)
tn=mt7[k]+h
mt7.append(tn)
mpl.plot(mt7,mx7)
mpl.show()
fig, ax2 = mpl.subplots(figsize=[4,4])
ax2.plot(mt5,mx5,mt6,mx6,mt7,mx7)
ax2.set(title="Оптимальна траєкторiя для випадку 3: x0 ≥ xs and xs ≥ xT ")
mpl.text(0.2,0.8,’u∗ = 0’)
mpl.text(1.05,0.52,’u∗ = us’)
mpl.text(2.0,0.3,’u∗ = 0’)
mpl.xlabel(’Час ’)
mpl.ylabel(’Значення x’)
mpl.show()
u=Q
n=44
h=(T-t2)/n
mt8=[mt6[-1]]
mx8=[mx6[-1]]
for k in range(n):
xn=rkm41b(mt8[k],mx8[k])
mx8.append(xn)
tn=mt8[k]+h
mt8.append(tn)
mpl.plot(mt8,mx8)
mpl.show()
fig, ax2 = mpl.subplots(figsize=[4,4])
ax2.plot(mt5,mx5,mt6,mx6,mt8,mx8)
ax2.set(title="Оптимальна траєкторiя для випадку 4: x0 ≥ xs and xs ≤ xT")
mpl.text(0.25,0.6,’u∗ = 0’)
mpl.text(1.05,0.42,’u∗ = us’)
mpl.text(1.9,0.44,’u∗ = Q’)
mpl.xlabel(’Час ’)
mpl.ylabel(’Значення x’)
mpl.show()
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u=Q
n=44
h=(T-t2)/n
mt9=[t0]
mx9=[x0]
for k in range(n):
xn=rkm41(mt9[k],mx9[k])
mx9.append(xn)
tn=mt9[k]+h
mt9.append(tn)
mpl.plot(mt9,mx9)
mpl.show()
u=0
n=44
h=(T-t2)/n
mt10=[mt9[-1]]
mx10=[mx9[-1]]
for k in range(n):
xn=rkm41b(mt10[k],mx10[k])
mx10.append(xn)
tn=mt10[k]+h
mt10.append(tn)
mpl.plot(mt10,mx10)
mpl.show()
mpl.plot(mt9,mx9,mt10,mx10)
mpl.title("Оптимальна траєкторiя коли T мале у випадку 2: x0 < xs i xT < xs)
mpl.text(0.12,0.38,’u∗ = Q’)
mpl.text(0.3,0.31,’u∗ = 0’)
mpl.xlabel(’Час ’)
mpl.ylabel(’Значення x’)
mpl.show()
u=0
n=44
h=(T-t2)/n
mt11=[t0]
mx11=[x0]
for k in range(n):
xn=rkm41b(mt11[k],mx11[k])
mx11.append(xn)
tn=mt11[k]+h
mt11.append(tn)
mpl.plot(mt11,mx11)
mpl.show()
u=Q
n=44
h=(T-t2)/n
mt12=[mt11[-1]]
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mx12=[mx11[-1]]
for k in range(n):
xn=rkm41(mt12[k],mx12[k])
mx12.append(xn)
tn=mt12[k]+h
mt12.append(tn)
mpl.plot(mt12,mx12)
mpl.show()
mpl.plot(mt11,mx11,mt12,mx12)
mpl.title("Оптимальна траєкторiя коли T мале у випадку 2: x0 > xs i xT < xs;)
mpl.text(0.10,0.41,’u∗ = Q’)
mpl.text(0.3,0.32,’u∗ = 0’)
mpl.xlabel(’Час ’)
mpl.ylabel(’Значення x’)
mpl.show()
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