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1 Âñòóï

Iãðè ãîëîñóâàííÿ − îñîáëèâèé êëàñ TU -iãîð. Iãðè ãîëîñóâàííÿ íà-

ëåæàòü äî ïðîñòèõ iãîð, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü

â ðiçíèõ äåðæàâíèõ i ìiæíàðîäíèõ ñôåðàõ. Ñèòóàöiþ ãîëîñóâàííÿ

äëÿ äâîõ àëüòåðíàòèâ "çà"i "ïðîòè"ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi

ãðè ãîëîñóâàííÿ. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè ãðóïà ç n

ãðàâöiâ (öå ìîæóòü áóòè ïàðòi¨ â ïàðëàìåíòi, ìiíiñòðè â ðàäi, ÷ëåíè

ïðàâëiííÿ) ìà¹ óõâàëèòè ñïiëüíå ðiøåííÿ. ßêùî â öié ãðóïi íåìà¹

ãðàâöÿ, ÿêèé ìîæå ñàì óõâàëèòè ðiøåííÿ, òîäi ñòâîðþþòüñÿ êîà-

ëiöi¨. Ôîðìóâàííÿ êîàëiöié ¹ çâè÷àéíèì ÿâèùåì ó ïàðëàìåíòàõ ÷è

àñàìáëåÿõ. Êîàëiöiÿ, ÿêà ìîæå ïðèéíÿòè ðiøåííÿ áåç ãîëîñiâ iíøèõ

ãðàâöiâ, íàçèâà¹òüñÿ âèãðàøíîþ, àáî íàâïàêè − ïðîãðàøíîþ.

Äëÿ ðîçïîäiëó âïëèâó, íàïðèêëàä, ìiæ ïàðòiÿìè â ïàðëàìåíòi, äå

êîæíà ïàðòiÿ ìà¹ ðiçíó êiëüêiñòü ãîëîñiâ, âèêîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ

"iíäåêñ âïëèâó". Iíäåêñ âïëèâó � öå çàãàëüíèé ïîêàçíèê âiäíîñíî¨

ñèëè îêðåìèõ ïðåäñòàâíèêiâ. Iíäåêñè âïëèâó äîçâîëÿþòü îöiíèòè

ìîæëèâîñòi ó÷àñíèêiâ âïëèâàòè íà ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü. Âîíè òàêîæ

äîçâîëÿþòü ñôîðìóâàòè òàêó ïðîöåäóðó óõâàëåííÿ ðiøåíü, ó ðàì-

êàõ ÿêî¨ ðîçïîäië âïëèâó ó÷àñíèêiâ áëèçüêèé äî ðîçïîäiëó ãîëîñiâ

ìiæ íèìè. Iíäåêñ Øåïëi-Øóáiêà ¹ îäíèì ç íàéáiëüø âiäîìèõ i øèðî-

êî ïðèéíÿòèì ñïîñîáîì âèìiðþâàííÿ ñèëè ãðàâöiâ. Iíäåêñè Áàíçàôà

- Êîëåìàíà òà Äæîíñòîíà íå ìåíø åôåêòèâíi. Öi iíäåêñè ¹ iìîâið-

íiñíèìè çíà÷åííÿìè çàñíîâàíèìè íà ãðàíè÷íîìó âíåñêó ãðàâöÿ â

êîàëiöiþ, îäíàê êîæåí ç íèõ ìà¹ ñâîþ ñïåöèôiêó îá÷èñëåííÿ. Òà-

êîæ çóñòði÷àþòüñÿ iíäåêñè âïëèâó, çàñíîâàíi íà ìiíiìàëüíèõ âèãðà-
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øíèõ êîàëiöiÿõ. Ìiíiìàëüíà âèãðàøíà êîàëiöiÿ � öå êîàëiöiÿ, ÿêà

ìîæå ïðèéíÿòè çàêîíîïðîåêò, àëå ó÷àñòü êîæíîãî ó÷àñíèêà ÿêî¨ íå-

îáõiäíà. Iíäåêñ Äiãàíà - Ïàêåëà, çàñíîâàíèé íà ïðèïóùåííi, ùî âñi

ìiíiìàëüíi êîàëiöi¨-ïåðåìîæöi ¹ îäíàêîâî âiðîãiäíèìè i ùî ÷ëåíè äà-

íî¨ ìiíiìàëüíî¨ êîàëiöi¨ - ïåðåìîæöÿ îäíàêîâî âàæëèâi. Ñàìå iíäåêñ

ñóñïiëüíîãî áëàãà òà iíäåêñ Äiãåíà - Ïåêåëà ìîæíà çíàéòè íà îñíîâi

ìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîàëiöié.

Îòæå, ñèñòåìà ãîëîñóâàííÿ − öå ïðîñòà ìîíîòîííà ãðà, äå ¹äèíîþ

ìåòîþ ¹ âèãðàø, à ó÷àñíèêè ãðè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ëèøå òèì ÷è

çäàòíi âîíè âèãðàòè.
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2 Òåîðåòè÷íi ïîíÿòòÿ

Ïî÷íåìî ç âèçíà÷åííÿ ãðè ãîëîñóâàííÿ. Íåõàé N− ìíîæèíà ãðàâ-

öiâ, 2N− ìíîæèíè âèãðàøíèõ êîàëiöié. Òîäi ãðà (N, v) íàçèâà¹òüñÿ

ãðîþ ãîëîñóâàííÿ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè

1. v(S) ∈ {0, 1}: 1 äëÿ âèãðàøíèõ êîàëiöié, 0 â iíøîìó âèïàäêó

2. v(N) = 1

3. v çàäîâîëüíÿ¹ ìîíîòîíiñòü: S ⊆ T ⊆ N ⇒ v(S) ≤ v(T )

Ìîíîòîííiñòü ãîâîðèòü ïðî òå, ùî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ãðàâöiâ êî-

àëiöi¨ íå ìîæå ïåðåòâîðèòè ïåðåìîæíó êîàëiöiþ â ïðîãðàøíó: çáiëü-

øåííÿ ãðàâöiâ íå ïîâèííî çàøêîäèòè êîàëiöi¨.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà v(s) + v(N\S) ≤ 1,∀S ⊂ N , òî ãðà ãîëî-

ñóâàííÿ (N, v) íàçèâà¹òüñÿ âëàñíîþ.

Ñôîðìóëþ¹ìî ãðó ãîëîñóâàííÿ ó ôîðìi g = (N,W ), äåW - âèãðàøíi

êîàëiöi¨. W = {S ∈ 2N : v(S) = 1}

1. � /∈ W

2. N ∈ W

3. S ⊂ T, S ∈ W ⇒ T ∈ W

4. S, T ∈ W ⇒ S ∩ T 6= �

Îòæå, êîàëiàöiéíà ãðà ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä

v(S) =


1, S ∈ W

0, S /∈ W

8



ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü S /∈ W ⇒ N\S ∈ W i âèêîíóþòüñÿ

óìîâè (1)− (3) òî ïðîñòà ãðà g íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíîþ ïðîñòîþ ãðîþ.

Êîàëiöiþ v(S) ⊆ N áóäåìî íàçèâàòè ìiíiìàëüíîþ âèãðàøíîþ êîà-

ëiöi¹þ, ÿêùî v(S) = 1 i ∀i ∈ S : v(S\{i}) = 0. Âèãðàøíà êîàëiöiÿ

¹ ìiíiìàëüíîþ âèãðàøíîþ êîàëiöi¹þ, êîëè âèõiä áóäü-ÿêîãî ãðàâöÿ

ðîáèòü ¨¨ ïðîãðàøíîþ. Ìíîæèíó âèãðàøíèõ êîàëiöié ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç Wm.

Ïðèêëàä: Ðîçãëÿíåìî ãðó ãîëîñóâàííÿ (N, v) : N = {1, 2, 3, 4},

v(S) = 1 êîëè |S| ≥ 3 àáî |S| = 2 i 1 ∈ S, v(S) = 0 â iíøîìó âèïàäêó.

Ìíîæèíîþ âèãðàøíèõ êîàëiöié áóäå {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4},

{1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}. Òîäi ìíîæèíà ìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ

êîàëiöié:

Wm = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3, 4}}.

Íàâåäåìî íàñòóïíi ïîíÿòòÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ õàðàêòåðè-

çàöi¨ ãðàâöiâ â êîàëiöiÿõ.

� Íåõàé (N, v)− ïðîñòà ãðà. Ãðàâåöü i ∈ N− äèêòàòîð, ÿêùî {i}

¹äèíà ìiíiìàëüíà êîàëiöiÿ.Çà âèìîãàìè ïðîñòèõ iãîð ìîæå áóòè

áiëüøå îäíîãî äèêòàòîðà.

� Ãðàâåöü i ∈ N íàçèâà¹òüñÿ íóëü-ãðàâöåì, ÿêùî âií íå âõî-

äèòü äî æîäíî¨ ìiíiìàëüíî¨ âèãðàøíî¨ êîàëiöi¨ (i ∈ S äëÿ âñiõ

S ∈ Wm). Òàêèé ãðàâåöü ìîæå âïëèíóòè íà ïîâåäiíêó iíøèõ

ãðàâöiâ, àëå éîãî ïðèñóòíiñòü àáî âiäñóòíiñòü íà ðåçóëüòàò ãî-

ëîñóâàííÿ íå ïîçíà÷à¹òüñÿ.
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Íàñòóïíå ïîíÿòòÿ � âåòî ãðàâåöü, òîáòî öå ãðàâåöü, ÿêèé ìîæå ñà-

ìîñòiéíî çàáëîêóâàòè ðiøåííÿ, âèñòóïàþ÷è ïðîòè íüîãî.

� Ãðàâåöü i ∈ N ¹ âåòî-ãðàâöåì, ÿêùî N\{i} ¹ ïðîãðàøíîþ êî-

àëiöi¹þ. Iíàêøå i ¹ âåòî ãðàâöåì, ÿêùî äëÿ âñiõ ìiíiìàëüíèõ

âèãðàøíèõ êîàëiöié Wm, i ∈ Wm. Çâiäñè òàêîæ âèïëèâà¹, ùî

ãðàâåöü ç ïðàâîì âåòî ¹ ÷ëåíîì êîæíî¨ ìiíiìàëüíî¨ ïåðåìîæíî¨

êîàëiöi¨.

� Íåõàé (N, v)− ïðîñòà ãðà. Ãðàâåöi i, j ∈ N íàçèâàþòüñÿ ñèìå-

òðè÷íèìè, ÿêùî S ∪ i ∈ W ⇔ S ∪ j ∈ W äëÿ âñiõ ⊆ N\{i, j}

òàêèõ, ùî S /∈ W .

� Êîàëiöiÿ S íàçèâà¹òüñÿ áëîêóþ÷îþ, ÿêùîN\S /∈ W . Êîíöåïöiÿ

áëîêóþ÷î¨ êîàëiöi¨: öå êîàëiöiÿ, ÿêà ìîæå i íå áóòè âèãðàøíîþ,

àëå êîæíà ìiíiìàëüíà âèãðàøíà êîàëiöiÿ ìà¹ ìiñòèòè õî÷à á

îäíîãî ãðàâöÿ ç áëîêóþ÷î¨ êîàëiöi¨.

3 Âàãîâi iãðè ãîëîñóâàííÿ

Ó áàãàòüîõ ñèòóàöiÿõ, ÿêi âêëþ÷àþòü äåêiëüêîõ ãðàâöiâ, íàïðèêëàä,

âèáîðè, iñíó¹ ïîòðåáà ó ñïðàâåäëèâîìó ïðèéíÿòòi ðiøåíü, ó ÿêèõ êî-

æåí ãðàâåöü ìà¹ ðiçíèé âïëèâ íà ðåçóëüòàò. Âàãîâi iãðè ãîëîñóâàí-

íÿì ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïðèéíÿòòÿ òàêèõ ðiøåíü. Ó òàêèõ

iãðàõ íàäà¹òüñÿ äåÿêà êâîòà, i êîæåí àãåíò ó ãði ìà¹ âàãó. ßêùî

çàãàëüíà âàãà êîàëiöi¨ ãðàâöiâ ïåðåâèùó¹ êâîòó, òî öÿ êîàëiöiÿ ââà-

æà¹òüñÿ âèãðàøíîþ. Îòæå, âàãîâi iãîðè ãîëîñóâàííÿ, ñòèñëî ìîæíà
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îïèñàòè, òàê: êîæåí ãðàâåöü ìà¹ âàãó, i êîàëiöiÿ ïîâèííà äîñÿãòè

ïîðîãó (òîáòî êâîòè), ùîá ïåðåìîãòè. Ôîðìàëüíå âèçíà÷åííÿ íàñòó-

ïíå:

Ãðà g = (N, v, w, q) íàçèâà¹òüñÿ âàãîâîþ ãðîþ ãîëîñóâàííÿ àáî âà-

ãîâîþ ìàæîðèòàðíîþ ãðîþ, ÿêùî:

� w = (w1, w2, ..., wn) ∈ R2
+ âåêòîð âàã äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ

� q > 0

� Êîàëiöiÿ S íàçèâà¹òüñÿ âèãðàøíîþ (v(S) = 1) ÿêùî
∑

i∈S wi ≥

q, â iíøîìó âèïàäêó íàâïàêè (v(S) = 0)
∑

i∈S wi < q

�

∑
i∈N wi ≥ q

Òîé ôàêò, ùî êîæåí ãðàâåöü ìà¹ äîäàòíþ (àáî íóëüîâó) âàãó ãàðàí-

òó¹, ùî ãðà áóäå ìîíîòîííîþ. Ïîçíà÷àòèìåìî âàãîâó ãðó ãîëîñóâà-

ííÿ g = (N,w, q) ÿê [ q;w1, w2..., wn] . Êâîòà ìîæå âèçíà÷àòèñü ÿê

íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå çà ïîëîâèíó êiëüêîñòi ãðàâöiâ.

Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

v(S) =


1, w(S) ≥ q

0, w(S) < q

Êîæíà âàãîâà ãðà ãîëîñóâàííÿ çîáðàæà¹ ïðîñòó ãðó ãîëîñóâàííÿ.

Àëå íå âñi ïðîñòi iãðè ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ÿê âàãîâi iãðè ãî-

ëîñóâàííÿ.

Ïðèêëàä: Ðîçãëÿíåìî ãðó ãîëîñóâàííÿ (N, v) : N = {1, 2, 3, 4},
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v(1) = v(2) = v(3) = v(4) = v(1, 3) = v(2, 4) = 0, v(1, 2) = v(3, 4) =

v(N) = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè (N, v) çà äîïîìî-

ãîþ âàãîâî¨ ãðè ãîëîñóâàííÿ [ q;w1, w2, w3, w4] . Ìîæíà ñôîðìóâàòè

òàêi íåðiâíîñòi:

v({1, 2}) = 1 òîìó w1 + w2 ≥ q

v({3, 4}) = 1 òîìó w3 + w4 ≥ q

v({1, 3}) = 0 òîìó w1 + w3 < q

v({2, 4}) = 0 òîìó w2 + w4 < q

Àëå òîäi, w1 + w2 + w3 + w4 ≥ 2q i w1 + w2 + w3 + w4 < 2q. Îòæå,

(N, v) íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê âàãîâà ãðà ãîëîñóâàííÿ.

Äåÿêi âàãîâi iãðè ãîëîñóâàííÿ ïðåäñòàâëÿþòü îäíó i òó æ ïðîñòó ãðó:

äâi âàãîâi ãðè ãîëîñóâàííÿ, ÿêi ìàþòü ðiçíi êâîòè òà âàãè, ìîæóòü

ìàòè îäíàêîâi ïåðåìîæíi êîàëiöi¨. Äâi âàãîâi ãðèG = [ q;w1, w2, ..., wn]

i G
′

= [ q′;w
′

1, w
′

2, ..., w
′

n] íàçèâàþòüñÿ ¹êâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ∀S ⊆

N,w(S) ≥ q ÿêùî i w
′
(S) ≥ q

′
.

Çîáðàæåííÿ âàãîâî¨ ìîæîðèòàðíî¨ ãðè (N, v, w, q) íàçèâà¹òüñÿ

� íîðìàëiçîâàíèì, ÿêùî
∑

i∈N wi = 1

� îäíîðiäíèì, ÿêùî
∑

i∈S wi îäíàêîâà äëÿ âñiõ S ∈ Wm

Âàãîâà ãðà ãîëîñóâàííÿ (N, v, w, q)

� âëàñíà, ÿêùî q > 1
2

∑
i∈N wi

� îäíîðiäíà, ÿêùî âîíà ìà¹ îäíîðiäíå çîáðàæåííÿ, òîáòî ÿêùî

iñíó¹ òàêå çîðàæåííÿ, ùî
∑

i∈S wi = q äëÿ âñiõ S ∈ Wm

Ïðèêëàä:
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� N = {1, 2, 3, 4}. Çàäàíî ãðó [q; 16, 8, 4, 1]. Äàìî âèçíà÷åííÿ äëÿ

ãðàâöiâ öi¹¨ ãðè ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿ êâîòè.

� q = 18: Ìíîæèíà âèãðàøíèõ êîàëiöié W = {{1, 2}, {1, 3},

{1, 2, 3}, {1, 2, 4}}. Ãðàâåöü 1 − âåòî-ãðàâåöü. Ìíîæèíà ìi-

íiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîàëiöié

Wm = {{1, 2}, {1, 3}}. Ãðàâåöü 4 − íóëü-ãðàâåöü, îñêiëüêè

íå âõîäèòü äî æîäíî¨ ìiíiìàëüíî¨ âèãðàøíî¨ êîàëiöi¨.

� q = 15: Ìíîæèíà âèãðàøíèõ êîàëiöié W = {{1}, {1, 2},

{1, 3}, {1, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}}. Ìíîæèíà ìiíiìàëüíèõ âè-

ãðàøíèõ êîàëiöiéWm = {{1}}. Ãðàâåöü 1 − äèêòàòîð. Ãðà-

âåöi 2, 3, 4 − íóëü-ãðàâöi.

� q = 24: Ìíîæèíà âèãðàøíèõ êîàëiöiéW = {{1, 2}, {1, 2, 3},

{1, 2, 4}}. Ãðàâåöü 1− âåòî-ãðàâåöü. Ìíîæèíà ìiíiìàëüíèõ

âèãðàøíèõ êîàëiöié Wm = {{1, 2}}. Ãðàâåöü 3 i 4 − íóëü-

ãðàâöi.

� Çàäàíî ãðó [9; 5, 5, 4, 3]. Ìíîæèíà âèãðàøíèõ êîàëiöiéW = {{1, 2},

{1, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}}. Ãðàâöi 1 i 2 − ñèìå-

òðè÷íi. Ìíîæèíà ìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîàëiöiéWm = {{1, 2}}.

Ãðàâåöü 3 i 4 − íóëü-ãðàâöi.

� Äëÿ âàãîâèõ iãîð ãîëîñóâàííÿ [q; 8, 4, 2] i [q; 7, 5, 2] ïîòðiáíî çíà-

éòè íàéìåíøå çíà÷åííÿ êâîòè, ïðè ÿêié âñi òðè ãðàâöi ¹ âåòî

ãðàâöÿìè.

Âåòî-ãðàâåöü âõîäèòü äî êîæíî¨ âèãðàøíî¨ êîàëiöi¨, â öüîìó

âèïàäêó, ùîá áóëî òðè âåòî-ãðàâöÿ W = {{1, 2, 3}}. q = 13−
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íàéìåíøå çíà÷åííÿ êâîòè, ïðè ÿêîìó âñi òðè ãðàâöi ¹ âåòî-

ãðàâöÿìè.

4 Iíäåêñè âïëèâó

4.1 Êëàñè÷íi iíäåêñè âïëèâó

Iíäåêñ âïëèâó � öå n-âåêòîð, åëåìåíòè ÿêîãî ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíó

çäàòíiñòü êîæíîãî ãðàâöÿ âèçíà÷àòè ðåçóëüòàò çàãàëüíîãî ãîëîñóâà-

ííÿ. Iíäåêñ äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäíîñíà êiëüêiñòü

ðàçiâ, êîëè ãðàâåöü ìîæå âïëèíóòè íà ðiøåííÿ, ïåðåäàþ÷è ñâîþ âà-

ãó ãîëîñó êîàëiöi¨, ÿêà ïðîãðà¹ áåç íüîãî, àëå âèãðà¹ ðàçîì ç íèì.

Êëàñè÷íi iíäåêñè âïëèâó, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ äî ïðîñòèõ iãîð, ëè-

øå âðàõîâóþòü ïàðòi¨, ãðàâöiâ àáî âèáîðöiâ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ iãðè ç

àïðiîðíèìè ñïiëêàìè, òîáòî êîàëiöiÿìè ìiæ ïàðòiÿìè, ãðàâöÿìè ÷è

âèáîðöÿìè. Ìè âèìiðþ¹ìî âëàäó êîæíî¨ ïàðòi¨, ãðàâöÿ ÷è âèáîðöÿ,

êîëè ñåðåä íèõ ¹ êîàëiöi¨. Çîêðåìà, äîñëiäæóþòüñÿ ðåàëüíi ñèòóàöi¨

ñèñòåì ãîëîñóâàííÿ.

Îäíèì ç âàæëèâèõ ïîíÿòü, ùî âèçíà÷à¹ âïëèâ ãðàâöÿ, ¹ óÿâëåííÿ

ïðî òå, ùî âií ¹ êðèòè÷íèì ãðàâöåì. Äëÿ êîàëiöiÿ S, êðèòè÷íèì

ãðàâöåì i ¹ ãðàâåöü, çàâäÿêè ÿêîìó êîàëiöiÿ ïåðåìîæå, S\{i} /∈

W (v). Òàêó êîàëiöiþ S ∈ W íàçèâàþòü âðàçëèâîþ àáî êâàçiìiíi-

ìàëüíîþ âèãðàøíîþ êîàëiöi¹þ, òîáòî äëÿ ÿêî¨, âèõiä õî÷à á îäíîãî

ç ÷ëåíiâ êîàëiöi¨ çðîáèòü ¨¨ ïðîãðàøíîþ. Ìíîæèíó âðàçëèâèõ êîà-

ëiöié ïîçíà÷àòèìåìî ÿê SW (v), à ìíîæèíó ðàçëèâèõ êîàëiöié äëÿ

ÿêèõ ãðàâåöü i êðèòè÷íèé − SWi(v).
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Ó âàãîâié ãði ãîëîñóâàííÿ, âïëèâ àáî ñèëà íå çàâæäè îá ðóíòîâàíî

âiäîáðàæàþòüñÿ âàãàìè. Öåé ôàêò äîáðå âiäîìèé i ñïðîâîêóâàâ âè-

íàõiä iíäåêñiâ âïëèâó, òîáòî âiäîáðàæåííÿ φ : SN → RN
+ , ÿêå êîæíié

ïðîñòié ãði ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð RN
+ , ùî âiäîáðàæà¹

âïëèâ ãðàâöÿ íà îñòàòî÷íå ãðóïîâå ðiøåííÿ. Îäíèì iç íàéáiëüø

âiäîìèõ iíäåêñiâ âïëèâó ¹ iíäåêñ Øåïëi-Øóáiêà. Éîãî ìîæíà âè-

çíà÷èòè ÷åðåç íàñòóïíó ôîðìóëó

ψss
i (g) =

∑
S∈SWi

(S − 1)!(n− S)!

n!
, i ∈ N (1)

äå s = |S|

Iíäåêñ âïëèâó Øåïëi-Øóáiêà ðîçðàõîâóþòüñÿ íà ïiäñòàâi êâàçiìiíi-

ìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîàëiöié, ó ÿêèõ âiäïîâiäíèé ãðàâåöü ¹ êðèòè-

÷íèì. Iíøà iíòåðïðåòàöiÿ öüîãî iíäåêñà � öå âiäñîòîê ïåðåñòàíîâîê

óñiõ ãðàâöiâ, ó ÿêèõ i êðèòè÷íèé.

Äëÿ êðèòè÷íîãî ãðàâöÿ i êiëüêiñòü óïîðÿäêîâàíèõ åëåìåíòiâ ìíî-

æèíè SWi òà ¨¨ äîïîâíåííÿ (êðiì ãðàâöÿ i), äîðiâíþ¹ (S−1)!(n−S)!
n! ,

äå s - êiëüêiñòü ÷ëåíiâ êîàëiöi¨ S ∈ SWi, à n− çàãàëüíà êiëüêiñòü

ãðàâöiâ. Iíäåêñ Øåïëi-Øóáiêà ïðèïèñó¹ ðiçíèì êîàëiöiÿì ðiçíó âà-

ãó. ×èì áiëüøèé ðîçìið êîàëiöi¨, â ÿêié ãðàâåöü i ¹ êëþ÷îâèì, òèì

áiëüøèé âíåñîê â îöiíêó éîãî âïëèâó

Äëÿ ãðè (N, v) iíäåêñ Øåïëi-Øóáiêà øóêàòèìåìî çà ôîðìóëîþ

ψss
i (v) =

∑
S⊂N\{i}

|S|!(|N | − |S| − 1)!

|N |!
(v(S ∪ {i})− v(S)), i ∈ N (2)
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Iíäåêñ âïëèâó Áàíçàôà òàêîæ ðîçðàõîâó¹òüñÿ íà ïiäñòàâi êâàçi-

ìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîàëiöié. ßêùî θi− öå êiëüêiñòü êîàëiöié,

äå ãðàâåöü i êðèòè÷íèé, òî iíäåêñ Áàíçàôà ψbc
i äëÿ íüîãî ñòàíîâèòü

ψbc
i (g) =

θi(g)∑
j∈N θj(g)

, i ∈ N (3)

Öåé iíäåêñ áàçó¹òüñÿ íà ïðèïóùåíi, ùî âïëèâ ãðàâöÿ ïðîïîðöiéíèé

êiëüêîñòi êîàëiöié, â ÿêèõ öåé ãðàâåöü êðèòè÷íèé.

Íåíîðìàëiçîâàíèì iíäåêñîì âïëèâó Áàíçàôà-Êîëåìàíà −

öå âiäíîøåííÿ ÷èñëà êîàëiöié, â ÿêèõ i êðèòè÷íèé äî ÷èñëà âñiõ ìî-

æëèâèõ êîàëiöié ç ó÷àñòþ ãðàâöÿ i

ψB
i (g) =

|SWi(g)|
2n−1

, i ∈ N (4)

Çíà÷åííÿ iíäåêñó Áàíçàôà - Êîëåìàíà ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ â äi-

àïàçîíi âiä íóëÿ äî îäèíèöi. Îäíàê íà âiäìiíó âiä iíäåêñó Áàíöà-

ôà - Êîëåìàíà, ùî ¹ âiäíîñíîþ âåëè÷èíîþ, íåíîðìàëiçîâàíèé ií-

äåêñ Áàíçàôà-Êîëåìàíà − âåëè÷èíà àáñîëþòíà: ÿêùî äâà ãðàâöÿ

íå âñòóïàòèìóòü â êîàëiöiþ, òî öå ïîçíà÷èòüñÿ íà iíäåêñi Áàíçàôà-

Êîëåìàíà äëÿ âñiõ ãðàâöiâ, àëå äëÿ íåíîðìàëiçîâàíîãî iíäåêñà Áàí-

çàôà - Êîëåìàíà çìiíèòüñÿ òiëüêè äëÿ öèõ äâîõ ãðàâöiâ. Ïðè÷èíà

â òîìó, ùî ñóìà âñiõ iíäåêñiâ Áàíçàôà - Êîëåìàíà â îäíié ãði ñòà-

íîâèòü îäèíèöþ i, âiäïîâiäíî, ïðè çìåíøåííi iíäåêñó âïëèâó îäíîãî

ãðàâöÿ iíäåêñ âïëèâó iíøèõ çáiëüøó¹òüñÿ. Ñóìà iíäåêñiâ âïëèâó íå-

íîðìàëiçîâàíîãî Áàíçàôà - Êîëåìàíà íå äîðiâíþ¹ îäèíèöi, i âïëèâ

ãðàâöÿ çàëåæèòü òiëüêè âiä íüîãî ñàìîãî.
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Ùå îäèí iíäåêñ, ÿêèé ðîçðàõîâó¹òüñÿ íà ïiäñòàâi êâàçiìiíiìàëüíèõ

âèãðàøíèõ êîàëiöié − iíäåêñ Äæîíñòîíà

ψj
i (g) =

Ji(g)∑
k∈N Jk(g)

=
1

|SW (g)|
∑

S∈SWi(g)

1

|χ(S)|
, i ∈ N (5)

äå Ji(g) =
∑

S∈SWi

1
dS
− àáñîëþòíèé iíäåêñ. dS− êëüêiñòü êðèòè÷íèõ

ãðàâöiâ â êîàëiöi¨ S.

Â iíäåêñi Äæîíñîíà âðàõîâó¹òüñÿ çàãàëüíà êiëüêiñòü êðèòè÷íèõ ãðàâ-

öiâ ó êîàëiöi¨: íàéáiëüøèé âïëèâ ìà¹ ãðàâåöü, ÿêèé ¹ ó ñâî¨é êîàëiöi¨

¹äèíèé êðèòè÷íèé.

Iíäåêñ Äiãåíà-Ïåêåëà çáiãà¹òüñÿ ç iíäåêñîì Äæîíñòîíà, êîëè SWi(g)

= Wm(g) (òîáòî ÿêùî ìíîæèíà êâàçiìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîà-

ëiöié äëÿ ãðàâöÿ i çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ

êîàëiöié).

ψdp
i (g) =

1

|Wm|
∑

S∈Wm
i

1

|S|
, i ∈ N (6)

äå δi =
∑

S∈Wm
i

1
|S|− àáñîëþòíèé iíäåêñ Äiãåíà-Ïåêåëà.

Öåé iíäåêñ çàñíîâàíèé íà òðüîõ ïðèïóùåííÿõ: ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëü-

êè ìiíiìàëüíi âèãðàøíi êîàëiöi¨; ùî âîíè ðiâíîéìîâiðíi; i ùî âïëèâ

äiëèòüñÿ ñåðåä ó÷àñíèêiâ êîàëiöi¨ ïîðiâíî.

Iíäåêñ ñóñïiëüíîãî áëàãà

ψpg
i (g) =

|Wm
i |∑

j∈N |Wm
j (g)|

, i ∈ N (7)
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ïîäiáíèé äî iíäåêñó Áàíçàôà-Êîëåìàíà, îñíîâíà âiäìiíiñòü ïîëÿãà¹

â òîìó, ùî âðàõîâóþòüñÿ òiëüêè ìiíiìàëüíi âèãðàøíi êîàëiöi¨, â ÿêèõ

ãðàâåöü i êðèòè÷íèé.

4.1.1 Âëàñòèâîñòi

Íåõàé iíäåêñ âïëèâó ψ çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü

� åôåêòèâíîñòi: ÿêùî
∑

i∈N ψi(N,W ) = 1 äëÿ âñiõ ïðîñòèõ iãîð

(N,W ).

� íóëü - ãðàâöÿ: ÿêùî ψi(N,W ) = 0 äëÿ âñiõ íóëü - ãðàâöiâ i ∈ N

i âñiõ ïðîñòèõ iãîð (N,W ).

� ñèìåòði¨: ÿêùî ψi(N,W ) = ψj(N,W ) äëÿ âñiõ ñèìåòðè÷íèõ

ãðàâöiâ i, j ∈ N i âñiõ ïðîñòèõ iãîð (N,W ).

Óñi âèùå íàâåäåíi iíäåêñè, îêðiì íåíîðìàëiçîâàíîãî iíäåêñó Áàíçà-

ôà - Êîëåìàíà çàäîâîëüíÿþòü öi òðè âëàñòèâîñòi. Íåíîðìàëiçîâàíî-

ãî iíäåêñ Áàíçàôà - Êîëåìàíà íå çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü åôåêòèâ-

íîñòi, âëàñòèâiñòü íóëü - ãðàâöÿ i ñèìåòði¨− çàäîâîëüíÿ¹.

� çàãàëüíîãî âïëèâó: ÿêùî
∑

i∈N ψi(N,W ) = µ(W )/2n−1, äå µ(W ) =∑
i∈N |SWi| äëÿ âñiõ ïðîñòèõ iãîð (N,W ) .

� çàäîâîëüíÿ¹ òðàíñôåð - àêñiîìó: ÿêùî ψ(N,W ∨V )+ψ(N,W ∧

V ) = ψ(N,W ) +ψ(N, V ) äëÿ âñiõ ïðîñòèõ iãîð (N,W ) i (N, V ).
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Òðàíñôåð - àêñiîìó çàäîâîëüíÿ¹ iíäåêñ Øåïëi - Øóáèêà òà íåíîð-

ìàëiçîâàíèé iíäåêñ Áàíçàôà - Êîëåìàíà, ÿêèé òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹

âëàñòèâiñòü çàãàëüíîãî âïëèâó.

4.2 Iíäåêñè âïëèâó, ÿêi âðàõîâóþòü éìîâiðíiñòü âèíèêíå-

ííÿ êîàëiöi¨

Êëàñè÷íi iíäåêñè âèõîäÿòü iç ïðèïóùåííÿ, ùî âñi ãðàâöi ìîæóòü

âñòóïàòè äî êîàëiöi¨ îäèí ç îäíèì i âñi êîàëiöi¨ ðiâíîéìîâiðíi. Âîíè

íå âðàõîâóþòü âiäíîñèí ãðàâöiâ ìiæ ñîáîþ, ¨õ iíòåðåñiâ, iäåîëîãi÷íèõ

ïîçèöié. Öi iíäåêñè âèìiðþþòü ïîòåíöiàë êîæíîãî ãðàâöÿ, ùî âií ìiã

áè çðîáèòè, ìàþ÷è äåÿêó êiëüêiñòü ãîëîñiâ. Ùîá âèìiðÿòè ðåàëüíèé,

àïîñòåðiîðíèé âïëèâ, íåîáõiäíî ïðîàíàëiçóâàòè õàðàêòåð âçà¹ìîâiä-

íîñèí ìiæ ãðàâöÿìè òà îöiíèòè éìîâiðíiñòü âèíèêíåííÿ êîàëiöi¨.

Çàïèøåìî âèùå íàâåäåíi iíäåêñè âïëèâó ç óðàõóâàííÿì éìîâiðíîñòi

âèíåêíåííÿ êîàëiöié.

Îäíèì ç iíäåêñiâ, â ÿêîìó âðàõîâàíî ïåðåâàãè ãðàâöiâ ùîäî ïàðòíå-

ðiâ ïî êîàëiöi¨ ¹ iíäåêñ Àëåñêåðîâà.

Iíäåêñ Àëåñêåðîâà äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ i ðîçðàõîâó¹òüñÿ íà îñíîâi

ñóìè ôóíêöié ñèë çâ'ÿçêó f(i, S) ãðàâöÿ i çà âñiìà êîàëiöiÿìè S, äå

âií ¹ êëþ÷îâèì ãðàâöåì:

α(i) =
χi∑
j∈N χj

äå χi =
∑

S∈SWi
f(i, S).

Ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ ñèëè çâ'ÿçêó:
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� f+(i, S) =
∑

j∈S pij
|S| − ñåðåäíÿ ñèëà çâ'ÿçêó i

� f−(i, S) =
∑

j∈S pji
|S| − ñåðåäíÿ ñèëà çâ'ÿçêó ç i

� f(i, S) = 1
2(f+(i, S) + f−(i, S))− ñåðåäíÿ ñèëà çâ'ÿçêó äëÿ i

� f+(S) =
∑

i∈S f+(i,S)

|S| − ñåðåäíÿ ïîçèòèâíà ñèëà çâ'ÿçêó ó S

� f−(S) =
∑

i∈S f−(i,S)

|S| − ñåðåäíÿ íåãàòèâíà ñèëà çâ'ÿçêó ó S

� f(S) =
∑

i∈S f(i,S)

|S| − ñåðåäíÿ ñèëà çâ'ÿçêó â S

� f+min(i, S) = minj pij− ìiíiìàëüíà ñèëà çâ'ÿçêiâ i

� f+max(i, S) = maxj pij− ìàêñèìàëüíà ñèëà çâ'ÿçêiâ i

� fmf(i, S) = 1
2(minj pij+maxj pij)− ìàêñèìàëüíå êîëèâàííÿ ñèëè

çâ'ÿçêiâ i

� f−min(i, S) = minj pji− ìiíiìàëüíà ñèëà çâ'ÿçêó iíøèõ ãðàâöiâ ó

S ç i

� f−max(i, S) = minj pji− ìàêñèìàëüíà ñèëà çâ'ÿçêó iíøèõ ãðàâöiâ

ó S ç i

� fmaxmin(S) = maximinjpij− ñèëà çâ'ÿçêiâ maxmin

� fminmax(S) = minimaxjpji− ñèëà çâ'ÿçêiâ minmax

� fmf(i, S) = 1
2(fmaxmin(S) + fminmax(S))− ìàêñèìàëüíå êîëèâàí-

íÿ ñèëè çâ'ÿçêiâ
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äå pij− äiéñíå ÷èñëî (pij ∈ [0, 1]), ÿêèì çàäàíî áàæàííÿ ôðàêöi¨ i

óâiéòè â êîàëiöiþ ç ôðàêöi¹þ j.

Iíäåêñ Øåïëi-Øóáèêà òåæ ìîæíà çàïèñàòè çà àíîëîãi¹þ iíäåêñà

Àëåêñåðîâà. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî, ùîá âàãà êîæíî¨ êîàëiöi¨ çàëåæà-

ëà íå òiëüêè âiä ¨¨ ðîçìiðó, àëå i âiä âiäíîñèí óñåðåäèíi êîàëiöi¨, ùî

ìîæíà îöiíèòè çà äîïîìîãîþ ñèëè çâ'ÿçêó ãðàâöÿ ç ïàðòíåðàìè ïî

êîàëiöi¨ pij. Îòæå, ìîäèôiêîâàíèé iíäåêñ Øåïëi-Øóáèêà ìà¹

íàñòóïíèé âèãëÿä

ψssM (g) = ψssM

i /ψssM

i + ...+ ψssM

n (8)

äå

ψssM

i (g) =
∑

S∈SWi

(S − 1)!(n− S)!

n!
· f(i, S)

Ìîäèôiêîâàíèé iíäåêñ Äæîíñòîíà

ψjM (g) =
Ji(g)∑

k∈N Jk(g)
(9)

äå Ji(g) =
∑

S∈SWi

1
dS

cot f(i, S). dS− êëüêiñòü êðèòè÷íèõ ãðàâöiâ â

êîàëiöi¨ S.

Ïîäiáíî çàïèñó¹ìî ìîäèôiêîâàíèé iíäåêñ Äiãåíà - Ïåêåëà

ψdpM

i (g) =
δi(g)∑

k∈N δk(g)
(10)

äå δi =
∑

S∈Wm
i

1
|S| cot f(i, S)− àáñîëþòíèé iíäåêñ Äiãåíà-Ïåêåëà.

Ìîäèôiêîâàíèé iíäåêñ ñóñïiëüíîãî áëàãà
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ψpgM

i (g) =
χi∑

j∈N χj(g)
, χi =

∑
S ∈ Wmf(i, S) (11)

5 Iíäåêñè âïëèâó äëÿ ïàðëàìåíòó Íiìå÷÷èíè

5.1 Îñíîâíi âiäîìîñòi ïðî ïàðëàìåíò Íiìå÷÷èíè

Â Ôåäåðàòèâíié Ðåñïóáëiöi Íiìå÷÷èíà äi¹ îäíîïàëàòíèé ïàðëàìåíò

− Áóíäåñòàã. Êîæíi ÷îòèðè ðîêè ïiä ÷àñ âèáîðiâ äî Áóíäåñòàãó ãðî-

ìàäÿíè âèçíà÷àþòü, õòî ïðåäñòàâëÿòèìå ¨õíi iíòåðåñè. Âèáîðöi ãî-

ëîñóþòü çà äâîìà ñïèñêàìè − ìàæîðèòàðíèì òà ïàðòiéíèì. Äåð-

æàâíà âëàäà â Íiìå÷÷èíi îði¹íòó¹òüñÿ íà êëàñè÷íèé ïîäië íà òðè

ñêëàäîâi: çàêîíîäàâ÷ó, ñóäîâó òà âèêîíàâ÷ó âëàäó, ÿêi íà âçà¹ìíié

îñíîâi êîíòðîëþþòü îäíà îäíó. Ó ðàìêàõ öi¹¨ âçà¹ìîäi¨, Áóíäåñòàãó

âiäâîäèòüñÿ ðîëü çàêîíîäàâ÷î¨ âëàäè. Ãîëîâíi çàâäàííÿ Áóíäåñòàãó:

óõâàëåííÿ çàêîíiâ, âèáîðè ôåäåðàëüíîãî êàíöëåðà òà êîíòðîëü çà

äiÿëüíiñòþ óðÿäó. Êðiì òîãî, Áóíäåñòàã áåðå ó÷àñòü ó ïðèçíà÷åííi

íà iíøi âàæëèâi ïîñòè. Âií îáèðà¹ ïîëîâèíó ñóääiâ äî Ôåäåðàëüíîãî

êîíñòèòóöiéíîãî ñóäó, ïðåçèäåíòà òà âiöå-ïðåçèäåíòà Ôåäåðàëüíî¨

ðàõóíêîâî¨ ïàëàòè, à òàêîæ Ôåäåðàëüíîãî óïîâíîâàæåíîãî ç îõî-

ðîíè äàíèõ òà ñâîáîäè iíôîðìàöi¨. Ùîäî óðÿäó Áóíäåñòàã âèêîíó¹

âàæëèâó êîíòðîëüíó ôóíêöiþ. Íi Ôåäåðàëüíèé êàíöëåð, íi õòîñü iç

ìiíiñòðiâ íå ìîæå óíèêíóòè öüîãî ïàðëàìåíòñüêîãî êîíòðîëþ.
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5.2 Àíàëiç 20 - ãî Áóíäåñòàãó

5.2.1 Êëàñè÷íi iíäåêñè âïëèâó

Ðîçãëÿíåìî âèùå íàâåäåíi iíäåêñè íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi, çîêðå-

ìà íà ïàðëàìåíòi Íiìå÷÷èíè. Ïîðiâíÿ¹ìî âïëèâ ïàðòié îñòàííiõ äâîõ

ñêëèêàíü, äå âèáîðè äî îñòàííüîãî âiäáóëèñü öüîãî ðîêó.

Âèáîðè äî Íiìåöüêîãî Áóíäåñòàãó 20-ãî ñêëèêàííÿ, ùî âiäáóëèñÿ 26

âåðåñíÿ 2021 ðîêó, ïðèçâåëè äî iñòîòíèõ çìií ó ñêëàäi ïàðëàìåíòó.

20-é Áóíäåñòàã, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 736 äåïóòàòiâ ñòàâ íàéáiëüøèì çà

÷èñåëüíiñòþ çà âñþ ñâîþ iñòîðiþ. Äî öüîãî ÷àñó íàéáiëüøèì áóâ ïàð-

ëàìåíò 19-ãî ñêëèêàííÿ, â ÿêîìó çàñiäàëè 709 äåïóòàòiâ. Íàéáiëü-

øó êiëüêiñòü ìiñöü îòðèìàëà Ñîöiàë-äåìîêðàòè÷íà ïàðòiÿ Íiìå÷÷è-

íè (SPD) − 206, ïàðòi¨ Õðèñòèÿíñüêî-äåìîêðàòè÷íèé ñîþç (CDU) i

Õðèñòèÿíñüêî-ñîöiàëüíèé ñîþç (CSU), ÿêi çà òðàäèöi¹þ óòâîðþþòü

¹äèíó ôðàêöiþ, îòðèìàëè 196 ìiñöü. Áëîê CDU/CSU ïîêàçàâ íà âè-

áîðàõ íàéãiðøèé ðåçóëüòàò çà âåñü ïåðiîä ñòâîðåííÿ ôðàêöi¨. 118

ìiñöü îòðèìàëà ôðàêöiÿ Ñîþç 90/Çåëåíi (Gr�unen), 92 ìiñöü � ôðà-

êöiÿ Âiëüíà äåìîêðàòè÷íà ïàðòiÿ, 83 - Àëüòåðíàòèâà äëÿ Íiìå÷÷èíè

(AfD), 39 - ïàðòiÿ Ëiâèõ (Die Linke), 1 - Ñîþç ïiâäåííîøëåçâiçüêèõ

âèáîðöiâ (SSW).

Îòæå, çà äîïîìîãîþ ãðè ãîëîñóâàííÿ çìîäåëþ¹ìî äiÿëüíiñòü ïàðëà-

ìåíòó 20-ãî ñêëèêàííÿ, âèáîðè äî ÿêîãî âiäáóëèñü 26 âåðåñíÿ 2021

ðîêó.

Äëÿ áiëüøîñòi â ïàðëàìåíòi ïîòðiáíî 368 ìiñöü. Îòæå, âàãîâà ìàæî-

ðèòàðíà ãðà ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä:
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g = [368; 206, 196, 118, 92, 83, 39, 1]

Ãðó ãîëîñóâàííÿ ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

Çàïèøåìî ìíîæèíè êâàçiìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîàëiöié äëÿ êî-

æíîãî ãðàâöÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ çíàõîäæåííÿ iíäåêñiâ

Øåïëi-Øóáèêà, Áàíçàôà - Êîëåìàíà, íåíîðìàëiçîâàíîãî iíäåêñó Áàí-

çàôà - Êîëåìàíà òà iíäåêñó Äæîíñòîíà (ó êîæíié êêîàëiöi¨ ïiäêðå-

ñëåíî êðèòè÷íèõ ãðàâöiâ):

SW1 = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 6}, {1, 2, 7}, {1, 3, 4},

{1, 3, 5}, {1, 4, 5}, {1, 2, 3, 6}, {1, 2, 3, 7}, {1, 2, 4, 6}, {1, 2, 4, 7}, {1, 2, 5, 6},

{1, 2, 5, 7}, {1, 2, 6, 7}, {1, 3, 4, 5}, {1, 3, 4, 6}, {1, 3, 4, 7}, {1, 3, 5, 6},

{1, 3, 5, 7}, {1, 4, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}, {1, 2, 3, 6, 7}, {1, 2, 4, 6, 7}, {1, 2, 5, 6, 7},

{1, 3, 4, 5, 6}, {1, 3, 4, 5, 7}, {1, 3, 4, 6, 7}, {1, 3, 5, 6, 7}, {1, 4, 5, 6, 7},

{1, 3, 4, 5, 6, 7}}

SW2 = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 6}, {1, 2, 7}, {2, 3, 4},

{2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {1, 2, 3, 6}, {1, 2, 3, 7}, {1, 2, 4, 6}, {1, 2, 4, 7},

{1, 2, 5, 6}, {1, 2, 5, 7}, {1, 2, 6, 7}, {2, 3, 4, 5}{2, 3, 4, 6}, {2, 3, 4, 7},

24



{2, 3, 5, 6}, {2, 3, 5, 7}, {2, 4, 5, 6}, {2, 4, 5, 7}, {1, 2, 3, 6, 7}, {1, 2, 4, 6, 7},

{1, 2, 5, 6, 7}, {2, 3, 4, 5, 6}, {2, 3, 4, 5, 7}, {2, 3, 4, 6, 7}, {2, 3, 5, 6, 7},

{2, 4, 5, 6, 7}, {2, 3, 4, 5, 6, 7}},

SW3 = {{1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {1, 3, 4, 6}, {1, 3, 4, 7},

{1, 3, 5, 6}, {1, 3, 5, 7}, {2, 3, 4, 6}, {2, 3, 4, 7}, {2, 3, 5, 6}, {2, 3, 5, 7},

{1, 3, 4, 6, 7}, {1, 3, 5, 6, 7}, {2, 3, 4, 6, 7}, {2, 3, 5, 6, 7}}

SW4 = {{1, 3, 4}, {1, 4, 5}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {1, 3, 4, 6}, {1, 3, 4, 7},

{1, 4, 5, 6}, {1, 4, 5, 7}, {2, 3, 4, 6}, {2, 3, 4, 7}, {2, 4, 5, 6}, {2, 4, 5, 7},

{1, 3, 4, 6, 7}, {1, 4, 5, 6, 7}, {2, 3, 4, 6, 7}, {2, 4, 5, 6, 7}}

SW5 = {{1, 3, 5}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {1, 3, 5, 6}, {1, 3, 5, 7},

{1, 4, 5, 6}, {1, 4, 5, 7}, {2, 3, 5, 6}, {2, 3, 5, 7}, {2, 3, 5, 6}, {2, 4, 5, 7},

{1, 3, 5, 6, 7}, {1, 4, 5, 6, 7}, {2, 3, 5, 6, 7}, {2, 4, 5, 6, 7}}

SW6 = SW7 = �

Îá÷èñëþ¹ìî iíäåêñ Øåïëi-Øóáèêàçà ôîðìóëîþ (1)

ψss
i =

∑
S∈SWi

(S − 1)!(n− S)!

n!
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ψss
1 =

1! · 6!

7!
+

8 · 2! · 4!

7!
+

14 · 3! · 3!

7!
+

8 · 4! · 2!

7!
+

5! · 1!

7!
= 0, 3

ψss
2 =

1! · 6!

7!
+

8 · 2! · 4!

7!
+

14 · 3! · 3!

7!
+

8 · 4! · 2!

7!
+

5! · 1!

7!
= 0, 3

ψss
3 =

4 · 2! · 4!

7!
+

8 · 3! · 3!

7!
+

4 · 4! · 2!

7!
=

2

15

ψss
4 =

4 · 2! · 4!

7!
+

8 · 3! · 3!

7!
+

4 · 4! · 2!

7!
=

2

15

ψss
5 =

4 · 2! · 4!

7!
+

8 · 3! · 3!

7!
+

4 · 4! · 2!

7!
=

2

15

ψss
6 = ψss

7 = 0

Îòðèìà¹ìî:

ψss = (
3

10
,

3

10
,

2

15
,

2

15
,

2

15
, 0, 0)

Äëÿ iíäåêñó Áàíçàôà-Êîëåìàíà çàïèøåìî êiëüêiñòü âðàçëèâèõ êîà-

ëiöié, äëÿ ÿêèõ êîæåí ç ãðàâöiâ êðèòè÷íèé:

θ1 = 32, θ2 = 32, θ3 = 16, θ4 = 16, θ5 = 16, θ6 = θ7 = 0∑7
i=1 = 112

Îá÷èñëþ¹ìî iíäåêñ Áàíçàôà-Êîëåìàíà:

ψbc
1 = ψbc

2 = 32
112 = 2

7 , ψ
bc
3 = ψbc

4 = ψbc
5 = 16

112 = 1
7

Îòæå, îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

ψbc = (
2

7
,
2

7
,
1

7
,
1

7
,
1

7
, 0, 0)

Êiëüêiñòü âðàçëèâèõ êîàëiöié äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ âiäîìî, òîìó çíà-

õîäèìî íåíîðìàëiçîâàíèé iíäåêñ Áàíçàôà-Êîëåìàíà çà ôîð-

ìóëîþ (4):

ψB
i (g) =

|SWi(g)|
2n−1
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2n−1 = 64

ψB
1 = ψB

2 = 32
64 = 1

2 , ψ
B
3 = ψB

4 = ψB
5 = 16

64 = 1
4

ψB = (
1

2
,
1

2
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, 0, 0)

Äëÿ iíäåêñó Äæîíñòîíà ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹ìî àáñîëþòíèé iíäåêñ:

J1(g) = J2(g) =
1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+

1
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J6(g) = J7(g) = 0∑7
k=1 Jk(g) = 48

Òîäi ïiäñòàâèâøè â (5) îòðèìà¹ìî ψj
1 = ψj

2 = 16
48 = 1

3 , ψ
j
3 = ψj

4 = ψj
5 =

16
3 ·

1
48 = 1

9 , ψ
j
6 = ψj

7

ψj = (
1

3
,
1

3
,
1

9
,
1

9
,
1

9
, 0, 0)

Ìíîæèíà âèãðàøíèõ êîàëiöié äëÿ äàíî¨ ãðè ãîëîñóâàííÿ ìà¹ âè-

ãëÿä:

Wm = {{1, 2}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 4, 5}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}}

Îá÷èñëþ¹ìî ìíîæèíó ìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîàëiöié äëÿ êîæíî-

ãî ãðàâöÿ:

Wm
1 = {{1, 2}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 4, 5}}
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Wm
2 = {{1, 2}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}}

Wm
3 = {{1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}}

Wm
4 = {{1, 3, 4}, {1, 4, 5}, {2, 3, 4}, {2, 4, 5}}

Wm
5 = {{1, 3, 5}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}}

Wm
6 = Wm

7

Äëÿ îá÷èñëåííÿ iíäåêñà Äiãåíà-Ïåêåëà ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹ìî àá-

ñîëþòíèé iíäåêñ Äiãåíà-Ïåêåëà:

|Wm| = 7

δ1 = 1
2 + 1

3 + 1
3 = 3

2

δ2 = 1
2 + 1

3 + 1
3 = 3

2

δ3 = 1
3 + 1

3 + 1
3 + 1

3 = 4
3

δ4 = 1
3 + 1

3 + 1
3 + 1

3 = 4
3

δ5 = 1
3 + 1

3 + 1
3 + 1

3 = 4
3

δ6 = δ7 = 0

Òîäi ìîæíà çàñòîñîâóâàòè (6)

ψdp
1 = ψdp

2 = 1
7 ·

3
2 = 3

14

ψj
3 = ψj

4 = ψj
5 = 1

7 ·
4
3 = 4

21

ψj
6 = ψj

7 = 0

ψdp = (
3

14
,

3

14
,

4

21
,

4

21
,

4

21
, 0, 0)

Äëÿ iíäåêñà ñóñïiëüíîãî áëàãà çíàõîäèìî êiëüêiñòü ìiíiìàëüíèõ

âèãðàøíèõ êîàëiöié äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ.
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|Wm
1 | = |Wm

2 | = |Wm
3 | = |Wm

4 | = |Wm
5 | = 4, |Wm

6 | = |Wm
7 |

7∑
j=1

= 20

Çòîñîâóþ÷è ôîðìóëó

ψpg
i (g) =

|Wm
i |∑

j∈N |Wm
j (g)|

îòðèìà¹ìî:

ψdp = (
1

5
,
1

5
,
1

5
,
1

5
,
1

5
, 0, 0)

Îòæå, ÿêùî ïiäñóìóâàòè, iíäåêñè âïëèâó äëÿ ïàðòié ïàðëàìåíòó 20

- ãî ñêëèêàííÿ:

Ç äàíèõ ðåçóëüòàòiâ (iíäåêñó Øåïëi - Øóáèêà, Äæîíñòîíà, Äiãåíà -

Ïåêåëà, Áàíçàôà - Êîëåìàíà, íåíîðìàëiçîâàíèé iíäåêñó Áàíçàôà -

Êîëåìàíà) âèäíî, ùî äîìiíóþòü ïàðòiÿ SPD òà ôðàêöiÿ CDU/CSU,

àëå æîäíà ç íèõ íå ìà¹ áiëüøîñòi, ùîá ñàìîñòiéíî ïðèéìàòè ðiøåí-

íÿ. Ïàðòi¨ Die Gr�unen, FDP, AfD õî÷ ìàþòü ðiçíó êiëüêiñòü ãîëîñiâ,

ìàþòü îäíàêîâèé âïëèâ. Ïî ðåçóëüòàòàì iíäåêñó ñóñïiëüíîãî áëàãà
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âèïëèâà¹, ùî êîæíà ç ïàðòié SPD, CDU/CSU, Die Gr�unen, FDP, AfD

îäíàêîâî âàæëèâà äëÿ óõâàëåííÿ ðiøåíü. Ïàðòi¨ Die Linke òà SSW

íå ìîæóòü âïëèâàòè íà ïðîöåñ ãîëîñóâàííÿ, îñêiëüêè â æîäíié êîà-

ëiöi¨ íå áóäóòü êëþ÷îâèìè ïàðòiÿìè.

5.2.2 Iíäåêñè âïëèâó, ç óðàõóâàííÿì éìîâiðíîñòi âèíåêíåííÿ êîàëi-

öié

Ó êëàñè÷íèõ iíäåêñàõ âïëèâó óòâîðåííÿ êîæíî¨ êîàëiöi¨ − ðiâíîéìî-

âiðíà. Îñêiëüêè, íàñïðàâäi öå íå òàê, ìîæíà ïðîàíàëiçóâàòè äiÿëü-

íiñòü êîæíî¨ ïàðòi¨ ùîá áà÷èòè íàñêiëüêè ìîæëèâà ñïiâïðàöÿ ìiæ

êîæíîþ ç íèõ.

Ó íiìåöüêîìó Áóíäåñòàçi ìîæëèâèìè ââàæàþòüñÿ êîàëiöi¨: ÷îðíî-

æîâòà êîàëiöiÿ (CDU/CSU + FDP), âåëèêà êîàëiöiÿ (CDU/CSU +

SPD), ñîöiàëüíî-ëiáåðàëüíà êîàëiöiÿ (SPD + FDP), ÷åðâîíî-çåëåíà

êîàëiöiÿ (SPD + Die Gr�unen). Ó 20 - ìó Áóíäåñòàçi ç öèõ êîàëi-

öié, ÿêi äîñi áóëè âèïðîáóâàíi íà ôåäåðàëüíîìó ðiâíi, ëèøå âåëèêà

êîàëiöiÿ SPD òà CDU/CSU ìîæå îòðèìàòè áiëüøiñòü ìiñöü. Êðiì

òîãî, ìîæëèâi òðüîõïàðòiéíi ñîþçíèêè: ÷îðíî-÷åðâîíî-çåëåíà êîàëi-

öiÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç CDU/CSU, SPD i Die Gr�unen (òàêîæ âiäîìà

ÿê Êåíiéñüêà êîàëiöiÿ), ×îðíî-÷åðâîíî-æîâòà êîàëiöiÿ, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç CDU/CSU, SPD i FDP, Ñâiòëîôîðíà êîàëiöiÿ ìiæ Greens,

SPD òà FDP, ßìàéñüêà êîàëiöiÿ CDU/CSU, FDP i Die Gr�unen. Ïåð-

øi äâi êîàëiöi¨ ââàæàþòüñÿ ìàëîéìîâiðíèìè, îñêiëüêè CDU/CSU i

SPD ìàþòü íåîáõiäíó áiëüøiñòü ìiñöü íàâiòü áåç òðåòüîãî ñîþçíèêà.
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Óñi ñòîðîíè êàòåãîðè÷íî âiäêèäàþòü ñïiâïðàöþ ç AfD.

Çà ïîïåðåäíiìè ïðîãíîçàìè éìîâiðíiñòü óòâîðåííÿ êîàëiöié íàñòó-

ïíà:

� CDU/CSU, Die Gr�unen, FDP −32%

� SPD, Die Gr�unen, FDP − 18%

� SPD, CDU/CSU − 17%

� SPD, CDU/CSU, FDP − 2%

� SPD, CDU/CSU, Die Gr�unen − 2%

Óñi iíøi êîàëiöi¨ ââàæà¹ìî ìàëîéìîâiðíèìè, îñêiëüêè ¨õ éìîâiðíiñòü

áëèçüêà äî íóëÿ. Òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî áàæàííÿ ïàðòié îá¹äíàòèñü â

ïåâíó êîàëiöiþ îäíàêîâå.

Îòæå, iíäåêñè âïëèâó ç óðàõóâàííÿìè ìîæëèâîñòi óòâîðåííÿ êîàëi-

öi¨:
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5.3 Àíàëiç 19 - ãî Áóíäåñòàãó

Âèáîðè äî Áóíäåñòàãó 19-ãî ñêëèêàííÿ âiäáóëèñÿ 24 âåðåñíÿ 2017

ðîêó. 19 - é Áóíäåñòàã ñêëàäàâñÿ ç 709 äåïóòàòiâ. Íàéáiëüøó êiëü-

êiñòü ìiñöü îòðèìàëà ôðàêöiÿ CDU/CSU − 246. SPD − 153. 94 ìiñöü

îòðèìàëà ïàðòiÿ AfD, 80 ìiñöü ˘ ïàðòiÿ FDP, 69 − Die Linke, 67 −

Die Gr�unen.

Äëÿ áiëüøîñòi â ïàðëàìåíòi ïîòðiáíî 355 ìiñöü. Îòæå, âàãîâà ìàæî-

ðèòàðíà ãðà ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä:

g = [355; 246, 153, 94, 80, 69, 67]

Ãðó ãîëîñóâàííÿ ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

Äëÿ öi¹¨ ãðè ãîëîñóâàííÿ ìíîæèíè êâàçiìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êî-

àëiöié äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ áóäóòü òàêèìè:

SW1 = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 6}, {1, 3, 4},

{1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {1, 4, 6}, {1, 5, 6}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5},

{1, 2, 3, 6}, {1, 2, 4, 5}, {1, 2, 4, 6}, {1, 2, 5, 6}, {1, 3, 4, 5}, {1, 3, 4, 6},
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{1, 3, 5, 6}, {1, 4, 5, 6}, {1, 3, 4, 5, 6}}

SW2 = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 6}, {2, 3, 4, 5},

{2, 3, 4, 6}, {2, 3, 5, 6}, {2, 4, 5, 6}, {2, 3, 4, 5, 6}

SW3 = {{1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 6}, {2, 3, 5, 6}}

SW4 = {{1, 3, 4}, {1, 4, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 6}, {2, 4, 5, 6}}

SW5 = {{1, 3, 5}, {1, 4, 5}, {1, 5, 6}, {2, 3, 4, 5}, {2, 3, 5, 6}, {2, 4, 5, 6}}

SW6 = {{1, 3, 6}, {1, 4, 6}, {1, 5, 6}, {2, 3, 4, 6}, {2, 3, 5, 6}, {2, 4, 5, 6}}

Ìíîæèíà ìiíiìàëüíèõ âèãðàøíèõ êîàëiöié:

Wm = {{1, 2}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {1, 4, 6}, {1, 5, 6},

{2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 6}, {2, 3, 5, 6}, {2, 4, 5, 6}}

Âèêîíàâøè, ïîäiáíi îá÷èñëåííÿ äî âèùå íàâåäåíèõ, îòðèìà¹ìî:
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Îòæå, ó 19 - ìó Áóíäåñòàçi äîìiíóâàëà ôðàêöiÿ CDU/CSU, çàðàç

âîíà ïîâèííà ïîñòóïèòèñü ùå é SPD. Çà îá÷èñëåííèìè iíäåêñàìè,

ïàðòi¨ AfD, FPD, Die Gr�unen ìàþòü îäíîêîâèé âïëèâ ó ïàðëàìåíòi

äëÿ äâîõ îñòàííiõ ñêëèêàíü, õî÷ êiëüêiñòü ãîëîñiâ ó êîæíî¨ ïàðòi¨

âiäðiçíÿ¹òüñÿ òà æîäíà ç íèõ íå ìà¹ áiëüøîñòi. Ïîçèöiÿ ïàðòi¨ Die

Linke çíà÷íî ïîãiðøèëàñü, îñêiëüêè çàðàç âîíà íå ìàòèìå âïëèâó ó

ïàðëàìåíòi.
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6 Âèñíîâêè

Â ðåçóëüòàòi âèêîíàííÿ ìàãiñòåðñüêî¨ ðîáîòè, áóëî ðîçãëÿíóòî âàãî-

âi ìàæîðèòàðíi iãðè òà iíäåêñè âïëèâó, çîêðåìà íàéâiäîìiøi ç íèõ −

iíäåêc Øåïëi - Øóáèêà, Äæîíñòîíà, Áàíçàôà - Êîëåìàíà, Äiãåíà -

Ïåêåëà òà iíäåêñ ñóñïiëüíîãî áëàãà.

Áóëî çìîäåëüîâàíî ïàðëàìåíò Íiìå÷÷èíè 19 - ãî òà 20 - ãî ÿê âàãîâó

ìàæîðèòàðíó ãðó òà ïîáóäîâàíî àíàëiç íà îñíîâi êëàñè÷íèõ iíäå-

êñiâ âïëèâó, ÿêi âðàõîâóþòü óñi éìîâiðíi âèãðàøíi êîàëiöi¨. Òàêîæ

ïðîàíàëiçîâàíî éìîâiðíiñòü îá¹äíàííÿ ó êîàëiöiþ. Òîìó äëÿ 20 - ãî

Áóíäåñòàãó áóëî ðîçãëÿíóòî ìîäèôiêîâàíi iíäåêñè âïëèâó, ÿêi âðà-

õîâóþòü éìîâiðíiñòü âèíåêíåííÿ êîàëiöi¨. Çà äîïîìîãîþ îòðèìàíèõ

ðåçóëüòàòiâ çðîáëåíî ïîðiâíÿííÿ, íàñêiëüêè çìiíèâñÿ âïëèâ êîæíî¨

ç ïàðòié ïðîòÿãîì îñòàííiõ äâîõ ñêëèêàíü.

Ïiä ÷àñ àíàëiçó áóëî ïiäòâåðäæåíî òâåðäæåííÿ, ùî ó âàãîâié ãði ãî-

ëîñóâàííÿ, âïëèâ íå çàâæäè âiäîáðàæà¹òüñÿ âàãàìè. Ïðèêëàäîì äëÿ

öüîãî ¹ ïàðòi¨ AfD, FPD, Die Linke, Die Gr�unen ó Áóíäåñòàçi 19 - ãî

ñêëèêàííÿ, ÿêi ïðè ðiçíèõ âàãàõ ìàþòü îäíàêîâèé âïëèâ. Ïðè÷èíîþ

öüîãî ¹ óòâîðåííÿ îäíàêîâî¨ êiëüêîñòi êîàëiöié ïðè ÿêèõ âèõiä ïåâ-

íîãî ãðàâöÿ ðîáèòü ¨¨ ïðîãðàøíîþ.

Iíäåêñè âïëèâó ìàþòü ÿê íàóêîâå, òàê i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Âîíè

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè îöiíöi âïëèâó ïàðòié ó ïàðëàìåíòàõ òà ðiçíèõ

óïðàâëiííÿõ, ïðè âèðîáëåííi ïðàâèë ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü, ïðè ôîðìó-

âàííi êîàëiöiéíî¨ ïîëiòèêè òà â áàãàòüîõ iíøèõ ãàëóçÿõ.
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