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1. Âñòóï.

Â äàíîìó ðóêîïèñi âèêëàäåíèé îñíîâíèé çìiñò ëåêöié i ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü
ç êóðñó òåîði¨ ìiðè òà iíòåãðàëà.
Òåîðiÿ ìiðè òà iíòåãðàëà âèíèêëà â ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü öiëîãî ðÿäó ìà-

òåìàòèêiâ. Àëå ó ïåðøó ÷åðãó ¨¨ ïîâ'ÿçóþòü ç iìåíåì ôðàíöóçüêîãî ìàòåìàòè-
êà Àíði Ëåáåãà. Éîãî òåîðiÿ, ÿêó òåïåð íàçèâàþòü òåîði¹þ iíòåãðàëà Ëåáåãà,
áóëà ñòâîðåíà â 1900-1910 ðîêàõ i ¹ îñíîâîþ ñó÷àñíèõ êóðñiâ òåîði¨ ìiðè òà
iíòåãðàëà.
Ïîòðiáíî âiäçíà÷èòè, ùî ìàòåìàòèêè Ëüâîâà äóæå øâèäêî îöiíèëè âàæëè-

âiñòü òåîði¨ i âæå ó 1911/1912 í. ðîöi Âàöëàâ Ñåðïiíñüêèé ïðî÷èòàâ ó ëüâiâ-
ñüêîìó óíiâåðñèòåòi êóðñ �Ïîíÿòòÿ ìiðè òî÷êîâèõ ìíîæèí�, ó 1913/14 í. ðîöi �
�Iíòåãðàë Ëåáåãà�. Ã. Øòàéíãàóç òåîðiþ iíòåãðàëà Ëåáåãà ÷èòàâ ó êóðñi �Âñòóï
äî òåîði¨ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨� ó 1917 ðîöi, à ó 1918 ðîöi îãîëîñèâ îêðåìèé
êóðñ �Iíòåãðàë Ëåáåãà�. Íàñêiëüêè ó Ëüâîâi çíàííÿ òåîði¨ iíòåãðàëà Ëåáåãà áó-
ëî íåîáõiäíå áà÷èìî ç ïåðøîãî ðå÷åííÿ ìîíîãðàôi¨ Ñ. Áàíàõà �Ïðèïóñêà¹ìî,
ùî ÷èòà÷ çíà¹ òåîðiþ ìiðè i òåîðiþ iíòåãðàëà Ëåáåãà�. Òîìó ëüâiâñüêi ìàòåìà-
òèêè áóëè äîáðå îáiçíàíi ç äàíèì ïðåäìåòîì. Ó 1938 ðîöi ñåíàò Ëüâiâñüêîãî
óíiâåðñèòåòó íàäàâ Àíði Ëåáåãó ñòóïiíü ïî÷åñíîãî äîêòîðà çà éîãî íàóêîâi
çàñëóãè. Ó òðàâíi 1938 ðîêó Ëåáåã ïðè¨õàâ äî Ëüâîâà íà âðó÷åííÿ äèïëîìó
ïî÷åñíîãî äîêòîðà i ïðî÷èòàâ äâi ëåêöi¨.
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2. Ñèñòåìè ìíîæèí.

Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè. Äëÿ ìíîæèí A i B ÷åðåç A ∪B,A ∩B,A \B
i A∆B ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèí, ðiçíèöÿ i ñèìåòðè÷íà
ðiçíèöÿ öèõ ìíîæèí, ÿêi ââîäÿòüñÿ òàêèìè ðiâíîñòÿìè:

A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}, A ∩B = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}
A \B = {x | (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)}, A∆B = (A \B) ∪ (B \ A).

Îñíîâíèìè òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè îïåðàöiÿìè ¹ îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ, ïåðå-
òèíó òà ðiçíèöi. Îïåðàöiÿ ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi ¹ äîäàòêîâîþ îïåðàöi¹þ. Âîíà
¹ çðó÷íîþ, îñêiëüêè äîçâîëÿ¹ ñêîðîòèòè çàïèñè i ñïðîñòèòè âèêëàäêè.
Îïåðàöi¨ ∪,∩ i∆ êîìóòàòèâíi i àñîöiàòèâíi. Êðiì òîãî, âèêîíóþòüñÿ äèñòðè-

áóòèâíi çàêîíè

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), A ∩ (B∆C) = (A ∩B)∆(A ∩ C),

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Ðiâíiñòü A ∩B = ∅ îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíè A i B íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåí-
òiâ àáî, iíøèìè ñëîâàìè, íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òàêi ìíîæèíè íàçèâàþòü íåïå-
ðåòèííèìè àáî äèç'þíêòíèìè. Îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïåðåòèííèõ ìíîæèí A i
B íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêòíèì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì A t B. Òàêèì ÷èíîì,
çàïèñ C = A tB îçíà÷à¹, ùî C = A ∪B i A ∩B = ∅.
ßêùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìíîæèíè A, ÿêi ¹ ïiäìíîæèíàìè äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨

ìíîæèíèX, òî ðiçíèöÿX\A íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A â ìíîæèíi
X àáî ïðîñòî äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A. Äîïîâíåííÿ X \A ìè áóäåìî êîðîòêî
ïîçíà÷àòè A′.
Ïåðåõiä äî äîïîâíåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ï'ÿòó òåîðåòèêî-ìíîæèííó

îïåðàöiþ (â äîïîâíåííÿ äî ÷îòèðüîõ âæå çãàäàíèõ).
ßñíî, ùî A′′ = A, X ′ = ∅, ∅′ = X.
Ñèñòåìè i ñiì'¨ ìíîæèí. Ïiä ñèñòåìîþ ìíîæèí ðîçóìiþòü ìíîæèíó,

åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ ìíîæèíàìè. Íåõàé A � äåÿêà ñèñòåìà ìíîæèí. ßêùî âñi ¨¨
åëåìåíòè ¹ ïiäìíîæèíàìè ìíîæèíè X, òî êàæóòü, ùî A � öå ñèñòåìà ìíîæèí
â X. Íàéáiëüøà ç òàêèõ ñèñòåì � öå ìíîæèíà 2X , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ïiäìíîæèí ìíîæèíè X.
Íåõàé A � ñèñòåìà ìíîæèí. Ìíîæèíà⋃

A∈A

A = {x | ∃A ∈ A x ∈ A}

íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí ñèñòåìè A.
Ìíîæèíà ⋂

A∈A

A = {x | ∀A ∈ A x ∈ A}

íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí ñèñòåìè A.
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Ñèñòåìà ìíîæèí A íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêòíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêi ¨¨ ðiçíi åëå-
ìåíòè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Îá'¹äíàííÿ ìíîæèí äèç'þíêòíî¨ ñèñòåìè A ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ⊔

A∈A

A.

Íåõàé I � äîâiëüíà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíîìó iíäåêñó i
ìíîæèíè I ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêó ìíîæèíó Ai. Òîäi êàæóòü, ùî
çàäàíî ñiì'þ ìíîæèí {Ai}i∈I . Ó âèïàäêó I = N ñiì'þ {An}n∈N íàçèâàþòü
ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí i ïîçíà÷àþòü ùå (An)

∞
n=1.

Îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèíó ïåðåíîñÿòüñÿ íà äîâiëüíi ñiì'¨ ìíîæèí. À
ñàìå, ìíîæèíà ⋃

i∈I

Ai = {x | ∃i ∈ I x ∈ Ai}

íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí ñiì'¨ {Ai}i∈I , à ìíîæèíà⋂
i∈I

Ai = {x | ∀i ∈ I x ∈ Ai}

íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí ñiì'¨ {Ai}i∈I .
Ñïðàâåäëèâi çàêîíè äå Ìîðãàíà:(⋃

i∈I

Ai

)′

=
⋂
i∈I

A′
i,

(⋂
i∈I

Ai

)′

=
⋃
i∈I

A′
i.

Äëÿ îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèíó ñêií÷åííèõ i íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé ìíî-
æèí âæèâàþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ

n⋃
k=1

Ak,
∞⋃
k=1

Ak,
n⋂

k=1

Ak,
∞⋂
k=1

Ak.

ßêùî Aj ∩ Ak = ∅ ïðè i 6= k, òî ñiì'ÿ (Ai)i∈I íàçèâà¹òüñÿ äèç'þíêòíîþ, à ¨¨
îá'¹äíàííÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì

⊔
i∈I Ai.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ïðîñòà i êîðèñíà ôîðìóëà

(2.1)
∞⋃
k=1

Ak =
∞⊔
n=1

(
An \

n−1⋃
k=1

Ak

)
.

Äîâåäåìî öþ ðiâíiñòü. Íåõàé Bn =
⋃n

k=1 Ak , B0 := ∅ i A =
⋃∞

k=1Ak. Òîäi

∅ = B0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ B3 . . .

Î÷åâèäíî, ùî Bn = (Bn \Bn−1)
⊔

Bn−1 i B1 = B1 \B0. Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è
ìàòåìàòè÷íó iíäóêöiþ, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

Bn =
n⊔

k=1

(Bk \Bk−1).
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Íåõàé B =
⊔∞

k=1(Bk \Bk−1). Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî n ∈ N
An ⊂ Bn ⊂ B i Bn \Bn−1 ⊂ An ⊂ A,

òî A ⊂ B ⊂ A, òîáòî A = B. Âðàõîâóþ÷è, ùî Bn \ Bn−1 = An \
⋃n−1

k=1 Ak,
îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó íàì ðiâíiñòü.
ßêùî An ⊂ An+1 (An+1 ⊃ An) äëÿ êîæíîãî íîìåðà n, òî êàæóòü, ùî

ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí (An)n∈N çðîñòà¹ (ñïàäà¹) i çàïèñóþòü öå ó âèãëÿäi
An ↑ (An ↓) .
Ç ôîðìóëè (2.1) íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ïðè An ↑ i A0 = ∅

(2.2)
∞⋃
k=1

Ak =
∞⊔
k=1

(Ak \ Ak−1).

ßêùî An ↓, òî, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè,

(2.3) A1 =

(
∞⊔
k=1

(Ak \ Ak+1)

)⊔(
∞⋂
k=1

Ak

)
.

Âåðõíüîþ ãðàíèöåþ lim ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An)n∈N íàçèâà¹òüñÿ ìíîæè-
íà âñiõ òèõ òî÷îê, ÿêi âõîäÿòü â íåñêií÷åííå ÷èñëî ìíîæèí An. Íèæíüîþ
ãðàíèöåþ lim ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An)n∈N íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ òèõ
òî÷îê, ÿêi âõîäÿòü ó êîæíó ìíîæèíó An çà âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ¨õ ÷èñëà. Ç
îçíà÷åííÿ íåãàéíî âèïëèâàþòü ôîðìóëè

(2.4) limAn =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, limAn =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

ßêùî âåðõíÿ i íèæíÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An)n∈N ðiâíi, òî êà-
æóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü çáiæíà i ïîêëàäàþòü

limAn := limAn = limAn.

Äîìîâèìîñÿ äàëi ðîçãëÿäàòè ðiçíi ñèñòåìè ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨
ìíîæèíè X.
Êiëüöÿ i àëãåáðè ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåïîðîæíÿ ñèñòåìà ìíîæèí A íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì,
ÿêùî ç A ∈ A i B ∈ A âèïëèâà¹, ùî A ∪B ∈ A i A \B ∈ A.

ßêùî A - êiëüöå, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ A,B ∈ A ìà¹ìî A∆B ∈ A i A ∩B ∈ A.
Öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

A∆B = (A \B) ∪ (B \ A) , A ∩B = (A ∪B) \ (A∆B) .

Êðiì òîãî, ∅ ∈ A, áî ∅ = A \ A.

Âïðàâà 2.2. Íåõàé ñèñòåìà ìíîæèí A äëÿ áóäü-ÿêèõ A,B ∈ A çàäîâîëüíÿ¹
îäíó ç óìîâ :
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(1) A∆B,A ∩B ∈ A;
(2) A∆B,A ∪B ∈ A;
(3) A∆B,A \B ∈ A.

Äîâåäiòü, ùî A - êiëüöå.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Êiëüöå A íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ, ÿêùî âîíî ìiñòèòü X.
Ïðè öüîìó X íàçèâàþòü îäèíèöåþ àëãåáðè A.

Çðîçóìiëî, ùî êiëüöå ¹ çàìêíåíå ñòîñîâíî äîâiëüíèõ ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü
i ïåðåòèíiâ, òîáòî, ÿêùî A1, . . . , An ∈ A, òî ∪n

i=1Ai i ∩n
i=1Ai òåæ íàëåæàòü A.

Ïðèêëàä 2.4. (1) Ñiì'ÿ 2X âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X ¹ àëãåáðîþ
ìíîæèí.

(2) Ñiì'ÿ âñiõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ êiëüöåì (àëå íå
àëãåáðîþ).

(3) Ñiì'ÿ âñiõ îáìåæåíèõ ïiäìíîæèí äiéñíî¨ ïðÿìî¨ ¹ êiëüöåì (àëå íå
àëãåáðîþ).

2.0.1. σ-êiëüöÿ i σ-àëãåáðè. Ó òåîði¨ ìiðè âèíèêà¹ ïîòðåáà â ðîçãëÿäi íå
òiëüêè ñêií÷åííèõ, àëå é çëi÷åííèõ îá'¹äíàíü òà ïåðåòèíiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Êiëüöå A íàçèâà¹òüñÿ σ-êiëüöåì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An)n∈N, ùî íàëåæèòü äî öüîãî êiëüöÿ, ¨õí¹ îá'¹äíàííÿ
∪∞

n=1An òàêîæ íàëåæèòü äî A.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ σ-àëãåáðîþ, ÿêùî âîíà ¹ òàêîæ
σ-êiëüöåì.

Âïðàâà 2.7. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Äîâåäiòü, ùî :

(1) iñíó¹ ¹äèíå êiëüöå (σ-êiëüöå), ÿêå ìiñòèòü A i ìiñòèòüñÿ â êîæíîìó
êiëüöi (σ-êiëüöi), ùî ìiñòèòü A;

(2) iñíó¹ ¹äèíà àëãåáðà (σ-àëãåáðà), ÿêà ìiñòèòü A i ìiñòèòüñÿ â êîæíié
àëãåáði (σ-àëãåáði), ùî ìiñòèòü A.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Êiëüöå (σ-êiëüöå), ÿêå ìi-
ñòèòü A i ìiñòèòüñÿ â êîæíîìó êiëüöi (σ-êiëüöi), ùî ìiñòèòü A, íàçè-
âà¹òüñÿ êiëüöåì (σ-êiëüöåì) ïîðîäæåíèì ñèñòåìîþ A. Àëãåáðà (σ-àëãåáðà),
ÿêà ìiñòèòü A i ìiñòèòüñÿ â êîæíié àëãåáði (σ-àëãåáði), ùî ìiñòèòü A,
íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ (σ-àëãåáðîþ) ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ A.

Âïðàâà 2.9. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Äîâåäiòü, ùî A ¹ àëãåáðîþ, ÿêùî
âèêîíàíi óìîâè :

(1) X ∈ A;
(2) A ∪B ∈ A äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ A;
(3) A′ ∈ A äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ A.
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Ïiâêiëüöÿ òà ¨õ âëàñòèâîñòi. Ïðè êîíñòðóþâàííi ìið äîâîäèòüñÿ ñïî÷à-
òêó âèçíà÷àòè ìiðó íà ñèñòåìàõ ìíîæèí, ÿêi íå ¹ êiëüöÿìè àáî àëãåáðàìè, à
¹ áiëüø çàãàëüíèìè ñòðóêòóðàìè.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Ñèñòåìà A íàçèâà¹òüñÿ
ïiâêiëüöåì, ÿêùî âèêîíàíi óìîâè:

(1) ∅ ∈ A;
(2) A ∩B ∈ A äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ A;
(3) äëÿ áóäü-ÿêèõ A ∈ A i B ∈ A, iñíó¹ òàêà äèç'þíêòíà ïîñëiäîâíiñòü

ìíîæèí (Pj)
n
j=1, ùî A \B =

⊔n
j=1 Pj.

Îçíà÷åííÿ 2.11. Íåõàé A - ñèñòåìà ìíîæèí. Ñèñòåìà A íàçèâà¹òüñÿ
ïiâêiëüöåì ç îäèíèöåþ, ÿêùî A ¹ ïiâêiëüöåì i X ∈ A.

Ïðèêëàä 2.12. Íàçâåìî iíòåðâàëàìè íà äiéñíié ïðÿìié ìíîæèíè âèãëÿäó

(a, b), [a, b), (a, b], [a, b], (−∞, a), (−∞, a], (a,∞), [a,∞), (−∞,∞),

äå a, b ∈ R i a ≤ b. Ïðÿìîêóòíèêîì â R2 íàçâåìî äåêàðòiâ äîáóòîê ∆1 ×∆2

äâîõ äîâiëüíèõ iíòåðâàëiâ ∆1 i ∆2 â R. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà âñiõ
iíòåðâàëiâ íà ïðÿìié óòâîðþ¹ ïiâêiëüöå. Òàêîæ ìíîæèíà âñiõ ïðÿìîêóòíè-
êiâ â R2 óòâîðþ¹ ïiâêiëüöå.

Âïðàâà 2.13. Íåõàé Aj (j = 1, 2) - ïiâêiëüöÿ. Äîâåäiòü, ùî ñèñòåìà

{A1 × A2 | A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}
¹ ïiâêiëüöåì.

Âïðàâà 2.14. Íåõàé P - ïiâêiëüöå i P ∈ P. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíó äèç'þíêòèâíó
ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü (Qj)

m
j=1 ïiäìíîæèí â P ìîæíà äîïîâíèòè åëåìåí-

òàìè Qm+1, . . . , Qn ç P òàêèì ÷èíîì, ùî P =
⊔n

j=1 Qj.

Âïðàâà 2.15. Íåõàé P - ïiâêiëüöå i A1, . . . , An � åëåìåíòè ïiâêiëüöÿ P. Òîäi
â P iñíó¹ âïèñàíà â ñèñòåìó (Aj)

n
j=1 äèç'þíêòíà ñèñòåìà (Pj)

m
j=1, òàêà, ùî

äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n iñíó¹ òàêà ïiäìíîæèíà Jk ìíîæèíè 1, . . . ,m, ùî
Ak =

⊔
j∈Jk Pj.

Âïðàâà 2.16. Íåõàé P - ïiâêiëüöå i R � êiëüöå, ùî ïîðîäæåíå ïiâêiëüöåì
P. Òîäi R ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

⊔n
j=1 Pj, äå (Pj)

n
j=1 - äîâiëüíà

ñêií÷åííà äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâíiñòü â P.
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2.1. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Ñèñòåìè ìíîæèí.

Çàäà÷à 2.17. Äîâåñòè, ùî

(A1 ∪ A2)∆(B1 ∪B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé x íàëåæèòü ëiâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ. Òîäi, î÷åâè-
äíî, ùî x íàëåæèòü îäíié ç ìíîæèí A1, A2, B1, B2. Íåõàé x ∈ A1. (Iíøi òðè
âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.) Òîäi îáîâ'ÿçêîâî x íå íàëåæèòü B1∪B2.
Çîêðåìà, x /∈ B1. À öå îçíà÷à¹, ùî x ∈ (A1∆B1), òîáòî x íàëåæèòü ïðàâié
÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ. Âêëþ÷åííÿ äîâåäåíå.

Íåõàé f : X → Y - äåÿêà ôóíêöiÿ i A ⊂ X, B ⊂ Y . Òîäi ìíîæèíà

f(A) := {f(x) | x ∈ A}

íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì ìíîæèíè A ïðè âiäîáðàæåííi f , à ìíîæèíà

f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B}

íàçèâà¹òüñÿ ïðîîáðàçîì ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi f .

Çàäà÷à 2.18. Äîâåñòè, ùî

f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2)

Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B1 ∪B2) = {x | f(x) ∈ B1 ∪B2} =

= {x | f(x) ∈ B1} ∪ {x | f(x) ∈ B2} = f−1(B1) ∪ f−1(B2).

Çàäà÷à 2.19. Äîâåñòè, ùî

f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2)

Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B1 ∩B2) = {x | f(x) ∈ B1 ∩B2} =

= {x | f(x) ∈ B1} ∩ {x | f(x) ∈ B2} = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

Çàäà÷à 2.20. Äîâåñòè, ùî

f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f−1(B2)
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Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B1 \B2) = {x | f(x) ∈ B1 \B2} =

= {x | f(x) ∈ B1} \ {x | f(x) ∈ B2} = f−1(B1) \ f−1(B2).

Çàäà÷à 2.21. Äîâåñòè, ùî

f−1(B1∆B2) = f−1(B1)∆f−1(B2).

Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B1∆B2) = f−1(B1 \B2) ∪ f−1(B2 \B1) =

=
(
f−1(B1) \ f−1(B2)

)
∪
(
f−1(B2) \ f−1(B1)

)
= f−1(B1)∆f−1(B2).

Çàäà÷à 2.22. ßêùî dom f = X, òî

f−1(B′) = (f−1(B))′.

Ðîçâ'ÿçîê.

f−1(B′) = f−1(Y \B) = f−1(Y ) \ f−1(B) = X \ f−1(B) = (f−1(B))′.

Çàäà÷à 2.23. Äîâåñòè, ùî

f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2)

Ðîçâ'ÿçîê.

f(A1 ∪ A2) = {f(x) | x ∈ A1 ∪ A2} =

= {f(x) | x ∈ A1} ∪ {f(x) | x ∈ A2} = f(A1) ∪ f(A2).

Çàäà÷à 2.24. Äîâåñòè, ùî ðiâíiñòü

f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2)

ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâiëüíèõ A1, A2 ⊂ X ëèøå , êîëè f - ií'¹êöiÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

f(A1 ∩ A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2).

Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ, ÿêùî f íå ¹ ií'¹êöiÿ. Äiéñíî,
ïðèïóñòèìî, ùî f íå ¹ ií'¹êöiÿ. Òîäi iñíóþòü x1, x2 ∈ X òàêi, ùî f(x1) = y =
f(x2) i x1 6= x2. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Aj = {xj}. Òîäi f(A1) ∩ f(A2) = {y}, à
f(A1 ∩ A2) = f(∅) = ∅.
ßêùî f - ií'¹êöiÿ i y ∈ f(A1) ∩ f(A2), òî f−1(y) ∈ A1 i f−1(y) ∈ A2, òîáòî

f−1(y) ∈ A1 ∩ A2. À, îòæå, y ∈ f(A1 ∩ A2). Òàêèì ÷èíîì

f(A1) ∩ f(A2) ⊂ f(A1 ∩ A2).
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Çàäà÷à 2.25. Äîâåñòè, ùî

A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.

Ðîçâ'ÿçîê. Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî

A\(B∪C) = {x | (x ∈ A)∧(x /∈ (B∪C))} = {x | (x ∈ A)∧(x /∈ B)∧(x /∈ C)} =

{x | (x ∈ A \B) ∧ (x /∈ C)} = (A \B) \ C.

Çàäà÷à 2.26. Äîâåñòè, ùî

(A1 ∪ A2)∆(B1 ∪B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

(A1 ∪ A2) \ (B1 ∪B2) ⊂ (A1 \ (B1 ∪B2)) ∪ (A2 \ (B1 ∪B2))

i
(A1 \ (B1 ∪B2)) ⊂ A1 \B1

(A2) \ (B1 ∪B2) ⊂ A2 \B2.

Îòæå,
(A1 ∪ A2) \ (B1 ∪B2) ⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2).

Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ äîâiëüíèõ A1, A2, B1, B2. Òîìó âiðíî i
ñïiââiäíîøåííÿ

(B1 ∪B2) \ (A1 ∪ A2) ⊂ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2).

Ç îñòàííiõ äâîõ ñïiââiäíîøåíü îòðèìó¹ìî

(A1 ∪ A2)∆(B1 ∪B2) = [(A1 ∪ A2) \ (B1 ∪B2)] ∪ [(B1 ∪B2) \ (A1 ∪ A2)] ⊂
⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2) ∪ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2) = (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).

Çàäà÷à 2.27. Äîâåñòè, ùî

(A1 ∩ A2)∆(B1 ∩B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ A1 ∩ A2 i x /∈ B1 ∩ B2. Òîäi, àáî x /∈ B1,
àáî x /∈ B2. Òîìó àáî x ∈ A1 \B1 àáî x ∈ A2 \B2. Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî

(A1 ∩ A2) \ (B1 ∩B2) ⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2).

Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ äîâiëüíèõ A1, A2, B1, B2. Òîìó âiðíèì
¹ òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ

(B1 ∩B2) \ (A1 ∩ A2) ⊂ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2).

Ç îñòàííiõ äâîõ ñïiââiäíîøåíü îòðèìó¹ìî

(A1 ∩ A2)∆(B1 ∩B2) = [(A1 ∩ A2) \ (B1 ∩B2)] ∪ [(B1 ∩B2) \ (A1 ∩ A2)] ⊂
⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2) ∪ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2) = (A1∆B1) ∪ (A2∆B2).
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Çëi÷åííi i íåçëi÷åííi ìíîæèíè.
Ìíîæèíè A i B íàçèâàþòüñÿ ðiâíîïîòóæíèìè, ÿêùî iñíó¹ ái¹êöiÿ f : A →

B. Ìíîæèíè, ÿêi ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâàþòüñÿ çëi-
÷åííèìè. Íåñêií÷åííi ìíîæèíè, ÿêi íå ¹ ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ
÷èñåë íàçèâàþòüñÿ íåçëi÷åííèìè. Ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë, ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
¹ çëi÷åííèìè. Ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ íåçëi÷åííèìè.
Ìíîæèíà (0, 1) ìà¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìó. Ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìó ìàþòü
ìíîæèíè Rn i Cn.

Çàäà÷à 2.28. Äîâåñòè, ùî íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà çëi÷åíî¨ ìíîæèíè A ¹
çëi÷åííà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì äîñèòü äîâåñòè, ùî íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà B ⊂ N ¹
çëi÷åííà. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ f ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

f(1) = min{k ∈ N | k ∈ B}, f(n+ 1) = min{k ∈ B | k > f(n)}, n ∈ N.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñòðîãî çðîñòà¹, à òîìó ¹ ií'¹êòèâíèì. Î÷å-
âèäíî, ùî éîãî îáðàç ðiâíèé B. Îòæå, f - ái¹êöiÿ N íà B.

Çàäà÷à 2.29. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Z öiëèõ ÷èñåë ¹ çëi÷åííà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå äi¹ çà ôîðìóëîþ

f(n) :=

{
k, ÿêùî n = 2k − 1;
−k + 1, ÿêùî n = 2k.

¹ ái¹êöi¹þ ìíîæèíè N íà Z. Îòæå, ìíîæèíà Z ¹ çëi÷åííà.

Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ íå áiëüø ÿê çëi÷åííîþ, ÿêùî âîíà ¹ çëi÷åííà àáî
ñêií÷åííà.

Çàäà÷à 2.30. Äîâåñòè, ùî çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ íå áiëüø ÿê çëi÷åíèõ ìíî-
æèí ¹ ìíîæèíà íå áiëüø ÿê çëi÷åíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè An ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i
¹ íåïîðîæíi. Äiéñíî, ÿêùî öå íå òàê, òî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

B1 = A1, Bn+1 = An+1 \
(
∪n

j=1Aj

)
.

Âîíè âæå íå ïåðåòèíàþòüñÿ i êîæíà ç íèõ ¹ íå áiëüø ÿê çëi÷åííà. Ïîðîæíi
ìíîæèíè ìîæíà âèäàëèòè i çðîáèòè ïåðåíóìåðàöiþ.
Íåõàé A =

⊔∞
n=1 An i An = {xn,k}∞(Nk)

k=1 . Íåõàé (pn)
∞
n=1 ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ

÷èñåë. Ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ f : A → N çà ôîðìóëîþ

f(xn,k) = pkn, n, k ∈ N.
Î÷åâèäíî, ùî f - ií'¹êöiÿ A → N. Îòæå, ìíîæèíà A ìà¹ ïîòóæíiñòü íåñêií-
÷åííî¨ ïiäìíîæèíè â N. Îñòàííÿ çãiäíî ç âæå äîâåäåíèì ¹ çëi÷åíîþ. Òîìó
çëi÷åíîþ ¹ i ìíîæèíà A.
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Çàäà÷à 2.31. Äåêàðòiâ äîáóòîê äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí ¹ çëi÷åííîþ ìíî-
æèíîþ.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé X = {xk}∞k=1 i Y = {yk}∞k=1. Òîäi

X × Y =
∞⋃
n=1

Bn,

äå
Bn := {(xn, xk)}∞k=1, n ∈ N.

Êîæíà ç ìíîæèí Bn ¹ çëi÷åííîþ. Îòæå, çëi÷åííîþ áóäå i ìíîæèíà X × Y .
(Ïåðåãëÿíóòè âñi çàäà÷i ç ðîçäiëó 1 çàäà÷íèêà Î. Ñòîðîæà. Íàïè-

ñàòè äåòàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ 1.7 - 1.14. )

3. Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé A - ñèñòåìà ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. ×èñëîâó ôóí-
êöiþ

µ : A → R (µ : A → C)
íàçâåìî äiéñíîçíà÷íîþ (êîìïëåêñíîçíà÷íîþ) ìiðîþ, ÿêùî âîíà ¹ çëi÷åííî
àäèòèâíîþ, òîáòî:

(1) äëÿ äîâiëüíî¨ äèç'þíêòèâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)
∞
n=1 â A, äëÿ ÿêî¨⊔∞

n=1An ∈ A, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(3.1) µ

(
∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Çàóâàæåííÿ 3.2. ßêùî âèêîíàíà óìîâà (1), òî ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi (3.1)
çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî. Äiéñíî, ç óìîâè (1) âèïëèâà¹, ùî âiä ïåðåñòàíîâêè

÷ëåíiâ ðÿäó
∞∑
n=1

µ(An) éîãî ñóìà íå çìiíþ¹òüñÿ. Ç îãëÿäó íà âiäîìó òåîðå-

ìó Ðiìàíà ïðî óìîâíî çáiæíi ðÿäè öå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ðÿä
∞∑
n=1

µ(An) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.

1. Íåâiä'¹ìíi ìiðè. Íåâiä'¹ìíèìè ìiðàìè ìè íàçâåìî ìiðè, ÿêi ïðèéìà-
þòü òiëüêè íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ (öå áóäå ïîêàçàíî çãîäîì), ùî
âèâ÷åííÿ äiéñíîçíà÷íèõ (êîìïëåêñíîçíà÷íèõ) ìið ìîæíà çâåñòè äî âèâ÷åííi
íåâiä'ìíèõ ìið. Çðîçóìiëî, ùî âèâ÷àòè íåâiä'ìíi ìiðè ïðîñòiøå, îñêiëüêè íàø
ïðàêòè÷íèé æèòò¹âèé äîñâiä â îñíîâíîìó áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi òàêèõ
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ìið (äîâæèíà, ïëîùà, îá'¹ì, âàãà, ìàñà). Òîìó ìè çîñåðåäèìî ñâîþ â ïåðøå
÷åðãó íà âèâ÷åííi íåâiä'¹ìíèõ ìið.

Â çàãàëüíîìó îçíà÷åííi ìiðè ìè íå âèñóâà¹ìî ÿêèõîñü âèìîã äî îáëàñòi âè-
çíà÷åííÿ ìiðè, îäíàê, ùîá îòðèìàòè áiëüø çìiñòîâíó òåîðiþ, íàì äîâåäåòüñÿ
äîìîâèòèñÿ, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìiðè ¹ ùîíàéìåíøå ïiâêiëüöåì. Âèÿâëÿ-
¹òüñÿ, ùî öå äóæå ñëàáêå îáìåæåííÿ, ÿêå íà ïðàêòèöi çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ.
I òàê, íåõàé P ïiâêiëüöå ïiäìíîæèí íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X. Çàóâàæèìî,

ùî ïiâêiëüöå P ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó íåâiä'¹ìíó
ìiðó

µ : P → [0,∞).

Íàñàìïåðåä âiäçíà÷èìî, ùî îáîâ'ÿçêîâî

(3.2) µ(∅) = 0.

Öå âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè (3.1). Äiéñíî, ÿêùî ó ôîðìóëi (3.1) ïîêëàñòè An = ∅
ïðè âñiõ n ∈ N, òî ç îãëÿäó íà íåâiä'¹ìíiñòü ìiðè

µ(∅) =
∞∑
n=1

µ(An) ≥ µ(A1) + µ(A2) = 2µ(∅),

òîáòî µ(∅) ≤ 0, ùî ìîæëèâî ëèøå ïðè µ(∅) = 0.
1. Ñêií÷åííà àäèòèâíiñòü. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ äèç'þíêòèâíî¨ ïî-

ñëiäîâíîñòi (Aj)
n
j=1 â P , äëÿ ÿêî¨

⊔n
j=1Aj ∈ A, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(3.3) µ

(
n⊔

j=1

Aj

)
=

n∑
j=1

µ(Aj).

Äîâåäåííÿ. Äîïîâíèìî äèç'þíêòèâíó ïîñëiäîâíiñòü (Aj)
n
j=1 äî äèç'þíêòèâíî¨

ïîñëiäîâíîñòi (Aj)
∞
j=1, ïîêëàäàþ÷è Aj = ∅ ïðè j > n. Îñêiëüêè ïðè j > n

µ(Aj) = µ(∅) = 0, òî ç ôîðìóëè (3.1) îòðèìó¹ìî, ùî

µ

(
n⊔

j=1

Aj

)
= µ

(
∞⊔
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

µ(Aj) =
n∑

j=1

µ(Aj).

�

2. Ìîíîòîííiñòü. ßêùî A,B ∈ P i A ⊂ B, òî µ(A) ≤ µ(B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A,B ∈ P . Ç âëàñòèâîñòåé ïiâêiëüöÿ âèïëèâà¹, ùî â P iñíó¹
äèç'þíêòíà ñèñòåìà (Pj)

n
j=1, òàêà, ùî B \ A =

⊔n
j=1 Pj. Ïîêëàäåìî P0 := A.

Òîäi

B =
m⊔
j=0

Pj.
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Òîìó ç îãëÿäó íà ñêií÷åííó àäèòèâíiñòü ìiðè µ i ¨¨ íåâiä'¹ìíiñòü

µ(B) = µ

(
m⊔
j=0

Pj

)
=

m∑
j=0

µ(Pj) ≥ µ(P0) = µ(A).

�

Âïðàâà 3.3. Íåõàé P - ïiâêiëüöå, B ∈ P i (Pj)
n
j=1 ïîñëiäîâíiñòü â P. Òîäi

iñíó¹ äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâíiñòü (Qk)
m
k=1 òàêà, ùî

B \

(
n⊔

j=1

Pj

)
=

m⊔
k=1

Qj.

Âïðàâà 3.4. Íåõàé P - ïiâêiëüöå, A ∈ P, (Aj)
∞
j=1 - ïîñëiäîâíiñòü â P i

A ⊂
⋃∞

j=1 Aj. Òîäi iñíó¹ äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâíiñòü (Bj)
∞
j=1 â P, äëÿ ÿêî¨

Bj ⊂ Aj äëÿ âñiõ j ∈ N i A =
⊔∞

j=1 Bj.

3. Çëi÷åííà íàïiâàäèòèâíiñòü.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé A ∈ P, (Aj)
∞
j=1 - ïîñëiäîâíiñòü â P i A ⊂

⋃∞
j=1Aj. Òîäi

(3.4) µ(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Aj).

Äîâåäåííÿ. Ç âïðàâè 3.4 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâíiñòü (Bj)
∞
j=1

â P , äëÿ ÿêî¨ Bj ⊂ Aj äëÿ âñiõ j ∈ N i A =
⊔∞

j=1 Bj. Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi
ìiðè µ ìà¹ìî, ùî

µ (A) =
∞∑
j=1

µ(Bj).

Îñêiëüêè Bj ⊂ Aj, òî µ(Bj) ≤ µ(Aj) (j ∈ N). Òîìó

µ (A) =
∞∑
j=1

µ(Bj) ≤
∞∑
j=1

µ(Aj).

�

4. Ñêií÷åííà íàïiâàäèòèâíiñòü. Íåõàé A ∈ P , (Aj)
n
j=1 - ïîñëiäîâíiñòü â

P i A ⊂
⋃n

j=1Aj. Òîäi

(3.5) µ(A) ≤
n∑

j=1

µ(Aj).
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Äîâåäåííÿ. Äîïîâíèìî ïîñëiäîâíiñòü (Aj)
n
j=1 äî ïîñëiäîâíîñòi (Aj)

∞
j=1, ïîêëà-

äàþ÷è Aj = ∅ ïðè j > n. Îñêiëüêè ïðè j > n µ(Aj) = µ(∅) = 0, òî ç ôîðìóëè
(3.4) îòðèìó¹ìî, ùî

µ(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Aj) =
n∑

j=1

µ(Aj).

�

Âïðàâà 3.6. Íåõàé P - ïiâêiëüöå, B ∈ P, (Aj)
n
j=1 - äèç'þíêòèâíà ïîñëiäîâ-

íiñòü â P i µ - íåâiä'¹ìíà ìiðà íà P. Äîâåñòè, ùî ñïðàâåäëèâà iìïëiêàöiÿ

(3.6)
n⊔

j=1

Aj ⊂ B =⇒
n∑

j=1

µ(Aj) ≤ µ(B).

Çîâíiøíà ìiðà. Äóæå âàæëèâèì ìîìåíòîì â òåîði¨ ìið ¹ ïðîöåñ ïîáóäî-
âè ìiðè. Âñÿ ñïðàâà â òîìó, ùî ïî÷àòêîâî ìiðó ìè çàäà¹ìî íà äîñèòü âóçüêié
ñèñòåìi åëåìåíòàðíèõ ìíîæèí (ïiâêiëüöi åëåìåíòàðíèõ ìíîæèí). À âæå ïiñëÿ
öüîãî ïåðåõîäèìî äî ïðîäîâæåííÿ ìiðè íà ìíîæèíè áiëüø ñêëàäíî¨ ïðèðîäè.
Íàïðèêëàä, çíàõîäæåííÿ ïëîùi ïðÿìîêóòíèêà ïðîáëåì íå âèêëèêà¹. Íàòî-
ìiñòü îáãðóíòóâàííÿ ôîðìóëè ïëîùi ïëîñêî¨ ôiãóðè, ùî îáìåæåíà ãëàäêîþ
êðèâîþ, ïîòðåáó¹ çíà÷íèõ çóñèëü. À ùî âæå êàçàòè ïðî çíàõîäæåííÿ ïëî-
ùi áiëüø ñêëàäíèõ ìíîæèí â R2. À ÿê áóòè ç n-âèìiðíèì îá'¹ìîì ñêëàäíèõ
ìíîæèí â Rn? Äîáðå áè áóëî ìàòè çàãàëüíèé ïiäõiä äî ïðîöåäóðè ïîáóäîâè
ìið, òî÷íiøå äî ïðîöåäóðè ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç ïiâêiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ ìíî-
æèí íà ÿêîìîãà ùèðøå σ-êiëüöå àáî øèðøó σ-àëãåáðó ìíîæèí. Íà ïî÷àòêó
20 ñòîëiòòÿ òàêèé ïiäõiä áóâ ðîçðîáëåíèé. Çíà÷íèé âêëàä â éîãî ðîçðîáêó
âíiñ ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Àíði Ëåáåã. Çàïðîïîíîâàíó íèì ïðîöåäóðó ïðî-
äîâæåííÿ ìiðè ñòàëè íàçèâàòè ëåáåãîâèì ïðîäîæåííÿì ìiðè. Öåíòðàëüíèì
ïóíêòîì â ëåáåãîâîìó ïðîäîâæåííi ¹ ïîíÿòòÿ çîâíiøíî¨ (âåðõíüî¨) ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 3.7. Íåõàé íåâiä'¹ìíà ìiðà µ çàäàíà íà ïiâêiëüöi P ç îäèíèöåþ
X i A ⊂ X. Ïîñëiäîâíiñòü (Pj)

∞
j=1 â P íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííèì ïîêðèòòÿì

ìíîæèíè A, ÿêùî A ⊂
⋃∞

j=1 Pj. Äëÿ äîâiëüíî¨ A ⊂ X ïîêëàäåìî

(3.7) µ∗(A) := inf
∞∑
j=1

µ(Pj),

äå òî÷íà íèæíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ ïî âñåìîæëèâèõ çëi÷åííèõ ïîêðèòòÿõ
(Pj)

∞
j=1 ìíîæèíè A. Ôóíêöiÿ µ∗ íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíîþ ìiðîþ ïîáóäîâàíîþ

çà ìiðîþ µ; âîíà çàäàíà íà àëãåáði 2X âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X:

X ⊃ A 7→ µ∗(A) ∈ [0,∞).
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Âëàñòèâîñòi çîâíiøíî¨ ìiðè.

Òåîðåìà 3.8. Çîâíiøíà ìiðà âîëîäi¹ íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(1) ∀A ∈ 2X 0 ≤ µ∗(A) ≤ µ(X);
(2) ∀A,B ∈ 2X A ⊂ B ⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B);
(3) ∀A ∈ P µ∗(A) = µ(A);
(4) çîâíiøíà ìiðà ¹ çëi÷åííî íàïiâàäèòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìíî-

æèí A,A1, . . . , An, . . . â X ñïðàâåäëèâà iìïëiêàöiÿ

(3.8) A ⊂
∞⋃
j=1

Aj =⇒ µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj).

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé A ⊂ X. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî ïîêðèòòÿ (Pj)
∞
j=1 ìíî-

æèíè A
∞∑
j=1

µ(Pj) ≥ 0,

òî ç îçíà÷åííÿ òî÷íî¨ íèæíüî¨ ãðàíi âèïëèâà¹, ùî µ∗(A) ≥ 0. Ðîçãëÿíåìî
ïîñëiäîâíiñòü (Pj)

∞
j=1, ùî çàäàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

P1 := X, Pj := ∅, j ≥ 2.

Âîíà ¹ çëi÷åííèì ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A. Îñêiëüêè µ(∅) = 0, òî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Pj) = µ(P1) = µ(X).

(2) Íåõàé A ⊂ B ⊂ X. Îñêiëüêè êîæíå ïîêðèòòÿ ìíîæèíè B ¹ òàêîæ
ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A, òî µ∗(A) ≤ µ∗(B).

(3). Íåõàé A ∈ P . Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (Pj)
∞
j=1, ùî çàäàíà íàñòóïíèì

÷èíîì

P1 := A, Pj := ∅, j ≥ 2.

Âîíà ¹ çëi÷åííèì ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A. Îñêiëüêè µ(∅) = 0, òî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Pj) = µ(P1) = µ(A).

Ïðèïóñòèìî, ùî (Pj)
∞
j=1 ¹ äîâiëüíèì çëi÷åííèì ïîêðèòòÿì ìíîæèíè A. Òîäi

ç òåîðåìè 3.5 âèïëèâà¹, ùî

µ(A) ≤
∞∑
j=1

µ(Pj).

Îòæå, µ(A) ≤ µ∗(A). Çi ñêàçàíîãî îòðèìó¹ìî, ùî µ∗(A) = µ(A).
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(4) Íåõàé ìíîæèí A,A1, . . . , An, . . . ìíîæèíè â X i A ⊂
⋃∞

j=1Aj ßêùî

ðÿä
∞∑
j=1

µ∗(Aj) ðîçáiæíèé, òî íåðiâíiñòü, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî,

ùî âêàçàíèé ðÿä çáiæíèé. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
çîâíiøíî¨ ìiðè äëÿ êîæíîãî j ∈ N iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Pj,k)

∞
k=1 â P òàêà, ùî

Aj ⊂
⋃∞

k=1 Pj,k i
∞∑
k=1

µ(Pj,k) ≤ µ∗(Aj) +
ε

2j
.

Îñêiëüêè

A ⊂
∞⋃
j=1

Aj ⊂
∞⋃
j=1

∞⋃
k=1

Pj,k,

òî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

∞∑
k=1

µ(Pj,k) ≤
∞∑
j=1

(
µ∗(Aj) +

ε

2j

)
= ε+

∞∑
j=1

µ∗(Aj).

Òàêèì ÷èíîì äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0

µ∗(A) ≤ ε+
∞∑
j=1

µ∗(Aj).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj). �

Çàóâàæåííÿ 3.9. Ç òåîðåìè 3.8 âèïëèâà¹ , ùî çîâíiøíà ìiðà ¹ òàêîæ ñêií-
÷åííî íàïiâàäèòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A,A1, . . . , An, . . . â X
ñïðàâåäëèâà iìïëiêàöiÿ

(3.9) A ⊂
n⋃

j=1

Aj =⇒ µ∗(A) ≤
n∑

j=1

µ∗(Aj).

Ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè. Íà ïî÷àòêó 20 ñòîëiòòÿ ôðàíöóçñüêèé ìà-
òåìàòèê Àíði Ëåáåã çàïðîïîíóâàâ ñïîñiá ïðîäîâæåííÿ ìiðè ç ïiâêiëüöÿ íà
σ-àëãåáðó. Ïiçíiøå îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi ïðîäîâæåííÿ ìiðó ñòàëè íàçèâàòè
ëåáåãîâèì ïðîäîâæåííÿì ìiðè. Îïèøåìî ñóòü iäå¨ Ëåáåãà.
Çàôiêñó¹ìî äåÿêó ìiðó µ íà ïiâêiëüöi P ç îäèíèöåþ X. Íåõàé µ∗ - çîâíiøíà

ìiðà ïîáóäîâàíà çà ìiðîþ µ.

Îçíà÷åííÿ 3.10. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Uµ ìíîæèíó âñiõ ïiäìíîæèí â X äëÿ
ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(3.10) µ∗(A) + µ∗(A′) = µ(X).

Òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ïðîäîâæåííÿ ìiðè.
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Òåîðåìà 3.11. Uµ ¹ σ-àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ X, à çâóæåííÿ µ̃ := µ∗|Uµ çîâíi-
øíî¨ ìiðè µ∗ íà Uµ ¹ ìiðîþ.

Ìiðà µ̃ íàçèâà¹òüñÿ ëåáåãîâèì ïðîäîâæåííÿì ìiðè µ, à åëåìåíòè àëãåáðè
Uµ íàçèâàþòüñÿ âèìiðíèìè çà Ëåáåãîì ìíîæèíàìè.

Äîâåäåííÿ ñôîðìóëüîâàíî¨ âèùå òåîðåìè ¹ äîâãèì i äîâîëi ñêëàäíèì. Çà
áðàêîì ÷àñó ìè éîãî ðîçãëÿäàòè íå áóäåìî.
Òðåáà âiäçíà÷èòè, ùî Ëåáåã ñôîðìóëþâàâ ñâîþ òåîðåìó â ìåíø çàãàëüíîìó

âèãëÿäi. À âëàñíå, âií ðîçãëÿäàâ âèïàäîê, êîëè X = [a, b], P - ïiâêiëüöå âñiõ
iíòåðâàëiâ ïðîìiæêó [a, b], à ìiðà µ - äîâæèíà iíòåðâàëà, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî
iíòåðâàëà ∆ ⊂ [a, b] ç êiíöÿìè α, β

µ(∆) = |β − α|.
(Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îñòàííÿ ôîðìóëà çàäà¹ ìiðó, òîáòî µ ¹ çëi÷åííî àäèòèâíîþ.)
Îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi ìiðó ñòàëè íàçèâàòè ìiðîþ Ëåáåãà íà âiäðiçêó [a, b], à
ìíîæèíè ç UL âèìiðíèìè çà Ëåáåãîì. Äîìîâèìîñÿ ïîçíà÷àòè ìiðó Ëåáåãà íà
âiäðiçêó ÷åðåç ÷åðåç µ1.
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ âèìiðíèõ ìíîæèí A ⊂ [a, b]

µ1(A) = µ∗(A) = inf
A⊂∪∞

j=1Pj

∞∑
j=1

µ(Pj),

òî, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ìiðà µ1(A) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðîìiæêà [a, b], òîá-
òî ìiðó Ëåáåãà ìîæíà ðîçãëÿäàòè íà âñiõ îáìåæåíèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì
ìíîæèíàõ. Áiëüøå òîãî, ¨¨ ìîæíà ïîøèðèòè íà σ-àëãåáðó

U(µ1) := {A ⊂ R | ∀n ∈ N A ∩ [−n, n] âèìiðíà çà Ëåáåãîì},
ïîêëàäàþ÷è

µ1(A) := sup
n∈N

µ1(A ∩ [−n, n]).

Çàóâàæèìî, ùî â U(µ1) ¹ ìíîæèíè íåñêií÷åííî¨ ìiðè. Ïðè öüîìó µ1 ¹ σ-
àäèòèâíîþ, òîáòî

(3.11) µ1

(
∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µn(An).

Òiëüêè òåïåð ðiâíiñòü (3.11) ïîòðiáíî ðîçóìiòè â áiëüø çàãàëüíîìó ñåíñi. À
âëàñíå, îáèäâi ÷àñòèíè ìîæóòü îäíî÷àñíî áóòè ðiâíèìè ∞.
Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè ìiðó Ëåáåãà â Rn. À âëàñíå, íåõàé X = [a, b]n

- n-âèìiðíèé êóá â Rn, P - ïiâêiëüöå âñiõ n-âèìiðíèõ ïàðàëåïiïåäiâ â X, à ìiðà
µ - îá'¹ì (â Rn) ïàðàëåïiïåäà P , òîáòî

µ(P ) =
n∏

j=1

|Pj|, P = P1 × · · ·Pn,
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|Pj| - äîâæèíà iíòåðâàëà Pj. (Îñòàííÿ ôîðìóëà äiéñíî çàäà¹ ìiðó, òîáòî µ ¹
çëi÷åííî àäèòèâíîþ.)
Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè îòðèìó¹ìî ìiðó Ëå-

áåãà µn íà äîâiëüíîìó êóái â Rn, à ïîòiì ïîøèðþ¹ìî ¨¨ íà σ-àëãåáðó

U(µn) := {A ⊂ R | ∀j ∈ N A ∩ [−j, j]n âèìiðíà çà Ëåáåãîì},

ïîêëàäàþ÷è
µn(A) := sup

j∈N
µn(A ∩ [−j, j]n).

Çðîçóìiëî, ùî â U(µn) ¹ ìíîæèíè íåñêií÷åííî¨ ìiðè, àëå µn ¹ σ-àäèòèâíîþ,
òîáòî

(3.12) µn

(
∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µn(An).

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè ìiðó Ëåáåãà íà êîëi, íà êðèâèõ, íà n-
âèìiðíié ñôåði, íà òîði, íà äîñèòü ãëàäêèõ ïîâåðõíÿõ. Âiäïîâiäíi ìiðè íà-
çèâàþòüñÿ ìiðàìè Ëåáåãà.

4. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Íåõàé ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A. Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ
ïîâíîþ, ÿêùî

∀A ∈ A (µ(A) = 0) =⇒ (∀B ⊂ A (B ∈ A) ∧ (µ(B) = 0)) .

Âïðàâà 4.2. Äîâåñòè, ùî ìiðà Ëåáåãà µn â Rn ¹ ïîâíîþ.

Çàäà÷à 4.3. Äîâåñòè, ùî ìiðà µn äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî¨ ìíîæè-
íè â Rn ðiâíà íóëåâi.

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê çëi÷åííî¨ ìíîæèíè. Íåõàé A çëi-
÷åííà ìíîæèíà. Òîäi ¨¨ ìîæíà çàíóìåðóâàòè, òîáòî A = {xj}∞j=1. Òîäi A ¹
çëi÷åííèì äèç'þíêòèâíèì îá'¹äíàííÿì îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí:

A =
∞⊔
j=1

{xj}.

Îñêiëüêè îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {xj} ¹ n-âèìiðíèõ ïàðàëåïiïåäîì íóëüîâî¨
ìiðè, òî ç çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

µn(A) =
∞∑
j=1

µn({xj}) = 0.
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Çàäà÷à 4.4. Çíàéäiòü ìiðó Ëåáåãà µ1 ìíîæèíè

A := {x ∈ (0, 1) | x− ðàöiîíàëüíå ÷èñëî}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííà. À òîìó âîíà âèìiðíà çà ìiðîþ µ1 i

µ1(A) = 0.

Çàäà÷à 4.5. Çíàéäiòü ìiðó Ëåáåãà µ2 ìíîæèíè

A := {(x, y) ∈ R2 | x, y ∈ Q}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííà. Äiéñíî, âîíà ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì
äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí. Òîìó A ¹ µ2 - âèìiðíà i

µ2(A) = 0.

Çàäà÷à 4.6. Çíàéäiòü ìiðó µ2 Ëåáåãà ìíîæèíè

A := {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, y ∈ Q}.

Ðîçâ'ÿçîê.ÌíîæèíóA ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî äèç'þíêòèâíîãî
îá'¹äíàííÿ

A =
∞⊔
r∈Q

Ar,

äå Ar = [0, 1] × [r, r]. Êîæíà ìíîæèíà Ar ¹ ïðÿìîêóòíèêîì íóëüîâî¨ ïëîùi,
òîáòî µ2(Ar) = 0. Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi ìiðè µ2 âèïëèâà¹, ùî

µ2(A) =
∞∑
r∈Q

µ2(Ar) = 0.

Çàäà÷à 4.7. Çíàéäiòü ìiðó Ëåáåãà µ1 ìíîæèíè

A :=
∞⋃
n=1

[1/n, 1 + 1/n].

Ðîçâ'ÿçîê. Íàìàëþâàâøè äåêiëüêà âiäðiçêiâ [1/n, 1 + 1/n] íåâàæêî ïîìi-
òèòè, ùî A = (0, 2]. Òoìó µ1(A) = 2.

Çàäà÷à 4.8. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A :=
∞⋃
n=1

[n, n+ 2−n]

¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ ìiðó Ëåáåãà µ1.
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Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí iíòåðâàë íà ïðÿìié ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. À çëi-
÷åííå îá'¹äíàííÿ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, A
¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ.
Íàìàëþâàâøè äåêiëüêà âiäðiçêiâ [n, n + 2−n] ìè áà÷èìî, ùî âîíè ïîïàðíî

íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîìó

µ1(A) =
∑
n∈N

µ1([n, n+ 2−n]) =
∑
n∈N

2−n = 1.

Çàäà÷à 4.9. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A :=
∞⋃
n=1

(n, n+ 2−n+2)

¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ1 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí iíòåðâàë íà ïðÿìié ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. À çëi-
÷åííå îá'¹äíàííÿ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, A
¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ.
Íàìàëþâàâøè äåêiëüêà âiäðiçêiâ (n, n+ 2−n+2) ìè áà÷èìî:

∆1 = (1, 3), ∆2 = (2, 3), ∆3 = (3, 3 + 1/2), ∆3 = (4, 4 + 1/4), ...

Îòæå,

A = (1, 3)
⋃(

∞⋃
j=3

∆j

)
.

Âèäíî, ùî öå îá'¹äíàííÿ ¹ äèç'þíêòèâíèì. Òîìó

µ1(A) = 2 +
∞∑
j=3

µ1(∆j) = 2 +
∑
n∈N

2−n = 3.

Çàäà÷à 4.10. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := (−2, 5]
⋃(

∞⋃
n=1

(
(n, n+ 2−n) \Q

))
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ1 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí iíòåðâàë íà ïðÿìié ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ i êîæíà
çëi÷åííà ìíîæèíà ¹ áîðåëiâñüêîþ (ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ çàìêíåíèõ ìíî-
æèí). Îòæå, êîæíà ìíîæèíà

A0 := (−2, 5], An = (n, n+ 2−n) \Q
¹ áîðåëiâñüêîþ. À çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ áîðåëiñüêèõ ìíîæèí ¹ áîðåëiâñüêîþ
ìíîæèíîþ. Îòæå, A ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíè An ïðè n ≥ 1 ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Àëå,
äåÿêi ç íèõ ïåðåòèíàþòüñÿ ç A0. Áiëüøå òîãî,

Aj ⊂ A0 ïðè j ≤ 4

i
A0 ∩ Aj = ∅ ïðè j ≥ 5.

Òîìó

A = (−2, 5]
⊔(

∞⊔
n=5

Aj

)
.

Îñêiëüêè µ1(Q) = 0, òî

µ1(An) = µ1((n, n+ 2−n)) = 2−n.

Òîìó

µ1(A) = 7 +
∞∑
j=5

2−j = 7 + 2−4.

Çàäà÷à 4.11. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := (−3, 0)
⋃(

∞⋃
n=1

(1/(n+ 1), 1/n)

)
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ1 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí iíòåðâàë íà ïðÿìié ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ Êðiì òî-
ãî, çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ áîðåëiñüêèõ ìíîæèí ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ. Îòæå,
A ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî

A = ((−3, 0) ∪ (0, 1)) \ {1/n}n∈N.

Îñêiëüêè µ1-ìiðà çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ðiâíà íóëåâi, òî

µ1(A) = 4.

Çàäà÷à 4.12. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, x) ∈ R2 | x ∈ R}

¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ, à, îòæå, áîðåëiâñüêîþ. Ïîêàæåìî,
ùî ¨¨ µ2-ìiðà ðiâíà íóëåâi. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An := {(x, x) ∈ R2 | x ∈ [n, n+ 1)}, n ∈ N.
Î÷åâèäíî, ùî

A =
⊔
n∈Z

An.

ßêùî äëÿ âñiõ n ∈ N µ2(An) = 0, òî

µ2(A) =
∑
n∈Z

µ2(An) = 0.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N µ2(An) = 0. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi n ∈ Z,m ∈ N.
î÷åâèäíî, ùî íàáið êâàäðàòiâ

Pn,j := [n+ (j − 1)/m, n+ j/m]2, j = 1, . . . ,m.,

ïîêðèâà¹ ìíîæèíó An. Òîìó

µ2(An) ≤
n∑

j=1

µ2(Pn,j) = m · 1

m2
=

1

m
.

Ç äîâiëüíîñòi ÷èñëà m ∈ N âèïëèâà¹, ùî

µ2(An) = 0.

Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè, ùî µ2(A) = 0.

Çàäà÷à 4.13. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | y = kx, k ∈ N}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíè

Ak := {(x, y) ∈ R2 | y = kx}, k ∈ N ∈,
¹ çàìêíåíi, à, îòæå, áîðåëiâñüêi. À çëi÷åíå îá'¹äíàííÿ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ¹
ìíîæèíà áîðåëiâñüêà. Òîìó A ¹ áîðåëiâñüêîþ. Ïîêàæåìî, ùî ¨¨ µ2-ìiðà ðiâíà
íóëåâi. Ïîäiáíî ÿê i â ïîïåðåäíié çàäà÷i, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ êîæíî¨
Ak µ2-ìiðà ðiâíà íóëåâi. Âèêîðèñòîâóþ÷è çëi÷åííó íàïiâàäèòèâíiñòü ìiðè µn,
ìà¹ìî

µ2(A) ≤
∑
k∈N

µ2(Ak) = 0,

òîáòî µ2(A) = 0.

Ìiðè Ëåáåãà i Æîðäàíà. Ìiðà Ëåáåãà ¹ ïðîäîâæåííÿì ìiðè Æîðäàíà.
Êîæíà ìíîæèíà A, ÿêà âèìiðíà çà Æîðäàíîì ¹ âèìiðíà çà Ëåáåãîì i ìiðà
Ëåáåãà ìíîæèíè A çáiãà¹òüñÿ ç ìiðîþ Æîðäàíà ìíîæèíè A.
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Çàäà÷à 4.14. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [0, 1], 0 ≤ |y| ≤ x2}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ, à, îòæå, áîðåëiâñüêîþ. Âîíà âèìiðíà
çàÆîðäàíîì. Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ ìiðè µ2(A) ìîæíà âèêîðèñòàòè iíòåãðàë
Ðiìàíà.

µ2(A) = 2

∫ 1

0

x2 dx = 2/3.

Çàäà÷à 4.15. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [0, π], 0 ≤ y ≤ sinx}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ, à, îòæå, áîðåëiâñüêîþ. Âîíà âèìiðíà
çàÆîðäàíîì. Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ ìiðè µ2(A) ìîæíà âèêîðèñòàòè iíòåãðàë
Ðiìàíà.

µ2(A) =

∫ π

0

sinx dx = 2.

Çàäà÷à 4.16. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [0, 4π], 0 ≤ |y| ≤ | cosx|}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ. Äiéñíî, íåõàé ((xn, yn))n∈N çáiæíà
ïîñëiäîâíiñòü â ìíîæèíi A i xn → x i yn → y. Äëÿ äîâåäåííÿ çàìêíåíîñòi
ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òî÷êà (x, y) íàëåæèòü ìíîæèíi A. Îñêiëüêè

0 ≤ |yn| ≤ | cosxn|, n ∈ N,
òî, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ìîäóëÿ i ôóíêöi¨ cos i çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé
ïåðåõiä â íåðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî, ùî

0 ≤ |y| ≤ | cosx|,
òîáòî (x, y) ∈ A. Çàìêíåíiñòü ìíîæèíè A äîâåäåíà.
Ìíîæèíà A ¹ êðèâîëiíiéíîþ òðàïåöi¹þ, ùî îáìåæåíà íåïåðåðâíèìè êðè-

âèìè. Òîìó âîíà âèìiðíà çà Æîðäàíîì i ¨¨ ìiðó Æîðäàíà (= µ2(A)) ìîæíà
çíàéòè ç äîïîìîãîþ iíòåãðàëà Ðiìàíà. Çðîáèâøè ìàëþíîê, ç âðàõóâàííÿì
ñèìåòði¨ ìíîæèíè A ñòîñîâíî îñi Ox i ïåðiîäè÷íîñòi ôóíêöi¨ cos, îòðèìó¹ìî,
ùî

µ2(A) = 2

∫ 4π

0

| cosx| dx = 16

∫ π/2

0

cosx dx = 16.

23



Çàäà÷à 4.17. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà

A := {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2, |x|+ |y| ≤ 2}
¹ áîðåëiâñüêîþ i çíàéäiòü ¨¨ µ2 ìiðó Ëåáåãà.

Ðîçâ'ÿçîê.Ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ. Äîâåäåííÿ ¹ àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ
â ïîïåðåäíié çàäà÷i. Ìíîæèíà A êâàäðàòîì, â ÿêîìó âèðiçàíî êðóã. Çíàéòè
ïëîùó ëåãêî (çíàéäiòü ñàìîñòiéíî).
Êîíñòðóþâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé ìíîæèí.

Çàäà÷à 4.18. Ïîáóäóéòå ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R
òàêó, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

µ1(An) = 1,
⋃
n∈N

An = [0,∞).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà, íàïðèêëàä, âçÿòè ìíîæèíè

An := [n− 1, n], n ∈ N

Çàäà÷à 4.19. Ïîáóäóéòå ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R
òàêó, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

µ1(An) = 1,
⋃
n∈N

An = R.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà, íàïðèêëàä, âçÿòè ìíîæèíè

A2n−1 := [n− 1, n], A2n = [−n,−n+ 1], n ∈ N

Çàäà÷à 4.20. Ïîáóäóéòå ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R
òàêó, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

µ1(An) = +∞,
⋂
n∈N

An = ∅.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà, íàïðèêëàä, âçÿòè ìíîæèíè

An := [n,∞), n ∈ N.

Çàäà÷à 4.21. Ïîáóäóéòå ïîñëiäîâíiñòü (An)n∈N áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â R
òàêó, ùî äëÿ âñiõ n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

µ1(An) = +∞,
⋂
n∈N

An = N.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìîæíà, íàïðèêëàä, âçÿòè ìíîæèíè

An := [n,∞) ∪ N, ∈ N.
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5. Ëåêöiÿ. Âèìiðíi ôóíêöi¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Íåõàé X - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Äîìîâèìîñÿ ÷åðåç B(X)
ïîçíà÷àòè íàéìåíøó σ-àëãåáðó â X, ùî ìiñòèòü âñi âiäêðèòi i çàìêíåíi
ìíîæèíè. Ìíîæèíè àëãåáðè B(X) íàçèâàþòüñÿ áîðåëiâñüêèìè ìíîæèíàìè
â X.

Çàóâàæèìî, ùî âñi çëi÷åíi àáî ñêií÷åííi ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
¹ áîðåëiâñüêèìè. Çëi÷åííi àáî ñêií÷åííi îá'¹äíàííÿ iíòåðâàëiâ (ïàðàëåïiïåäiâ
â Rn) ¹ áîðåëiâñüêèìè ìíîæèíàìè â R (Rn).

Ñòðóêòóðà ìíîæèí àëãåáðè U(µn).

Òåîðåìà 5.2. Êîæíà áîðåëiâñüêà ìíîæèíà A ∈ B(Rn) íàëåæèòü àëãåáði
U(µn), òîáòî B(Rn) ⊂ U(µn). ßêùî A ∈ U(µn), òî:

(1) iñíó¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà B ⊂ A òàêà, ùî µn(A \B) = 0.
(2) ó âèïàäêó µn(A) < ∞ äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 â Rn iñíóþòü êîìïàêò F

i âiäêðèòà ìíîæèíà O òàêi, ùî F ⊂ A ⊂ O i µn(O \ F ) < ε.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ìíîæèíà A ∈ U(µn) îá'¹äíàííÿì áîðåëiâñüêî¨ ìíîæè-
íè i ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 5.3. Ïðîñòîðîì ç ìiðîþ íàçèâà¹òüñÿ òðiéêà (X,U , µ), äå X -
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, U - êëàñ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, µ - íåâiä'¹ìíà ìiðà,
ùî çàäàíà íà U . Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî

∀A ∈ U ∀B ⊂ A (µ(A) = 0) ⇒ (B ∈ U ∧ µ(B) = 0)

ßêùî íå ñêàçàíå ïðîòèëåæíå, òî ïiä ïðîñòîðîì ç ìiðîþ ìè áóäåìî ââàæàòè
òðiéêà (X,U , µ), â ÿêié U - σ-àëãåáðà, à µ - ïîâíà ìiðà.

Âïðàâà 5.4. Êîæíà ìíîæèíà A ∈ U(µn) íóëüîâî¨ ìiðè ìiñòèòüñÿ â áîðå-
ëiâñüêié ìíîæèíi íóëüîâî¨ µn-ìiðè.

Íåïåðåðâíiñòü ìiðè.

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé çàäàíèé ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ) i (An)n∈N ìîíîòîííà
ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí â U . Òîäi

lim
n→∞

µ(An) = µ( lim
n→∞

An).

Çîêðåìà, äëÿ ìîíîòîííî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

lim
n→∞

µ(An) = µ(
∞⋂
n=1

An),
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à äëÿ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)n∈N

lim
n→∞

µ(An) = µ(
∞⋃
n=1

An).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ìîíîòîííî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)n∈N.
Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

B =
∞⋂
n=1

An, Bn = An \ An+1, n ∈ N.

Òîäi

An =

(
∞⊔
k=n

Bk

)⊔
B.

Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi ìiðè µ âèïëèâà¹, ùî

µ(An) = µ(B) +
∞∑
k=n

µ(Bk).

Çi çáiæíîñòi ðÿäó âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

∞∑
k=n

µ(Bk) = 0.

À, îòæå,

lim
n→∞

µ(An) = µ(B) = µ(
∞⋂
n=1

An) = µ( lim
n→∞

An).

Âèïàäîê ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. �
Îçíà÷åííÿ 5.6. Íåõàé çàäàíèé ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ), f : X → R. Ôóí-
êöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ µ- âèìiðíîþ, ÿêùî ïðîîáðàç êîæíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíî-
æèíè A ∈ B(R) ¹ ìíîæèíà âèìiðíà, òîáòî f−1(A) ∈ U . Ìíîæèíó âñiõ µ-
âèìiðíèõ ôóíêöié ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç V(X,µ).

Îçíà÷åííÿ 5.7. Íåõàé çàäàíèé ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ), f : X → R i λ ∈ R.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {f < λ} ïðîîáðàç ìíîæèíè (−∞, λ) ïðè âiäîáðàæåííi f ,
òîáòî

{f < λ} = {x ∈ X | f(x) < λ}.
Àíàëîãi÷íî îçíà÷ó¹ìî ìíîæèíè {f ≤ λ}, {f > λ} i {f ≥ λ}. Âñi òàêi ìíî-
æèíè íàçèâàþòü ëåáåãîâèìè ìíîæèíàìè.

Òåîðåìà 5.8. Íåõàé çàäàíèé ïðîñòið ç ìiðîþ (X,U , µ) i f : X → R. Ùîá
ôóíêöiÿ f áóëà µ-âèìiðíà íåîáõiäíî i äîñèòü, ùî âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

∀λ ∈ R {f < λ} ∈ U .
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâîA âñiõ ïiäìíîæèíA ⊂ R òàêèõ, ùî f−1(A) ∈
U .Îñêiëüêè îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ïðîîáðàçó êîìóòó¹ ç óñiìà òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè
îïåðàöiÿìè, òî A ¹ σ-àëãåáðîþ (áî òàêîþ ¹ U). Ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî
A ìiñòèòü âñi ìíîæèíè âèãëÿäó (−∞, λ), λ ∈ R. Îñêiëüêè A ¹ σ-àëãåáðîþ, òî
âîíà ìiñòèòü òàêîæ ìíîæèíè âèãëÿäó

(−∞, a] =
⋂
n∈N

(−∞, a+ 1/n), a ∈ R,

à, îòæå, i ìíîæèíè
(a, b) = (−∞, b) \ {−∞, a],

à, îòæå, âñi âiäêðèòi ìíîæèíè, à, îòæå, i âñi áîðåëiâñüêi ìíîæèíè. Òàêèì
÷èíîì, B(R) ⊂ A. Çâiäêè (äèâ. îçíà÷åííÿ) âèïëèâà¹, ùî f ∈ V(X,µ). �

Òåîðåìà 5.9. Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ. Òîäi V(X,µ) ¹ ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ V(X,µ) i a ∈ R. Òîäi (f + a) ∈ V(X,µ). Äiéñíî, äëÿ
äîâiëüíèõ λ ∈ R

{f + a < λ} = {f < λ− a} ∈ U .
ßêùî a = 0, òî af ≡ 0, à, îòæå, af ∈ V(X,µ). ßêùî a > 0, òî äëÿ äîâiëüíèõ
λ ∈ R

{af < λ} = {f < λ/a} ∈ U .
ßêùî a < 0 òî äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ R

{af < λ} = {f > λ/a} ∈ U .
Òàêèì ÷èíîì

∀f ∈ V(X,µ) ∀a ∈ R af ∈ V(X,µ).

Íåõàé f, g ∈ V(X,µ). Îñêiëüêè, ÿê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ,

{f < g} =
⋃
r∈Q

{f < r} ∩ {r < g} ∈ U ,

òî äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ R
{f + g < λ} = {f < −g + λ} ∈ U

(áî (−g + λ) ∈ V(X,µ) ç îãëÿäó íà âæå äîâåäåíå), òîáòî f + g ∈ V(X,µ).
Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Îçíà÷åííÿ 5.10. Ôóíêöiÿ φ : R → R íàçèâà¹òüñÿ áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî ïðî-
îáðàç êîæíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè ¹ ìíîæèíà áîðåëiâñüêà.
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Âïðàâà 5.11. Äîâåäiòü, ùî:

(1) âñi íåïåðåðâíi íà R ôóíêöi¨ ¹ áîðåëiâñüêèìè;
(2) âñi ìîíîòîííi ôóíêöi¨ íà R ôóíêöi¨ ¹ áîðåëiâñüêèìè;
(3) ôóíêöiÿ x 7→ 1/x (ùî çàäàíà íà R \ {0}) ¹ áîðåëiâñüêîþ.

Òåîðåìà 5.12. Íåõàé f ∈ V(X,µ), à ôóíêöiÿ φ : R → R ¹ áîðåëiâñüêà. ßêùî
ran f ⊂ domφ, òî êîìïîçèöiÿ g(x) := φ(f(x)) ¹ µ-âèìiðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ B(R). Îñêiëüêè
g−1(A) := {x ∈ R | φ(f(x)) ∈ A} = {x ∈ R | f(x) ∈ φ−1(A)} = f−1(φ−1(A))

i ôóíêöiÿ φ : R → R ¹ áîðåëiâñüêà, òî f−1(φ−1(A)) ∈ U . Îòæå, g ¹ µ-âèìiðíîþ.
�

Íàñëiäîê 5.13. ßêùî f ∈ V(X,µ), òî f 2, |f |, sign f ¹ µ-âèìiðíèìè. À ÿêùî
g íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, òî 1/g ¹ µ-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.

Òåîðåìà 5.14. ßêùî f, g ∈ V(X,µ) òî fg ∈ V(X,µ). À ÿêùî g íå îáåðòà¹-
òüñÿ â íóëü, òî i ÷àñòêà f/g ¹ µ-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f, g ∈ V(X,µ). Ç íàñëiäêó i ðiâíîñòi

fg =
1

4
((f + g)2 − (f − g)2))

âèïëèâà¹, ùî fg ∈ V(X,µ). ßêùî g íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, òî çãiäíî íàñëiäêó
1/g ¹ µ-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ . Òîìó ÷àñòêà f/g ¹ äîáóòêîì µ-âèìiðíèõ ôóíêöié,
à, îòæå, âîíà òåæ ¹ µ-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ. �
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié ¹ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.

Òåîðåìà 5.15. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ
äî ôóíêöi¨ f , òî f ∈ V(X,µ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíà óìîâà òåîðåìè. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå λ i ïîêàæå-
ìî, ùî ëåáåãîâà ìíîæèíà {f < λ} íàëåæèòü U . Âñå äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî
âñòàíîâëåííÿ ðiâíîñòi

{f < λ} =
∞⋃
k=1

∞⋃
n=1

⋂
m>n

{fm < λ− 1/k}.

Ïðèïóñòèìî, ùî x íàëåæèòü ëiâié ÷àñòèíi. Òîäi f(x) < λ. Ïðè äåÿêîìó δ > 0
ìè ìà¹ìî, ùî

f(x) < λ− 2δ,

Ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi âèïëèâà¹, ùî ïðè äåÿêèõ m0, k0 ∈ N
fm(x) < f(x) + δ, 1/k < δ, m > m0, k > k0.
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Òîìó
fm(x) < f(x) + δ < λ− δ < λ− 1/k, m > m0, k > k0.

Îòæå, ïðè k > k0 x íàëåæèòü ìíîæèíi⋂
m>m0

{fm < λ− 1/k},

òîáòî x íàëåæèòü ïðàâié ÷àñòèíi.
Ïðèïóñòèìî, ùî x íàëåæèòü ïðàâié ÷àñòèíi. Òîäi ïðè äåÿêèõ m0, k0 ∈ N

fm(x) < λ− 1/k, m > m0, k > k0.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ îòðèìó¹ìî, ùî

f(x) ≤ λ− 1/k < λ,

òîáòî x íàëåæèòü ëiâié ÷àñòèíi. Ðiâíiñòü äîâåäåíà. Îñêiëüêè âñi ìíîæèíè
{fm < λ − 1/k} ¹ âèìiðíi, òî âèìiðíîþ ¹ i ìíîæèíà {f < λ} (áî U ¹ σ-
àëãåáðîþ).

�
µ-åêâiâàëåíòíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 5.16. Ôóíêöi¨ f, g : X → R (ÿêi çàäàíi íà âñüîìó X) íàçèâàþ-
òüñÿ µ-åêâiâàëåíòíèìè (ñêîðî÷åíî f ∼ g), ÿêùî ìíîæèíà {x ∈ X | f(x) 6=
g(x)} ìà¹ ìiðó 0.

Òåîðåìà 5.17. Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ i ìiðà µ ¹ ïîâíà. Íåõàé
ôóíêöi¨ f, g : X → R (ÿêi çàäàíi íà âñüîìó X) ¹ µ-åêâiâàëåíòíèìè. ßêùî
f ∈ V(X,µ), òî g ∈ V(X,µ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíàíà óìîâà òåîðåìè. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå λ. Íåõàé

A := {f < λ}, B := {g < λ}.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî

A \B,B \ A ⊂ {x | f(x) 6= g(x)}.
Îòæå, A \B i B \A ¹ âèìiðíèìè ìíîæèíàìè íóëüîâî¨ ìiðè. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ÿêùî A ∈ U , òî i B ∈ U . Òåîðåìà äîâåäåíà. �
Âïðàâà 5.18. Ïîêàæiòü, ùî íà ïðîñòîði V(X,µ) âiäíîøåííÿ f ∼ g ¹ âiäíî-
øåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü.

Îçíà÷åííÿ 5.19. Ìè ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹-
òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f : X → R, ÿêùî

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

äëÿ âñiõ x ∈ X çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, ìíîæèíè íóëüîâî¨ µ-ìiðè.
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Âïðàâà 5.20. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹òüñÿ ìàéæå
ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f : X → R, òî f ∈ V(X,µ).

Òåîðåìà �ãîðîâà.

Îçíà÷åííÿ 5.21. Ìè ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹-
òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ìàéæå ðiâíîìiðíî, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 iñíó¹ âè-
ìiðíà ìíîæèíà Xδ òàêà, ùî:

(1) µ(Xδ) < δ;
(2) íà ìíîæèíi X \Xδ ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî.

�ãîðîâ âñòàíîâèâ (ïîíàä ñòî ðîêiâ òîìó), ùî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5.22. Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ i µ(X) < ∞. ßêùî ïîñëi-
äîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî äåÿêî¨ f ∈ V(X,µ),
òî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî f ìàéæå ðiâíîìiðíî.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ âñþäè íà X. Äiéñíî, ÿêùî öå íå òàê, òî öüîãî ìîæíà äîáè-
òèñÿ øëÿõîì âèëó÷åííÿ ç X ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Em
n =

⋂
k>n

{x | |fk(x)− f(x)| < 1/m}, n,m ∈ N.

Âñi âîíè ¹ µ-âèìiðíi (÷îìó?) Òîìó µ-âèìiðíèìè ¹ ìíîæèíè

Em =
∞⋃
n=1

Em
n .

Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèí Em
n âèïëèâà¹, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó m

Em
1 ⊂ · · · ⊂ Em

n ⊂ . . .

Ç íåïåðåðâíîñòi ìiðè µ âèïëèâà¹, ùî

µ(Em) = lim
n→∞

µ(Em
n ).

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 i äîâiëüíîãî m ∈ N iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå n0(m),
ùî

µ(Em \ Em
n0(m)) < δ/2m.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà

Xδ :=
∞⋃

m=1

(Em \ Em
n0(m))

âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:
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(1) µ(Xδ) < δ;
(2) íà ìíîæèíi X \Xδ ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî.

Ïåðøà âëàñòèâiñòü âèïëèâà¹ çi çëi÷åííî¨ íàïiâàäèòèâíîñòi ìiðè µ, òîáòî

µ(Xδ) ≤
∑
m∈N

µ(Em \ Em
n0(m)) <

∑
m∈N

δ/2m = δ.

Ïîêàæåìî, ùî íà ìíîæèíi X \ Xδ ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâ-
íîìiðíî.
Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Em =

X. Äiéñíî, ÿêùî x ∈ X \ Em, òî íåðiâíiñòü

|fk(x)− f(x)| ≥ 1/m

ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íîìåðiâ k. À öå îçíà÷à¹, ùî

f(x) 6= lim
n→∞

fk(x)

i öå ñóïåðå÷èòü çáiæíîñòi âñþäè. Òîìó Em = X äëÿ âñiõ m ∈ N. Âðàõîâóþ÷è
öå, çà ïðàâèëàìè äå-Ìîðãàíà ìà¹ìî

X \Xδ =

(
∞⋃

m=1

(Em \ Em
n0(m))

)′

=

(
∞⋃

m=1

(X \ Em
n0(m))

)′

=
∞⋂

m=1

Em
n0(m).

Íåõàé x ∈ X \Xδ. Òîäi äëÿ êîæíîãî m ∈ N âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|fk(x)− f(x)| < 1/m, k > n0(m).

À öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fk)k∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f íà ìíîæèíi
X \Xδ. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Çáiæíiñòü çà ìiðîþ. Ââåäåìî ùå îäèí âèä çáiæíîñòi ïîñëiäîâíiñòi ôóí-
êöié. Âií íàçèâà¹òüñÿ çáiæíiñòþ çà ìiðîþ i âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨
éìîâiðíîñòåé (òàì öåé âèä çáiæíîñòi íàçèâàþòü çáiæíiñòþ çà éìîâiðíiñòþ).

Îçíà÷åííÿ 5.23. Ìè ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹-
òüñÿ äî ôóíêöi¨ f çà ìiðîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0

lim
n→∞

µ({x | |fn(x)− f(x)| ≥ δ}) = 0.

Òåîðåìà 5.24. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨
f ìàéæå ñêðiçü, òî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî f i çà ìiðîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ âèìiðíà (äèâ. âïðàâó). Çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíå δ > 0 i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Ek(δ) = {x | |fk(x)− f(x)| ≥ δ}, k ∈ N.
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Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

Rn(δ) =
∞⋃
k=n

Ek(δ), M =
∞⋂
n=1

Rn(δ)

Îñêiëüêè âñi ôóíêöi¨ f, fk ¹ âèìiðíi, òî âèìiðíèìè ¹ âñi ìíîæèíè Ek(δ), Rn(δ)
i M . Î÷åâèäíî, ùî

R1(δ) ⊃ . . . Rn(δ) ⊃ . . . .

Òîìó ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü ìiðè µ ìà¹ìî

lim
n→∞

µ(Rn(δ)) = µ(M).

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî µ(M) = 0. Äiéñíî, ÿêùî x ∈ M , òî íåðiâíiñòü

|fk(x)− f(x)| ≥ δ

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííîãî ÷èñëà íîìåðiâ k, à, îòæå, limk→∞ fk(x) 6= f(x).
Òàêèì ÷èíîì

M ⊂ {x | f(x) 6= lim
k→∞

fk(x)}

À îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (fk)k∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü, òî µ(M) = 0 (ïî-
ÿñíiòü ÷îìó). Çi ñêàçàíîãî îòðèìó¹ìî, ùî

lim
n→∞

µ(Rn(δ)) = 0.

Îñêiëüêè Ek(δ) ⊂ Rk(δ), òî µ(Ek(δ)) ≤ µ(Rk(δ)). À, îòæå,

lim
k→∞

µ(Ek(δ)) = 0.

À öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fk)k∈N çáiãà¹òüñÿ äî f çà ìiðîþ. �

Çi çáiæíîñòi çà ìiðîþ íå âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü.

Âïðàâà 5.25. Ïðèäóìàéòå ïðèêëàä ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N â V(X,µ), ÿêà çái-
ãà¹òüñÿ çà ìiðîþ äî ôóíêöi¨ f : X → R, òî f ∈ V(X,µ), àëå íå çáiãà¹òüñÿ
äî íå¨ ìàéæå ñêðiçü.

Îäíàê, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 5.26. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â V(X,µ) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨
f ∈ V(X,µ) çà ìiðîþ, òî ç íå¨ ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà-
¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ìàéæå ñêðiçü.

32



Òàêèì ÷èíîì ó ïðîñòîði V(X,µ) ìè ìà¹ìî öiëèé íàáið âèäiâ çáiæíîñòi:
(A1) - ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü;
(A2) - ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü;
(A3) - çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü;
(A4) - ìàéæå ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü;
(A5) - çáiæíiñòü çà ìiðîþ.
Ñïðàâåäëèâi iìïëiêàöi¨

(A1) ⇒ (A2) ⇒ (A3) ⇒ (A4) ⇒ (A5).

6. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Çàãàëüíå ïîíÿòòÿ ìiðè. Âèìiðíi Ôóíêöi¨.

Åêâiâàëåíòíi ôóíêöi¨.

Çàäà÷à 6.1. Äîâåäiòü ñêií÷åííó íàïiâàäèòèâíiñòü çîâíiøíî¨ ìiðè:

∀A ⊂ X ∀A1, . . . , An ⊂ X

(
A ⊂

n⋃
j=1

Aj

)
=⇒

(
µ∗(A) ≤

n∑
j=1

µ∗(Aj)

)
.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A ⊂
⋃n

j=1Aj. Äîäàìî äî ïîñëiäîâíîñòi (Aj)
n
j=1 ïîðîæíi

ìíîæèíè Aj; = ∅, j > n. Ç çëi÷åííî¨ íàïiâàäèòèâíîñòi çîâíiøíî¨ ìiðè âèïëè-
âà¹, ùî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj).

À îñêiëüêè ïðè j > n µ∗(Aj) = µ∗(∅) = 0, òî

µ∗(A) ≤
∞∑
j=1

µ∗(Aj) =
n∑

j=1

µ∗(Aj).

Çàäà÷à 6.2. Íåõàé A,B ⊂ X. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü

|µ∗(A)− µ∗(B)| ≤ µ∗(A∆B).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

A ⊂ B ∪ (A \B) ⊂ B ∪ (A∆B) .

Ç ñêií÷åííî¨ íàïiâàäèòèâíîñòi çîâíiøíî¨ ìiðè âèïëèâà¹, ùî

µ∗(A) ≤ µ∗(B) + µ∗(A∆B).

À, îòæå,
µ∗(A)− µ∗(B) ≤ µ∗(A∆B).
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Îñêiëüêè ìíîæèíè A i B ¹ äîâiëüíèìè, òî, ïåðåñòàâëÿþ÷è ¨õ ìiñöÿìè, îòðè-
ìó¹ìî

µ∗(B)− µ∗(A) ≤ µ∗(B∆A) = µ∗(A∆B).

Îòæå,
|µ∗(A)− µ∗(B)| ≤ µ∗(A∆B).

Çàäà÷à 6.3. Íåõàé A,B,C ⊂ X. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü

µ∗(A∆B) ≤ µ∗(A∆C) + µ∗(C∆B).

Ðîçâ'ÿçîê. Äîñèòü äîâåñòè âêëþ÷åííÿ

A∆B ⊂ (A∆C) ∪ (C∆B).

i ñêîðèñòàòèñÿ ñêií÷åííîþ íàïiâàäèòèâíiñòþ çîâíiøíî¨ ìiðè. Ùîá äîâåñòè öå
âêëþ÷åííÿ íàì äîñèòü äîâåñòè, ùî

A \B ⊂ (A \ C) ∪ (C \B)

i
B \ A ⊂ (C \ A) ∪ (B \ C)

Î÷åâèäíî, ùî äîñèòü äîâåñòè òiëüêè ïåðøå âêëþ÷åííÿ. Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Äàëi (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ.

Çàäà÷à 6.4. Íåõàé A,B ∈ U äîâåäiòü ðiâíiñòü

µ(A \B) = µ(A)− µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè A = (A \B) t A ∩B, òî

µ(A) = µ(A \B) + µ(A ∩B).

Çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

µ(A \B) = µ(A)− µ(A ∩B).

Çàäà÷à 6.5. Íåõàé A,B ∈ U äîâåäiòü ðiâíiñòü

µ(A∆B) = µ(A) + µ(B)− 2µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè A∆B = (A \B) t (B \ A), òî
µ(A∆B) = µ(A \B) + µ(B \ A).

Âðàõîâóþ÷è, ùî

µ(A) = µ(A \B) + µ(B ∩ A)), µ(B) = µ(B \ A) + µ(A ∩B),
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îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

µ(A∆B) = µ(A) + µ(B))− 2µ(A ∩B).

Çàäà÷à 6.6. Íåõàé A,B ∈ U äîâåäiòü ðiâíiñòü

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè A ∪B = (A \B) t (B \ A) t (A ∩B), òî

µ(A ∪B) = µ(A \B) + µ(B \ A) + µ(A ∩B).

Âðàõîâóþ÷è, ùî

µ(A) = µ(A \B) + µ(B ∩ A)), µ(B) = µ(B \ A) + µ(A ∩B),

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B))− µ(A ∩B).

Îçíà÷åííÿ 6.7. Íåõàé Y - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ f : Y → R íàçè-
âà¹òüñÿ áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî ïðîîáðàç f−1(A) êîæíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè
A ∈ B(R) ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ (íàëåæèòü B(Y )).

Çîêðåìà,

Îçíà÷åííÿ 6.8. Ôóíêöiÿ f : R → R íàçèâà¹òüñÿ áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî ïðî-
îáðàç f−1(A) êîæíî¨ ìíîæèíè A ∈ B(R) íàëåæèòü B(R).

Çàäà÷à 6.9. Íåõàé f : X → R. Ùîá ôóíêöiÿ f áóëà áîðåëiâñüêîþ íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ R áîðåëiâñüêîþ áóëà ìíîæèíà {f < λ}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâî A âñiõ ïiäìíîæèí A ⊂ R òàêèõ, ùî
f−1(A) ∈ B(X).Îñêiëüêè îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ïðîîáðàçó êîìóòó¹ ç óñiìà òåîðåòèêî-
ìíîæèííèìè îïåðàöiÿìè, òîA ¹ σ-àëãåáðîþ (áî òàêîþ ¹ B(R)). Ç óìîâè çàäà÷i
âèïëèâà¹, ùî A ìiñòèòü âñi ìíîæèíè âèãëÿäó (−∞, λ), λ ∈ R. Îñêiëüêè A ¹
σ-àëãåáðîþ, òî âîíà ìiñòèòü òàêîæ ìíîæèíè âèãëÿäó

(−∞, a] =
⋂
n∈N

(−∞, a+ 1/n), a ∈ R,

à, îòæå, i ìíîæèíè
(a, b) = (−∞, b) \ {−∞, a],

à, îòæå, âñi âiäêðèòi ìíîæèíè, à, îòæå, i âñi áîðåëiâñüêi ìíîæèíè. Òàêèì
÷èíîì, B(R) ⊂ A. Çâiäêè (äèâ. îçíà÷åííÿ) âèïëèâà¹, ùî f - áîðåëiâñüêà ôóí-
êöiÿ.
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Çàäà÷à 6.10. 1) Íåõàé A - âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn. Êîæíà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ ôóíêöiÿ f : A → R ¹ áîðåëiâñüêîþ. 2) Êîæíà áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ
R → R ¹ µ1-âèìiðíîþ. 3) Êîìïîçèöiÿ áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié ¹ áîðåëiâñüêîþ.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, òî ïðîîáðàç f−1(B) âiäêðèòî¨
ìíîæèíè B ¹ ìíîæèíà âiäêðèòà. Òîìó ìíîæèíà {f < λ} âiäêðèòà, à, îòæå,
áîðåëiâñüêà ïðè äîâiëüíîìó λ ∈ R.
2) Íåõàé f, g ¹ áîðåëiâñüêèìè ôóíêöiÿìè. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà áîðåëiâ-

ñüêà ìíîæèíà ¹ µ1-âèìiðíîþ. Îñêiëüêè f ¹ áîðåëiâñüêîþ ôóíêöi¹þ, òî äëÿ
äîâiëüíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè A ∈ B(R) ïðîîáðàç f−1(A) ¹ áîðåëiâñüêîþ
ìíîæèíîþ, à îòæå, µ1-âèìiðíîþ. Òîìó f ¹ µ1-âèìiðíîþ.
Ðîçãëÿíåìî êîìïîçèöiþ h(x) = f(g(x)). Äëÿ äîâiëüíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæè-

íè A ∈ B(R)
h−1(A) = {x | f(g(x)) ∈ A} = {x | g(x) ∈ f−1(A)} = g−1(f−1(A)).

Îñêiëüêè f i g áîðåëiâñüêi, òî f−1(A) ¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà, à, îòæå, i
g−1(f−1(A)) ¹ áîðåëiâñüêà ìíîæèíà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî h ¹ áîðåëiâñüêà ôóí-
êöiÿ.

Çàäà÷à 6.11. 1) ×è ¹ ôóíêöiÿ R 3 x 7→ [x] áîðåëiâñüêîþ. 2) ×è ¹ ôóíêöiÿ
R2 3 (x, y) 7→ [x] áîðåëiâñüêîþ.

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Ôóíêöiÿ R 3 x 7→ [x] ¹ áîðåëiâñüêîþ. Äëÿ öüîãî äîñèòü
ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìíîæèíà

A = {x ∈ R | [x] < c}
¹ áîðåëiâñüêà. Ëåãêî áà÷èòè, A ¹ ïiââiññþ. Îòæå, A áîðåëiâñüêà. Òîìó ôóíêöiÿ
x 7→ [x] ¹ áîðåëiâñüêîþ.
2) Ôóíêöiÿ R2 3 (x, y) 7→ [x] ¹ áîðåëiâñüêîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R

ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
B = {(x, y) ∈ R2 | [x] < c}.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ ìíîæèíà ¹ âiäêðèòà, à, îòæå, áîðîëiâñüêà. Òîìó
ôóíêöiÿ R2 3 (x, y) 7→ [x] ¹ áîðåëiâñüêîþ.

Çàäà÷à 6.12. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f(x) = sin[x] (òóò [x] - öiëà ÷àñòè-
íà ÷èñëà x ∈ R).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ [x] ¹ áîðåëiâñüêà. Ôóíêöiÿ sin ¹
íåïåðåðâíà, à îòæå âîíà òåæ áîðåëiâñüêà. Êîìïîçèöiÿ áîðåëiâñüêèõ ôóíêöié
¹ áîðåëiâñüêîþ. Îòæå, ôóíêöiÿ f ¹ áîðåëiâñüêà. Àëå, áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ ¹
µ1-âèìiðíîþ.

Çàäà÷à 6.13. ×è ¹ µ2-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f(x, y))) = ([x] + [y])ex+y (òóò [x] -
öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x ∈ R).
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Ðîçâ'ÿçîê. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ áîðåëiâñüêîþ ôóíêöi¹þ, ùî äi¹ ç R2 â R. Àëå
êîæíà ìíîæèíà ç B(R2) ¹ âèìiðíà çà ìiðîþ µ2. Òîìó f ¹ µ2-âèìiðíà.

Çàäà÷à 6.14. Íåõàé f1, . . . , fn âèìiðíi ôóíêöi¨, ùî äiþòü ç X â R.×è ¹ µ-
âèìiðíîþ ôóíêöiÿ

f(x) = max
1≤j≤n

fj(x).

Ðîçâ'ÿçîê. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ âèìiðíîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R

{f < c} =
n⋂

j=1

{fj < c}.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fj ¹ âèìiðíi, òî {fj < c} ∈ U . À, îòæå, {f < c} ∈ U , òîáòî
f ¹ µ-âèìiðíà.

Çàäà÷à 6.15. Íåõàé f1, . . . , fn âèìiðíi ôóíêöi¨, ùî äiþòü ç X â R.×è ¹ µ-
âèìiðíîþ ôóíêöiÿ

f(x) = min
1≤j≤n

fj(x).

Ðîçâ'ÿçîê. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ âèìiðíîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R

{f < c} =
n⋃

j=1

{fj < c}.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fj ¹ âèìiðíi, òî {fj < c} ∈ U . À, îòæå, {f < c} ∈ U , òîáòî
f ¹ µ-âèìiðíà.

Çàäà÷à 6.16. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

|x|+ n
.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) =
(−1)n

|x|+ n

¹ íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

(−1)n

|x|+ n
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n

|x|+ n
.

çáiãà¹òüñÿ (çà îçíàêîþ Ëåéáíiöà). Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN
ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îòæå, f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìið-
íèõ ôóíêöié.
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Çàäà÷à 6.17. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

x

x2 + n2
.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) =
x

x2 + n2

¹ íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

x

x2 + n2
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

x

x2 + n2

çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ. Äiéñíî,

|fn(x)| ≤
|x|
n2

= O(n−2), n → ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îò-
æå, f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à 6.18. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

sinxn

x2 + n4

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) =
sinxn

x2 + n4

¹ íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

sinxn

x2 + n4
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

sinxn

x2 + n4

çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ. Äiéñíî,

fn(x) =
sinxn

x2 + n4
= O(n−4), n → ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îòæå,
f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié.
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Çàäà÷à 6.19. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

esignx

|x|+ n3/2
.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) =
esignx

|x|+ n3/2

¹ êóñêîâî íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

esignx

|x|+ n3/2
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

esignx

|x|+ n3/2

çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ. Äiéñíî,

fn(x) =
esignx

|x|+ n3/2
≤ e

n3/2
= O(n−3/2) n → ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îòæå,
f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à 6.20. ×è ¹ µ1-âèìiðíîþ ôóíêöiÿ f : R → R, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
∞∑
n=1

arctg

(
1

|x|3 + n4

)
Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ

fn(x) = arctg

(
1

|x|3 + n4

)
¹ íåïåðåðâíà, à, îòæå, ¹ µ1-âèìiðíîþ. Òîìó âèìiðíèìè ¹ i ôóíêöi¨

sN(x) :=
N∑

n=1

arctg

(
1

|x|3 + n4

)
.

Ïðè êîæíîìó x ∈ R ðÿä
∞∑
n=1

arctg

(
1

|x|3 + n4

)
çáiãà¹òüñÿ çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè

arctg x ∼ x, x → 0,
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fn(x) = arctg

(
1

|x|3 + n4

)
∼ 1

|x|3 + n4
= O(n−4), n → ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié sN ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f . À, îòæå,
f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷à 6.21. Çíàéòè ôóíêöiþ f ∈ C(R) äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
ñòîñîâíî ìiðè µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = x2 + sinn x.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

lim
n→∞

sinn x = 0,

ÿêùî | sinx| < 1, òîáòî, ÿêùî x /∈ A := {π/2+πn | n ∈ Z}. Îñêiëüêè ìíîæèíà
A ¹ çëi÷åííà, òî µ1(A) = 0. Êðiì òîãî, ïðè x /∈ A

lim
n→∞

fn(x) = x2 + lim
n→∞

sinn x = x2.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f(x) = x2.

Çàäà÷à 6.22. Çíàéòè ôóíêöiþ f ∈ C(R) äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
çà ìiðîþ µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = ex(1 + sinn x+ cosn x).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

lim
n→∞

sinn x = 0, lim
n→∞

cosn x = 0,

ÿêùî | sinx| < 1 i | cosx| < 1, òîáòî, ÿêùî x /∈ A := {πn/2 | n ∈ Z}. Îñêiëüêè
ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííà, òî µ1(A) = 0. Êðiì òîãî, ïðè x /∈ A

lim
n→∞

fn(x) = ex.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f(x) = ex.

Çàäà÷à 6.23. Çíàéòè ôóíêöiþ f : R → R äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
ñòîñîâíî µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = esin
n x +

nx+ 1

x+ n
, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

lim
n→∞

sinn x = 0,
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ÿêùî | sinx| < 1, òîáòî, ÿêùî x /∈ A := {π/2+πn | n ∈ Z}. Îñêiëüêè ìíîæèíà
A ¹ çëi÷åííà, òî µ1(A) = 0. Êðiì òîãî, ïðè x /∈ A

lim
n→∞

fn(x) = 1 + x.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ f(x) = 1 + x.

Çàäà÷à 6.24. Çíàéòè ôóíêöiþ f : R → R äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
ñòîñîâíî ìiðè µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
x+ xn

1 + x2n
, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

x+ xn

1 + x2n
.

Ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè äåêiëüêà âèïàäêiâ. ßêùî |x| > 1, òî∣∣∣∣ x+ xn

1 + x2n

∣∣∣∣ ≤ 1

|x|2n−1
+

1

|x|n
→ 0, n → ∞.

Îòæå, ïðè |x| > 1

lim
n→∞

x+ xn

1 + x2n
= 0.

ßêùî |x| < 1, òî
xn → 0, n → ∞.

Òîìó ïðè |x| < 1

lim
n→∞

x+ xn

1 + x2n
= x.

Çàëèøà¹òüñÿ âèïàäîê òî÷îê ìíîæèíè {x | |x| = 1}. Àëå, öå ñêií÷åííà ìíî-
æèíà, à, îòæå, ìà¹ ìiðó íóëü. Òîìó íàøà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî êóñêîâî
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

f(x) =

{
x, ÿêùî |x| ≤ 1;
0, ÿêùî |x| > 1.

Çàäà÷à 6.25. Çíàéòè ôóíêöiþ f : R → R äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü
ñòîñîâíî ìiðè µ1 ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = e−x2n

, x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

e−x2n

.

Ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè äåêiëüêà âèïàäêiâ. ßêùî |x| > 1, òî

−x2n → −∞, n → ∞.
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Îòæå, ïðè |x| > 1

lim
n→∞

e−x2n

= 0.

ßêùî |x| < 1, òî
−x2n → 0, n → ∞.

Òîìó ïðè |x| < 1

lim
n→∞

e−x2n

= e0 = 1.

Çàëèøà¹òüñÿ âèïàäîê òî÷îê ìíîæèíè {x | |x| = 1}. Àëå, öå ñêií÷åííà ìíî-
æèíà, à, îòæå, ìà¹ ìiðó íóëü. Òîìó íàøà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî êóñêîâî
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

f(x) =

{
1, ÿêùî |x| ≤ 1;
0, ÿêùî |x| > 1.

7. Iíòåãðàë Ëåáåãà òà éîãî âëàñòèâîñòi.

Ñüîãîäíi ìè äàìî îçíà÷åííÿ i âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Îçíà÷åííÿ 7.1. Íåõàé (X,U , µ) ïðîñòið ç ìiðîþ (X - íåïîðîæíÿ ìíîæèíà,
U - σ-àëãåáðà, µ - íåâiä'¹ìíà ïîâíà ìiðà íà U). Ôóíêöiþ f : X → R ìè íàçâå-
ìî ïðîñòîþ, ÿêùî âîíà ïðèéìà¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü.
×åðåç Π(X,µ) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ïðîñòèõ ôóíêöié â V(X,µ), òîáòî

Π(X,µ) := {f ∈ V(X,µ) | f − ïðîñòà ôóíêöiÿ}.

Âïðàâà 7.2. Π(X,µ) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Êðiì òîãî äîáóòîê ôóíêöié ç
f, g ∈ Π(X,µ) òåæ íàëåæèòü Π(X,µ).

Âïðàâà 7.3. Ùîá ïðîñòà ôóíêöiÿ f : X → R íàëåæàëà äî Π(X,µ) íåîáõiäíî
i äîñèòü, ùîá ïðîîáðàç f−1({y}) êîæíîãî çíà÷åííÿ y ôóíêöi¨ f áóâ âèìiðíîþ
ìíîæèíîþ, òîáòî ùîá

∀y ∈ ran f f−1({y}) ∈ U .

Òåîðåìà 7.4. Êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ V(X,µ) ¹ ãðàíèöåþ ðiâíîìiðíî çáiæíî¨ äî
f ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié ç Π(X,µ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ V(X,µ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç fm(m ∈ N) ôóíêöiþ, ùî
çàäàíà ôîðìóëîþ

fm(x) :=
n

m
, ÿêùî f(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m), n ∈ Z.
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Îñêiëüêè ìíîæèíè

{x ∈ X | f(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m)} = f−1([n/m, (n+ 1)/m)),

¹ âèìiðíèìè (íàëåæàòü U), òî êîæíà ôóíêöiÿ fm ¹ ïðîñòîþ âèìiðíîþ, òîáòî
fm ∈ Π(X,µ). Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöié fm âèïëèâà¹, ùî

0 ≤ f(x)− fm(x) ≤ 1/m, x ∈ X, m ∈ N.
Çâiäêè î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fm)m∈N ïðè m → ∞
ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f . �

Iíòåãðàë Ëåáåãà ïðîñòî¨ ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 7.5. Íåõàé f ∈ Π(X,µ) i {yn}Nn=1 ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f
(òóò N ∈ N àáî N = ∞). Ìè ñêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíîþ çà
Ëåáåãîì, ÿêùî ðÿä ∑

n

ynµ(f
−1(yn))

¹ àáñîëþòíî çáiæíèì (öå ñòîñó¹òüñÿ âèïàäêó, êîëè N = ∞). ßêùî f ¹
iíòåãðîâíîþ, òî ¨¨ iíòåãðàë ïî ìíîæèíi X ìè çàäà¹ìî ôîðìóëîþ∫

X

f dµ :=
∑
n

ynµ(f
−1(yn)).

Ìíîæèíó âñiõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié f ∈ Π(X,µ) ìè ïîçíà÷èìî
÷åðåç LΠ(X,µ)

Òåîðåìà 7.6. Íåõàé f ∈ Π(X,µ), X =
⊔

n An, An ∈ U , i ôóíêöiÿ f íà êîæíié
ìíîæèíi An ¹ ïîñòiéíà i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ an. Ùîá f áóëà iíòåãðîâíà íå-
îáõiäíî i äîñèòü, ùî áóâ àáñîëþòíî çáiæíèì ðÿä∑

n

anµ(An).

Ïðè öüîìó ∫
X

f dµ =
∑
n

anµ(An).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ yk ôóíêöi¨ f ìà¹ìî

f−1({yk}) =
⊔

an=yk

An.

À, îòæå,

µ(f−1({yk})) =
∑
an=yk

µ(An).

43



Òîìó ∑
k

|yk|µ(f−1(yk)) =
∑
n

|an|µ(An).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ðÿäè∑
k

ykµ(f
−1(yk)),

∑
n

anµ(An)

îäíî÷àñíî àáñîëþòíî çáiæíi àáî ðîçáiæíi. �
Òåîðåìà 7.7. LΠ(X,µ) ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈
LΠ(X,µ) i äîâiëüíîãî λ ∈ R ìà¹ìî:

(1)
∫
X
(f + g) dµ =

∫
X
f dµ+

∫
X
g dµ;

(2)
∫
X
λf dµ = λ

∫
X
f dµ;

(3) ÿêùî f ∈ LΠ(X,µ) ¹ îáìåæåíà, òî
∣∣∫

X
f dµ

∣∣ ≤ (supx∈X |f(x)|)µ(X).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëèøå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ LΠ(X,µ) ñóìà f + g ¹
iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ i∫

X

(f + g) dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ.

Ðåøòà òâåðäæåíü òåîðåìè ¹ ìàéæå î÷åâèäíèìè. Íåõàé f, g ∈ LΠ(X,µ) i íåõàé

{aj}j = ran f, {bk}k = ran g.

Ïîêëàäåìî

Aj := f−1(aj), Bk := g−1(bk), Cjk = Aj ∩Bk.

Î÷åâèäíî, ùî
X =

⊔
j

Aj, X =
⊔
k

Bk.

À, îòæå,
X =

⊔
j,k

Cjk, Aj =
⊔
k

Cjk, Bk =
⊔
j

Cjk.

Çâiäñè, çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî∑
k

µ(Cjk) = µ(Aj),
∑
j

µ(Cjk) = µ(Bk)

Çàóâàæèìî, ùî íà ìíîæèíi Cjk ôóíêöiÿ f + g ¹ ïîñòiéíà i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
aj + bk. Îñêiëüêè∑

j,k

|aj + bk|µ(Cjk) ≤
∑
j,k

|aj|µ(Cjk) +
∑
j,k

|bk|µ(Cjk) =

=
∑
j

|aj|µ(Aj) +
∑
k

|bk|µ(Bk) < ∞,
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òî ç òåîðåìè 7.6 âèïëèâà¹, ùî f + g ¹ iíòåãðîâíà. Çi ñêàçàíîãî âèùå òàêîæ
âèïëèâà¹, ùî∫

X

(f + g) dµ =
∑
j,k

(aj + bk)µ(Cjk) =
∑
j,k

ajµ(Cjk) +
∑
j,k

bkµ(Cjk) =

=
∑
j

ajµ(Aj) +
∑
k

bkµ(Bk) =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ.

�

Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Îçíà÷åííÿ 7.8. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(X,µ) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié, ÿêi ¹ ãðà-
íèöÿìè ðiâíîìiðíî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòeé ïðîñòîðó LΠ(X,µ), òîáòî ôóí-
êöiÿ f : X → R íàëåæèòü L(X,µ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â LΠ(X,µ) iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N, ÿêà ðiâíîìiðíî íà X çáiãà¹òüñÿ äî f .

Äîìîâèìîñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X ÷åðåç χA ïîçíà÷àòè õàðàêòåðè-
ñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè A, òîáòî ôóíêöiþ, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

χA(x) :=

{
1, ÿêùî x ∈ A;
0, ÿêùî x ∈ X \ A.

Âïðàâà 7.9. 1) Äîâåäiòü, ùî L(X,µ) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.
2) ßêùî f ∈ L(X,µ) i A ∈ U , òî χAf ∈ L(X,µ).

Îçíà÷åííÿ 7.10. Íåõàé f ∈ L(X,µ) i ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi
(fn)n∈N ôóíêöié ç LΠ(X,µ). Çà îçíà÷åííÿì ìè ïîêëàäà¹ìî

(7.1)
∫
X

f dµ := lim
n→∞

∫
X

fn dµ.

ßêùî A ∈ U , òî ∫
A

f dµ :=

∫
X

χAf dµ.

Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ.
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî îçíà÷åííÿ 7.10 ¹ êîðåêòíèì. Äëÿ öüãî ïîòðiáíî ïîêàçà-

òè, ùî:

(1) ãðàíèöÿ â (7.1) iñíó¹;
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(2) ïðè ôiêñîâàíié ôóíêöi¨ f ∈ L(X,µ) ãðàíèöÿ â (7.1) íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N;

(3) äëÿ ôóíêöié f ∈ LΠ(X,µ) îçíà÷åííÿ 7.10 ¹ ðiâíîñèëüíå îçíà÷åííþ 7.5.

1. Ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà Ëåáåãà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ âèïëèâà¹, ùî∣∣∣∣∫
X

fn dµ−
∫
X

fm dµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X

(fn − fm) dµ

∣∣∣∣ ≤ (sup |fn − fm|)µ(X), n,m ∈ N.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ, òî

sup |fn − fm| → 0 ïðè n,m → ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü iíòåãðàëiâ
∫
X
fn dµ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, à, îòæå, çái-

æíîþ.
2. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N i (gn)n∈N â LΠ(X,µ) ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ

äî f . Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (hn)n∈N, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

h2n−1 = fn, h2n = gn.

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (hn)n∈N íàëåæèòü LΠ(X,µ) i ðiâíîìiðíî çáiãà¹-
òüñÿ äî f . Òîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

∫
X

hn dµ.

Îñêiëüêè âñi ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi
(∫

X
fn dµ

)
n∈N ìàþòü îäíàêîâi

ãðàíèöi, òî

lim
n→∞

∫
X

fn dµ = lim
n→∞

∫
X

h2n−1 dµ = lim
n→∞

∫
X

h2n dµ = lim
n→∞

∫
X

gn dµ.

3. ßêùî f ∈ LΠ(X,µ), òî ïîñëiäîâíiñòü fn ≡ f ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f .
Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è äîâåäåíå âèùå, âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíêöié f ∈ LΠ(X,µ)
îçíà÷åííÿ 7.10 i 7.5 ¹ ðiâíîñèëüíèìè.

Âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Ìè âæå ãîâîðèëè ïðî âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨.
Âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìè îáñóäèìî áiëüø äå-
òàëüíî.

Òåîðåìà 7.11. Íåõàé f, g ∈ L(X,µ) i A,B ∈ U . Òîäi:

(1) χA ∈ L(X,µ),
∫
X
χA dµ = µ(A);
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Ëiíiéíiñòü iíòåãðàëà.
(2)

∫
A
λf dµ = λ

∫
A
f dµ äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ R;

(3)
∫
A
(f + g) dµ =

∫
A
f dµ+

∫
A
g dµ;

Àäèòèâíiñòü ïî îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ.
(4) ÿêùî A ∩B = ∅, òî

∫
A⊔B f dµ =

∫
A
f dµ+

∫
B
f dµ;

Iíòåãðàë íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ íåâiä'¹ìíèé.
(5) ÿêùî f(x) ≥ 0 ïðè x ∈ A , òî

∫
A
f dµ ≥ 0;

Ìîíîòîííiñòü iíòåãðàëà.
(6) ÿêùî f(x) ≤ g(x)ïðè x ∈ A, òî

∫
A
f dµ ≤

∫
A
g dµ;

Îöiíêà iíòåãðàëà.
(7) ÿêùî m ≤ f(x) ≤ M ïðè x ∈ A, òî

mµ(A) ≤
∫
A

f dµ ≤ Mµ(A);

(8) ÿêùî µ(A) = 0, òî
∫
A
f dµ = 0;

Iíòåãðàëè åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié.
(9) ÿêùî h ∈ V(X,µ) i h ∼ f , òî h ∈ L(X,µ) i

∫
X
h dµ =

∫
X
f dµ;

Äîñòàòíÿ îçíàêà iíòåãðîâíîñòi âèìiðíî¨ ôóíêöi¨.
(10) ÿêùî h ∈ V(X,µ), f ≥ 0 i |h| ≤ f , òî h ∈ L(X,µ);
(11) äëÿ äîâiëüíèõ h ∈ V(X,µ), òî (h ∈ L(X,µ)) ⇔ (|h| ∈ L(X,µ)) ;

Îöiíêà ìîäóëÿ iíòåãðàëà.
(12)

∣∣∫
A
f dµ

∣∣ ≤ ∫
A
|f | dµ ≤ (supp |f |)µ(A).

Äîâåäåííÿ. Áiëüøiñòü ïåðåðàõîâàíèõ âëàñòèâîñòåé î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëè-
âàþòü ç îçíà÷åíü. Òîìó ìè îáìåæèìîñÿ äîâåäåííÿì òiëüêè âëàñòèâîñòåé
(3), (9), (10).
(3) Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N i (gn)n∈N â LΠ(X,µ) ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ

äî f i g. Ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà äëÿ ïðîñòèõ ôóíêöié ìà¹ìî, ùî∫
A

(fn + gn) dµ =

∫
A

fn dµ+

∫
A

gn dµ, n ∈ N.

Ïåðåõîäÿ÷è â îñòàííié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè n → ∞, îòðèìó¹ìî, ùî∫
A

(f + g) dµ =

∫
A

f dµ+

∫
A

g dµ.

(9) Íåõàé f ∈ L(X,µ), h ∈ V(X,µ) i h ∼ f . Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ φ := f − h.
Âîíà âèìiðíà i ìàéæå ñêðiçü äîðiâíþ¹ íóëåâi. Íàì äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
âîíà íàëåæèòü L(X,µ) i

∫
X
φdµ = 0. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

φm(x) :=
n

m
, ÿêùî φ(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m), n ∈ Z.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ïðîñòà ôóíêöiÿ φm ðiâíà íóëåâi ìàéæå
ñêðiçü. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi ÷ëåíè ðÿäó∑

n∈Z

n

m
µ(φ−1( n

m
))

ðiâíi íóëåâi. À, îòæå, φm ∈ LΠ(X,µ) i
∫
X
φm dµ = 0 äëÿ âñiõ m ∈ N. Îñêiëüêè

ïîñëiäîâíiñòü (φm)m∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî φ, òî φ ∈ L(X,µ) i∫
X

φdµ = 0.

(10) Íåõàé f ∈ L(X,µ), f ≥ 0, h ∈ V(X,µ) i |h| ≤ f . Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî
ôóíêöiÿ h iíòåãðîâíà.
Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

hm(x) :=
n

m
, ÿêùî h(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m), n ∈ Z.

Î÷åâèäíî, ùî

|hm(x)| ≤ f(x) + 1, x ∈ X, m ∈ N.
Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ hm ¹ iíòåãðîâíà. Çàôiêñó¹ìî m i íåõàé

An,m = {x ∈ X | h(x) ∈ [n/m, (n+ 1)/m)}, n ∈ Z.
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ Z

|hm(x)| =
|n|
m

≤ f(x) + 1, x ∈ An,m,

òî
|n|
m

µ(An,m) ≤
∫
An,m

(f + 1) dµ.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíèõ N ∈ N∑
|n|≤N

|n|
m

µ(An,m) ≤
∑
|n|≤N

∫
An,m

(f+1) dµ =

∫
⊔

|n|≤N An,m

(f+1) dµ ≤
∫
X

(f+1) dµ < ∞.

À öå îçíà÷à¹, ùî ðÿä
∑
n∈Z

|n|
m
µ(An,m) ¹ çáiæíèé, òîáòî hm ∈ L(X,µ). Îñêiëüêè

h ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (hm)m∈N, òî h ∈ L(X,µ).
Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà.

Òåîðåìà 7.12. Íåõàé f ∈ L(X,µ). Òîäi

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀A ∈ U (µ(A) < δ) ⇒
∣∣∣∣∫

A

f dµ

∣∣∣∣ < ε.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåð-
äæåííÿ:

∀f ∈ L(X,µ) ∀ε > 0 ∃g, h ∈ L(X,µ) (f = g+h)∧(g− îáìåæåíà)∧
(∫

X

|h| dµ < ε

)
.

Íåõàé f ∈ L(X,µ). Îñêiëüêè f ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ïðî-
ñòèõ iíòåãðîâíèõ, òî iñíó¹ ïðîñòà iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ φ òàêà, ùî f − φ ¹
îáìåæåíà. Òîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî f ¹ ïðîñòà
iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ.

Íåõàé X =
⊔

j∈N An i f ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ an íà ìíîæèíi An. Òîäi

∞∑
j=1

|an|µ(An) < ∞

Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå N ∈ N, ùî
∞∑

j=N+1

|an|µ(An) < ε.

Ïîêëàäåìî

g(x) :=

{
f(x), ÿêùî x ∈

⊔N
j=1An;

0, ÿêùî x ∈
⊔∞

j=N+1 An,
h = f − g.

Î÷åâèäíî, ùî g ¹ îáìåæåíà i∣∣∣∣∣∣
∫
X

h dµ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
X

|h| dµ =
∞∑

j=N+1

|an|µ(An) < ε.

Òèì ñàìèì äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó. Íåõàé f ∈ L(X,µ) i ε > 0. Çãiäíî äîïîìiæíîãî
òâåðäæåííÿ iñíóþòü g, h ∈ L(X,µ) òàêi, ùî f = g + h i

sup |g|+ 1 = M < ∞,

∫
X

|h| dµ < ε/2
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Ïîêëàäåìî

δ =
ε

2M
.

Íåõàé A ∈ U i µ(A) < δ. Òîäi∣∣∣∣∫
A

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
A

|f | dµ =

∫
A

|g+h| dµ ≤
∫
A

|g| dµ+
∫
A

|h| dµ ≤
∫
A

|g| dµ+
∫
X

(|h| dµ.

Îñêiëüêè ∫
X

(|h| dµ < ε/2,

∫
A

|g| dµ ≤ Mµ(A) < Mδ = ε/2,

òî ∣∣∣∣∫
A

f dµ

∣∣∣∣ < ε/2 + ε/2 = ε.

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

σ-àäèòèâíiñòü iíòåãðàëà.

Òåîðåìà 7.13. Íåõàé f ∈ L(X,µ) i A =
⊔∞

j=1 Aj, äå A,Aj ∈ U(j ∈ N). Òîäi

(7.2)
∫
A

f dµ =
∞∑
j=1

∫
An

f dµ,

ïðè÷îìó ðÿä â (7.2) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèé.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ðiâíiñòü (7.2). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Ç
àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî ÿêùî
C ∈ U i µ(C) < δ, òî ∣∣∣∣∫

C

f dµ

∣∣∣∣ < ε.

Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi ìiðè µ âèïëèâà¹, ùî
∞∑
j=1

µ(An) = µ(A) < ∞.

Òîìó iñíó¹ N0 ∈ N òàêå, ùî
∞∑

j=N0+1

µ(An) < δ.
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Íåõàé N > N0 i

B =
N⊔
j=1

Aj, C =
∞⊔

j=N+1

Aj.

Îñêiëüêè A = B t C, òî ç àäèòèâíîñòi iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî∫
A

f dµ =

∫
B

f dµ+

∫
C

f dµ

i ∫
B

f dµ =
N∑
j=1

∫
Aj

f dµ.

Òîìó ∣∣∣∣∣
∫
A

f dµ−
N∑
j=1

∫
Aj

f dµ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

C

f dµ

∣∣∣∣ .
Âðàõîâóþ÷è, ùî

µ(C) =
∞∑

j=N+1

µ(An) ≤
∞∑

j=N0+1

µ(An) < δ

îòðèìó¹ìî ∣∣∣∣∫
C

f dµ

∣∣∣∣ < ε.

Òàêèì ÷èíîì ∣∣∣∣∣
∫
A

f dµ−
N∑
j=1

∫
Aj

f dµ

∣∣∣∣∣ < ε ïðè N > N0.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ∫
A

f dµ =
∞∑
j=1

∫
An

f dµ.

Çàìiíÿþ÷è f íà |f | ìà¹ìî, ùî∫
A

|f | dµ =
∞∑
j=1

∫
An

|f | dµ.

Îñêiëüêè ∣∣∣∣∫
An

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
An

|f | dµ, n ∈ N,

òî
∞∑
j=1

∣∣∣∣∫
An

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
j=1

∫
An

|f | dµ =

∫
A

|f | dµ < ∞.

Îòæå, ðÿä ó ðiâíîñòi (7.2) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Íåðiâíiñòü ×åáèøåâà.

Òåîðåìà 7.14. Íåõàé f ∈ L(X,µ), f ≥ 0 i c > 0. Òîäi

µ({f ≥ c}) ≤ 1

c

∫
X

f dµ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A := {f ≥ c}. Òîäi

cχA ≤ f, x ∈ X.

À, îòæå,

cµ(A) =

∫
X

cχA dµ ≤
∫
X

f dµ,

òîáòî

µ({f ≥ c}) ≤ 1

c

∫
X

f dµ.

�

Íàñëiäîê 7.15. ßêùî f ∈ L(X,µ) i
∫
X
|f | dµ = 0, òî f(x) = 0 ìàéæå ñêðiçü

íà X.

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà âèïëèâà¹, ùî

µ({|f | ≥ 1/n}) ≤ n

∫
X

|f | dµ = 0, n ∈ N.

Îñêiëüêè

{|f | > 0} =
∞⋃
n=1

{|f | ≥ 1/n},

òî

µ({|f | > 0}) ≤
∞∑
n=1

µ({|f | ≥ 1/n}) = 0.

Îòæå, f(x) = 0 ìàéæå ñêðiçü. �

8. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Çàäà÷à 8.1. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = 2 signx, x ∈ R.
52



Çíàéäiòü iíòåãðàë
2∫

−1

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî íàøà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòà âèìiðíà (çà ìiðîþ µ1)
i ïðèéìà¹ òðè çíà÷åííÿ:

f(x) = −2, ÿêùî x ∈ A1 := [−1, 0);

f(x) = 0, ÿêùî x ∈ A2 := {0};

f(x) = 2, ÿêùî x ∈ A3 := (0, 2].

Òîìó çãiäíî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî:

2∫
−1

f, dµ1 = (−2) · µ1(A1) + 0 · µ1(A2) + 2 · µ1(A3) = −2 + 4 = 2.

Çàäà÷à 8.2. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = sign(1− x2), x ∈ R.

Çíàéäiòü iíòåãðàë
5∫

−3

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî íàøà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòà âèìiðíà (çà ìiðîþ µ1)
i ïðèéìà¹ òðè çíà÷åííÿ:

f(x) = −1, ÿêùî x ∈ A1 := [−3,−1) ∪ (1, 5];

f(x) = 0, ÿêùî x ∈ A2 := {−1, 1};

f(x) = 1, ÿêùî x ∈ A3 := (−1, 1).

Òîìó çãiäíî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî:

2∫
−1

f, dµ1 = (−1) · µ1(A1) + 0 · µ1(A2) + 1 · µ1(A3) = −6 + 2 = −4.
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Çàäà÷à 8.3. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x, y) = sign(x− y), x, y ∈ R,

i A := [−1, 1]× [0, 1]. Çíàéäiòü iíòåãðàë∫
A

f dµ2.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî íàøà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòà âèìiðíà (çà ìiðîþ µ1)
i ïðèéìà¹ òðè çíà÷åííÿ:

f(x) = −1, ÿêùî x ∈ A1 := {(x, y) ∈ A | x < y};
f(x) = 0, ÿêùî x ∈ A2 := {(x, y) ∈ A | x = y};
f(x) = 1, ÿêùî x ∈ A3 := {(x, y) ∈ A | x > y}.

Òîìó çãiäíî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî:
2∫

−1

fdµ1 = (−1) · µ1(A1) + 0 · µ1(A2) + 1 · µ1(A3) = −µ1(A1) + µ1(A3).

Ðîáëÿ÷è íåñêëàäíèé ìàëþíîê, áà÷èìî, ùî

µ1(A3) = 1/2, µ1(A1) = 2− µ1(A3) = 3/2.

Òîìó
2∫

−1

f, dµ1 = −1.

Çàäà÷à 8.4. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

|χA − χB| dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöi¨ χA, χB ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 0 i 1. Òîìó ôóíêöiÿ

f(x) = |χA(x)− χB(x)|
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ìîæå ïðèéìàòè ëèøå äâà çíà÷åííÿ. À âëàñíå:

f(x) =

{
1, ÿêùî x ∈ A∆B;
0, ÿêùî x /∈ A∆B.

Òîìó ∫
X

|χA − χB| dµ = µ(A∆B) = µ(A) + µ(B)− 2µ(A ∩B).

Çàäà÷à 8.5. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

|4χA − χB| dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

f(x) = |4χA(x)− χB(x)| =


4, ÿêùî x ∈ A \B;
1, ÿêùî x ∈ B \ A;
3, ÿêùî x ∈ A ∩B;
0, ÿêùî x /∈ A ∪B.

Îòæå,∫
X

|4χA − χB| dµ = 4µ(A \B) + µ(B \ A) + 3µ(A ∩B) =

= 4(µ(A)−µ(A∩B))+(µ(B)−µ(A∩B))+3µ(A∩B) = 4µ(A)+µ(B)−2µ(A∩B).

Çàäà÷à 8.6. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

(|3χA − χB| − 2χB) dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé
f = |3χA − χB| − 2χB.
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Çàóâàæèìî, ùî

f(x) =


3, ÿêùî x ∈ A \B;
−1, ÿêùî x ∈ B \ A;
0, ÿêùî x ∈ A ∩B;
0, ÿêùî x /∈ A ∪B.

Îòæå,∫
X

f dµ = 3µ(A \B)− µ(B \ A) =

= 3(µ(A)− µ(A ∩B))− (µ(B)− µ(A ∩B)) = 3µ(A)− µ(B)− 2µ(A ∩B).

Çàäà÷à 8.7. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

(|2χA − χB|+ 2χAχB) dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B).

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé
f = |2χA − χB|+ 2χAχB

Çàóâàæèìî, ùî

f(x) =


2, ÿêùî x ∈ A \B;
1, ÿêùî x ∈ B \ A;
3, ÿêùî x ∈ A ∩B;
0, ÿêùî x /∈ A ∪B.

Îòæå,∫
X

f dµ = 2µ(A \B) + µ(B \ A) + 3µ(A ∩B) =

= 2(µ(A)− µ(A ∩B)) + (µ(B)− µ(A ∩B)) + 3µ(A ∩B) = 2µ(A) + µ(B).

Çàäà÷à 8.8. Íåõàé A i B µ-âèìiðíi ìíîæèíè ñêií÷åííî¨ ìiðè. Çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫

X

(|2χA − χB|+ 2χAχB + 2χX) dµ,

ââàæàþ÷è, ùî âiäîìi âåëè÷èíè µ(A), µ(B), µ(A ∩B), µ(X).
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Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé

f = |2χA − χB|+ 2χAχB + 2χX

Çàóâàæèìî, ùî

f(x) =


4, ÿêùî x ∈ A \B;
3, ÿêùî x ∈ B \ A;
5, ÿêùî x ∈ A ∩B;
2, ÿêùî x /∈ A ∪B.

Îòæå,∫
X

f dµ = 4µ(A \B) + 3µ(B \ A) + 5µ(A ∩B) + 2µ(X \ (A ∪B)) =

= 4(µ(A)−µ(A∩B))+3(µ(B)−µ(A∩B))+5µ(A∩B)+2(µ(X)−µ(A∪B)) =

= 2µ(A) + µ(B) + 2µ(X).

Îñêiëüêè

µ(X)− µ(A ∪B) = µ(X)− µ(A)− µ(B) + µ(A ∪B).

Çàäà÷à 8.9. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = [2 sinx], x ∈ [−π, π].

Çíàéäiòü iíòåãðàë
π∫

−π

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî |f(x) ≤ 2. Òîìó ôóíöiÿ f ìîæå ïðèéìàòè ëèøå
ï'ÿòü çíà÷åíü (±2,±1, 0). Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ 2 ïðèéìà¹òüñÿ íà îäíîòî-
÷êîâié ìíîæèíi

A1 := {π/2};
çíà÷åííÿ 1 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A2 := {x ∈ [−π, π] | 1 ≤ 2 sin x < 2} = [π/6, π/2) ∪ (π/2, 5π/6];

çíà÷åííÿ 0 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A3 := {x ∈ [−π, π] | 0 ≤ 2 sin x < 1} = [0, π/6) ∪ (5π/6, π];
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çíà÷åííÿ −1 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A4 := {x ∈ [−π, π] | −1 ≤ 2 sin x < 0} = [−π/6, 0) ∪ (−π,−5π/6];

çíà÷åííÿ −2 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A5 := {x ∈ [−π, π] | −2 ≤ 2 sin x < −1} = (−5π/6,−π/6).

Îñêiëüêè

µ1(A1) = 0, µ1(A2) =
2

3
π, µ1(A3) = π/3, µ1(A4) = π/3, µ1(A5) =

2

3
π,

òî
π∫

−π

dµ1 = 2 · 0 + 1 · (2π/3) + 0(π/3)− 1 · (π/3)− 2 · (2π/3) = −π.

Çàäà÷à 8.10. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëî

f(x) = [2/x], x ∈ [1/2, 2].

Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫
[1/2,2]

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ìîíîòîííà i ¨¨ îáëàñòü çíà÷åíü
¹ ïðîìiæîê [1, 4]. Òîìó ôóíöiÿ f ìîæå ïðèéìàòè ëèøå ÷îòèðè çíà÷åííÿ
(1, 2, 3, 4). Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ 4 ïðèéìà¹òüñÿ íà îäíîòî÷êîâié ìíîæèíi

A1 := {1/2};
çíà÷åííÿ 3 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A2 := {x ∈ [1/2, 2] | 3 ≤ 2/x < 4} = (1/2, 2/3];

çíà÷åííÿ 2 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A3 := {x ∈ [1/2, 2] | 2 ≤ 2/x < 3} = (2/3, 1];

çíà÷åííÿ 1 ïðèéìà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

A4 := {x ∈ [1/2, 2] | 1 ≤ 2/x < 2} = (1, 2];

Òîìó ∫
[1/2,2]

f dµ1 = 4 · 0 + 1 · 1 + 2 · 1
3
+ 3 · 1

6
=

13

6
.
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Çàäà÷à 8.11. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x, y) = (−1)(1+[x2+y2]), (x, y) ∈ A := {(x, y) | x2 + y2 < 4}.
Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫

A

f dµ2.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ïîñòiéíà íà ìíîæèíàõ

An := {(x, y) | n ≤ x2 + y2 < n+ 1}, n ∈ N ∪ {0}.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî µ2(An) = π i

f(x) = (−1)1+n, x ∈ An.

Òîìó ∫
A

f dµ1 = −1 · π + 1 · π − 1 · π + 1 · π = 0.

Çàäà÷à 8.12. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) =
1

(1 + [x])(2 + [x])
, x ∈ R.

Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫
[0,∞)

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f íà ìíîæèíàõ

An := [n, n+ 1), n = 0, 1, 2, . . . ,

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ

an =
1

(1 + n)(2 + n)
.

Îñêiëüêè µ1(An) = 1 ïðè äîâiëüíèõ n i

[0,∞) =
∞⊔
n=0

An,

òî ∫
[0,∞)

f dµ1 =
∞∑
n=0

1

(1 + n)(2 + n)
.
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Îñêiëüêè
1

(1 + n)(2 + n)
=

1

(1 + n)
− 1

(2 + n)
,

òî
N∑

n=0

1

(1 + n)(2 + n)
=

N∑
n=0

1

(1 + n)
−

N∑
n=0

1

(2 + n)
= 1− 1

(2 +N)
→ 1 ïðè N → ∞.

Òîìó ∫
[0,∞)

f dµ1 =
∞∑
n=0

1

(1 + n)(2 + n)
= 1.

Çàäà÷à 8.13. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = 2−[2x], x ∈ R.

Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫
[0,∞)

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f íà ìíîæèíàõ

An := {x | 2x ∈ [n, n+ 1)} = [n/2, (n+ 1)/2), n = 0, 1, 2, . . . ,

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
an = 2−n.

Îñêiëüêè µ1(An) = 1/2 ïðè äîâiëüíèõ n i

[0,∞) =
∞⊔
n=0

An,

òî ∫
[0,∞)

f dµ1 =
∞∑
n=0

anµ1(An) =
∞∑
n=0

2−n · 1
2
= 1.

Çàäà÷à 8.14. Íåõàé ïðîñòà ôóíêöiÿ f çàäàíà ôîðìóëîþ

f(x) = [x2], x ∈ R.
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Çíàéäiòü iíòåãðàë ∫
[0,2]

f dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f íà ìíîæèíàõ

An := {x ≥ 0 | x2 ∈ [n, n+ 1)} = [
√
n,

√
n+ 1) n = 0, 1, 2, 3, 4.

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
an = n.

Îñêiëüêè

A0 = [0, 1), A1 = [1,
√
2), A2 = [

√
2,
√
3), A3 = [

√
3, 2), A4 = [2, 2]

i

[0, 2] =
4⊔

n=0

An,

òî ∫
[0,∞)

f dµ1 = 0 · 1 + 1 · (
√
2− 1) + 2(

√
3−

√
2) + 3(2−

√
3) + 0.

9. Òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà.

Áàãàòî ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè, çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç, íå ìîæóòü îái-
éòèñÿ áåç ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó. Òîìó òåîðåìè, ùî îïèñóþòü óìîâè, ïðè ÿêèõ
ìîæíà çäiéñíþâàòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä, ¹ âàæëèâèìè.
Ñüîãîäíi ìè ðîçãëÿíåìî òåîðåìè, ÿêi äîçâîëÿþòü êîðåêòíî çäiéñíþâàòè

ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà Ëåáåãà. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ iíòåãðàëà Ðiìàíà òåæ
¹ ïîäiáíi òåîðåìè, àëå âîíè âèìàãàþòü âèêîíàííÿ ñèëüíî¨ óìîâè - ðiâíîìiðíî¨
çáiæíîñòi. Ó òåîðåìàõ, ïðî ÿêi ïiäå ìîâà, óìîâè áiëüø ñëàáêi.

Òåîðåìà Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.

Òåîðåìà 9.1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â L(X,µ) ìàéæå ñêðiçü çáiãà¹-
òüñÿ äî ôóíêöi¨ f : X → R i iñíó¹ φ ∈ L(X,µ) òàêà, ùî ïðè âñiõ n ∈ N

|fn(x)| ≤ φ(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X,

òî f ∈ L(X,µ) i

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.
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Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ïîòî÷êîâî i íåðiâíiñòü |fn(x)| ≤ φ(x) âèêî-
íó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n ∈ N i x ∈ X. Òîäi f ¹ âèìiðíà ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ
âèìiðíèõ i

|f(x)| = lim
n→∞

|fn(x)| ≤ φ(x), x ∈ X,

òîáòî f ìà¹ iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Ç äîñòàòíüî¨ óìîâè iíòåãðîâíîñòi âèïëè-
âà¹, ùî f ∈ L(X,µ).
Ïîêàæåìî, ùî

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0.

Ç àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëà Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî

∃δ > 0 ∀A ∈ U (µ(A) < δ) ⇒
∫
A

φdµ < ε/4.

À ç òåîðåìè �ãîðîâà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìíîæèíà A ∈ U òàêà, ùî µ(A) <
δ i ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f íà ìíîæèíi X \ A. Çi
ñêàçàíîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ n0 òàêå, ùî

|fn(x)− f(x)| ≤ ε

2µ(X)
, x ∈ X \ A, n ≥ n0.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî

|fn − f | ≤ |fn|+ |f | ≤ 2φ,

îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ n ≥ n0∣∣∣∣∫
X

fn dµ−
∫
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|fn − f | dµ =

=

∫
X\A

|fn − f | dµ+

∫
A

|fn − f | dµ ≤

≤ ε

2µ(X)
µ(X \ A) +

∫
A

2φdµ <
ε

2
+ 2

ε

4
= ε.

Ç äîâiëüíîñòi ε > 0 âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

�
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Òåîðåìà Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü.

Òåîðåìà 9.2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N â L(X,µ) òàêà, ùî ïðè âñiõ n ∈ N

fn(x) ≤ fn+1(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X,

i

sup
n∈N

∫
X

fn dµ = M < ∞,

òî ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

f(x) = lim
n→∞

fn(x),

ïðè÷îìó f ∈ L(X,µ) i

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî f1 ≥ 0. Äiéñíî,
çàãàëüíèé âèïàäîê çâîäèòüñÿ äî öüîãî, ÿêùî ïåðåéòè äî ïîñëiäîâíîñòi gn :=
fn − f1.
Ç ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N âèïëèâà¹, ùî âñiõ x ∈ X àáî iñíó¹

ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim
n→∞

fn(x) àáî lim
n→∞

fn(x) = +∞.

Ðîçãëÿíåìî ëåáåãîâi ìíîæèíè

Ωr
n := {fn > r}, n, r ∈ N,

i ìíîæèíó
Ω := {x ∈ X | lim

n→∞
fn(x) = +∞}.

Çàóâàæèìî (ïåðåâiðèòè ñàìîñòiéíî), ùî

Ω =
∞⋂
r=1

∞⋃
n=1

Ωr
n.

Çâiäêè, çîêðåìà, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî Ω ∈ U . Ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü ×åáè-
øåâà

µ(Ωr
n) ≤

1

r

∫
X

fn dµ ≤ M

r
.

Îñêiëüêè fn ≤ fn+1, òî

Ωr
n ⊂ Ωr

n+1, n, r ∈ N.
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Òîìó ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi ìiðè µ ìà¹ìî, ùî

µ

(
∞⋃
n=1

Ωr
n

)
= lim

n→∞
µ(Ωr

n) ≤
M

r
.

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî

Ω ⊂
∞⋃
n=1

Ωr
n, r ∈ N,

îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

µ(Ω) ≤ M

r
, r ∈ N.

Ç äîâiëüíîñòi r âèïëèâà¹, ùî µ(Ω) = 0.
Ïîêëàäåìî

f(x) :=

{
lim
n→∞

fn(x), ÿêùî x ∈ X \ Ω;
0, ÿêùî x ∈ Ω.

Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå
ñêðiçü äî f . À, îòæå, f ¹ âèìiðíà.
Ðîçãëÿíåìî ïðîñòó âèìiðíó ôóíêöiþ g(x) := [f(x)] + 1 i ìíîæèíè

Ar := {f ≤ r}, r ∈ N.
Òóò [y] - öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà y. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ f i g ¹ âèìiðíi i îáìåæåíi íà
Ar, òî âîíè ¹ iíòåãðîâíi íà Ar.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü, ìà¹ìî∫
Ar

g dµ ≤
∫
Ar

(f+1) dµ = µ(Ar)+

∫
Ar

f dµ = µ(Ar)+ lim
n→∞

∫
Ar

fn dµ ≤ µ(X)+M.

Îñêiëüêè f ≥ 0, òî çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ g ìîæóòü áóòè òiëüêè íàòóðàëüíi
÷èñëà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

r+1∑
j=1

jg−1({j}) =
∫
Ar

g dµ ≤ µ(X) +M.

À, îòæå, ðÿä
∞∑
j=1

jg−1({j}) ¹ çáiæíèé, òîáòî g ∈ L(X,µ). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ

âñiõ n ∈ N
|fn(x)| ≤ g(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X.

Òîäi òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. �

Iíòåãðóâàííÿ ðÿäiâ.
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Íàñëiäîê 9.3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié fn ∈ L(X,µ) òàêà,
ùî

∞∑
n=1

∫
X

fn dµ < ∞.

Òîäi ðÿä
∞∑
n=1

fn(x) çáiãà¹òüñÿ ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ X, à éîãî ñóìà ¹ iíòåãðîâ-

íîþ ôóíêöi¹þ i ∫
X

∞∑
n=1

fn dµ =
∞∑
n=1

∫
X

fn dµ.

Òåîðåìà Ôàòó.

Òåîðåìà 9.4. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié fn ∈ L(X,µ) çáiãà¹-
òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f i

sup
n∈N

∫
X

fn dµ = M < ∞,

òî f ∈ L(X,µ) i ∫
X

f dµ ≤ M.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

φn(x) := inf
j≥n

fj(x), x ∈ X.

Ôóíêöi¨ φn ¹ âèìiðíèìè. Äiéñíî, íåâàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R

{φn < c)} =
∞⋃
j=n

{fj < c}.

Îñêiëüêè 0 ≤ φn ≤ fn i fn ∈ L(X,µ), òî φn ∈ L(X,µ) i∫
X

φn dµ ≤
∫
X

fn dµ ≤ M.

Î÷åâèäíî, ùî
φn ≤ φn+1, n ∈ N,

i ïîñëiäîâíiñòü (φn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f .
Òîìó ç òåîðåìè Ëåâi âèïëèâà¹, ùî f ∈ L(X,µ) i∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫
X

φn dµ ≤ M.

�
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Âïðàâà 9.5. Íåõàé (X,U , µ) ïðîñòið ç ìiðîþ, f ∈ L(X,µ) i f ≥ 0.
1) Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëà

ν(A) :=

∫
A

f dµ

çàäà¹ çëi÷åííî àäèòèâíó ìiðó íà σ-àëãåáði U .
2) Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)n∈N ìíîæèí

àëãåáðè U ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

lim
n→∞

∫
An

f dµ =:

∫
A

f dµ,

äå A =
⋃

n∈N An.

10. Çâ'ÿçîê ìiæ iíòåãðàëîì Ëåáåãà i Ðiìàíà.

Iíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìíîæèíi íåñêií÷åííî¨ ìiðè.

Ïðÿìèé äîáóòîê ìið. Òåîðåìà Ôóáiíi.

Çâ'ÿçîê ìiæ iíòåãðàëîì Ëåáåãà i Ðiìàíà.
Íåõàé ìíîæèíà Ω ⊂ Rn ¹ îáìåæåíà i âèìiðíà çà Æîðäàíîì, à ôóíêöiÿ

f : Ω → R iíòåãðîâíà íà Ω çà Ðiìàíîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî òîäi ôóíêöiÿ f
iíòåãðîâíà íà Ω çà Ëåáåãîì i ïðè öüîìó iíòåãðàë Ëåáåãà

∫
Ω
f dµn ¹ ðiâíèé

iíòåãðàëó Ðiìàíà
∫
Ω
f(x) dx.

Ìè ïåðåêîíà¹ìîñÿ â öüîìó ëèøå ó âèïàäêó ôóíêöi¨ f : [a, b] → R.

Òåîðåìà 10.1. ßêùî ôóíêöiÿ f : [a, b] → R iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó [a, b]
çà Ðiìàíîì, òî âîíà iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó [a, b] çà Ëåáåãîì i iíòåãðàëè
Ëåáåãà i Ðiìàíà ðiâíi: ∫ b

a

f(x) dx =

∫
[a,b]

f dµ1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [a, b] → R iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó [a, b] çà
Ðiìàíîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τn (n ∈ N) ðîçáèòòÿ ïðîìiæêà [a, b] íà 2n ðiâíèõ
÷àñòèí òî÷êàìè

xn,k = a+
k

2n
(b− a).
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Öüîìó ðîçáèòòþ âiäïîâiäàþòü âåðõíÿ òà íèæíÿ ñóìè Äàðáó:

Sn =
b− a

2n

2n∑
k=1

Mn,k, sn =
b− a

2n

2n∑
k=1

mn,k.

Òóò
Mn,k := sup

x∈∆k

f(x), mn,k := inf
x∈∆k

f(x),

äå ∆n,k = [xn,k−1, xn,k]. Çãiäíî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ðiìàíà∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

sn.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

Fn(x) = Mn,k, ÿêùî x ∈ [xn,k−1, xn,k),

fn(x) = mn,k, ÿêùî x ∈ [xn,k−1, xn,k).

Â òî÷öi x = b ôóíêöi¨ Fn i fn ïîêëàäà¹ìî ðiâíèìè f(b). Ôóíêöi¨ Fn i fn ¹
ïðîñòèìè iíòåãðîâíèìè çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿìè, ïðè÷îìó∫

[a,b]

Fn dµ1 = Sn,

∫
[a,b]

fn dµ1 = sn.

Çâiäñè, çîêðåìà âèïëèâà¹, ùî

(10.1) lim
n→∞

∫
[a,b]

Fn dµ1 =

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫
[a,b]

fn dµ1.

Ç ïîáóäîâè ôóíêöié Fn i fn âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N
fn(x) ≤ fn+1(x), Fn+1(x) ≤ Fn(x)

i
fn(x) ≤ f(x) ≤ Fn(x).

Òîìó äëÿ âñiõ n ∈ N∫
[a,b]

f1 dµ1 ≤
∫

[a,b]

fn dµ1 ≤
∫

[a,b]

Fn dµ1 ≤
∫

[a,b]

F1 dµ1.

Îòæå, äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé (fn)n∈N i (Fn)n∈N âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè Ëåâi. Ç
òåîðåìè Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü âèïëèâà¹, ùî ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]
(ñòîñîâíî ìiðè µ1) iñíóþòü ãðàíèöi

G(x) = lim
n→∞

Fn(x), g(x) = lim
n→∞

fn(x),

ïðè÷îìó ôóíêöi¨ G i g ¹ µ1-iíòåãðîâíèìè íà [a, b] i:

(10.2) g(x) ≤ f(x) ≤ G(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b],
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∫
[a,b]

Gdµ1 = lim
n→∞

∫
[a,b]

Fn dµ1 =

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫
[a,b]

fn dµ1 =

∫ b

a

g(x) dµ1.

Çi ñêàçàíîãî îòðèìó¹ìî, ùî G(x)− g(x) ≥ 0 ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] i∫
[a,b]

(G− g) dµ1 = 0.

Ç íàñëiäêó 7.15, ùî âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà, îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ
G− g ðiâíà íóëþ ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. Îòæå, (äèâ. íåðiâíiñòü 10.2)

G(x) = f(x) = g(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b],

òîáòî f ¹ åêâiâàëåíòíà µ1-iíòåãðîâíié ôóíêöi¨. Òîìó ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà
Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî f ¹ µ1-iíòåãðîâíà, ïðè÷îìó∫

[a,b]

f dµ1 =

∫
[a,b]

Gdµ1 =

∫ b

a

f(x) dx.

�

Iíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìíîæèíi íåñêií÷åííî¨ ìiðè. Îáìåæåíi ìiðè ¹
äóæå çðó÷íèì iíñòðóìåíòîì, ïðîòå, ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ïðàöþâàòè ç ìiðàìè,
ùî ìîæóòü ïðèéìàòè íåñêií÷åííi çíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, òàêîþ ¹ ìiðà Ëåáåãà
µn â Rn.

Îçíà÷åííÿ 10.2. Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç ìiðîþ, äå U ¹ σ-àëãåáðîþ, à
µ íåâiä'¹ìíà σ-àäèòèâíà ìiðà, ÿêà ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ +∞. Ìiðó
µ ìè íàçâåìî σ-ñêií÷åííîþ, ÿêùî X ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî
îá'¹äíàííÿ

⋃∞
j=1Xj âèìiðíèõ ìíîæèí ñêií÷åííî¨ ìiðè (µ(Xj) < ∞).

Íåõàé (X,U , µ) - ïðîñòið ç σ-ñêií÷åííîþ ìiðîþ. Ïîñëiäîâíiñòü (Xn) â U ìè
íàçâåìî âè÷åðïíîþ, ÿêùî X =

⋃∞
j=1Xj i

∀n ∈ N (Xn ⊂ Xn+1) ∧ (µ(Xn) < ∞).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(X,µ) ìíîæèíó âñiõ f : X → R òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî
n ∈ N ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà Xn i

sup
n∈N

∫
Xn

|f | dµ < ∞.
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Âïðàâà 10.3. 1) Ìíîæèíà L(X,µ) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó âè÷åðïíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi (Xn)n∈N.
2) Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L(X,µ) iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

∫
Xn

f dµ =:

∫
X

f dµ,

ÿêà òåæ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó âè÷åðïíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (Xn)n∈N.

Ïðÿìèé äîáóòîê ìið. Òåîðåìà Ôóáiíi.
Íåõàé (X1,U1, ν1) i (X2,U2, ν2) ïðîñòîðè ç ìiðîþ (Uj - σ-àëãåáðè). Ðîçãëÿ-

íåìî ñèñòåìó ïiäìíîæèí

Π2 := {A = A1 × A2 | A1 ∈ U1, A2 ∈ U2}

ìíîæèíè X × Y . Åëåìåíòè ñèñòåìè Π2 ìîæíà ñïðèéìàòè ÿê àáñòðàêòíi ïðÿ-
ìîêóòíèêè.
Ñèñòåìà Π2 óòâîðþ¹ ïiâêiëüöå ç îäèíèöåþ. Äiéñíî, îäèíèöåþ â Π2 ¹ ìíî-

æèíà X1 ×X2 i, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

(A1 × A2) ∩ (B1 ×B2) = (A1 ∩B1)× (A2 ∩B2).

(A1 × A2) \ (B1 ×B2) = (A1 \B1)× A2 t (A1 ∩B1)× (A2 \B2).

Òåîðåìà 10.4. Äëÿ äîâiëüíîãî A = A1 × A2 ç ïiâêiëüöÿ Π2 ïîêëàäåìî çà
îçíà÷åííÿì

(10.3) µ(A) := ν1(A1) · ν2(A2).

Ôîðìóëà (10.3) çàäà¹ íà Π2 ìiðó íà ïiâêiëüöi Π2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C,Cn ∈ Π2, ïðè÷îìó

C = A×B, Cn = An ×Bn, n ∈ N,

i

(10.4) C =
⊔
n∈N

Cn.

Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

µ(C) =
∑
n∈N

µ(Cn).
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

f(x, y) := χA(x)χB(y), fn(x, y) :=
n∑

j=1

χAj
(x)χBj

(y), x ∈ X1, y ∈ X2.

Ç ôîðìóëè (10.4) âèïëèâà¹, ùî

fn(x, y) ≤ fn+1(x, y) ≤ f(x, y)

i
f(x, y) = lim

n→∞
fn(x, y).

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ f i fn ïðèéìàþòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü i ¹
iíòåãðîâíi çà êîæíîþ çìiííîþ. Çîêðåìà,∫

A

fn(x, y) dν1(x) ≤
∫
A

f(x, y) dν1(x), y ∈ B,∫
B

(∫
A

fn(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) ≤

∫
B

(∫
A

f(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) =

=

(∫
B

χB dν2

)(∫
A

χA dν1

)
= ν1(A)ν2(B).

Áà÷èìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
B

(∫
A

fn(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) =

=

∫
B

(
lim
n→∞

∫
A

fn(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) =

∫
B

(∫
A

f(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) = ν1(A)ν2(B).

Îñêiëüêè ∫
B

(∫
A

fn(x, y) dν1(x)

)
dν2(y) =

=
n∑

j=1

∫
B

(∫
A

χAj
(x)χBj

(y) dν1(x)

)
dν2(y) =

n∑
j=1

ν1(Aj)ν2(Bj),

òî
∞∑
j=1

ν1(Aj)ν2(Bj) = ν1(A)ν2(B).

Îòæå, µ - ìiðà. �

Îçíà÷åííÿ 10.5. Ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè µ, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ (10.3),
ìè íàçâåìî ïðÿìèì äîáóòêîì ìið ν1 òà ν2 i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν1 ⊗ ν2.
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Íåõàé (Xj,Uj, νj) - ïðîñòîðè ç ìiðîþ (j = 1, . . . , n). Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
ïiäìíîæèí

Πn := {A = A1 × · · · × An | A1 ∈ U1, . . . , An ∈ Un}
ìíîæèíè X × Y . Åëåìåíòè ñèñòåìè Πn ìîæíà ñïðèéìàòè ÿê àáñòðàêòíi ïà-
ðàëåïiïåäè. Äëÿ äîâiëüíîãî A = A1 × · · · × An ç ïiâêiëüöÿ Πn ïîêëàäåìî çà
îçíà÷åííÿì

(10.5) µ(A) :=
n∏

j=1

νj(Aj).

Ôîðìóëà (10.5) çàäà¹ íà Πn ìiðó. Ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè µ ìè íàçâåìî
ïðÿìèì äîáóòêîì ìið νj, j = 1, . . . , n., i ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ν1 ⊗ · · · ⊗ νn.

Íàïðèêëàä, n-òà ñòåïiíü ìiðè Ëåáåãà µ1 äà¹ ìiðó Ëåáåãà µn:

µn := µ1 ⊗ · · · ⊗ µ1︸ ︷︷ ︸
n

.

Òåîðåìà Ôóáiíi. Òåîðåìà Ôóáiíi öå òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ ïîäâiéíîãî iíòå-
ãðàëà äî ïîâòîðíîãî. Ìè ñôîðìóëþ¹ìî öþ òåîðåìó â äåùî ñïðîùåíié ôîðìi.

Òåîðåìà 10.6. Íåõàé (X,Ux, νx) i (Y,Uy, νy) - ïðîñòîðè ç ìiðàìè i
ν := νx ⊗ νy. Íåõàé ôóíêöiÿ

X × Y 3 (x, y) 7→ f(x, y) ∈ R
iíòåãðîâíà íà X × Y çà ìiðîþ ν. Òîäi

(10.6)
∫

X×Y

f dν =

∫
X

∫
Y

f(x, y) dνy

 dνx =

∫
Y

∫
X

f(x, y) dνx

 dνy.

Ïðè öüîìó òâåðäæåííÿ òåîðåìè âêëþ÷à¹ â ñåáå iñíóâàííÿ âíóòðiøíèõ ií-
òåãðàëiâ ïðè ìàéæå âñiõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨, çà ÿêîþ áåðóòüñÿ çîâíiøíi ií-
òåãðàëè.

11. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ. Iíòåãðàë Ëåáåãà. Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä

çíàêîì iíòåãðàëà.

Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà.
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Çàäà÷à 11.1. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 1] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
xn

1 + xn
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨ âñþäè, êðiì
òî÷êè

x = 1,

òîáòî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ìàéæå ñêðiçü íà X. Êðiì òîãî,

|fn(x)| = |xn| ≤ 1, x ∈ [0, 1], n ∈ N,
òîáòî ôóíêöi¨ fn ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Âèêîíàíi óìîâè òåî-
ðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫ 1

0

fn dµ1 =

∫ 1

0

lim
n→∞

fn dµ1 =

∫ 1

0

0 dµ1 = 0.

Çàäà÷à 11.2. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 4] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
xn

1 + xn
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =

 1, ÿêùî x ∈ (1, 4]);
1/2, ÿêùî x = 1;
0, ÿêùî x ∈ [0, 1).

Êðiì òîãî,
|fn(x)| = |xn| ≤ 1, x ∈ [0, 4], n ∈ N,

òîáòî ôóíêöi¨ fn ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Âèêîíàíi óìîâè òåî-
ðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1 =

∫
X

lim
n→∞

fn dµ1 =

∫ 4

1

1 dµ1 = 3.

Çàäà÷à 11.3. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 2] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
1

1 + xn
, n ∈ N.
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Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèÿñíèìî äî ÿêî¨ ôóíêöi¨ çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü fn. Ïðè x ∈
[0, 1) ìè ìà¹ìî

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

1 + xn
= 1;

ïðè x = 1

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

1 + xn
= 1/2;

ïðè x ∈ (1, 2]

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

1 + xn
= 0.

Îòæå, ìàéæå ñêðiçü (çà ìiðîþ µ1) íàøà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =

{
1, ÿêùî x ∈ [0, 1);
0, ÿêùî x ∈ [1, 2].

Êðiì òîãî, âèäíî, ùî

|fn(x)| ≤ 1, x ∈ [0, 2], n ∈ N,

òîáòî ôóíêöi¨ fn ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Âèêîíàíi óìîâè òåî-
ðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1 =

∫
X

lim
n→∞

fn dµ1 =

∫
[0,1)

1 dµ1 = 1.

Çàäà÷à 11.4. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 2π] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = sinn x+ cosn x, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨ âñþäè, êðiì
òî÷îê

πk/2, k = 0, 1, 2, 3, 4,

òîáòî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ìàéæå ñêðiçü íà X. Îñêiëüêè

|fn(x)| ≤ 2, x ∈ X, n ∈ N.
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òî ôóíêöi¨ fn ìàþòü ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè
ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1 =

∫
X

lim
n→∞

fn dµ1 =

∫
X

0 dµ1 = 0.

Çàäà÷à 11.5. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0, 2] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
x

1 + xn
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =

 x, ÿêùî x ∈ [0, 1);
1/2, ÿêùî x = 1;
0, ÿêùî x ∈ (1, 2].

Êðiì òîãî,
fn(x) ≤ 2, x ∈ [0, 2], n ∈ N.

Îòæå, âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Òîìó

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1 =

∫
X

f dµ1 =

∫ 1

0

x dx = 1/2.

Çàäà÷à 11.6. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0,∞] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
1

2 + x2n
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫
X

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =

 1/2, ÿêùî x ∈ [0, 1);
1/3, ÿêùî x = 1;
0, ÿêùî x ∈ (1,∞).

Êðiì òîãî,

fn(x) =
1

2 + x2n
≤ 1/2, x ∈ [0, 1],

i

fn(x) =
1

2 + x2n
≤ 1

1 + x2
, x ∈ [1,∞).
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Îñêiëüêè
1

1 + x2
≥ 1/2, x ∈ [0, 1],

òî

|fn(x)| ≤ φ(x) :=
1

1 + x2
, x ∈ [0,∞).

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (fn) ìà¹ ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó.
Òîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü φ. Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ 1

0

1/2 dµ1 = 1/2.

Çàäà÷à 11.7. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0,∞] ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
e−x

1 + sin2n x
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè
lim
n→∞

sin2n x = 0

äëÿ âñiõ x, êðiì òî÷îê ìíîæèíè

A = {x ∈ R | x = π/2 + πn, n ∈ Z}.
Ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííà, à, îòæå, µ1(A) = 0. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü fn çáiãà¹òüñÿ
ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨

f(x) = e−x, x ≥ 0.

Êðiì òîãî,
|fn(x)| ≤ e−x, x ≥ 0, n ∈ N.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (fn) ìà¹ ñïiëüíó iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó φ(x) = e−x.
Òîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü φ. Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ ∞

0

e−x dµ1 = 1.

Çàäà÷à 11.8. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0,∞) ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = e−nx arctg x, n ∈ N.
Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.
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Ðîçâ'ÿçîê.Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨. Äié-
ñíî,

lim
n→∞

e−nx arctg x = 0.

Òóò îêðåìî ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè âèïàäêè x > 0 i x = 0. Êðiì òîãî, îñêiëüêè

e−nx ≤ e−x, arctg x ≤ π/2 ≤ 2, x ≥ 0,

òî
|fn(x)| ≤ 2e−x, x ≥ 0.

Ôóíêöiÿ 2e−x ¹ iíòåãðîâíîþ íà [0,∞). Òîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè ïðî
ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ ∞

0

0 dµ1 = 0.

Çàäà÷à 11.9. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = R ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
e−|x|

1 + x2n
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

e−|x|

1 + x2n
.

Îñêiëüêè ïðè |x| < 1
lim
n→∞

x2n = 0,

à ïðè |x| > 1
lim
n→∞

x2n = +∞,

òî

lim
n→∞

fn(x) = f(x) =

 e−|x|, ÿêùî |x| < 1;
0, ÿêùî |x| > 1;
1/2e, ÿêùî x = 1 àáî x = −1.

Êðiì òîãî,
|fn(x)| ≤ e−|x|, x ∈ R, n ∈ N,

i ôóíêöiÿ e−|x| ¹ iíòåãðîâíà.
Òîìó âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Îòæå,

lim
n→∞

∫
R
fn dµ1 =

∫ 1

−1

e−|x| dx = 2

∫ 1

0

e−x dx = 2(1− e−1).
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Çàäà÷à 11.10. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = [0,∞) ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
e−x/n

1 + x2
, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f(x) =
1

1 + x2
.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè
e−x/n ≤ 1, x ≥ 0,

òî

fn(x) ≤
1

1 + x2
= f(x)

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíà i∫ ∞

0

f dµ1 =

∫ ∞

0

1

1 + x2
dx = π/2.

Òîìó âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ ∞

0

f dµ1 = π/2.

Çàäà÷à 11.11. Ðîçãëÿíåìî íà ïðîìiæêó X = R ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) = e−|x| cosn x, n ∈ N.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíiñòü fn ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî íóëüîâî¨ ôóíêöi¨.
Êðiì òîãî, îñêiëüêè

|fn(x)| ≤ φ(x) := e−|x|, x ∈ R.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ φ. Îòæå, íàøà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ñïiëüíó iíòåãðîâíó
ìàæîðàíòó. Òîìó âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.
Îòæå,

lim
n→∞

∫ ∞

0

fn dµ1 =

∫ ∞

0

0 dµ1 = 0.
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12. Ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Ìiðè Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.

Ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨.

Îçíà÷åííÿ 12.1. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → C íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨
âàðiàöi¨ íà ïðîìiæêó [a, b], ÿêùî iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî ðîçáèòòÿ τ = {xj}nj=0 ïðîìiæêà [a, b] (a = x0 < x1 < · · · < xn = b)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(12.1) σ(f, τ) :=
n∑

j=1

|f(xj)− f(xj−1)| ≤ C.

Îçíà÷åííÿ 12.2. Íåõàé f : [a, b] → C ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà
ïðîìiæêó [a, b] . Òîäi âåëè÷èíà

sup
τ

σ(f, τ)

íàçèâà¹òüñÿ âàðiàöi¹þ ôóíêöi¨ f íà ïðîìiæêó [a, b] i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
V b
a [f ], òîáòî

(12.2) V b
a [f ] = sup

τ

n∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)|,

äå òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ ïî ìíîæèíi âñiõ ðîçáèòòiâ τ âiäðiçêà [a, b].

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ìîíîòîííà ôóíêöiÿ f íà ïðîìiæêó [a, b] ¹ ôóíêöi¹þ
îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, ïðè÷îìó äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

V b
a [f ] = |f(b)− f(a)|.

Ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà ïðîìiæêó [a, b] ïîçíà÷èìî
÷åðåç V [a, b].

Òåîðåìà 12.3. V [a, b] ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì êîìëåêñíèõ ÷èñåë,
ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ V [a, b] i äîâiëüíèõ λ ∈ C ìà¹ìî

V b
a [f + g] ≤ V b

a [f ] + V b
a [g], V b

a [λf ] = |λ|V b
a [f ].

ßêùî äëÿ äåÿêî¨ f ∈ V [a, b] ìà¹ìî V b
a [f ] = 0, òî ôóíêöiÿ f ¹ ñòàëîþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f, g ∈ V [a, b] i τ = {xj}nj=0 - äîâiëüíå ðîçáèòòÿ ïðîìiæêà
[a, b]. Îñêiëüêè

|(f + g)(xj)− (f + g)(xj−1)| ≤ |f(xj)− f(xj−1)|+ |g(xj)− g(xj−1)|,

òî
σ(f + g, τ) ≤ σ(f, τ) + σ(g, τ).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

σ(f + g, τ) ≤ sup
τ

σ(f, τ) + sup
τ

σ(g, τ) = V b
a [f ] + V b

a [g].

À, îòæå,
V b
a [f + g] ≤ V b

a [f ] + V b
a [g].

Íåõàé λ ∈ C. Îñêiëüêè
σ(λf, τ) = |λ|σ(f, τ),

òî
V b
a [λf ] = sup

τ
σ(λf, τ) = |λ| sup

τ
σ(f, τ) = |λ|V b

a [f ].

ßêùî f íå ¹ ïîñòiéíà, òî, ÿê ëåãêî áà÷èòè, V b
a [f ] > 0. Òîìó ç óìîâè V b

a [f ] = 0
âèïëèâà¹, ùî f ¹ ïîñòiéíà. �

Òåîðåìà 12.4. Íåõàé f ∈ V [a, b] i c ∈ (a, b). Òîäi

V b
a [f ] = V c

a [f ] + V b
c [f ].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ = {xj}nj=0 - äîâiëüíå ðîçáèòòÿ ïðîìiæêà [a, b]. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç τ̃ ðîçáèòòÿ τ ç äîäàíîþ òî÷êîþ c, òîáòî τ̃ = τ ∪ {c}. Íåõàé òî÷êà c
ïîòðàïëÿ¹ ìiæ òî÷êàìè xj−1 i xj. Îñêiëüêè

|f(xj−1)− f(xj)| ≤ |f(xj−1)− f(c)|+ |f(c)− f(xj)|,

òî
σ(f, τ) ≤ σ(f, τ̃).

Ðîçáèòòÿ τ̃ ¹ îá'¹äíàííÿì ðîçáèòòÿ τ ′ = {xk}j−1
k=0 ∪ {c} ïðîìiæêà [a, c] i

ðîçáèòòÿ τ ′′ = {xk}nk=j ∪ {c} ïðîìiæêà [c, b]. Îñêiëüêè

σ(f, τ̃) = σ(f, τ ′, [a, c]) + σ(f, τ ′′, [c, b]) ≤ V c
a [f ] + V b

c [f ],

òî
σ(f, τ) ≤ σ(f, τ̃) ≤ V c

a [f ] + V b
c [f ].

À, îòæå,
V b
a [f ] ≤ V c

a [f ] + V b
c [f ].
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Îñêiëüêè
σ(f, τ ′, [a, c]) + σ(f, τ ′′, [c, b]) = σ(f, τ̃) ≤ V b

a [f ],

òî
σ(f, τ ′, [a, c]) + σ(f, τ ′′, [c, b]) ≤ V b

a [f ],

äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ τ ′ i τ ′′ ïðîìiæêiâ [a, c] i [c, b] âiäïîâiäíî. Òîìó

V b
a [f ] ≥ sup

τ ′
sup
τ ′′

(σ(f, τ ′, [a, c]) + σ(f, τ ′′, [c, b])) = V c
a [f ] + V b

c [f ].

Òèì ñàìèì òåîðåìà äîâåäåíà. �

Òåîðåìà 12.5. Êîæíó äiéñíîçíà÷íó ôóíêöiþ f ∈ V [a, b] ìîæíà ïîäàòè ÿê
ðiçíèöþ äâîõ ìîíîòîííî íåñïàäíèõ ôóíêöié íà ïðîìiæêó [a, b].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ V [a, b]. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(x) := V x
a [f ], x ∈ [a, b].

Íåõàé a ≤ x1 < x2 ≤ b. Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî

g(x2)− g(x1) = V x2
x1

[f ] ≥ 0.

Òîìó g ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíà. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ

h(x) = g(x)− f(x), x ∈ [a, b]

òåæ ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíà. ßêùî a ≤ x1 < x2 ≤ b, òî

h(x2)− h(x1) = g(x2)− g(x1)− (f(x2)− f(x1)) = V x2
x1

[f ]− (f(x2)− f(x1)).

Îñêiëüêè
V x2
x1

[f ] ≥ |f(x2)− f(x1)|,
òî

h(x2)− h(x1) = V x2
x1

[f ]− (f(x2)− f(x1)) ≥ 0,

òîáòî h ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíîþ. Âðàõîâóþ÷è, ùî

g − h = g − (g − f) = f

îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Òåîðåìà 12.6. Êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ V [a, b] ìà¹ òiëüêè òî÷êè ðîçðèâó ïåð-
øîãî ðîäó i ¨õ ¹ íå áiëüøå íiæ çëi÷åííà êiëüêiñòü.

80



Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ V [a, b]. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöi¨

u(x) := Re f(x), v(x) := Im f(x)

¹ äiéñíîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Êîæíó ç íèõ ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi ðiçíèöi ìîíîòîííî íåñïàäíèõ:

u(x) = u1(x)− u2(x), v(x) = v1(x)− v2(x), x ∈ [a, b].

Îòæå, f ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìîíîòîííèõ ôóíêöié:

f(x) = u1(x)− u2(x) + iv1(x)− iv2(x).

Òîìó òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè äëÿ ìîíîòîííî íåñïàäíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé f ìî-
íîòîííî íåñïàäíà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíóâàííÿ ãðàíèöü

f(x+ 0) = lim
ε→+0

f(x+ ε), f(x− 0) := lim
ε→+0

f(x− ε)

âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Âåé¹ðøòðàñà ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöi ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi. Íåõàé

h(x) = f(x+ 0)− f(x− 0)

ñòðèáîê ôóíêöi¨ f â òî÷öi x. Äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N ìíîæèíà

{x ∈ (a, b) | h(x) > 1/m}
ñêií÷åííà, ïðè÷îìó ÷èñëî ¨¨ åëåìåíòiâ íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëî

(f(b)− f(a))m.

Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó

{x ∈ (a, b) | h(x) > 0}
¹ íå áiëüø ÿê çëi÷åííà. Äiéñíî:

{x ∈ (a, b) | h(x) > 0} =
∞⋃

m=1

{x ∈ (a, b) | h(x) > 1/m}.

Òèì ñàìèì òåîðåìà äîâåäåíà. �

Îçíà÷åííÿ 12.7. Ìè ñêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : R → C ìà¹ îáìåæåíó âà-
ðiàöiþ íà R, ÿêùî âîíà ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó
ïðîìiæêó i iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N

V n
−n[f ] ≤ C.

Ìè ïîêëàäà¹ìî çà îçíà÷åííÿì

V ∞
−∞[f ] := lim

n→∞
V n
−n[f ].

Ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà R ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç V (R).
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Âïðàâà 12.8. Äîâåñòè, ùî äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ V (R), iñíóþòü ãðàíèöi

f(−∞) = lim
x→−∞

f(x), f(+∞) = lim
x→+∞

f(x).

13. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ âàðiàöi¨ ôóíêöi¨.

Íèä÷å ìè ðîçãëÿíåìî ðÿä íåñêëàäíèõ çàäà÷ íà îá÷èñëåííÿ âàðiàöi¨ ôóíêöi¨
íà ïðîìiæêó [a, b].
Ìè âèêîðèñòà¹ìî ïðîñòå ñïîñòåðåæåííÿ: Âàðiàöiÿ ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ íà

ïðîìiæêó [a, b] ¹ ðiâíà ìîäóëþ ¨¨ ïðèðîñòó íà öüîìó ïðîìiæêó.

À ùî ðîáèòè, ÿêùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ìîíîòîííà íà ïðîìiæêó [a, b] . Ó öüî-
ìó âèïàäêó ïîòðiáíî ñïðîáóâàòè ðîçáèòè [a, b] íà ïðîìiæêè ìîíîòîííîñòi i
îá÷èñëèòè âàðiàöiþ íà êîæíîìó ç öèõ ïðîìiæêiâ, à ïîòiì çíàéòè ñóìó.

Çàäà÷à 13.1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = sin x íà ïðîìiæêó [0, π]. Çíàéäiòü
¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê.Ôóíêöiÿ f ¹ ìîíîòîííà íà ïðîìiæêàõ [0, π/2] i [π/2, π]. Âàðiàöiÿ
f íà êîæíîìó ç öèõ ïðîìiæêiâ äîðiâíþ¹ îäèíèöi (ìîäóëü ïðèðîñòó). Òîìó
âàðiàöiÿ íà âñüîìó ïðîìiæêó ¹ ðiâíà 2.

Çàäà÷à 13.2. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = | sinx| íà ïðîìiæêó [0, 6π]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíà i ïåðiîäè÷íà ç ïåðiîäîì π. Òîìó äîñèòü
îá÷èñëèòè âàðiàöiþ íà ïðîìiæêó [0, π] i ïîìíîæèòè íà 6. Îòæå, âàðiàöiÿ ðiâíà
12.

Çàäà÷à 13.3. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x2 íà ïðîìiæêó [−2, 3]. Çíàéäiòü
¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ f ¹ ìîíîòîííà íà ïðîìiæêàõ [−2, 0] i [0, 3]. Âàðiàöiÿ f
íà ïåðøîìó ðiâíà 4, à íà äðóãîìó 9. Òîìó âàðiàöiÿ íà âñüîìó ïðîìiæêó ðiâíà
13.
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Çàäà÷à 13.4. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = |x − 2| íà ïðîìiæêó [−2, 4]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi ¹ äâà. À âëàñíå, [−2, 2], [2, 4]. Âàðiàöiÿ
íà ïðîìiæêó [−2, 2] ðiâíà 4, à âàðiàöiÿ íà ïðîìiæêó [2, 4] ðiâíà 2. Òîìó âàðiàöiÿ
íà ïðîìiæêó [−2, 4] ðiâíà ñóìi 4 + 2 = 6.

Çàäà÷à 13.5. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = |x2 − 1| íà ïðîìiæêó [−2, 3]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê.Ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi ¹ ÷îòèðè. À âëàñíå, [−2,−1], [−1, 0], [0, 1], [1, 3].
Òîìó âàðiàöiÿ íà ïðîìiæêó [−2, 3]. ðiâíà ñóìi 3 + 1 + 1 + 8 = 13.

Çàäà÷à 13.6. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = |x2 − 4| íà ïðîìiæêó [−4, 5]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê.Ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi ¹ ÷îòèðè. À âëàñíå, [−4,−2], [−2, 0], [0, 2], [2, 5].
Òîìó âàðiàöiÿ íà ïðîìiæêó [−4, 5] ðiâíà ñóìi 12 + 4 + 4 + 21 = 41.

Çàäà÷à 13.7. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x3 − 3x íà ïðîìiæêó [−3, 2]. Çíà-
éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðîìiæêiâ ìîíîòîííîñòi ¹ òðè. À âëàñíå, [−3,−1], [−1, 1], [1, 2].
Òîìó âàðiàöiÿ íà ïðîìiæêó [−3, 2] ðiâíà ñóìi

|f(−3)− f(−1)|+ |f(−1)− f(1)|+ |f(1)− f(2)| = 20 + 4 + 4 = 28.

Çàäà÷à 13.8. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x
1+x2 íà ïðîìiæêó [−2, 2]. Çíà-

éäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèòè ñàìîñòiéíî.

Çàäà÷à 13.9. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x[x] íà ïðîìiæêó [−1, 4]. Çíàéäiòü
¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèòè ñàìîñòiéíî.
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Çàäà÷à 13.10. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = x3 − 12x íà ïðîìiæêó [−3, 3].
Çíàéäiòü ¨¨ âàðiàöiþ íà öüîìó ïðîìiæêó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèòè ñàìîñòiéíî.

Âïðàâà 13.11. Íåõàé f ∈ V ([a, b]) . Òîäi |f | ∈ V ([a, b]) i

V b
a [|f |] ≤ V b

a [f ].

À êîëè ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü?

14. Äiéñíîçíà÷íi òà êîìïëåêñíîçíà÷íi ìiðè.

Îçíà÷åííÿ 14.1. Êîìïëåêñíîçíà÷íó ìiðó íà Rn íàçâåìî áîðåëiâñüêîþ, ÿêùî
âîíà çàäàíà íà âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ Rn i ïðèéìà¹ ñêií÷åííi çíà÷åííÿ.
Ìíîæèíó âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìið íà Rn ïîçíà÷èìî ÷åðåç M (Rn).

Cüîãîäíi ìè ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó äiéñíîçíà÷íèõ ìið i ñêàæåìî äåêiëüêà
ñëiâ ïðî êîìïëåêñíîçíà÷íi ìiðè. Ìè âæå äàâàëè çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ìiðè íà
ñèñòåìi ìíîæèí. Äëÿ çðó÷íîñòi íàâåäåìî éîãî ùå ðàç.

Îçíà÷åííÿ 14.2. Íåõàé A - ñèñòåìà ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. ×èñëîâó ôóí-
êöiþ

µ : A → R (µ : A → C)
íàçâåìî äiéñíîçíà÷íîþ (êîìïëåêñíîçíà÷íîþ) ìiðîþ, ÿêùî âîíà ¹ çëi÷åííî
àäèòèâíîþ, òîáòî:

(1) äëÿ äîâiëüíî¨ äèç'þíêòèâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)
∞
n=1 â A, äëÿ ÿêî¨⊔∞

n=1 An ∈ A, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(14.1) µ

(
∞⊔
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Äiéñíîçíà÷íi ìiðè ÷àñòî íàçèâàþòü çàðÿäàìè. Òàêà òåðìiíîëîãiÿ ïðèéøëà
ç ôiçèêè (åëåêòðè÷íi çàðÿäè). Îäíàê, ìè áóäåìî âæèâàòè òåðìií "ìiðà"i ñòî-
ñîâíî íåâiä'¹ìíèõ ìið, i ñòîñîâíî äiéñíîçíà÷íèõ àáî êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ìið.
Â äàíié ëåêöi¨ ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìiðè, ùî çàäàíi âèêëþ÷íî íà σ-

àëãåáðàõ ìíîæèí i ïðèéìàþòü ñêií÷åííi çíà÷åííÿ. Öå çíà÷íîþ ìiðîþ ñïðî-
ñòèòü ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ íàøèõ òâåðäæåíü. Âèïàäîê, êîëè ìiðà ìîæå
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ïðèéìàòè íåñêií÷åíííi çíà÷åííÿ òåæ ìîæíà ðîçãëÿäàòè (äèâèñü ðåêîìåíäî-
âàíèé ïiäðó÷íèê).

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ íåâiä'ìíèõ ìið âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü, ÿêó ìè íàçèâà-
¹ìî íåïåðåðâíiñòþ ìiðè. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äiéñíîçíà-
÷íèõ (êîìïëåêñíîçíà÷íèõ) ìið.

Òåîðåìà 14.3. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà (êîìïëåêñíîçíà÷íà) ìiðà µ çàäàíà íà σ-
àëãåáði A. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)

∞
n=1 â

A ìà¹ìî, ùî

(14.2) µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

À äëÿ äîâiëüíî¨ ìîíîòîííî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (An)
∞
n=1 â A ìà¹ìî, ùî

(14.3) µ

(
∞⋂
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (An)
∞
n=1 ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó

ïîñëiäîâíiñòü
Bn := An \ An−1, n ∈ N (A0 := ∅).

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Bn)
∞
n=1 ¹ äèç'þíêòèâíîþ i

n⊔
j=1

Bj = An, n ∈ N,

∞⊔
j=1

Bj =
∞⋃
n=1

An.

Îñêiëüêè ç (14.1) âèïëèâà¹ ñêií÷åííà àäèòèâíiñòü, òî

µ(An) =
n∑

j=1

µ(Bj), n ∈ N.

Òîìó ç âðàõóâàííÿì (14.1) ìà¹ìî

lim
n→∞

µ(An) =
∞∑
j=1

µ(Bj) = µ

(
∞⊔
j=1

Bj

)
= µ

(
∞⋃
n=1

An

)
.
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Íåõàé òåïåð (An)
∞
n=1 ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ. Ïîêëàäåìî

A :=
∞⋂
n=1

An

i ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ïîñëiäîâíiñòü

Bn := An \ An+1, n ∈ N.

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Bn)
∞
n=1 ¹ äèç'þíêòèâíîþ i ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

(ïîäóìàéòå ÷îìó?)
∞⊔
j=n

Bj = An \ A, n ∈ N.

Ç îãëÿäó íà (14.1)

µ(An \ A) =
∞∑
j=n

µ(Bj) → 0 ïðè n → ∞.

Âðàõîâóþ÷è, ùî An = (An \ A) t A, ìà¹ìî

µ(An) = µ(An \ A) + µ(A).

À, îòæå,
lim
n→∞

µ(An) = µ(A) + lim
n→∞

µ(An \ A) = µ(A).

�

Íåõàé ó íàñ ¹ äâi íåâiä'¹ìíi ìiðè µ1 i µ2, ùî çàäàíi íà σ-àëãåáði A. Ðîçãëÿ-
íåìî ¨õ ðiçíèöþ

µ := µ1 − µ2.

Î÷åâèäíî, ùî µ ¹ äiéñíîçíà÷íîþ ìiðîþ. Âèíèêà¹ çàêîíîìiðíå ïèòàííÿ: "×è
êîæíà äiéñíîçíà÷íà ìiðà ¹ ðiçíèöåþ äâîõ íåâiä'¹ìíèõ ìið?"Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
òàê. Àëå, äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ¹ íåòðèâiàëüíèì i ïîòðåáó¹ çíà÷íèõ çóñèëü.

Îçíà÷åííÿ 14.4. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A. Ìíî-
æèíó A ∈ A íàçâåìî ïîçèòèâíîþ (ñòîñîâíî ìiðè µ), ÿêùî

∀B ∈ A B ⊂ A =⇒ µ(B) ≥ 0.

Àíàëîãi÷íî ìíîæèíó A ∈ A íàçâåìî íåãàòèâíîþ (ñòîñîâíî ìiðè µ), ÿêùî

∀B ∈ A B ⊂ A =⇒ µ(B) ≤ 0.
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Ëåìà 14.5. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A. ßêùî E ∈ A
i µ(E) > 0, òî â E ìiñòèòüñÿ ïîçèòèâíà ìíîæèíà A òàêà, ùî µ(A) > 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E ∈ A i µ(E) > 0. ßêùî E ¹ ïîçèòèâíîþ, òî äîâåäåííÿ
çàâåðøåíå. Íåõàé E íå ¹ ïîçèòèâíîþ ìíîæèíîþ. Òîäi â E ¹ ïiäìíîæèíè, ùî
ìàþòü âiä'¹ìíó ìiðó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n1 íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ
ÿêîãî iñíó¹ B1 ⊂ E òàêå, ùî

µ(B1) ≤ − 1

n1

.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó E1 = E \ B1. Î÷åâèäíî, ùî µ(E1) > µ(E) > 0. ßêùî
E1 ¹ ïîçèòèâíîþ, òî äîâåäåííÿ çàâåðøåíå. ßêùî íi, òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç n2

íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ B2 ⊂ E1 òàêå, ùî

µ(B2) ≤ − 1

n2

.

Ïîêëàäåìî E2 = E1 \B2. Ïîâòîðþþ÷è âêàçàíó ïðîöåäóðó çà iíäóêöi¹þ áóäó-
¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (Ej). Âîíà ìîæå îáiðâàòèñÿ íà ÿêîìóñü êðîöi. Öå îçíà÷à¹,
ùî îñòàíí¹ En ¹ ïîçèòèâíîþ ìíîæèíîþ i íà öüîìó äîâåäåííÿ çàâåðøó¹òüñÿ.
ßêùî ïîñëiäîâíiñòü íå îáðèâà¹òüñÿ, òî ìè îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (En)

∞
n=1

òàêó, ùî
En+1 ⊂ En, n ∈ N,

i

(14.4) µ(En+1) > µ(En) > µ(E) > 0, n ∈ N,
à òàêîæ äèç'þíêòèâíó ïîñëiäîâíiñòü (Bk)

∞
k=1 òàêó, ùî

µ(Bk) ≤ − 1

nk

, k ∈ N.

Çi çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
k=1

µ(Bk). Îñêiëüêè

1

nk

≤ −µ(Bk), k ∈ N

òî çáiãà¹òüñÿ òàêîæ i ðÿä
∞∑
k=1

1
nk

. À çi çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó âèïëèâà¹, ùî

(14.5) lim
k→∞

1

nk

= 0.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A :=
⋂∞

n=1En. Ç íåïåðåðâíîñòi ìiðè ç âðàõóâàííÿì
(14.4) âèïëèâà¹, ùî

µ(A) = lim
n→∞

µ(En) ≥ µ(E) > 0.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà A íå ¹ ïîçèòèâíà. Òîäi â íié ¹ ïiäìíîæèíà B òàêà,
ùî

µ(B) < 0.

Òîäi iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî

µ(B) ≤ − 1

m
.

Çàóâàæèìî, ùî B íàëåæèòü êîæíîìó En. Òîìó ç îçíà÷åíü ÷èñåë nk âèïëèâà¹,
ùî

nk ≤ m, k ∈ N,
òîáòî

1

nk

≥ 1

m
, k ∈ N,

À öå ñóïåðå÷èòü (14.5). Ëåìà äîâåäåíà. �

Âïðàâà 14.6. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A i A ∈ A.
ßêùî A ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîçèòèâíî¨ ìíîæèíè, òî A ¹ ïîçèòèâíîþ. ßêùî
A ¹ ñêií÷åííèì àáî çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì ïîçèòèâíèõ ìíîæèí, òî A ¹
ïîçèòèâíîþ.

Ðîçêëàä Ãàíà.

Òåîðåìà 14.7. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A i X - îäè-
íèöÿ â A. Òîäi â A iñíóþòü ïîçèòèâíà ìíîæèíà X+ i íåãàòèâíà X− òàêi,
ùî

(14.6) X = X+

⊔
X−.

Òàêèé ðîçêëàä ìíîæèíè X íàçèâàþòü ðîçêëàäîì Ãàíà.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Σ+ ñiìåéñòâî âñiõ ïîçèòèâíèõ ñòîñîâíî ìiðè µ
ìíîæèí. Ïîêëàäåìî

α := sup
A∈Σ+

µ(A).

Ïðèïóñòèìî, ùî α = +∞. Òîäi ç îçíà÷åííÿ ñóïðåìóìó âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (An)

∞
n=1 ïîçèòèâíèõ ìíîæèí, äëÿ ÿêî¨

µ(An) ≥ n, n ∈ N.
Çãiäíî âïðàâè 14.6 ìíîæèíà A =

⋃∞
n=1 An ¹ ïîçèòèâíîþ. Àëå, îñêiëüêè An ⊂ A

äëÿ âñiõ n ∈ N, òî
µ(A) ≥ µ(An) ≥ n, n ∈ N.
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À öå íåìîæëèâî, áî µ(A) ∈ R. Ñóïåðå÷íiñòü. Òîìó α < ∞. Ç îçíà÷åííÿ
ñóïðåìóìà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (An)

∞
n=1 ïîçèòèâíèõ ìíîæèí, äëÿ

ÿêèõ

µ(An) ≥ α− 1

n
.

Çãiäíî âïðàâè 14.6 ìíîæèíà A =
⋃∞

n=1An ¹ ïîçèòèâíîþ. Àëå, îñêiëüêè An ⊂ A
äëÿ âñiõ n ∈ N, òî

µ(A) ≥ µ(An) ≥ α− 1

n
, n ∈ N.

À, îòæå, µ(A) ≥ α. Òîìó ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ ÷èñëà α ìà¹ìî, ùî µ(A) = α.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ìíîæèíà A′ = X \A ¹ íåãàòèâíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî öå
íå òàê. Òîäi â A′ iñíó¹ ïiäìíîæèíà D ∈ A òàêà, ùî µ(D) > 0. Òîäi çãiäíî ëåìè
14.5 â D ¹ ïîçèòèâíà ìíîæèíà B ç µ(B) > 0. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Ã = A∪B
âîíà ¹ ïîçèòèâíà (äèâ. âïðàâó 14.6). Îñêiëüêè A ∩B = ∅, òî

µ(Ã) = µ(A) + µ(B) ≥ α + µ(B) > α.

Àëå, çãiäíî îçíà÷åííÿ ÷èñëà α ìà¹ìî, ùî µ(Ã) ≤ α. Ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå
ìíîæèíà A′ ¹ íåãàòèâíîþ. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêëàñòè çà îçíà÷åííÿì

X+ := A, X− := A′.

�
Çàóâàæåííÿ 14.8. Ðîçêëàä Ãàíà íå ¹ ¹äèíèì. Ïîäóìàéòå, ÷îìó.

Ðîçêëàä Æîðäàíà.

Îçíà÷åííÿ 14.9. Íåõàé µ1 i µ2 íåâiä'¹ìíi ìiðè, ùî çàäàíi íà σ-àëãåáði A
ç îäèíèöåþ X. Ìè ñêàæåìî, ùî âîíè ¹ âçà¹ìíî ñèíãóëÿðíèìè (ñêîðî÷åíèé
çàïèñ µ1 ⊥ µ2), ÿêùî X ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi X = X1

⊔
X2, äå X1, X2 ∈ A

i
µ1(X2) = 0, µ2(X1) = 0.

Òåîðåìà 14.10. Íåõàé äiéñíîçíà÷íà ìiðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáði A i X - îäè-
íèöÿ â A. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ïàðà âçà¹ìíî ñèíãóëÿðíèõ íåâiä'¹ìíèõ ìið µ+, µ−
íà A òàêèõ, ùî

µ = µ+ − µ−.

Òàêèé ðîçêëàä äiéñíîçíà÷íî¨ ìiðè µ íàçèâàþòü ðîçêëàäîì Æîðäàíà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = X+

⊔
X− � ðîçêëàä Ãàíà äëÿ ìiðè µ. Ïîêëàäåìî çà

îçíà÷åííÿì

µ+(A) := µ(A ∩X+), µ−(A) := −µ(A ∩X−), A ∈ A.

Î÷åâèäíî, ùî µ+ i µ− ¹ íåâiä'¹ìíèìè ìiðàìè íà A, ïðè÷îìó

(µ+ − µ−)(A) = µ+(A)− µ−(A) = µ(A ∩X+) + µ(A ∩X−) = µ(A),

òîáòî µ = µ+ − µ−. Êðiì òîãî, ç îçíà÷åíü âèïëèâà¹, ùî µ+ ⊥ µ−. Òèì ñàìèì
iñíóâàííÿ ðîçêëàäó Æîðäàíà äîâåäåíî. Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî
¹ äðóãà ïàðà ìið µ̃+ i µ̃− òàêà, ùî µ = µ̃+ − µ̃− i µ̃+ ⊥ µ̃−. Íåõàé äðóãié ïàði
âiäïîâiäà¹ ðîçêëàä X = X̃+

⊔
X̃−, òîáòî

µ̃+(X̃−) = 0, µ̃−(X̃+) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçêëàä X = X̃+

⊔
X̃− ¹ ðîçêëàäîì Ãàíà. Ïðèïóñòèìî, ùî

A ∈ A i

A ⊂ X+ \ X̃+.

Òîäi

µ+(A) = µ(A) = −µ̃−(A),

à, îòæå, µ(A) = 0. Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî ÿêùî A ⊂ X̃+ \X+, òî µ(A) = 0.
Òîìó äëÿ äîâiëüíèõ B ∈ A òàêèõ, ùî B ⊂ X+ ∪ X̃+ ìà¹ìî

µ(B) = µ(A ∩X+ ∩ X̃+) + µ(A \X+) + µ(A \ X̃+) =

µ(A ∩X+ ∩ X̃+) + 0 + 0 = µ(A ∩X+ ∩ X̃+).

Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

µ+(B) = µ̃+(B).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî µ+ = µ̃+. À öå îçíà÷à¹, ùî µ− = µ̃−. �äèíiñòü äîâåäåíà.
�

Äåêiëüêà ñëiâ ñêàæåìî çà êîìïëåêñíi ìiðè. Íåõàé µ � êîìïëåêñíà ìiðà.
Ïîêëàäåìî

µR(A) := Reµ(A), µI(A) := Imµ(A), A ∈ A.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî µR i µI ¹ äiéñíîçíà÷íèìè ìiðà i

µ = µR + iµI .

òàêèì ÷èíîì ïåðåõiä âiä äiéñíîçíà÷íèõ ìið äî êîìïëåêñíèõ ¹ äóæå ïðîñòèì.
90



Áîðåëiâñüêi ìiðè. Íåõàé X - ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç
B(X) ìè ïîçíà÷à¹ìî σ- àëãåáðó âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí, òîáòî σ- àëãåáðó,
ùî ïîðîäæåíà âñiìà âiäêðèòèìè i çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè.
Ìiðó, ÿêà çàäàíà íà σ- àëãåáði B(X) ìè íàçâåìî áîðåëiâñüêîþ ìiðîþ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M (X) ìíîæèíó âñiõ îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ áî-

ðåëiâñüêèõ ìið, òîáòî
M (X) := M (B(X), X).

ßê ìè âæå çíà¹ìîM(X) ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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15. Íåîçíà÷åíèé iíòåãðàë Ëåáåãà. Òåîðiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ó äàíié ëåêöi¨ ìè ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ôàêòè òåîði¨ äèôåðåíöiþâàííÿ.
Â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó áóëè äîâåäåíi íàñòóïíi âàæëèâi ôàêòè:

(1) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C[a, b] âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

d

dx

∫ x

a

f(x) dx = f(x), x ∈ [a, b].

(2) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C1[a, b] âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a), x ∈ [a, b].

Ìè ïîêàæåìî, ùî â òåîði¨ iíòåãðàëà Ëåáåãà ¹ ïðèðîäíi àíàëîãè öèõ ðåçóëü-
òàòiâ.
Ïî÷íåìî ìè ç ôîðìóëþâàííÿ âàæëèâî¨ òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ïîõiäíó ìîíî-

òîííî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 15.1. Íåõàé f ìîíîòîííà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b]. Òîäi âîíà
ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó ìàéæå ó âñiõ òî÷êàõ ïðîìiæêó [a, b].

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ¹ ñêëàäíèì i äîâãèì. Òîìó çà áðàêîì ÷àñó ìè éîãî
íå ðîçãëÿäà¹ìî. Ç íèì ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ó ïiäðó÷íèêó.
Ç ñôîðìóëüîâàíî¨ âèùå òåîðåìè Ëåáåãà âèïëèâà¹ ïðîñòèé

Íàñëiäîê 15.2. Íåõàé f - ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà ïðîìiæêó [a, b].
Òîäi âîíà ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó ìàéæå ó âñiõ òî÷êàõ ïðîìiæêó [a, b].

Äîâåäåííÿ. Êîæíà êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ ¹ ëiíié-
íîþ êîìáiíàöi¹þ ÷îòèðüîõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié. À âëàñíå,

f = f1 − f2 + if3 − if4,

äå fj ìîíîòîííî íåñïàäíi ôóíêöi¨ íà [a, b]. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó Ëåáåãà,
î÷åâèäíèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ íàñëiäêó. �
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Òåîðåìà 15.3. Íåõàé f - íåñïàäíà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b]. Òîäi ¨¨ ïîõiäíà
f ′ ¹ iíòåãðîâíà çà Ëåáåãîì i∫ b

a

f ′ dµ1 ≤ f(b)− f(a).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) =
f(x+ 1/n)− f(x)

1/n
, x ∈ [a, b].

Òóò ìè ââàæà¹ìî, ùî f(x) = f(b) ïðè x > b.
Ìîíîòîííà ôóíêöiÿ ¹ âèìiðíà. Êðiì òîãî, âîíà îáìåæåíà. Òîìó âñi ôóíêöi¨

fn ¹ iíòåãðîâíèìè çà Ëåáåãîì. Çàóâàæèìî, ùî ìîíîòîííà ôóíêöiÿ ¹ iíòåãðîâ-
íà çà Ðiìàíîì. Òîìó âñi ôóíêöi¨ fn ¹ iíòåãðîâíèìè i çà Ðiìàíîì. Ç òåîðåìè
ïðî çâ'ÿçîê ìiæ iíòåãðàëàìè Ðiìàíà i Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî∫

[a,b]

fn dµ1 =

∫ b

a

fn(x) dx.

Îöiíèìî iíòåãðàë ∫ b

a

fn(x) dx.

Ìà¹ìî∫ b

a

fn dx = n

∫ b

a

f(x+ 1/n) dx− n

∫ b

a

f(x) dx =

= n

∫ b+1/n

a+1/n

f(x) dx− n

∫ b

a

f(x) dx = n

∫ b+1/n

b

f(x) dx− n

∫ a+1/n

a

f(x) dx.

Îñêiëüêè

n

∫ b+1/n

b

f(x) dx = n

∫ b+1/n

b

f(b) dx = f(b)

i

n

∫ a+1/n

a

f(x) dx ≥ nf(a)
1

n
= f(a),

òî ∫
[a,b]

fn dµ1 ≤ f(b)− f(a).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ïîõiäíó ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ f ′. Êðiì òîãî, îñêiëüêè f íåñïàäíà,
òî

fn ≥ 0, n ∈ N.
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Òîìó, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó Ôàòó, ìè îòðèìó¹ìî, ùî f ′ ∈ L([a, b], µ1) i∫
[a,b]

f ′ dµ1 ≤ f(b)− f(a).

�

Ðîçãëÿíåìî êóñêîâî ïîñòiéíó ôóíêöiþ f íà [a, b]. Î÷åâèäíî, ùî ¨¨ ïîõiäíà
ðiâíà íóëåâi ó âñiõ òî÷êàõ íà [a, b], êðiì ñêií÷åííîãî ÷èñëà ¨õ ÷èñëà. Çðîçóìiëî,
ùî âiäíîâèòè òàêó ôóíêöiþ çà ¨¨ ïîõiäíîþ íåìîæëèâî. Ìîæíà ïîäóìàòè,
ùî ïðè÷èíà â òîìó, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ðîçðèâíà. Îäíàê, ìîæíà ïîáóäóâàòè
ìîíîòîííó ôóíêöiþ, ÿêà ¹ íåïåðåðâíà, àëå ¨¨ ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëåâi ìàéæå
ñêðiçü.

Äðàáèíà Êàíòîðà. Ãåîðã Êàíòîð ïåðøèé ïîáóäóâàâ ïðèêëàä íåïåðåðâ-
íî¨ ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨, ïîõiäíà ÿêî¨ ðiâíà íóëåâi ìàéæå ñêðiçü. Â ïðîöåñi
ïîáóäîâè âií âèêîðèñòàâ ìíîæèíó, ÿêó ïiçíiøå íàçâàëè ìíîæèíîþ Êàíòîðà.

Ïðîöåñ ïîáóäîâè ¹ íàñòóïíèì. Ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê J0 = [0, 1] íà òðè ðiâíi
÷àñòèíè i ïîêëàäåìî f(x) = 1/2 ïðè x ∈ [1/3, 2/3]. Âiäðiçîê J1

1 = [0, 1/3]
ðîçiá'¹ìî íà òðè ÷àñòèíè i íà ñåðåäíié ïîêëàäåìî f(x) = 1/4. Âiäðiçîê J1

2 =
[2/3, 1] òåæ ðîçiá'¹ìî íà òðè ÷àñòèíè i íà ñåðåäíié ïîêëàäåìî f(x) = 3/4. Íà
âiäðiçêàõ, ÿêi çàëèøèëèñÿ, òîáòî íà âiäðiçêàõ 2-ãî ðàíãó:

J2
1 = [0, 1/9], J2

2 = [2/9, 1/3], J2
3 = [2/3, 7/9], J2

1 = [8/9, 1]

ïîâòîðèìî òó ñàìó ïðîöåäóðó. Ðîçá'¹ìî ¨õ íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè i íà ñåðåäíié
ïîêëàäåìî ôóíêöiþ ðiâíîþ ïîñëiäîâíî 1/8, 3/8, 5/8, 7/8. Ïðîäîâæóþ÷è öåé
ïðîöåñ ìè çàäàìî ôóíêöiþ f íà ïðîìiæêó [0, 1]. Âñþäè ïî ìíîæèíîþ Êàíòîðà
ïîõiäíà íàøî¨ ôóíêöi¨ ¹ ðiâíà íóëþ. Ìíîæèíà Êàíòîðà ¹ íiäå íå ùiëüíà i
çàìêíåíà. Êðiì òîãî, ¨¨ ìiðà Ëåáåãà (ÿê íåâàæêî çðîçóìiòè) ¹ ðiâíà íóëåâi.
Îòðèìàíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíà i ìîíîòîííà íà [0, 1]. À íà äîïîâíåííi äî
ìíîæèíè K ïîõiäíà ôóíêöi¨ f ¹ ðiâíà íóëåâi.

Àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 15.4. Ôóíêöiþ f : [a, b] → C ìè íàçâåìî àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨
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ñèñòåìè ((aj, bj))
n
j=1 ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ òàêèõ, ùî

n∑
j=1

|bj − aj| < δ,

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
n∑

j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ. Ïðîòå,
íå êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
äðàáèíà Êàíòîðà íå ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç AC[a, b] ìíîæèíó âñiõ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà

ïðîìiæêó [a, b].

Âïðàâà 15.5. Äîâåäiòü, ùî AC[a, b] ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 15.6. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ AC[a, b] ¹ ôóíêöi¹þ îáìå-
æåíî¨ âàðiàöi¨, òîáòî

AC[a, b] ⊂ V [a, b].

Âïðàâà 15.7. Êîæíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ f ∈ C1[a, b] ¹ àá-
ñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà [a, b].

Âïðàâà 15.8. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê fg ôóíêöié f, g ∈ AC[a, b] ¹ àáñîëþòíî
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Äëÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà âàæëèâà i íå-
òðèâiàëüíà

Òåîðåìà 15.9. Íåõàé f ∈ AC[a, b] i f ′(x) = 0 ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. Òîäi
ôóíêöiÿ f ¹ ïîñòiéíîþ íà [a, b] (f ≡ const).

Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè êðàñèâå, àëå ñêëàäíå i äîâãå. Ìè éîãî ðîçãëÿíåìî
äåùî ïiçíiøå, ÿêùî ó íàñ áóäå ÷àñ.
Íàòîìiñòü, ìè äîâåäåìî iíøó âàæëèâó òåîðåìó.
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Äîìîâèìîñÿ ÷åðåç L(a, b) ïîçíà÷àòè ïðîñòið L((a, b), µ1), à çàìiñòü dµ1 ïè-
ñàòè dx.

Òåîðåìà 15.10. Íåõàé f ∈ L(a, b) i

F (x) :=

∫ x

a

f dx, x ∈ [a, b].

Òîäi ôóíêöiÿ F ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà [a, b] i ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]
F ′(x) = f(x), òîáòî

d

dx

∫ x

a

f dx = f(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ðîçiá'¹ìî íà ÷àñòèíè, ÿêi îôîðìèìî ó âèãëÿäi ëåì.

Ëåìà 15.11. Íåõàé f ∈ L(a, b) i

F (x) :=

∫ x

a

f dx, x ∈ [a, b].

Òîäi ôóíêöiÿ F ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà [a, b].

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Ç àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëà
Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè
A ⊂ [a, b] ç ìiðîþ µ1(A) < δ, âèêîíó¹òüñÿ íàðiâíiñòü∫

A

|f | dx < ε.

Íåõàé A =
⊔n

j=1(aj, bj) i µ1(A) < δ. Òîäi∫
A

|f | dx =
n∑

j=1

∫ bj

aj

|f | dx < ε.

Îñêiëüêè

|F (bj)− F (aj)| =

∣∣∣∣∣
∫ bj

aj

f dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ bj

aj

|f | dx,

òî
n∑

j=1

|F (bj)− F (aj)| ≤
n∑

j=1

∫ bj

aj

|f | dx < ε.
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Òèì ñàìèì ëåìà äîâåäåíà. �

Âïðàâà 15.12. Íåõàé f ∈ L(a, b) i∫ x

a

f dx = 0

äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. Òîäi f(x) = 0 ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Ëåìà 15.13. Íåõàé f ∈ L(a, b) i

F (x) :=

∫ x

a

f dx, x ∈ [a, b].

ßêùî f ¹ îáìåæåíà (|f | ≤ K), òî F ′(x) = f(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ F ¹ àáñîëþòíî íåïå-
ðåðâíà. À êîæíà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàði-
àöi¨. Òîìó ïîõiäíà F ′ iñíó¹ ìàéæå ñêðiçü íà [a, b] i ¹ iíòåãðîâíà íà [a, b].
Ïîêëàäåìî

fn(x) =
F (x+ 1/n)− F (x)

1/n
, x ∈ [a, b].

Òîäi

fn(x) = n

(∫ x+1/n

x

f dx

)
.

Òîìó

|fn(x)| ≤ n

∣∣∣∣∣
∫ x+1/n

x

f dx

∣∣∣∣∣ ≤ n(sup |f |) 1
n
≤ K, n ∈ N, x ∈ [a, b].
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Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöié fn âèïëèâà¹, ùî âîíè çáiãàþòüñÿ äî F ′ ìàéæå ñêðiçü íà
[a, b]. Ç òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî c ∈ (a, b]

c∫
a

F ′ dx = lim
n→∞

c∫
a

fn dx = lim
n→∞

n

c∫
a

(F (x+ 1/n)− F (x)) dx =

= lim
n→∞

n

 c∫
a

F (x+ 1/n) dx−
c∫

a

F (x) dx

 =

= lim
n→∞

n

c+1/n∫
c

F (x) dx− n

a+1/n∫
a

F (x) dx

 .

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F ¹ íåïåðåðâíà, òî

lim
n→∞

n

c+1/n∫
c

F (x) dx = F (c)

i

lim
n→∞

n

a+1/n∫
a

F (x) dx = F (a) = 0.

Òîìó
c∫

a

F ′ dx = F (c)− F (a) = F (c) =

c∫
a

f(x) dx,

òîáòî
c∫

a

(F ′ − f)(x) dx = 0, c ∈ [a, b].

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è âïðàâó 15.12, îòðèìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ F ′ − f äîðiâíþ¹
íóëþ ìàéæå ñêðiçü, òîáòî F ′(x) = f(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 15.10. Êîæíó äiéñíîçíà÷íó iíòåãðîâíó ôóíêöiþ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi f = f+ − f−, äå

f+(x) := max{f(x), 0}, f−(x) := max{−f(x), 0}, x ∈ (a, b).

Ôóíêöi¨ f+, f− ¹ íåâiä'¹ìíi. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âîíè òàêîæ ¹ âèìiðíi.
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ |f | ¹ iíòåãðîâíîþ ìàæîðàíòîþ äëÿ ôóíêöié f+ i f−, òî
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f+, f− ∈ L(a, b). Çi ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî êîæíó êîìïëåêñíîçíà÷íó iíòå-
ãðîâíó ôóíêöiþ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f = h+ − h− + i(g+ − g−),

äå h+, h−, g+, g− - íåâiä'¹ìíi iíòåãðîâíi ôóíêöi¨. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü
iíòåãðàëà Ëåáåãà, áà÷èìî, ùî òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè ó ïðèïóùåííi, ùî f ≥ 0.
Òîìó áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî f ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

fn(x) := min{f(x), n}, x ∈ (a, b), n ∈ N.

Êîæíà ç ôóíêöié fn iíòåãðîâíîþ òà îáìåæåíîþ. Êðiì òîãî, ïîñëiäîâíiñòü
(fn)n∈N ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f . Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíi ôóíêöi¨

Fn(x) :=

x∫
a

fn(t) dt, Gn(x) =

x∫
a

(f − fn)(t) dt, x ∈ [a, b], n ∈ N.

Ôóíêöi¨ Gn, Fn ¹ íåñïàäíèìè, à, îòæå, ìàþòü ïîõiäíó ìàéæå ñêðiçü. Ç ïî-
ïåðåäíüî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ n

F ′
n(x) = fn(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Îñêiëüêè F = Gn + Fn, i G′
n ≥ 0, òî

F ′(x) = G′
n(x) + F ′

n(x) ≥ F ′
n(x) = fn(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Ïåðåõîäÿ÷è â íåðiâíîñòi F ′(x) ≥ fn(x) äî ãðàíèöi ïðè n → ∞, îòðèìó¹ìî,
ùî

F ′(x) ≥ f(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Ç òåîðåìè 15.3 âèïëèâà¹, ùî

b∫
a

F ′ dx ≤ F (b)− F (a) = F (b) =

b∫
a

f dx.

Îòæå,
b∫

a

(F ′ − f) dx ≤ 0.
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Àëå F ′(x)− f(x) ≥ 0 ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]. Öå îçíà÷à¹, ùî
b∫

a

(F ′ − f) dx ≥ 0,

à, îòæå,
b∫

a

(F ′ − f) dx = 0.

Îñêiëüêè F ′(x)− f(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü, òî ç íàñëiäêó ç íåðiâíîñòi ×åáèøåâà
âèïëèâà¹, ùî

F ′(x)− f(x) = 0, ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Ðiâíiñòü Íüþòîíà-Ëåéáíiöà.

Òåîðåìà 15.14. Íåõàé f ∈ AC[a, b]. Òîäi ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

b∫
a

f ′ dx = f(b)− f(a).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

g(x) :=

x∫
a

f ′ dx, φ(x) := f(x)− g(x), x ∈ [a, b].

Çãiäíî ç ëåìîþ 15.11 ôóíêöiÿ g ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà [a, b]. Òîìó ôóíêöiÿ
φ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ÿê ðiçíèöÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f i g.
Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 15.10

g′(x) = f ′(x), ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Òîìó
φ′(x) = f ′(x)− f ′(x) = 0, ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b].

Îñêiëüêè φ ∈ AC[a, b], òî ç òåîðåìè 15.9 âèïëèâà¹, ùî φ ≡ const . Âðàõîâóþ÷è,
ùî

φ(a) = f(a)− g(a) = f(a),

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

f(x) = f(a) + g(x), x ∈ [a, b],
100



ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî
b∫

a

f ′ dx = g(b) = f(b)− f(a).

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ìiðè. Òåîðåìà Ðàäîíà-Íiêîäèìà.

Îçíà÷åííÿ 15.15. Íåõàé M (U , X) ïðîñòið êîìïëåêñíîçíà÷íèõ îáìåæå-
íèõ ìið, ùî çàäàíi íà σ-àëãåáði U ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. Íåõàé µ, ν ∈
M (U , X), ïðè÷îìó ìiðà ν ¹ íåâiä'¹ìíà.
1) Ìè ñêàæåìî, ùî ìiðà µ ¹ çîñåðåäæåíà íà ìíîæèíi A ∈ U , ÿêùî

∀B ∈ U (B ⊂ X \ A) ⇒ (µ(B) = 0).

2) Ìè ñêàæåìî, ùî ìiðà µ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî íåâiä'¹ìíî¨
ìiðè ν, ÿêùî

∀A ∈ U (ν(A) = 0) ⇒ (µ(A) = 0).

Òåîðåìà Ðàäîíà-Íiêîäèìà.

Òåîðåìà 15.16. Íåõàé µ, ν ∈ M(U , X), ïðè÷îìó ìiðà ν ¹ íåâiä'¹ìíà. ßêùî
ìiðà µ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî íåâiä'¹ìíî¨ ìiðè ν, òî iñíó¹ iíòå-
ãðîâíà ñòîñîâíî ìiðè ν ôóíêöiÿ f òàêà, ùî

µ(A) =

∫
A

f dν, A ∈ U .

Ôóíêöiÿ f , ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ν-åêâiâàëåíòîíîñòi,
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ Ðàäîíà-Íiêîäèìà ìiðè µ ïî íåâiä'¹ìíié ìiði ν i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ÷åðåç

dµ

dν
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ñêëàäíå i çà áðàêîì ÷àñó ìè éîãî íå íàâîäèìî.
Ç òåîðåìè Ðàäîíà-Íiêîäèìà âèïëèâà¹ íàñòóïíèé
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Íàñëiäîê 15.17. Íåõàé µ ∈ M (R), òîáòî µ - îáìåæåíà áîðåëiâñüêà ìiðà
íà R. Ìiðà µ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà µ1 òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ¨¨ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

Fµ(x) := µ((−∞, x)), x ∈ R,
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó.

Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Îçíà÷åííÿ 15.18. Äåëüòà-ìiðîþ Äiðàêà, ùî çîñåðåäæåíà â òî÷öi ξ ∈ R
íàçèâà¹òüñÿ ìiðà δξ (ñòàíäàðòíå ïîçíà÷åííÿ), ÿêà çàäàíà ôîðìóëîþ

δξ(A) =

{
1, ÿêùî ξ ∈ A;
0, ÿêùî ξ ∈ R \ A.

íà âñiõ ìíîæèíàõ A ⊂ R.

Çàóâàæèìî, ùî δξ ∈ M(R), òîáòî ìiðà δξ ¹ áîðåëiâñüêîþ i âîíà çîñåðåäæåíà
â îäíîòî÷êîâié ìíîæèíi {ξ}.

Îçíà÷åííÿ 15.19. Áîðåëiâñüêà ìiðà µ ∈ M(R) íàçèâà¹òüñÿ:
(1) íåïåðåðâíîþ, ÿêùî µ({ξ}) = 0 äëÿ âñiõ ξ ∈ R;
(2) äèñêðåòíîþ (àáî àòîìàðíîþ), ÿêùî âîíà çîñåðåäæåíà íà çëi÷åííié

àáî ñêií÷åííié ìíîæèíi.

Âïðàâà 15.20. Êîæíà íåíóëüîâà äèñêðåòíà ìiðà µ ∈ M (R) îäíîçíà÷íî çî-
áðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

µ =
N∑
j=1

hjδξj ,

äå (hj)
N
j=1 - ïîñëiäîâíiñòü â C \ {0}, (ξj)Nj=1 - ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ

÷èñåë â R, N ∈ N àáî N = ∞ i

N∑
j=1

|hj| < ∞ (ÿêùî N = ∞).

Âïðàâà 15.21. Êîæíó ìiðà µ ∈ M(R) ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi
ñóìè µ = µa+µs, äå µa - àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà µ1, à µs

102



- ñèíãóëÿðíà ñòîñîâíî ìiðè µ1. Â ñâîþ ÷åðãó µs ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîäàòè
ó âèãëÿäi ñóìè µs = µd + µsc, äå µd - äèñêðåòíà ìiðà, à µsc - íåïåðåðâíà ìiðà
òà ñèíãóëÿðíà ñòîñîâíî µ1.

Ç âïðàâè 15.21 âèïëèâà¹, êîæíó ìiðà µ ∈ M (R) ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîäàòè
ó âèãëÿäi

µ = µa + µsc + µd,

äå µa - àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà µ1, µd - äèñêðåòíà ìiðà,
à µsc - íåïåðåðâíà ñèíãóëÿðíà ñòîñîâíî µ1.

16. Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.

Íåõàé F : R → R ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà R, òîáòî F ∈ V (R). ßê
ìè âæå ãîâîðèëè ôóíêöiÿ F ïîðîäæó¹ áîðåëiâñüêó ìiðó íà ïðÿìié. Ïîçíà÷è-
ìî ¨¨ ÷åðåç µF . Íà âñiõ iíòåðâàëàõ ïðÿìî¨ (i íåîáìåæåíèõ òåæ) âîíà çàäàíà
ôîðìóëàìè:

µF ((a, b)) =F (b− 0)− F (a+ 0),

µF ([a, b)) =F (b− 0)− F (a− 0),

µF ((a, b]) =F (b+ 0)− F (a+ 0),

µF ([a, b]) =F (b+ 0)− F (a− 0).

(16.1)

Ôîðìóëè (16.1) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ìiðó µF . Ìiðà µF ¹ îáìåæåíîþ áî-
ðåëiâñüêîþ ìiðîþ. Öþ ìiðó ìè áóäåìî íàçèâàòè ìiðîþ Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.
Ìiðó µF ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðîäîâæèòè äî ïîâíî¨ ìiðè µ̄F , ùî çàäàíà íà σ-
àëãåáði, ÿêà ìiñòèòü àëãåáðó B(R). Ìiðó µ̄F ìîæíà òàêîæ îòðèìàòè, ÿêùî
âçÿòè ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ ìiðè µF , çàäàíî¨ íà ïiâêiëüöi iíòåðâàëiâ. ×àñòî
ÿêðàç ïîâíó ìiðó µ̄F i íàçèâàþòü ìiðîþ Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà. Îäíàê, îñêiëüêè
ïðîöåäóðà ïîïîâíåííÿ äîâiëüíî¨ ìiðè ¹ çîâñiì ïðîñòà, òî ìè íå áóäåìî ðîáè-
òè ðiçíèöi ìiæ ìiðàìè µF òà µ̄F . Áóäåìî ââàæàòè, ùî áîðåëiâñüêà ìiðà µF ¹
ïîâíà, òîáòî àâòîìàòè÷íî ïîïîâíåíà.

Îçíà÷åííÿ 16.1. Ìè ñêàæåìî, ùî áîðåëiâñüêà ìiðà µ ∈ M(R) çîñåðåäæåíà
íà ìíîæèíi C ∈ B(R), ÿêùî µ(A) = 0 äëÿ âñiõ A ∈ B(R), ùî íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ ç C (A ∩ C = ∅).
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Çðîçóìiëî, ùî ìiðó µF ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè íà âiäðiçêó [a, b]. Äëÿ öüîãî
äîñèòü çíàòè ôóíêöiþ F òiëüêè íà âiäðiçêó [a, b].

Îçíà÷åííÿ 16.2. Íåõàé ÷èñëîâà ôóíêöiÿ f çàäàíà íà ïðîìiæêó [a, b]. Ìè
íàçâåìî ¨¨:

(1) íåïåðåðâíîþ çëiâà (ñïðàâà) íà ïðîìiæêó [a, b], ÿêùî äëÿ âñiõ ξ ∈ [a, b]

lim
x→ξ−0

f(x) = f(ξ) ( lim
x→ξ+0

f(x) = f(ξ));

(2) êóñêîâî íåïåðåðâíîþ íà [a, b], ÿêùî âîíà ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü
òî÷îê ðîçðèâó, ïðè÷îìó âñi âîíè ¹ òî÷êàìè ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó;

(3) êóñêîâî ïîñòiéíîþ íà [a, b], ÿêùî âîíà ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíîþ íà [a, b]
i ïðèéìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü.

Òåîðåìà 16.3. ßêùî ôóíêöiÿ F ¹ íåñïàäíîþ êóñêîâî ïîñòiéíîþ íà [a, b], òî

µF =
n∑

j=1

hjδξj ,

äå {ξj}nj=1 ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ F , à hj - ñòðèáîê ôóíêöi¨ F â
òî÷öi x = ξj, òîáòî

hj := F (ξj + 0)− F (ξj − 0), j = 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ F ïîñòiéíà íà iíòåðâàëi [a, b]. Òîäi âîíà ðiâíà íóëþ
íà âñiõ iíòåðâàëàõ, ùî ìiñòÿòüñÿ â [a, b]. Òîìó µF = 0 (ëåáåãîâå ïðîäîâæåííÿ
íóëüîâî¨ ìiðè ïðèâîäèòü íàñ, î÷åâèäíî, äî íóëüîâî¨ ìiðè). Ðîçãëÿíåìî òåïåð
çàãàëüíèé âèïàäîê. Íåõàé G = {ξj}nj=1 ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ F .
ßêùî ôóíêöiÿ F ïîñòiéíà íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (α, β) ⊂ [a, b], òîáòî

(α, β) ∩ {ξj}nj=1 = ∅,

òî çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî µF (A) = 0 äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ⊂ (α, β).
Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ìíîæèíà A íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç G, òî µF (A) = 0, òîáòî
ìiðà µF çîñåðåäæåíà íà G. Ç iíøîãî áîêó, çà îçíà÷åííÿì

µF ({ξj}) := F (ξj + 0)− F (ξj − 0) = hj.

Äîâiëüíó ìíîæèíó A ⊂ [a, b] ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

A =

⊔
ξj∈A

{ξj}

⊔B,
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äå B ∩G = ∅. Òîìó

µF (A) = µF (B) +
∑
ξj∈A

µF ({ξj}) =
∑
ξj∈A

hj =

(
n∑

j=1

hjδξj

)
(A).

�
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ F ¹ íåñïàäíîþ, òî ìiðà µF ¹ íåâiä'¹ìíîþ.

Íåõàé ôóíêöiÿ F ¹ íåñïàäíîþ. Iíòåãðàë Ëåáåãà∫
[a,b]

f dµF ,

âçÿòèé ïî ìiði µF , ùî ïîáóäîâàíà çà ôóíêöi¹þ F , íàçèâàþòü iíòåãðàëîì
Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì

b∫
a

f dF

àáî ñèìâîëîì
b∫

a

f(x) dF (x).

Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà öå iíòåãðàë Ëåáåãà, ÿêèé çàïèñàíèé
ç äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ìiðè. Ó öüîìó ¹ ñåíñ, îñêiëüêè òàêèé çàïèñ
÷àñòî äîçâîëÿ¹ ñïðîñòèòè i ïðèñêîðèòè îá÷èñëåííÿ.

Êëàñ ôóíêöié f , ÿêi iíòåãðîâíi çà ìiðîþ µF çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ F , ïðîòå,
âií çàâæäè ìiñòèòü âñi îáìåæåíi áîðåëiâñüêi ôóíêöi¨. Çîêðåìà, iíòåãðîâíèìè
çà ìiðîþ µF ¹ âñi f ∈ C[a, b].

Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ìîæíà îçíà÷èòè i ó âèïàäêó äiéñíîçíà÷íî¨ ôóí-
êöi¨ F îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Íåõàé F : [a, b] → R - ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà
[a, b]. Òîäi, ÿê âiäîìî, ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi - ðiçíèöi íåñïàäíèõ ôóíêöié
F1 i F2. Ïîêëàäåìî

(16.2)

b∫
a

f dF =

b∫
a

f dF1 −
b∫

a

f dF2

â ïðèïóùåííi, ùî iñíóþòü iíòåãðàëè ó ïðàâié ÷àñòèíi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÿêùî
f - îáìåæåíà áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ, òî ïðàâà ÷àñòèíà â (16.2) íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó ôóíêöié F1 i F2 â çîáðàæåííi F = F1 − F2.
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Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ìîæíà îçíà÷èòè i ó âèïàäêó êîìïëåêñíîçíà÷íî¨
ôóíêöi¨ F îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Íåõàé F : [a, b] → C - ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨
âàðiàöi¨ íà [a, b]. Òîäi, ÿê âiäîìî, ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi F = F1 + iF2, äå
F1 i F2 äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Ïîêëàäåìî

(16.3)

b∫
a

f dF =

b∫
a

f dF1 + i

b∫
a

f dF2.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà îêðåìèõ âèïàäêiâ, êîëè iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà
îá÷èñëþ¹òüñÿ äîâîëi ïðîñòî.

Âïðàâà 16.4. ßêùî ôóíêöiÿ F ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíîþ íà [a, b], òî ¨¨ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi ðiâíîìiðíî¨ ãðàíèöi êóñêîâî ïîñòiéíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 16.5. Íåõàé F ∈ AC[a, b] i íåñïàäíà, à f - êóñêîâî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ íà ïðîìiæêó [a, b]. Òîäi

(16.4)

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ êóñêîâî ïîñòiéíîþ íà [a, b]. Òîäi ïðîìiæîê
[a, b] ìîæíà ðîçáèòè íà iíòåðâàëè ∆j, íà ÿêèõ f ¹ ïîñòiéíîþ, òîáòî i ïîäàòè
ó âèãëÿäi

[a, b] =
n⊔

j=1

∆j, f(x) = pk, x ∈ ∆k.

Òîìó

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f dµF =
n∑

j=1

∫
∆j

f dµF =

=
n∑

j=1

∫
∆j

pj dµF =
n∑

j=1

pjµF (∆j).
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Îñêiëüêè F ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà, òî

µF (∆j) = F (βj)− F (αj) =

βj∫
αj

F ′(x) dx, j = 1, . . . , n.

Òóò αj i βj êiíöi iíòåðâàëà ∆j. Òîìó

n∑
j=1

pjµF (∆j) =
n∑

j=1

∫
∆j

pjF
′(x) dx =

n∑
j=1

∫
∆j

f(x)F ′(x) dx =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx.

2. Íåõàé f êóñêîâî íåïåðåðâíà íà [a, b]. Òîäi (äèâ. âïðàâó 16.4) ¨¨ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi ðiâíîìiðíî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N êóñêîâî ïîñòiéíèõ
ôóíêöié. Ç îãëÿäó íà âæå äîâåäåíå, ìà¹ìî, ùî

(16.5)

b∫
a

fn(x) dF (x) =

b∫
a

fn(x)F
′(x) dx, n ∈ N.

Ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (fn) âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dF (x) =

b∫
a

f(x) dF (x),

lim
n→∞

b∫
a

fn(x)F
′(x) dx =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx,

à, îòæå,
b∫

a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx.

�

Òåîðåìà 16.6. Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ C[a, b] ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíà, à F ¹ êóñêîâî
ïîñòiéíà íà ïðîìiæêó [a, b] i ìà¹ ðîçðèâè ó òî÷êàõ ξj ∈ (a, b), j = 1, . . . , n.
ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà ó âñiõ òî÷êàõ ξj, òî

(16.6)

b∫
a

f(x) dF (x) =
n∑

j=1

f(ξj)hj, hj := F (ξj + 0)− F (ξj − 0).
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Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê [a, b] íà iíòåðâàëè ∆k (k = 1, . . . ,m), íà ÿêèõ
f ¹ íåïåðåðâíà. Î÷åâèäíî, ùî ìîæíà çðîáèòè òàê, ùî â êîæíîìó iíòåðâàëi
∆k áóäå ìiñòèòèñÿ íå áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöi¨ F .
Îñêiëüêè

b∫
a

f(x) dF (x) =
m∑
k=1

∫
∆k

f(x) dF (x) =
n∑

k=1

∫
∆k

f dµF ,

òî äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî∫
∆k

f dµF =

{
0, ÿêùî ∆k ∩ {ξj}nj=1 = ∅;
f(ξj)hj, ÿêùî ξj ∈ ∆k.

ßêùî ∆k∩{ξj}nj=1 = ∅, òî ôóíêöiÿ F ïîñòiéíà â ∆k, à, îòæå, µF (A) = 0, ÿêùî
A ⊂ ∆k. Òîìó ∫

∆k

f dµF = 0.

ßêùî ξj ∈ ∆k, iíòåðâàë ∆k ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

∆k = ∆′
k

⊔
∆′′

k

⊔
{ξj},

äå ∆′
k i ∆

′′
k iíòåðâàëè, ùî íå ìiñòÿòü òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ F . Òîäi, âðàõîâó-

þ÷è ñêàçàíå, ìà¹ìî, ùî∫
∆k

f dµF =

∫
∆′

k

f dµF +

∫
∆′′

k

f dµF +

∫
{ξj}

f dµF = 0 + 0 + f(ξj)µF ({ξj}) = f(ξj)hj.

�

Òåîðåìà 16.7. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [a, b] → C ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíà, à F íåñïà-
äíà i ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè F = F1 + F2, äå F1 êóñêîâî ïîñòiéíà
íà ïðîìiæêó [a, b] i ìà¹ ðîçðèâè ó òî÷êàõ ξj ∈ (a, b), j = 1, . . . , n, à F2 ¹
àáñîëþòíî íåïåðåðâíà. Òîäi

(16.7)

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx+
n∑

j=1

f(ξj)hj,

äå

hj := F (ξj + 0)− F (ξj − 0).
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè µF = µF1 + µF2 , òî

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f µF =

b∫
a

f µF1 +

b∫
a

f µF2 .

Òîìó ç îãëÿäó íà ïîïåðåäíi äâi òåîðåìè ìà¹ìî, ùî
b∫

a

f µF1 =
n∑

j=1

f(ξj)(F1(ξj + 0)− F1(ξj − 0))

i
b∫

a

f µF2 =

b∫
a

f(x)F ′
2(x) dx.

Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî F2 ¹ íåïåðåðâíà i äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] \ {ξj}nj=1

F ′
1(x) = 0.
Òîìó

F1(ξj + 0)− F1(ξj − 0) = F (ξj + 0)− F (ξj − 0) = hj

i F ′(x) = F ′
2(x) äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] \ {ξj}nj=1. À, îòæå,

(16.8)

b∫
a

f(x) dF (x) =

b∫
a

f(x)F ′(x) dx+
n∑

j=1

f(ξj)hj.

�

Çàóâàæåííÿ 16.8. Ùîá ôóíêöiÿ F çàäîâîëüíÿëà óìîâè ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè
äîñèòü, ùî ôóíêöiÿ F áóëà êóñêîâî íåïåðåðâíîþ i ¨¨ ïîõiäíà áóëà îáìåæåíà
ïîçà ñêií÷åííîþ àáî çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ. Íàïðèêëàä, òàêèìè ¹ ôóíêöi¨:

F (x) = [x]x, F (x) = [2 sinx] cos x, F (x) = x2 sign(sinx).

Òåîðåìà 16.9. Íåõàé F ∈ V [a, b] i f ∈ C[a, b]. Òîäi

(16.9)

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ (max
x∈[a,b]

|f(x)|)V b
a [F ].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i ¨¨ òî÷êè ðîçðèâó ¹ òî÷êàìè íåïå-
ðåðâíîñòi ôóíêöi¨ F . Ôóíêöiþ f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè

f =
m∑
k=1

αkχ∆k
,
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äå ∆j - iíòåðâàëè, [a, b] =
⊔m

k=1∆k . Ç ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî

b∫
a

f(x) dF (x) =

∫
[a,b]

f dµF =
m∑
k=1

αk

∫
[a,b]

χ∆k
dµF =

m∑
k=1

αkµF (∆k).

À, îòæå, ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=1

|αk||µF (∆k)| ≤ max
k

|αk|
m∑
k=1

|µF (∆k)|.

Íåõàé iíòåðâàë ∆k ìà¹ êiíöi γk, βk. Îñêiëüêè âîíè ¹ òî÷êàìè íåïåðåðâíîñòi
äëÿ F , òî |µF (∆k)| = |F (γk)− F (βk)|. Îñêiëüêè [a, b] =

⊔m
k=1∆k, òî

m∑
k=1

|µF (∆k)| ≤ V b
a [F ].

Îòæå, îöiíêà (16.9) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f .
ßêùî f ∈ C[a, b], òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N êóñêîâî ïîñòiéíèõ ôóíêöié,

ÿêà ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f íà [a, b]. Î÷åâèäíî, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî òî-
÷êè ðîçðèâó ôóíêöié fn ¹ òî÷êàìè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ F . Ç âæå äîâåäåíîãî
ìà¹ìî, ùî ∣∣∣∣∣∣∣

∫
[a,b]

fn dµF

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (max
x∈[a,b]

|fn(x)|)V b
a [F ].

Çäiéñíþþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè n → ∞, îòðèìó¹ìî, ùî∣∣∣∣∣∣∣
∫

[a,b]

f dµF

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (max
x∈[a,b]

|f(x)|)V b
a [F ],

òîáòî îöiíêà (16.9) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ C[a, b]. �

Çàóâàæåííÿ 16.10. Ïîïåðåäíþ òåîðåìó ìîæíà ïîñèëèòè. À âëàñíå, ÿêùî
F ∈ V [a, b] i ôóíêöiÿ f : [a, b] → C ¹ îáìåæåíîþ áîðåëiâñüêîþ, òî

(16.10)

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ( sup
x∈[a,b]

|f(x)|)V b
a [F ].
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Çàóâàæåííÿ 16.11. Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà
∫ b

a
f dF ¹ ëiíiéíèì i çà

çìiííîþ f i çà çìiííîþ F , òîáòî

(16.11)

b∫
a

(αf + βg)(x) dF (x) = α

b∫
a

f(x) dF (x) + β

b∫
a

g(x) dF (x),

(16.12)

b∫
a

f(x) d(αF + βG)(x) = α

b∫
a

f(x) dF (x) + β

b∫
a

f(x) dG(x).

17. Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ: Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.

Çàäà÷à 17.1. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

10,5∫
0,5

x d[x].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = [x] íà ïðîìiæêó [0; 10, 5] ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i
ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó

ξj = j, j = 1, . . . , 10.

Ñòðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξj äîðiâíþ¹ 1. Òîìó

10,5∫
0,5

x d[x] =
10∑
j=1

f(j)hj =
10∑
j=1

j = 55.

Çàäà÷à 17.2. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

2−0∫
0

2x d[x2].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = [x2] íà iíòåðâàëi [0, 2) ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i ìà¹
òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξj =
√

j, j = 1, 2, 3.
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Ñòðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξj äîðiâíþ¹ 1. Òîìó
2−0∫
0

2x d[x2] = 2 · 1 + 2
√
2 · 1 + 2

√
3 · 1 = 2(1 +

√
2 +

√
3).

Çàäà÷à 17.3. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:∫
(0,π)

x d[2 sin x].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = [2 sinx] íà iíòåðâàëi [0, π] ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i
ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξ1 = π/6, ξ2 = π/2, ξ3 = 5π/6.

Ñòðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξ1 äîðiâíþ¹ 1, còðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξ2 äî-
ðiâíþ¹ 0, còðèáîê ôóíêöi¨ F ó òî÷öi ξ3 äîðiâíþ¹ −1 Òîìó∫

(0,π)

x d[2 sin x] =
π

6
· 1 + π

2
· 0− 5π

6
· 1 = −2π

3
.

Çàäà÷à 17.4. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:
3∫

0

x2 d[x+ 1/2].

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = [x+ 1/2] íà iíòåðâàëi [0, 3] ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà
i ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξj = 1/2 + j, j = 0, 1, 2.

Ñòðèáîê ó âñiõ òî÷êàõ ðîçðèâó äîðiâíþ¹ 1. Òîìó
3∫

0

x2 d[x+ 1/2] = (1/2)2 + (3/2)2 + (5/2)2 = 35/4.

Çàäà÷à 17.5. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:
π∫

−π

(x2 + x) d sign (cos x).
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Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = sign (cosx) íà iíòåðâàëi [−π, π] ¹ êóñêîâî ïî-
ñòiéíà i ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξ1 = −π/2, ξ2 = π/2.

Ïðè öüîìó ñòðèáîê ó òî÷öi ξ1 äîðiâíþ¹ 2, à ñòðèáîê ó òî÷öi ξ2 äîðiâíþ¹ −2 .
Òîìó

π∫
−π

(x2 + x) d sign (cos x) = ((−π/2)2 − π/2)2− ((π/2)2 + π/2)2 = −2π.

Çàäà÷à 17.6. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

2∫
−2

(x+ 2) d sign (x2 − 1).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = sign (x2 − 1) íà iíòåðâàëi [−2, 2] ¹ êóñêîâî ïî-
ñòiéíà i ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó â òî÷êàõ:

ξ1 = −1, ξ2 = 1.

Ïðè öüîìó ñòðèáîê ó òî÷öi ξ1 äîðiâíþ¹ −2, à ñòðèáîê ó òî÷öi ξ2 äîðiâíþ¹ 2 .
Òîìó

2∫
−2

(x+ 2) d sign (x2 − 1) = 1 · (−2) + 3 · 2 = 4.

Çàäà÷à 17.7. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

2∫
−2

(x+ 1) d(x2 + signx).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = x2 + signx ¹ ñóìîþ ôóíêöié F1(x) = x2 i
F2(x) = sign x. Ïðè öüîìó F1 ∈ C1[−2, 2], à F2 ¹ êóñêîâî ïîñòiéíà i ìà¹ òî÷êó
ðîçðèâó

ξ = 0.
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Ïðè öüîìó ñòðèáîê ó òî÷öi ξ äîðiâíþ¹ 2. Òîìó

2∫
−2

(x+ 1) d(x2 + signx) =

2∫
−2

(x+ 1) dx2 +

2∫
−2

(x+ 1) d(signx) =

=

2∫
−2

2x(x+ 1) dx+ 1 · 2 = 38/3.

Çàäà÷à 17.8. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

2π∫
0

x d(3x2 + sign cos x).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = 3x2 + sign cos x ¹ ñóìîþ ôóíêöié F1(x) = 3x2 i
F2(x) = sign cosx. Òîìó

2π∫
0

xd(3x2 + sign cos(πx)) =

2π∫
0

x d3x2 +

2π∫
0

x d sign cos(πx).

Ïåðøèé iíòåãðàë îá÷èñëþ¹òüñÿ ëåãêî.

2π∫
0

x d3x2 = 6

2π∫
0

x2 dx = 2(2π)3.

Ïåðåéäåìî äî äðóãîãî iíòåãðàëà. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F (x) = sign cosx ¹ êóñêîâî
ïîñòiéíà i ìà¹ íà ïðîìiæêó [0, 2π] ðîçðèâè ëèøå ó òî÷êàõ ξ1 = π/2 i ξ2 = 3π/2,
ïðè÷îìó ñòðèáîê â òî÷öi ξ1 ðiâíèé −2, à â ξ2 ðiâíèé 2, òî

2π∫
0

x d sign cos x =
π

2
· (−2) +

3π

2
· 2 = 2π.

Îòæå,
2π∫
0

xd(3x2 + sign cos(πx)) = 2(2π)3 + 2π.
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Çàäà÷à 17.9. Îá÷èñëiòü iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà:

7/2∫
5/2

x d(x[x]).

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiÿ F (x) = x[x] ¹ êóñêîâî ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ ç ¹äèíîþ
òî÷êîþ ðîçðèâó â òî÷öi x = 3. Ïðè öüîìó

F (3 + 0) = lim
x→3+0

= 3 · 3 = 9, F (3− 0) = lim
x→3−0

= 3 · 2 = 6

i
F ′(x) = [x], x ∈ [5/2, 7/2], x 6= 3.

Òîìó ∫ 7/2

5/2

x d(x[x]) = 3(F (3 + 0)− F (3− 0)) +

∫ 7/2

5/2

x[x] dx =

= 9 +

∫ 3

5/2

2x dx+

∫ 7/2

3

3x dx = 6 + (32 − (7/2)2) +
3

2
((7/2)2 − 32).

18. Iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà i iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà.

Iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà. Ïîðÿä ç iíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ìè
ðîçãëÿíåìî òàêîæ iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà, ÿêèé áóäó¹òüñÿ ïîäiáíî äî ií-
òåãðàëà Ðiìàíà.

Íåõàé ôóíêöiÿ F : [a, b] → C ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà ïðîìiæêó [a, b] i ¹
íåïåðåðâíà çëiâà (òîáòî F (x) = F (x− 0) äëÿ âñiõ x ∈ (a, b]). Íåõàé f : [a, b] →
C i τ = {xj}nj=0 ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó [a, b], òîáòî

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Âèáåðåìî ó êîæíîìó ïðîìiæêó [xj−1, xj] òî÷êó ξj. Òåïåð ðîçáèòòþ τ ç ïîñëi-
äîâíiñòþ ξ = (ξj)

n
j=1 âèáðàíèõ òî÷îê ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü iíòåãðàëüíó

ñóìó

S(τ, ξ) :=
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)− F (xj−1)).

ßêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
d(τ)→0

S(τ, ξ)
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(d(τ) - äiàìåòð ðîçáèòòÿ τ), ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi ξ, òî
ìè êàæåìî, ùî iñíó¹ iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà

(RS)

∫ b

a

f(x) dF (x) := lim
d(τ)→0

S(τ, ξ).

Òåîðåìà 18.1. Íåõàé F ∈ V [a, b] i f ∈ C[a, b]. Òîäi iíòåãðàë Ðiìàíà-
Ñòiëüòü¹ñà

(RS)

∫ b

a

f(x) dF (x)

iñíó¹ i çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì iíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà, òîáòî

(RS)

∫ b

a

f(x) dF (x) =

∫ b

a

f dF.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü (τn, ξ
(n))n∈N ðîçáèòòiâ τn ç ç ôiêñîâàíèì

ïîñëiäîâíîñòÿìè ξ(n) âèáðàíèõ òî÷îê i òàêó, ùî d(τn) → 0 ïðè n → ∞. Êîæíié
ïàði (τn, ξ(n)) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñõiä÷àñòó ôóíêöiþ

fn(x) = f(ξj), x ∈ ∆j := [xj−1, xj).

Òîäi iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà
∫ b

a
fn dF íåâàæêî îá÷èñëèòè :

b∫
a

fn dF =
n∑

j=1

∫
∆j

fn dF =
n∑

j=1

f(ξj)

∫
∆j

dF =
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)− F (xj−1)),

òîáòî
b∫

a

fn dF = S(τn, ξ
(n)).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíà íà [a, b], òî çà òåîðåìîþ Êàíòîðà âîíà ¹
ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà [a, b]. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî d(τn) → 0 ïðè n →
∞, îòðèìó¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f .
Îòæå, iíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà

∫ b

a
f dF iñíó¹ i

b∫
a

f dF = lim
n→∞

b∫
a

fn dF = lim
n→∞

S(τn, ξ
(n).

òîáòî
b∫

a

f dF = (RS)

∫ b

a

f(x) dF (x).

�
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Ùîá íå óñêëàäíþâàòè ïîçíà÷åííÿ, äàëi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè iíòåãðàë
Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà ñèìâîëîì ∫ b

a

f(x) dF (x)

Âiäçíà÷èìî äåÿêi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ðiìàíà-
Ñòiëüòü¹ñà.
1. Àíàëîãi÷íî ÿê i ó âèïàäêó iíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ñïðàâåäëèâà îöií-

êà (òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹)∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣ ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)|V b
a [F ].

Äëÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà ìè ¨¨ íå äîâîäèëè. Ó âèïàäêó iíòåãðàëà
Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà ¨¨ äîâåäåííÿ ¹ íåñêëàäíèì i ìè éîãî ïîäàìî.
Î÷åâèäíî, ùî íàì äîñòàòíüî îöiíèòè ñóìó S(τ, ξ). Ìà¹ìî

|S(τ, ξ)| =

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)− F (xj−1))

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
j=1

|f(ξj)||F (xj)− F (xj−1)| ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)|
n∑

j=1

|F (xj)− F (xj−1)| ≤

≤ max
x∈[a,b]

|f(x)|V b
a [F ].

Îòæå, äëÿ äîâiëüíèõ ðîçáèòòiâ ìà¹ìî, ùî

|S(τ, ξ)| ≤ max
x∈[a,b]

|f(x)|V b
a [F ].

Çäiéñíþþ÷è òåïåð ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè d(τ) → 0 îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó íàì
îöiíêó.

2. ßêùî F = F1 + F2, òî∫ b

a

f(x) dF (x) =

∫ b

a

f(x) dF1(x) +

∫ b

a

f(x) dF2(x).

Äiéñíî, äîñèòü ëèøå ïîìiòèòè, ùî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
n∑

j=1

f(ξj)(F (xj)−F (xj−1)) =
n∑

j=1

f(ξj)(F1(xj)−F1(xj−1))+
n∑

j=1

f(ξj)(F2(xj)−F2(xj−1)).

Çäiéñíþþ÷è â öié ðiâíîñòi ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè d(τ) → 0 îòðèìó¹ìî ïîòði-
áíó ðiâíiñòü.
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Çàóâàæåííÿ 18.2. Ìè äàëè îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ðiìàíà-Ñòiëüòü¹ñà äëÿ
ôóíêöi¨ F , ÿêà ¹ íåïåðåðâíà çëiâà. Íàñïðàâäi öå îáìåæåííÿ íå ¹ ñóòò¹âèì
i âiä íüîãî ìîæíà âiäìîâèòèñÿ.

Òåîðåìè Õåëëi. Àâñòðiéñüêèé ìàòåìàòèê Åäóàðä Õåëëi äîâiâ ðÿä âàæëè-
âèõ òåîðåì. Äâi ç íèõ ñòîñóþòüÿ òåîði¨ ìiðè i iíòåãðàëà.

Ïåðøà òåîðåìà Õåëëi. Ïiä ïåðøîþ òåîðåìîþ Õåëëi ðîçóìiþòü éîãî òå-
îðåìó ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà.

Òåîðåìà 18.3. Íåõàé (Fn)n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â V [a, b], òîáòî ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà ïðîìiæêó [a, b]. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (Fn)n∈N
ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ F : [a, b] → C i

sup
n∈N

V b
a [Fn] < ∞.

Òîäi F ∈ V [a, b] i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C[a, b] âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(18.1) lim
n→∞

∫ b

a

f(x) dFn(x) =

∫ b

a

f(x) dF (x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

C := sup
n∈N

V b
a [Fn].

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ τ = {xj}nj=0 (ðîçáèòòÿ ïðî-
ìiæêó [a, b]) ìà¹ìî, ùî

(18.2)
m∑
j=1

|Fn(xj)− Fn(xj−1)| ≤ C.

Ïåðåõîäÿ÷è â (18.2) äî ãðàíèöi ïðè n → ∞, îòðèìó¹ìî, ùî

(18.3)
m∑
j=1

|F (xj)− F (xj−1)| ≤ C

äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ τ . À, îòæå, F ∈ V [a, b] i V b
a [f ] ≤ C.
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Äîâåäåìî òåïåð ðiâíiñòü (18.1). Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ êóñêîâî ïîñòiéíèõ ôóíêöié f . Íåõàé f ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ αk íà iíòåðâàëi
∆k = [xk−1, xk), k = 1, . . . ,m., i òî÷êè xk ¹ òî÷êàìè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié F
i Fn. Òîäi∫ b

a

f(x) dFn(x) =
n∑

k=1

∫
∆k

f(x) dFn(x) =
n∑

k=1

αk(Fn(xk)− Fn(xk−1)),

∫ b

a

f(x) dF (x) =
n∑

k=1

∫
∆k

f(x) dF (x) =
n∑

k=1

αk(F (xk)− F (xk−1)),

Ç ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (Fn)n∈N âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

∫ b

a

f(x) dFn(x) =

∫ b

a

f(x) dF (x).

Íåõàé òåïåð f ∈ C[a, b]. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ êóñêîâî ïîñòiéíà ôóí-
êöiÿ φ òàêà, ùî ¨¨ òî÷êè ðîçðèâó íà ïîòðàïëÿþòü íà òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöié
F òà Fn i

|f(x)− φ(x)| < ε

3C
, x ∈ [a, b].

Ç îöiíêè iíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòiëüòü¹ñà âèïëèâà¹, ùî

∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dFn(x)−
∫ b

a

φ(x) dFn(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(f − φ)(x) dFn(x)

∣∣∣∣ ≤
≤ sup |f − φ|V b

a [Fn] ≤
ε

3C
C =

ε

3

i àíàëîãi÷íî∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dF (x)−
∫ b

a

φ(x) dF (x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(f − φ)(x) dF (x)

∣∣∣∣ ≤
≤ sup |f − φ|V b

a [F ] ≤ ε

3C
C =

ε

3
.

Ç äîâåäåíîãî ðàíiøå âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ n0 òàêå, ùî∣∣∣∣∫ b

a

φ(x) dFn(x)−
∫ b

a

φ(x) dF (x)

∣∣∣∣ < ε

3
, n > n0.
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Òîìó ïðè âñiõ n > n0∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dFn(x)−
∫ b

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dFn(x)−
∫ b

a

φ(x) dFn(x)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dF (x)−
∫ b

a

φ(x) dF (x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a

φ(x) dFn(x)−
∫ b

a

φ(x) dF (x)

∣∣∣∣ < ε.

Òèì ñàìèì òåîðåìà äîâåäåíà. �

Äðóãà òåîðåìà Õåëëi.

Òåîðåìà 18.4. Íåõàé (Fn)n∈N - ïîñëiäîâíiñòü â V [a, b] i âèêîíàíi óìîâè:

(1) ∃C > 0 ∀n ∈ N V b
a [Fn] ≤ C;

(2) ∃M > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ [a, b] |Fn(x)| ≤ M.

Òîäi ç ïîñëiäîâíîñòi (Fn)n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (Fnk
)k∈N òàêó,

ùî ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ F ∈ V [a, b].

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè äëÿ ìîíîòîí-
íèõ ôóíêöié. Äiéñíî, ÿê ìè âæå çíà¹ìî êîæíó ôóíêöiþ Fn ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi ðiçíèöi äâîõ íåñïàäíèõ ôóíêöié:

Fn = Gn −Hn,

äå Gn(x) = V x
a [Fn], Hn := V x

a [Fn]− Fn. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ n ∈ N

|Gn(x)| ≤ V b
a [Fn] ≤ C, |Hn(x)| ≤ |Gn(x)|+ |Fn(x)| ≤ C +M

i

V b
a [Gn] = V b

a [Fn] ≤ C, V b
a [Hn] ≤ V b

a [Gn] + V b
a [Fn] ≤ 2C,

òî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé (Gn)n∈N i (Hn)n∈N âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè. ßêùî òå-
îðåìà âiðíà äëÿ íåñïàäíèõ ôóíêöié, òî ç ïîñëiäîâíîñòi (Gn)n∈N ìîæíà âè-
áðàòè ïiäïîñëiäîâíîñòü (Gnk

)k∈N, ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ, à ç ïîñëiäîâíîñòi
(Hnk

)k∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (Hmk
)k∈N, ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ.

Òîäi ïiäïîñëiäîâíiñòü

Fmk
= Gmk

+Hmk

ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ ïðè k → ∞.
Òàêèì ÷èíîì áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Fn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ

íåñïàäíèõ ôóíêöié.
Ïåðøèé êðîê.
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Ïîêàæåìî, ùî ç ïîñëiäîâíîñòi (Fn)n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü,
ÿêà çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ. Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòà¹ìî äi-
àãîíàëüíèé ìåòîä Êàíòîðà. Çàíóìåðó¹ìî âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà âiäðiçêà [a, b]
(öå ìîæíà çðîáèòè îñêiëüêè ¨õ ìíîæèíà ¹ çëi÷åííîþ), òîáòî íåõàé {rj}j∈N =
Q ∩ [a, b].
Îñêiëüêè ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (Fn(r1))n∈N ¹ îáìåæåíà (çãiäíî óìîâ òåî-

ðåìè), òî ìîæíà âèáðàòè òàêó ïiäïîñëiäîâíiñòü (F
(1)
n )n∈N, ùî ïîñëiäîâíiñòü

(F
(1)
n (r1))n∈N ¹ çáiæíîþ. Ïîâòîðþþ÷è òi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ, îòðèìó¹ìî, ùî ç

ïîñëiäîâíîñòi (F (1)
n )n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü (F

(2)
n )n∈N, ùî ïîñëi-

äîâíiñòü (F
(2)
n (r2))n∈N ¹ çáiæíîþ. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, îòðèìó¹ìî ïîñëi-

äîâíiñòü ïiäïîñëiäîâíîñòåé (F
(k)
n )n∈N, k ∈ N, òàêèõ, ùî:

a) êîæíà ïîñëiäîâíiñòü (F (k+1)
n )n∈N ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (F

(k)
n )n∈N;

b) äëÿ êîæíîãî k ∈ N çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü (F
(k)
n (rk))n∈N.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äiàãîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü (F
(n)
n )n∈N. Âîíà ¹ ïiäïîñëiäîâ-

íiñòþ êîæíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi (F (k)
n )n∈N, à, îòæå, ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ íà ìíî-

æèíi âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ïðîìiæêà [a, b].
Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Φn = F (n)
n

Êðîê äðóãèé.
Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Φn)n∈N çáiãà¹òüñÿ âñþäè, çà âèíÿòêîì çëi÷åí-

íî¨ ìíîæèíè òî÷îê.
Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì äëÿ âñiõ ðàöiîíàëüíèõ r ∈ [a, b]

Φ(r) = lim
n→∞

Φn(r).

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ôóíêöi¨ Φn ¹ íåñïàäíi, òî ãðiíè÷íà ôóíêöiÿ òåæ ¹
íåñïàäíîþ íà ìíîæèíi ðàöiîíàëüíèõ r ∈ [a, b]. Ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ Φ íà
âåñü iíòåðâàë (a, b) ïîêëàäàþ÷è

Φ(x) := sup{Φ(r) | r ∈ Q ∩ [a, b], r < x}.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíà ôóíêöiÿ Φ ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíîþ. Ïîêàæåìî,
ùî ÿêùî x∗ ∈ (a, b) ¹ òî÷êîþ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ Φ, òî ïîñëiäîâíiñòü
(Φn(x

∗))n∈N ¹ çáiæíîþ. Ç íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî çàäà-
íîãî ε iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî

|Φ(x∗)− Φ(x)| < ε/6, ÿêùî |x∗ − x| < δ.

Âèáåðåìî òåïåð äîâiëüíi ðàöiîíàëüíi òî÷êè r′ i r′′ òàêi, ùî

x∗ − δ < r′ < x∗ < r′′ < x∗ − δ.
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Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi (Φn(r
′))n∈N i (Φn(r

′′))n∈N çáiãàþòüñÿ, òî iñíó¹ n0 ∈ N
òêå, ùî äëÿ âñiõ n > n0

|Φn(r
′)− Φ(r′)| < ε/6, |Φn(r

′′)− Φ(r′′)| < ε/6.

Çàóâàæèìî, ùî

|Φ(r′)− Φ(r′′)| = |Φ(r′)− Φ(x∗) + Φ(x∗)− Φ(r′′)| ≤

≤ |Φ(r′)− Φ(x∗)|+ |Φ(x∗)− Φ(r′′)| < 2

6
ε.

Îñêiëüêè
Φn(r

′)− Φn(r
′′) =

= (Φn(r
′)− Φ(r′)) + (Φ(r′)− Φ(r′′)) + (Φ(r′′)− Φn(r

′′)),

òî

|Φn(r
′)− Φn(r

′′)| ≤ ε/6 + 2ε/6 + ε/6 + ε/6 =
2

3
ε.

Ç ìîíîòîííîñòi ôóíêöié Fn âèïëèâà¹, ùî

Φn(r
′) ≤ Φn(x

∗) ≤ Φn(r
′′).

Òîìó

|Φn(r
′)− Φn(x

∗)| ≤ 2

3
ε.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

Φ(x∗)− Φn(x
∗) = (Φ(x∗)− Φ(r′)) + (Φ(r′)− Φn(r

′)) + (Φn(r
′)− Φn(x

∗)),

îòðèìó¹ìî
|Φ(x∗)− Φn(x

∗)| ≤

≤ |Φ(x∗)− Φ(r′)|+ |Φ(r′)− Φn(r
′)|+ |Φn(r

′)− Φn(x
∗)| < ε/6 + ε/6 +

2

3
ε = ε.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
lim
n→∞

Φn(x
∗) = Φ(x∗).

Ìè ïîêàçàëè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Φn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöi¨ Φ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Φ ìîíîòîííà, òî ìíîæèíà ¨¨ òî÷îê ðîçðèâó
íå áiëüø ÿê çëi÷åííà. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (Φn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ
iíòåðâàëó (a, b) çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê.
Êðîê òðåòié.
Ìè äîâåëè, ùî ç ïîñëiäîâíîñòi (Fn)n∈N ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü

(Φn)n∈N, ùî çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ ïðîìiæêà [a, b] çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî,
çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð ïåðøèé êðîê, âèáèðà¹ìî ç
ïîñëiäîâíîñòi (Φn)n∈N ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ ïðîìiæêà
[a, b]. Òåîðåìà äîâåäåíà. �
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19. Ëåáåãîâi ïðîñòîðè.

Â äàíié ëåêöi¨ ìè ðîçãëÿíåìî ïðîñòîðè Lp(X), ÿêi òàêîæ íàçèâàþòü ëåáå-
ãîâèìè ïðîñòîðàìè. Äëÿ öüîãî íàì ñïî÷àòêó ïîòðiáíî äàòè îçíà÷åííÿ íîðìî-
âàíîãî ïðîñòîðó.
Íîðìîâàíi ïðîñòîðè Íîðìîâàíèé ïðîñòið îòðèìó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ïî-

¹äíàííÿ äâîõ ðiçíèõ ñòðóêòóð. À âëàñíå, ïî¹äíàííÿ ñòðóêòóðè ëiíiéíîãî ïðî-
ñòîðó i ñòðóêòóðè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 19.1. Íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì X íàä ïîëåì C (R) íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíèé ïðîñòið X íàä ïîëåì C (R) ç ââåäåíîþ íà íüîìó íîðìîþ, òîáòî
ôóíêöi¹þ ‖ · ‖ : X → [0,∞), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òðè âëàñòèâî-
ñòi:

(1) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;
(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, λ ∈ C;
(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Íîðìîâàíèé ïðîñòið ¹ òàêîæ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Ìåòðèêà â íîðìîâàíî-
ìó ïðîñòîði ââîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

d(x, y) := ‖x− y‖, x, y ∈ X.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ç àêñiîì íîðìè ëåãêî âèïëèâàþòü ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi
ìåòðèêè.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî îçíà÷åííÿ ëåáåãîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðîñòið L1(X,µ). Íåõàé (X,Σ, µ) ïðîñòið ç ìiðîþ. Ïðè öüîìó ìè áóäåìî
ââàæàòè, ùî ìiðà ¹ ïîâíîþ (òîáòî êîæíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè
¹ âèìiðíà i ìà¹ íóëüîâó ìiðó.) Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið L(X,µ) âñiõ µ-
iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié. Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì

‖f‖ :=

∫
X

|f | dµ, f ∈ L(X,µ).

Ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ L(X,µ) i λ ∈ C

‖λf‖ :=

∫
X

|λf | dµ = |λ|
∫
X

|f | dµ
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‖f + g‖ :=

∫
X

|f + g| dµ ≤
∫
X

(|f |+ |g|) dµ = ‖f‖+ ‖g‖.

Òàêèì ÷èíîì ââåäåíà íàìè ôóíêöiÿ L(X,µ) 3 f 7→ ‖f‖ áóäå íîðìîþ, ÿêùî ç
ðiâíîñòi

‖f‖ = 0

âèïëèâà¹, ùî f = 0. Àëå, öå íå òàê. ßêùî ‖f‖ = 0, òî
∫
X
|f | dµ = 0. Çâiä-

êè âèïëèâà¹, ùî f(x) = 0 ìàéæå ñêðiçü. Îòæå, ââåäåíà íàìè ôóíêöiÿ íå ¹
íîðìîþ. Ç öi¹¨ ñèòóàöi¨ ¹ ïðèðîäíié âèõiä. Ìîæíà äîìîâèòèñÿ íå ðîçðiçíÿòè
ôóíêöi¨, ÿêi ¹ µ-åêâiâàëåíòíèìè, òîáòî âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ íà ìíîæèíi
ìiðè íóëü.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L1(X,µ) ìíîæèíó êëàñiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç µ-åêâiâàëåíòíèõ

ôóíêöié ïðîñòîðó L(X,µ), òîáòî ôàêòîð-ïðîñòið L(X,µ)/ ∼. Çàóâàæèìî, ùî
L1(X,µ) ¹ ëiíiéíèìè ïðîñòîðîì. Íîðìó çàäàìî ôîðìóëîþ

‖f̂‖ :=

∫
X

|f | dµ, f ∈ f̂ ∈ L1(X,µ),

äå f - ïðåäñòàâíèê êëàñó f̂ . Çàçíà÷èìî, ùî iíòåãðàëè ó ïðàâié ÷àñòèíi íå
çàëåæàòü â ïðåäñòàâíèêà êëàñó. Ùîá íå óñêëàäíþâàòè ìiðêóâàííÿ ìîæíà
ââàæàòè, ùî â êîæíîìó êëàñi ìè âèáðàëè ïåâíîãî ïðåäñòàâíèêà i âñi ïðî-
öåäóðè âèêîíó¹ìî ç öèì ïðåäñòàâíèêîì. Àëå, ïðè ïîòðåái ìîæåìî ìiíÿòè
ïðåäñòàâíèêiâ. Öå äîçâîëÿ¹ íàì äèâèòèñÿ íà L1(X,µ) ÿê íà ïðîñòið ôóíêöié.
Çðîçóìiëî, ùî ïðîñòið L1(X,µ) ¹ âæå íîðìîâàíèì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âií

¹ ïîâíèì. Öå ¹ âàæëèâîþ ïåðåâàãîþ ïðîñòîðó L1(X,µ). Ïîâíîòà ïðîñòîðó
L1(X,µ) îçíà÷à¹ éîãî ïîâíîòó ÿê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ç ìåòðèêîþ

d(f, g) = ‖f − g‖ =

∫
X

|f − g| dµ, f, g ∈ L1(X,µ).

Òåîðåìà 19.2. Ïðîñòið L1(X,µ) ¹ ïîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè ïîâíîòó ïðîñòîðó L1(X,µ) ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî êî-
æíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ó öüîìó ïðîñòîði ¹ çáiæíà. Íåõàé (fn)n∈N
ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü ó ïðîñòîði L1(X,µ). Öå îçíà÷à¹, ùî

‖fn − fm‖ → 0 ïðè n,m → ∞.

Ùîá äîâåñòè çáiæíiñòü ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîñèòü äîâåñòè, ùî
âîíà ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Ïîêàæåìî ÿê ìîæíà îòðèìàòè òàêó
ïiäïîñëiäîâíiñòü.
Ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n1 òàêå, ùî

‖fn − fm‖ ≤ 1

2
, n,m ≥ n1.

124



Äàëi, iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n2 > n1 òàêå, ùî

‖fn − fm‖ ≤ 1

22
, n,m ≥ n2.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, îòðèìó¹ìî ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (nk)k∈N
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨

‖fn − fm‖ ≤ 1

2k
, n,m ≥ nk, k ∈ N.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

gk := fnk
, k ∈ N.

Âîíà ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N, ïðè÷îìó

‖gk+1 − gk‖ ≤ 1

2k
, k ∈ N.

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (gk)k∈N ¹ çáiæíîþ.
Ðîçãëÿíåìî ðÿä

|g1(x)|+ |g2(x)− g1(x)|+ · · ·+ |gn+1(x)− gn(x)|+ . . . .

Çà òåîðåìîþ Ëåâi âií çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü íà X. Äiéñíî, ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié

Fn(x) = |g1(x)|+
n∑

k=1

|gk+1(x)− gk(x)|

ìîíîòîííà, òîáòî Fn+1(x) ≥ Fn(x) i∫
X

Fn dµ = ‖g1‖+ ‖g2 − g1‖+ · · ·+ ‖gn+1 − gn‖ ≤ ‖g1‖+
∞∑
k=1

2−k = ‖g1‖+ 1,

òîáòî ∫
X

Fn dµ ≤ ‖g1‖+ 1, n ∈ N.

Áà÷èìî, ùî âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè Ëåâi. Çi çáiæíîñòi ìàéæå ñêðiçü ðÿäó
∞∑
k=1

|gk+1(x)− gk(x)|

âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü ðÿäó
∞∑
k=1

(gk+1(x)− gk(x)).

À îñêiëüêè

gn(x) = g1(x) +
n−1∑
k=1

(gk+1(x)− gk(x)),
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lim
n→∞

gn(x) = g1(x) +
∞∑
k=1

(gk+1(x)− gk(x)),

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (gn)n∈N çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ g. Öÿ
ôóíêöiÿ ¹ âèìiðíà çà òåîðåìîþ ïðî ïîòî÷êîâó ãðàíèöþ âèìiðíèõ ôóíêöié.
Çàóâàæèìî, ùî∫

X

|gn − gm| dµ = ‖gn − gm‖ ≤ 2−m, n > m.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôàòó â íåðiâíîñòi∫
X

|gn − gm| dµ ≤ 2−m, n > m,

ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè n → ∞, òîáòî ôóíêöiÿ (g − gm) ¹ iíòåãðîâíà i∫
X

|g − gm| dµ ≤ 2−m, n > m.

Àëå, ÿêùî ôóíêöiÿ (g − gm) ¹ iíòåãðîâíà, òî iíòåãðîâíîþ ¹ i ôóíêöiÿ

gm + (g − gm) = g.

Îòæå, g ∈ L1(X,µ) i

d(g, gm) = ‖g − gm‖ ≤ 2−m → 0, m → ∞.

À öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (gn)n∈N ¹ çáiæíîþ ó ïðîñòîði L1(X,µ).
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî g. Âèêîðèñòà-

¹ìî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà:

d(fn, g) = ‖fn − g‖ ≤ ‖fn − gm‖+ ‖gm − g‖ ≤ ‖fn − gm‖+ 2−m.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Ç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (fn)n∈N âè-
ïëèâà¹, ùî iñíó¹ n0 òàêå, ùî

‖fn − gm‖ ≤ ε/2, n,m > n0.

Ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî 2−n0 < ε/2. Òîäi

d(fn, g) ≤ ‖fn − gm‖+ 2−m < ε/2 + ε/2 = ε, n,m > n0.

À öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈N çáiãà¹òüñÿ äî g. �
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