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Вчiться, дiти мої,
розумiння прийде потiм.

Рене Декарт (1596-1650)-видатний
французський фiлософ i математик

Курс математичного аналiзу є одним з основних курсiв, якi закла-
дають пiдвалини математичної освiти. Опираючись на знання елемен-
тарної математики, у цьому курсi дається виклад диференцiального та
iнтегрального числення функцiй однiєї та багатьох змiнних, а також
рiзних його застосувань та узагальнень.

На основi понять i тверджень, з якими студенти знайомляться у
цьому курсi, пiзнiше будуються курси диференцiальних рiвнянь, ди-
ференцiальної геометрiї та топологiї, комплексного аналiзу, функцiо-
нального аналiзу та iнших. Разом з тим в курсi математичного аналiзу
використовується матерiал, який читається у паралельних курсах.

I. Основнi форми роботи при вивченнi математичного ана-
лiзу

Вивчення курсу математичного аналiзу може бути як очним так
i дистанцiйним. Всi деталi дистанцiйної форми навчання будуть по-
вiдомленi окремо.

Вказанi нижче вказiвки стосуються обох форм вивчення мате-
матичного аналiзу.

1. Лекцiї. На лекцiях викладач (лектор) викладає основний те-
оретичний матерiал. Задача студента на лекцiї слiдкувати за ходом
викладу i, по можливостi, бiльш точно конспектувати матерiал, який
викладається. Цей конспект студент пiзнiше вивчає вдома, вносить до
нього необхiднi виправлення i доповнення, використовуючи для цього
пiдручники i консультацiї. Студент має право задавати пiд час лекцiї
запитання лектору. Вiдвiдування лекцiй є обов’язковим.

2. Практичнi (лабораторнi) заняття. Вони присвяченi, в
основному, розв’язуванню задач методами, якi випливають з теорiї,
викладеної на лекцiях. Розв’язування задач виконується пiд керiвни-
цтвом викладача, який веде практичнi заняття. Кожен студент пови-
нен прагнути до активної участi в розв’язуваннi задач, якi пропонує
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викладач, i, по можливостi, випереджувати в своєму зошитi подiї, якi
вiдбуваються на дошцi. Така активна участь передбачає попередню iн-
дивiдуальну пiдготовку студента вдома, що включає повторення теорiї
i виконання домашнiх завдань. Студент має право задавати питання
викладачу, який веде практичнi заняття. Вiдвiдування практичних
занять та виконання домашнiх завдань є обов’язковими для кожного
студента. Студент зобов’язаний виконати всi домашнi завдання, якi
вказанi у цих вказiвках.

3. Самостiйна робота студента. Вона включає такi елементи:
а). Вивчення пiдручникiв i учбових посiбникiв. Вивчення ма-
тематичної лiтератури — важка праця. Вона вимагає настирливостi i
певних навикiв. В бiльшостi випадкiв математичний текст з першо-
го разу незрозумiлий i вимагає багаторазового перечитування. Дуже
часто промiжнi викладки в математичних текстах пропускаються. Цi
викладки читач повинен виконати самостiйно. Особливої уваги вима-
гають мiсця, якi починаються зi слiв "очевидно "як легко бачити"i т.д.
Часто цi звороти означають заклик до читача самостiйно виконати вiд-
сутнi мiркування або обчислення, якi далеко не завжди є простими.
Не бажано захоплюватись вивченням особливо великого числа книг
з математичного аналiзу. Досить користуватися яким-небудь одним з
рекомендованих посiбникiв, тим, який найбiльше вiдповiдає iндивiду-
альним нахилам студента. Корисно вести конспект пiдручника, який
вивчається. Бажано, щоб вивчення матерiалу пiдручника випереджу-
вало виклад його на лекцiї. Студент, який хоч частково знайомий з
матерiалом, одержує бiльше користi вiд лекцiї.

При вивченнi математичних доведень по книжках дуже корисно
перед читанням тексту постаратись виконати це доведення самостiйно.
Якщо придумати доведення i не вдається, то хоч легше буде зрозумiти
думку автора книги.

б). Обробка лiтератури. Зi зрозумiлих причин записи, якi веде
студент пiд час лекцiї, мiстять рiзнi недолiки: пропуски, описки, мiсця,
що записанi нерозбiрливо, зайвi повторення i т. п. Все це доцiльно ви-
правити вдома, використовуючи для цього пiдручники або консульта-
цiї. Лекцiйнi записи потрiбно розглядати, як чорновик конспекту, який
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вичитується вдома. Акуратне оформлення конспекту корисне студен-
там, якi обдарованi зоровою пам’яттю. Проте, воно корисне всiм сту-
дентам, оскiльки воно сприяє систематизацiї та впорядкуванню знань.

в). Самостiйне розв’язування задач. Викладач, який веде пра-
ктичнi заняття, пропонує ряд задач додому для самостiйного розв’я-
зування. Проте, хорошi студенти не обмежуються розв’язанням тiльки
цих задач. Багато цiкавих задач мiститься не тiльки в збiрниках задач,
але i в пiдручниках та учбових посiбниках з математичного аналiзу.

Роль самостiйного розв’язування задач є виключно великою. Для
того, щоб зрозумiти суть теореми чи формули не досить бути знайомим
зi змiстом i доведенням, необхiдно бачити як ця теорема чи формула
"працює"в тому чи iншому конкретному випадку, як вона застосовує-
ться. Крiм того, розв’язуючи самостiйно задачi, студент готує себе до
наукової творчостi, до розв’язування задач, якi виникають у наукових
дослiдженнях.

г). Семiнари та науковi гуртки. На них студенти пiд керiвни-
цтвом викладачiв вивчають позапрограмний матерiал з математично-
го аналiзу. Основною метою тут є пiдвищення математично культури
студента, пiдготовка, а також участь в науково-дослiднiй роботi. Не-
зважаючи на бурхливi темпи розвитку сучасної математики та велику
складнiсть вищих її роздiлiв, уже на першому курсi є можливiсть для
наукової роботи студента, яка має як теоретичний, так i прикладний
характер.

4. Консультацiї. Для вiдповiдей на запитання, якi виникають у
студентiв пiд час вивчення матерiалу, викладачi призначають консуль-
тацiї. Ряд консультацiй є на дошцi оголошень кафедри. Не слiд нагро-
маджувати великої кiлькостi питань i звертатись з ними до викладача
лише напередоднi екзамену. В математицi все взаємопов’язано, а тому
з питаннями потрiбно звертатись вiдразу пiсля їх виникнення.

5. Колоквiуми, контрольнi роботи. Їх метою є не тiльки пiд-
тримання учбової дисциплiни. Результати колоквiумiв i контрольних
робiт будуть врахованi при виставленнi екзаменацiйної оцiнки. Оцiню-
ючи знання студента, викладач разом з тим вказує на його недолiки
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i прогалини в знаннях. Протягом семестру з математичного аналiзу
буде проведено два колоквiуми i три контрольнi роботи.

6. Залiк та екзамен. Навчальнi успiхи студента за семестр оцi-
нюються за 100 бальною системою:

- 3 контрольнi роботи по 0-8 балiв:
∑

= 24;
- 2 колоквiуми по 0-13 балiв:

∑
= 26;

- вiдповiдь на iспитi 50 балiв. На iспитi за вiдповiдною шкалою згi-
дно набраних балiв виставляється оцiнка в нацiональнiй системi (5, 4,
3, 2) i європейськiй (ESTC) (A, B, C, D, E, FX, F).

II. Робоча програма лекцiйного курсу
1. Вступ до математичного аналiзу

1.1. Елементи математичної логiки.([9])
Висловлення. Операцiї над висловленнями. Формули логiки вислов-

лень. Рiвносильнi висловлення. Основнi рiвносильностi.
Предикати. Операцiї квантування. Властивостi операцiй квантува-

ння.
Використання логiчної символiки для запису означень i тверджень.

1.2. Множини. Вiдношення. Функцiї. ([1], [2], [3], [6]).
Поняття множини. Oперацiї над множинами. Властивостi операцiй

над множинами.
Впорядкованi пари. Декартiв добуток множин. Вiдношення.
Вiдношення рефлексивнi, симетричнi, транзитивнi. Вiдношення

еквiвалентностi. Вiдношення порядку. Теореми про розбиття на класи.
Функцiональнi вiдношення.

Поняття функцiї. Класифiкацiя функцiй. Oбраз, прообраз. Власти-
востi образiв та прообразiв. Обернена функцiя. Композицiя функцiй.

1.3. Дiйснi числа. ([7])
Конструктивне означення множини дiйсних чисел. Натуральнi числа.

Цiлi числа. Рацiональнi числа. Властивостi класiв чисел.
Множина дiйсних чисел, як множина нескiнченних десяткових дро-

бiв. Впорядкованiсть множини десяткових дробiв. Поняття про точнi
гранi множин. Iснування точних граней множин. Повнота множини
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дiйсних чисел. Операцiї над дiйсними числами та їх властивостi.
Поняття про аксiоматичне означення множини дiйсних чисел.

1.4. Основнi леми, якi зв’язанi з властивiстю повноти. ([1],
[8])

Лема про вкладенi вiдрiзки. Поняття покриття множини. Лема
про скiнченнi пiдпокриття. Гранична точка множини. Лема про
граничнi точки. Задачi, якi зв’язанi з основними лемами i повнотою
множини дiйсних чисел.

1.5. Потужнiсть множин. ([1], [2], [3])
Рiвночисельнi множини. Поняття потужностi множини. Кардинальнi

числа.
Зчисленнi множини. Приклади зчисленних множин. Властивостi

зчисленних множин.
Незчисленнiсть множини [0,1]. Множини потужностi континууму.

Властивостi множин потужностi континууму.
Теорема про потужнiсть множини пiдмножин.

2. Границя послiдовностi та функцiй. Неперервнi функцiї.
2.1. Границя послiдовностi. ([1], [4], [5], [7])
Послiдовнiсть. Границя послiдовностi. Основнi властивостi границi

послiдовностi (єдинiсть, обмеженiсть). Арифметичнi властивостi гра-
ницi послiдовностi, граничний перехiд в нерiвностях.

Нескiнченно малi та нескiнченно великi послiдовностi та їх власти-
востi.

2.2. Питання iснування границi послiдовностi. ([1], [3], [4],
[5], [8])

Теорема Вейєрштрасса про границю монотонної послiдовностi.
Число e. Пiдпослiдовностi. Частковi границi. Теорема Больцано-
Вейєрштрасса.

Фундаментальнi послiдовностi.
Критерiй Кошi iснування границi послiдовностi.
Верхнi i нижнi границi послiдовностi. Рiзнi означення верхнiх i ни-

жнiх границь послiдовностi та їх еквiвалентнiсть.
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2.3. Границя функцiї. ([1], [3], [4], [5], [8])
Рiзнi означення границi функцiї та їх еквiвалентнiсть. Властивостi

границi функцiї (загальнi властивостi, граничний перехiд в рiвностях
та нерiвностях). Границя монотонної функцiї.

Границi lim
x→0

sinx
x , lim

x→∞
(1 + 1

x)
x та iншi.

База. Приклади баз.
Границя функцiї за базою. Критерiй Кошi iснування границi

функцiї за базою. Границя композицiї функцiй.

2.4. Неперервнi функцiї. ([1]-[8])
Означення неперервностi функцiї в точцi. Еквiвалентнiсть рiзних

означень. Класифiкацiя точок розриву. Локальнi властивостi непе-
рервних функцiй (обмеженiсть, збереження знаку, арифметичнi вла-
стивостi, неперервнiсть композицiї).

Теореми Больцано-Кошi (про промiжнi значення). Теореми Вейєр-
штрасса (про обмеженiсть i екстремальнi значення).

Рiвномiрно неперервнi функцiї. Теорема Кантора.
Теорема про неперервнiсть оберненої функцiї.
Означення та елементарнi властивостi функцiй ax, loga x та iншi.
Неперервнiсть елементарних функцiй.

3. Диференцiальне числення
3.1. Диференцiйованi функцiї. ([1]-[8])
Означення диференцiйованостi та похiдної функцiї. Геометричний

та фiзичний змiст похiдної. Основнi правила диференцiювання. Дифе-
ренцiювання композицiї функцiй та оберненої функцiї. Таблиця похi-
дних. Похiдна неявно задано функцiї та параметрично заданої функцiї.
Диференцiал функцiї.

Похiднi та диференцiали вищих порядкiв. Формула Лейбнiца.

3.2. Основнi теореми диференцiального числення. ([1]-[8])
Точки локального екстремума. Лема Ферма. Теорема Ролля. Тео-

реми Лагранжа та Кошi. Формула Тейлора з залишковим членом у
формi Лагранжа, Кошi та Пеано. Формули Тейлора для елементарних
функцiй.
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3.3. Дослiдження функцiй з допомогою диференцiального
числення. ([1]-[8])

Умови монотонностi функцiй. Необхiднi умови локального екстре-
мума. Достатнi умови локального екстремума в термiнах першої похi-
дної, в термiнах вищих похiдних.

Опуклi функцiї. Умови опуклостi. Точки перегину. Нерiвнiсть Йєн-
сена.

Правило Лопiталя та його застосування.
Побудова графiкiв. Приклади застосування диференцiального чи-

слення.

Л i Т Е Р А Т У Р А

Я.Г. Притула Лекцiї з математичного аналiзу (текст ле-
кцiй).

1. В.А. Зорич. Математический анализ. Ч. I.
2. В.К. Дзядик Математичний аналiз. Т. 1.
3. А.Я. Дороговцев Математический анализ. Ч. I.
4. Л.Д. Кудрявцев Курс математического анализа. Ч. 1.
5. Г.М. Фихтенгольц Курс диференциального и интегрального

исчисления. Т. I.
6. I.I. Ляшко, В.Ф.Ємельянов, О.К. Боярчук Математичний ана-

лiз. Ч.1.
7. В.А. Ильин, В.А. Садовничий, Бл.Х. Сендов Математический

анализ. Ч.I.
8. С.I. Пiдкуйко Математичний аналiз. Т. 1.
9. О.В. Кужель Елементи теорiї множин i математичної логiки.

Додаткова лiтература

С. Банах. Дифференциальное и интегральное исчисление.
Г.М. Фихтенгольц. Основы математического анализа. Ч. 1.
Ш. Пизо, М. Заманский. Курс математики.
У. Рудин. Основы математического анализа.
Б. Гельбаум. Контпримеры в анализе.
С.М. Никольский. Курс математического анализа. Т. 1.

Позначення: Теми пiдкресленi лiнiєю будуть вивчатися поза роз-
кладом i не будуть обов’язковими на iспитi.
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Робоча програма буде реалiзована протягом 24-ох лекцiй за розкла-
дом i 4-ох лекцiй поза розкладом.

Лекцiя 1. Вступна лекцiя. Елементи математичної логiки.
Лекцiя 2. Елементи математичної логiки i використання логiчної

символiки.
Лекцiя 3. Множини. Вiдношення.
Лекцiя 4. Функцiї.
Лекцiя 5. Дiйснi числа.
Лекцiя 6. Точнi гранi множин. Повнота множини дiйсних чисел.
Лекцiї 7,8. Основнi леми, якi зв’язанi з повнотою дiйсних чисел.
Лекцiя 9. Границя послiдовностi.
Лекцiя 10. Теореми про iснування границi послiдовностi.
Лекцiя 11. Критерiй Кошi iснування границi послiдовностi. Верхня

i нижня границя послiдовностi.
Лекцiя 12. Границя функцiї.
Лекцiя 13. Неперервнi функцiї. Локальнi властивостi неперервних

функцiй.
Лекцiя 14. Властивостi неперервних функцiй на вiдрiзку.
Лекцiя 15. Рiвномiрно неперервнi функцiї.
Лекцiя 16. Диференцiйованi функцiї. Правила диференцiювання.
Лекцiя 17. Похiднi i диференцiали вищих порядкiв.
Лекцiя 18. Основнi теореми диференцiального числення.
Лекцiя 19. Формула Тейлора.
Лекцiя 20. Дослiдження функцiй з допомогою диференцiального

числення.
Лекцiя 21. Опуклi функцiї.
Лекцiя 22. Правило Лопiталя.
Лекцiя 23. Побудова графiкiв функцiй.
Лекцiя 24. Приклади застосувань диференцiального числення.

Лекцiї поза розкладом:

Лекцiя A. Дiйснi числа.
Лекцiя B. Потужностi множин.
Лекцiя C. Границя функцiї за базою.
Лекцiя D. Означення та властивостi елементарних функцiй.
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III. Вказiвки до практичних (лабораторних) занять

Основний збiрник задач
Демидович Б.П. Сборник задач и упражнений по математичес-

кому анализу.

Заняття 1,2. Метод математичної iндукцiї. Бiном Ньютона.

1. Довести такi рiвностi:
а) 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)

2 ;
б) 12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)

6 ;
в) 13 + 23 + · · ·+ n3 = n2(n+1)2

4 ;
г) 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1 = 2n − 1;
д) (a+ b)n =

∑n
m=0C

m
n a

n−mbm (бiном Ньютона), де
Cm
n = n!

m!(n−m)! - число комбiнацiй з n елементiв по m;
е)
∑n

i=1(2i− 1) := 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2;
є)
∑n

i=1 i(3i− 1) = n2(n+ 1);

ж)
√

2 +
√

2 + · · ·+
√

2 = 2 cos π
2n+1 ;

з) 1
2 + cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx =

sin(n+ 1
2 )x

2 sin x
2

;
и)
∏n

i=1(1− 1
(i+1)2 ) = n+2

2n+2 ;
i)
∑n

i=1
1

(i+3)(i+4) = n
4(n+4) .

2. Довести, що при будь-якому n ∈ N:
а) число n(2n2 − 3n+ 1) кратне 6;
б) 62n−2 + 3n+1 + 3n−1 дiлиться на 11;
в) 11n+1 + 122n−1 дiлиться нацiло на 133;
г) n5 − n кратне 5;
д) 22n + 1 закiнчується цифрою 7 (n ≥ 2).

3. Довести такi нерiвностi:
а) (1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + · · · + xn (нерiвнiсть
Бернуллi), де x1, x2, . . . , xn - дiйснi числа одного знаку, всi бiльшi вiд
−1;
б) якщо x > −1, то (1 + x)n ≥ 1 + nx (n ≥ 1), причому знак рiвностi
має мiсце тiльки при x = 0;
в)
∑n

i=1
1
i2 ≤ 2− 1

n (n ≥ 1);
г) n3 < 2n+1 (n > 8);

11



д)
∏n

i=1
2i−1
2i ≤

1√
3n+1 ;

е) n! < (n+1
2 )n при n > 1; вказiвка: (n+2

n+1)
n+1 = (1 + 1

n+1)
n+1 > 2;

є) 2! · 4! · · · (2n)! > ((n+ 1)!)n при n > 1;
ж) 1

2 ·
3
4 · · ·

2n−1
2n < 1√

2n+1 ;
з) 1 + 1√

2
+ 1√

3
+ · · ·+ 1√

n
>
√
n (n ≥ 2);

и)
∑n

i=1
1√
n
> 2(
√
n+ 1− 1) (n > 1);

i) nn+1 > (n+ 1)n (n ≥ 3);
ї) | sin(

∑n
k=1 xk)| ≤

∑n
k=1 sinxk, де 0 ≤ xk ≤ π, k = 1, 2, . . . , n;

й) (2n)! < 22n(n!)2;
к) (a+ b)n ≤ an + 2nan−1b, де a > 0, n ∈ N, 0 < b < a

2n ;
л) (a+ b)n ≥ an + nan−1b, де a > 0, n ∈ N, b > −a.

4. Довести такi твердження:
а) якщо x1, x2, . . . , xn - довiльнi додатнi дiйснi числа, n ∈ N i
x1 · x2 · · ·xn = 1, то x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n;
б) якщо x1, x2, . . . , xn - довiльнi додатнi дiйснi числа, то

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1 · x2 · · ·xn ≥

n
1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

(нерiвнiсть Кошi мiж середнiм арифметичним, середнiм геометричним
i середнiм гармонiйним; її можна довести рiзними способами, зокрема,
як наслiдок з п.а);
в) якщо xi ∈ R, yi ∈ R, то (

∑n
i=1 xiyi)

2 ≤ (
∑n

i=1 x
2
i )(
∑n

i=1 y
2
i )

(нерiвнiсть Кошi-Буняковського-Шварца);
г) якщо x+ 1

x - цiле число, то xn + 1
xn - цiле число при всiх цiлих n;

д) якщо a1 = 2, a2 = 3, an+1 = 3an − 2an−1 (n ≥ 2), то an = 2n−1 + 1
(n ≥ 1).
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Заняття 3. Елементи математичної логiки. Множини i дiї над ними.
1. Встановити рiвносильнiсть таких висловлень: а) p ⇒ q та ¬q ⇒

¬p; б) p ⇒ q та ¬p ∨ q; в) ¬(p ⇒ q) та p ∧ ¬q за допомогою табличок
iстинностi.

2. Визначити, чи є наведенi висловлення iстинними. Записати їх
заперечення (тут x, y - довiльнi дiйснi числа):

а)(∀x)(∀y) : x+ y = 3; б)(∀x)(∃y) : x+ y = 3;
в)(∃y)(∀x) : x+ y = 3; г)(∃x)(∃y) : x+ y = 3;
д)(∀x)(∃!y) : x+ y = 3; е)(∃x > 0)(∃y > 0) : x+ y = 0;
є)(∀x > 0)(∃y > 0) : x+ y = 0; ж)(∀x > 0)(∃y > 0) : x+ y = 0;
з)(∀x)(∀y) : x < y ⇒ x2 < y2; и)(∀x)(∀y) : x < y ⇒ x3 < y3;
i)(∀x)(∀y) : x < y ⇔ x3 < y3; ї)(∀x) : x2 > x⇐ x < 0;
й)(∀x) : x2 > x↔ x > 1; к)(∀x) : x2 > x↔ x > 1 ∧ x < 0;
л)(∀x) : x2 > x↔ x > 1 ∨ x < 0.

3. а) На запитання, хто зi студентiв вивчав логiку, одержано таку
правильну вiдповiдь: якщо вивчав 1-й, то вивчав i 3-й, але неправиль-
но, що якщо вивчав 2-й, то вивчав i 3-й. Хто вивчав логiку?
б) Вiктор, Роман, Юрiй та Сергiй зайняли на математичнiй олiмпiадi
першi чотири мiсця. Коли їх запитали про розподiл мiсць, вони дали
такi три вiдповiдi: 1) Сергiй - перший, Роман - другий; 2) Сергiй -
другий, Вiктор - третiй; 3) Юрiй - другий, Вiктор - четвертий. Як
розподiлено мiсця, якщо у кожнiй з вiдповiдей тiльки одне твердження
iстинне?
в) На множинi одноцифрових натуральних чисел задано два вислов-
лення, а саме p(n): "число 3 - дiльник числа n"та q(n): "n ≤ 6". Зна-
йти множину iстинностi висловлень: 1) p(n) ∨ q(n); 2) p(n) ∧ q(n); 3)
p(n)⇒ q(n); 4) p(n)⇒ q(n).
г) На множинi всiх натуральних чисел задано три висловлення, а саме
p(n): число n2 − 2 кратне 7; q(n): число n − 2 кратне 7; r(n): 4n2 −
360n+ 8099 < 0. При яких значеннях n два з даних трьох висловлень
iстиннi i одне хибне?

4. Визначити множину A, якщо:
а) (∀x ∈ A)(∃n ∈ N) : 2n = x;
б) (∀x ∈ A)(∃n ∈ N)(∃m ∈ N) : mn = x;
в) (∀x ∈ A)(∃y ∈ R, y ≥ 1) : 2x = y;
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г) (∀a ∈ A)(∃x ∈ R) : x2 + 2ax+ a = 0;
д) (∀x ∈ A)(∃x ∈ R) : 3a+ 2ax− x2 > 0;
е) (∀a ∈ A)(∃b ∈ R)(∃x ∈ R) : x2 + 2ax+ b2 + 1 > 0.

5. Встановити iстиннiсть/хибнiсть таких висловлень:
а) ∃n ∈ N : 1 + 1

2 + 1
22 + · · ·+ 1

2n ∈ N;
б) (∃n ∈ N, n ≥ 10)(∀m ∈ N) :

√
nm2 ∈ N;

в) (∃n ∈ N)(∀m ∈ N) :
√
nm ∈ N;

г) (∀n ∈ N)(∃r1 ∈ Q)(∃r2 ∈ Q) : r1r2 + r1 = n;
д) (∀a ∈ R)(∃x ∈ R) : x2 + ax = 0;
е) (∀a ∈ R)(∃x ∈ R) : x2 + 2ax+ a = 0;
є) (∀a ∈ R)(∃x ∈ R) : x2 − 2ax+ a > 0.

6. Визначити i зобразити на малюнках множини A∪B, A∩B, A\B,
A4B, якщо:
а) A = {x ∈ R : x2 + 6x+ 8 < 0}, B = {x ∈ R : x2 + 3x < 0};
б) A = {x ∈ R : 1 < |x− 3| ≤ 2}, B = {x ∈ R : 2|x| < 3};
в) A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, B = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 0};
г) A = {(x, y) ∈ R2 : x3 > y3}, B = {(x, y) ∈ R2 : x2 > y2};
д) A = {(x, y) ∈ R2 : x = y}, B = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1}.

7. Визначити множину A, якщо:
а) A = {x ∈ R : ∃y ∈ R, |x|+ |y| = 1};
б) A = {x ∈ R : ∀y ≤ 1, y ≤ x2};
в) A = {x ∈ R : ∃y ∈ R, y2 + x = 0}.

8. Довести, що для довiльних множин:
а) (A ∩ C) ∪ (B ∩D) ⊂ (A ∪B) ∩ (C ∪D);
б) (B \ C) \ (B \ A) ⊂ A \ C; в) A \ C ⊂ (A \B) ∪ (B \ C);
г) A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A ∩ C);
д) (A \B) \ C) = (A \ C) \ (B \ C);
е) (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \B; є) (A ∩B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C).

9. Нехай для всiх m ∈ Z i n ∈ Z задано множини Amn = {x ∈ R :
m ≤ x < m+ n}. Визначити такi множини:
а) Bm =

∞
∪
n=1

Amn; б) Cm =
∞
∩
n=1

Amn;

в)
0
∩

m=−∞

∞
∪
n=1

Amn; г) ∩
m∈Z

∞
∪
n=1

Amn;

д) ∪
m∈N

∞
∩
n=1

Amn; е) ∪
m∈Z

∞
∩
n=1

Amn.
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Заняття 4. Поняття функцiї. Образ, прообраз елемента, множини.
Оберненi функцiї.

1. Функцiю f : Z→ N задано умовою f(n) = 1 + n2. Визначити:
а) f(0), f({0}), f({3, 4}), f({−2, 2});
б) f−1({1}), f−1({5}), f−1({4}), f−1({10, 17}), f−1({37, 38, 39}).

2. Для функцiї f(x) = x2 + 2x+ 1 визначити:
а) f(0), f({−1, 1}), f([−1, 2)), f((−2, 0]);
б) f−1({1}), f−1((−1, 1)), f−1([0, 2)), f−1([1,+∞).

3. Функцiю f : Z2 → Z2 задано умовою f((m,n)) = (n,m). Визна-
чити:
а) f(A), де A = {(0, n) : n ∈ Z};
б) f(B), де B = {(n, n) : n ∈ Z};
в) f−1(C), де C = {(m, 0) : m ∈ N};
г) f−1(D), де D = {(m, 0) : m ∈ Z}.

4. Чи вiдображення f : Z→ Z i g : Z2 → Z2 є iн’єкцiєю, сюр’єкцiєю,
бiєкцiєю, якщо:
а) f(n) = n+ (−1)n; g((m,n)) = (n,m);
б) f(n) = 2− n; g((m,n)) = (m+ 1, n− 2);
в) f(n) = (−1)n; g((m,n)) = (m+ n,m− n);
г) f(n) = n2; g((m,n)) = (m,−n).

5. Яке з вiдображень f : R → R є iн’єкцiєю, сюр’єкцiєю, бiєкцiєю,
якщо: f(x) = |x + 1|, f(x) = x5, f(x) = cos 2x, f(x) = ln|x − 1| (тут
f(1) := 0), f(x) = x sinx, f(x) = 1

x (тут f(0) := 1). Як можна визна-
чити множини X та Y , щоб функцiї, заданi тими самими формулами,
були бiєкцiями?

6. Множина X мiстить m елементiв, а множина Y - n елементiв.
Скiльки iснує рiзних: а) функцiй; б) iн’єктивних функцiй; в) сюр’є-
ктивних функцiй; г) бiєктивних функцiй f : X → Y ?

7. Навести приклад множини X i вiдображення f : X → X таких,
що f - сюр’єкцiя, але не iн’єкцiя.

8. Чи iснує скiнченна множина X, для якої виконуються умови по-
передньої задачi?

9. Чи є функцiя f : N2 → N, причому f((m,n)) = max{m,n},
сюр’єкцiєю або iн’єкцiєю?
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Заняття 5,6. Побудова графiкiв функцiй.

1. Побудувати графiки лiнiйних функцiй:
а) y = ax при a = 0; 1/2; 2;−1; б) y = x+ b при b = 0; 1; 2;−1;
в) y = 2x+ 3; г) y = −x/2− 1.

2. Побудувати графiки цiлих рацiональних функцiй другого степе-
ня (парабол):
а) y = ax2 при a = 1; 1/2; 2;−1; б) y = (x− x0)

2 при x0 = 0; 1; 2;−1;
в) y = x2 + c при c = 0; 1; 2;−1; г) y = 8x− 2x2; д) y = x2− 3x+ 2;
е) y = −x2 + 2x− 1.

3. Побудувати графiки цiлих рацiональних функцiй степеня
бiльшого 2:
а) y = x3 + 1; б) y = x2 − x4; в) y = (1− x2)(2 + x).

4. Побудувати графiки дробово-лiнiйних функцiй:
а) y = x+ 1

x (гiпербола);
б) y = x2 + 1

x (тризуб Ньютона);
в) y = x+ 1

x2 ; г) y = 1
1+x2 ;

д) y = 2x
1+x2 (серпантин Ньютона);

е) y = 1
1−x2 ; є) y = x

1−x2 ;
ж) y = 1

1+x −
2
x + 1

1−x ; з) y = 1
1+x −

2
x2 + 1

1−x .
5. Побудувати графiки iррацiональних функцiй:

а) y = ±
√
−x− 2 (парабола);

б) y = ±x
√
x (парабола Нейля);

в) y = ±1
2

√
100− x2 (елiпс);

г) y = ±
√
x2 − 1 (гiпербола);

д) y = ±
√

1−x
1+x ;

е) y = ±x
√

100− x2;
є) y = ±x

√
x

10−x (цисоїда).
6. Побудувати графiки показникових функцiй:

а) y = ax при a = 1/2, 1, 2, e, 10;
б) y = ex

2; в) y = e−x
2; г) y = e1/x;

д) y = e
1
x2 ; е) y = e−

1
x2 ; є) y = e

2x
1−x2 .

7. Побудувати графiки логарифмiчних функцiй:
а) y = loga x при a = 1/2, 2, e, 10;
б) y = ln (−x); в) y = −lnx; г) y = ln (1 + x2);
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д) y = ln (1−x
1+x); е) y = ln ( 1

x2 ); є) y = ln (1 + ex).
8. Побудувати графiки тригонометричних функцiй:

а) y = sinx2; б) y = sin 1
x ; в) y = ln (cosx);

г) y = arctgx2; д) y = arcsin (sinx); е) y = arcsin (1− x
2);

є) y = arcsin 1−x
1+x ; ж) y = arcsin 2x

1+x2 .
9. Побудувати графiки таких складених функцiй:

а) y = x3 − 3x+ 2; б) y = x3

(1−x)(1+x)2 ; в) y = x2

|x|−1 ;
г) y =

√
x(1− x2); д) y = 3 sin(x2 + π

4 ); е) y = ctg πx
1+x2 ;

є) y = 1
1−2

x
1−x

; ж) y = lg (x2 − 3x+ 2); з) y = arcsin (3
2 − sinx);

и) y = arctg ( 1
x−1 + 1

x−2 + 1
x−3); i) y = logcosx sinx; ї) y = (sinx)ctgx.

10. Застосовуючи додавання графiкiв, побудувати:
а) y = 1 + x+ ex; г) y = cosx+ 1

2 cos 2x+ 1
3 cos 3x;

б) y = x+ sinx; д) y = sin4 x+ cos4 x;
в) y = x+ arctgx; е) y = |1− x| − |1 + x|.

11. Побудувати графiки гiперболiчних функцiй:
а) y = chx, де chx = 1

2(e
x + e−x);

б) y = shx, де shx = 1
2(e

x − e−x);
в) y = thx, де thx = shx

chx ;
12. Застосовуючи множення графiкiв, побудувати:

а) y = x sinx; б) y = e−x
2

cos 2x;
в) y = x · sign(sinx); г) y = [x] · | sin πx|.

13. Побудувати графiки функцiй, заданих параметрично:
а) x = 1− t, y = 1− t2;
б) x = t+ 1

t , y = t+ 1
t2 ;

в) x = 10 cos t, y = sin t (елiпс);
г) x = ch t, y = sh t (гiпербола);
д) x = 5 cos2 t, y = 3 sin2 t;
е) x = 2(t− sin t), y = 2(1− cos t) (циклоїда).

14. Побудувати графiки неявно заданих функцiй:
а) x2 − xy + y2 = 1 (елiпс);
б) x3 + y3 − 3xy = 0 (декартiв лист);
в)
√
x+
√
y = 1 (парабола);

г) x
2
3 + y

2
3 = 4 (астроїда);

д) sinx = sin y; е) cos(πx2) = cos(πy);
є) x− |x| = y − |y|; ж) min(x, y) = 1.
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15. Побудувати графiки функцiй у полярнiй системi координат:
а) r = ϕ; б) r = π

ϕ ; в) r = ϕ
ϕ+1 ;

г) r = 2
ϕ
2π ; д) r = 2(1 + cosϕ); е) r = 10 sin 3ϕ;

є) r2 = 36 cos 2ϕ; ж) ϕ = r
r−1 ; з) ϕ = 2π sin r.

Заняття 7. Межi множини. Точна верхня i нижня межi (гранi) множини.
1. Довести, що множина чисел {(−1)n(1− 1

n)|n ∈ N} обмежена i не
має нi найменшого, нi найбiльшого елемента.

2. Чи має найбiльший елемент множина {an = n22−n|n ∈ N}?
3. Знайти найбiльший i найменший елемент множини

{an = 3n
n! |n ∈ N}.

4. Знайти точнi гранi таких множин:
а) A = { n

n+3(2 + (−1)n)|n ∈ N}; б) A = { mn
4m2+n2 |m ∈ Z, n ∈ N};

в) A = { m
m+n|m ∈ N, n ∈ N}; г) A = { m

|m|+n|m ∈ Z, n ∈ N}.
5. Знайти точну нижню грань множини A = {mn + 4n

m |m ∈ N, n ∈ N}.
6. Нехай A ⊂ [0,+∞) i (∀n ∈ N)(∃x ∈ A) : x < 1

n . Довести, що
inf A = 0.

7. Для обмежених непорожнiх пiдмножин A i B множини R довести
такi рiвностi:
а) sup(A ∪B) = max(supA, supB);
б) inf(A ∪B) = min(inf A, inf B).

8. Нехай A i B - обмеженi непорожнi пiдмножини R i множину C
задано так: C = {x + y|x ∈ A, y ∈ B}. Довести, що supC = supA +
supB.

9. Знайти: а) inf
n∈N

sup
m∈N

m−n
m+n ; б) sup

m∈N
inf
n∈N

m−n
m+n ;

в) sup
m∈N

inf
n∈N

m
m+n ; г) inf

n∈N
sup
m∈N

m
m+n .

10. Як зв’язанi точнi гранi обмежених множин A i B, якщо A 6= ∅ i
а) B = {−x : x ∈ A}; б) B = {x3 : x ∈ A};
в) B = {x2 : x ∈ A}; г) B = {x+ a : x ∈ A}, де a ∈ R;
д) B = {ax : x ∈ A}, де a ∈ R?

11. Довести, що для довiльних a ∈ R, b ∈ R справедливi такi рiв-
ностi:

min(a, b) = 1
2(a+ b− |a− b|), max(a, b) = 1

2(a+ b+ |a− b|).
12. Сформулювати за допомогою кванторiв, що означає таке:
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а) sup[1, 7) = 7; б) sup{f(x) : x ∈ [a, b]} = M ;
в) inf{x2 + 3 : x ∈ R} = 3; г) sup{sinx : x ∈ R} = 1.

13. Знайти sup, inf,max,min таких множин:
а) { n2

3n2+2 : n ∈ N}; б) { n
n+2 : n ∈ Z}; в) xn = (−1)n

n + 1+(−1)n

2 ;
г) xn = n(−1)n; д) xn = 1 + sin nπ

2 ; е) xn = 1− (−1)n

n (n ∈ N).

Заняття 8. Контрольна робота № 1.
Заняття 9. Границя послiдовностi. Нескiнченно малi i нескiнченно великi

послiдовностi.
А: 41, 42б,в, 43б, 44, 45а, 46, 47, 48, 49, 51, 53, 56, 57, 58-66.
Д: 42а,г, 43а,в, 45б,в, 50, 52, 54, 55, 58-66.

Заняття 10. Границя монотонної послiдовностi. Критерiй Кошi збiжностi
послiдовностi.

А: 67а, 69, 70, 72, 75а, 78, 79, 83, 85, 87, 88, 90, 92.
Д: 67б,в, 73, 74, 75б, 76, 77, 80, 81, 82, 84, 86, 89, 91, 93, 94, 95.

Заняття 11. Пiдпослiдовностi. Частковi границi. Верхня i нижня границi
послiдовностi.

А: 96, 97, 99, 102, 105, 108, 116, 117, 121, 127, 138, 140, 141, 142, 145а,
146, 147, 149.

Д: 100, 103, 104, 109, 112, 118, 123, 128, 129, 130, 139, 143, 145б,в,
148, 150.

Заняття 12. Обмеженi функцiї. Точнi гранi функцiї. Границя функцiї.
А: 381, 383, 386, 389, 391, 397а, 401, 403а,б, 405а,е, 409, 411, 414, 416,

418, 425.
Д: 384, 393, 403-407, 412, 413, 419, 426, 429.

Заняття 13. Обчислення границь функцiй.
А: 428, 435, 437, 440, 441, 444, 446, 458, 463, 471, 475, 479, 483, 489,

494, 501, 504, 506, 507, 509, 511, 512.
Д: 431, 439, 442, 449, 455, 464, 473, 480, 484, 505.

Заняття 14. Обчислення границь функцiй. Одностороннi границi. Нижня
та верхня границi. О-символiка

А: 514, 525, 530, 533, 543, 544, 552, 566, 591, 604, 614, 617, 626, 627а,
599, 643а, 646а, 647а,б, 650а,б,д,е,ж, 651а,д,ж,з, 653а,б, 655а,б, 656 б,в,
657а,б, 658а,б,г.

Д: 515, 532, 535, 553, 556, 561, 576, 592, 605, 615, 621, 627д, 644б,
646-660.
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Заняття 15. Неперервнi функцiї. Точки розриву.
А: 662, 666, 671, 674г,е, 676, 679, 681, 683, 688, 694, 701, 703, 705, 708,

714, 718, 722, 730, 731а, 734, 740а.
Д: 668, 674, 678, 686, 687, 690, 704, 706, 709, 713, 717, 725, 740б-е,

741.
Заняття 16. Рiвномiрно неперервнi функцiї.

А: 787, 789, 792, 795, 799, 802б,г, 804.
Д: 788, 790, 800, 802а,в,е, 806.

Заняття 17. Контрольна робота № 2.
Заняття 18. Похiдна функцiї та диференцiал.

А: 828б,г, 829, 853, 857, 860, 885, 888, 902, 914, 943, 964, 966, 972,
977б, 978б, 981, 1083, 1086, 1090г,ж, 1093, 1096а,в, 1097, 1100, 1102.

Д: 828в,д, 830, 861, 864, 877, 883, 884, 885, 897, 929, 931, 948, 958,
961, 965, 970, 973, 977в, 982, 1088, 1090д,з, 1095, 1096б,д, 1099, 1101.

Заняття 19. Обчислення похiдних. Геометричний змiст похiдної.
А: 984а, 986б, 992, 999б, 1001, 1023, 1024, 1025, 1039, 1044, 1048, 1052,

1054б, 1055, 1060, 1056, 1070, 1077, 1081.
Д: 986в,г, 987, 999в, 1000, 1003, 1027, 1040, 1046, 1050, 1053, 1054а,в,

1061, 1072, 1079, 1082.
Заняття 20. Похiднi i диференцiали вищих порядкiв. Похiдна неявно зада-

ної та параметрично заданої функцiї.
А: 1115, 1124, 1128, 1131, 1139, 1140, 1148, 1161, 1173, 1189, 1193,

1201, 1211.
Д: 1117, 1123, 1127, 1132, 1138, 1142, 1147, 1149, 1154, 1164, 1174,

1178, 1190, 1193, 1202, 1204, 1212.
Заняття 21. Формула Лейбнiца. Теореми Ролля, Лагранжа i Кошi. Дослi-

дження функцiй на монотоннiсть та опуклiсть. Екстремуми. Найбiль-
шi i найменшi значення функцiї.

А: 1235, 1244, 1251а,г, 1289а,в, 1314а, 1430, 1436, 1440, 1447, 1462.
Д: 1240, 1251б,в, 1271, 1276, 1289б,г, 1300, 1306, 1308, 1313, 1314б,

1439, 1442, 1449.
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Заняття 22. Формула Тейлора. Обчислення границь функцiй.
А: 1377, 1381, 1384, 1386, 1389, 1394б, 1396а, 1398, 1401, 1404, 1405,

1406.2.
Д: 1376, 1382, 1385, 1391, 1394в, 1396, 1399, 1400, 1406, 1406.1.

Заняття 23. Правило Лопiталя.
А: 1320, 1325, 1331, 1337, 1341, 1342, 1347, 1349, 1354, 1359.
Д: 1323, 1326, 1333, 1338, 1342, 1346, 1351, 1355, 1361, 1365.

Заняття 24. Контрольна робота № 3.
Заняття 25. Побудова графiкiв функцiй.

А: 1472, 1477, 1484, 1500, 1506, 1510, 1513, 1516, 1528.
Д: 1486, 1492, 1509, 1512, 1519, 1521, 1531, 1532, 1534.
Самостiйно: Задачi на екстремум.
1558, 1561, 1562, 1563, 1566, 1568, 1569, 1577, 1578.

Тематика контрольних робiт
Контрольна робота № 1: математична iндукцiя, елементи

математичної логiки, множини, графiки функцiй (зразок):
1. Довести

1 +
1

22 +
1

32 + ...+
1

n2 ≤ 2− 1

n
.

2. Довести рiвносильностi
а) (p→ q) ∧ p ∧ q = (p→ q) ∧ p.
б) (p ∧ q → r)→ (p→ r) = kp ∨ q ∨ r.

3. Знайти A
⋃
B, A

⋂
B, A\B, B\A, ⊂ A, якщо:

а) A = {x : sinax > 0}, B = {x : x2 − x− 2 < 0};
б) A = {(x, y) : x+ y ≥ 1}, B = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4}.

4. Побудувати ескiзи графiкiв функцiй:
а) y = x(x−2)

(x−1)(x+2) ) y = tg 1
x

в) y = arctg 1
cosx ) y = 1

1−2
x

1−x

д) r = 4sin4ϕ

5. Чи вiрнi висловлення:
а) ∀a ∈ R ∃x ∈ R [x2 + ax+ 2a > 0];
б) ∃a ∈ R ∀x ∈ R [x2 − 2ax+ a > 0].
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Контрольна робота № 2: границя послiдовностi, границя
функцiї, неперервнi функцiї (зразок):

1. Нехай (xn)-фундаментальна послiдовнiсть. Довести фундамен-
тальнiсть таких послiдовностей:
a) (x2

n), )
√
|xn|, )(xnxn+1).

2. З допомогою означення границi функцiї довести, що lim
x→4

√
x = 2.

3. Обчислити

a) lim
n→∞

n3

3n

б) lim
x→1

3
√
x−1

5
√
x−1

в) lim
x→∞

(sin 1
x + cos 1

x)
x

г) lim
x→∞

(sin
√
x+ 1− sin

√
x).

4. Довести неперервнiсть в точцi x0 = 1 функцiй

a) f(x) =
√
x

б) f(x) = 1√
x
.

5. Довести рiвномiрну неперервнiсть на вiдрiзку [2, 5] функцiї
f(x) = 3

√
x.

Контрольна робота № 3: знаходження похiдних та дифе-
ренцiалiв, застосування диференцiального числення.

IV. Вправи для пiдготовки до колоквiумiв.

Перший колоквiум

1. Довести рiвносильностi

p↔ q = (p ∧ q) ∨ (kp ∧ kq), k(p→ q) = p ∧ kq

а) з допомогою таблицi iстинностi;
б) з допомогою основних рiвносильностей.
2. Якi властивостi елементiв множини A описується такими вислов-

леннями:
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а) ∀x ∈ A ∃n ∈ N [x = 2n];
б) ∀x ∈ A ∃m ∈ Z [x = m

n ];
в) ∀x ∈ A ∃y ≥ 1 [2x = y].
3. Довести:
а) (A

⋃
B)\C = (A\C)

⋃
(B\C);

б) (A\B)
⋃
C = ((A

⋃
C)\B)

⋃
(B
⋂
C).

4. Для функцiї f(x) = 1
|x| , x ∈ R\{0} визначити множини:

f({−1, 1}), f((−2, 0)), f−1(−1), f−1((0, 1)), f−1((−1, 1)).

5. Якi з наступних функцiй f : [−1, 1]→ [−1, 1]

x→ x2, x→ x3, x→ 2|x|−1

є сюр’єктивнi, iн’єктивнi, бiєктивнi?
6. Довести, що
f−1(A

⋃
B) = f−1(A)

⋃
f−1(B);

f−1(A\B) = f−1(A)\f−1(B).

7. Навести приклади:
а) продовження i звуження функцiї;
б) iн’єктивних, сюр’єктивних, бiєктивних функцiй.
8. Навести приклади множин, якi не мають властивостi повноти.
9. Дати означення a = infX, a 6= infX.
10. Довести лему про iснування infX.
11. Довести, що не iснує рацiональних чисел, якi дорiвнюють√

2,
√

3,
√

5.
12. Дати означення: a-гранична точка множини E, a-не є граничною

точкою множини E.
13. Дати означення: X- обмежена множина, X- не обмежена мно-

жина.
14. Показати, що умови в основних лемах є необхiдними. Побуду-

вати необхiднi приклади.
15. Знайти E ′ для
E = (0, 1)

⋃
(1, 2);

E = {1, 2, 3, 4};

23



E = Q;
E = [0, 1)

⋃
{2, 3, 4}.

16. Дати приклади множин, для яких

E ′ ⊂ E, E ′ = E, E ⊂ E ′.

17∗. Довести: (E ′)′ ⊂ E ′.
18. Яким властивостям задовольняють множини i яким не задовiль-

няють в порiвняннi з множиною дiйсних чисел:
а) Q-множина рацiональних чисел;
б) Q√2 = {a+ b

√
2 : a ∈ Q ∧ b ∈ Q}?

19. Дати означення:
f не є сюр’єктивна, f не є iн’єктивна, f не є бiєктивна.
20. Нехай L-множина всеможливих прямих на площинi, ϕ-

вiдношення паралельностi, l1, l2 ∈ L, l1ϕl2 = l1||l2. Яка потужнiсть
множини L/ϕ?

21. Яка потужнiсть:
а) множини iнтервалiв, якi не перетинаються;
б) множини iнтервалiв з рацiональними кiнцями;
в) множини кругiв в площинi, якi не перетинаються?

Другий колоквiум.
1. Довести на мовi ε− n :
а) lim

x→∞
n

2n+1 = 1
2 ;

б) |an| → ∞ ⇒ 1
|an| → 0.

2. Чи вiрнi твердження?
а) lim

x→∞
xn = a⇒ a- гранична точка множини E = {xn};

б) a-гранична точка множини E = {xn} ⇒ lim
x→∞

xn = a.

3. Чи iснують послiдовностi xn, yn -збiжнi, що

a) б) в) г) д) е)
xn + yn зб. зб. зб. розб. розб. розб.
xn ∗ yn зб. розб. розб. розб. зб. розб.
xn/yn розб. зб. розб. зб. розб. розб.

4. Довести, що довiльна послiдовнiсть має монотонну пiдпослiдов-
нiсть.
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5. Довести, що з фундаментальностi (xn) i (yn) випливає фундамен-
тальнiсть (xn + yn), (xn ∗ yn), x2

n,
√
|xn|, (xn ∗ xn+1).

6. Дати приклади послiдовностей, у яких множини значень {xn} =
{yn}- спiвпадають i

а) limxn 6= lim yn (границi iснують);
б) (xn)-збiжна, а (yn)- розбiжна.
7. Який зв’язок мiж збiжнiстю (xn) i (|xn|)?
8∗. Довести: якщо (xn)-фундаментальна i (xnk)-збiжна, то (xn)- збi-

жна.
9. lim

n→∞
(xn + yn) ≤ lim

n→∞
xn + lim

n→∞
yn.

10. Нехай lim
x→a

f 2(x) = B. Чи iснує lim
x→a

f(x)?

11. Довести: f− непеpеpвна ⇒ |f |- неперервна. Чи вiрним є твер-
дження навпаки?

12. Довести, що рiвняння x5 − 3x = 1 має на [1,2] корiнь.
13. Привести приклад неперервної функцiї, яка приймає значення

1, 3, але не приймає значення 2.
14. Чи з того, що f неперервна наE1 iE2 випливає, що f - неперервна

на E1
⋃
E2?

15. Довести: якщо f -рiвномiрно неперервна на обмеженiй множинi
E, то f -обмежена на E.

16. Довести на ε, δ :
а) lim

x→4

√
x = 2;

б) lim
x→0

sinπx - не iснує;

в) f(x) = 1
x2 - неперервна в точцi 1;

г) f(x) = x3-рiвномiрно неперервна на [1,3];
д) f(x) = ln x не є рiвномiрно неперервною на (0,∞).
17. Довести:
f : [0, 1]→ [0, 1]− неперервна ⇒ ∃c ∈ [0, 1] : f(c) = c.
18. Довести:
а) Якщо f -рiвномiрно неперервна на [a, b] i f -рiвномiрно неперервна

на [b, c], то f -рiвномiрно неперервна на [a, c].
б) З рiвномiрної неперервностi функцiї f на [a, b] i на [b, c] не ви-

пливає рiвномiрна неперервнiсть на [a, c].
19. Довести: якщо f -неперервна на [a,+∞) i lim

x→∞
f(x) = A, то f -
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обмежена на [a,+∞).
20∗. Довести на мовi ε, δ, що f(x) =

√
x -рiвномiрно неперервна на

[0,+∞).

V. Зразок екзаменацiйного завдання.

I. частина (практична).
1. Побудувати ескiз графiкiв функцiй f(x) = x2

(x−1)(x−3) , f(x) =

ln x2

(x+1)(x−3) ;

2. Довести iснування границi lim
n→∞

xn, xn = 1
n + 1

n+1 + ...+ 1
2n .

3. Знайти lim
x→0

(
tgx
x

)1/x2

.

4. Довести за означенням, що lim
x→8

3
√
x = 2.

5. y = x
√
x+ x
√

arccosx, y′−?
6. f(x) = x2sin2x. Знайти f (50)(x).

II. частина (теоретична).

Дати означення:
1. а - гранична точка множини Е.
2. b = supE, b 6= supE.
3. Верхня i нижня границя послiдовностi.
4. Означення неперервностi функцiї.
5. Опуклiсть функцiї.

Сформулювати твердження:
1. Основнi леми, якi випливають з властивостi повноти.
2. Локальнi властивостi неперервних функцiй.
3. Необхiднi i достатнi умови локального екстремума.
4. Формула Тейлора.

Сформулювати i довести:
1. Теореми Вейєрштраса про найбiльше i найменше значення фун-

кцiї.
2. Теорема Кошi (про скiнченнi прирости).
3. Довести: якщо f - рiвномiрно неперервна на обмеженiй множинi,

то f - обмежена на Е.
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Екзамен буде проходити у письмовiй формi з наступним усним опи-
туванням.

На екзаменi необхiдно у письмовiй формi:

- подати розв’язки задач;

- доти означення та формулювання теорем;

- сформулювати та довести вказанi твердження.

Екзамен включає також усну спiвбесiду.
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