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Вступ

1. Теорiя оптимального керування детермiнованими системами опирається на такi вхiднi
положення:

1) керування v вибирається з деякої множини U∂ (множина допустимих керувань), що
є пiдмножиною простору U (простору керувань);

2) стан y(v) керованої системи визначається для вибраного керування v як розв’язок
рiвняння

Λy(v) = Θ(v), (1)

де Λ – заданий оператор, який визначається керованою системою (Λ – "модель" системи),
Θ(v) – задана функцiя;

3) спостереження z(v) визначається як певна функцiя стану y(v) ;

4) функцiя вартостi J : U → R задається за допомогою деякої числової функцiї

(z, v) 7→ Φ(z, v) > 0

на "просторi спостережень" та просторi (множинi) допустимих керувань за законом

J(v) = Φ(z(v), v), v ∈ U (U∂). (2)

Задача оптимального керування детермiнованими системами полягає у вiдшуканнi
керування u ∈ U∂ такого, що

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (3)

Будь-яке таке значення u називається оптимальним керуванням.

В теорiї оптимального керування вирiшують такi проблеми:

(i) отримати умови iснування глобального мiнiмуму функцiоналу J ;

(ii) вивчити структуру i властивостi рiвнянь, якi виражають цi умови (в них повинна
брати участь "модель" Λ );

(iii) скласти конструктивний алгоритм чисельного знаходження апроксимацiй оптималь-
ного керування u .

2. Побудова теорiї оптимального керування детермiнованими системами залежить вiд мо-
делi Λ . Ця теорiя у випадку, коли Λ є звичайним диференцiальним оператором i роз-
глядаються сформульованi вище питання (i) та (ii), викладена в книгах Болтянського,
Гамклелiдзе, Мiщенка i Хестенеса [?, ?, ?, ?]. Але в багаточисельних прикладних задачах
через складнiсть керованих систем в якостi Λ розглядається оператор з частинними по-
хiдними. Iншими словами, дослiджуються системи, для яких стан y(v) визначається як
розв’язок диференцiального рiвняння з частинними похiдними типу (1), що задовольняє
певнi крайовi умови, а у випадку еволюцiйних рiвнянь, ще i початкову умову (див. [?]).
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Роздiл 1. Мiнiмiзацiя функцiоналiв

1.1 Мiнiмiзацiя коерцитивних функцiоналiв

1.1.1 Позначення i основнi припущення.
Нехай U – гiльбертiв простiр над полем дiйсних чисел зi скалярним добутком (·, ·) та

нормою ∥ · ∥ :=
√
(·, ·) . Елементи простору U позначаємо через u, v, w, ...

Припустимо, що задано
(i) бiлiнiйну, неперервну, симетричну форму на U , тобто вiдображення

(u, v) → π(u, v)

простору U × U в R , яке задовoльняє умови:
• π(λu+µv, w) = λπ(u,w)+µπ(v, w) для будь-яких дiйсних чисел λ, µ i елементiв u, v, w
простору U ,
• iснує стала C1 > 0 така, що

|π(u, v)| 6 C1∥u∥ · ∥v∥ (1.1)

для довiльних u, v ∈ U ,
• π(u, v) = π(v, u) для довiльних u, v ∈ U ;
(ii) лiнiйну неперервну форму на U , тобто вiдображення

u→ L(u)

простору U в R таке, що
• L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v) для довiльних u, v ∈ U i будь-яких λ, µ ∈ R ,
• iснує стала C2 > 0 така, що

|L(u)| 6 C2||u||, u ∈ U ; (1.2)

(iii) задано замкнену опуклу множину U∂ ⊂ U .
Розглянемо квадратичний функцiонал

J(v) = π(v, v)− 2L(v), v ∈ U, (1.3)

i задачу його мiнiмiзацiї: знайти елементи u ∈ U∂ такi, що

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (1.4)

Елементи u ∈ U∂ , для яких виконується умова (1.4) називають мiнiмiзуючими елемен-
тами функуцiоналу J . Далi цю задачу називатимемо задачею (1.4). Для розв’язування
цiєї задачi додатково припустимо, що форма π є коерцитивною, тобто iснує стала µ > 0 ,
така, що

π(v, v) > µ∥v∥2, v ∈ U. (1.5)

Зауваження 1.1. Нехай U = R2 i π(u, v) = u1v1 + u2v2 для будь-яких u =
(u1, u2), v = (v1, v2) ∈ R2. Очевидно, що π є бiлiнiйною, неперервною, симетричною i
коерцитивною формою.

Зауваження 1.2. Нехай U = L2(Ω), де Ω - область в Rn, i π(u, v) =
∫
Ω

uvdx ,

u, v ∈ L2(Ω) . Легко переконатися, що π є бiлiнiйною, неперервною, симетричною i коер-
цитивною формою.
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Теорема 1.1 Якщо форма π задовoльняє умову (1.5), то iснує єдиний мiнiмiзуючий
елемент u ∈ U∂ функцiоналу J , тобто задача (1.4) має єдиний розв’язок.

Доведення. Спочатку доведемо iснування розв’язку задачi (1.4). Вiдмiтимо, що з (1.2),
(1.3), (1.5) випливає

J(v) = π(v, v)− 2L(v) > µ∥v∥2 − 2C2∥v∥ = µ(∥v∥2 − 2
C2

µ
∥v∥) =

= µ
(
∥v∥ − C2

µ

)2

− (C2)
2

µ
(1.6)

для будь-яких v ∈ U .
З (1.6) маємо J(v) > − (C2)2

µ
для будь-якого v ∈ U, тобто функцiонал J обмеже-

ний знизу. Отже, inf
v∈U∂

J(v) > −∞ . Звiдси випливає iснування мiнiмiзуючої послiдовностi

{vn}∞n=1 ⊂ U∂ функцiонала J такої, що

lim
n→∞

J(vn) = inf
v∈U∂

J(v). (1.7)

Оскiльки числова послiдовнiсть {J(vn)} є збiжною, то вона є обмеженою, тобто iснує
стала M така, що J(vn) 6M для будь-якого n ∈ N . Звiдси та з (1.6) маємо

∥vn∥ 6 C3, n ∈ N, (1.8)

де C3 > 0 – деяка стала.
З властивостей гiльбертового простору та оцiнки (1.8) випливає iснування пiдпослiдов-

ностi {vnj
}∞j=1 послiдовностi {vn} такої, що

vnj
→ u слабко в U, (1.9)

тобто (vnj
, w)U −→

j→∞
(u,w)U для кожного w ∈ U.

Оскiльки U∂ – опукла i замкнена множина в гiльбертовому просторi, то U∂ є слабко
замкненою, а отже, u ∈ U∂. Тепер зауважимо, що функцiонал J слабко пiвнеперервний
знизу на U (iншими словами, пiвнеперервний знизу в слабкiй топологiї), тобто для до-
вiльної точки v0 ∈ U i будь-якої послiдовностi {ṽn} , яка слабко збiгається до v0 , маємо
limn→∞J(ṽn) > J(v0). Справдi, з неперервностi квадратичного функцiоналу π випливає
його слабка пiвнеперервнiсть знизу, а з неперервностi лiнiйного функцiоналу L випли-
ває його слабка неперервнiсть. Отже, маємо lim

j→∞
J(vnj

) > J(u). Звiдси, враховуючи (1.7),

випливає J(u) 6 inf J(v), v ∈ U∂, що дає рiвнiсть

J(u) = inf
v∈U∂

J(v).

Отже, iснування розв’язку задачi (1.4), тобто задачi мiнiмiзацiї функцiонала J на U∂

доведено.
Встановимо єдинiсть розв’язку нашої задачi. Спочатку зауважимо, що функцiонал v →

π(v, v) – строго опуклий, тобто для будь-яких елементiв v1, v2 ∈ U, v1 ̸= v2 , та довiльного
числа θ ∈ (0; 1) маємо нерiвнiсть

π(θv1 + (1− θ)v2, θv1 + (1− θ)v2) < θπ(v1, v1) + (1− θ)π(v2, v2). (1.10)

Справдi, в силу бiлiнiйностi та симетричностi форми π отримаємо

π(θv1 + (1− θ)v2, θv1 + (1− θ)v2) = θ2π(v1, v1) + 2θ(1− θ)π(v1, v2) + (1− θ)2π(v2, v2). (1.11)
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З умови (1.5) маємо

0 < π(v1 − v2, v1 − v2) = π(v1v2)− 2π(v1, v2) + π(v2, v2),

звiдси
2π(v1, v2) < π(v1, v1) + π(v2, v2).

Звiдси та з лiнiйностi L легко отримуємо (1.10). На пiдставi (1.10) робимо висновок, що
функцiонал J є строго опуклим.

Єдинiсть роз’язку задачi мiнiмiзацiї функцiоналу J доведемо вiд супротивного. Нехай
u1, u2 ∈ U∂, u1 ̸= u2 , такi що

J(u1) = J(u2) = infJ(v), v ∈ U∂.

Оскiльки U∂ – опукла множина, то 1
2
(u1 + u2) є елементом U∂ . Зi строгої опуклостi

функцiонала J при θ = 1
2

випливає

J
(1
2
u1 +

1

2
u2

)
<

1

2
J(u1) +

1

2
J(u2) = inf

v∈U∂

J(v).

Отримали суперечнiсть, що доводить єдинiсть розв’язку даної задачi. �
Зауваження 1.3. Можна послабити умову теореми 1.1, зокрема, вважати, що J – до-

вiльний функцiонал (не обов’язково вигляду (1.3)), який задовольняє умови: lim
∥v∥→∞

J(v) =

+∞ , J – обмежений знизу (тобто iснує стала C4 така, що J(v) > C4 для всiх v ∈ U )
i слабко пiвнеперервний знизу. Цього достатньо для доведення iснування розв’язку. Бiль-
ше того, можна вважати, що функцiонал J визначений тiльки на U∂ . Якщо множина
U∂ – обмежена, то вiд умови lim

∥v∥→∞
J(v) = +∞ можна вiдмовитись. Строга опуклiсть

функцiоналу потрiбна для доведення єдиностi розв’язку.

1.1.2 Характеризацiя мiнiмiзуючого елемента функцiонала J .
Правильним є таке твердження.

Теорема 1.2. Якщо виконуються умови теореми 1.1, то мiнiмiзуючий елемент u ∈
U∂ характеризується нерiвнiстю

π(u, v − u) > L(v − u) ∀v ∈ U∂, (1.12)

тобто елемент u множини U∂ є мiнiмiзуючим елементом фунцiонала J тодi i лише
тодi, коли виконується нерiвнiсть (1.12).

Доведення. (Необхiднiсть) Нехай u ∈ U∂ – мiнiмiзуючий елемент функцiоналу J ,
тобто J(u) = inf

v∈U∂

J(v). Тодi

J(u) 6 J(u+ θ(v − u)) ∀v ∈ U∂ ∀θ ∈ (0; 1),

а отже,
J(u+ θ(v − u))− J(u)

θ
> 0, v ∈ U∂ ∀θ ∈ (0; 1). (1.13)

Перейдемо в (1.13) до границi при θ → 0 + . У результатi отримаємо

J ′(u) · (v − u) > 0 ∀v ∈ U∂. (1.14)

Тут J ′(u) : U → R – функцiонал, який називається похiдною J за Гато, а J ′(u) · φ
позначає дiю функцiонала J ′(u) на елемент φ ∈ U.
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Обчислимо J ′(u) · φ. За означенням похiдної Гато маємо

J ′(u) ·φ = lim
α→0

J(u+ αφ)− J(u)

α
= lim

α→0

π(u+ αφ, u+ αφ)− 2L(u+ αφ)− π(u, u) + 2L(u)

α
=

= 2π(u, φ)− 2L(φ). (1.15)

Отже, з (1.14), (1.15) при φ = v − u отримаємо нерiвнiсть (1.12).
(Достатнiсть) Нехай виконується нерiвнiсть (1.12), тобто (1.14) для заданого фун-

кцiоналу J (див. (1.13)). Оскiльки функцiонал v → J(v) опуклий, тобто виконується
нерiвнiсть

J(θv + (1− θ)w) 6 θJ(v) + (1− θ)J(w)

для будь-яких v, w ∈ U i θ ∈ [0, 1] , то маємо

θ(J(v)− J(w)) > J(θv + (1− θ)w)− J(w) = J(w + θ(v − w))− J(w). (1.16)

Подiлимо нерiвнiсть (1.16) на θ ∈ (0, 1) i перейдемо до границi при θ → 0+ . У результатi
отримаємо нерiвнiсть

J(v)− J(w) > J ′(w)(v − w).

Звiдси здобуваємо
J(v) > J(w) + J ′(w)(v − w) (1.17)

для будь-яких v, w ∈ U . В нерiвностi (1.17) покладемо w = u i використаємо (1.14).
Тодi отримаємо J(v) > J(u) для будь-якого v ∈ U∂ , а це означає, що u – мiнiмiзуючий
елемент функцiоналу J . Теорему доведено. �

Зауваження 1.4. Нерiвностi вигляду (1.12) чи (1.14) називають варiацiйними не-
рiвностями. Це поняття можна узагальнити так. Нехай A : U → U ′ – деякий оператор.
Розглянемо задачу: знайти елемент u ∈ U∂ такий, що

A(u) · (v − u) > 0 ∀v ∈ U∂.

Зауваження 1.5. Нехай U – гiльбертiв простiр над полем комплексних чисел C .
Припустимо, що π : U × U → C – пiвторалiнiйна, неперервна, антисиметрична i коерци-
тивна форма, тобто форма, яка задовольняє всi умови, якi були ранiше вказанi в (i) , крiм
умови симетрiї, замiсть якої маємо умову

π(u, v) = π(v, u) ∀u, v ∈ U.

Тодi правильною є теорема 1.1 i мiнiмiзуючий елемент характеризується нерiвнiстю

Re π(u, v − u) > Re L(v − u), v ∈ U∂,

де через Re ξ позначено дiйсну частину числа ξ ∈ C .

Зауваження 1.6. Якщо U∂ = U , то нерiвнiсть (1.12) еквiвалентна тотожностi

π(u, φ) = L(φ) ∀φ ∈ U. (1.18)

Справдi, вiзьмемо в нерiвностi (1.12) спочатку v = u + φ , а потiм v = u − φ , де φ
– довiльний елемент з U . У результатi отримуємо рiвнiсть (1.18). З iншого боку, якщо
покласти в (1.18) φ = v − u , то матимемо (1.12).

Зауваження 1.7. Нехай U∂ – опуклий замкнений конус, тобто опукла замкнена
множина, яка володiє властивiстю: для довiльного елемента v ∈ U∂ i будь-якого числа
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k > 0 елемент kv належать U∂ . Звiдси легко випливає, що 0 ∈ U∂ i u + v ∈ U∂ для
будь-яких u, v ∈ U∂ .

Легко переконатися, що у випадку, коли U∂ – опуклий замкнений конус, нерiвнiсть
(1.12) рiвносильна системi спiввiдношень{

π(u, v) ≥ L(v) ∀ v ∈ U∂,
π(u, u) = L(u).

(1.19)

Справдi, те, що з (1.19) випливає (1.12), отримаємо, якщо вiднiмемо вiд нерiвностi
рiвнiсть в (1.19). Покажемо, що з (1.12) випливає (1.19). Для цього вiзьмемо в (1.12) u+ v
замiсть v .

У результатi отримаємо перше з спiввiдношень (1.19). Якщо ж покласти в (1.12) v = 0 ,
то врахувавши вже отриману нерiвнiсть, матимемо друге зi спiввiдношень (1.19).

1.1.3 Узагальнення задачi (1.4)
Можна розглядати випадок, коли J не є обов’язково квадратичним функцiоналом.

Теорема 1.3. Нехай J – строго опуклий i диференцiйовний функцiонал, який, коли
U∂ – необмежена множина, задовольняє умову

J(v) → +∞ при ∥v∥ → +∞, v ∈ U∂.

Тодi iснує єдиний елемент u ∈ U∂ такий, що виконується (1.4), i вiн характеризується
нерiвнiстю

J ′(u)(v − u) > 0 ∀v ∈ U∂. (1.20)

Доведення. Досить довести слабку неперервнiсть знизу функцiоналу J , бо доведення
цiєї теореми практично повторює доведення теорем 1.1 i 1.2. Нехай {vn} – послiдовнiсть
така, що vn −→

n→∞
v слабко в U i α ∈ (0; 1) – довiльне число. Тодi

J(αvn + (1− α)v) 6 αJ(vn) + (1− α)J(v).

Звiдси маємо
α(J(vn)− J(v)) > J(v + α(vn − v))− J(v).

Подiлимо отриману нерiвнiсть на α i перейдемо до границi при α→ 0+ . У результатi
отримаємо

J(vn)− J(v) > J
′
(v)(vn − v), (1.21)

Оскiльки J
′
(v) · (vn − v) → 0 при n→ ∞ , то звiдси випливає, що lim

n→∞
J(vn) ≥ J(v) .

Теорему доведено. �
1.1.4. Модифiкацiя варiацiйних нерiвностей.
Доведемо спочатку одне допомiжне твердження.

Лема 1.1. Нехай J : U → R – опуклий i диференцiйовний функцiонал. Тодi вiдобра-
ження J ′(·) : U → U ′ є монотонним, тобто

(J ′(v)− J ′(w)) · (v − w) > 0 ∀v, w ∈ U. (1.22)

Доведення. Нехай v, w – довiльнi елементи з U . Як було показано при доведеннi тео-
реми 1.2. (див. нерiвнiсть (1.17)), маємо

J(v)− J(w) > J ′(w)(v − w),
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а отже, i
J(w)− J(v) > J ′(v)(w − v).

Додавши цi двi нерiвностi, отримаємо 0 > (J ′(w)− J ′(v))(v − w) , звiдси випливає (1.22).
Лему доведено. �
Теорема 1.4. Нехай виконуються умови теореми 1.3. Тодi нерiвнiсть (1.20) рiвно-

сильна нерiвностi
J ′(v) · (v − u) > 0 ∀v ∈ U∂. (1.23)

Доведення. Покажемо, що з (1.23) випливає (1.20). Для цього покладемо в (1.23)

v = θw + (1− θ)u ≡ u+ θ(w − u), де w ∈ U∂, θ ∈ (0, 1).

У результатi простих перетворень матимемо

θJ ′(u+ θ(w − u))(w − u) > 0.

Подiливши цю нерiвнiсть на θ i перейшовши до границi при θ → 0+ , отримаємо J ′(u)(w−
u) > 0 для довiльного w ∈ U∂ , тобто правильнiсть (1.20).

Тепер покажемо, що з (1.20) випливає (1.23). Справдi, для довiльного елемента v ∈ U∂

на пiдставi леми 1.1 випливає нерiвнiсть

(J ′(v)− J ′(u))(v − u) > 0 ∀ v ∈ U∂.

Звiдси та з рiвностi

J ′(v)(v − u) = J ′(u)(v − u) + (J ′(v)− J ′(u))(v − u),

врахувавши, що на пiдставi (1.20) перший член правої частини даної рiвностi невiд’ємний,
отримаємо (1.23). Теорему доведено. �

Зауваження 1.8. При виконаннi умов теореми 1.3 такi три твердження еквiвалентнi:
(i) J(u) = inf

v∈U∂

J(v) ;

(ii) J ′(u)(v − u) > 0 ∀v ∈ U∂ ;
(iii) J ′(v)(v − u) > 0 ∀v ∈ U∂ .

1.2. Пряме доведення iснування та єдиностi розв’язку варiацiйної задачi

Нехай U - гiльбертiв простiр над полем дiйсних чисел зi скалярним добутком (·, ·) i
нормою ∥·∥ . Припустимо, що π : U×U → R – бiлiнiйна i неперервна форма, а L : U → R
– лiнiйний неперервний функцiонал, U∂ – опукла замкнена множина в U .

Теорема 1.5. Нехай виконуються вище вказанi умови та, крiм того, нерiвнiсть

π(u1 − u2, u1 − u2) ≥ c∥u1 − u2∥2 ∀u1, u2 ∈ U∂, (1.24)

де c = const > 0 . Тодi iснує єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi

u ∈ U∂ : π(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀v ∈ U∂. (1.25)

Доведення. Спочатку покажемо, що варiацiйна нерiвнiсть (1.25) не може мати бiльше
одного розв’язку.
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Припустимо протилежне, i, наприклад, u1, u2 – два рiзнi розв’язки (1.25) такi, що

π(u1, v − u1) ≥ L(v − u1) ∀v ∈ U∂, (1.26)

π(u2, v − u2) ≥ L(v − u2) ∀v ∈ U∂. (1.27)

Покладемо в (1.26) v ≡ u2 , а в (1.27) v = u1 i додамо отриманi нерiвностi. У результатi
отримаємо

π(u1, u2 − u1) + π(u2, u1 − u2) ≥ 0 ⇒ π(u2 − u1, u1 − u2) ≥ 0 ⇒

⇒ −π(u1 − u2, u1 − u2) ≥ 0 ⇒ π(u1 − u2, u1 − u2) = 0 ⇒ u1 − u2 = 0 ⇒ u1 = u2.

Отримали протирiччя, що доводить наше твердження.
Тепер доведемо iснування розв’язку варiацiйної нерiвностi. Для цього використаємо

теорему Банаха про нерухому точку стискуючого вiдображення.

Твердження 1.1(Теорема Банаха). Нехай (M,ρ) – повний метричний простiр i
A : M → M – стискуюче вiдображення, тобто, ρ(Ax1, Ax2) ≤ kρ(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ M ,
де k ∈ (0, 1) . Тодi iснує єдина нерухома точка вiдображення A , тобто iснує єдиний
елемент x ∈M такий, що Ax = x.

Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть

w ∈ U∂ : (w, v − w) ≥ (g, v − w)− ρ(π(g, v − w)− L(v − w)) ∀v ∈ U∂, (1.28)

де ρ > 0 – деяке число, g ∈ U∂ – який-небудь фiксований елемент.
Ця варiацiйна нерiвнiсть зводиться до (1.12), якщо покласти π̃(v, w) = (v, w) , L̃(v) =

(g, v) − ρ(π(g, v) − L(v)) , v ∈ U , w ∈ U . Очевидно, що π̃ – бiлiнiйна, неперервна, симе-
трична i коерцитивна форма.

Для форми π̃ вже доведене iснування мiнiмiзуючого елемента, оскiльки, на вiдмiну
вiд π , вона є симетричною. Отже, iснує єдиний елемент w – розв’язок (1.28), тобто,
визначений оператор S : U → U такий, що w = Sg , g ∈ U∂ , (кожному g ∈ U∂ оператор S
ставить у вiдповiднiсть розв’язок w ∈ U∂ нерiвностi (1.28)). Очевидно, що нерухома точка
оператора S є розв’язком нерiвностi (1.25) (випливає з нерiвностi (1.28), якщо замiсть g
i w поставити u , оскiльки Su = u ).

Залишається довести, що S – стискуючий оператор, тобто iснує k ∈ (0, 1) такий, що
для будь-яких g1, g2 i w1 = Sg1 , w2 = Sg2 маємо

∥w1 − w2∥ ≤ k∥g1 − g2∥.

Вiдомо, що

(w1, v − w1) > (g1, v − w1)− ρ(π(g1, v − w1)− L(v − w1)),

(w2, v − w2) > (g2, v − w2)− ρ(π(g2, v − w2)− L(v − w2)).

Покладемо в першiй нерiвностi v = w2 , а в другiй – v = w1 i додамо отриманi нерiв-
ностi

−(w1 − w2, w1 − w2) ≥ −(g1 − g2, w1 − w2) + ρπ(g1 − g2, w1 − w2). (1.29)

Зауважимо, що ∀g ∈ U функцiонал v → π(g, v) є лiнiйним та неперервним на U . За
теоремою Рiса iснує єдиний елемент Bg : π(g, v) = (Bg, v) для кожного g ∈ U .

Легко переконатися, що B є лiнiйним неперервним функцiоналом, який переводить
U в себе (кожному елементу g ∈ U ставить у вiдповiднiсть такий елемент Bg ∈ U , що
π(g, v) = (Bg, v) ).
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Отже, нерiвнiсть (1.29) можемо записати у виглядi

∥w1−w2∥2 ≤ ((g1−g2)−ρB(g1−g2), w1−w2) ⇒ ∥w1−w2∥2 ≤ ((I−ρB)(g1−g2), (w1−w2)) ≤

≤ ∥(I − ρB)(g1 − g2)∥∥w1 − w2∥ ⇒ ∥w1 − w2∥ 6 ∥(I − ρB)(g1 − g2)∥.

За означенням норми можемо записати

∥(I − ρB)g∥2 = ((I − ρB)g, (I − ρB)g) = ∥g∥2 − 2ρ(Bg, g) + ρ2∥Bg∥2 ≤

= ∥g∥2 − 2ρπ(g, g) + ρ2∥Bg∥2 ≤ ∥g∥2 − 2ρC∥g∥2 + ρ2∥B∥2∥g∥2 =

= (1− 2ρC + ρ2∥B∥2)∥g∥2, g ∈ U.

Звiдси випливає, що

∥w1 − w2∥ ≤
√
1− 2ρC + ρ2∥B∥2∥g1 − g2∥.

Отже, вибираємо ρ таким, щоб виконувалась нерiвнiсть

0 <
√

1− 2ρC + ρ2∥B∥2 < 1, 0 < 1− 2ρC + ρ2∥B∥2 < 1. (1.30)

Друга з нерiвностей (1.30) рiвносильна нерiвностi ρ2∥B∥2 − 2ρC < 0, звiдки ∥B∥2ρ(ρ −
2C

∥B∥2 ) < 0. Отже, вiзьмемо ρ з iнтервалу (0, 2C
∥B∥2 ).

Очевидно, що можна ρ вибрати настiльки близьким до нуля, щоб викoнувалась i перша
з нерiвностей (1.30). Отже, S – стискуючий оператор, тобто iснує нерухома точка, що
гарантує iснування розв’язку нерiвностi (1.25).

Теорему доведено. �
Зауваження 1.9. Якщо в (1.25) U∂ = U , то (1.25) виконується тодi i лише тодi, коли

u ∈ U : π(u, v) = L(v) ∀v ∈ U. (1.31)

Наслiдок (лема Лакса-Мiльграма). Нехай виконуються умови теореми 1.5 i π(v, v) ≥
C∥v∥2 ∀v ∈ U , де C = const > 0 . Тодi iснує i єдиний розв’язок рiвняння (1.31).
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Роздiл 2. Керування системами, якi описуються елiптичними рiв-
няннями

2.1. Керування в елiптичних варiацiйних задачах
2.1.1. Основнi позначення i припущення.
Нехай V i H – гiльбертовi простори над полем дiйсних чисел зi скалярними добутками

i нормами, вiдповiдно, ((·, ·)) , (·, ·) та ∥ · ∥ , | · | .
Припустимо, що V вкладається в H неперервно i щiльно, тобто ∃ G : V → H –

лiнiйний, iн’єктивний i неперервний оператор зi щiльною в H множиною значень, зокрема
∥G(v)∥ ≤ ∥G∥L(V,H)∥v∥ ∀v ∈ V (неперервнiсть), ∀h ∈ H ∀ε > 0 ∃vε ∈ V : |h − G(vε)| < ε
(щiльнiсть множини значень G в H ).

Позначимо через V ′ i H ′ спряженi вiдповiдно до V i H простори (V ′ – простiр
лiнiйних неперервних функцiоналiв на V , aналогiчно визначається H ′ ).

З наших припущень випливає, що H ′ вкладається в V ′ - неперервно i щiльно.

Твердження 2.1 (Теорема Рiса). Нехай X – гiльбертiв простiр i F – довiльний
лiнiйний неперервний функцiонал на X . Тодi

∃! wF ∈ X : ⟨F, v⟩X′×X = (wF , v)X ∀ v ∈ X,

причому ∥F∥L(X,R) = ∥wF∥X .

Наслiдок. Iснує бiєктивний лiнiйний оператор ΛX : X → X ′ такий, що ∥ΛXv∥X′ =
∥v∥X ∀ v ∈ X.

На пiдставi теореми Рiса ототожнимо простори H i H ′ . У результатi матимемо такi
неперервнi i щiльнi вкладення

V ⊂ H ⊂ V ′. (2.1)

Зауважимо, що ⟨f, v⟩V ′×V = (f, v) ∀ f ∈ H , ∀v ∈ V . Тому далi часто писатимемо
(f, v) замiсть ⟨f, v⟩V ′×V .

Нехай a : V × V → R – бiлiнiйна, неперервна i кoерцитивна форма, тобто

a(λ1v1 + λ2v2, w) = λ1a(v1, w) + λ2a(v2, w),

a(v, µ1w + µ2w) = µ1a(v, w1) + µ2(v, w2)

для будь-яких α1, α2, µ1, µ2 ∈ R i v, v1, v2, w, w1, w2 ∈ V , i

|a(v, w)| ≤ C1∥v∥∥w∥ ∀ v, w ∈ V, (2.2)

a(v, v) ≥ α∥v∥2 ∀ v ∈ V, (2.3)

де C1 , α – деякi додатнi сталi.

Твердження 2.2. Нехай f ∈ V ′ , тодi (на пiдставi леми Лакса-Мiльграма), iснує
єдиний елемент u простору V такий, що

a(u, v) = (f, v) ∀ v ∈ V. (2.4)

Зауважимо, що коли в (2.4) взяти v = u , то матимемо

α∥u∥2 ≤ a(u, u) = (f, u) ≤ ∥f∥V ′∥u∥

звiдки
∥u∥V ≤ 1

α
∥f∥V ′ .
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Вiдмiтимо, що ∀ v ∈ V функцiонал w 7→ a(v, w) : V → R є лiнiйним i неперервним,
тобто елементом простору V ′ . Отже, можна визначити оператор A : V → V ′ за правилом

(Av,w) = a(v, w) ∀ v, w ∈ V. (2.5)

Легко переконатись, що A ∈ L(V, V ′) . Справдi, лiнiйнiсть оператора A базується на
його означеннi i бiлiнiйностi форми a(·, ·) .

Неперервнiсть оператора A випливає з таких мiркувань:

|(Av,w)| = |a(v, w)| ≤ C1∥v∥∥w∥ ∀ v, w ∈ V ⇒ ∥Av∥V ′ ≤ C1∥v∥ ∀ v ∈ V ⇒ ∥A∥L(V,V ′) ≤ C1.

Також A є коерцитивним, тобто (Av, v) ≥ α∥v∥2, бо (Av, v) = a(v, v) > α∥v∥2 ∀v ∈
V.

Крiм того, маємо

∥Av∥V ′∥v∥ ≥ (Av, v) = a(v, v) ≥ α∥v∥2 ⇒ ∥Av∥V ′ ≥ α∥v∥ ∀ v ∈ V ⇒

⇒ ∃ A−1 : V ′ → V i A−1 ∈ L(V ′, V ).

На пiдставi твердження 2.2 i (2.5) маємо

∀ f ∈ V ′ ∃! u ∈ V : Au = f. (2.6)

Отже, оператор A – сюр’єктивний, а отже, A – бiєкцiя.
Якщо в нерiвностi ∥Av∥V ′ ≥ α∥v∥ покласти f ≡ Av , то отримаємо

∥A−1f∥ ≤ 1

α
∥f∥V ′ , f ∈ V ′.

Зауваження 2.1. Нехай f ∈ L2(Ω). Задача: знайти u ∈
◦
H1(Ω) такe, що∫

Ω

(∇u∇v + kuv) dx =

∫
Ω

fv dx ∀ v ∈
◦
H

1(Ω),

є задачею на знаходження узагальненого розв’язку задачi{
−△u+ ku = f в Ω,
u|∂Ω = 0,

де k ∈ R, Ω – область в R2 .

2.1.2. Формулювання задачi оптимального керування системами, що опи-
суються елiптичними рiвняннями

Нехай U – гiльбертiв простiр керувань, B ∈ L(U, V ′) – деякий оператор.
Вважаємо, що для будь-яких v ∈ U стан системи описується функцiєю y = y(v) , яка

є розв’язком операторного рiвняння

Ay(v) = f +Bv, (2.7)

де f ∈ V ′ - деякий елемент.
Нехай H – гiльбертiв простiр спостережень, а C ∈ L(V,H) . Скажемо, що z(v) = Cy(v)

– спостереження.
Введемо функцiю вартостi

J(v) = ∥Cy(v)− z0∥2H + (Nv, v)U , v ∈ U,
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де z0 ∈ H – деякий елемент, а N : U → U – лiнiйний, неперервний, симетричний i
коерцитивний оператор, тобто

(Nv, v) ≥ ν∥v∥2U , v ∈ U,

де ν = const > 0.
Нехай U∂ – опукла замкнена пiдмножина в U .
Задача оптимального керування полягає у знаходженнi

u ∈ U∂ : J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (2.8)

Дослiдимо цю задачу. Iз (2.7) бачимо, що y(v) = A−1(f +Bv) ≡ A−1f + A−1Bv.
Позначимо g := A−1f. Тодi y(v) = (A−1B)v + g, v ∈ U , – афiнне вiдображення.
Тепер перепишемо функцiонал J так

J(v) = ∥CA−1Bv + Cg − z0∥2H + (Nv, v)U =

= ∥CA−1Bv∥2H + (Nv, v)U + 2(Cg − z0, CA
−1Bv)H + ∥Cg − z0∥2H.

Введемо позначення

π(v, w) := (CA−1Bv,CA−1Bw)H + (Nv,w)U , v, w ∈ U.

Очевидно, що π – неперервна, бiлiнiйна, симетрична i коерцитивна форма. Tакож
позначимо L(v) := −(Cg−z0, CA−1Bv)H , v ∈ U , очевидно, що L(v) – лiнiйна неперервна
форма.

Отож, на функцiонал J маємо умови, якi фiгурували в роздiлi 1. При них була дове-
дена теорема про iснування єдиного мiнiмiзуючого елемента функцiоналу J . Отже, iснує
i єдиний розв’язок (2.8).

Також в попередньому роздiлi було доведено твердження, що u – мiнiмiзуючий елемент
тодi i лише тодi, коли

u ∈ U∂ : J ′(u)(v − u) ≥ 0 ∀ v ∈ U∂. (2.9)

"Розшифруємо" (2.9). Для цього спочатку знайдемо J ′(v)w , v, w ∈ U, тобто

J ′(v)w = lim
α→0

J(v + αw)− J(v)

α
.

Очевидно, що якщо покласти h(α) = J(v + αw) , α ∈ R , то J ′(v)w = h′(0)

Зауваження 2.2.
Нехай U = L2(Ω) , де Ω – обмежена область в Rn , i J(v) =

∫
Ω

v2 dx , v ∈ L2(Ω) . Легко

переконатися, що для будь-яких v, w ∈ L2(Ω) i α ∈ R маємо

J(v + αw)− J(v) =

∫
Ω

(v + αw)2 dx−
∫
Ω

v2 dx = 2α

∫
Ω

vw dx+ α2

∫
Ω

w2 dx.

Звiдси випливає, що

lim
α→0

J(v + αw)− J(v)

α
= 2

∫
Ω

vw dx

– похiдна за Гато в точцi v .
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Зауваження 2.3. Нехай U = H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | vxi
∈ L2(Ω), i = 1, n}

i J(v) =
∫
Ω

(|∇v|2 + kv2) dx , v ∈ U. Тодi J(v + αw) − J(v) =
∫
Ω

(|∇(v + αw)|2 + k(v +

αw)2 − |∇v|2 − kv2) dx = 2α
∫
Ω

(∇v∇w + kvw) dx+ α2
∫
Ω

(|∇w|2 + k|w|2) dx , звiдки J ′(v)w =

2
∫
Ω

(∇v∇w + kvw) dx.

Обчислимо J ′(v)w. Маємо, поклавши Mv := (A−1B)v , v ∈ U , такий ланцюжок рiв-
ностей

J(v+αw)−J(v) = ∥Cy(v+αw)−z0∥2H+(N(v+αw), v+αw)U −∥Cy(v)−z0∥2H− (Nv, v)U =

= ∥Cg + CM(v + αw)− z0∥2H + (Nv, v)U + α(Nv,w)U + α(Nw, v)U + α2(Nw,w)U −

− ∥Cg + CMv − z0∥2H − (Nv, v)U =

= ∥Cg + CMv − z0 + αCMw∥2H + 2α(Nv,w)U + α2(Nw,w)U − ∥Cg + CMv − z0∥2H.

Оскiльки

∥Cg+CMv−z0+αCMw∥2H = ∥Cg+CMv−z0∥2H+2α(Cg+CMv−z0, CMw)H+α2∥CMw∥2H,

то
J ′(v)w = 2(Cg + CMv − z0, CMw)H + 2(Nv,w)U = 2(Cy(v)− z0, CMw)H + 2(Nv,w)U .
Враховуючи це, задачу (2.9) можна записати у виглядi:

u ∈ U∂ : (Cy(u)− z0, C(y(v)− y(u)))H + (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (2.10)

Нагадаємо, що оператором Рiса називається оператор Λ : H → H ′ , визначений за
правилом

⟨Λv, w⟩H′×H = (v, w), v, w ∈ H. (2.11)

Якщо X, Y – банаховi простори, D ∈ L(X, Y ) , то спряжений оператор D∗ ∈ L(Y ′, X ′)
визначений за правилом

⟨f,Dx⟩Y ′×Y = ⟨D∗f, x⟩X′×X ∀x ∈ X, f ∈ Y ′.

Перший член лiвої частини нерiвностi (2.10) запишемо так

(Cy(u)− z0, C(y(v)− y(u)))H = ⟨Λ(Cy(u)− z0), C(y(v)− y(u))⟩H′×H =

= ⟨C∗Λ(Cy(u)− z0), y(v)− y(u)⟩V ′×V . (2.12)

Оскiльки A ∈ L(V, V ′), то A∗ ∈ L(V, V ′). Нехай p(u) ∈ V таке, що

A∗p(u) = C∗Λ(Cy(u)− z0).

Величину p(u) називають спряженим станом.
Тодi з (2.12) випливають рiвностi

(Cy(u)− z0, C(y(v)− y(u))) = ⟨A∗p(u), y(v)− y(u)⟩V ′×V = ⟨p(u), A(y(v)− y(u))⟩V×V ′ =

= ⟨p(u), B(v − u)⟩V×V ′ = ⟨B∗p(u), v − u⟩U ′×U == (Λ−1
U B∗p(u), v − u)U ,

де ΛU : U × U ′ – оператор Рiса .
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Отже, варiацiйна нерiвнiсть (2.10) еквiвалентна варiацiйнiй нерiвностi

u ∈ U∂ : (Λ−1
U B∗p(u) +Nu, v − u)U ≥ 0 ∀ v ∈ U∂,

де p(u) таке, що A∗p(u) = C∗Λ(Cy(u)− z0).

Теорема 2.1. Нехай виконуються вище зазначенi умови. Для того, щоб елемент
u ∈ U∂ був мiнiмiзуючим елементом J , тобто оптимальним керуванням, необхiдно i
достатньо, щоб виконувались такi умови

Ay = f +Bu,
A∗p = C∗Λ(Cy − z0),
(Λ−1

U B∗p+Nu, v − u)U ≥ 0 ∀ v ∈ U∂.
(2.13)

2.1.3. Приклади застосувань загальних результатiв
Нехай Ω – обмежена область в Rn з гладкою межею ∂Ω . Пiд L2(Ω) розумiємо простiр

(класiв) вимiрних за Лебегом дiйсних функцiй на Ω , квадрат модуля яких є iнтегровними
функцiями, тобто L2(Ω) = {f : Ω → R|

∫
Ω

|f(x)|2 dx < ∞}. Цей простiр є гiльбертовим зi

скалярним добутком (f, g)L2(Ω) =
∫
Ω

fg dx, f, g ∈ L2(Ω) .

Нехай D(Ω) – простiр основних функцiй, D′(Ω) – простiр узагальнених функцiй.
Оператор диференцiювання: ∂j : D′(Ω) → D′(Ω) , де j ∈ {1, ..., n} , вводиться за пра-

вилом
⟨∂jF, φ⟩ = −

⟨
F,

∂φ

∂xj

⟩
∀φ ∈ D(Ω).

Побудуємо вiдображення L2(Ω) ∋ f → Ff ∈ D′(Ω) за правилом

⟨Ff , φ⟩ =
∫
Ω

fφ dx, φ ∈ D(Ω).

Це вiдображення є iн’єктивним. Ототожнимо простiр L2(Ω) з його образом при цьому
вiдображеннi, тобто з деяким пiдпростором D′(Ω) . Далi елементи цього пiдпростору на-
зиваємо регулярними узагальненими функцiями i позначаємо їх так само, як i елементи
простору L2(Ω) .

Приймемо H1(Ω) := {f ∈ L2(Ω) | ∂jf ∈ L2(Ω) j = 1, n}, тобто

H1(Ω) := {f ∈ L2(Ω) | ∀j ∈ {1, ..., n} ∃gj ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

gjφ dx = −
∫
Ω

f
∂φ

∂xj
dx ∀φ ∈ C∞

0 (Ω)}.

Враховуючи, що для f ∈ C1(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ D′(Ω) її класична похiдна
∂f

∂xj
є узагальне-

ною похiдною в D′(Ω) , тобто ∂jf =
∂f

∂xj
, то далi часто писатимемо

∂f

∂xj
або Djf замiсть

∂jf ( j = 1, n ).
В просторi H1(Ω) введемо норму за правилом

∥v∥H1(Ω) =
(∫
Ω

(
|v|2 +

n∑
i=1

∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣2) dx)1/2

.

Позначимо через
◦
H 1(Ω) замикання C∞

0 (Ω) ⊂ H1(Ω) за нормою H1(Ω). Зауважимо,
що замикання C∞

0 ⊂ L2(Ω) за нормою L2(Ω) спiвпадає з L2(Ω) .
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Простiр H1(Ω) – гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (u, v) =
∫
Ω

(uv+∇u∇v) dx ,

v, w ∈ H1(Ω).

Зауважимо, що вкладення D(Ω) ⊂
◦
H1(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ D′(Ω) є щiльним i неперервним.

Вiдомо, що коли вкладення X ⊂ Y - щiльне i неперервне, де X i Y – банаховi
простори, то Y ′ ⊂ X ′ – щiльно i неперервно.

Оскiльки
◦
H 1(Ω) ⊂ L2(Ω) , то

◦
H 1(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) , де H−1(Ω) - простiр, спря-

жений до
◦
H1 . Елементи H−1(Ω) можна трактувати як елементи D′(Ω) вигляду F (x) =

f0(x)+
n∑

i=1

∂fi(x)
∂xi

, x ∈ Ω , де fk ∈ L2(Ω) (k = 1, n) , причому < F,φ >=
∫
Ω

(
f0φ−

n∑
i=1

fi
∂φ
∂xi

)
dx ,

φ ∈ D(Ω) .
Перейдемо до безпосереднього застосування отриманих ранiше результатiв. Покладемо

V =
◦
H1(Ω) , H = L2(Ω) , V ′ = H−1(Ω) , де Ω – обмежена область в Rn з гладкою межею

Γ := ∂Ω . Припустимо, що U = H = L2(Ω) , B – оператор вкладення H в V ′ , C –
оператор вкладення V в H . Тодi задача оптимального керування матиме вигляд:

L2(Ω) – простiр керувань, маємо y(v) ∈
◦
H 1(Ω) – стан системи, який визначається з

рiвняння
для кожного v ∈ L2(Ω) Ay(v) = f + v,

f ∈ H−1(Ω) , а A :
◦
H1(Ω) → H−1(Ω) – визначається бiлiнiйною формою

a(u, v) =

∫
Ω

( n∑
k,l=1

akl(x)uxk
vxl

+ a0(x)uv
)
dx, u, v ∈

◦
H

1(Ω). (2.14)

Тут i далi akl , a0 – вимiрнi за Лебегом i обмеженi функцiї, причому

n∑
k,l=1

aklξkξl ≥ α(ξ21 + ...+ ξ2n) для майже всiх x ∈ Ω i довiльних ξ ∈ R,

де α = const > 0 , akl = alk (k, l = 1, n).
Приймемо

J(v) = ∥y(v)− z0∥2L2(Ω) + (Nv, v)L2(Ω), v ∈ L2(Ω)

де z0 ∈ L2(Ω) – заданий елемент.
Пояснимо деякi нашi припущення. Розглянемо форму a(u, v) , u, v ∈

◦
H1(Ω) , вважаючи,

що akl ∈ C1(Ω) , a0 ∈ C(Ω) , u, v ∈ C2(Ω) , u
∣∣∣
∂Ω
= 0 , v

∣∣∣
∂Ω
= 0 , i використаємо формулу

iнтегрування частинами:∫
Ω

fxi
g dx =

∫
∂Ω

fg cos(ν, xi) dS −
∫
Ω

fgxi
dx,

де i ∈ {1, ..., n} , f, g ∈ C1(Ω) , ν – одиничний вектор зовнiшньої нормалi до Ω .
Легко бачити, що

a(u, v) =

∫
Ω

( n∑
k,l=1

(akl(x)uxk
)vxl

+ a0(x)uv
)
dx =

=

∫
Ω

(
−

n∑
k,l=1

(akl(x)uxk
)xl

+ a0(x)u
)
v dx =< Au, v >,
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де Au = −
n∑

k,l=1

(akl(x)uxk
)xl

+ a0(x)u – дивергентна форма оператора A .

Рiвняння стану може бути записане у виглядi

a(y, φ) = ⟨f, φ⟩V ′×V + (v, φ)L2(Ω) ∀φ ∈
◦
H

1(Ω), y ∈
◦
H

1(Ω) (тобто y|∂Ω = 0). (2.15)

Треба знайти
u ∈ U∂ : J(u) = inf

v∈U∂

J(v)

, де

J(v) =

∫
Ω

|y(x; v)− z0(x)|2 dx+
∫
Ω

(Nv(x), v(x)) dx, v ∈ L2(Ω).

В даному випадку система записується у виглядi
Ay = f + u в Ω, y = 0 на Γ,
A∗p = y − z0 в Ω, p = 0 на Γ,
(p+Nu, v − u)L2(Ω) ≥ 0 ∀ v ∈ U∂ ⇔

∫
Ω

(p+Nu)(v − u) dx ≥ 0 ∀v ∈ U∂.
(2.16)

Зауваження 2.4. Припустимо, що U∂ = U = L2(Ω) . Вiдзначимо, що A∗ = A , бо
akl = alk (i, k = 1, n). Тодi∫

Ω

(p+Nu)ψ dx ≥ 0 ∀ψ ∈ L2(Ω) ⇒ p+Nu = 0 ⇒ u = −N−1p. (2.17)

Отже, система (2.13) зводиться до системи
Ay +N−1p = f в Ω, y|∂Ω = 0,
−A∗p+ y = z0 в Ω, p|∂Ω = 0,
u = −N−1p.

Дуже часто маємо Nv = νv, де ν = const > 0.

Приклад 2.1. Нехай Ω = (0; π)× (0; π) i L2(Ω) – простiр керувань. Припустимо, що
f ∈ L2(Ω) i для кожного керування v ∈ L2(Ω) стан системи y(v) = y(x; v), x ∈ Ω,
визначається як узагальнений розв’язок задачi

−∆y(v) = f + v в Ω, y = 0 на ∂Ω. (2.18)

Пiд узагальненим розв’язком задачi (2.18) розумiємо функцiю y = y(v) ∈ H2(Ω) ∩
◦
H1(Ω), яка задовольняє рiвняння (2.18) майже всюди в Ω.

Нехай функцiя вартостi J : L2(Ω) → R задана у виглядi

J(v) =

∫
Ω

|y(x; v)− z0(x)|2 dx+ ν

∫
Ω

|v(x)|2 dx, (2.19)

де ν = const > 0, z0 ∈ L2(Ω) – заданi.
Розглянемо задачу: знайти функцiю u ∈ L2(Ω) таку, що

J(u) = inf
v∈L2(Ω)

J(v). (2.20)



19

Згiдно з вище викладеним можна зробити висновок, що задача (2.20) має єдиний
розв’язок u ∈ L2(Ω) i вiн визначається як компонент набору (y, p, u) , який є розв’яз-
ком системи рiвнянь 

−∆y = f + u в Ω, y = 0 на ∂Γ,
−∆p = y − z0 в Ω, p = 0 на ∂Γ,
p+ νu = 0.

(2.21)

Виключаючи p з системи (2.21), отримаємо{
−∆y = f + u в Ω, y = 0 на ∂Γ,
−∆u = − 1

ν
(y − z0) в Ω, u = 0 на ∂Γ.

(2.22)

Розв’яжемо систему (2.22) методом рядiв Фур’є. Спочатку зауважимо, що система фун-
кцiй {sin kx1 sin lx2, (x1, x2) ∈ Ω | k, l ∈ N} є базисом в L2(Ω), H

1(Ω) i H2(Ω).
Отже, запишемо

f(x1, x2) =
∞∑

k,l=1

fkl sin kx1 sin lx2, (x1, x2) ∈ Ω, (2.23)

z0(x1, x2) =
∞∑

k,l=1

z0,kl sin kx1 sin lx2, (x1, x2) ∈ Ω, (2.24)

i перепишемо розв’язок задачi (2.22) у виглядi

y(x1, x2) =
∞∑

k,l=1

ykl sin kx1 sin lx2, (x1, x2) ∈ Ω, (2.25)

u(x1, x2) =
∞∑

k,l=1

ukl sin kx1 sin lx2, (x1, x2) ∈ Ω. (2.26)

Пiдставимо вирази (2.23)–(2.26) в (2.22). У результатi простих перетворень отримаємо

∞∑
k,l=1

(k2 + l2)ykl sin kx1 sin lx2 =
∞∑

k,l=1

fkl sin kx1 sin lx2 +
∞∑

k,l=1

ukl sin kx1 sin lx2, (2.27)

∞∑
k,l=1

(k2 + l2)ukl sin kx1 sin lx2 = −1

ν
(

∞∑
k,l=1

ykl sin kx1 sin lx2 −
∞∑

k,l=1

z0,kl sin kx1 sin lx2). (2.28)

З (2.27) i (2.28) випливають рiвностi{
(k2 + l2)ykl = fkl + ukl,
(k2 + l2)ukl = − 1

ν
(ykl − z0,kl), k, l ∈ N. (2.29)

З системи (2.29) знаходимо

(k2 + l2)ukl = −1

ν

(fkl + ukl
k2 + l2

− z0,kl

)
, k, l ∈ N.

Роблячи в цiй рiвностi ланцюжок перетворень

(k2 + l2)ukl +
ukl

ν(k2 + l2)
= − fkl

ν(k2 + l2)
+
z0,kl
ν
, k, l ∈ N,
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ukl =
ν(k2 + l2)

ν(k2 + l2)2 + 1

(
− fkl
ν(k2 + l2)

+
z0,kl
ν

)
, k, l ∈ N,

остаточно отримаємо

ukl = − fkl
ν(k2 + l2)2 + 1

+
(k2 + l2)z0,kl
ν(k2 + l2)2 + 1

, k, l ∈ N.

Отже, приходимо до висновку про правильнiсть такого твердження.

Теорема 2.3. Якщо

f(x1, x2) =
∞∑

k,l=1

fkl sin kx1 sin lx2, (x1, x2) ∈ Ω,

z0(x1, x2) =
∞∑

k,l=1

z0,kl sin kx1 sin lx2, (x1, x2) ∈ Ω,

то задача (2.20) має єдиний розв’язок i вiн подається у виглядi суми ряду

u(x1, x2) =
∞∑

k,l=1

(
− fkl
ν(k2 + l2)2 + 1

+
(k2 + l2)z0,kl
ν(k2 + l2)2 + 1

)
sin kx1 sin lx2, (x1, x2) ∈ Ω.



Роздiл 3. Оптимальне керування системами, якi описуються пара-
болiчними рiвняннями

3.1. Вихiднi положення

3.1.1. Функцiйнi простори. Нехай X – банахiв простiр з нормою ∥ · ∥X , а T > 0
- деяке число. Через Lp(0, T ;X) позначатимемо простiр (класiв) вимiрних функцiй f :
(0, T ) → X таких, що

T∫
0

∥f(t)∥pX dt <∞.

Цей простiр є банаховим з нормою

∥f∥Lp(0,T ;X) =
( T∫

0

∥f∥pX dx
)1/p

.

Якщо p = 2 i X – гiльбертiв простiр над полем дiйсних чисел зi скалярним добутком
(·, ·)X i нормою | · |X =

√
(·, ·)X , то L2(0, T ;X) є гiльбертовим простором зi скалярним

добутком

(f, g)L2(0,T ;X) =

T∫
0

(f(t), g(t))X dt, f, g ∈ L2(0, T ;X).

Через D(0, T ) позначимо простiр основних функцiй, а через D′(0, T ;X) – простiр
узагальнених функцiй, тобто простiр лiнiйних неперервних вiдображень F : D(0, T ) →
X або, iншими словами, D′(0, T ;X) = L(D(0, T ), X) . Дiю елемента F ∈ D′(0, T ;X) на
елемент φ ∈ D(0, T ) позначатимемо ⟨F, φ⟩ = F (φ). Скажемо, що Fn → F в D′(0, T ;X) ,
якщо < Fn, φ > −→

n→∞
< F,φ > в X .

Для довiльного елемента F ∈ D′(0, T ;X) через ∂F ≡ F ′ позначимо елемент з
D′(0, T ;X) такий, що ⟨∂F, φ⟩ = −⟨F, φ′⟩ ∀φ ∈ D(0, T ).

Легко переконатись, що Lp(0, T ;X) вкладається в D′(0, T ;X) за правилом

Lp(0, T ;X) ∋ f → Ff ∈ D′(0, T ;X),

де ⟨Ff , φ⟩ =
T∫
0

f(t)φ(t) dt , φ ∈ D(0, T ). Далi замiсть Ff писатимемо f . Введемо простiр

W 1
p (0, T ;X) = {f ∈ Lp(0, T ;X) | ∂f ≡ f ′ ∈ Lp(0, T ;X)} , де тут i далi через ∂f або f ′

позначають похiдну f в сенсi D′(0, T ;X) .
Простiр W 1

p (0, T ;X) є банаховим з нормою

∥f∥W 1
p (0,T ;X) = ∥f∥Lp(0,T ;X) + ∥f ′∥Lp(0,T ;X).

Вiдомо, що W 1
p (0, T ;X) ⊂ C([0, T ];X). Якщо p = 2 i X – гiльбертiв простiр, то

W 1
p (0, T ;X) позначають через H1(0, T ;X). Простiр H1(0, T ;X) – гiльбертiв зi скалярним

добутком
(f, g)H1(0,T ;X) = (f, g)L2(0,T ;X) + (f ′, g′)L2(0,T ;X).

Зауваження 3.1. Нехай Q ≡ Ω × (0, T ) , де Ω - область в Rn . Будь-яку функцiю
f : Q → R можна трактувати, як функцiю t → f(·, t) : (0, T ) → P (Ω) , де P (Ω) про-
стiр функцiй, визначених на Ω зi значеннями в R . Нехай (x, t) → f(x, t) ∈ L2(Q). Тодi
t→ f(·, t) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).
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Приймаємо f(t)(x) ≡ f(t, x) , t ∈ (0, T ) , x ∈ Ω.

3.1.2. Основнi припущення. Нехай V , H – гiльбертовi простори над полем дiйсних
чисел i V вкладається в H щiльно i неперервно. Тодi вкладення V ⊂ H ⊂ V ′ є щiльними i
неперервними пiсля вiдповiдних ототожнень. Через ((·, ·)) i (·, ·) позначатимемо скалярнi
добутки, вiдповiдно, в V i H , а через ∥·∥ i |·| – норми, породженi скалярними добутками,
вiдповiдно, в V i H .

Розглянемо сiм’ю бiлiнiйних форм a(t; ·, ·) : V × V → R , t ∈ [0, T ] , з властивостями
1) функцiя t 7→ a(t; v, w) є вимiрною для будь-яких v, w ∈ V,
2) iснує K = const > 0 : |a(t; v, w)| ≤ K∥v∥∥w∥ ∀v, w ∈ V (неперервнiсть)
3) iснують сталi α > 0 , λ > 0 такi, що a(t; v, v) + λ|v|2 ≥ α∥v∥2 ∀v ∈ V , t ∈ [0, T ]

(коерцитивнiсть).
З бiлiнiйностi i неперервностi сiм’ї форм a(t; ·, ·) , t ∈ [0, T ] , випливає, що для довiль-

ного t ∈ [0, T ] iснує оператор A(t) ∈ L(V, V ) такий, що < A(t)v, w >V ′×V= a(t; v, w),
v, w ∈ V.

З властивостi 2) маємо, що

∥A(t)v∥V ′ ≤ K∥v∥V ∀v ∈ V, ∀t ∈ [0, T ]. (3.1)

Можна показати, що коли f : [0, T ] → V – довiльна вимiрна функцiя, то t→ A(t)f(t) :
[0, T ] → V ′ – вимiрна функцiя.

Доведемо, що f· ∈ L2(0, T ;V ) , то маємо A(·)f(·) ∈ L2(0, T ;V
′). Справдi, взявши в (3.1)

v = f(t) , пiднiсши до квадрату обидвi частини отриманої нерiвностi i проiнтегрувавши,
отримаємо

T∫
0

∥A(t)f(t)∥2 dt ≤ K2

T∫
0

∥f(t)∥2 dt.

Позначимо
W (0, T ) := {v ∈ L2(0, T ;V ) | v′ ∈ L2(0, T ;V

′)}.

Тут i далi похiдна v′ розумiється в сенсi простору D′(0, T ;V ′) .

Твердження 3.1. Простiр W (0, T ) неперервно вкладається в C([0, T ];H).

3.1.3. Задачa Кошi
Формулювання задачi Кошi: знайти функцiю y ∈ W (0, T ) таку, що

y′(t) + A(t)y(t) = f(t), t ∈ (0, T ), (3.2)

y(0) = y0, (3.3)

де f ∈ L2(0, T ;V
′) , y0 ∈ H - заданi.

Твердження 3.2. При вказаних вище припущеннях задача (3.2), (3.3) має єдиний
розв’язок i вiн неперервно залежить вiд f , y0 , причому

T∫
0

(∥y(t)∥2 + ∥y′(t)∥2V ′) dt ≤ C
( T∫

0

∥f(t)∥2V ′ dt+ |y0|2
)
, (3.4)

де C > 0 - стала, яка вiд y , f та y0 не залежить.

Доведення. Використаємо метод Гальоркiна. Для спрощення мiркувань припустимо,
що V – сепарабельний простiр, тобто iснує злiченна пiдмножина множини V , яка щiльна
в цьому просторi.
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Нехай {wj}∞j=1 – злiченна лiнiйно незалежна повна система елементiв простору V
(будь-яка її пiдсистема лiнiйно незалежна). Введемо позначення Vm := {α1w1 + ... +
αnwn | α1, ..., αn ∈ R} – лiнiйна оболонка, натягнута на систему {wk}mk=1 . Очевидно, що
Vm – лiнiйний m -вимiрний простiр i

∪
m∈N

Vm
V
= V.

Розглянемо гальоркiнськi наближення {ym} , якi для кожного m ∈ N визначаються
за правилом

ym(t) =
m∑
j=1

cmjwj, t ∈ [0, T ], (3.5)

де cm1 ,..., cmm – абсолютно неперервнi на [0, T ] функцiї такi, що виконуються рiвностi

(y′m(t), wl) + (A(t)ym(t), wl) = (f(t), wl), t ∈ (0, T ), l = 1,m, (3.6)

ym(0) = y0,m, (3.7)

де y0,m ∈ Vm i |y0 − y0,m| → 0 при m→ ∞.
Iншими словами, шукаємо функцiю ym вигляду (3.5), де cm1, ..., cmm є розв’язками

задачi Кошi

m∑
j=1

(wj, wl)(cmj(t))
′
t +

m∑
j=1

(A(t)wj, wl)cmj(t) = (f(t), wl), t ∈ (0, T ], l = 1,m, (3.8)

cmj(0) = y0,mj, j = 1,m, (3.9)

де y0,mj знаходяться з рiвностi y0,m =
m∑
j=1

y0,mjwj .

Введемо позначення: alj := (wl, wj) , l, j = 1,m . Матриця, утворена з елементiв alj , є
невиродженою. Це випливає з таких мiркувань:

0 < (ξ1w1 + ...+ ξmwm, ξ1w1 + ...+ ξmwm) =
m∑

j,l=1

aljξlξj ⇒ матриця (alj) - невироджена.

Задачу (3.8), (3.9) можна подати у виглядi
(cm1(t))

′ = gm1(t, cm1(t), ..., cmm(t)),
...
(cmm(t))

′ = gmm(t, cm1(t), ..., cmm(t)),
(3.10)


cm1(0) = y0,m1,
...
cmm(0) = y0,mm.

(3.11)

З вiдомих результатiв випливає, що iснують функцiї cm1, ..., cmm , якi визначенi на iн-
тервалi [0, T ] i є непродовжуваними розв’язками задачi (3.10), (3.11).

Помножимо перше рiвняння (3.6) на cm1(t) , друге - на cm2(t) i т.д., а потiм додамо
отриманi рiвностi. У результатi отримаємо рiвнiсть

(y′m(t), ym(t)) + (A(t)ym(t), ym(t)) = (f(t), ym(t)), t ∈ [0, T ]. (3.12)

Зауважимо, що

(y′m(t), ym(t)) =
1

2

d

dt
|ym(t)|2, t ∈ [0, T ], (3.13)
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(A(t)ym(t), ym(t)) ≥ α∥ym(t)∥2, t ∈ [0, T ], (3.14)

|(f(t), ym(t))| ≤ ∥f(t)∥V ′∥ym(t)∥ ≤ ε

2
∥ym(t)∥2 +

1

2ε
∥f(t)∥2, t ∈ [0, T ]. (3.15)

З (3.12), на пiдставi (3.13)–(3.15), отримаємо

1

2

d

dt
|ym(t)|2 + α∥ym(t)∥2 ≤

ε

2
∥ym(t)∥2 +

1

2ε
∥f(t)∥2V ′ .

Звiдси, вибравши ε = α , матимемо

d

dt
|ym(t)|2 + α∥ym(t)∥2 ≤

1

α
∥f(t)∥2V ′.

Проiнтегруємо цю нерiвнiсть

t∫
0

d

ds
|ym(s)|2ds+ α

t∫
0

∥ym(s)∥2ds ≤
1

α

t∫
0

∥f(s)∥2V ′ds.

Звiдси, врахувавши (3.7), маємо

|ym(t)|2 + α

t∫
0

∥ym(s)∥2ds ≤
1

α

t∫
0

∥f(s)∥2V ′ds+ |y0,m|2.

А це дає такi оцiнки

max
t∈[0,T ]

|ym(t)|2 ≤
1

α

T∫
0

∥f(s)∥2V ′ds+ |y0,m|2 =: C1; (3.16)

T∫
0

∥ym(s)∥2ds ≤
1

α2

T∫
0

∥f(s)∥2V ′ds+
1

α
|y0,m|2 =: C2. (3.17)

Отже, послiдовнiсть {ym} обмежена в L∞(0, T ;H) , що випливає з (3.16), а з (3.17)
випливає, що послiдовнiсть {ym} обмежена в L2(0, T ;V ) . Тому, iснують пiдпослiдовнiсть
{ymk

}∞k=1 та функцiя y ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) такi, що

ymk
→ y ∗ − слабко в L∞(0, T ;H) i ymk

→ y слабко L2(0, T ;V ). (3.18)

Помножимо (3.6) при m = mk на φ , де φ ∈ C1[0, T ], φ(T ) = 0 , i проiнтегруємо за t
вiд 0 до T :

T∫
0

(
−(ymk

(t), φ′(t)wj) + (A(t)ymk
(t), φ(t)wj)

)
dt =

T∫
0

(f(t), φ(t)wj)dt+ (y0,m, φ(0)wj). (3.19)

Перейдемо в (3.19) до границi при k → ∞ , врахувавши, що t→ φ(t)wj ∈ L2(0, T ;V ) ⊂
L2(0, T ;V

′) = (L2(0, T ;V ))′ i (3.18). У результатi отримаємо

T∫
0

(
−(y(t), φ′(t)wj)+(A(t)y(t), φ(t)wj)

)
dt =

T∫
0

(f(t), φ(t)wj)dt+φ(0)(y0, wj) ∀j ∈ N. (3.20)
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При φ ∈ D(0, T ) з (3.20) матимемо

y′(t) + A(t)y(t) = f(t) в D′(0, T ;V ′). (3.21)

Звiдси випливає рiвнiсть y′(t) = −A(t)y(t) + f(t), t ∈ (0, T ). Оскiльки −A(·)y(·) ∈
L2(0, T ;V

′) i f ∈ L2(0, T ;V
′) , то y′ ∈ L2(0, T ;V

′) . А це означає, що y ∈ W (0, T ) .
Домножимо (3.21) скалярно на φwj, де φ ∈ C([0, T ]) , φ(T ) = 0 , j ∈ N , i проiнтегру-

ємо отриману рiвнiсть за t вiд 0 до T . У результатi отримаємо

T∫
0

(
−(y(t), φ′(t)wj) + (A(t)y(t), φ(t)wj)

)
dt =

T∫
0

(f(t), φ(t)wj)dt+ φ(0)(y(0), wj), j ∈ N.

(3.22)
Якщо порiвняти (3.20) i (3.22), то отримаємо

(y(0), wj) = (y0, wj) ∀j ∈ N,

звiдси, в силу повноти {wj} , маємо

y(0) = y0.

Твердження доведено. �
Зауваження 3.2. Визначимо оператор (f, y0) → y : L2(0, T ;V

′) × H → W (0, T ) , де
– розв’язки задачi (3.2), (3.3). Цей оператор є лiнiйним i неперервним. Справдi, вiзьмемо
f = λ1f1 + λ2f2, y0 = λ1y01 + λ2y02 . Тодi

(f1, y01) → y1, (f2, y02) → y2 ⇒ (λ1f1 + λ2f2, λ1y01 + λ2y02) → λ1y1 + λ2y2

В силу єдиностi розв’язку задачi (3.2), (3.3) маємо лiнiйнiсть даного оператора.
Заданий оператор є неперервним. Це випливає з оцiнки (3.4), яку можна записати у

виглядi
∥y∥2W (0,T ) ≤ C(∥f∥2L2(0,T ;V ′) + |y0|2). (3.23)

Щоб це довести, потрiбно взяти послiдовнiсть yn , що збiгається до y , написати нерiвнiсть
(3.23) для ym − yk . При m, k прямуючих до нескiнченностi будемо мати, що права i лiва
частини прямують до нуля, це означає неперервнiсть даного оператора.
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3.2. Задача оптимального керування

3.2.1. Постановка задачi. Нехай U – гiльбертiв простiр керувань,
B ∈ L(U ;L2(0, T ;V

′)), f ∈ L2(0, T ;V
′), y0 ∈ H .

Стан y(v) керованої системи при керуваннi v ∈ U визначається як розв’язок задачi
Кошi

y′ + A(t)y = f(t) +Bv, t ∈ (0, T ), (3.24)

y(0) = y0, (3.25)

де A – сiм’я операторiв, якi описанi вище.
Нехай H – гiльбертiв простiр спостережень, C ∈ L(W (0, T ),H) , z(v) = Cy(v) – спо-

стереження,

J(v) = ∥z(v)− z0∥2H + (N v, v)U v ∈ U, – функцiя вартостi,

де N : U → U – симетричний, лiнiйний, неперервний i коерцитивний оператор.
Нехай U∂ – опукла замкнена пiдмножина U .
Задача оптимального керування полягає в знаходженнi u ∈ U∂ таких, що

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (3.26)

Дослiдження цiєї задачi проводиться аналогiчно, як в елiптичному випадку.

Теорема 3.1. При наших припущеннях задача (3.26) має єдиний розв’язок (опти-
мальне керування) i вiн характеризується варiацiйною нерiвнiстю

J(u)(v − u) ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (3.27)

Позначимо через L оператор (f, y0) → y : L2(0, T ;V
′)×H → W (0, T ) , який визначений

задачею (3.2), (3.3). Оператор L є афiнним. Цей факт використовується аналогiчно, як в
попередньому роздiлi, для доведення, що нерiвнiсть (3.27) рiвносильна нерiвностi

(Cy(u)− z0, C(y(v)− y(u)))H + (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (3.28)

Розглянемо два випадки:
I. C ∈ L(L2(0, T ;V

′),H) .
II. Cy(v) = Dy(T ; v) , де D ∈ L(H) .
Випадок I.
Зауважимо, що

(Cy(u)− z0, C(y(v)− y(u)))H = ⟨Λ(Cy(u)− z0), C(y(v)− y(u))⟩H =

= ⟨C∗Λ(Cy(u)− z0), y(v)− y(u)⟩L2(0,T ;V ).

(Nu, v − u) = ⟨ΛUNu, v − u⟩U ,

де Λ : H → H′, ΛU : U → U ′ – канонiчнi iзоморфiзми.
Отже, нерiвнiсть (3.28) рiвносильна нерiвностi

⟨C∗Λ(Cy(u)− z0), y(v)− y(u)⟩L2(0,T ;V ) + ⟨ΛUNu, v − u⟩U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (3.29)
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Тепер вiдмiтимо, що нерiвнiсть (3.29) можна записати у виглядi

T∫
0

⟨C∗Λ(Cy(u)− z0), y(v)− y(u)⟩V dt+ ⟨ΛUNu, v − u⟩U ≥ 0 ∀v ∈ U∂.

Введемо спряжений стан p(u) , як розв’язок задачi

−dp(u)
dt

+ A∗(t)p(u) = C∗Λ(Cy(v)− z0), (3.30)

p(u)|t=T = 0. (3.31)

Зауважимо, що C∗Λ(Cy(u) − z0) ∈ L2(0, T ;V
′) . Ця задача iдентична до задачi (3.2),

(3.3), звiдси випливає, що вона має єдиний розв’язок.
На пiдставi (3.30), (3.31) маємо

T∫
0

⟨C∗Λ(Cy(u)− z0), y(v)− y(u)⟩V dt =
T∫

0

⟨−dp(u)
dt

+ A∗(t)p(u), y(v)− y(u)⟩V dt =

=

T∫
0

⟨p(u), d
dt
(y(v)− y(u))⟩V dt+

T∫
0

⟨p(u), A(y(v)− y(u))⟩V dt =

=

T∫
0

⟨p(u), (A+
d

dt
)(y(v)− y(u))⟩V dt =

T∫
0

⟨p(u), B(v − u)⟩V dt.

Отже, нерiвнiсть (3.29) виконується тодi i лише тодi, коли

T∫
0

⟨p(u), B(v − u)⟩V dt+ ⟨ΛUNu, v − u⟩U ≥ 0 ∀v ∈ U∂,

тобто
⟨p(u), B(v − u)⟩L2(0,T ;V ) + ⟨ΛUNu, v − u⟩U ≥ 0 ∀v ∈ U∂.

А ця нерiвнiсть рiвносильна нерiвностi

⟨B∗p(u), v − u⟩U + ⟨ΛUNu, v − u⟩U ≥ 0 ∀v ∈ U∂,

яку можна записати у виглядi

⟨B∗p(u) + ΛUNu, v − u⟩U ≥ 0 ∀v ∈ U∂,

що рiвносильно
(N−1

u B∗p(u) +Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (3.32)

Теорема 3.2. Оптимальне керування, про яке говориться в теоремi 3.1, описується
спiввiдношеннями (3.24), (3.25) при v = u , (3.30), (3.31) i (3.32).

Випадок II. В даному випадку нерiвнiсть (3.28) можна записати у виглядi

(D∗(Dy(T, u)− z0), y(T, v)− y(T, u))H + (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (3.33)
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Введемо спряжений стан p(u) як розв’язок задачi

−dp(u)
dt

+ A∗(t)p(u) = 0, (3.34)

p(u)|t=T = D∗(Dy(T, u)− z0). (3.35)

Помножимо (3.34) скалярно на y(v)−y(u) i проiнтегруємо за t вiд 0 до T . У результатi
отримаємо рiвнiсть

−
T∫

0

⟨dp(u)
dt

, y(v)− y(u)
⟩
V
dt+

T∫
0

⟨A∗p(u), y(v)− y(u)⟩V dt = 0.

Звiдси та умови (3.35) випливає рiвнiсть

−(D∗(Dy(T, u)− z0), y(T, v)− y(T, u))H +

T∫
0

⟨p(u), ( d
dt

+ A)(y(v)− y(u))⟩V dt = 0.

Легко бачити, що цю рiвнiсть можна подати у виглядi

−(D∗(Dy(T, u)− z0), y(T, v)− y(T, u))H +

T∫
0

⟨p(u), B(v − u)⟩V dt = 0,

тобто
−(D∗(Dy(T, u)− z0), y(T, v)− y(T, u))H + ⟨p(u), B(v − u)⟩L2(0,T,V ) = 0,

а її можна переписати у виглядi

−(D∗(Dy(T, u)− z0), y(T, v)− y(T, u))H + ⟨B∗p(u), v − u⟩U = 0,

звiдки отримуємо рiвнiсть

(D∗(Dy(T, u)− z0), y(T, v)− y(T, u))H = ⟨B∗p(u), v − u⟩U . (3.36)

Отже, нерiвнiсть (3.33) на пiдставi (3.36) можна подати у виглядi

⟨B∗p(u), v − u⟩U + (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂,

тобто
⟨B∗p(u) + ΛUNu, v − u⟩U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (3.37)

Теорема 3.3. При виконаннi вказаних умов оптимальне керування, про яке говори-
ться в теоремi 3.1 описується системою спiввiдношень (3.24), (3.25) при v = u , (3.34),
(3.35) i (3.37).

Вiдмiтимо, що нерiвнiсть (3.37) можна записати у виглядi

(Λ−1
u B∗p(u) +Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂.

Зауваження 3.3. Якщо U∂ = U , то нерiвнiсть (3.37) рiвносильна рiвностi

Λ−1
U B∗p(u) +Nu = 0.
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Приклад 3.1. Нехай Ω = (0, π), Q = (0; π)× (0, T ),
∑

= {0, π} × (0, T ), де T > 0 –
довiльне фiксоване число. Важатимемо, що L2(Q) – простiр керувань i для кожного v ∈
L2(Q) стан y(v) : Q → R керованої системи визначається, як розв’язок y(v) = y(x, t; v) ,
(x, t) ∈ Q, задачi

yt(v)− yxx(v) = f + v в Q, (3.38)

y|x=0∨x=π = 0, y|t=0 = y0(x), x ∈ Ω, (3.39)

де f ∈ L2(Q), y0 ∈ L2(Ω) – заданi.
Функцiя вартостi J : L2(Q) → R задається за правилом

J(v) =

∫ ∫
Ω

|y(x, t; v)− z0(x, t)|2dxdt+ ν

∫ ∫
Ω

|v(x, t)|2dxdt, (3.40)

де v = const > 0, z0 ∈ L2(Q) – заданi.
Розглянемо задачу : знайти функцiю u ∈ L2(Q) таку, що

J(u) = inf
v∈L2(Q)

J(v). (3.41)

Згiдно з вищевикладеним, зокрема, з твердження теореми 3.2 можна зробити висновок,
що задача (3.41) має єдиний розв’язок u ∈ L2(Q) i вiн визначається, як компонента набору
(y, p, u) , який є розв’язком мiшаної задачi для системи рiвнянь

yt − yxx = f + u в Q, y|x=0∨x=π = 0, y|t=0 = y0(x), x ∈ Ω,
−pt − uxx = y − z0 в Q, p|x=0∨x=π = 0, p|t=T = 0,
p+ νu = 0 в Q.

Виключаючи з цiєї системи p , отримаємо задачу{
yt − yxx = f + u в Q, y|x=0∨x=π = 0, y|t=0 = y0(x), x ∈ Ω,
ut + uxx = 1

v
(y − z0) в Q, u|x=0∨x=π = 0, u|t=T = 0.

(3.42)

Роз’яжемо задачу (3.42) методом вiдокремлення змiнних. Шукаємо розв’язок у виглядi
суми тригонометричних рядiв

y(x, t) =
∞∑
k=1

yk(t) sin kx, u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t) sin kx, (x, t) ∈ Q. (3.43)

Запишемо

f(x, t) =
∞∑
k=1

fk(t) sin kx, (x, t) ∈ Q, (3.44)

y0(x) =
∞∑
k=1

y0,k sin kx, x ∈ Ω, (3.45)

z0(x, t) =
∞∑
k=1

z0,k(t) sin kx, (x, t) ∈ Q. (3.46)

Пiдставимо вирази (3.43) – (3.46) в (3.42). У результатi простих перетворень отримаємо

∞∑
k=1

y′k(t) sin kx+
∞∑
k=1

k2yk(t) sin kx =
∞∑
k=1

fk(t) sin kx+
∞∑
k=1

uk(t) sin kx, (x, t) ∈ Q, (3.47)
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∞∑
k=1

yk(0) sin kx =
∞∑
k=1

y0,k sin kx, x ∈ Ω, (3.48)

∞∑
k=1

u′k(t) sin kx−
∞∑
k=1

k2uk(t) sin kx =
1

ν

( ∞∑
k=1

yk(t) sin kx−
∞∑
k=1

z0,k(t)
)
, (x, t) ∈ Q, (3.49)

∞∑
k=1

uk(T ) sin kx = 0, x ∈ Ω. (3.50)

З (3.47) – (3.50) отримуємо задачi для знаходження функцiй yk, uk (k ∈ N) :{
y′k + k2yk = fk + uk(t) в (0;T ), yk(0) = y0,k,
u′k − k2uk =

1
ν
(yk − z0,k), uk(T ) = 0, k ∈ N. (3.51)

Розв’яжемо перше рiвняння з (3.51):

y′k(t) + k2yk(t) = fk(t) + uk(t) | ek2t, t ∈ [0, T ],

(yk(t)e
k2t)′ = (fk(t) + uk(t))e

k2t, t ∈ [0, T ],

yk(t)e
k2t = y0,k +

t∫
0

ek
2s(fk(s) + uk(s))ds, t ∈ [0, T ],

yk(t) = y0,ke
−k2t +

t∫
0

e−k2(t−s)(fk(s) + uk(s))ds, t ∈ [0, T ]. (3.52)

Тепер розв’яжемо друге рiвняння

u′k(t)− k2uk(t) =
1

ν
(yk(t)− z0,k(t)) | e−k2t, t ∈ [0, T ],

(
uk(t)e

−k2t
)′

=
1

ν
(yk(t)− z0,k(t))e

−k2t, t ∈ [0, T ],

uk(t)e
−k2t =

1

ν

t∫
T

(yk(τ)− z0,k(τ))e
−k2τdτ, t ∈ [0, T ],

uk(t) =
1

ν

t∫
T

ek
2(t−τ)(yk(τ)− z0,k(τ))dτ, t ∈ [0, T ]. (3.53)

Пiдставимо вираз (3.52) в (3.53). У результатi здобудемо

uk(t) =
1

ν

T∫
t

z0,k(τ)e
−k2(τ−t)dτ − 1

ν

T∫
t

[
y0,ke

−k2τ +

τ∫
0

e−k2(τ−s)(fk(s) + uk(s))ds
]
×

×e−k2(τ−t)dτ, t ∈ (0, T ]. (3.54)
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Маємо

T∫
t

y0,ke
−k2τe−k2(τ−t)dτ = y0,k

( T∫
t

e−2k2τdτ
)
ek

2t = y0,ke
−k2(t)

(
− 1

2k2
e−k2τ

∣∣∣T
t

)
=

= y0,ke
−k2t

(
e−2k2t − e−2k2T

)
/2k2. (3.55)

Якщо покласти
gk(s) := fk(s) + uk(s), s ∈ [0, T ],

то, мiняючи порядок iнтегрування за формулою

T∫
t

dτ

τ∫
0

(...)ds =

t∫
0

ds

T∫
t

(...)dτ +

T∫
t

ds

T∫
s

(...)dτ,

отримаємо

T∫
t

e−k2(τ−t)dτ

τ∫
0

e−k2(τ−s)(fk(s) + uk(s))ds =

T∫
t

e−k2(τ−t)dτ

τ∫
0

e−k2(τ−s)gk(s)ds =

=

t∫
0

ek
2(t+s)gk(s)

( T∫
t

e−2k2τdτ
)
ds+

T∫
t

ek
2(t+s)gk(s)

( T∫
s

e−k2τ dτ
)
ds =

=
1

2k2

t∫
0

ek
2(t+s)(e−2k2t − e−2k2T )gk(s)ds+

1

2k2

T∫
t

ek
2(t+s)(e−2k2s − e−2k2T )gk(s)ds =

=

T∫
0

Gk(t, s)gk(s)ds =

T∫
0

Gk(t, s)(fk(s) + uk(s))ds, (3.56)

де

Gk(t, s) =
1

2k2
ek

2(t+s) ×
{
e−2k2t − e−2k2T , якщо 0 6 s 6 t 6 T,

e−2k2s − e−2k2T , якщо 0 6 t 6 s 6 T.
(3.57)

З (3.54) на пiставi (3.55) i (3.56) отримаємо

uk(t) =
1

ν

T∫
t

e−k2(τ−t)z0,k(τ)dτ−
1

ν
y0,kG(t, 0)−

1

ν

T∫
0

G(t, s)fk(s)ds−
1

ν

T∫
0

G(t, s)uk(s)ds. (3.58)

Отож, доведено таке твердження.
Теорема 3.4. Задача (3.41) має єдиний розв’язок i вiн зображується у виглядi

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t) sin kx,

де для кожного k ∈ N функцiя uk є розв’язком iнтегрального рiвняння Фредгольма
другого роду (3.58), в якому fk, z0,k, y0,k – коефiцiєнти вiдповiдних рядiв (3.44)–(3.46), а
Gk визначенa в (3.57).
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