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Вступ

Обчислювальна математика –– роздiл математики, що включає коло питань, пов’язаних iз вико-
нанням наближених обчислень. У бiльш вузькому розумiннi обчислювальна математика –– теорiя
чисельних методiв розв’язування типових математичних задач, яка має широке коло прикладних
використань для проведення наукових та iнженерних розрахункiв. На її основi в останнi десяти-
лiття розвинулися новi областi обчислювальних наук, як наприклад, обчислювальна хiмiя, обчи-
слювальна бiологiя тощо. До задач обчислювальної математики належать: розв’язування систем
лiнiйних рiвнянь; пошук власних значень i векторiв матрицi; розв’язування нелiнiйних рiвнянь;
розв’язування систем нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь; розв’язування задач для диференцiаль-
них рiвнянь та систем; розв’язування iнтегральних рiвнянь; задачi iнтерполяцiї та iншi. Основним
об’єктом вивчення обчислювальної математики є чисельнi методи розв’язування рiзноманiтних ма-
тематичних задач та алгоритмiзацiя цих методiв. В цьому курсi вивчаємо деякi з найбiльш попу-
лярних чисельних методiв.
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Роздiл 1

Теорiя похибок наближень

1.1 . Поняття похибки. Абсолютна та вiдносна похибки. При-
чини виникнення похибок.

Нехай a — деяке число, яке називають точним, а x — iнше дiйсне число, яке називають набли-
женням a. Тодi величину x − a називають похибкою наближення числа a числом x. На практицi
користуються поняттями абсолютної похибки

∆x := |x− a|, (1.1.1)

та вiдносної похибки
δx :=

∆x

|a|
, (1.1.2)

якщо a ̸= 0.

Зауваження 1.1.1. На практицi досить часто вiдносну похибку обчислюють за формулою

δx :=
∆x

|x|
, x ̸= 0, (1.1.3)

замiсть формули (1.1.2), оскiльки точне число a рiдко буває вiдомим.

Пiд граничною абсолютною похибкою та граничною вiдносною похибкою розумiють, вiдповiдно,
якi-небудь числа ∆x та δx такi, що

∆x ⩽ ∆x, δx ⩽ δx. (1.1.4)

Приклад 1.1.1. Знайти ∆x, δx й вказати якi-небудь значення ∆x, δx, якщо

a = 2, 43; x = 2, 4.

Розв’язання. Згiдно з означенням маємо ∆x = |2, 4−2, 43| = 0, 03 — абсолютна похибка, δx = 0,03
2,43 =

0, 012345679... — вiдносна похибка. Граничними абсолютною та вiдносною похибками можуть бути,
наприклад, ∆x = 0, 1, δx = 0, 02.

Похибки, якi виникають при чисельному розв’язуваннi рiзноманiтних реальних задач iз викори-
станням математичного апарату, можна подiлити на п’ять груп.

1. Похибки задач. Цi похибки пов’язанi зi самою постановкою математичної задачi. Пiд час
розв’язування рiзних реальних задач, що описують тi чи iншi процеси або явища, спочатку склада-
ють математичну модель задачi, тобто описують процес чи явище за допомогою певних математи-
чних спiввiдношень. Зрозумiло, що при побудовi математичної моделi враховують лише найбiльш
важливi параметри або приймають певнi припущення. Безумовно, що це спрощує задачу, але й
породжує низку похибок, якi називаються похибками задачi.
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2. Похибки методу. Часто математичну задачу важко або зовсiм неможливо розв’язати в то-
чнiй постановцi. Тодi цю задачу замiнюють близькою за результатами наближеною задачею. В
результатi такої замiни виникають похибки, котрi називаються похибками методу.

3. Залишковi похибки. Цi похибки пов’язанi з наявнiстю нескiнченних процесiв у математичному
аналiзi (наприклад, для обчислення sinx використовують його розклад у ряд Тейлора: sinx =

x− x3

3! +
x5

5! −...). Оскiльки нескiнченний процес взагалi кажучи, не може бути завершений за скiнчене
число крокiв, то при використаннi такого процесу пiд час розв’язування задачi його обривають на
певному кроцi. Таке обривання i породжує так звану залишкову похибку.

4. Початковi похибки. Цi похибки виникають через наявнiсть у математичних формулах чи-
слових параметрiв, значення яких можуть бути визначенi лише наближено. Такими величинами,
наприклад, є всi фiзичнi сталi.

5. Похибки заокруглення. При позицiйному зображеннi чисел на кiлькiсть розрядiв, що ви-
користовуються, iснує обмеження. Це обмеження вимагає заокруглювати числа (початковi данi та
результати виконання арифметичних операцiй) при розв’язуваннi задачi. Внаслiдок таких заокру-
глень i виникають похибки, якi називаються похибками заокруглення.

Нагадаємо правило заокруглення дiйсних чисел, записаних у виглядi десяткового дробу. Нехай

a = cm . . . ck . . . c0, c−1 . . . c−nc−n−1 . . .

— позицiйне зображення числа десятковим дробом. Тут m, k, n ∈ N
⋃
{0}, k ≤ m, ci ∈

{0, 1, . . . , 9}, при i ∈ {. . . ,−n − 1,−n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k, . . . ,m}, cm ̸= 0, якщо m > 0. Припу-
стимо, що нам потрiбно заокруглити десятковий дрiб a до розряду, в якому стоїть цифра c−n. Тодi
заокругленням a буде

x = cm . . . ck . . . c0, c−1 . . . c−n, якщо c−n−1 < 5,

i
x = cm . . . ck . . . c0, c−1 . . . c−n + 0, 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1

1, якщо c−n−1 ⩾ 5,

тобто при заокругленнi просто вiдкидаємо всi цифри, якi стоять правiше вiд цифри c−n, якщо
c−n−1 < 5, i вiдкидаємо всi цифри, якi стоять правiше вiд цифри c−n, та одночасно збiльшуємо
цифру c−n на 1, причому, якщо c−n = 9, то замiсть c−n пишемо 0, а цифру, яка стоїть лiворуч вiд
c−n, збiльшуємо на 1.

Вiдмiтимо, що при заокругленнi числа a до числа x за граничну абсолютну похиб-
ку можна взяти число ∆x = 0, 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

5 , а за граничну вiдносну похибку — число

δx = 0, 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

5/x.

Приклад 1.1.2. Заокруглити десятковий дрiб a = 2, 475 до десятих i знайти абсолютну та вiдносну
похибки та вказати граничнi абсолютну та вiдносну похибки.

Розв’язування. За правилом заокруглення десяткових дробiв маємо x = 2, 5. Тодi

∆x = |x− a| = |2, 5− 2, 475| = 0, 025; δx =
0, 025

2, 5
= 0, 01.

Очевидно, що можна взяти ∆x = 0, 03 i δx = 0, 01.

Тепер припустимо, що нам потрiбно заокруглити даний десятковий дрiб до розряду, в якому стоїть
цифра ck. Тодi

x = cm . . . ck 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

, 0, якщо ck−1 < 5,

i
x = cm . . . ck0 . . . 0, 0 + 0, 10 . . . 0, 0, якщо ck ≥ 5,
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тобто всi цифри, якi стоять правiше вiд ck, замiнюємо нулями, причому цифр в розрядах, що є
правiше розряду десятих, не пишемо, i одночасно, якщо ck−1 ⩾ 5, то цифру ck збiльшуємо на 1,
коли ck ⩽ 8, а коли ck = 9, то замiсть ck пишемо 0, а цифру ck+1 збiльшуємо на 1.

Приклад 1.1.3. Заокруглити число a = 297, 21 до десяткiв i знайти ∆x та δx та вказати ∆x i δx.

Розв’язування. Згiдно з правилами заокруглення маємо x = 300, 0. Тодi

∆x = |300, 0− 297, 21| = 2, 79; δx =
2, 79

297, 21
= 0, 0093873019... .

Можна взяти ∆x = 3 i δx = 0, 01.

Похибка розв’язування задачi, що виникає через неточнiсть початкової iнформацiї, називається
неусувною похибкою. Вона включає похибку задачi i початкову похибку.

Основнi завдання теорiї похибок такi:
1. Оцiнка точностi результату розв’язування задачi залежно вiд рiзних видiв похибок. Ця задача
називається прямою задачею теорiї похибок.
2. Визначення, з якою точнiстю треба взяти початковi данi, щоб неусувна похибка результату
розв’язування задачi була менша за задану величину. Ця задача називається оберненою задачею
теорiї похибок.

1.2 . Пряма задача теорiї похибок. Похибки арифметичних опе-
рацiй

Нехай D — опукла область в просторi Rn, u = f(z1, ..., zn), (z1, ..., zn) ∈ D, — задана функцiя.

Припустимо, що a1, ..., an — точнi числа такi, що (a1, ..., an) ∈ D, x1, ..., xn — вiдповiдно їх наближе-
ння такi, що (x1, . . . , xn) ∈ D, а ∆x1 , ...,∆xn — граничнi абсолютнi похибки наближень. Зауважимо,
що

|xi − ai| ⩽ ∆xi ⇔ −∆xi ⩽ xi − ai ⩽ ∆xi ⇔ xi −∆xi ⩽ ai ⩽ xi +∆xi , i = 1, n.

Отже, впорядкований набiр точних чисел (a1, ..., an) належить множинi

Π =
{
(z1, ..., zn) ∈ Rn

∣∣ xi −∆xi
⩽ zi ⩽ xi +∆xi

, i = 1, n
}
,

яку називають областю невизначеностi точних чисел. Припустимо, що f ∈ C1(Π).

Нехай b := f(a1, ..., an) — точне значення функцiї f , а y := f(x1, ..., xn) — його наближення.
Знайдемо формули для знаходження граничних абсолютної та вiдносної похибок наближення числа
b числом y. При цьому вважатимемо, що нам вiдомi тiльки (!!!) наближення точних чисел i їх
граничнi абсолютнi похибки.

На пiдставi теореми Лагранжа про скiнчений прирiст отримаємо

∆y := |y − b| = |f (x1, . . . , xn)− f (a1,, . . . , an)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∂f(z∗1 , . . . , z
∗
n)

∂zi
(xi − ai)

∣∣∣∣∣ ⩽
⩽

n∑
i=1

∣∣∣∣∂f (z∗1 , · · · , z∗n)∂zi

∣∣∣∣∆xi, (1.2.1)

де ∆xi := |xi − ai|, i = 1, n, а (z∗1 , · · · , z∗n) — деяка точка з множини Π, що лежить на вiдрiзку,
який з’єднує точки (x1, . . . , xn) й (a1,, . . . , an).

Оскiльки значення ∆xi , i = 1, n, є досить малими, а функцiї ∂f(z1, . . . , zn)/∂zi,
(z1, ..., zn) ∈ Π, i = 1, n, є неперервними, то можна вважати, що значення ∂f(z∗1 , . . . , z

∗
n)/∂zi ду-

же мало вiдрiзняється вiд значення ∂f (x1, . . . , xn) /∂zi для кожного i ∈ {1, .., n}. Тому з (1.2.1)



10 РОЗДIЛ 1. ТЕОРIЯ ПОХИБОК НАБЛИЖЕНЬ

отримуємо формулу для обчислення граничної абсолютної похибки наближення зна-
чення функцiї :

∆y =

n∑
i=1

∣∣∣∣∂f (x1, ..., xn)∂zi

∣∣∣∣∆xi . (1.2.2)

Тепер знайдемо формулу для обчислення граничної вiдносної похибки наближеного значення фун-
кцiї. Для цього подiлимо рiвнiсть (1.2.2) на |y| = |f (x1, . . . , xn)| i врахуємо, що ∆xi = |xi|δxi . У
результатi отримаємо

δy :=
∆y

|y|
=

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

f(x1, ...., xn)

∂f(x1, . . . , xn)

∂zi

∣∣∣∣∆xi
=

=

n∑
i=

∣∣∣∣∂ ln |f(x1, . . . , xn)|∂zi

∣∣∣∣∆xi
=

n∑
i=

∣∣∣∣∂ ln |f(x1, . . . , xn)|∂zi
· xi
∣∣∣∣ δxi

.

Звiдси маємо формулу для знаходження граничної вiдносної похибки наближення зна-
чення функцiї :

δy =

n∑
i=

∣∣∣∣∂ ln |f(x1, . . . , xn)|∂zi

∣∣∣∣∆xi
≡

n∑
i=1

∣∣∣∣∂ ln |f(x1, .., xn)|∂zi
xi

∣∣∣∣ δxi
. (1.2.3)

Iз формул (1.2.2) i (1.2.3) отримаємо похибки арифметичних операцiй над дiйсними числами.

1◦. Похибки операцiї додавання чисел

Нехай ai > 0, i = 1, n, — точнi дiйснi числа, а xi > 0, i = 1, n, — їх наближення, де n ∈ N — довiльне.
Позначимо

b := a1 + . . .+ an, y := x1 + . . .+ xn,

тобто b — точне значення суми додатних чисел a1, . . . , an, а y — її наближене значення. Запишемо
формули для знаходження граничних абсолютної та вiдносної похибок наближення числа b числом
y через похибки наближень чисел a1, . . . , an вiдповiдно числами x1, . . . , xn.

Розглянемо функцiю
f(z1, . . . , zn) = z1 + . . .+ zn, (z1, . . . , zn) ∈ Rn.

Легко знайти

∂f(z1, . . . , zn)

∂zi
= 1, i = 1, n,

∂ ln |f(z1, . . . , zn)|
∂zi

=
∂ ln |z1 + . . .+ zn)|

∂zi
=

1

z1 + . . .+ zn
, i = 1, n,

для всiх (z1, . . . , zn) ∈ Rn.

Звiдси та формул (1.2.2) i (1.2.3) маємо формулу для обчислення граничної абсолютної
похибки операцiї додавання чисел :

∆y =

n∑
i=1

∆xi
, (1.2.4)

δy =

n∑
i=1

xi
x1 + . . .+ xn

δxi
⩽ max

1⩽i⩽n
δxi
.

Тому можна використовувати таку формулу для обчислення граничної вiдносної похибки
операцiї додавання чисел :

δy = max
1⩽i⩽n

δxi . (1.2.5)
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Зауваження 1.2.1. Легко переконатися, що формули (1.2.4) i (1.2.5) для знаходження похибок
наближення суми чисел можна знайти безпосередньо, не використовуючи формул (1.2.2) i (1.2.3).
Справдi, маємо

∆y = |y − b| = |(x1 + . . .+ xn)− (a1 + . . .+ an)| =

= |(x1 − a1) + . . .+ (xn − an)| ⩽ |x1 − a1|+ . . .+ |xn − an| = ∆x1 + . . .+∆xn.

Звiдси отримуємо формулу (1.2.4). З цiєї формули врахувавши, що ∆xi = xiδi, i = 1, n, здобуваємо

δy =
∆y

|y|
=

1

x1 + . . .+ xn

n∑
i=1

∆xi =

n∑
i=1

xi
x1 + . . .+ xn

δxi ≤ max
i⩽1⩽n

δxi .

Звiдси отримуємо формулу (1.2.5).

2◦. Похибки операцiї вiднiмання чисел

Нехай a1 > 0, a2 > 0 — точнi числа, а x1 > 0, x2 > 0 — їх наближення. Позначимо

b := a1 − a2, y := x1 − x2,

тобто b — точне значення рiзницi чисел a1 i a2, а y — її наближення.

Знайдемо формули для знаходження ∆y i δy. Для цього розглянемо функцiю

f(z1, z2) := z1 − z2, (z1, z2) ∈ R2.

Легко знайти

∂f(z1, z2)

∂z1
=
∂(z1 − z2)

∂z1
= 1,

∂f(z1, z2)

∂z2
=
∂(z1 − z2)

∂z2
= −1, (z1, z2) ∈ R2,

∂ ln |f(z1, z2)|
∂z1

=
∂ ln |z1 − z2|

∂z1
=

1

z1 − z2
,

∂ ln |f(z1, z2)|
∂z2

=
∂ ln |z1 − z2|

∂z2
= − 1

z1 − z2
,

(z1, z2) ∈ R2, z1 ̸= z2.

Отже, на пiдставi формул (1.2.2) i (1.2.3) маємо формули для обчислення граничних абсолю-
тної та вiдносної похибок операцiї вiднiмання чисел :

∆y = ∆x1
+∆x2

, (1.2.6)

δy =
x1δx1

+ x2δx2

|x1 − x2|
. (1.2.7)

Звiдси можна зробити висновок, що при вiднiманнi близьких за значенням чисел вiдносна похибка
результату може бути дуже великою. Тому при застосуваннi чисельних методiв бажано уникати
вiднiмання близьких за значенням чисел. Наприклад, при знаходженнi похибки вiднiмання чисел√
1001−

√
1000 можна попередньо помножити й подiлити даний вираз на

√
1001 +

√
1000:

√
1001−

√
1000 =

1001− 1000√
1001 +

√
1000

=
1√

1001 +
√
1000

.

Як далi покажемо, вiдносна похибка числа 1√
1001+

√
1000

суттєво менша нiж числа
√
1001−

√
1000.

Зауваження 1.2.2. Вiдмiтимо, що (1.2.6) i (1.2.7) можна отримати безпосередньо не використову-
ючи формул (1.2.2) i (1.2.3).

3◦. Похибки операцiї множення чисел

Спочатку зауважимо, що коли a — точне число, то x — його наближення, то −x є наближенням
−a i

∆(−x) = ∆x, δ(−x) = δx.
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Справдi, маємо
∆(−x) = |(−x)− (−a)| = | − x+ a| = |x− a| = ∆x,

δ(−x) = ∆(−x)
| − x|

=
∆x

|x|
= δx.

Звiдси випливає, що при розглядi похибок результатiв множення чи дiлення дiйсних чисел можна
вважати, що цi числа є додатними. Отже, нехай ai > 0, i = 1, n, — точнi числа, а xi > 0, i = 1, n, —
вiдповiднi їх наближення. Позначимо

b = a1 · . . . · an, y = x1 · . . . · xn,

тобто b — точне значення добутку чисел a1, . . . , an, а y — його наближення.

Розглянемо функцiю
f(z1, . . . , zn) = z1 · . . . · zn, (z1, . . . , zn) ∈ Rn.

Легко знайти

∂f(z1, . . . , zn)

∂zi
= z1 · . . . · zi−1 · zi+1 · . . . · zn ≡

n∏
j=1,j ̸=i

zj ,

∂ ln |f(z1, . . . , zn)|
∂zi

=
∂ ln |z1 · . . . · zn|

∂zi
=

∂

∂zi
(ln |z1|+ . . .+ ln |zi|+ . . .+ ln |zn|) =

1

zi
,

i = 1, n, (z1, . . . , zn) ∈ Rn.

За формулою (1.2.2) маємо формули для обчислення граничних абсолютної та вiдносної
похибок операцiї множення чисел :

∆y =

n∑
i=1

 n∏
j=1,j ̸=i

xj

∆xi ≡
n∑

i=1

x1 · . . . · xi−1 ·∆xi · xi+1 · . . . · xn, (1.2.8)

δy =

n∑
i=1

δxi . (1.2.9)

4◦. Похибки операцiї дiлення чисел

Нехай a1 > 0, a2 > 0 — точнi числа, а x1 > 0, x2 > 0 — їх наближення. Позначимо

b :=
a1
a2
, y :=

x1
x2

—

вiдповiдно, точне значення частки чисел a1, a2 i його наближення. Знайдемо ∆y i δy. Для цього
введемо в розгляд функцiю

f(z1, z2) =
z1
z2
, (z1, z2) ∈ R2, z2 ̸= 0.

Легко знайти
∂f(z1, z2)

∂z1
=

∂

∂z1

(
z1
z2

)
=

1

z2
,

∂f(z1, z2)

∂z2
=

∂

∂z2

(
z1
z2

)
= − z1

z22
,

∂ ln |f(z1, z2)|
∂z1

=
∂

∂z1
(ln |z1| − ln |z2|) =

1

z1
,

∂ ln |f(z1, z2)|
∂z2

=
∂

∂z2
(ln |z1| − ln |z2|) = − 1

z2
.
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За формулами (1.2.2) i (1.2.3) знаходимо формули для обчислення граничних абсолютної
та вiдносної похибок операцiї дiлення чисел :

∆y =
x2∆x1 + x1∆x2

x22
, (1.2.10)

δy = δx1
+ δx2

. (1.2.11)

Зауваження 1.2.3. Формули (1.2.8) – (1.2.11) можна отримати безпосередньо, але легше це робити,
використовуючи формули (1.2.2) i (1.2.3).

1.3 . Обернена задача теорiї похибок
Нехай n ∈ N, D — область в Rn, f(z1, . . . , zn), (z1, . . . , zn) ∈ D, — деяка неперервна функцiя.
Припустимо, що a1, . . . , an — точнi числа такi, що (a1, . . . , an) ∈ D. Нехай b := f(a1, . . . , an) — точне
значення функцiї f в точцi (a1, . . . , an). Обернена задача теорiї похибок полягає у знаходженнi гра-
ничних абсолютних та вiдносних похибок наближень (x1, . . . , xn) ∈ D таких, що гранична похибка
наближення значення функцiї y = f(x1, . . . , xn) є ∆y.

Нехай Π := {(z1, . . . , zn) | ci ≤ zi ≤ di} — область невизначеностi точного значення (a1, . . . , an),
тобто множина, якiй належить a i звiдки беремо наближення (x1, . . . , xn). Тут −∞ < ci < di <
+∞, i = 1, n. Припустимо, що ∆x1 = . . . = ∆xn =: ∆x i покладемо

M := max
(z1,...,zn)∈

∏
n∑

i=1

∣∣∣∣∂f(z1, . . . , zn)∂zi

∣∣∣∣ .
Тодi згiдно з формулою (1.2.2) можна вважати, що

∆y =M∆x. (1.3.1)

Припускаючи, що нам задана гранична абсолютна похибка ∆y наближення значення y заданої фун-
кцiї, з формули (1.3.1) отримаємо формулу знаходження граничних абсолютних похибок
наближень аргументiв функцiї, коли задана гранична абсолютна похибка значення
цiєї функцiї :

∆x =M−1∆y. (1.3.2)

Аналогiчно шукаємо граничнi вiдноснi похибки аргументiв функцiї, коли задана гранична вiдносна
похибка значення цiєї функцiї. Нехай

δx1 = . . . = δxn =: δx, N := max
(z1,...,zn)∈

∏
n∑

i=1

∣∣∣∣∂ ln |f(z1, . . . , zn)|∂zi
zi

∣∣∣∣ .
Тодi на пiдставi формули (1.2.3) можна вважати, що

δy = Nδx

звiдси отримаємо формулу для знаходження граничних вiдносних похибок аргументiв
функцiї, коли задана гранична вiдносна похибка наближення значення цiєї функцiї :

δx = N−1δy. (1.3.3)

Приклад 1.3.1. Написати формули знаходження граничних похибок наближень чисел, коли заданi
похибки їх суми.

Розв’язування. Нехай f(z1, . . . , zn) = z1 + . . .+ zn.

Маємо
∂f(z1, . . . , zn)

∂zi
= 1, i = 1, n,
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∂ ln |f(z1, . . . , zn)|
∂zi

=
∂ ln |z1 + . . .+ zn|

∂zi
=

1

z1 + . . .+ zn
, i = 1, n.

Далi припускаємо, що zi > 0, i = 1, n. Отож, маємо M = n, N = 1. Звiдси отримаємо

∆x = n−1∆y, δx = δy.

2

Вправи для самостiйної роботи
1. Заокруглити числа i знайти абсолютну та вiдносну похибки заокруглення та вказати граничнi
абсолютну та вiдноснi похибки:

a) 2,71 (до десятих); б) 3758 (до тисяч); в) 5,756 (до сотих).

2. Розв’язати пряму задачу теорiї похибок стосовно заданих функцй, наближень значень аргументiв
та їх граничних абсолютних похибок:

a) f(z) := z3, x = 3; ∆x = 0, 3;

б) f(z1, z2) := 2z31 + z22 ; x1 = 3; x2 = 1; ∆x1 = 0, 3; ∆x2 = 0, 4;

в) f(z1, z2, z3) := 3z1 + ln z2 + 1/z3; x1 = 3; x2 = 1; x3 = 2; ∆x1 = 0, 3; ∆x2 = 0, 1; ∆x3 = 0, 2.

3. Розв’язати обернену задачу теорiї похибок стосовно заданих функцй i областей невизначеностей
точних чисел:

а) f(z) := 2 ln z, Π := [1, 4];

б) f(z1, z2) := sin z1 + 3z2, Π := [0;π]× [0; 3];

в) f(z1, z2, z3) := 2z21 + 3z2z3, Π := {(z1, z2, z3)
∣∣ 1 ⩽ z1 ⩽ 2, 2 ⩽ z2 ⩽ 4, 1 ⩽ z3 ⩽ 5}.



Роздiл 2

Чисельне розв’язування систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (коротко, СЛАР) називають систему рiвнянь
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

...................................................

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn,

(2.0.1)

або, коротше,
n∑

j=1

aijxj = bj , i = 1, n,

де n ⩾ 2 – задане натуральне число, aij , bi, i, j = 1, n, – заданi числа, якi називають, вiдповiдно,
коефiцiєнтами та вiльними членами СЛАР, xi, i = 1, n, – шуканi числовi величини.

Якщо ввести позначення

A :=


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 , b :=


b1
b2
. . .
bn

 , x :=


x1
x2
. . .
xn

 ≡ (x1, x2 . . . , xn)
⊤,

то систему (2.0.1) можна коротко записати у виглядi

Ax = b. (2.0.2)

Далi в цьому роздiлi розглядаємо випадок, коли матриця A є невиродженою, тобто detA ̸= 0 (ви-
значник матрицi A вiдмiнний вiд нуля). Тодi, як вiдомо, система (2.0.2) має i тiльки один розв’язок
i її називають коректною. Наша мета в цьому роздiлi — описати методи знаходження розв’язкiв
коректних СЛАР.

2.1 . Прямi методи розв’язування коректних СЛАР

З лiнiйної алгебри вiдомо, що для розв’язування коректної системи (2.0.1) використовують методи
Крамера, оберненої матрицi та Гаусса. Методи Крамера та оберненої матрицi для досить великих
значень n використовувати нерацiонально, бо це приводить до дуже громiздких обчислень та на-
громадження похибок, а тому, як правило, використовують метод Гаусса та рiзнi його модифiкацiї.

15
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2.1.1 . Метод Гаусса

Iдея методу Гаусса полягає в тому, щоб систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь за допомогою еквiва-
лентних перетворень звести до системи з трикутною матрицею, оскiльки розв’язання такої системи
не вимагає жодних зусиль. Процес зведення системи до трикутного вигляду називається прямим
ходом. А вiдшукання розв’язку зведеної системи — зворотним ходом. Прямий хiд складається iз
(n− 1)-го кроку, на кожному з яких iз частини рiвнянь системи вилучається одне з невiдомих.

Припустимо, що в системi (2.0.1) коефiцiєнт a11 ̸= 0 (якщо a11 = 0, то перше рiвняння i рiвняння,
в якому коефiцiєнт при x1 не дорiвнює нулевi, переставляємо мiсцями). Тодi на першому кроцi
вилучаємо x1 iз усiх рiвнянь, крiм першого. Щоб вилучити x1 з i-го, i ∈ {2, 3, . . . , n}, рiвняння
системи (2.0.1), треба перше рiвняння помножити на число

m
(1)
i =

ai1
a11

i вiдняти вiд i-го рiвняння. Отримуємо систему

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn = b1,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . .+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(1)
32 x2 + a

(1)
33 x3 + . . .+ a

(1)
3n xn = b

(1)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . .

a
(1)
n2 x2 + a

(1)
n3 x3 + . . .+ a

(1)
nnxn = b

(1)
n ,

(2.1.1)

де
a
(1)
ij := aij −m

(1)
i a1j , b

(1)
i := bi −m

(1)
i b1, i, j ∈ {2, . . . , n}.

На другому кроцi, якщо a(1)22 ̸= 0 (у випадку a(1)22 = 0 переставляємо рiвняння), вилучаємо x2 з усiх
рiвнянь, крiм першого i другого. Щоб вилучити x2 з i-го, i ∈ {3, 4, . . . , n}, рiвняння системи (2.1.1),
треба друге рiвняння помножити на число

m
(2)
i =

a
(1)
i2

a
(1)
22

i вiдняти вiд i-го рiвняння. Одержимо систему

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn = b1,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . .+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x3 + . . .+ a

(2)
3n xn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . .

a
(2)
n3 x3 + . . .+ a

(2)
nnxn = b

(2)
n ,

(2.1.2)

де
a
(2)
ij := a

(1)
ij −m

(2)
i a

(1)
2j , b

(2)
i := b

(1)
i −m

(2)
i b

(1)
2 , i, j = 3, . . . , n.

I т.д. Пiсля виконання k−го кроку маємо a(k)i,j = 0 при i ⩾ k, j < k.

Якщо k < n − 1, то на наступному (k + 1)−му кроцi елементи матрицi та вектора правої частини
перераховують за формулами

a
(k+1)
i,j = a

(k)
i,j −m

(k+1)
i a

(k)
k,j , i, j = k + 1, . . . , n, (2.1.3)

b
(k+1)
i = b

(k)
i −m

(k+1)
i b

(k)
k , i = k + 1, . . . , n, (2.1.4)

де

m
(k+1)
i =

a
(k)
i,k

a
(k)
k,k

, i = k + 1, . . . , n.
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Через n− 1 крокiв отримаємо систему

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn = b1,

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + . . .+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x3 + . . .+ a

(2)
3n xn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . .

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

(2.1.5)

матриця якої є трикутною.

Звiвши систему (2.0.1) до трикутного вигляду, виконаємо зворотний хiд. З останнього рiвняння
системи (2.1.5) визначимо xn; пiдставивши xn у передостаннє рiвняння, визначимо xn−1 i т.д.;
пiдставивши знайденi значення xn, xn−1, . . . , x2 у перше рiвняння, визначимо x1.

На практицi зручно записувати реалiзацiю прямого ходу як вiдповiднi елементарнi перетворення
розширеної матрицi заданої системи, тобто матрицi

A|b =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
. . .
bn

 . (2.1.6)

Зазначимо, що якщо у процесi виконання прямого ходу на якомусь кроцi в новiй системi з’явилось
рiвняння, в якому всi коефiцiєнти лiвої частини дорiвнюють нулевi, а права частина не дорiвнює
нулевi, то, очевидно, система не має розв’язкiв, тобто є несумiсною. Якщо ж i права частина дорiв-
нює нулевi, то таке рiвняння можна вилучити iз системи, не порушуючи еквiвалентностi систем.
Якщо на k-му кроцi (k ∈ {1, . . . , n−1}) при вилученнi xk вилучається хоча б одна з невiдомих xk+s

(s ∈ {1, . . . , n− k}) з останнiх n− k рiвнянь, то це свiдчить про те, що система рiвнянь має безлiч
розв’язкiв. Однак у випадку коректної системи рiвнянь прямий хiд завжди приводить до системи,
матриця котрої має трикутний вигляд.

Зауваження 2.1.1. Зворотний хiд в системi Гаусса можна робити аналогiчно як прямий хiд.
Пояснимо це на розширенiй матрицi A|b даної СЛАР.

Отож, припустимо, що ми зробили прямий хiд методу Гаусса:

A|b =


a11 a12 . . . a1n−2 a1n−2 a1n
a21 a22 . . . a2n−2 a2n−2 a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−21 an−22 . . . an−2n−2 an−2n−1 an−2n

an−11 an−12 . . . an−1n−2 an−1n−1 an−1n

an1 an2 . . . ann−2 ann−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1
b2
. . .
bn−2

bn−1

bn

 ∼

∼



a
(0)
11 a

(0)
12 . . . a

(0)
1n−2 a

(0)
1n−2 a

(0)
1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n−2 a

(1)
2n−1 a

(1)
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a
(n−3)
n−2n−2 a

(n−3)
n−2n−1 a

(n−3)
n−2n

0 0 . . . 0 a
(n−2)
n−1n−1 a

(n−2)
n−1n

0 0 . . . 0 0 a
(n−1)
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(0)
1

b
(1)
2

. . .

b
(n−3)
n−2

b
(n−2)
n−1

b
(n−1)
n


,

де a(0)1j := a1j , j = 1, n, b
(0)
1 := b1.

Тепер n-ий рядок отриманої матрицi дiлимо на a(n−1)
nn i фiксуємо. У результатi n-ий рядок матиме

вигляд (0 0 0 . . . 0 0 1 | b
(n)
n ). Далi робимо такi елементарнi перетворення отриманої

матрицi. Для кожного i ∈ {1, . . . , n− 1} множимо n-ий рядок, тобто

(0 0 0 . . . 0 0 1 | b(n)n ),
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на число a(k−1)
kn (це елемент, що стоїть на перетинi k-го рядка i n-го стопчика) i вiднiмаємо вiд k-го

рядка. У результатi отримаємо матрицю

a
(0)
11 a

(0)
12 . . . a

(0)
1n−2 a

(0)
1n−1 0

0 a122 . . . a12n−2 a12n−1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a
(n−3)
n−2n−2 a

(n−3)
n−2n−1 0

0 0 . . . 0 a
(n−2)
n−1n−1 0

0 0 . . . 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(1)
1

b
(2)
2

. . .

b
(n−2)
n−2

b
(n−1)
n−1

b
(n)
n


·

Далi проводимо елементарнi перетворення отриманої матрицi цiлком аналогiчнi до проведених
вище, але працюємо тiльки з елементами, якi стоять на перетинi перших n−1 рядкiв i перших n−1
стовпчикiв основної матрицi, а також з n − 1 елементами стовпчика вiльних членiв. У результатi
отримаємо матрицю 

a
(0)
11 a

(0)
12 . . . a

(0)
n−2 0 0

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n−2 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a
(n−3)
n−2n−2 0 0

0 0 . . . 0 1 0
0 0 . . . 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(2)
1

b
(3)
2

. . .

b
(n−1)
n−2

b
(n)
n−1

b
(n)
n


·

Продовжуючи дiяти аналогiчно до того, як ми робили, приходимо до матрицi


1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 1 0
0 0 . . . 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b
(n)
1

b
(n)
2

. . .

b
(n)
n−2

b
(n)
n−1

b
(n)
n


,

тобто отримали СЛАР 

x1 = b
(n)
1

x2 = b
(n)
2

. . .

xn−2 = b
(n)
n−2

xn−1 = b
(n)
n−1

xn = b
(n)
n

,

розв’язком якої, очевидно, є вектор (b
(n)
1 , . . . , b

(n)
n )⊤.

Зауваження 2.1.2. Вiдмiтимо, що звiвши нашу систему до системи (2.1.5), визначник матрицi A
обчислюємо за формулою

det := a11 · a(1)22 · . . . · a(n−1)
nn . (2.1.7)

Зауваження 2.1.3. За допомогою методу Гаусса можна знаходити обернену матрицю. Нага-

даємо її означення. Нехай A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 ∈ Rn×n — деяка матриця. Матрицю

X =


x11 x12 . . . x1n
x21 x22 . . . x2n
. . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnn

 ∈ Rn×n таку, що

XA = AX = I,
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де I =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 — одинична матриця, тобто матриця, елементами якої є

δij =

{
1, i = j,
0, i ̸= j,

— символ Кронекерра, називають оберненою матрицею до матрицi A i позначають через A−1.
Обернена до A матриця A−1 iснує, якщо detA ̸= 0, тобто A є невиродженою матрицею. Обернену
матрицю A−1 можна обчислити за вiдомою формулою

A−1 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 , (2.1.8)

де
Aij = (−1)i+jMij , i, j = 1, n,

а для кожних i, j ∈ {1, . . . , n} пiд Mij розумiють визначник матрицi, отриманої з матрицi A викре-
слюванням i-го рядка та j-го стовпчика. Але з обчислювальної точки зору при великих значеннях
n формула (2.1.8) неефективна за рахунок великого накопичення похибок обчислень. Тому, як пра-
вило, використовують iншi способи знаходження A−1. Один з них полягає у використаннi для цих
цiлей методу Гаусса. Суть цього пiдходу така.

Позначимо

xj :=


x1j
x2j
. . .
xnj

 , j = 1, n, X =


x11 x12 . . . x1n
x21 x22 . . . x2n
. . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnn

 =: (x1, x2, . . . , xn),

ej :=


0
0
. . .
1
. . .
0

 , j = 1, n, I =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 =: (e1, e2, . . . , en),

тобто ej — n- вимiрний вектор, j-ий елемент якого дорiвнює 1, а решта - 0, j = 1, n, а отже I —
одинична матриця. Тодi згiдно з означенням оберненої матрицi маємо

AX = I ⇐⇒ A(x1, x2, . . . , xn) = (e1, e2, . . . , en),

тобто
Axj = ej , j = 1, n. (2.1.9)

Отже, для знаходження оберненої до A матрицi X треба розв’язати сукупнiсть n СЛАР вигляду
(2.1.9). Цю сукупнiсть можна розв’язувати одночасно, використовуючи метод Гаусса, якщо запи-
сати "розширену"матрицю: 

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 ·

Далi робимо елементарнi перетворення цiєї матрицi згiдно з правилами прямого ходу методу Гаусса.
Наприклад, якщо a11 ̸= 0, то множимо 1-ий рядок "розширеної"матрицi на ai1

a11
, де i набуває значень

з множини {2, . . . , n}, i вiднiмаємо вiд i-го рядка. Зробивши прямий хiд методу Гаусса, отримаємо
a011 a012 . . . a01n
0 a122 . . . a12n
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a
(n−1)
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
b21 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . 1

 ·
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Тодi робимо зворотнiй хiд методу Гаусса. У результатi отримаємо:
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x11 x12 . . . x1n
x21 x22 . . . x2n
. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnn

 ,

звiдси маємо обернену матрицю X.

Приклад 2.1.1. Методом Гаусса розв’язати СЛАР 2x1 + 2x2 + 3x3 = 1,
x1 + 3x2 + 2x3 = −8,
2x1 + x2 + 2x3 = 3.

▶ Запишемо розширену матрицю даної системи:

A|b =

2 2 3
1 3 2
2 1 2

∣∣∣∣∣∣
1
−8
3

 . (2.1.10)

На першому кроцi знайдемо

m
(1)
2 =

a21
a11

=
1

2
, m

(1)
3 =

a31
a11

= 1,

a
(1)
22 = a22 −m

(1)
2 a12 = 2, a

(1)
23 = a23 −m

(1)
2 a13 =

1

2
,

a
(1)
32 = a32 −m

(1)
3 a12 = −1, a

(1)
33 = a33 −m

(1)
3 a13 = −1,

b
(1)
2 = b2 −m

(1)
2 b1 = −17

2
, b

(1)
3 = b3 −m

(1)
3 b1 = 2.

У результатi одержимо матрицю 
2 2 3

0 2
1

2

0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

−17

2

3

 .

На другому кроцi знайдемо

m
(2)
3 =

a
(1)
32

a
(1)
22

= −1

2
, a

(2)
33 = a

(1)
33 −m

(2)
3 a

(1)
23 = −3

4
, b

(2)
3 = b

(1)
3 −m

(2)
3 b

(1)
2 = −9

4
.

У результатi одержимо матрицю 

2 2 3

0 2
1

2

0 0
3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

−17

2

−9

4

 ,

а отже, еквiвалентна данiй з трикутною основною матрицею система має вигляд

2x1 + 2x2 + 3x3 = 1,

2x2 +
1

2
x3 = −17

2
,

−3

4
x3 = −9

4
.
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Використовуючи обернений хiд методу Гаусса, знайдемо розв’язок даної системи:

x3 = 3; x2 = −5; x1 = 1.

Обернений хiд методу Гаусса можна зробити i так:2 2 3
0 2 1

2
0 0 − 3

4

∣∣∣∣∣∣
1

− 17
2

− 9
4

 ∼

2 2 3
0 2 1

2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1

− 17
2
3

 ∼

∼

2 2 0
0 2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−8
−10
3

 ∼

2 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
8
−5
3

 ∼

∼

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
−5
3

 ,

звiдки  x1 − 1
x2 = −5
x3 = 3,

◀

Приклад 2.1.2. Методом Гаусса обчислiть визначник матрицi

A =

1 2 3
2 3 4
3 4 4

 .

▶ Оскiльки detA = a11a
(1)
12 a

(2)
33 , то проведемо обчислення за схемою

m
(1)
2 =

a21
a11

= 2, m
(1)
3 =

a31
a11

= 3, a
(1)
22 = a22 −m

(1)
2 a12 = −1,

a
(1)
23 = a23 −m

(1)
2 a13 = −2, a

(1)
32 = a32 −m

(1)
3 a12 = −2,

a
(1)
33 = a33 −m

(1)
3 a13 = −5, m

(2)
3 =

a
(1)
32

a
(1)
22

= 2,

a
(2)
33 = a

(1)
33 −m

(1)
3 a

(1)
23 = −1.

Отож, дана матриця A еквiвалентна матрицi

Ã =

1 2 3
0 −1 −2
0 0 −1

 ,

причому detA = det Ã = 1 · (−1) · (−1) = 1.

◀

Приклад 2.1.3. Використовуючи метод Гаусса обчислiть обернену матрицю A−1 до матрицi

A =

1 2 3
1 1 2
2 2 3

 .

▶ Використаємо спосiб
A|I ∼ I|A−1.
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Маємо

A|I =

1 2 3
1 1 2
2 2 3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼

1 2 3
0 −1 −1
0 −2 −3

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 1 0
−2 0 1

 ∼

∼

1 2 3
0 −1 −1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 1 0
0 −2 1

 ∼

1 2 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 −6 3
1 −3 1
0 2 −1

 ∼

∼

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−1 0 1
1 −3 1
0 2 −1

 = I|A−1.

Отож, маємо

A−1 =

−1 0 1
1 −3 1
0 2 −1

 .

Зробимо перевiрку:

AA−1 =

1 2 3
1 1 2
2 2 3

 ·

−1 0 1
1 −3 1
0 2 −1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ·

◀

2.1.2 . Метод прогонки

Найвiдомiший рiзновид методу Гаусса — метод прогонки, який застосовують до систем з тридi-
агональними матрицями. Такi системи часто зустрiчаються при розв’язаннi крайових задач для
звичайних диференцiальних рiвнянь i рiвнянь iз частинними похiдними другого порядку методом
сiток. Цi системи можуть бути записанi у виглядi:

c0x0 + b0x1 = g0,

aixi−1 + cixi + bixi+1 = gi, i = 1, N − 1,

anxN−1 + cNxN = gN ,

(2.1.11)

або
Hx = g,

де N – натуральне число, x = (x0, x1, . . . , xN )⊤ – вектор невiдомих, g = (g0, g1, . . . , gN )⊤ – вектор
вiльних членiв, а

H =



c0 b0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
a1 c1 b1 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 . . . ai ci bi . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . aN−1 cN−1 bN−1

0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . 0 aN cN


– тридiагональна квадратна матриця розмiрностi N + 1.

Унаслiдок прямого ходу в методi Гаусса iз системи (2.1.11) одержимо систему з дводiагональною
верхньотрикутною матрицею. Тому формули зворотнього ходу мають вигляд:

xN = βN , xi = αixi+1 + βi, i = N − 1, N − 2, ..., 0, (2.1.12)

де αi, i = 0, N − 1, βi, i = 0, N, — деякi числа.
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Для визначення значень αi, βi пiдставимо вираз xi−1 = αi−1xi+βi−1 у i-те, i ∈ {1, . . . , N}, рiвняння
системи (2.1.11). У результатi отримаємо систему

c0x0 + b0x1 = g0, (aiαi−1 + ci)xi + bixi+1 = gi − aiβi−1, i = 1, N − 1,

(aNαN−1 + cN )xN = gN − aNβN−1. (2.1.13)

Рiвняння (2.1.13) розв’яжемо вiдносно x0, x1, . . . , xN i в результатi одержимо

x0 = −b0
c0
x1 +

g0
c0
, xi = − bi

aiαi−1 + ci
xi+1 +

gi − aiβi−1

aiαi−1 + ci
, i = 1, N − 1,

xN =
gN − aNβN−1

aNαN−1 + cN
. (2.1.14)

Порiвнюючи рiвнiсть (2.1.12) i (2.1.14), отримаємо

α0 := −b0
c0
, β0 :=

g0
c0
,

αi = − bi
aiαi−1 + ci

, βi =
gi − aiβi−1

aiαi−1 + ci
, i = 1, N − 1,

βN :=
gN − aNβN−1

aNαN−1 + cN
.

(2.1.15)

Отже, алгоритм методу прогонки має вигляд:

1 крок. Обчислити прогоночнi коефiцiєнти за формулами (2.1.15);

2 крок. Знайти розв’язок системи (2.1.11) за формулами (2.1.12).

Зауваження 2.1.4. Формули прогонки можна застосувати, якщо знаменники у виразах (2.1.15) не
перетворюються в нуль.

Приклад 2.1.4. Методом прогонки розв’язати СЛАР:
x0 + 3x1 = 4

x0 + 2x1 − x2 = 2
x1 + 4x2 + x3 = 6

x2 + 4x3 = 5.

⇐⇒


1 3 0 0
1 2 −1 0
0 1 4 1
0 0 1 4



x0
x1
x2
x3

 =


4
2
6
5

 .

Розв’язування. Маємо
c0 = 1; b0 = 3; g0 = 4;

a1 = 1; c1 = 2; b1 = −1; g1 = 2;

a2 = 1; c2 = 4; b2 = 1; g2 = 6;

a3 = 1; c3 = 4; g3 = 5.

Тодi на пiдставi формул (2.1.15) знаходимо

α1 = −b0
c0

= −3

1
= −3; β1 =

g0
c0

=
4

1
= 4;

α2 = − b1
a1α1 + c1

= − −1

1 · (−3) + 2
= −1

1
= −1; β2 =

g1 − a1β1
a1α1 + c1

=
2− 1 · 4

1 · (−3) + 2
= −−2

−1
= 2;

α3 = − b2
a2α2 + c2

= − −1

1 · (−1) + 4
= −1

3
; β3 =

g2 − a2β2
a2α2 + c2

=
6− 1 · 2

3
=

4

3
;

β4 =
g3 − a3β3
a3α3 + c3

=
5− 4

3

1 · (− 1
3 ) + 4

=
11

3
:
11

3
= 1.
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Тодi на пiдставi формул (2.1.12) знаходимо

x3 = β4 = 1;

x2 = α3x3 + β3 = −1

3
· 1 + 4

3
= 1;

x1 = α2x2 + β2 = (−1) · 1 + 2 = 1;

x0 = α1x1 + β1 = −3 · 1 + 4 = 1.

Отже, (1; 1; 1; 1) — розв’язок даної системи.

Вправи для самостiйної роботи

I. Методом Гаусса розв’яжiть СЛАР Ax = b та знайдiть detA i A−1, якщо

A =

0 3 1
7 −13 −2
1 2 4

 , b =

1
2
4

 , x =

x1x2
x3

 .

II. Методом прогонки розв’яжiть СЛАР
2x0 + 5x1 = 7

x0 − 3x1 + 2x2 = 0
x1 + 6x2 − x3 = 6

x2 + 4x3 = 5.
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2.2 . Iтерацiйнi методи розв’язування коректних СЛАР

2.2.1 . Довiдкова iнформацiя
Пiд Rn, де n ⩾ 2, розумiтимемо лiнiйний простiр. складений з впорядкованих наборiв n−ок дiйсних

чисел x :=

x1. . .
xn

 ≡ (x1, . . . , xn)
⊤, надiлений лiнiйними операцiями:

1) x+ y := (x1 + y1, ..., xn + yn)
⊤,

2) λx := (λx1, ..., λxn)
⊤

для будь-яких x = (x1, ..., xn)
⊤, y = (y1, ..., yn)

⊤, λ ∈ R.

На просторi Rn вводять норму одним iз таких трьох способiв:

∥x∥1 := max
1⩽i⩽n

|xi|, ∥x∥2 :=

n∑
i=1

|xi|, ∥x∥3 := (

n∑
i=1

|xi|2)1/2.

Далi, якщо не матиме принципового значення, яка з норм на Rn розглядається, писатимемо ∥x∥
замiсть ∥x∥1, ∥x∥2 чи ∥x∥3.

Як вiдомо, коли маємо норму ∥ · ∥ на лiнiйному просторi, то вiдстань мiж його елементами x та
y виражається через ∥x − y∥. Тому кажуть, що послiдовнiсть {xk = (xk1 , ..., x

k
n)

⊤}∞k=1 елементiв
Rn збiгається до елемента x∗ = (x∗1, ..., x

∗
n)

⊤, якщо ∥xk − x∗∥ → 0 при k → ∞. Тодi елемент x∗

називають границею послiдовностi {xk}∞k=1, а саму послiдовнiсть – збiжною.

Позначимо через Rn×n лiнiйний простiр, складений з квадратичних матриць розмiру n з дiйсними
елементами, тобто елементами цього простору є квадратичнi таблицi дiйсних чисел, якi мають n
рядкiв та n стовпцiв:

A =

a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

 .

Добутком матрицi A ∈ Rn×n на вектор x ∈ Rn називають вектор Ax ∈ Rn, визначений за правилом:

Ax =

a11x1+ . . . +a1nxn
. . . . . . . . .

an1x1+ . . . +annxn

 ≡

∑n
j=1 a1jxj
. . .∑n

j=1 anjxj

 ≡

≡
(∑n

j=1 a1jxj , . . . ,
∑n

j=1 anjxj
)⊤
.

На лiнiйному просторi Rn×n задають норми ∥ · ∥l, l = 1, 2, 3, так, щоби виконувалися нерiвностi

∥Ax∥l ⩽ ∥A∥l∥x∥l, l = 1, 2, 3.

Розглянемо способи визначення ∥A∥l, l = 1, 2, 3. Маємо

∥Ax∥1 = max
1⩽i⩽n

|
n∑

j=1

aijxj | ⩽ max
1⩽i⩽n

n∑
j=1

|aij | |xj | ⩽

⩽
(

max
1⩽i⩽n

n∑
j=1

|aij |
)(

max
1⩽j⩽n

|xj |
)
= ∥A∥1∥x∥1,

а отже,

∥A∥1 := max
1⩽i⩽n

n∑
j=1

|aij |. (2.2.1)

Тепер розглянемо

∥Ax∥2 =

n∑
i=1

∣∣∣ n∑
j=1

aijxj

∣∣∣⩽ n∑
i=1

n∑
j=1

|aij ||xj | =

=

n∑
j=1

n∑
i=1

|aij ||xj | ⩽
(

max
1⩽j⩽n

n∑
i=1

|aij |
)( n∑

j=1

|xj |
)
= ∥A∥2∥x∥2,
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тобто

∥A∥2 := max
1⩽j⩽n

n∑
i=1

|aij |. (2.2.2)

Маємо, використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського:

∥Ax∥23 =

n∑
i=1

( n∑
j=1

aijxj

)2
⩽
( n∑

i,j=1

|aij |2
)( n∑

j=1

|xj |2
)
= ∥A∥23∥x∥23,

тобто

∥A∥3 :=
( n∑

i,j=1

|aij |2
)1/2

. (2.2.3)

Розглянемо матричнi ряди. Нехай {ak}∞k=0 ⊂ R, {Ak}∞k=0 ⊂ Rn×n — послiдовностi, вiдповiдно,
дiйсних чисел i матриць. Розглянемо матричний ряд

a0A0 + a1A1 + . . .+ akAk + . . . . (2.2.4)

Частинними сумами цього ряду є матрицi

Sk := a0A0 + a1A1 + . . .+ akAk, k ∈ N0 := N ∪ {0}. (2.2.5)

Ряд (2.2.4) називають збiжним, якщо iснує матриця S ∈ Rn×n така, що

∥S − Sk∥ → 0 при k → ∞,

де ∥ · ∥ — норма в Rn×n. Матрицю S називають сумою ряду (2.2.4).

Далi на просторi Rn×n будемо розглядати тiльки норми ∥ ·∥1 i ∥ ·∥2. Для них, зокрема, виконується
нерiвнiсть

∥AB∥l ≤ ∥A∥l∥B∥l, l = 1, 2. (2.2.6)

Нехай B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

 ∈ Rn×n. Розглянемо степеневий матричний ряд

I +B +B2 + . . .+Bk + . . . (2.2.7)

i встановимо умови його збiжностi. Для цього нам потрiбне рiвняння

det (B − λI) = 0 ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 − λ b12 . . . b1n
b21 b22 − λ . . . b2n
. . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔

⇔ λn + a1λ
n−1 + . . .+ an = 0 (2.2.8)

в полi комплексних чисел.

Нехай λ1, . . . , λm (1 ≤ m ≤ n) — всi коренi рiвняння (2.2.8). Як вiдомо, їх називають власними
значеннями матрицi B.

Теорема 2.2.1. Ряд (2.2.7) збiжний тодi i лише тодi, коли

|λj | < 1, j = 1, . . . ,m, (2.2.9)

i його сумою є матриця (I −B)−1, обернена до I −B.

Доведення. Доведення цiєї теореми можна знайти в [?].

Наслiдок 2.2.1. Якщо ∥B∥ < 1, то ряд (2.2.7) збiжний i його сумою є матриця (I − B)−1

(обернена до I −B ).
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Доведення. З умови даного твердження випливає виконання умови теореми 2.2.2, а звiдси i висно-
вок нашого твердження. Але легко можна довести дане твердження безпосередньо, що ми тут i
зробимо.

Неважко переконатися, що нормований лiнiйний простiр Rn×n є повним, оскiльки збiжнiсть послi-
довностi матриць в Rn×n є еквiвалентною збiжностi n2 числових послiдовностей. Тому, нам досить
показати, що послiдовнiсть частинних сум

Sk = I +B +B2 + . . .+Bk, k ∈ N0 (2.2.10)

є фундаментальною. Використовуючи (2.2.6), маємо для будь-яких k, l ∈ N

∥Sk+l − Sk∥ = ∥Bk+1 + . . .+Bk+l∥ ⩽ ∥B∥k+1 + . . .+ ∥B∥k+l =

= ∥B∥k+1
(
1 + . . .+ ∥B∥l−1

)
⩽ ∥B∥k+1

(
1 + . . .+ ∥B∥l−1 + . . .

)
=

=
∥B∥k+1

1− ∥B∥
.

(2.2.11)

Тут ми використали формулу суми нескiнченно спадної геометричної прогресiї

1 + q + . . .+ ql−1 + . . . =
1

1− q
, |q| < 1.

З (2.2.11) i того, що ∥B∥ < 1, а отже, ∥B∥k+1 → 0 при k → ∞, випливає, що для будь якого числа
ε > 0 знайдеться число k0 ∈ N таке, що

∥Sk+l − Sk∥ < ε ∀k ⩾ k0, ∀l ⩾ 1.

Це означає, що послiдовнiсть (2.2.10) є фундаментальною, а отже, збiжною.

Те, що сумою ряду (2.2.7) є матриця (I − B)−1 легко випливає з означення оберненої матрицi i
очевидної рiвностi

(I −B)(I +B +B2 + . . .+Bk + . . .) = I.

Доведення завершене.

2.2.2 . Загальна схема застосування методу простих iтерацiй
Розглянемо СЛАР

Ax = b, (2.2.12)

де n ≥ 2 — довiльне натуральне число,

x =


x1
x2
. . .
xn

 ∈ Rn, A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 ∈ Rn×n, b =


b1
b2
. . .
bn

 ∈ Rn,

причому detA ̸= 0.

Перетворимо систему (2.2.12) так. Нехай H ∈ Rn×n, detH ̸= 0. Помножимо систему (2.2.12) на H
злiва:

HAx = Hb. (2.2.13)

Зокрема, множенню на H системи рiвнянь (2.2.12) може вiдповiдати перестановцi мiсцями рiвнянь
цiєї системи. Тепер виберемо довiльно матрицi M,L ∈ Rn×n, detM ̸= 0, такi, що

HA =M + L. (2.2.14)

Тодi з (2.2.13) на пiдставi (2.2.14), поклавши d := Hb, отримаємо еквiвалентну системi (2.2.12)
систему

Mx = −Lx+ d. (2.2.15)
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Побудуємо послiдовнiсть векторiв з Rn — наближень розв’язку системи (2.2.12):

x0, x1, . . . , xk, . . . , (2.2.16)

за правилом
x0 — початкове наближення, (2.2.17)

Mxk+1 = −Lxk + d, k ∈ N0 := N ∪ 0. (2.2.18)

Вiдмiтимо, що початкове наближення x0 вибирають довiльно, але частiше всього беруть x0 := d,
де d — стовпчик вiльних членiв.

Твердження 2.2.1. Якщо послiдовнiсть (2.2.16) є збiжною до x∗ в Rn, то x∗ — розв’язок си-
стеми (2.2.12).

Доведення. Маємо ∥xk − x∗∥ → 0 при k → ∞, де ∥ · ∥ — яка-небудь iз норм ∥ · ∥l, l = 1, 2, 3.
Тодi ∥Lxk − Lx∗∥ = ∥L(xk − x∗)∥ ≤ ∥L∥∥xk − x∗∥ → 0 при k → ∞. Аналогiчно доводимо, що
∥Mxk+1 −Mx∗∥ → 0 при k → ∞. Врахувавши це, переходимо до границi в (2.2.17) при k → ∞. У
результатi отримаємо рiвнiсть

Mx∗ = −Lx∗ + d,

звiдки
(M + L)x∗ = d ⇔ H−1 ×

∣∣∣HAx∗ = Hb ⇔ Ax∗ = b,

що i треба було довести.

Iтерацiйний процес (2.2.17) називають методом простих iтерацiй в явнiй формi, якщо M = I, де
I — одинична матриця в просторi Rn×n, i методом простих iтерацiй в неявнiй формi в iншому
випадку.

2.2.3 . Застосування методу простих iтерацiй в явнiй формi. Метод Якобi
Розглянемо детальнiше випадок M = I, де

I =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 — одинична матриця.

Тодi поклавши B := −L, систему (2.2.15) запишемо у виглядi

x = Bx+ d. (2.2.19)

де B — квадратна матриця розмiру n, d := (d1, . . . , dn)
⊤ — стовпчик вiльних членiв.

Цю систему розв’язуємо методом послiдовних наближень, а саме, будуємо послiдовнiсть

x0, x1, . . . , xk, . . . (2.2.20)

наближень розв’язку системи (2.2.19) за правилом:

x0 ∈ Rn — початкове наближення , (2.2.21)

xk+1 = Bxk + d, k ∈ N0 := N ∪ {0}, (2.2.22)

де використано позначення xk = (xk1 , x
k
2 , . . . , x

k
n)

⊤, – k-та iтерацiя вектора x = (x1, . . . , xn)
⊤.

В скалярнiй формi цей процес можна записати у формi

x0i , i = 1, n, – початковi наближення, (2.2.23)

xk+1
i =

n∑
j=1

bij x
k
j + dj , i = 1, n, k ∈ N0, (2.2.24)
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де xki – k-та iтерацiя i-ої компоненти вектора x = (x1, . . . , xn)
⊤, i = 1, n.

Початковi наближення x0i , i = 1, n, задають довiльно, але переважно за початковi наближення
беруть елементи стовпчика вiльних членiв d.

Встановимо необхiдну i достатню умови збiжностi iтерацiйного процесу (2.2.21), (2.2.22).

Теорема 2.2.2. Iтерацiйний процес (2.2.21), (2.2.22) збiжний тодi i тiльки тодi, коли

|λj | < 1, j = 1,m, (2.2.25)

де λ1, . . . .λm — коренi рiвняння (2.2.8).

Доведення. Доведення цiєї теореми див. [?].

На практицi зручно використовувати достатню умову збiжностi розглядуваного iтерацiйного про-
цесу, яка дана в наступному твердженнi.

Теорема 2.2.3. Якщо
∥B∥l < 1 (2.2.26)

для деякого l ∈ {1, 2}, то послiдовнiсть (2.2.20) збiжна до розв’язку x∗ системи (2.2.19) (за нор-
мою ∥ · ∥l) i виконується оцiнка

∥x∗ − xk∥l ≤
∥B∥kl

1− ∥B∥l
∥x1 − x0∥l, k ∈ N, (2.2.27)

причому, якщо x0 = d, то

∥x∗ − xk∥l ≤
∥B∥k+1

l

1− ∥B∥l
∥d∥, k ∈ N. (2.2.28)

Крiм того,
x∗ = (I +B +B2 + . . .+Bk + . . .)d (2.2.29)

i наближення розв’язку системи (2.2.19) можна шукати за формулою

xk := (I +B +B2 + . . .+Bk)d, k ∈ N0. (2.2.30)

Доведення. Згiдно з процесом (2.2.21), (2.2.22) маємо

x1 := Bx0 + d, x2 := Bx1 + d = B (Bx0 + d) + d = B2x0 +Bd+ d,

x3 := Bx2 + d = B
(
B2x0 +Bd+ d

)
+ d = B3x0 +B2d+Bd+ d, . . . ,

xk := Bkx0 +Bk−1d+ . . .+Bd+ d = Bkx0 +
(
I +B +B2 + . . .+Bk−1

)
d,

k ∈ N.

(2.2.31)

Оскiльки, ∥B∥l < 1, то ∥Bkx0∥l ≤ ∥B∥kl ∥x0∥l → 0 при k → ∞. Врахувавши це i перейшовши
до границi при k → ∞ в (2.2.31), отримаємо (2.2.29). Звiдси випливає, що послiдовнiсть (2.2.30)
збiгається до x∗ i правильна оцiнка (2.2.28).

Покажемо правильнiсть оцiнки (2.2.27). Маємо з (2.2.10)

∥xj+1 − xj∥l = ∥B
(
xj − xj−1

)
∥l ≤ ∥B∥l∥

(
xj − xj−1

)
∥l ≤ . . . ≤ ∥B∥jl ∥

(
x1 − x0

)
∥l.

Тодi для довiльних k, s ∈ N маємо

∥xk+s − xk∥l = ∥xk+s − xk+s−1 + xk+s−1 − . . .+ xk+1 − xk∥l ≤
≤ ∥xk+s − xk+s−1∥l + . . .+ ∥xk+1 − xk∥l ≤

≤
(
∥B∥k+s−1

l + · · ·+ ∥B∥kl
)
∥x1 − x0∥l ⩽

∥B∥kl
1− ∥B∥l

∥x1 − x0∥l.

Перейшовши в цiй нерiвностi до границi при s→ ∞, отримаємо (2.2.27). Доведення завершене.



30РОЗДIЛ 2. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ РIВНЯНЬ

Зауваження 2.2.1. Оцiнки (2.2.27), (2.2.27) використовують для знаходження кiлькостi iтерацiй,
при якiй досягають потрiбної точностi ε > 0. Справдi, якщо k ∈ N є розв’язком нерiвностi

∥B∥kl
1− ∥B∥l

∥x1 − x0∥l < ε, (2.2.32)

то згiдно з (2.2.27) матимемо
∥x∗ − xk∥l < ε, (2.2.33)

причому, якщо x0 = d i k ∈ N є розв’язком нерiвностi

∥B∥k+1
l

1− ∥B∥l
∥d∥ < ε, (2.2.34)

то
∥x∗ − xk∥l < ε. (2.2.35)

Зауваження 2.2.2. Умову (2.2.33) можна деталiзувати так:

∥B∥1 := max
1⩽i⩽n

n∑
j=1

|bij | < 1 ,

або

∥B∥2 := max
1⩽j⩽n

n∑
i=1

|bij | < 1 .

Розглянемо важливий випадок методу простої iтерацiї в явнiй формi — так званий метод Якобi.

Припустимо, що aii ̸= 0, i = 1, n в СЛАР (2.2.12). Нехай

D =


a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
. . . . . . . . .
0 0 . . . ann

 —

дiагональна матриця, головна дiагональ якої збiгається з головною дiагоналлю матрицi A. Покла-
демо

H := D−1 =



1

a11
0 . . . 0

0
1

a22
. . . 0

. . . . . . . . .

0 0 . . .
1

ann


, (2.2.36)

де D−1 — обернена до D матриця. Тодi

HA = D−1A =



1
a12
a11

. . .
a1n
a11

a21
a22

1 . . .
a2n
a22

. . . . . . . . . . . .

an1
ann

an2
ann

. . . 1


=



1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1


+
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+



0
a12
a11

. . .
a1n
a11

a21
a22

0 . . .
a2n
a22

. . . . . . . . . . . .

an1
ann

an2
ann

. . . 0


≡M + L,

де

M :=



1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1


, L :=



0
a12
a11

. . .
a1n
a11

a21
a22

0 . . .
a2n
a22

. . . . . . . . . . . .

an1
ann

an2
ann

. . . 0


. (2.2.37)

Тодi (2.2.17) матиме вигляд

xi = −
i−1∑
j=1

aij
aii

xj −
N∑

j=i+1

aij
aii

xj +
bi
aii
, i = 1, n. (2.2.38)

Вважаємо, що значення суми дорiвнює нулю, якщо верхня границя сумування менша за нижню.

В методi Якобi виходять з запису системи у виглядi (2.2.38), причому iтерацiї визначають так:

x0i — довiльно вибране,

xk+1
i = −

i−1∑
j=1

aij
aii

xkj −
n∑

j=i+1

aij
aii

xkj +
bi
aii
, i = 1, n, k ∈ N0 := N ∪ {0}. (2.2.39)

Виникає питання про умови збiжностi iтерацiйного процесу Якобi. Вiдповiдь на нього в таких двох
твердженнях.

Теорема 2.2.4. Iтерацiйний процес Якобi (2.2.39) збiжний тодi й тiльки тодi, коли

|λj | < 1, j = 1, . . . ,m,

де λj , j = 1, . . . ,m, – всеможливi коренi алгебраїчного рiвняння∣∣∣∣∣∣∣∣
λa11 a12 . . . a1n
a21 λa22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 an2 . . . λann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.2.40)

в полi C.

Доведення. Iтерацiйний процес Якобi має вигляд (2.2.21), (2.2.22) з B = −L. На пiдставi теореми
2.2.2 маємо, що процес Якобi є збiжний тодi й лише тодi, коли |λj | < 1, j = 1, . . . ,m, де λj , j =
1, . . . ,m, — коренi рiвняння

det (−L− λI) = 0. (2.2.41)

Але це рiвняння рiвносильне рiвнянню

det (L+ λI) = 0.

На пiдставi рiвностi
det (C ·D) = detC · detD,
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маємо
det (L+ λI) = det(D−1D (L+ λI)) = detD−1 · det (DL+ λD) .

Звiдси отримаємо, що рiвняння (2.2.40) рiвносильне рiвнянню

det (DL+ λD) = 0, (2.2.42)

тобто рiвнянню (2.2.40). Доведення завершене.

Наслiдок 2.2.2. Якщо виконується одна з двох умов:

1)

max
1⩽i⩽n

n∑
j=1,j ̸=i

|aij/aii| < 1,

2)

max
1⩽j⩽n

n∑
i=1,i̸=j

|aij/aii| < 1,

то iтерацiйний процес Якобi збiгається.

Доведення. Це твердження є безпосереднiм наслiдком теореми 2.2.3 (див. зауваження 1).

Приклад 2.2.1. Методом Якобi знайдiть першi три iтерацiйних наближення (враховуючи початкове)
розв’язку СЛАР  10x1 + x2 + 2x3 = 18

x1 + 5x2 − x3 = 8
x1 − 2x2 + 10x3 = 27

(2.2.43)

а також

1) перевiрте умови збiжностi iтерацiйного процесу,

2) знайдiть вiдхилення третьої iтерацiї вiд точного розв’язку,

3) визначте значення k ∈ N, при якому k-те наближення у вiдповiднiй нормi вiдрiзняється вiд
точного розв’язку не бiльше вiд заданого числа ε > 0.

Розв’язування. Подiлимо перше рiвняння на коефiцiєнт бiля x1, тобто на 10, друге рiвняння — на
коефiцiєнт бiля x2, тобто на 5, а третє рiвняння — на коефiцiєнт бiля x3, тобто на 10. У результатi
отримаємо  x1 + 0, 1x2 + 0, 2x3 = 1, 8

0, 2x1 + x2 − 0, 2x3 = 1, 6
0, 1x1 − 0, 2x2 + x3 = 2, 7 .

(2.2.44)

Для побудови iтерацiйного процесу Якобi в системi (2.2.44) зробимо такi перетворення: в першому
рiвняннi перенесемо другий i третiй члени лiвої частини в праву частину, в другому рiвняннi пере-
несемо перший i третiй члени лiвої частини в праву частину i в третьому членi перенесемо перший
i другий члени лiвої частини в праву частину: x1 = −0, 1x2 − 0, 2x3 + 1, 8

x2 = −0, 2x1 + 0, 2x3 + 1, 6
x3 = −0, 1x1 + 0, 2x2 + 2, 7

. (2.2.45)

Ввiвши позначення

x =

x1x2
x3

 , B =

 0 −0, 1 −0, 2
−0, 2 0 0, 2
−0, 1 0, 2 0

 , d =

1, 8
1, 6
2, 7

 ,
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систему (2.2.45) можна записати у виглядi

x = Bx+ d. (2.2.46)

Iтерацiйний процес Якобi будується так: задаємо довiльно початкове наближення x0 ∈ R3 i шукаємо
наближення за формулою

xk+1 = Bxk + d, k = 0, 1, 2, · · · .

В скалярнiй формi цей процес запишемо так: нехай (x01, x
0
2, x

0
3)

⊤ — довiльно заданi початковi на-
ближення розв’язку даної системи. Тодi наступнi наближення отримують за формулами:

xk+1
1 = −0, 1xk2 − 0, 2xk3 + 1, 8

xk+1
2 = −0, 2xk1 + 0, 2xk3 + 1, 6

xk+1
3 = −0, 1xk1 + 0, 2xk2 + 2, 7

. (2.2.47)

Перевiримо чи даний процес є збiжним. Маємо

∥B∥1 := max{| − 0, 1|+ | − 0, 2|; | − 0, 2|+ |0, 2|; | − 0, 1|+ |0, 2|} =

= max{0, 3; 0, 4; 0, 3} = 0, 4 < 1.

Також бачимо, що

∥B∥2 := max{| − 0, 2|+ | − 0, 1|; | − 0, 1|+ |0, 2|; | − 0, 2|+ |0, 2|} = 0, 4 < 1.

Отже, на пiдставi теореми 2.2.3 процес Якобi збiжний i

∥x∗ − xk∥l ⩽
0, 4k

1− 0, 4
∥x1 − x0∥l, k ∈ N, l = 1, 2. (2.2.48)

Вiзьмемо такi початковi наближення: x01 := 1; x02 := 2; x03 := 1, тобто x0 = (1; 2; 1)⊤. Тодi з (2.2.47)
маємо

x11 := −0, 1x02 − 0, 2x03 + 1, 8 = −0, 1 · 2− 0, 2 · 1 + 1, 8 = 1, 4 ;

x12 := −0, 2x01 + 0, 2x03 + 1, 6 = −0, 2 · 1 + 0, 2 · 1 + 1, 6 = 1, 6 ;

x13 := −0, 1x01 + 0, 2x02 + 2, 7 = −0, 1 · 1 + 0, 2 · 2 + 2, 7 = 3 .

Отже, x1 = (1, 4; 1, 6; 3)⊤ — перше наближення. Тодi знову використаємо (2.2.47) при k = 1:

x21 := −0, 1x12 − 0, 2x13 + 1, 8 = −0, 1 · 1, 4− 0, 2 · 3 + 1, 8 = 1, 06 ;

x22 := −0, 2x11 + 0, 2x13 + 1, 6 = −0, 2 · 1, 4 + 0, 2 · 3 + 1, 6 = 1, 92 ;

x23 := −0, 1x11 + 0, 2x12 + 2, 7 = −0, 1 · 1, 4 + 0, 2 · 3 + 2, 7 = 2, 88 .

Отже, x2 := (1, 64; 1, 92; 2, 88)⊤ — друге наближення.

Знайдемо вiдхилення другого наближення x2 = (x21;x
2
2;x

2
3)

⊤ вiд точного розв’язку x∗ =
(x∗1;x

∗
2;x

∗
3)

⊤. Для цього скористаємося оцiнкою (2.2.48) при l = 1. Маємо

∥x1 − x0∥1 := max{|x11 − x01|; |x12 − x02|; |x13 − x03|} = max{0, 4; 0, 4; 2} = 2;

0, 42 = 0, 16.
(2.2.49)

Тодi на пiдставi (2.2.48), (2.2.49) маємо

∥x∗ − x2∥1 ≤ 0, 16

0, 6
· 2 =

8

15
.

На пiдставi (2.2.48) маємо оцiнки вiдхилень наближень розв’язки вiд точного розв’язку

∥x∗ − xk∥1 ⩽
0, 4k

0, 3
, k ∈ N. (2.2.50)
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Визначимо значення k ∈ N, при якому маємо

∥x∗ − xk∥1 < ε. (2.2.51)

З (2.2.50), (2.2.51) випливає, потрiбне значення k ∈ N знаходимо як розв’язок нерiвностi

0, 4k

0, 3
< ε. (2.2.52)

Звiдси знаходимо
k > log0,4(0, 3 ε).

Отож, якщо ε ∈ (0; 1), то ∥x∗ − xk∥1 < ε при k := [log0,4(0, 3 ε)] + 1.

2.2.4 . Застосування методу простої iтерацiї в неявнiй формi. Метод Зей-
деля

Вияснимо умови збiжностi iтерацiйного процесу (2.2.17), (2.2.18) у випадку M ̸= I, тобто методу
простої iтерацiї в неявнiй формi.

Теорема 2.2.5. Iтерацiйний процес (2.2.17), (2.2.18) збiжний тодi й лише тодi, коли

max
1⩽j⩽m

|λj | < 1,

де λ1, . . . , λm — всеможливi коренi рiвняння

det (L+ λM) = 0 (2.2.53)

у полi комплексних чисел C.

Доведення. Iтерацiйний процес (2.2.17), (2.2.18) можна записати у виглядi:

xk+1 = −M−1Lxk +M−1d.

Тепер використаємо теорему 2.2.2 з B = −M−1L. Звiдси отримаємо, що процес Зейделя збiжний
тодi i лише тодi, коли |λj | < 1, j = 1, . . . ,m, де λj , j = 1, . . . ,m, — всеможливi коренi рiвняння

det
(
−M−1L− λI

)
= 0. (2.2.54)

Використовуючи властивiсть
det (C ·D) = detC · detD,

маємо
det
(
−M−1L− λI

)
= det

(
−M−1(L+ λM)

)
= det(−M−1) · det (L+ λM) .

Звiдси отримаємо, що рiвняння (2.2.40) рiвносильне рiвнянню (2.2.60).

Зауваження 2.2.3. Як видно з доведення теореми 2.2.3 достатньою умовою збiжностi iтерацiйного
процесу (2.2.17), (2.2.18) є умова

∥M−1L∥ < 1. (2.2.55)

Тепер розглянемо випадок iтерацiйного процесу в неявнiй формi — так званий метод Зейделя.
Для цього помножимо векторне рiвняння (2.2.12) на введену вище (див. (2.2.36)) матрицю H:

HAx = Hb,

i запишемо
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HA =



1
a12
a11

. . .
a1n
a11

a21
a22

1 . . .
a2n
a22

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1
ann

an2
ann

. . . 1


=

=



1 0 . . . 0

a21
a22

1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1
ann

an2
ann

. . . 1


+



0
a12
a11

. . .
a1n
a11

0 0 . . .
a2n
a22

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0


≡M + L,

де

M :=



1 0 . . . 0

a21
a22

1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1
ann

an2
ann

. . . 1


, L :=



0
a12
a11

. . .
a1n
a11

0 0 . . .
a2n
a22

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0


. (2.2.56)

Тодi iтерацiйний процес Зейделя можна записати у виглядi:

xk+1
i +

i−1∑
j=1

aij
aii

xk+1
j = −

n∑
j=i+1

aij
aii

xkj +
bi
aii
, i = 1, n, k ∈ N0. (2.2.57)

Щоб зрозумiти, як знаходять звiдси значення xk+1
i , i = 1, n, запишемо детальнiше першi два

рiвняння системи (2.2.57):

xk+1
1 = −

n∑
j=2

a1j
a11

xkj +
b1
a11

, (2.2.58)

xk+1
2 = −a21

a22
xk+1
1 −

n∑
j=3

a2j
a22

xkj +
b2
a22

. (2.2.59)

Перша компонента xk+1
1 вектора xk+1 знаходиться з рiвняння (2.2.58) явно, для її обчислення

потрiбно знати вектор xk i значення b1. При знаходженнi xk+1
2 з рiвняння (2.2.59) використовуються

тiльки що знайдене значення xk+1
1 i вiдомi значення xkj , j = 3, 4, . . . , n, з попередньої iтерацiї. Отже,

компоненти вектора xk+1 знаходять з рiвняння (2.2.57) послiдовно, починаючи з i = 1.

Наслiдок 2.2.3. Iтерацiйний процес Зейделя збiжний тодi й лише тодi, коли

|λj | < 1, j = 1, . . . ,m,

де λj , j = 1, . . . ,m, — всеможливi коренi рiвняння∣∣∣∣∣∣∣∣
λa11 a12 . . . a1n
λa21 λa22 . . . a2n
. . . . . . . . .
λan1 λan2 . . . λann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.2.60)

у полi комплексних чисел C.
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Приклад 2.2.2. Методом Зейделя розв’язати СЛАР 10x1 + x2 + 2x3 = 18
x1 + 5x2 − x3 = 8

x1 − 2x2 + 10x3 = 27 .
(2.2.61)

Доведення. Для знаходження наближення розв’язку СЛАР методом Зейделя перетворимо систему
(2.2.44) так: в першому рiвняннi другий i третiй члени лiвої частини перенесемо в праву частину, в
другому рiвняннi третiй член лiвої частини перенесемо в праву частину, а третє рiвняння залишимо
без змiн. У результатi отримаємо СЛАР x1 = −0, 1x2 − 0, 2x3 + 1, 8

0, 2x1 + x2 = 0, 2x3 + 1, 6
0, 1x1 − 0, 2x2 + x3 = 2, 7 .

(2.2.62)

Поклавши

M :=

 1 0 0
0, 2 1 0
0, 1 −0, 2 1

 , L :=

0 0, 1 0, 2
0 0 −0, 2
0 0 0

 .

Систему (2.2.62) можемо записати у виглядi

Mx = −Lx+ d. (2.2.63)

На пiдставi (2.2.63) iтерацiйний процес Зейделя будуємо так: початкове наближення x0 =
(x01, x

0
2, x

0
3)

⊤ задаємо довiльно, а решту шукаємо за iтерацiйною формулою

Mxk+1 = −Lxk + d, k = 0, 1, 2, · · · , (2.2.64)

де xk = (xk1 , x
k
2 , x

k
3)

⊤ — k-та iтерацiя. В скалярнiй формi процес (2.2.64) має вигляд

xk+1
1 := −0, 1xk2 − 0, 2xk3 + 1, 8

0, 2xk+1
1 + xk+1

2 := 0, 2xk3 + 1, 6

0, 1xk+1
1 − 0, 2xk+1

2 + xk+1
3 := 2, 7

⇐⇒

⇐⇒


xk+1
1 := −0, 1xk2 − 0, 2xk3 + 1, 8

xk+1
2 := −0, 2xk+1

1 + 0, 2xk3 + 1, 6

xk+1
3 := −0, 1xk+1

1 + 0, 2xk+1
2 + 2, 7

.

(2.2.65)

Нехай
x01 := 1; x02 := 2; x03 := 1; тобто x0 = (1, 2, 1)⊤.

Тодi з (2.2.65) при k = 0 маємо

x11 := −0, 1x02 − 0, 2x03 + 1, 8 = −0, 1 · 2− 0, 2 · 1 + 1, 8 = 1, 4 ;

x12 := −0, 2x11 + 0, 2x03 + 1, 6 = −0, 2 · 1, 4 + 0, 2 · 1 + 1, 6 = 1, 52 ;

x13 := −0, 1x11 + 0, 2x12 + 2, 7 = −0, 1 · 1, 4 + 0, 2 · 1, 52 + 2, 7 = 2, 864 .

Отже, x1 = (x11, x
1
2, x

1
3)

⊤ = (1, 4; 1, 52; 2, 864)⊤ — перше наближення. Аналогiчно знаходимо друге
наближення x2 = (x21, x

2
2, x

2
3)

⊤ i т.д.
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Вправи для самостiйної роботи

I. Методом простих iтерацiй знайдiть першi три iтерацiйних наближення (враховуючи початкове)
розв’язку СЛАР  x1 = 0, 1x1 − 0, 2x2 + 2,

x2 = 0, 2x1 − 0, 3x2 + 0, 1x3 + 1,
x3 = 0, 4x2 + 0, 4x3 − 1,

а також

1) перевiрте умови збiжностi iтерацiйного процесу,

2) знайдiть вiдхилення третьої iтерацiї вiд точного розв’язку,

3) визначте значення k ∈ N, при якому k-те наближення у вiдповiднiй нормi вiдрiзняється вiд
точного розв’язку не бiльше вiд заданого числа ε > 0.

II. Методами Якобi та Зейделя знайдiть першi три iтерацiйних наближення (враховуючи початко-
ве) розв’язку СЛАР  4x1 + x2 − x3 = 4,

x1 − 8x2 + x3 = −6,
x2 + 10x3 = 12.
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2.3 . Знаходження псевдорозв’язкiв несумiсних СЛАР
Нехай n,m — довiльнi фiксованi натуральнi числа, причому n ≥ 2. Розглянемо СЛАР


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

...................................................

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(2.3.1)

де aij , bj , i = 1,m, j = 1, n, — заданi дiйснi числа.

Позначимо

x :=


x1
x2
. . .
xn

 , A :=


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , b :=


b1
b2
. . .
bm

 ,

A|b =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
. . .
bm

 .

Тут x ∈ Rn — стовпчик невiдомих величин, A ∈ Rm×n — основна матриця, b ∈ Rm — стовп-
чик вiльних членiв, A|b ∈ Rm×(n+1) — розширена матриця системи (2.3.1). Систему (2.3.1) можна
записати у виглядi

Ax = b.

Пiд розв’язком системи (2.3.1) розумiють впорядкований набiр x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n)

⊤ дiйсних чисел
такий, що Ax∗ = b.

На питання про iснування та єдинiсть розв’язку системи (2.3.1) дає вiдповiдь теорема Кронеккера-
Капеллi. Сформулюємо цю теорему, але перед цим нагадаємо вiдомий факт: якщо r — кiлькiсть
лiнiйно незалежних рядкiв матрицi H розмiру p×q (p — кiлькiсть рядкiв, q — кiлькiсть стовпчикiв),
то кiлькiсть лiнiйно незалежних стовпчикiв та найвищий з порядкiв ненульових мiнорiв матрицi
H теж дорiвнюють r, причому r ⩽ min{p, q}. Число r називають рангом матрицi H й, як правило,
позначають через rangH.

Теорема 2.3.1 (теорема Кронекерра-Капеллi). Правильнi такi твердження:

1) Якщо rangA = rangA|b = n, то система (2.3.1) має i тiльки один розв’язок.

2) Якщо rangA = rangA|b < n, то система (2.3.1) має безлiч розв’язкiв.

3) Якщо rangA ̸= rangA|b (тодi rangA < rangA|b), то система (2.3.1) не має розв’язкiв.

Якщо система (2.3.1) має розв’язки (один або безлiч), тобто виконуються умови тверджень 1 та 2
теореми 1, то кажуть що ця система є сумiсною, а в протилежному випадку, тобто коли розв’язкiв
немає, що рiвносильно виконанню умови твердження 3, — несумiсною. У випадку коли для системи
(2.3.1) виконана умова твердження 1, її елементарними перетвореннями можна звести до еквiва-
лентної системи, складеної з n рiвнянь i визначник основної матрицi нової системи буде вiдмiнний
вiд нуля. Такi системи ми розглядали в двох попереднiх пiдроздiлах. Коли ж виконуються умова
твердження 2, то систему (2.3.1) можна розв’язувати методом Гаусса або якоюсь модифiкацiєю цьо-
го методу, врахувавши, що система (2.3.1) елементарними перетвореннями зводиться до системи,
в якої кiлькiсть рiвнянь менша за кiлькiсть невiдомих i деякi змiннi є вiльними.

Тут ми розглянемо випадок, коли для системи (2.3.1) виконується умова твердження 3. В цьому
випадку вводиться поняття псевдорозв’язку системи (2.3.1).

Означення 2.3.1. Псевдорозв’язком несумiсної системи (2.3.1) (коли вона не має розв’язкiв)
називають вектор x∗ ∈ Rn такий, що

∥Ax∗ − b∥ = inf
x∈Rn

∥Ax− b∥,

де ∥ · ∥ — одна iз норм в просторi Rm.
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Зауваження 2.3.1. Легко бачити, що коли система має розв’язки, то вони i тiльки вони будуть її
псевдорозв’язками. Це, зокрема, означає, що шукати псевдорозв’язки можна для будь-якої СЛАР
i вони будуть розв’язками, коли ця система є сумiсною.

Для визначення псевдорозв’язку, як правило, беруть норму ∥ · ∥3 й означення псевдорозв’язку x∗
базується на умовi

∥Ax∗ − b∥23 = inf
x∈Rn

∥Ax− b∥23 , (2.3.2)

де

∥y∥3 =
( m∑

i=1

|yi|2
)1/2

, y ∈ Rm.

Теорема 2.3.2. Псевдорозв’яки системи (2.3.1) iснують та збiгаються з розв’язками системи

A⊤Ax = A⊤b. (2.3.3)

Доведення. Введемо позначення

V (x) = ∥Ax∗ − b∥23 =

m∑
i=1

(ai1x1 + . . .+ aikxk + . . .+ ainxn − bi)
2 ≡

≡
m∑
i=1

( n∑
j=1

aijxj − bi

)2
, x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ Rn.

(2.3.4)

Зi сказаного випливає, що якщо x∗ псевдорозв’язок системи (2.3.1), то

V (x∗) = inf
x∈Rn

V (x).

З необхiдної умови локального мiнiмуму функцiї багатьох змiнних випливає, що коли x∗ — псевдо-
розв’язок, то

∂V (x∗)

∂xk
= 0, k = 1, n,

тобто x∗ є розв’язком системи
∂V (x)

∂xk
= 0, k = 1, n. (2.3.5)

Деталiзуємо систему (2.3.5). Як легко бачити (див. (2.3.4)), маємо

∂V (x)

∂xk
=

m∑
i=1

2 (ai1x1 + . . .+ aikxk + . . .+ ain − bi) · aik =

= 2

[(
m∑
i=1

aikai1

)
x1 + . . .+

(
m∑
i=1

aikail

)
xl + . . .+

+

(
m∑
i=1

aikain

)
xn −

m∑
i=1

aikbi

]
≡ 2 [ck1x1 + . . .+ cklxl + . . .+ cnxn − dk] ,

(2.3.6)

де

ckl :=

m∑
i=1

aikail, dk :=

m∑
i=1

aikbi, k, l = 1, n. (2.3.7)

Нагадаємо, що транспонована до A матриця A⊤ має вигляд

A⊤ :=


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn

 .

Звiдси i формули (2.3.7) отримуємо, що ck,l, k, l = 1, n, є елементами матрицi A⊤A, a dk, k = 1, n,
— елементи вектора A⊤b. Отже, систему (2.3.5), враховуючи (2.3.6), можна записати у виглядi
системи (2.3.3). Ця система мiстить n рiвнянь з n невiдомими. Очевидно, що коли detA⊤A ̸= 0, то
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система (2.3.3) має i тiльки один розв’язок. Покажемо, що у випадку detA⊤A = 0 система має безлiч
розв’язкiв для довiльного b ∈ Rn. Для цього використаємо альтернативу Фредгольма. Оскiльки,
матриця A⊤A симетрична, бо (A⊤A)⊤ = A⊤(A⊤)⊤ = A⊤A, i дiйсна, то вона самоспряжена, а тому
система (2.3.3) буде сумiсною, якщо (

A⊤b, x
)
= 0

для кожного розв’язку x системи A⊤Ax = 0, де (·, ·) — скалярний добуток в Rn, тобто

(x, y) =

n∑
i=1

xiyi, x, y ∈ Rn.

Маємо
A⊤Ax = 0 ⇒ (A⊤Ax, x) = 0 ⇒ (Ax,Ax) = 0 ⇒ Ax = 0.

Звiдси випливає (
A⊤b, x

)
= (b, Ax) = 0.

Отже, на пiдставi альтернативи Фредгольма отримуємо, що система (2.3.3) має розв’язки, тобто є
сумiсною. Розв’язки цiєї системи є псевдорозв’язками системи (2.3.1). Покажемо це. А для цього
введемо такi позначення:

∇V (x) :=


∂V (x)
∂x1

. . .
∂V (x)
∂xn

 , ∇2V (x) :=


∂2V (x)
∂x2

1

∂2V (x)
∂x1∂x2

. . . ∂2V (x)
∂x1dxn

. . . . . . . . .
∂2V (x)
∂xn∂x1

∂2V (x)
∂xn∂x2

. . . ∂2V (x)
∂x2

n

 .

За вiдомою формулою Тейлора маємо

V (x) = V (x∗) + (∇V (x∗), x− x∗) +
1

2

(
∇2V (y)(x− x∗), x− x∗

)
, (2.3.8)

де y ∈ Rn — деякий елемент з Rn. Оскiльки, x∗ — розв’язок системи (2.3.5), то ∇V (x∗) = 0. З (2.3.6)
маємо

∂2V (x)

∂xl∂xk
= 2ckl ⇔ ∇2V (y) = 2A⊤A.

Звiдси та з (2.3.8) отримаємо

V (x) = V (x∗) +
(
A⊤A(x− x∗), x− x∗

)
. (2.3.9)

Але (A⊤Az, z) = (Az,Az) ⩾ 0 для будь-якого z ∈ Rn, тобто

(A⊤(x− x∗), x− x∗) ⩾ 0 ∀x ∈ Rn.

Звiдси та з (2.3.9) маємо V (x) ⩾ V (x∗) для кожного x ∈ Rn, тобто x∗ — псевдорозв’язок системи
(2.3.1).

Зауваження 2.3.2. Вiдмiтимо, що коли A — квадратна невироджена матриця, то система (2.3.3)
рiвносильна системi (2.3.1) i, очевидно, має i тiльки один розв’язок, який, по сутi, є єдиним псев-
дорозв’язком. Справдi, оскiльки матриця A є невиродженою, то невиродженою є матриця A⊤, а
отже, помноживши систему (2.3.3) злiва на (A⊤)−1, одержимо (2.3.1).

Приклад 2.3.1. Переконатися, що задана СЛАР є несумiсною i знайти її псевдорозв’язки: x1 + x2 = 2,
2x1 − x2 = 1,
4x1 + x2 = 6.

Розв’язувння. Маємо

A =

1 1
2 −1
4 1

 , b =

2
1
6

 , A|b =

1 1
2 −1
4 1

∣∣∣∣∣∣
2
1
6

 .
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Зведемо матрицю A|b до схiдчастого вигляду:1 1
2 −1
4 1

∣∣∣∣∣∣
2
1
6

 ∼

1 1
0 −3
0 −3

∣∣∣∣∣∣
2
−3
−2

 ∼

1 1
0 1
0 0

∣∣∣∣∣∣
2
1
1

 .

Звiдси випливає, що rangA = 2 i rangA|b = 3, тобто дана система несумiсна. Знайдемо її псевдо-
розв’язки. Для цього зауважимо, що

A⊤ =

(
1 2 4
1 −1 1

)
, A⊤A =

(
1 2 4
1 −1 1

)
·

1 1
2 −1
4 1

 =

(
19 3
3 3

)
,

A⊤b =

(
1 2 4
1 −1 1

)
·

2
1
6

 =

(
28
7

)
.

Отже, система для знаходження псевдорозв’язкiв (див. (2.3.3)) має вигляд(
19 3
3 3

)
·
(
x1
x2

)
=

(
28
7

)
.

Маємо (
19 3
3 3

∣∣∣∣ 287
)

∼
(
3 3
0 48

∣∣∣∣ 7
49

)
=⇒

{
3x1 + 3x2 = 7,

48x2 = 49,

Звiдси x∗1 = 21
16 , x∗2 = 49

48 — псевдорозв’язок заданої системи.

Приклад 2.3.2. Переконатися, що задана СЛАР є несумiсною i знайти її псевдорозв’язки:{
x1 + x2 = 2,

2x1 + 2x2 = 5.

Розв’язування. Маємо

A =

(
1 1
2 2

)
, b =

(
2
5

)
, A|b =

(
1 1
2 2

∣∣∣∣ 25
)
.

Легко переконатися, що (
1 1
2 2

∣∣∣∣ 25
)

∼
(
1 1
0 0

∣∣∣∣ 21
)
,

тобто rangA = 1 i rangA|b = 2, тобто дана система несумiсна. Знайдемо її псевдорозв’язки. Маємо

A⊤ =

(
1 2
1 2

)
, A⊤A =

(
1 2
1 2

)
·
(
1 1
2 2

)
=

(
5 5
5 5

)
,

A⊤b =

(
1 2
1 2

)
·
(
2
5

)
=

(
12
12

)
.

Отже, маємо систему для знаходження псевдорозв’язкiв (див. (2.3.3))(
5 5
5 5

)
·
(
x1
x2

)
=

(
12
12

)
=⇒

{
5x1 + 5x2 = 12,
5x1 + 5x2 = 12

.

Звiдси отримуємо, що псевдорозв’язками даної системи є всi вектори
(
x∗1
x∗2

)
, для компонент яких

виконується рiвнiсть
x∗1 + x∗2 = 2, 4.

Вправи для самостiйної роботи

Переконатися, що задана СЛАР є несумiсною i знайти її псевдорозв’язки:

1)
{

x1 + 2x2 = 2
2x1 + 4x2 = 5

; 2)

 3x1 + x2 = 2
x1 + 4x2 = 5
4x1 + 5x2 = 5

; 3)

 4x1 + x2 = 2
x1 + x2 = 3

5x1 + 2x2 = 6
;

4)
{

x1 + 2x2 + x3 = 3
2x1 + 4x2 + 2x3 = 5

.
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2.4 . Знаходження власних значень i власних векторiв матриць
Нагадаємо деякi факти з теорiї матриць. Нехай A ∈ Cn×n — яка-небудь квадратна матриця
розмiру n, складена з комплексних чисел. Число λ називають власним значенням матрицi A, якщо
iснує ненульовий вектор v ∈ Cn такий, що виконується рiвнiсть

Av = λv. (2.4.1)

Згаданий вектор v називається власним вектором, який вiдповiдає власному значенню λ. Вiдшука-
ння власних значень i власних векторiв матрицi A зводиться (як випливає з (2.4.1)) до знаходження
таких значень λ, за яких система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь(

A− λI
)
v = 0 (2.4.2)

має ненульовi розв’язки (тут i далi I — одинична матриця, 0 — нульовий вектор). Це означає, що
власнi значення матрицi A є розв’язками рiвняння

det
(
A− λI

)
= 0,

тобто ∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (2.4.3)

Рiвняння (2.4.3) можна записати у виглядi

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0,

яке згiдно з основною теоремою алгебри можна переписати так:

(λ− λ1)
k1 · · · (λ− λm)km = 0, (2.4.4)

де 1 ⩽ m ⩽ n, λ1, . . . , λm — рiзнi (загалом, комплекснi) числа, k1 ⩾ 1, . . . , km ⩾ 1 — натуральнi,
k1 + · · · + km = n. Числа λ1, . . . , λm є власними значеннями матрицi A i тiльки вони. Значення
k1, . . . , km називають алгебраїчними кратностями вiдповiдних власних значень.

Для кожного j ∈ {1, . . . ,m} власному значенню λj вiдповiдає власний пiдпростiр B(λj), який скла-
дається з власних векторiв, вiдповiдних цьому власному значенню, та нульового вектора. Iншими
словами, власний пiдпростiр B(λj) — це лiнiйний пiдпростiр простору Cn, складений з розв’язкiв
лiнiйної однорiдної системи рiвнянь (

A− λjI
)
v = 0. (2.4.5)

Розмiрнiсть цього власного пiдпростору B(λj) позначимо через lj . Отже, якщо v1, . . . , vlj — яка-
небудь система лiнiйно незалежних власних векторiв, що вiдповiдають власному значенню λj (лi-
нiйно незалежних розв’язкiв системи (2.4.5)), то будь-який власний вектор, що вiдповiдає власному
значенню λj , можна записати у виглядi

v = C1v
1 + . . .+ Cljv

lj , (2.4.6)

де C1, . . . , Clj — деякi сталi. Тому векторну функцiю v вiд змiнних C1, . . . , Clj ∈ C (їх називають
довiльними сталими) вигляду (2.4.6), трактують як загальний власний вектор.

Значення lj називається геометричною кратнiстю власного значення λj i, як вiдомо, 1 ⩽ lj ⩽ kj .
Фактично, число lj — це максимальна кiлькiсть лiнiйно незалежних власних векторiв, якi вiдповiд-
ають власному значенню λj . Значення lj можна визначити як кiлькiсть вiльних змiнних у системi
(2.4.2).

Приклад 2.4.1. Знайти власнi значення та власнi вектори матрицi

A =

2 −1 1
1 2 −1
1 −1 2

 .
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Розв’язування. Знайдемо власнi значення матрицi A, а це є коренi рiвняння

det (A− λI) = 0.

Оскiльки

det (A− λI) ≡

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 1
1 2− λ −1
1 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3),

то числа λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 є власними значеннями матрицi A, алгебраїчнi кратностi, а отже
i геометричнi (бо вони бiльшi або рiвнi 1 i меншi або рiвнi вiдповiдних алгебраїчних кратностей)
яких дорiвнюють 1.

Запишемо системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження власних векторiв2− λk −1 1
1 2− λk −1
1 −1 2− λk

v1v2
v3

 =

0
0
0

 , k = 1, 2, 3. (2.4.7)

Системи (2.4.7) зручно розв’язувати, зводячи їхнi основнi матрицi до схiдчастого вигляду.

Для k = 1 маємо

(A− I) ≡

1 −1 1
1 1 −1
1 −1 1

 ∼

1 −1 1
0 2 −2
0 0 0

 ∼

1 0 0
0 1 −1
0 0 0

 .

Отже, перша з систем (2.4.7) (при k = 1) рiвносильна системi

v1 = 0, v2 − v3 = 0.

Звiдси, прийнявши v3 = C1, де C1 — довiльна стала, отримаємо

v =

 0
C1

C1

 ≡ C1

0
1
1

 ,

— загальний власний вектор вiдповiдний власному значенню λ1.

У випадку k = 2 аналогiчно з (2.4.7) одержуємо

(A− 2I) ≡

0 −1 1
1 0 −1
1 −1 0

 ∼

1 0 −1
0 −1 1
0 −1 1

 ∼

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

 .

Звiдси v1 = v3, v2 = v3. Прийнявши v3 = C2, де C2 — довiльна стала, отримаємо v1 = C2, v2 = C2,
а отже,

v =

C2

C2

C2

 ≡ C2

1
1
1


— загальний власний вектор вiдповiдний власному значенню λ2.

Аналогiчно зведемо основну матрицю системи (2.4.7) до схiдчастого вигляду у випадку k = 3:

(A− 3I) ≡

−1 −1 1
1 −1 −1
1 −1 −1

∼

1 −1 −1
0 −2 0
0 0 0

∼

1 0 −1
0 1 0
0 0 0

 .

Отже, маємо
v1 = v3, v2 = 0.

Мiркуючи так само, як у попередньому випадку, доходимо висновку, що можна прийняти v3 = C3,
де C3 — довiльна стала. Тодi v1 = C3, v2 = 0. Отож, отримаємо

v =

C3

0
C3

 ≡ C3

1
0
1


— загальний власний вектор вiдповiдний власному значенню λ3.
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Приклад 2.4.2. Знайти власнi значення та власнi вектори матрицi

A =

 2 −1 2
1 0 2

−2 1 −1

 .

Розв’язування. Знайдемо власнi значення матрицi A. Оскiльки

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 2

1 −λ 2
−2 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (2− λ)(λ+ 1)λ+ 4 + 2− 4λ− 2(2− λ)− (1 + λ) =

= λ(2 + 2λ− λ− λ2)− 3λ+ 1 = −λ3 + λ2 − 1 + 1 =

= −λ2(λ− 1)− (λ− 1) = −(λ− 1)(λ2 + 1) =

= −(λ− 1)(λ− i)(λ+ i),

то власними значеннями матрицi A є числа λ1 = 1, λ2 = i, λ3 = −i.

Знайдемо загальнi власнi вектори для власних значень λ1, λ2, λ3. Для цього розглянемо лiнiйнi
алгебричнi системи

(A− λkI)v = 0 (2.4.8)

для k = 1, 2, 3.

Як i в попередньому прикладi, системи (2.4.8) будемо розв’язувати, зводячи їхнi основнi матрицi
до схiдчастого вигляду.

У випадку k = 1 одержуємо

(A− I) ≡

1 −1 2
1 −1 2
2 1 −2

 ∼

1 −1 2
0 3 −6
0 0 0

 ∼

1 0 0
0 1 −2
0 0 0

 .

Отже, для знаходження власних векторiв маємо систему рiвнянь

v1 = 0, v2 − 2v3 = 0 .

Приймемо v3 = C1, де C1 — довiльна стала. Тодi v2 = 2C1, v1 = 0. Отож,

v =

 0
2C1

C1

 ≡ C1

0
2
1


— загальний власний вектор для власного значення λ1.

Аналогiчно розглянемо випадок k = 2 :

(A− iI)≡

2− i −1 2
1 −i 2

−2 1 −1− i

∼

1 −i 2
5 −2− i 4 + 2i
0 1− 2i 3− i

∼

∼

1 −i 2
0 −2 + 4i −6 + 2i
0 1− 2i 3− i

 ∼

1 −i 2
0 1− 2i 3− i
0 0 0

 ∼
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∼

1 −i 2
0 5 5 + 5i
0 0 0

∼

1 −i 2
0 1 1 + i
0 0 0

∼

1 0 1 + i
0 1 1 + i
0 0 0

 .

Тут ми зробили такi елементарнi перетворення матрицi (A− iI):

1) переставили мiсцями перший i другий рядки;

2) помножили другий рядок на (2 + i);

3) до третього рядка додали перший, помножений на 2;

4) до другого рядка додали перший, помножений на (-5);

5) другий рядок подiлили на (-2);

6) вiд третього рядка вiдняли другий;

7) домножили другий рядок на (1 + 2i);

8) подiлили другий рядок на 5;

9) до першого рядка додали другий, помножений на i.

Отже, друга з систем (2.4.8) (k = 2) еквiвалентна системi

v1 + (1 + i)v3 = 0, v2 + (1 + i)v3 = 0.

Приймемо v3 = C2, де C2 — довiльне. Отож,

v2 =

−(1 + i)C2

−(1 + i)C2

C2

 = C2

−1− i
−1− i

1


— загальний власний вектор для власного значення λ2.

Для знаходження загального власного вектора для власного значення λ3 = −i, зауважимо таке.
Оскiльки матриця A дiйсна, то комплексно спряженою до матрицi (A−λI) буде матриця (A−λI).
Отож, якщо v2 — загальний власний вектор вiдповiдний власному значенню λ2 = i, тобто

(A− iI)v2 = 0, (2.4.9)

то
(A+ iI)v2 = 0,

а отже,

v3 = C3

−1 + i
−1 + i

1

 , C3 − довiльна стала,

— загальний власний вектор вiдповiдний власному значенню λ3 = −i.

Приклад 2.4.3. Знайти власнi значення та власнi вектори матрицi

A :=

−2 1 −2
1 −2 2
3 −3 5

 .

Розв’язування. Знайдемо власнi значення матрицi A. Для цього зауважимо, що

det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ 1 −2

1 −2− λ 2
3 −3 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 1)2(λ− 3).

Отже, власними значеннями матрицi A є числа λ1 = 3 (алгебраїчна кратнiсть k1 = 1), λ2 = −1
(алгебраїчна кратнiсть k2 = 2).

Знайдемо загальнi власнi вектори для власних значень λ1, λ2, тобто загальнi розв’язки систем
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(A− λkI)v = 0, k = 1, 2. (2.4.10)

Розглянемо випадок k = 1. Маємо

(A− 3I) ≡

−5 1 −2
1 −5 2
3 −3 2

 ∼

1 −5 2
0 −24 8
0 12 −4

 ∼

∼

1 −5 2
0 3 −1
0 0 0

 ∼

1 1 0
0 3 −1
0 0 0

 .

Отож, система (2.4.10) при k = 1 еквiвалентна системi{
v1 = −v2,
v3 = 3v2.

Оскiльки тут є одна вiльна змiнна, то геометрична кратнiсть власного значення λ1 дорiвнює 1.
Тому приймемо v2 = C1, де C1 — довiльна стала. Отже, v1 = −C1, v3 = 3C1 i загальний власний
вектор (для λ1) такий:

v1 =

 −C1

C1

3C1

 ≡

 −C1

C1

3C1

 .

У випадку k = 2 з (2.4.10) отримаємо

(A+ I) ≡

−1 1 −2
1 −1 2
3 −3 6

 ∼

1 −1 2
0 0 0
0 0 0

 ,

тобто друга з систем (2.4.10) еквiвалентна системi

v1 = v2 − 2v3.

Звiдси випливає, що задана система має двi вiльнi змiннi, тобто геометрична кратнiсть власного
значення λ2 дорiвнює 2. Тому можемо прийняти v2 = C2, v3 = C3, де C2, C3 — довiльнi сталi. Тодi
v1 = C2 − 2C3. Отож,

v2 =

C2 − 2C3

C2

C3

 ≡ C2

1
1
0

+ C3

−2
0
1


— загальний власний вектор для власного значення λ2.

Приклад 2.4.4. Знайти власнi значення та власнi вектори матрицi

A :=

2 1 0
0 2 4
1 0 −1

 .

Розв’язування. Знайдемо власнi значення матрицi A. Маємо

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 0
0 2− λ 4
1 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= −(2− λ)2(1 + λ) + 4 = −(4− 4λ+ λ2)(1 + λ) + 4 =

= −4 + 4λ− λ2 − 4λ+ 4λ2 − λ3 + 4 = −λ3 + 3λ2 = −λ2(λ− 3).
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Отже, власними значеннями матрицi A є числа λ1=3 (алгебрична кратнiсть k1=1), λ2 = 0 (алгеб-
рична кратнiсть k2 = 2).

Знайдемо загальнi власнi вектори для власних значень λ1 i λ2, тобто загальнi розв’язки лiнiйних
алгебричних систем

(A− λkI)v = 0, k = 1, 2. (2.4.11)

Спочатку розглянемо випадок k = 1. Маємо

(A− 3I) ≡

−1 1 −4
0 −1 4
1 0 −4

 ∼

1 −1 0
0 1 −4
0 1 −4

 ∼

∼

1 −1 0
0 1 −4
0 0 0

 ∼

1 0 −4
0 1 −4
0 0 0

 ,

звiдки l1 = 1 i {
v1 = 4v3,

v2 = 4v3.

Приймемо v3 = C1. Тодi v1 = 4C1, v2 = 4C1. Отже,

v1 =

4C1

4C1

C1

 ≡ C1

4
4
1


— загальний власний вектор вiдповiдний власному значенню λ1.

Розглянемо випадок k = 2. Зважаючи, що

(A− 0I) ≡

2 1 0
0 2 4
1 0 −1

 ∼

1 0 −1
0 1 2
0 0 0

 ,

приходимо висновку, що друга з систем (2.4.11) (k = 2) еквiвалентна системi{
v1 = v3,

v2 = −2v3.
(2.4.12)

В цiй системi одна вiльна змiнна, наприклад, v3. Це означає, що геометрична кратнiсть l2 власного
значення λ2 дорiвнює 1 (l2 = 1). Приймемо v3 = 2, де C2 — довiльна стала. Тодi

v1 =

 C2

−2C2

C2

 ≡ C2

 1
−2
1


— загальний власний вектор для власного значення λ2.

Приклад 2.4.5. Знайти власнi значення та власнi вектори матрицi

A :=

 2 −1 −1
2 −1 −2

−1 1 2

 .

Розв’язування. Знайдемо власнi значення матрицi A. Оскiльки

det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 −1

2 −1− λ −2
−1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= −λ3 + 3λ2 − 3λ+ 1 = −(λ− 1)3,
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то характеристичне рiвняння
det (A− λI) = 0

має один корiнь λ1 = 1 кратностi 3. Отже, число λ1 = 1 є власним значенням матрицi A алгебричної
кратностi k1 = 3.

Знайдемо загальний власний вектор, який вiдповiдає власному значенню λ1 iз системи

(A− λ1I)v = 0. (2.4.13)

Маємо

(A− I) ≡

 1 −1 −1
2 −2 −2

−1 1 1

 ∼

1 −1 −1
0 0 0
0 0 0

 ,

тобто система (2.4.13) еквiвалентна системi

v1 = v2 + v3

.

Вважаючи v2 i v3 вiльними змiнними, отримаємо

v1 =

v2 + v3
v2
v3

 — з. в. в. для в. з. λ1. (2.4.14)

З. в. в. визначається двома параметрами, а це означає, що геометрична кратнiсть в. з. λ1 дорiвнює
l1 = 2. Загальний власний вектор матиме вигляд

v1 =

C1 + C2

C1

C2

 ≡ C1

1
1
0

+ C2

1
0
1

 — з. в. в. для в. з. λ1. (2.4.15)

Приклад 2.4.6. Знайти власнi значення та власнi вектори матрицi

A :=

 4 −1 0
3 1 −1
1 0 1

 .

Розв’язування. Знайдемо власнi значення матрицi A. Маємо

det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
4− λ −1 0
3 1− λ −1
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (4− λ)(1− λ)2 + 1 + 3(1− λ) =

= −λ3 + 6λ2 − 12λ+ 8 = −(λ− 2)3.

Отже, число λ1 = 2 є власним значенням матрицi A алгебричної кратностi k1 = 3. Знайдемо
загальний власний вектор для власного значення λ1 = 2. Оскiльки

(A− 2I) ≡

2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1

 ∼

1 0 −1
0 1 −2
0 1 −2

 ∼

1 0 −1
0 1 −2
0 0 0

 ,

то система
(A− λ1I)v = 0

еквiвалентна системi
v1 = v3, v2 = 2v3.
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Оскiльки в цiй системi є одна вiльна змiнна, то геометрична кратнiсть в. з. λ1 дорiвнює l1 = 1.
Загальний власний вектор маємо у виглядi

v1 =

 C1

2C1

C1

 ≡ C1

1
2
1

 ,

де C1, C2, C3 — довiльнi сталi.

Вправи для самостiйної роботи

Знайти власнi значення та власнi вектори матрицi

1) A =

1 −1 1
1 1 −1
2 −1 0

 (λ1 = 1;λ2 = 2;λ3 = −1);

2) A=

1 −1 −1
1 1 0
3 0 1

 (λ1 = 1;λ2 = 3);

3) A=

1 −1 −1
1 1 −1
0 −1 2

 (λ1 = 1;λ2 = 2);

4) A=

4 −1 0
3 1 −1
1 0 1

 (λ1 = 2);

5) A=

 2 −1 −1
2 −1 −2
−1 1 2

 (λ1 = 1).
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2.5 . Лабораторний практикум з розв’язування систем лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь

У цьому пiдроздiлi розглянемо деякi аспекти описаних в роздiлi 2 чисельних методiв розв’язування
СЛАР, якi пов’язанi iз застосування цих методiв на практицi. Зокрема розглянемо пiдходи до про-
стої програмної реалiзацiї згаданих методiв, а також продемонструємо використання розроблених
програм та деяких Python-бiблiотек для проведення обчислювальних експериментiв для дослiдже-
ння чисельних розв’язкiв СЛАР.

Наведемо для зручностi подальшої роботи визначення основних понять, якi стосуються СЛАР,
а також розрахунковi формули чисельних методiв. Причому формули подаватимемо у виглядi,
орiєнтованому на вiдповiдну програмну реалiзацiю.

Отож, нехай маємо СЛАР
Ax = b (2.5.1)

з добре обумовленою квадратною матрицею i вектором вiльних членiв

A :=


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 ∈ Rn×n, b :=


b1
b2
...
bn

 ∈ Rn, n ∈ N, (2.5.2)

x :=


x1
x2
...
xn

 ≡ (x1, x2 . . . , xn)
⊤ ∈ Rn – вектор невiдомих величин.

Нагадаємо означення норм у просторах матриць та векторiв, якi будуть потрiбними далi при ви-
користаннi iтерацiйних методiв:

∥A∥1 := max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |, ∥A∥∞ := max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |. (2.5.3)

∥b∥2 :=

√√√√ n∑
i=1

|b2i |, ∥b∥∞ := max
1≤i≤n

|bi|. (2.5.4)

Ноутбуки, якi будуть потрiбнi нам для чисельного розв’язування СЛАР, можна завантажити з ре-
позиторiю. Кожен ноутбук крiм вiдповiдного програмного коду також мiстить основнi визначення
та використанi розрахунковi формули. Крiм того, там наведено деякi поясненя щодо використання
програмного коду. Зокрема, стосовно налаштування середовища для виконання коду iнтерпрета-
тором. Оскiльки чисельнi методи реалiзовано з використанням бiблiотеки NumPy, то в даному
випадку пiдготовка середовища зводиться до виконання такої комiрки ноутбука:

[1]: import numpy as np

Перед виконанням обчислень необхiдно виконати комiрки, в яких визначено функцiї, якi реалiзують
конкретний чисельний метод i задають данi конкретних СЛАР, а також деякi допомiжнi функцiї.

Допомiжнi функцiї

[2]:
def norm_1(a):

"""обчислення норми_1 матрицi a"""
m=0
for j in range(a.shape[1]):

s=0
for i in range(a.shape[0]):

http://www.overleaf.com
http://www.overleaf.com
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s+=abs(a[i][j])
if s>m:

m=s
return m

def norm_2(a):
"""обчислення норми_2 матрицi a"""
m=0
for i in range(a.shape[0]):

s=0
for j in range(a.shape[1]):

s+=abs(a[i][j])
if s>m:

m=s
return m

def norm_3(a):
"""обчислення евклiдової норми вектора a"""
return np.sqrt(np.sum(a**2))

Зазначимо, що усi розробленi ноутбуки є незалежними один вiд одного, хоч i можуть мiстити
програмний код, який виконує те саме завдання для рiзних методiв чи задач. В матерiалах лабо-
раторного практикуму буднмо уникати таких повторень.

2.5.1 Застосування методу Гаусса

Метод Гаусса полягає в покроковому зведеннi системи (2.5.1) до трикутного вигляду (прямий хiд):

A :=


a11 a12 . . . a1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

...
...

. . .
...

0 0 . . . a
(n−1)
nn



x1
x2
...
xn

 =


b1

b
(1)
2
...

b
(n−1)
n

 , (2.5.5)

пiсля чого елементи розв’язку обчислюють зворотною пiдстановкою (обернений хiд).

Тут верхнiй iндекс елементiв матрицi та вектора вказує номер кроку, на якому вони були обчисленi.

Пiсля виконання k−го кроку маємо a(k)i,j = 0 при i ≥ k, j < k.

На наступному (k + 1)−му кроцi елементи матрицi та вектора правої частини перераховують за
формулами

a
(k+1)
i,j = a

(k)
i,j −mi,k a

(k)
k,j , i, j = k + 1, . . . , n, (2.5.6)

b
(k+1)
i = b

(k)
i −mi,k b

(k)
k , i = k + 1, . . . , n, (2.5.7)

де mi,k =
a
(k)
i,k

a
(k)
k,k

, i = k + 1, . . . , n.

Вважаємо, що на кожному кроцi a(k)k,k ̸= 0, якщо ж нi, то переставляємо рядки матрицi, щоб ця
умова виконувалася.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати обчислювальне середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
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2. виконати комiрку, де визначенi функцiї Gaussian_elimination, backward_substitution
i GEM_solver

• Обчислити шуканий розв’язок заданої СЛАР :
1. виконати комiрки, де визначенi функцiї set_matrix i set_vector
2. виконати комiрку з викликом функцiї GEM_solver з аргументами, якi визначенi в попе-

редньому пунктi. Результатом цiєї функцiї є вектор шуканого розв’язку.

Програмна реалiзацiя методу

Gaussian_elimination - функцiя, яка реалiзує прямий хiд методу Гаусса

[2]: def Gaussian_elimination(a,b):
""" зведення добре обумовленої квадратної матрицi a до верхньої трикутної

та перетворення вектора b вiльних членiв
методом Гаусса

"""
n=b.size
for k in range(1,n):

for i in range(k,n):
m=a[i,k-1]/a[k-1,k-1]
for j in range(k,n):

a[i,j]-= m * a[k-1,j]
b[i]-= m * b[k-1]

backward_substitution- функцiя, яка реалiзує зворотнiй хiд методу Гаусса

[3]: def backward_substitution(a,b):
""" Розв'язування СЛАР з трикутною матрицею a

i вектором b вiльних членiв.
Розв'язок буде збережено у векторi b

"""
n=b.size
b[n-1]/=a[n-1,n-1]
for k in range(1,n):

for j in range(n-k,n):
b[n-k-1]-=a[n-k-1,j]*b[j]

b[n-k-1]/=a[n-k-1,n-k-1]

GEM_solver- функцiя, яка реалiзує розв’язування СЛАР методом Гаусса

[4]: def GEM_solver(n, set_matrix, set_vector):
""" Розв'язування СЛАР методом Гаусса
"""
a=set_matrix(n)
b=set_vector(n)
Gaussian_elimination(a,b)
backward_substitution(a,b)
return b

set_matrix i set_vector – функцiї для задання конкретних СЛАР:

• set_matrix – задає i повертає як результат матрицю СЛАР
• set_vector – задає i повертає як результат вектор вiльних членiв

У наступному прикладi як коефiцiєнти СЛАР, так i її вiльнi члени заданi безпосередньо у визна-
ченнi вiдповiдних структур даних – масивiв бiблiотеки NumPy. На практицi можна задавати такi
данi рiзними способами. В одному з наступних прикладiв вони будуть обчисленi за формулами.
При заданнi СЛАР важливою є лише одна вимога – це мають бути масиви NumPy.
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Зазначимо, що треба виконувати вiдповiдну комiрку з визначеннм зазначених функцiй кожного
разу, коли матрицю або вектор змiнюють.

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо на прикладах розв’язування СЛАР методом Гаусса.

Приклад 1. (приклад 2.1) Обчислити методом Гаусса розв’язок СЛАР 2x1 + 2x2 + 3x3 = 1,
x1 + 3x2 + 2x3 = −8,
2x1 + x2 + 2x3 = 3.

Спочатку визначимо функцiї, якi задаватимуть матрицю i вектор вiльних членiв СЛАР :

[5]: def set_matrix(n):
""" функцiя для задання матрицi конкретної СЛАР (по рядках)"""
return np.array([[2, 2, 3],[1,3,2],[2,1,2]],dtype=float )

[6]: def set_vector(n):
""" функцiя для задання вектора вiльних членiв конкретної СЛАР"""
return np.array([1, -8, 3],dtype=float)

Знайдемо чисельний розв’язок СЛАР:

[7]: n=3
x = GEM_solver(n, set_matrix, set_vector)
print(f'Чисельний розв\'язок СЛАР при n={n}\n x={x}')

Чисельний розв'язок СЛАР при n=3
x=[ 1. -5. 3.]

Метод Гаусса є представником так званих прямих методiв. Вiдомо, що вони є чутливими до похибок,
якi виникають в процесi обчислень. Продемонструємо це на наступному прикладi.

Приклад 2. Нехай елементи матрицi i вектор вiльних членiв СЛАР заданi формулами ai,j =

(i + j + 1)−1, i, j = 0, n− 1, n ∈ N, та bi =
∑n−1

j=0 (i + j + 1)−1, i = 0, n− 1, n ∈ N, вiдповiдно.
Обчислити методом Гаусса розв’язок СЛАР (2.5.1) при рiзних значеннях n.

Легко бачити, що при довiльному n розв’язком такої системи є вектор x = (1, 1, . . . , 1)⊤, складений
з одиничок. Зазначимо, що так задану матрицю називають матрицею Гiльберта. Вiдомо, що при
зростаннi розмiру n задана у такий спосiб СЛАР стає погано обумовленою i похибки обчислень
суттєво впливатимуть на її чисельний розв’язок. Переконаємося в цьому на практицi.

Спочатку визначимо функцiї, якi задаватимуть таку СЛАР:

[8]: def set_matrix(n):
""" задання матрицi системи Гiльберта"""
a = np.empty((n,n),dtype=float)
for i in range(n):

for j in range(n):
a[i,j] = 1/(i+j+1)

return a

[9]: def set_vector(n):
""" задання вектора вiльних членiв системи Гiльберта"""
b = np.zeros(n ,dtype=float)
for i in range(n):

for j in range(n):
b[i] += 1/(i+j+1)

return b
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Для невеликих значень n можемо переглянути, який вигляд мають матриця i вектор вiльних членiв,
згенерованi цими функцiями:

[10]: set_matrix(5)

[10]: array([[1. , 0.5 , 0.33333333, 0.25 , 0.2 ],
[0.5 , 0.33333333, 0.25 , 0.2 , 0.16666667],
[0.33333333, 0.25 , 0.2 , 0.16666667, 0.14285714],
[0.25 , 0.2 , 0.16666667, 0.14285714, 0.125 ],
[0.2 , 0.16666667, 0.14285714, 0.125 , 0.11111111]])

[11]: set_vector(5)

[11]: array([2.28333333, 1.45 , 1.09285714, 0.88452381, 0.74563492])

Знайдемо тепер чисельний розв’язок методом Гаусса при n = 5:

[12]: n=5
x = GEM_solver(n, set_matrix, set_vector)
print(f'Чисельний розв\'язок СЛАР при n={n}\n x={x}')

Чисельний розв'язок СЛАР при n=5
x=[1. 1. 1. 1. 1.]

Як бачимо, вiн повнiстю спiвпадає з точним розв’язком цiєї системи.

Знайдемо тепер чисельний розв’язок СЛАР бiльшого розмiру:

[13]: n=10
x = GEM_solver(n, set_matrix, set_vector)
print(f'Чисельний розв\'язок СЛАР при n={n}\n x={x}')

Чисельний розв'язок СЛАР при n=10
x=[1. 1.00000011 0.99999774 1.00002048 0.99990264 1.00026691

0.99956309 1.0004214 0.99977914 1.0000485 ]

[14]: n=12
x = GEM_solver(n, set_matrix, set_vector)
print(f'Чисельний розв\'язок СЛАР при n={n}\n x={x}')

Чисельний розв'язок СЛАР при n=12
x=[0.99999998 1.00000272 0.99991614 1.00112492 0.99185897 1.03538471

0.90231481 1.17541948 0.79576776 1.14866257 0.93852547 1.01102248]

[15]: n=15
x = GEM_solver(n, set_matrix, set_vector)
print(f'Чисельний розв\'язок СЛАР при n={n}\n x={x}')

Чисельний розв'язок СЛАР при n=15
x=[ 0.99999997 1.00000242 0.99999492 0.99864026 1.02566811 0.78193349
2.06684093 -2.2790367 7.53239313 -7.35504757 7.38066706 -1.12904142
0.42574875 1.73328423 0.81795234]

Як бачимо, вже при n ≥ 12 чисельний розв’язок суттєво вiдрiзняється вiд точного, тобто метод
Гаусса стає непридатним для таких СЛАР. Далi покажемо, що за допомогою спецiальних пiдходiв,
зокрема iтерацiйними методами можна досягнути точнiшi розв’язки розглянутиз СЛАР.
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2.5.2 Застосування методу прогонки для роз’язування СЛАР з тридiа-
гональною матрицею

Нехай маємо СЛАР
Hx = g, (2.5.8)

де H ∈ R(n+1)×(n+1) — задана квадратна тридiагональна матриця

H =



c0 b0 0 . . . 0

a1 c1 b1 0 . . .
...

0 a2 c2 b2 . . .
...

...
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
... an−1 cn−1 bn−1

0 . . . . . . 0 an cn


,

n — натуральне число, g ∈ Rn+1 — заданий вектор вiльних членiв i x ∈ Rn+1 — невiдомий вектор.

Шляхом зведення цiєї системи до трикутного вигляду згiдно методу Гауса можна показати, що,
компоненти вектора x можна послiдовно обчислити (починаючи з кiнця) за формулами

xn = βn, xi = αi · xi+1 + βi, i = n− 1, 0, (2.5.9)

де

α0 := −b0
c0
, β0 :=

g0
c0
, αi := − bi

ai · αi−1 + ci
, βi :=

gi − ai · βi−1

ai · αi−1 + ci
, i = 1, n. (2.5.10)

Вважаємо, що матриця H є такою, що c0 ̸= 0 i ai · αi−1 + ci ̸= 0, i = 1, n.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати обчислювальне середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрку, де визначена функцiя TDMA_solver

• Обчислити шуканий розв’язок заданої СЛАР :
1. виконати комiрки, де визначенi функцiї set_matrix_diagonals i set_vector
2. виконати комiрку з викликом функцiї TDMA_solver з аргументами, якi визначенi в попе-

редньому пунктi. Результатом цiєї функцiї є вектор шуканого розв’язку.

Програмна реалiзацiя методу

TDMA_solver - функцiя, яка реалiзує метод прогонки для розв’язування
СЛАР

[2]: def TDMA_solver(n,set_matrix_diagonals,set_vector):
""" метод прогонки для розв'язування СЛАР

з 3-дiагональною матрицею
вектор с-головна дiагональ
вектори a i b - нижня i верхня дiагоналi, паралельнi головнiй
вектор g - вiльнi члени

"""
c,a,b = set_matrix_diagonals(n)
g = set_vector(n)

alpha = np.empty(n+1, dtype=float )
beta = np.empty(n+1, dtype=float )
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if c[0] !=0 :
alpha[0] =-b[0]/c[0]
beta [0] = g[0]/c[0]

else:
raise Exception('c[0]==0')

for i in range(1,n+1):
w=a[i]*alpha[i-1]+c[i]
if w != 0 :

alpha[i] =-b[i]/w
beta[i] = (g[i] - a[i]*beta[i-1])/w

else:
raise Exception('w==0')

x = np.empty(n+1, dtype=float )
x[n] = beta[n]
for i in range(n-1,-1,-1):

x[i] = alpha[i]*x[i+1] + beta[i]
return x

set_matrix_diagonals i set_vector – функцiї для задання дiагоналей матрицi H
та вектора g конкретних СЛАР:

• set_matrix_diagonals – задає i повертає як результат три дiагоналi матрицi H;
• set_vector – задає i повертає як результат вектор вiльних членiв g.

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо на прикладах розв’язування СЛАР методом прогонки.

Приклад 1. (приклад 2.3) Обчислити методом прогонки розв’язок СЛАР


x0 + 3x1 = 4
x0 + 2x1 − x2 = 2

x1 + 4x2 + x3 = 6
x2 + 4x3 = 5.

Спочатку визначимо функцiї, якi задаватимуть матрицю i вектор вiльних членiв СЛАР :

[3]: def set_matrix_diagonals(n):
""" функцiя задає 3 дiагоналi матрицi СЛАР """
c=np.array([1, 2, 4, 4], dtype=float)
a=np.array([0, 1, 1, 1], dtype=float)
b=np.array([3,-1, 1, 0], dtype=float)
return c,a,b

[4]: def set_vector(n):
""" функцiя задає вектор вiльних членiв СЛАР"""
g = np.array([4, 2, 6, 5], dtype=float)
return g

Тепер можемо викликати функцiю TDMA_solver з вiдповiдними аргументами:

[5]: n=3
x = TDMA_solver(n, set_matrix_diagonals, set_vector)
print(f'Чисельний розв\'язок СЛАР при n={n}\n x={x}')

Чисельний розв'язок СЛАР при n=3
x=[1. 1. 1. 1.]
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Приклад 2. (приклад 2.1.2.II) Обчислити методом прогонки розв’язок СЛАР


2x0 + 5x1 = 7
x0 − 3x1 + 2x2 = 0

x1 + 6x2 − x3 = 6
x2 + 4x3 = 5.

Отримання чисельного розв’язку цiєї СЛАР повнiстю повторює розв’язування попереднього при-
кладу:

[6]: def set_matrix_diagonals(n):
""" функцiя задає 3 дiагоналi матрицi СЛАР """
c=np.array([2, -3, 6, 4], dtype=float)
a=np.array([0, 1, 1, 1], dtype=float)
b=np.array([5, 2, -1, 0], dtype=float)
return c,a,b

[7]: def set_vector(n):
""" функцiя задає вектор вiльних членiв СЛАР"""
g = np.array([7, 0, 6, 5], dtype=float)
return g

[8]: n=3
x = TDMA_solver(n,set_matrix_diagonals,set_vector)
print(f'Чисельний розв\'язок СЛАР при n={n}\n x={x}')

Чисельний розв'язок СЛАР при n=3
x=[1. 1. 1. 1.]

Зауважимо, використаний пiдхiд до програмної реалiзацiї методу прогонки дає змогу просто iнте-
грувати розроблений програмний код в iншi ноутбуки. Прикладом цього є використання функцiї
TDMA_solver в ноутбуцi, де розглянуто чисельне розв’язування крайових задач методом скiнчених
рiзниць. Оскiльки застосування цього методу до звичайних диференцiальних рiвнянь приводить до
тридiагональної матрицi, то особливiстю програмного коду функцiї set_matrix_diagonals у цьому
випадку є обчислення дiагоналей за вiдповiдними формулами.
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2.5.3 Застосування методу простої iтерацiї

Нехай СЛАР має вигляд
x = Bx+ d, (2.5.11)

де B ∈ Rn×n, d ∈ Rn — заданi квадратна матриця i вектор вiльних членiв вiдповiдно, x ∈ Rn —
невiдомий вектор.

Вважаємо, що матриця B задовольняє умову

∥B∥1 < 1 чи ∥B⊤∥1 < 1. (2.5.12)

Згiдно методу простої iтерацiї чисельний розв’язок шукаємо шляхом побудови послiдовностi

x0, x1, . . . , xk, . . . (2.5.13)

за правилом:
xk+1 = Bxk + d, k ∈ N0 := N ∪ {0}, (2.5.14)

де x0 ∈ Rn— початкове наближення, xk = (xk1 , x
k
2 , . . . , x

k
n)

⊤ — наближення розв’язку на k-тiй iтера-
цiї.

Вiдомо (Теорема 2.2.3), що виконання нерiвностi (2.5.12) є достатньою умовою для збiжностi
iтерацiй до шуканого розв’язку СЛАР.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати обчислювальне середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрку, де визначенi допомiжнi функцiї norm_1,norm_2 i norm_3
3. виконати комiрку, де визначенi функцiї simple_iteration i simple_iteration_solver

• Обчислити шуканий розв’язок заданої СЛАР :
1. виконати комiрки, де визначенi функцiї set_matrix i set_vector
2. виконати комiрку, де визначена функцiя set_x0
3. виконати комiрку iз заданням точностi eps i максимальної кiлькостi iтерацiй max_iter
4. виконати комiрку з викликом функцiї simple_iteration_solver

Програмна реалiзацiя методу

simple_iteration - функцiя, яка розв’язує СЛАР (2.5.11) методом простої iте-
рацiї

[3]: def simple_iteration(b,d,x0,eps,max_iter):
""" послiдовно обчислює наближення розв'язку СЛАР

методом простої iтерацiї, поки евклiдова норма
рiзницi двох послiдовних наближень не стане меншою заданої точностi eps
x0 -- початкове наближення """

x_prev=x0.copy()
k=1
x_new=np.matmul(b,x0)+d
while norm_3(x_new-x_prev) > eps and k < max_iter:

k+=1
x_prev=x_new
x_new=np.matmul(b,x_prev)+d

return k, x_new

simple_iteration_solver – функцiя, яка при виконаннi достатньої умови збi-
жностi (2.5.12) органiзовує обчислення чисельного розв’язку СЛАР (2.5.11)
методом простої iтерацiї.
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[4]: def simple_iteration_solver(set_matrix, set_vector,set_x0, eps, max_iter):
""" Розв'язування СЛАР методом простих iтерацiй """
b=set_matrix()
k=0
if norm_1(b)<1 or norm_2(b)<1 :

d=set_vector()
x0=set_x0()
k, x=simple_iteration(b,d,x0,eps,max_iter)
return k, x

else:
return k, b

Алгоритм роботи функцiї simple_iteration_solver є таким:

• На початку формується матриця СЛАР (2.5.11)
• Якщо виконується достатня умова збiжностi (2.5.12), то буде задано вектор вiльних членiв

СЛАР i початкове наближення розв’язку. Пiсля цього шляхом iтерацiй обчислюється чисель-
ний розв’язок, який функцiя повертає як елемент кортежу. У цьому випадку перший елемент
цього кортежу матиме значення кiлькостi виконаних iтерацiй.

• Якщо умова (2.5.12) не виконується, то першим елементом кортежу є число 0.

set_matrix, set_vector i set_x0 – функцiї для задання конкретних СЛАР
i початкового наближення :

• set_matrix – задає i повертає як результат матрицю СЛАР
• set_vector – задає i повертає як результат вектор вiльних членiв
• set_x0 – задає i повертає як результат вектор початкового наближення

Треба виконувати вiдповiдну комiрку з визначеннм цих функцiй кожного разу, коли матрицю або
вектори змiнюють.

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо на прикладах застосування методу простої iтерацiї до розв’язування СЛАР.

Приклад 1. (приклад 2.4) Обчислити методом простої iтерацiї розв’язок СЛАР x1 + 0.1x2 + 0.2x3 = 1.8
0.2x1 + x2 − 0.2x3 = 1.6
0.1x1 − 0.2x2 + x3 = 2.7

(2.5.15)

Легко переконатися, що вектор x = (1, 2, 3)⊤ є точним розв’язком цiєї системи, збережемо це зна-
чення:

[5]: x=np.array([[1], [2], [3]])

Задану СЛАР приведемо до вигляду (2.5.11), де матриця B є такою:

B =

 0 −0, 1 −0, 2
−0, 2 0 0, 2
−0, 1 0, 2 0

 .

Пiдготуємо функцiю, яка задаватиме цю матрицю:

[6]: def set_matrix():
""" функцiя для задання матрицi конкретної СЛАР"""
return np.array([[0, -0.1, -0.2],[-0.2,0,0.2],[-0.1,0.2,0]])

Можемо переконатися, що матриця B задовольняє нерiвнiсть (2.5.12):

[32]: print(f"Норми матрицi В: {norm_1(set_matrix())}, {norm_2(set_matrix())}")
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Норми матрицi В: 0.4, 0.4

Отож, iтерацiйний процес буде збiжний.

Визначимо функцiї, якi повертатимуть вектор d i вектор початкового наближення x0, беручи x0 = d:

[7]: def set_vector():
""" функцiя для задання вектора вiльних членiв конкретної СЛАР"""
return np.array([[1.8], [1.6], [2.7]])

[8]: def set_x0():
""" функцiя для задання вектора початкового наближення розв'язку"""
return set_vector()

Задамо тепер значення параметрiв допустимої похибки чисельного розв’язку eps

[9]: eps=0.001

та максимального числа iтерацiй max_iter

[10]: max_iter=100

Тепер знаходимо чисельний розв’язок

[11]: k, xk=simple_iteration_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[1.0001988 ]
[1.99975656]
[2.99979648]]
обчислено за 7 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 0.00037443939963607115.

Бачимо, що чисельний розв’язок x7 близький до точного за евклiдовою нормою. Поексперименту-
ємо з розв’язуванням, змiнюючи значення параметра eps :

[30]: eps=0.00001
k, xk=simple_iteration_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[0.99999847]
[2.00000188]
[3.00000159]]
обчислено за 13 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 3.063853949051739e-06.
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[21]: eps=0.000001
k, xk=simple_iteration_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[1.00000009]
[1.99999989]
[2.99999991]]
обчислено за 14 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 0.0.

Розглянемо тепер чисельнi розв’язки СЛАР при рiзних початкових наближеннях.

[33]: def set_x0():
""" функцiя для задання вектора початкового наближення розв'язку"""
return np.array([[10 ], [10], [11]])

[34]: eps=0.000001
k, xk=simple_iteration_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[0.99999983]
[2.00000021]
[3.00000018]]
обчислено за 15 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 4.850158884211414e-07.

[35]: def set_x0():
""" функцiя для задання вектора початкового наближення розв'язку"""
return np.array([[0 ], [1], [0]])

[36]: eps=0.000001
k, xk=simple_iteration_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[1.00000021]
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[1.99999975]
[2.99999979]]
обчислено за 14 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 2.2485513311112248e-07.

[39]: def set_x0():
""" функцiя для задання вектора початкового наближення розв'язку"""
return np.array([[-1 ], [-100], [11]])

[40]: eps=0.000001
k, xk=simple_iteration_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[1.00000019]
[1.99999977]
[2.9999998 ]]
обчислено за 17 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 1.95478385736245e-07.

Як бачимо, для даної СЛАР збiжнiсть методу при рiзних початкових наближеннях практично не
вiдрiзняється.
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2.5.4 Застосування методу Якобi
Нехай маємо СЛАР (2.5.1), для якої detA ̸= 0, а також aii ̸= 0, i ∈ 1, n.

Позначимо

B :=


0 −a12

a11
. . . −a1n

a11

−a21

a22
0 . . . −a2n

a22

...
...

. . .
...

− an1

ann
− an2

ann
. . . 0

 , d =


b1
a11
b2
a22

...
bn
ann

 . (2.5.16)

Метод Якобi полягає у замiнi (2.5.1) еквiвалентною СЛАР

x = Bx+ d, (2.5.17)

для якої будують iтерацiйний процес обчислення послiдовностi

x0, x1, . . . , xk, . . .

наближень розв’язку системи за правилом:

xk+1 = B xk + d, k ∈ N0. (2.5.18)

де x0 ∈ Rn— початкове наближення, xk = (xk1 , x
k
2 , . . . , x

k
n)

⊤ — наближення розв’язку на k-тiй iтера-
цiї.

Якщо отримана матриця B задовольняє умову

∥B∥1 < 1 чи ∥B⊤∥1 < 1 (2.5.19)

то iтерацiйний процес Якобi збiгається.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати обчислювальне середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрку, де визначенi допомiжнi функцiї norm_1,norm_2 i norm_3
3. виконати комiрку, де визначена функцiя simple_iteration
4. виконати комiрку, де визначенi функцiї Jacobi_modification i Jacobi_solver

• Обчислити шуканий розв’язок заданої СЛАР :
1. виконати комiрки, де визначенi функцiї set_matrix i set_vector
2. виконати комiрку, де визначена функцiя set_x0
3. виконати комiрку iз заданням точностi eps i максимальної кiлькостi iтерацiй max_iter
4. Виконати комiрку з викликом функцiї Jacobi_solver

Програмна реалiзацiя методу

Jacobi_solver – функцiя, яка органiзовує обчислення чисельного розв’язку
СЛАР (2.5.1) методом Якобi з точнiстю eps при виконаннi достатньої умови
збiжностi (2.5.19).

[3]: def Jacobi_solver(set_matrix, set_vector,set_x0, eps, max_iter):
""" керує етапами чисельного розв'язування СЛАР методом Якобi

"""
b=set_matrix()
d=set_vector()
Jacobi_modification(b, d)
k=0
if norm_1(b)<1 or norm_2(b)<1 :
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x0=set_x0()
k, x=simple_iteration(b,d,x0,eps,max_iter)
return k, x

else:
return k, d

Jacobi_modification – функцiя, яка перетворює матрицю i вектор вiльних чле-
нiв СЛАР (2.5.1) за формулою (2.5.16)

[4]: def Jacobi_modification(a, b):
""" модифiкацiя матрицi a i вектора вiльних членiв b СЛАР згiдно формули␣

↪→(2.5.19)"""
for i in range(a.shape[0]):

b[i] /=a [i,i]
a[i,:] /= -a[i,i]
a[i,i] = 0

simple_iteration – функцiя, яка розв’язує СЛАР (2.5.17) методом простої iте-
рацiї

[5]: def simple_iteration(b,d,x0,eps,max_iter):
""" послiдовно обчислює наближення розв'язку СЛАР

методом простої iтерацiї, поки евклiдова норма
рiзницi двох послiдовних наближень не стане меншою заданої точностi eps
x0 -- початкове наближення """

x_prev=x0.copy()
k=1
x_new=np.matmul(b,x0)+d
while norm_3(x_new-x_prev) > eps and k < max_iter:

k+=1
x_prev=x_new
x_new=np.matmul(b,x_prev)+d

return k, x_new

set_matrix, set_vector i set_x0 – функцiї для задання конкретних СЛАР та
вектора початкового наближення у такий самий спосiб, як i у випадку простої
iтерацiї.

Загальне керування процесом чисельного розв’язування СЛАР вiдбувається у функцiї
Jacobi_solver:

• На початку формується матриця i вектор вiльних членiв конкретної СЛАР (2.5.1), якi далi
модифiкуються функцiєю Jacobi_modification за формулою (2.5.16).

• Якщо виконується достатня умова збiжностi (2.5.19), то буде задано початкове наближення
розв’язку. Пiсля цього, враховуючи обмеження на кiлькiсть iтерацiй, обчислюється чисельний
розв’язок за допомогою функцiї simple_iteration, розглянутої у попередньому пiдроздiлi.
Якщо чисельний розв’язок знайдений, то функцiя simple_iteration повертає його як еле-
мент кортежу. У цьому випадку перший елемент цього кортежу матиме значення кiлькостi
виконаних iтерацiй.

• Якщо умова (2.5.19) не виконується, то першим елементом кортежу є число 0.

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо на прикладах застосування iтерацiйного методу Якобi до розв’язування СЛАР.
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Приклад 1. (приклад 2.4) Обчислити методом Якобi розв’язок СЛАР 10x1 + x2 + 2x3 = 18
x1 + 5x2 − x3 = 8
x1 − 2x2 + 10x3 = 27

(2.5.20)

Легко переконатися, що вектор x = (1, 2, 3)⊤ є точним розв’язком цiєї системи, збережемо це зна-
чення для подальшої оцiнки чисельного розв’язку:

[6]: x=np.array([[1], [2], [3]])

Пiдготуємо функцiї, якi задаватимуть матрицю СЛАР та вектори вiльних членiв d i початкового
наближення x0:

[7]: def set_matrix():
""" функцiя для задання матрицi конкретної СЛАР"""
matrix=np.array([[10, 1, 2],[1,5,-1],[1,-2,10]],dtype=float )
return matrix

[8]: def set_vector():
""" функцiя для задання вектора вiльних членiв конкретної СЛАР"""
vector=np.array([[18], [8], [27]],dtype=float)
return vector

[9]: def set_x0():
""" функцiя для задання вектора початкового наближення розв'язку"""
return np.array([[1], [2], [1]],dtype=float)

Оскiльки ми не робили оцiнки необхiдної кiлькостi iтерацiй, то наперед обмежимо їх достатньо
великим числом:

[10]: max_iter=100

Знайдемо чисельний розв’язок СЛАР i його абсолютну похибку, попередньо задавши значення
параметра eps:

[11]: eps=0.001
k, xk = Jacobi_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[1.00010128]
[1.99987424]
[2.99989456]]
обчислено за 8 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 0.00019284918874576268.

Можемо досягти бiльшої точностi чисельного розв’язку, модифiкуючи значення параметра eps:

[12]: eps=0.00001
k, xk = Jacobi_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
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print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")
elif k == max_iter :

print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")
else:

print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[1.00000123]
[1.99999848]
[2.99999872]]
обчислено за 12 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 2.337751989001623e-06.

[13]: eps=0.0000001
k, xk = Jacobi_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k} iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[[1.00000001]
[1.99999998]
[2.99999998]]
обчислено за 16 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 2.8353437253144928e-08.
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2.5.5 Застосування методу Зейделя

Нехай маємо СЛАР (2.5.1) i, як i ранiше, вважаємо, що detA ̸= 0 i aii ̸= 0, i ∈ 1, n.

Метод Зейделя полягає в обчисленнi послiдовностi

x0, x1, . . . , xk, . . .

наближень розв’язку системи за правилом:

xk+1
i = −

i−1∑
j=1

aij
aii

xk+1
j −

n∑
j=i+1

aij
aii

xkj + di, i = 1, n, k ∈ N0. (2.5.21)

де xk = (xk1 , x
k
2 , . . . , x

k
n)

⊤ – k-та iтерацiя вектора наближень, x0 ∈ Rn – початкове наближення.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати обчислювальне середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрку, де визначенi допомiжнi функцiї norm_1,norm_2 i norm_3
3. виконати комiрки, де визначенi функцiї Seidel_solver, Jacobi_modification i

Seidel_iteration
• Обчислити шуканий розв’язок заданої СЛАР :

1. виконати комiрки, де визначенi функцiї set_matrix i set_vector
2. виконати комiрку, де визначена функцiя set_x0
3. виконати комiрку iз заданням точностi eps i максимальної кiлькостi iтерацiй max_iter
4. виконати комiрку з викликом функцiї Seidel_solver з вiдповiдними значеннями її ар-

гументiв.

Програмна реалiзацiя методу

Seidel_solver – функцiя, яка органiзовує обчислення наближеного розв’язку
СЛАР методом Зейделя з точнiстю eps

[2]: def Seidel_solver(set_matrix, set_vector,set_x0, eps, max_iter):
""" керує етапами чисельного розв'язування СЛАР методом Зейделя """
b=set_matrix()
d=set_vector()
Jacobi_modification(b, d)
k=0
if norm_1(b)<1 or norm_2(b)<1 :

x0=set_x0()
k, x = Seidel_iteration(b,d,x0,eps,max_iter)
return k, x

else:
return k, d

Jacobi_modification – функцiя, яка перетворює матрицю i вектор
вiльних членiв СЛАР (2.5.1) за формулою (2.5.16)

[3]: def Jacobi_modification(a, b):
""" модифiкацiя матрицi i вектора вiльних членiв СЛАР """
for i in range(a.shape[0]):

b[i] /= a[i,i]
a[i,:] /= -a[i,i]
a[i,i]=0
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Seidel_iteration – функцiя, яка реалiзує метод Зейделя для
розв’язування СЛАР

[4]: def Seidel_iteration(b,d,x0,eps,iter_print):
""" послiдовно обчислює наближення розв'язку СЛАР

за методом Зейделя, поки евклiдова норма
рiзницi двох послiдовних наближень не стане меншою заданої точностi␣

↪→eps
"""

n=b.shape[0]
x_prev=x0.copy()

k=1
x_n = np.empty(n)
x_n[0]=np.matmul(b[0,1:],x_prev[1:]).sum() +d[0]
for i in range(1,n):

x_n[i]= np.matmul(b[i,:i],x_n[:i]).sum() + np.matmul(b[i,i+1:
↪→],x_prev[i+1:]).sum() +d[i]

while norm_3(x_n - x_prev) > eps and k < max_iter:
x_prev=x_n.copy()

k+=1
x_n[0]=np.matmul(b[0,1:],x_prev[1:]).sum() +d[0]
for i in range(1,n):

x_n[i]= np.matmul(b[i,:i],x_n[:i]).sum() + np.matmul(b[i,i+1:
↪→],x_prev[i+1:]).sum() +d[i]

return k, x_n

set_matrix, set_vector i set_x0 – як i в методi простої iтерацiї, це
функцiї для задання конкретної СЛАР та початкового наближення
її розв’язку

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо на прикладах застосування iтерацiйного методу Зейделя до
розв’язування СЛАР.

Приклад 1. (приклад 2.4) Обчислити методом Зейделя розв’язок СЛАР 10x1 + x2 + 2x3 = 18
x1 + 5x2 − x3 = 8
x1 − 2x2 + 10x3 = 27

(2.5.22)

Легко переконатися, що вектор x = (1, 2, 3)⊤ є точним розв’язком цiєї системи, збереже-
мо це значення:

[6]: x=np.array([1, 2, 3])

Пiдготуємо функцiї, якi задаватимуть матрицю СЛАР та вектори вiльних членiв d i
початкового наближення x0:

[7]: def set_matrix():
""" функцiя для задання матрицi СЛАР"""
matrix=np.array([[10, 1, 2],[1,5,-1],[1,-2,10]],dtype=float )
return matrix
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[8]: def set_vector():
""" функцiя для задання вектора вiльних членiв СЛАР"""
vector=np.array([[18], [8], [27]],dtype=float)
return vector

[9]: def set_x0():
""" функцiя для задання вектора початкового наближення розв'язку"""
return np.array([[1], [2], [1]],dtype=float)

Оскiльки ми не робили оцiнки необхiдної кiлькостi iтерацiй, то наперед обмежимо їх
достатньо великим числом:

[10]: max_iter=100

Знайдемо чисельний розв’язок СЛАР, попередньо задавши значення параметра eps:

[11]: eps=0.001
k, xk = Seidel_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k}␣

↪→iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[1.00008551 1.99994699 2.99998085]
обчислено за 5 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 0.00010241602653679628.

Можемо досягти бiльшої точностi чисельного розв’язку, модифiкуючи значення пара-
метра eps:

[12]: eps=0.00001
k, xk = Seidel_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k}␣

↪→iтерацiй")
print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[1.00000097 1.9999994 2.99999978]
обчислено за 7 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 1.1670628701770979e-06.

[13]: eps=0.0000001
k, xk = Seidel_solver(set_matrix, set_vector, set_x0, eps, max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k}␣

↪→iтерацiй")
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print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")
elif k == max_iter :

print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")
else:

print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[1. 2. 3.]
обчислено за 10 iтерацiй

похибка чисельного розв'язку 1.4192169363730446e-09.

Якщо порiвняти отриманi чисельнi розв’язки даної СЛАР з розв’язками методу Якобi,
то можна побачити, що метод Зейделя досягає потрiбну точнiсть за меншу кiлькiсть
iтерацiй.

Приклад 2. (приклад 2 у пiдроздiлi 2.5.1) Обчислити методом Зейделя чисельнi
розв’язки СЛАР з матрицею Гiльберта рiзних розмiрiв n.

Вiдразу зазначимо, що достатння умова збiжностi iтерацiйного процесцу (див. Теорема
2.2.3) для заданої матрицi не виконується. Тому для виконання iтерацiйного процесу
змiнимо обмеження на норму матрицi у функцiї Seidel_solver, а також для цiєї функцiї
додамо новий аргумент n, щоб було зручно виконувати обчислення з матрицями рiзних
розмiрiв. Результат такої модифiкацiї назвемо Seidel_solver_Hilbert:

[14]: def Seidel_solver_Hilbert(n,set_matrix, set_vector,set_x0, eps, max_iter):
""" Розв'язування СЛАР методом простих iтерацiй """
b=set_matrix(n)
d=set_vector(n)
Jacobi_modification(b, d)
k=0
if norm_1(b)<20 or norm_2(b)<20 :

x0=set_x0(n)
k, x = Seidel_iteration(b,d,x0,eps,max_iter)
return k, x

else:
return k, d

Беручи за початкове наближення вектор правої частини, знайдемо чисельнi розв’язки
при рiзних розмiрах системи:

[15]: eps=0.0001
max_iter=1000
n=5
k, xk = Seidel_solver_Hilbert(n,set_matrix, set_vector, set_x0, eps,␣

↪→max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k}␣

↪→iтерацiй")
#print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[1.00172981 0.98670063 1.0124375 1.02442054 0.97337122]
обчислено за 602 iтерацiй
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[16]: n=10
k, xk = Seidel_solver_Hilbert(n,set_matrix, set_vector, set_x0, eps,␣

↪→max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k}␣

↪→iтерацiй")
#print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[0.99752956 1.02308501 0.96858383 0.97552268 1.00732935 1.0278794
1.0300369 1.01645641 0.99168809 0.95978807]
обчислено за 850 iтерацiй

[17]: n=12
k, xk = Seidel_solver_Hilbert(n,set_matrix, set_vector, set_x0, eps,␣

↪→max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k}␣

↪→iтерацiй")
#print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[0.99865585 1.00656166 1.01250716 0.96765149 0.97843442 1.00333258
1.02182158 1.02829329 1.02316179 1.00869615 0.98738837 0.96140406]
обчислено за 913 iтерацiй

[18]: n=15
k, xk = Seidel_solver_Hilbert(n,set_matrix, set_vector, set_x0, eps,␣

↪→max_iter)

if k > 0 and k < max_iter:
print(f"Чисельний розв'язок системи \n x={xk} \n обчислено за {k}␣

↪→iтерацiй")
#print(f"похибка чисельного розв'язку {norm_3(xk-x)}.")

elif k == max_iter :
print(f"Чисельний розв'язок системи не обчислено за {k} iтерацiй")

else:
print("Матриця СЛАР не задовольняє достатню умову збiжностi iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи
x=[1.00024743 0.98645069 1.0549502 0.97495445 0.95783066 0.97419367
0.99810721 1.01765648 1.02884157 1.03127559 1.02599859 1.01446903
0.99813178 0.9782552 0.95588898]
обчислено за 767 iтерацiй

Як бачимо з результатiв обчислень, чисельне розв’язування заданої СЛАР iтерацiйними
методами дає змогу отримати точнiшi чисельнi розв’язки, нiж прямим методом Гаусса.
Разом з тим, оскiльки матриця такої системи не задовольняє достатньої умовi збiжностi,
швидкiсть збiжностi є малою, причому обраний критерiй зупинки iтерацiйного процесу
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не гарантує отримання чисельного розв’язку iз заданою точнiстю.
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2.5.6 Знаходження псевдорозв’язкiв несумiсних СЛАР
Нехай n,m – довiльнi фiксованi натуральнi числа, причому n ≥ 2. Розглянемо СЛАР

Ax = b, (2.5.23)

де x ∈ Rn – невiдомий вектор, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm - заданi матриця i вектор вiльних
членiв вiдповiдно:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 , b :=


b1
b2
...
bm

 . (2.5.24)

Вважаємо, що система (2.5.23) несумiсна, тобто не має розв’язкiв.

Означення. Псевдорозв’язком несумiсної системи (2.5.23) називають вектор x∗ ∈ Rn

такий, що
∥Ax∗ − b∥ = inf

x∈Rn
∥Ax− b∥, (2.5.25)

де ∥ · ∥ — одна iз норм в просторi Rm.

Вiдомо, що псевдорозв’яки системи (2.5.23) iснують та збiгаються з розв’язками системи

A⊤Ax = A⊤b. (2.5.26)

Для знаходження псевдорозв’язкiв використаємо функцiю linalg.solve з бiблiотеки
SciPy i метод dot множення багатовимiрних масивiв з бiблiотеки NumPy.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати обчислювальне середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища (з iмпортом NumPy i

SciPy.linalg)
2. виконати комiрку, в якiй визначена функцiя linalg_solver

• Обчислити шуканий псевдорозв’язок заданої СЛАР (2.5.23):
1. виконати комiрки, в яких визначенi функцiї set_matrix i set_vector
2. виконати комiрку з викликом функцiї linalg_solver

Програмна реалiзацiя методу

Пiдготовка середовища

[1]: import numpy as np
from scipy import linalg

linalg_solver – функцiя, яка органiзовує обчислення чисельного
розв’язку СЛАР (2.5.23)

• На початку формується матриця i вектор вiльних членiв СЛАР (2.5.23)
• Далi обчислюється транспонована матриця i формується СЛАР (2.5.26)
• Пiсля цього функцiя linalg.solve обчислює чисельний розв’язок СЛАР (2.5.26)

[2]: def linalg_solver(set_matrix, set_vector):
"""

a.T -- значенням виразу є транспонована матриця для матрицi a
a.dot(b) -- значенням виразу є добуток матриць a i b

"""
a=set_matrix()
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b=set_vector()
aT=a.T
aTa=aT.dot(a)
aTb=aT.dot(b)
return linalg.solve(aTa, aTb)

set_matrix i set_vector – функцiї, як i ранiше задають матрицю та
векторiв вiльних членiв конкретної СЛАР.

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо обчислення псевдорозв’язкiв.

Приклад 1. (Приклад 2.6) Обчислити псевдорозв’язки СЛАР

 x1 + x2 = 2,
2x1 − x2 = 1,
4x1 + x2 = 6.

Пiдготуємо функцiї, якi задаватимуть матрицю i вектор вiльних членiв СЛАР (2.5.23):

[3]: def set_matrix():
""" функцiя для задання матрицi СЛАР (2.5.23)"""
matrix=np.array([[1, 1],[2,-1],[4,1]],dtype=float )
return matrix

[4]: def set_vector():
""" функцiя для задання вектора вiльних членiв СЛАР (2.5.23)"""
vector=np.array([[2], [1], [6]],dtype=float)
return vector

[5]: x=linalg_solver(set_matrix, set_vector)
print(f"Псевдорозв'язок СЛАР \n x={x}")

Псевдорозв'язок СЛАР
x=[[1.16666667]
[1.16666667]]

Приклад 2. (вправа 2) Обчислити псевдорозв’язки СЛАР 3x1 + x2 = 2,
x1 + 4x2 = 5,
4x1 + 5x2 = 5.

Пiдготуємо функцiї, якi задаватимуть матрицю i вектор вiльних членiв СЛАР (2.5.23):

[6]: def set_matrix():
""" функцiя для задання матрицi СЛАР"""
matrix=np.array([[3, 1],[1,4],[4,5]],dtype=float )
return matrix

[7]: def set_vector():
""" функцiя для задання вектора вiльних членiв СЛАР"""
vector=np.array([[2], [5], [5]],dtype=float)
return vector

[8]: x=linalg_solver(set_matrix, set_vector)
print(f"Псевдорозв'язок СЛАР \n x={x}")
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Псевдорозв'язок СЛАР [[0.09090909]
[1.06060606]]

Приклад 3. (вправа 4) Обчислити псевдорозв’язки СЛАР{
x1 + 2x2 + x3 = 3

2x1 + 4x2 + 2x3 = 5

У цьому випадку матриця отриманої СЛАР (2.5.26) виявилася сингулярною, тому ви-
користання scipy.linalg зумовить помилку пiд час виконання цiєї функцiї. Щоб пе-
ресвiдчитися в цьому, пiдготуємо функцiї, якi задаватимуть матрицю i вектор вiльних
членiв заданої СЛАР i пiдставимо їх у функцiю linalg_solver:

[9]: def set_matrix():
""" функцiя для задання матрицi СЛАР"""
matrix=np.array([[1, 2, 1],[2,4,2]],dtype=float )
return matrix

[10]: def set_vector():
""" функцiя для задання вектора вiльних членiв СЛАР"""
vector=np.array([[3], [5]],dtype=float)
return vector

[11]: x=linalg_solver(set_matrix, set_vector)
print(f"Псевдорозв'язок СЛАР \n x={x}")

---------------------------------------------------------------------------
LinAlgError Traceback (most recent call last)
C:\Users\AF9AD~1.MUZ\AppData\Local\Temp/ipykernel_24244/4098447305.py in <module>
----> 1 x=linalg_solver(set_matrix, set_vector)

2 print('Псевдорозв\'язок СЛАР', x)

C:\Users\AF9AD~1.MUZ\AppData\Local\Temp/ipykernel_24244/980201514.py in␣
↪→linalg_solver(set_matrix, set_vector)

9 aTa=aT.dot(a)
10 aTb=aT.dot(b)

---> 11 return linalg.solve(aTa, aTb)

~\anaconda3\lib\site-packages\scipy\linalg\basic.py in solve(a, b, sym_pos,␣
↪→lower, overwrite_a, overwrite_b, debug, check_finite, assume_a, transposed)

217 (a1, b1))
218 lu, ipvt, info = getrf(a1, overwrite_a=overwrite_a)

--> 219 _solve_check(n, info)
220 x, info = getrs(lu, ipvt, b1,
221 trans=trans, overwrite_b=overwrite_b)

~\anaconda3\lib\site-packages\scipy\linalg\basic.py in _solve_check(n, info,␣
↪→lamch, rcond)

27 '.'.format(-info))
28 elif 0 < info:

---> 29 raise LinAlgError('Matrix is singular.')
30
31 if lamch is None:

LinAlgError: Matrix is singular.
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2.5.7 Знаходження власних значень i власних векторiв матриць

Нехай A ∈ Rn(C) – яка-небудь матриця. Число λ називається власним значенням ма-
трицi A, якщо iснує ненульовий вектор v ∈ Cn такий, що виконується рiвнiсть

Av = λv. (2.5.27)

Тодi вектор v називається власним вектором, який вiдповiдає власному значенню λ.

Для знаходження власних значень i власних векторiв матриць можна використати бi-
блiотечну функцiю eig, яка належить модулю linalg, що є частиною бiблiотеки scipy.

Першим аргументом функцiї eig є матриця. Якщо решту аргументiв прийняти за за-
мовчуванням, то результатом виконання цiєї функцiї є два numpy.ndarray масиви: -
вектор, елементами якого є власнi числа, - матриця, стовпцями якої є власнi вектори,
впорядкованi за порядком вiдповiдних власних значень у попередньому векторi.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати обчислювальне середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища, зокрема iмпортувати модуль

linalg
2. виконати комiрку, де визначена функцiя eigenvalue_problem_solver

• Обчислити власнi числа i власнi вектори заданої СЛАР :
1. виконати комiрку, де визначена функцiя set_matrix
2. Виконати комiрку з викликом функцiї eigenvalue_problem_solver

Програмна реалiзацiя методiв

Пiдготовка середовища

[1]: import numpy as np
from scipy import linalg

eigenvalue_problem_solver – функцiя, яка визначає процес обчислення
власних значень та векторiв матрицi за допомогою linalg.eig

[2]: def eigenvalue_problem_solver(n, matrix):
""" функцiя для задання конкретної матрицi """
eig_values, eig_vectors = linalg.eig(matrix(n))
return eig_values, eig_vectors.T

residual_calc – функцiя для обчислення нев’язки residual := Av − λv
пiсля пiстановки власних значень та вiдповiдних власних векторiв
матрицi у рiвняння (2.5.27)

[3]: def residual_calc(matrix,eig_values,eig_vector):
for i in range(matrix.shape[0]):

residual = linalg.norm(matrix.dot(eig_vector[i,:]) -␣
↪→eig_values[i]*eig_vector[i,:])

print(f"i={i}, residual={residual}")

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо на прикладах застосування функцiї linalg.eig для обчислення вла-
сних значень та векторiв квадратних матриць.
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Приклад 1. (example 5.3) Обчислити власнi значення та вектори матрицi

A =

15 −2 2
1 10 −3
−2 1 0

 .

Визначимо функцiю для задання матрицi

[4]: def set_matrix(n):
""" функцiя для задання конкретної матрицi """
return np.array([[15, - 2, 2], [ 1, 10 , -3], [ -2, 1,␣

↪→0]],dtype=float)

[5]: lmbds, vs = eigenvalue_problem_solver(3,set_matrix)
vs

[5]: array([[-0.08811726, 0.30873868, 0.94705637],
[-0.94359219, -0.31169403, 0.11171665],
[ 0.39292879, 0.91947889, 0.01286632]])

[6]: print(f'Власнi числа: \n{lmbds} ')

Власнi числа:
[ 0.51208483+0.j 14.10255576+0.j 10.38535941+0.j]

[7]: print(f'Власнi вектори: \n{vs} ')

Власнi вектори:
[[-0.08811726 0.30873868 0.94705637]
[-0.94359219 -0.31169403 0.11171665]
[ 0.39292879 0.91947889 0.01286632]]

Переконаємося, що для кожного з отриманих власних значень i вiдповiдних власних
векторiв нев’язка буде малою:

[8]: residual_calc(set_matrix(3),lmbds,vs)

i=0, residual=1.5207579772826452e-15
i=1, residual=2.5219419200973697e-15
i=2, residual=3.5658083926151344e-15

Приклад 2. Обчислити власнi значення та вектори матрицi Гiльберта рiзних розмiрiв
(див.приклади розв’язування методом Гаусса).

Визначимо функцiю, яка генеруватиме матрицю Гiльберта:

[9]: def H_matrix(n):
""" функцiя для задання матрицi Гiльберта"""
a = np.empty((n,n),dtype=float)
for i in range(n):

for j in range(n):
a[i,j] = 1/(i+j+1)

return a

Обчислимо власнi значення та вектори матрицi Гiльберта для рiзних значень n.

[10]: n=3
Hvals, Hvects = eigenvalue_problem_solver(n,H_matrix)

[11]: print(f'Власнi числа: \n{Hvals} ')
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Власнi числа:
[1.40831893+0.j 0.12232707+0.j 0.00268734+0.j]

[12]: print(f'Власнi вектори: \n{Hvects} ')

Власнi вектори:
[[ 0.82704493 0.4598639 0.32329844]
[ 0.54744843 -0.52829024 -0.64900666]
[ 0.12765933 -0.71374689 0.68867153]]

[13]: n=5
Hvals, Hvects = eigenvalue_problem_solver(n,H_matrix)

[14]: print(f'Власнi числа: \n{Hvals} ')

Власнi числа:
[1.56705069e+00+0.j 2.08534219e-01+0.j 1.14074916e-02+0.j
3.05898040e-04+0.j 3.28792877e-06+0.j]

[15]: print(f'Власнi вектори: \n{Hvects} ')

Власнi вектори:
[[-0.76785474 -0.44579106 -0.32157829 -0.25343894 -0.20982264]
[-0.60187148 0.27591342 0.42487662 0.44390304 0.42901335]
[-0.21421362 0.72410213 0.12045328 -0.30957397 -0.56519341]
[-0.04716181 0.43266733 -0.66735044 -0.23302452 0.55759995]
[ 0.00617386 -0.11669275 0.50616366 -0.76719119 0.37624555]]

[16]: n=10
Hvals, Hvects = eigenvalue_problem_solver(n,H_matrix)

[17]: print(f'Власнi числа: \n{Hvals} ')

Власнi числа:
[1.75191967e+00+0.j 3.42929548e-01+0.j 3.57418163e-02+0.j
2.53089077e-03+0.j 1.28749614e-04+0.j 4.72968929e-06+0.j
1.22896774e-07+0.j 2.14743882e-09+0.j 2.26674554e-11+0.j
1.09322786e-13+0.j]

[18]: print(f'Власнi вектори: \n{Hvects} ')

Власнi вектори:
[[ 6.99514891e-01 4.25998913e-01 3.16976988e-01 2.55523006e-01

2.15277840e-01 1.86578238e-01 1.64946526e-01 1.47992143e-01
1.34310446e-01 1.23016713e-01]

[ 6.37640842e-01 -7.04371051e-02 -2.33556605e-01 -2.82108835e-01
-2.93657165e-01 -2.90981823e-01 -2.82497991e-01 -2.71744237e-01
-2.60323765e-01 -2.48988410e-01]

[-3.03404206e-01 5.99560151e-01 3.78571505e-01 1.44313674e-01
-2.74969528e-02 -1.46916578e-01 -2.29138818e-01 -2.85631577e-01
-3.24264002e-01 -3.50361227e-01]

[ 1.05515795e-01 -5.76271783e-01 2.01933680e-01 4.12043529e-01
3.51322220e-01 1.95432922e-01 1.93990025e-02 -1.47212403e-01

-2.94208926e-01 -4.19514164e-01]
[-2.93126764e-02 3.22879147e-01 -5.83114115e-01 -1.69552768e-01

2.29493333e-01 3.74836695e-01 3.09362024e-01 1.12143643e-01
-1.54211321e-01 -4.48204956e-01]

[-6.67484774e-03 1.27505803e-01 -4.97391459e-01 4.10971927e-01
3.63294163e-01 -4.87344006e-02 -3.43217612e-01 -3.52928835e-01

-7.57666942e-02 4.30053664e-01]
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[ 1.24745611e-03 -3.76884259e-02 2.55155899e-01 -5.66480585e-01
2.25122887e-01 4.26343115e-01 2.94090306e-02 -3.71927497e-01

-3.26500431e-01 3.66506465e-01]
[ 1.87818384e-04 -8.42526387e-03 8.88775676e-02 -3.56877238e-01

5.70640477e-01 -1.34051444e-01 -4.46875715e-01 6.15397744e-02
4.94713512e-01 -2.69891725e-01]

[ 2.16832927e-05 -1.37869181e-03 2.12016008e-02 -1.33416320e-01
4.04674430e-01 -5.80924741e-01 2.13963522e-01 4.06588652e-01

-4.93025119e-01 1.62312164e-01]
[-1.67403199e-06 1.45567590e-04 -3.11587894e-03 2.84375525e-02
-1.36071415e-01 3.75033634e-01 -6.16652433e-01 5.97017611e-01
-3.13921546e-01 6.91298093e-02]]

Можна переконатися, що для кожного з отриманих власних значень i вiдповiдних вла-
сних векторiв нев’язка буде малою. Наприклад, нев’язка для останнього результату буде
такою:

[19]: residual_calc(H_matrix(10),Hvals,Hvects)

i=0, residual=1.0448048107080504e-15
i=1, residual=5.114581455958995e-16
i=2, residual=2.262086438359439e-16
i=3, residual=1.8628763940619207e-16
i=4, residual=1.0494865757486728e-16
i=5, residual=3.245010027011731e-16
i=6, residual=1.162316126507303e-16
i=7, residual=4.8236658328790986e-17
i=8, residual=5.4402650311295894e-17
i=9, residual=3.055098308349397e-17

На завершення ще розглянемо число обумовленостi розглянутих матриць, яке обчислю-
ють за формулою K(A) := |λmax|

|λmin| , де λmax i λmin – максимальне i мiнiмальне за абсолю-
тною величиною власнi значення матрицi A. Матимемо K(A3) ≈ 5 × 102, K(A5) ≈ 105

i K(A10) ≈ 1013 при розмiрах n = 3, n = 5 i n = 10 вiдповiдно, що означає погану
обумовленiсть матриць Гiльберта вже при невеликих розмiрах. Вiдомо, що чисельне
розв’язування таких систем є проблематичним.

Отож, приходимо до висновку, що за допомогою бiблiотечної функцiї linalg.eig можна
обчислювати власнi значення i власнi вектори матриць з великою точнiстю. При чисель-
ному розв’язуваннi СЛАР таким шляхом можна дослiдити обумовленiсть вiдповiдних
матриць.
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Роздiл 3

Чисельне розв’язування
нелiнiйних рiвнянь та їх систем

3.1 . Розв’язування нелiнiйних рiвнянь
Нехай задано рiвняння

f(x) = 0, (3.1.1)

де f(x), x ∈ ⟨c, d⟩, – неперервна функцiя, −∞ ⩽ c < d ⩽ +∞.

Тут i далi символ "⟨" означає вiдкриваючу круглу "(" або квадратну "[" дужку, а
символ "⟩" означає закриваючу круглу ")" або квадратну "]" дужку.

Пiд коренем або, iншими словами, точним розв’язком рiвняння (3.1.1) розумiють число
x∗ ∈ ⟨c, d⟩, яке при пiдстановцi його в дане рiвняння перетворює рiвняння в правильну
рiвнiсть, тобто f(x∗) = 0. Ми будемо шукати наближення кореня даного рiвняння з
деякою заданою точнiстю ε > 0 чисельними методами.

Чисельне розв’язування рiвняння (3.1.1) cкладається з двох етапiв:

1-ий етап: вiдокремлення (локалiзацiя) коренiв, тобто пошук числових промiжкiв, на
яких є i тiльки один корiнь цього рiвняння;

2-ий етап: знаходження наближень коренiв з наперед заданою точнiстю на кожному з
видiлених промiжкiв.

Наближенi значення коренiв рiвняння (3.1.1) уточнюють рiзними iтерацiйними метода-
ми. Розглянемо деякi з них. Але спочатку наведемо методи локалiзацiї коренiв даного
рiвняння.

3.1.1 . Методи локалiзацiї коренiв

3.1.1.1 Табуляцiя функцiї.

Для вiдокремлення коренiв кориснi такi вiдомi з математичного аналiзу твердження.

Теорема 3.1.1. Якщо функцiя f(x), x ∈ [a, b], є неперервною i набуває значень рiзних
знакiв на кiнцях вiдрiзка [a, b], тобто f(a)f(b) < 0, то на iнтервалi (a, b) є принаймi
один корiнь рiвняння (3.1.1).

Теорема 3.1.2. Якщо функцiя f(x), x ∈ [a, b], є неперервною i має похiдну на iнтервалi
(a, b), яка зберiгає там постiйний знак, тобто або f ′(x) < 0, x ∈ (a, b), або f ′(x) >
0, x ∈ (a, b), то рiвняння (3.1.1) на вiдрiзку [a, b] не має коренiв, якщо f(a)f(b) > 0, а
якщо f(a)f(b) < 0, то має корiнь i тiльки один.

81
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В цьому пунктi припускаємо, що f ∈ C1(⟨c, d⟩), тобто функцiя f має неперервну на ⟨c, d⟩
похiдну, та iснують скiнченi або нескiнченi границi lim

x→c+0
f(x) = y∗ ̸= 0, lim

x→d+0
f(x) =

y∗ ̸= 0. Також вважаємо, що похiдна f ′ має не бiльше нiж скiнченну кiлькiсть нулiв, якi
можемо легко визначити.

Промiжки локалiзацiї коренiв рiвняння (15) визначаємо методом табуляцiї функцiї f .
Алгоритм цього методу такий.

1. Знаходимо похiдну f ′ функцiї f i розв’язуємо рiвняння

f ′(x) = 0. (3.1.2)

Можливi два випадки:
а) рiвняння (3.1.2) коренiв не має; б) рiвняння (3.1.2) має хоча б один корiнь.

У випадку а) функцiя f є монотонною, а отже, якщо y∗y∗ > 0, то рiвняння (3.1.1) коренiв
немає, а якщо y∗y

∗ < 0, то має i тiльки один (див. теорему 3.1.2). Припустимо, що
y∗y

∗ < 0. Вiзьмемо значення z0, z1 ∈ (c, d), z0 < z1, такi, що f(z0) · y∗ > 0 й f(z1) · y∗ > 0.
Iншими словами, якщо y∗ > 0, то f(z0) > 0, а якщо y∗ < 0, то f(z0) < 0. I так само
вибираємо z1. Отже, на вiдрiзку [z0, z1] рiвняння (3.1.1) має i тiльки один розв’язок.

Розглянемо випадок б). Нехай z1, ..., zm — коренi рiвняння (3.1.2) (m ∈ N). Для зручностi
вважатимемо, що

c < z1 < .. < zm < d.

Знайдемо
yi = f(zi), i = 1,m.

Якщо c ∈ ⟨c, d⟩, то покладемо z0 := c i y0 = f(z0), а якщо c /∈ ⟨c, d⟩, то вiзьмемо яке-
небудь число z0 ∈ (c, z1) таке, що f(z0) · y∗ > 0 i покладемо y0 = f(z0). Аналогiчно, якщо
d ∈ ⟨c, d⟩, то покладемо zm+1 := d i ym+1 := f(zm+1), а якщо d /∈ ⟨c, d⟩, то вiзьмемо
яке-небудь zm+1 ∈ (zm, d) таке, що f(zm+1) · y∗ > 0 i покладемо ym+1 := f(zm+1).

Тепер розглянемо вiдрiзки [z0, z1], ..., [zm, zm+1]. Нехай [zi, zi+1] — один з них. Дивимося
на знак добутку yiyi+1. Якщо yiyi+1 > 0, то згiдно з твердженням теореми 3.1.2 рiвняння
(3.1.1) на вiдрiзку [zi, zi+1] не має розв’язкiв, а якщо yiyi+1 < 0, то на вiдрiзку [zi, zi+1]
рiвняння (3.1.1) має i тiльки один корiнь, а отже, це є промiжок локалiзацiї коренiв цього
рiвняння.

Тепер вiдмiтимо, що для ефективного застосування чисельних методiв знаходження ко-
ренiв рiвняння (3.1.1), як правило, бажано, щоб вiдрiзок, на якому шукаємо корiнь, мав
довжину рiвну або меншу за 1. Для цього можна застосувати такий прийом.

Нехай [z0, z1] — вiдрiзок, на якому рiвняння (3.1.1) має корiнь i тiльки один. Вiзьмемо
яке-небудь розбиття цього вiдрiзку:

z0 =: x̃0 < x̃1 < ... < x̃l := z1,

де l ∈ N — якесь число. Знаходимо

ỹi = f(x̃i), i = 0, l.

Далi знаходимо значення s ∈ 0, ..., l − 1 таке, що числа ỹ0, ..., ỹs — одного знаку, а число
ỹs+1 — протилежного. Тодi корiнь рiвняння (3.1.1) на вiдрiзку [z0, z1] належить вiдрiзку
[xs, xs+1], який має наперед визначену довжину.

Звичайно, якщо ми потрапимо у ситуацiю, коли для якогось значення i ∈ {0, ..., l} маємо
ỹi = 0, шо це означатиме, що x̃i є корiнь рiвняння (3.1.1) на вiдрiзку [z0, z1] i потреби у
продовженнi процесу розв’язування рiвняння (3.1.1) на вiдрiзку [z0, z1] не буде.

Приклад 3.1.1. Локалiзувати коренi рiвняння

x3 − 12x = 0.
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Розв’язування. Маємо f(x) = x3 − 12x, x ∈ (−∞,+∞). Тодi

y∗ := lim
x→−∞

f(x) = −∞; y∗ := lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Знайдемо
f ′(x) = 3x2 − 12 = 3(x2 − 4) = 3(x− 2)(x+ 2).

Отже,
z1 = −2; z2 = 2.

Вибираємо z0 ∈ (−∞,−2) таке, щоби було f(z0) < 0, бо y∗ = −∞. Легко побачити, що
f(−4) = −64+48 = −16 < 0, а тому можемо взяти z0 = −4. Тепер виберемо z3 ∈ (2;+∞)
таке, щоби було f(z3) > 0, бо y∗ = +∞. Оскiльки f(4) = 64 − 48 = 16 > 0, що можемо
взяти z3 = 4.

Отже, маємо

y0 := f(−4) = −16; y1 := f(−2) = 16; y2 := f(2) = −16; y3 := f(4) = 16.

Отриманi числовi значення запишемо в таблицю:

x -4 -2 2 4
y -16 16 -16 16

Отже, на промiжках [−4;−2], [−2; 2], [2; 4] знаходиться по одному з коренiв даного рiв-
няння.

Звузимо вiдрiзки, на яких знаходяться коренi даного рiвняння. Розглянемо вiдрiзок
[−4;−2] i вiзьмемо

x̃0 = −4; x̃1 = −3; x̃2 = −2.

Маємо
ỹ0 := f(−4) = −16, ỹ1 := f(−3) = 9, ỹ2 := f(−2) = 16.

Запишемо цi данi в таблицю:
x -4 -3 -2
y -16 9 16 .

Звiдси бачимо, що корiнь даного рiвняння з вiдрiзку [−4;−2] знаходиться на вiдрiзку
[−4;−3].

Тепер розглянемо вiдрiзок [−2; 2]. Вiзьмемо

x̃0 = −2; x̃1 = −1; x̃2 = 0; x̃3 = 1; x̃4 = 2

i знайдемо
ỹ0 := f(−2) = 16; ỹ1 := f(−1) = 11; ỹ2 := f(0) = 0;

ỹ3 := f(1) = −11; ỹ4 := f(2) = −16.

Звiдси отримуємо, що коренем на вiдрiзку [−2; 2] є число 0. В силу непарностi функцiї
f корiнь даного рiвняння з вiдрiзку [2; 4] знаходиться на вiдрiзку [3; 4].

Легко знайти коренi даного рiвняння:

x1 = −
√
12 ≈ −3, 5; x2 = 0; x3 =

√
12 ≈ 3, 5.

Бачимо, що x1 ∈ [−4;−3], x2 ∈ {0}, x3 ∈ [3; 4], тобто ми добре визначили промiжки
локалiзацiї коренiв даного рiвняння. □
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3.1.1.2 Графiчний спосiб.

Унiверсальним методом вiдокремлення коренiв є побудова графiка функцiї y = f(x) за
допомогою комп’ютера, тобто графiчне вiдокремлення. Якщо графiк функцiї f досить
складно побудувати, то можна записати рiвняння (3.1.1) у виглядi рiвносильного йому
рiвняння

φ(x) = ψ(x), (3.1.3)

а тодi побудувати графiки функцiй φ(x), ψ(x), x ∈ ⟨c, d⟩. Абсциси точок перетину цих
графiкiв є розв’язками рiвняння (3.1.3), а отже, i рiвняння (3.1.1)

3.1.1.3 Аналiтичний метод вiддiлення коренiв.

Розглянемо рiвняння (3.1.1), коли воно є алгебраїчним, тобто має вигляд

f(x) := anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0, (3.1.4)

де aj ∈ R, j = 0, n.

Далi всюди будемо вважати, що an > 0, оскiльки в протилежному випадку дане рiвняння
множенням на −1 зводимо до еквiвалентного з вказаною умовою.

Спочатку вияснимо способи знаходження меж для додатних i вiд’ємних коренiв рiвня-
ння (4.2.1). При цьому треба пам’ятати таке: якщо вказують межi для дiйсних коренiв
рiвняння, то це зовсiм не означає, що в цих межах насправдi iснують коренi.

Зауважимо, що для вiдшукання меж додатних i вiд’ємних коренiв рiвняння (4.2.1) до-
сить вмiти шукати верхню межу додатних коренiв цього рiвняння. Цей висновок базує-
ться на такому твердженнi.

Твердження 3.1.1. Якщо N0 — верхня межа додатних коренiв рiвняння (4.2.1), а
N1, N2, N3 — вiдповiдно верхнi межi додатних коренiв рiвнянь

xnf(
1

x
) = 0, f(−x) = 0, xnf(− 1

x
) = 0,

то додатнi коренi рiвняння (4.2.1) є на вiдрiзку [ 1
N1
, N0], а вiд’ємнi — на вiдрiзку

[−N2,− 1
N3

].

Доведення. Справдi, якщо α— додатний корiнь рiвняння (4.2.1), то 1
α — додатний корiнь

рiвняння xnf( 1x ) = 0 i 1
α ⩽ N1. Звiдси маємо α ⩾ 1

N1
. Якщо β — вiд’ємний корiнь

рiвняння (4.2.1), то −β — додатний корiнь рiвняння f(−x) = 0 i −β ⩽ N2. Звiдси
β ⩾ −N2. Якщо β — вiд’ємний корiнь рiвняння (4.2.1), то − 1

β — додатний корiнь рiвняння
xnf(− 1

x ) = 0 i − 1
β ⩽ N3. Звiдси β ⩽ − 1

N3
.

Формула Маклорена для вiдшукання верхньої межi додатних коренiв. Не-
хай в рiвняннi (4.2.1) маємо an > 0 i an−k (k ⩾ 1) — перший iз вiд’ємних коефiцiєнтiв
рiвняння (4.2.1), рахуючи злiва направо (якби рiвняння не мало вiд’ємних коефiцiєнтiв,
то воно не мало б i додатних коренiв). Приймемо, що

b = max
ai<0

|ai|.

Теорема 3.1.3. Усi дiйснi коренi рiвняння (4.2.1) задовольняють нерiвнiсть

x ⩽ 1 + k

√
b

an
. (3.1.5)

Приклад 3.1.2. Знайти верхню межу коренiв рiвняння

2x4 − 11x3 + 16x2 − x− 6 = 0.
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Розв’язування. Оскiльки n = 4, an = a4 = 2, an−k = a3 = −11, то k = 1. Маємо
b = max {11, 1, 6} = 11. Тому всi коренi рiвняння задовольняють нерiвнiсть x ⩽ 6, 5.
Зауважимо, що це досить неточна межа, оскiльки коренями цього рiвняння є числа
− 1

2 ; 1, 2, 3.

Приклад 3.1.3. Вiдшукати верхню межу коренiв рiвняння

x4 + 3x3 − 37x2 + 33x+ 72 = 0.

Розв’язування. Оскiльки an = a4 = 1, an−k = a2 = −37, то k = 2, b = 37. Тому всi коренi
рiвняння задовольняють нерiвнiсть x ⩽ 1 +

√
37. Зауважимо, що коренями рiвняння є

числа −8; −1, 3, 3.

Метод Ньютона для вiдшукання верхньої межi коренiв. Цей метод базується
на такому твердженнi.

Теорема 3.1.4. Якщо для деякого c ∈ R виконуються умови

f(c) > 0, f ′(c) > 0, f ′′(c) > 0, . . . , f (n)(c) > 0,

то число c є верхньою межею коренiв рiвняння (4.2.1).

Доведення. На основi формули Тейлора отримаємо

f(x) = f(c) +
f ′(c)

1!
(x− c) +

f ′′(c)

2!
(x− c)2 + · · ·+ f (n)(c)

n!
(x− c)n.

Звiдси видно, що для всiх x ⩾ c маємо f(x) > 0, тобто серед чисел бiльших або рiвних
c не може бути коренiв рiвняння (4.2.1). А це означає, що число c є верхньою межею
коренiв рiвняння (4.2.1). Теорема доведена.

Вiдшукати значення c можна, базуючись на таких мiркуваннях. Оскiльки похiдна
f (n)(x) = an · n!, x ∈ (−∞,+∞), є додатною сталою, бо an > 0, то функцiя f (n−1) є
зростаючою. Це означає, що iснує число c1 таке, що f (n−1)(x) > 0 при x ⩾ c1. Звiдси ви-
пливає, що функцiя f (n−2) на променi [c1,+∞) є зростаючою. Тому iснує число c2 ⩾ c1
таке, що f (n−2)(x) > 0 при x ⩾ c2. Мiркуючи так i далi, ми нарештi знайдемо число
cn ⩾ cn−1, що при x ⩾ cn виконуватиметься нерiвнiсть f(x) > 0. Отже, c = cn.

Приклад 3.1.4. Знайти за допомогою методу Ньютона верхню межу коренiв рiвняння

f(x) := x4 + 3x3 − 37x2 + 33x+ 72 = 0.

Розв’язування. Вiдшукаємо спочатку всi похiднi вiд f до четвертого порядку включно.
Одержимо

f ′(x) = 4x3 + 9x2 − 74x+ 33, f ′′(x) = 12x2 + 18x− 74,

f (3)(x) = 24x+ 18, f (4)(x) = 24 > 0.

Маємо f (3)(x) > 0 при x > − 3
4 ; f ′′(x) > 0, наприклад, при x > 2; f ′(x) > 0 при x > 3.

Тому за верхню межу коренiв рiвняння можна взяти будь-яке число c > 3. □

Спосiб Штурма вiдокремлення коренiв. Припустимо, що рiвняння (4.2.1) з дiй-
сними коефiцiєнтами не має кратних коренiв (оскiльки iнакше ми могли б многочлен
f(x) роздiлити на найбiльший спiльний дiльник його i його похiдної). Складемо таку
систему функцiй:

f(x), f
′
(x), R1(x), R2(x), ..., Rm−1(x), Rm(x), x ∈ R, (3.1.6)

де через R1(x) позначено остачу вiд дiлення f(x) на f
′
(x), взяту з протилежним знаком;

через R2(x) — остачу вiд дiлення f
′
(x) на R1(x), взяту також з протилежним знаком;

i так доти, доки не дiйдемо до Rm(x) = const. Ця система функцiй, а також будь-яка
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iнша, отримана з цiєї множенням функцiй, що входять у систему, на сталi додатнi числа,
є однiєю з т. зв. систем Штурма. Нехай

f(x), f0(x), f1(x) , ..., fm(x), x ∈ R,

– система функцiй, яка збiгається з системою (3.1.6) з точнiстю хiба що до додатних
сталих множникiв. Обчислимо значення цих функцiй у двох точках a i b:

f(a), f0(a), f1(a), ..., fm(a); (3.1.7)

f(b), f0(b), f1(b), ..., fm(b). (3.1.8)

Позначимо кiлькiсть перемiн знакiв у (3.1.7) через W (a), а у (3.1.8) — через W (b).

Теорема 3.1.5. Якщо рiвняння (4.2.1) не має кратних коренiв i дiйснi числа a та b,
a < b, не є коренями цього рiвняння, то W (a) ⩾ W (b) i рiзниця W (a)−W (b) дорiвнює
кiлькостi дiйсних коренiв даного рiвняння, розмiщених мiж a та b.

Доведення. Доведення теореми є в курсi з вищої алгебри.

Приклад 3.1.5. Користуючись теоремою 3.1.5, вiдокремити дiйснi коренi рiвняння

f(x) := x3 + 3x2 − 1 = 0.

Розв’язання. Знайдемо спочатку межi дiйсних коренiв цього рiвняння. Очевидно, що
f(x) > 0 при x ⩾ 1, оскiльки тодi x3 − 1 ⩾ 0 i 3x2 > 0. Тому число 1 можна прийняти за
верхню межу коренiв рiвняння. Для вiдшукання нижньої межi розглянемо рiвняння

f(−x) ≡ −x3 + 3x2 − 1 = 0.

При x ⩾ 3 маємо f(−x) < 0, бо тодi −x3 + 3x2 = −x2(x − 3) ⩽ 0. Тому число 3 є
верхньою межею коренiв рiвняння f(−x) = 0. А це означає, що число −3 є нижньою
межею коренiв заданого рiвняння. Отже, всi дiйснi коренi рiвняння лежать в промiжку
[−3; 1].

Складемо систему Штурма:

f(x) = x3 + 3x2 − 1, f0(x) = x2 + 2x, f1(x) = 2x+ 1, f2(x) = 1.

Таблиця змiни знакiв у рядi Штурма така:

x f(x) f0(x) f1(x) f2(x) W (x)

−3 − + − + 3

−2 + + − + 2

−1 + − − + 2

0 − + + + 1

1 + + + + 0

Отже, дiйснi коренi рiвняння (3.1.1) лежать у промiжках: [−3;−2], [−1; 0], [0; 1].

3.1.2. Метод дiлення навпiл (дихотомiї або бiсекцiї)
Нехай на вiдрiзку [a, b] рiвняння (3.1.1) має i тiльки один корiнь x∗, причому f(a)f(b) < 0.
Припустимо, що нам потрiбно знайти наближення цього кореня з точнiстю ε > 0.

Обчислення будемо виконувати за такою схемою. Позначимо x0 = a, x1 = b. Очевидно,
що корiнь рiвняння (3.1.1) належить вiдрiзку [x0, x1]. Тодi покладемо x2 := (x0 + x1)/2 i
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за x3 виберемо те зi значень x0 чи x1, для якого f(x2)f(x3) < 0. Отже, x∗ лежить мiж x2 i
x3. Далi покладемо x4 := (x2+x3)/2 та обчислюємо f(x4). Тодi за x5 беремо те зi значень
x2 чи x3, для якого f(x4)f(x5) < 0. Тодi x∗ лежить мiж x4 i x5. Цей процес продовжуємо
доти, доки довжина вiдрiзка, що з’єднує точки x2k та x2k+1 i мiстить корiнь x∗, не стане
меншою за ε, тобто |x2k+1 − x2k| < ε. Середина вiдрiзка, що з’єднує точки x2k та x2k+1,
тобто x2k+2 := (x2k + x2k+1)/2, дає значення наближення кореня iз заданою точнiстю ε.

Зауваження 3.1.1. Даний iтерацiйний процес, очевидно, збiгається зi швидкiстю геоме-
тричної прогресiї зi знаменником 1/2, тобто

|x∗ − x2k+2| ⩽ 2−k|x1 − x0| = 2−k|b− a|, k ∈ N. (3.1.9)

Звiдси випливає, що значення k ∈ N, при якому |x∗ − x2k+2| < ε отримуємо з нерiвностi

2−k|b− a| < ε. (3.1.10)

Отож, для знаходження наближення кореня рiвняння (3.1.1) з точнiстю ε спочатку ви-
значаємо якомога менше число k, при якому виконується нерiвнiсть (3.1.10), а тодi об-
числюємо шукане наближення x2k+2 кореня x∗.

Основний недолiк цього методу — повiльна збiжнiсть.

3.1.3 . Метод послiдовних наближень (простої iтерацiї) з викори-
станням стискуючих вiдображень
Нехай рiвняння (3.1.1) на вiдрiзку [a, b] має i тiльки один корiнь x∗. Запишемо це рiвня-
ння у виглядi

x = φ(x), (3.1.11)

де
φ(x) := x+ ρ(x)f(x), x ∈ [a, b],

а ρ : [a, b] → R – довiльна неперервна функцiя, яка не має коренiв на [a, b]. Зокрема,
може бути ρ(x) = 1, x ∈ [a, b].

Метод простої iтерацiї або, iншими словами, метод послiдовних наближень визнача-
ється так:

• задаємо початкове значення x0 ∈ [a, b] i

• знаходимо послiдовнi наближення x1, x2, x3, . . . розв’язку рiвняння (3.1.11), використо-
вуючи формулу

xn+1 = φ(xn), n = 0, 1, 2, . . . . (3.1.12)

Означення 3.1.1. Кажуть, що функцiя φ : [a, b] → R задовольняє умову Лiпшиця зi
сталою q > 0, якщо

|φ(x′′)− φ(x′)| ⩽ q|x′′ − x′|, x′, x′′ ∈ [a, b], (3.1.13)

Якщо ж додатково маємо, що q ∈ (0, 1), то функцiю φ називають стискуючим вiд-
ображенням.

Зауваження 3.1.2. Якщо функцiя φ має похiдну на [a, b], то умова Лiпшиця виконується,
коли

|φ′(x)| ⩽ q ∀x ∈ [a, b],

бо тодi згiдно з формулою скiнчених приростiв маємо

|φ(x′′)− φ(x′)| = |φ′(ξ)||x′′ − x′| ⩽ q|x′′ − x′|,

де ξ = x′ + θ(x′′ − x′), 0 < θ < 1.

Правильнi такi твердження.
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Теорема 3.1.6 (наслiдок з принципу стискуючих вiдображень). Нехай функцiя φ :
[a, b] → R задовольняє умову Лiпшиця зi сталою q ∈ (0, 1) i φ([a, b]) ⊂ [a, b] (тобто
φ(x) ∈ [a, b] для кожного x ∈ [a, b]). Тодi рiвняння (3.1.11) має на вiдрiзку [a, b] єдиний
корiнь x∗ i вiн є границею послiдовностi {xn}, що визначається формулою (3.1.12), де
x0 вибирається довiльно з вiдрiзка [a, b].

Теорема 3.1.7. Нехай функцiя φ : [a, b] → R задовольняє умову Лiпшиця зi сталою
q ∈ (0, 1) та x0 i d > 0 такi, що [x0 − d, x0 + d] ⊂ [a, b] i

|φ(x0)− x0| ⩽ (1− q)d. (3.1.14)

Тодi рiвняння (3.1.11) має на вiдрiзку [x0 − d, x0 + d] єдиний корiнь x∗ i вiн є границею
послiдовностi {xn}, що визначається формулою (3.1.12).

Доведення. Покажемо, що вiдображення φ переводить множину [x0 − d, x0 + d] в себе.
Справдi, якщо x ∈ [x0 − d, x0 + d], тобто |x− x0| ⩽ d, то

|φ(x)− x0| = |φ(x)− φ(x0) + φ(x0)− x0| ⩽ |φ(x)− φ(x0)|+ |φ(x0)− x0|
⩽ q|x− x0|+ (1− q)d ⩽ qd+ (1− q)d = d.

Крiм того, φ : [x0 − d, x0 + d] → [x0 − d, x0 + d] — стискуюче вiдображення в силу умови
Лiпшиця зi сталою q ∈ (0, 1).

Отже, на пiдставi принципу стискаючих вiдображень на вiдрiзку [x0 − d, x0 + d] iснує
єдиний розв’язок рiвняння (3.1.11) i вiн є границею послiдовностi {xn}, що визначається
формулою (3.1.12).

Зауваження 3.1.3. Умова (3.1.14) є пiдказкою для правильного вибору початкового на-
ближення кореня рiвняння (3.1.11).

При використаннi методу послiдовних наближень для похибки xn+1 − x∗ маємо оцiнку

|xn+1 − x∗| = |φ(xn)− φ(x∗)| ⩽ q|xn − x∗| ⩽ · · · ⩽ qn+1|x0 − x∗| ⩽ qn+1|b− a|.

Тому кажуть, що метод послiдовних наближень збiгається зi швидкiстю геометричної
прогресiї зi знаменником q.

3.1.4 . Метод Ньютона (дотичних)
Розглянемо рiвняння (3.1.1) на вiдрiзку [a, b] ⊂ ⟨c, d⟩ при умовi, що на цьому вiдрiзку
iснує i тiльки один корiнь x∗ цього рiвняння, причому f(a) · f(b) < 0.

Вважаємо, що f ∈ C1([a, b]), f ′(x) ̸= 0 для всiх x ∈ [a, b], i будуємо послiдовнiсть

x0, x1, . . . , xn, . . . (3.1.15)

наближень кореня x∗ таким чином. Значення x0 ∈ [a, b] виберемо довiльно, опираючись,
можливо, на якусь додаткову iнформацiю. Далi, якщо xn ∈ [a, b] — вiдомий член послi-
довностi (3.1.15), то за наступний член xn+1 беремо абсцису точки перетину дотичної
до графiка функцiї f в точцi (xn, f(xn)). Для того, щоби цей метод був коректним,
необхiдне виконання умови: xn ∈ [a, b] для кожного n ∈ N.

Запишемо формулу для знаходження xn+1. Рiвняння дотичної до графiка f в точцi
(xn, f(xn)) має вигляд

y = f(xn) + f ′(xn)(x− xn), x ∈ R.

Поклавши тут y = 0, отримаємо

0 = f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn),

звiдки

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2 . . . . (3.1.16)
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Покажемо, що коли {xn} ⊂ [a, b] та xn → x̂ при n → ∞, то x̂ = x∗ — корiнь рiвняння
(3.1.1). Справдi, перейшовши в (3.1.16) до границi при n→ ∞, отримаємо

x̂ = x̂− f(x̂)

f ′(x̂)
,

звiдки
f(x̂) = 0,

тобто x̂ ∈ [a, b] — корiнь рiвняння (3.1.1). Оскiльки, на вiдрiзку [a, b] дане рiвняння має
тiльки один корiнь x∗, то x̂ = x∗.

Цей метод називають методом Ньютона або, iншими словами, методом дотичних.

Записавши рiвняння (3.1.1) у виглядi (3.1.11), де

φ(x) = x− f(x)

f ′(x)
,

помiчаємо, що метод Ньютона є методом простої iтерацiї розв’язування рiвняння (3.1.11).

Розглянемо теорему, яка конкретно вказує на вибiр початкового наближення для одного
класу функцiй f .

Теорема 3.1.8. Нехай f(a)f(b) < 0, функцiї f ′, f ′′ неперервнi i вiдмiннi вiд нуля на
[a, b] або, що те саме, зберiгають знак на [a, b]. Тодi рiвняння (3.1.1) має i тiльки один
корiнь x∗ та, якщо початкове x0 ∈ [a, b] задовольняє умову

f(x0)f
′′(x0) > 0, (3.1.17)

то послiдовнiсть {xn}, отримана методом Ньютона, збiгається до кореня x∗.

Крiм того, для довiльного n ∈ N маємо оцiнку вiдхилення xn вiд x∗:

|xn − x∗| ⩽ M2

2m1
|xn − xn−1|2, (3.1.18)

де
M2 := max

x∈[a,b]
|f ′′(x)|, m1 := min

x∈[a,b]
|f ′(x)|.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок

f(a) < 0, f(b) > 0, f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0, x ∈ [a, b].

Тодi точка x0 ∈ [a, b], яка задовольняє умову (3.1.17), мiститься, очевидно, справа вiд
x∗, тобто x0 > x∗, бо f(x0) > 0.

Покажемо, що xn ∈ [x∗, xn−1] ⊂ [a, b] для будь-якого n ∈ N. Для цього застосуємо метод
математичної iндукцiї.

Оскiльки f(x0)/f ′(x0) > 0 i

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
,

то x1 < x0. Використовуючи формулу Тейлора, одержимо

0 = f(x∗) = f(x0) + f ′(x0)(x∗ − x0) +
1

2
f ′′(ξ)(x∗ − x0)

2, ξ ∈ (x∗, x0),

звiдки

f(x0) = −f ′(x0)(x∗ − x0)−
1

2
f ′′(ξ)(x∗ − x0)

2,

а тому

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
= x0 + x∗ − x0 +

1

2

f ′′(ξ)

f ′(x0)
(x∗ − x0)

2 > x∗,

тобто x1 ∈ [x∗, x0] ⊂ [a, b].
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Тепер припустимо, що xn ∈ [x∗, xn−1] ⊂ [a, b] для деякого n ∈ N, i доведемо, що xn+1 ∈
[x∗, xn].

Оскiльки за припущенням xn ∈ [x∗, xn−1] ⊂ [a, b], то f(xn) > 0, а тому

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
< xn.

За формулою Тейлора маємо

0 = f(x∗) = f(xn) + f ′(xn)(x∗ − xn) +
1

2
f ′′(ξ)(x∗ − xn)

2, ξ ∈ (x∗, xn),

звiдки

f(xn) = −f ′(xn)(x∗ − xn)−
1

2
f ′′(ξ)(x∗ − xn)

2,

а отже,

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
= xn + x∗ − xn +

1

2

f ′′(ξ)

f ′(xn)
(x∗ − xn)

2 > x∗.

Отже, xn+1 ∈ [x∗, xn] що i треба було довести. А це означає, що послiдовнiсть {xn}
монотонно спадає та обмежена знизу, тобто iснує границя lim

n→∞
xn = x̂. Перейшовши до

границi в (3.1.16), переконуємося, що x̂ = x∗.

Аналогiчно розглядаються iншi можливi випадки розмiщення знакiв
f(a), f(b), f ′, f ′′.

Оцiнимо похибку |xn − x∗|. За формулою Лагранжа маємо

f(xn)− f(x∗) = (xn − x∗)f
′(ξ)

або

xn − x∗ =
f(xn)

f ′(ξ)
,

звiдки

|xn − x∗| ⩽
|f(xn)|
m1

. (3.1.19)

За формулою Тейлора отримаємо

f(xn) = f(xn−1) + (xn − xn−1)f
′(xn−1) +

1

2
f ′′(η)(xn − xn−1)

2,

де
η = xn−1 + θ(xn − xn−1), θ ∈ (0, 1) — деяке число.

Оскiльки з (3.1.16) маємо

f(xn−1) + (xn − xn−1)f
′(xn−1) = 0,

то

|f(xn)| ⩽
1

2
M2|xn − xn−1|2.

Звiдси та з нерiвностi (3.1.19) випливає оцiнка (3.1.18).

Зауваження 3.1.4. Оцiнка (3.1.18) є апостерiорною, а тому зручною для практичного
застосування i свiдчить про високу швидкiсть збiжностi методу Ньютона. Недолiками
методу є те, що на кожнiй iтерацiї потрiбно обчислювати значення функцiї та її похiдної,
а також складнiсть вибору початкового наближення.
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3.1.5. Метод хорд (лiнiйної iнтерполяцiї, пропорцiйних частин, сi-
чних)
Розглянемо рiвняння (3.1.1) на вiдрiзку [a, b] ⊂ ⟨c, d⟩, який є промiжком локалiзацiї
кореня цього рiвняння, тобто на [a, b] iснує i тiльки один корiнь x∗ цього рiвняння i
f(a) · f(b) < 0.

Будуємо послiдовнiсть
x0, x1, x2, . . . , xn, . . . (3.1.20)

наближень кореня x∗ ∈ [a, b] таким чином. Значення x0, x1 ∈ [a, b] є початковим i ми
задаємо їх довiльно. Далi, якщо вiдомi значення xn−1, xn, то наближення xn+1 беремо
абсцису точки перетину з вiссю абсцис прямої, що проходить через точки (xn−1, f(xn−1))
та (xn, f(xn)).

Запишемо формулу для знаходження xn+1. Спочатку введемо позначення: yn−1 :=
f(xn−1), yn := f(xn). Тодi запишемо рiвняння прямої, що проходить через точки
(xn−1, yn−1) i (xn, yn):

x− xn
xn−1 − xn

=
y − yn

yn−1 − yn
.

Звiдси, поклавши y = 0, x = xn+1, одержуємо

xn+1 − xn
xn−1 − xn

=
−yn

yn−1 − yn
,

тобто
xn+1 − xn = − (xn − xn−1) · yn

yn − yn−1
.

Отож, маємо таку формулу для знаходження xn+1:

xn+1 = xn − (xn − xn−1) · f(xn)
f(xn)− f(xn−1)

, n = 1, 2, 3, . . . . (3.1.21)

Цей метод називають або методом хорд, або методом сiчних, або методом лiнiйної
iнтерполяцiї, або методом пропорцiйних частин.

Вiдмiтимо, що метод сiчних, на вiдмiну вiд попереднiх методiв, є двокроковим, тобто но-
ве наближення xn+1 визначається через двi попереднi iтерацiї xn i xn−1, а тому необхiдно
задавати два початкових наближення x0 i x1.

Зауважимо, що коли члени послiдовностi {xn}∞n=0 наближень кореня рiвняння (3.1.1),
знайдена методом сiчних, є збiжною до x̂, то x̂ – корiнь цього рiвняння, а точнiше x̂ = x∗.
Справдi, перейдемо в (3.1.21) до границi при n→ ∞. У результатi, врахувавши, що

f ′(x̂) = lim
n→∞

f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1
,

отримаємо

x̂ = x̂− f(x̂)

f ′(x̂)
⇒ f(x̂) = 0,

а це значить, що x̂ — корiнь рiвняння (3.1.1). Оскiльки це рiвняння має єдиний корiнь
x∗ на вiдрiзку [a, b], то x̂ = x∗.
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3.2 . Розв’язування систем нелiнiйних рiвнянь

3.2.1 . Локалiзацiя розв’язкiв систем нелiнiйних рiвнянь
Нехай n ⩾ 1 — довiльне натуральне число. Нагадаємо, що

Rn =

x =

x1. . .
xn

 ≡ (x1, . . . , xn)
⊤
∣∣∣∣x1, . . . , xn ∈ R


— лiнiйний простiр з однiєю з норм

∥x∥1 := max{|x1|, . . . , |xn|}, ∥x∥2 = |x1|+ . . .+ |xn|, ∥x∥3 =
√
x21 + . . .+ x2n.

Далi, якщо для нас не має принципового значення, яку з норм використовувати, будемо
писати ∥ · ∥ замiсть ∥ · ∥l, l ∈ {1, 2, 3}.

Розглянемо нелiнiйну систему рiвнянь
f1(x1, . . . , xn) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn(x1, . . . , xn) = 0

⇔ f(x) = 0, (3.2.1)

де f1, . . . , fn — визначенi на деякiй множинi D ⊂ Rn функцiї, а

f(x) :=

f1(x1, . . . , xn). . .
fn(x1, . . . , xn)

 , x =

x1. . .
xn

 ∈ D, — векторна функцiя.

Встановимо деякi критерiї iснування та єдиностi розв’язку системи (3.2.1).

Теорема 3.2.1 (лема Браудера). Нехай f : Rn → Rn – неперервне вiдображення таке,
що для деякого числа R > 0 маємо нерiвнiсть

(f(x), x)Rn ⩾ 0 ∀x ∈ Rn, ∥x∥ = R.

Тодi система рiвнянь
f(x) = 0 (3.2.2)

має розв’язок x∗ такий, що ∥x∗∥ ⩽ R.

Вiдображення f : Rn → Rn називають строго монотонним, якщо

(f(x1)− f(x2), x1 − x2)Rn > 0 (3.2.3)

для будь-яких x1, x2 ∈ Rn, x1 ̸= x2.

Теорема 3.2.2. Якщо вiдображення f : Rn → Rn є строго монотонним, то система
рiвнянь (3.2.2) не може мати бiльше одного розв’язку.

Доведення. Доведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що наше твердження не-
правильне. Тодi нехай x∗ i x∗∗ рiзнi розв’язки системи (3.2.2), тобто f(x∗) = 0 i f(x∗∗) = 0.
Тодi на пiдставi (3.2.3) маємо

0 = (f(x∗)− f(x∗∗), x∗ − x∗∗)Rn > 0.

Отримана суперечнiсть доводить наше твердження.

Приклад 3.2.1. Нехай

f(x) :=

(
f1(x1, x2)
f2(x1, x2)

)
, x :=

(
x1
x2

)
,

де
f1(x1, x2) = g11x1 + g12x

5
1 + g13x

2
2 + g14, (x1, x2)

⊤ ∈ R2, (3.2.4)
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f2(x1, x2) = g21x
3
1 + g22x2 + g23x

3
2 + g24, (x1, x2)

⊤ ∈ R2, (3.2.5)

gij , i = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4, — сталi.

Знайти умови на значення сталих gij , i = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4, при яких система рiвнянь

f(x) = 0 (3.2.6)

має розв’язок, i локалiзувати його.

Розв’язування. Використаємо теорему 3.2.1. Для цього, застосовуючи нерiвнiсть Кошi

ab ⩽ εa2 + (4ε)−1b2, (3.2.7)

зробимо оцiнку
(f(x), x)R2 = f1(x1, x2)x1 + f2(x1, x2)x2 =

= g11x
2
1 + g12x

6
1 + g13x

2
2x1 + g14x1 + g21x

3
1x2 + g22x

2
2 + g23x

4
2 + g24x2 ⩾

⩾ g11x
2
1 + g12x

6
1 − |g13|(ε1x21 + (4ε1)

−1x42)− ε2x
2
1 − (4ε2)

−1g214 − |g21|(ε3x22 + (4ε3)
−1x61)+

+g22x
2
2 + g23x

4
2 − ε4x

2
2 − (4ε4)

−1g224 =

= (g11 − ε1 | g13 | −ε2)x21 + (g22 − ε3 | g21 | −ε4)x22+

+(g12 − (4ε3)
−1 | g21 |)x61 + (g23 − (4ε1)

−1|g13|)x42−

−(4ε2)
−1g214 − (4ε4)

−1g224. (3.2.8)

Нехай gij , i = 1, 2, j = 1, 4, задовольняють умову: iснують додатнi сталi ε1, ε2, ε3, ε4
такi, що

g̃11 := g11 − ε1 | g12 | −ε2 > 0, g̃22 := g22 − ε3 | g21 | −ε4 > 0, (3.2.9)

g12 − (4ε3)
−1|g21|) ⩾ 0, g23 − (4ε1)

−1|g13|) ⩾ 0. (3.2.10)

Тодi з (3.2.8) маємо

(f(x), x)R2 ⩾ g̃11x
2
1 + g̃22x

2
2 − g̃33 ⩾ min{g̃11, g̃22}

(
x21 + x22

)
− g̃33 =

= min{g̃11, g̃22}∥x∥23 − g̃33, (3.2.11)

де
g̃33 := (4ε2)

−1g214 + (4ε4)
−1g224.

Нехай R > 0 — таке, що
min{g̃11, g̃22} ·R2 − g̃33 ⩾ 0.

Тодi з (3.2.11) випливає, що

(f(x), x)R2 ⩾ 0 при ∥x∥ = R. (3.2.12)

Отже, при виконаннi умов (3.2.9) i (3.2.10) нелiнiйна система рiвнянь{
f1(x1, x2) = 0,
f2(x1, x2) = 0

де f1, f2 заданi в (3.2.4), (3.2.5), має i тiльки один розв’язок в R2 й цей розв’язок x∗ =
(x∗1, x

∗
2)

⊤ задовольняє оцiнку ∥x∗∥3 ⩽ R, де число R > 0 вказано вище.

Приклад 3.2.2. Знайти умови на значення сталих gij , i = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4, при яких
функцiя f є строго монотонною, а отже, система рiвнянь (3.2.6) має не бiльше одного
розв’язку.
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Доведення. Нехай x1, x2 ∈ R2 — довiльнi фiксованi точки. Позначимо

h(t) := f(x2 + t(x1 − x2)), t ∈ [0, 1].

За теоремою Лагранжа про скiнченi рiзницi маємо

f(x1)− f(x2) = h(1)− h(0) = h′(θ) = ∇f(x2 + θ(x1 − x2))(x1 − x2), (3.2.13)

де

∇f(x) =

(
∂f1(x1,x2)

∂x1

∂f1(x1,x2)
∂x2

∂f2(x1,x2)
∂x1

∂f2(x1,x2)
∂x2

)
, x =

(
x1
x2

)
∈ R2.

В нашому випадку маємо

∇f(x) =
(
g11 + 5g12x

4
1 2g13x2

3g21x
2
1 g22 + 3g23x

2
2

)
, x =

(
x1
x2

)
∈ R2.

Знайдемо умови на значення gij , i = 1, 2, j = 1, 4, при яких ∇f(x) – додатно визначена
матриця при всiх x ∈ Rn. Припустимо, що

g11 > 0, g12 > 0, g22 > 0, g23 > 0. (3.2.14)

Тодi g11 + 5g12x
4
1 > 0 при всiх x = (x1, x2)

⊤ ∈ R2. Далi треба, щоби виконувалася
нерiвнiсть

6g13g21x
2
1x2 − (g11 + 5g12x

4
1)(g22 + 3g23x

2
2) < 0. (3.2.15)

при всiх x = (x1, x2)
⊤ ∈ R2.

За нерiвнiстю Кошi маємо

6g13g21x
2
1x2 ⩽ 6 | g13 || g21 | (ε5x41 + (4ε5)

−1x22). (3.2.16)

Звiдки маємо
6g13g21x

2
1x2 − (g11 + 5g12x

4
1)(g22 + 3g23x

2
2) ⩽

⩽ 6ε5|g13||g21|x41 + 6(4ε5)
−1|g13||g21|x22 − g11g22 − 5g12g22x

4
1−

−3g11g23x
2
2 − 15g12g23x

4
1x

2
2 = −(5g12g22 − 6ε5|g13||g21|)x41−

−(3g11g23 − 6(4ε5)
−1|g13||g21|)x22 − g11g22 − 15g12g23x

4
1x

2
2 < 0,

якщо  5g12g22 − 6ε5|g13||g21| ⩾ 0

3g11g23 − 6(4ε5)
−1|g13||g21| ⩾ 0

(3.2.17)

для деякого ε5 > 0.

Зi сказаного випливає, що при виконаннi умов (3.2.14), (3.2.17) матриця ∇f(x) є додатно
визначеною для будь-якої точки x ∈ R2. Отже, маємо

(∇f(x)z, z)R2 > 0, x, z ∈ R2.

Звiдси та (3.2.13), поклавши z = x1 − x2, отримаємо, що

(f(x1)− f(x2), x1 − x2)R2 > 0

для будь-яких x1, x2 ∈ Rn, x1 ̸= x2, тобто наше вiдображення f : R2 → R2 є строго
монотонним при виконаннi умов (3.2.14), (3.2.17).
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3.2.2. Метод простої iтерацiї (послiдовних наближень)
Запишемо (3.2.1) у виглядi x1 = g1(x1, . . . , xn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = gn(x1, . . . , xn)

⇔ x := g(x). (3.2.18)

Побудуємо послiдовнiсть

x0 =

x01. . .
x0n

 , x1 =

x11. . .
x1n

 , . . . , xk =

xk1. . .
xkn

 , xk+1 =

xk+1
1

. . .
xk+1
n

 , . . . , (3.2.19)

за правилом:
x0 ∈ D — початкове наближення, яке довiльно вибирають, а решту членiв знаходять за
рекурентним спiввiдношенням

xk+1 := g(xk) ⇔


xk+1
1 := g1(x

k
1 , . . . , x

k
n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk+1
n := gn(x

k
1 , . . . , x

k
n)

, k ∈ N ∪ {0}.

Цей процес називають методом простих iтерацiй.

Теорема 3.2.3. Нехай D – замкнена множина в Rn i вiдображення g =

g1. . .
gn

 пере-

водить множину D саму в себе, причому для якого-небудь l ∈ {1, 2, 3} маємо

∥g(x)− g(y)∥l ⩽ q∥x− y∥l для будь-яких x, y ∈ D, (3.2.20)

де q ∈ (0, 1) — деяке число.

Тодi система (3.2.18) має i тiльки один розв’язок на множинi D, причому вiн є грани-
цею послiдовностi (3.2.19).

Приклад 3.2.3. Записати формули для знаходження послiдовностi наближень розв’язку
заданої системи рiвнянь  4x1 − sinx2 + 1 = 0,

cosx1 − 2x2 + 3 = 0

методом простої iтерацiї та довести її збiжнiсть.

Розв’язування. Дану систему запишемо у виглядi
x1 =

1

4
sinx2 −

1

4
,

x2 =
1

2
cosx1 +

3

2
.

Тут 
g1(x1, x2) =

1

4
sinx2 −

1

4
,

g2(x1, x2) =
1

2
cosx1 +

3

2
.

Маємо
−1 ⩽ sinx2 ⩽ 1

∣∣∣∣×1

4

∣∣∣∣− 1

4
⇒ −1

2
⩽

1

4
sinx2 −

1

4
⩽ 0,

−1 ⩽ cosx1 ⩽ 1

∣∣∣∣×1

2

∣∣∣∣+ 3

2
⇒ 1 ⩽

1

2
cosx1 +

3

2
⩽ 2.
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Звiдси випливають нерiвностi

−1

2
⩽ g1(x1,x2) ⩽ 0, 1 ⩽ g2(x1,x2) ⩽ 2.

Покладемо

D :=
{
(x1, x2)

⊤ ∈ R2
∣∣− 1

2
⩽ x1 ⩽ 0, 1 ⩽ x2 ⩽ 2

}
.

Отже, вiдображення

D ∋ x :=

(
x1
x2

)
7→
(
g1(x1, x2)
g2(x1, x2)

)
=: g(x)

переводить множину D в себе.

Перевiримо виконання умови

∥g(x)− g(y)∥2 ⩽ q∥x− y∥2, x, y ∈ D.

Використовуючи формулу Лагранжа про скiнчений прирiст, маємо

g(x)− g(y) =

(
g1(x1, x2)− g1(y1, y2)
g2(x1, x2)− g2(y1, y2

)
=

(
1
4 (sinx2 − sin y2)
1
2 (cosx1 − cos y1)

)
=

=

(
1
4 (cos ξ2)(x2 − y2)

1
2 (− sin ξ1)(x1 − y1)

)
,

де ξ1, ξ2 — деякi дiйснi числа.

Звiдси отримуємо

∥g(x)− g(y)∥2 = |g1(x1, x2)− g1(y1, y2)|+ |g2(x1, x2)− g(y1, y2)| ⩽

⩽
1

4
|x2 − y2|+

1

2
|x1 − y1| ⩽

1

2
(|x1 − y1|+ |x2 − y2|) =

1

2
∥x− y∥2.

Отже, виконуються всi умови теореми 3.2.3, якi є достатнiми для збiжностi простого
iтерацiйного процесу: {

xk+1
1 = 1

4 sinx
k
2 − 1

4 ,

xk+1
2 = 1

2 cosx
k
1 + 3

2 ,
k = 0, 1, 2, 3 . . . ,

де x01, x02 – довiльно вибранi числа за умов

−1

2
⩽ x01 ⩽ 0,

1 ⩽ x02 ⩽ 2.

3.2.3. Метод Ньютона
Розглянимо систему нелiнiйних рiвнянь

f(x) = 0, (3.2.21)

де

f(x) =

f1(x1, . . . , xn). . . . . . . . .
fn(x1, . . . , xn)

 , x =

x1. . .
xn

 ≡ (x1, . . . , xn)
⊤ ∈ D,

D – область в Rn, тобто (3.2.21) еквiвалентно системi f1(x1, . . . , xn) = 0,
. . . . . . . . .
fn(x1 . . . , xn) = 0.

(3.2.22)
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Припускаємо, що fi ∈ C1(D), i = 1, n, i матриця Якобi

∇f(x) :=


∂f1(x1, . . . , xn)

∂x1
. . .

∂f1(x1, . . . , xn)

∂xn
...

. . .
...

∂fn(x1, . . . , xn)

∂x1
. . .

∂fn(x1, . . . , xn)

∂xn


невироджена в кожнiй точцi x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ D.

За формулою Тейлора маємо

f(x′′) = f(x′) +∇f(x′)(x′′ − x′) + o(∥x′′ − x′∥), x′, x′′ ∈ D, (3.2.23)

де o(t) – функцiя така, що
o(t)

t
→ 0 при t→ 0. Звiдси випливає, що якщо послiдовнiсть

x0, x1,, ..., xk, ...

збiгається до x∗ i

f(xk) +∇f(xk)(xk+1 − xk) = 0, k ∈ N ∪ {0}, (3.2.24)

то x∗ – розв’язок системи (3.2.21). Справдi, за формулою (3.2.23) маємо

f(xk+1) = f(xk) +∇f(xk)(xk+1 − xk) + o(∥xk+1 − xk∥), k ∈ N. (3.2.25)

Якщо в (3.2.25) врахувати (3.2.24), то отримаємо f(xk+1) = o(∥xk+1−xk∥). Перейшовши-
ти до границi при k → ∞, то отримаємо f(x∗) = 0. Звiдки можемо робити висновок, що
iтерацiйний процес знаходження розв’язку (3.2.21), тобто послiдовностi x0, x1,, ..., xk, ...,
що збiгається до розв’язку x∗ системи (3.2.21), який заданий так:

f(xk) +∇f(xk)(xk+1 − xk) = 0, (3.2.26)

звiдки
xk+1 = xk − [∇f(xk)]−1f(xk), k = 0, 1, 2, ... (3.2.27)

Ввiвши позначення zk := xk+1 − xk спiввiдношення (3.2.26) запишемо у виглядi таких
двох спiввiдношень:

∇f(xk) · zk = −f(xk), (3.2.28)

xk+1 = xk + zk, k = 1, 2, ... . (3.2.29)

Отож, метод Ньютона полягає у знаходженнi xk+1 в два етапи:

1) розв’язуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (3.2.28) стосовно zk;

2) знаходимо xk+1 за формулою (3.2.29).

На практицi також використовують модифiкацiю методу Ньютона, яка полягає у замiнi
спiввiдношення (3.2.28) на спiввiдношення

∇f(x0)zk = −f(xk).

Приклад 3.2.4. Записати рекурентнi спiввiдношення (3.2.28) для знаходження набли-
жень розв’язку системи рiвнянь {

x21 − 2x2 + 3 = 0
2x1 + 3x22 − 1 = 0

. (3.2.30)
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Розв’язування. Приймемо

f1(x1, x2) := x21 − 2x2 + 3, f2(x1, x2) := 2x1 + 3x22 − 1, (x1, x2)
⊤ ∈ R2.

Тодi для векторної функцiї f(x) :=
(
f1(x1, x2)
f1(x1, x2)

)
маємо маємо

∇f(x) :=

(
∂f1(x1,x2)

∂x1

∂f1(x1,x2)
∂x2

∂f2(x1,x2)
∂x1

∂f2(x1,x2)
∂x2

)
=

(
2x1 −2
2 6x2

)
, x =

(
x1
x2

)
∈ R2.

Оскiльки
xk =

(
xk1
xk2

)
, zk =

(
zk1
zk2

)
, ∇f(xk) :=

(
2xk1 −2
2 6xk2

)
,

f(xk) :=

(
(xk1)

2 − 2xk2 + 3
2xk1 + 3(xk2)

2 − 1

)
,

то спiввiдношення (3.2.28) для системи (3.2.30) запишеться у виглядi(
2xk1 −2
2 6xk2

)(
zk1
zk2

)
=

(
−(xk1)

2 + 2xk2 − 3
−2xk1 − 3(xk2)

2 + 1

)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Вправи для самостiйної роботи
1. Методом табуляцiї функцiї локалiзувати коренi рiвняння

ex − x− 2 = 0

i знайти першi три наближення (не рахуючи початкового) найбiльшого з коренiв мето-
дами бiсекцiї та Ньютона (заокруглення проводити з точнiстю 0, 01).

2. Графiчним методом локалiзувати коренi рiвняння

sinx− 2x− 1 = 0

i знайти першi три наближення (не рахуючи початкового) найменшого з коренiв мето-
дами простої iтерацiї та сiчних (заокруглення проводити з точнiстю 0, 01).

3. Використовуючи
а) формулу Маклорена
i
б) метод Ньютона
знайти верхнi та нижнi межi для вiд’ємних i додатних коренiв рiвняння

8x3 − 12x2 − 2x+ 3 = 0.

в) Методом Штурма локалiзувати всi коренi даного рiвняння.

4. Записати формули для знаходження послiдовностi наближень розв’язку заданої си-
стеми рiвнянь  8x1 − cos(x2 − π/3) + 3 = 0

sin(x1 + π/4)− 4x2 + 3 = 0

методом простої iтерацiї та довести її збiжнiсть.

5. Записати формули для знаходження послiдовностi наближень розв’язку заданої си-
стеми рiвнянь {

x21 − 2ex2 + 3 = 0
lnx1 + 3x22 − 1 = 0

методом Ньютона.
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3.3 . Лабораторний практикум з розв’язування нелiнiй-
них рiвнянь
Розглянемо застосування на практицi чисельних методiв, якi були розглянутi ранiше в
цьому роздiлi, до чисельного розв’язування рiвняння

f(x) = 0, (3.3.1)

де f(x), x ∈ ⟨c, d⟩, – неперервна функцiя, −∞ ⩽ c < d ⩽ +∞. Зазначимо, що приклади
програмної реалiзацiї вiдповiдних методiв, якi будуть наведенi далi, можна завантажити
у виглядi готових до використання ноутбукiв за посиланням.

3.3.1 Локалiзацiя розв’язкiв рiвняння графiчним методом
Побудову графiка функцiї f виконуватимемо за допомогою функцiї plot_graphics, яка
реалiзована на основi бiблiотеки matplotlib. Найпростiше це робити в iнтерактивному
режимi, який встановлють командою %matplotlib widget. У цьому випадку пiсля вико-
нання функцiї plot_graphics, яка побудує потрiбний графiк на графiчнiй панелi, треба
виконати такi дiї:

1. активiзувати режим Zoom to rectangle за допомогою iконки меню на графiчнiй
панелi (яка мiстить зображення прямокутника);

2. на графiчнiй панелi визначити мишкою якомога меншу прямокутну область, яка
мiстить точку перетину графiка функцiї з вiссю абсцис.

Виконання пункту 2 автоматично приведе до вiдображення визначеної прямокутної
областi на всю графiчну панель, що дає змогу локалiзувати нуль функцiї на вiдрiзку
[a, b] меншої довжини. Виконуючи цей пункт кiлька разiв, можна досягти локалiза-
цiї нуля на вiдрiзку потрiбної довжини. Зазначимо, що таке масштабування графiка
вiдбуватиметься на тiй самiй графiчнiй панелi.

Якщо режим widget не встановлено, то функцiю plot_graphics виконують кiлька разiв,
послiдовно уточнюючи координати вiдрiзку [a, b], поки не локалiзують розв’язок з
потрiбною точнiстю.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку, де виконується пiдготовка середовища (в JupyterLab розко-

ментувати рядок з %matplotlib widget, щоб мати змогу масштабувати графiк
при локалiзацiї у п.4);

2. виконати комiрку з визначенням функцiї plot_graphics;
3. виконати комiрку з визначенням функцiї f (цю комiрку виконувати кожного

разу пiсля внесення змiн у визначення функцiї f ).
• Локалiзувати потрiбний корiнь рiвняння :

1. виконати комiрку, в якiй задається вiдрiзок;
2. виконати комiрку з викликом функцiї plot_graphics для побудови графiка;
3. уточнити (звузити) вiдрiзок [a, b], щоб на ньому знаходився лише один корiнь

рiвняння;
4. якщо в середовищi доступний iнтерактивний режим (наприклад, в JupyterLab),

то активiзувати Zoom to rectangle ( вибрати в меню на графiчнiй панелi iкон-
ку з прямокутником) i видiлити мишкою прямокутну область з потрiбним фра-
гментом графiка;

5. пункти 1 - 3 можна повторити для точнiшої локалiзацiї потрiбного розв’язку.

Програмна реалiзацiя графiчного методу

Пiдготовка середовища

[1]: %matplotlib widget
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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plot_graphics – функцiя для побудови графiка функцiї f на вiдрiзку
[a,b] за значеннями в n точках

[3]: def plot_graphics(f, a, b, n):
"""фуункцiя для побудови графiка функцiї f

на вiдрiзку [a,b] за значеннями в n точках
"""
xarr = np.linspace(a, b, n)
y=f(xarr)
fig = plt.figure()
ax = fig.gca()
ax.plot(xarr,y)
ax.axhline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.axvline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.set_xlim(a,b)
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('f(x)')
plt.show()

Обчислювальнi експерименти

Приклад 1. Локалiзувати другий додатнiй корiнь рiвняння

sin(x2 − 2x) = 0, x ∈ R. (3.3.2)

Виконаємо комiрку, в якiй визначено функцiю f :

[3]: def f(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння (3.3.2)"""
return np.sin(x*x-2*x)

Тепер задамо початковi координати вiдрiзка [a, b]

[4]: a=0
b=10

i викличемо функцiю plot_graphics :

[5]: plot_graphics(f, a, b, 256)

Результатом її виконання буде поява графiчної панелi з графiком функцiї
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В iнтерактивному режимi на графiчнiй панелi використовуємо в меню iконку Zoom to
rectangle i кiлька разiв звужуємо вiдрiзок, на якому автоматично перемальовуватиме-
ться графiк. Причому буде використовуватися та сама графiчна панель.

Без використання автоматичного масштабування можна кiлька разiв явно (використо-
вуючи новi комiрки) задати новi значення кiнцiв вiдрiзка i повторно будувати графiк:

1-ий крок:

[6]: a=2.8
b=3.2

[7]: plot_graphics(f, a, b, 256)

2-ий крок:

[8]: a=3.0
b=3.05

[9]: plot_graphics(f, a, b, 256)
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3-iй крок:

[10]: a=3.03
b=3.04

[11]: plot_graphics(f, a, b, 256)

Зауважимо, що на кожному кроцi побудова графiка виконувалася з нової комiрки на но-
вiй графiчнiй панелi. Такий прийом може виявитися зручним для порiвняння графiкiв,
отриманих з рiзним масштабом.

Висновок. Другий додатнiй корiнь рiвняння знаходиться на вiдрiзку [3.034, 3.036].

Приклад 2. Локалiзувати другий додатнiй корiнь рiвняння

cos(x2 − 2x) = 0, x ∈ R. (3.3.3)

Вiдмiннiсть вiд попереднього прикладу є лише у визначеннi функцiї лiвої частини рiв-
няння (3.3.3). Зазначимо, що для зручностi для неї використано iнший iдентифiкатор
“fcs“. За умови, що активовано iнтерактивний режим, подiбно попередньому прикладу
визначимо згадану функцiю:

[12]: def fcs(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння (3.3.3)"""
return np.cos(x*x-2*x)

i побудуємо графiк

[13]: a=0
b=10
plot_graphics(fcs, a, b, 256)
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Далi за допомогою Zoom to rectangle доб’ємося зображення у потрiбному масштабi тiєї
областi, де графiк перетинає вiсь абсцис.

Висновок. Другий додатнiй корiнь рiвняння знаходиться на вiдрiзку [3.389, 3.390].

Дослiдження графiкiв доцiльно завершувати наступною командою, яка деактивує утво-
ренi ранiше графiчнi панелi:

[14]: plt.close('all')
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3.3.2 Застосування методу бiсекцiї
Нехай рiвняння (3.3.1) має i тiльки один розв’язок на вiдрiзку [a, b], причому

f(a)f(b) < 0. (3.3.4)

Алгоритм методу бiсекцiї, розглянутий у пiдроздiлi 3.1.2, реалiзовано функцiєю
bisection. Зауважимо, що запропонована реалiзацiя не передбачає зберiгання послi-
довностi вiдрiзкiв [x2k, x2k+1], k ∈ N, про якi йдеться у пiдроздiлi 3.1.2. Натомiсть на
кожному кроцi оновлюються координати вiдрiзка [a, b], на якому буде локалiзований
розв’язок рiвняння. З цiєю метою виконується перевiрка, чи чергова точка подiлу вiд-
рiзка не перетворює в нуль лiву частину рiвняння (3.3.1), а також визначається, на якому
з вiдрiзкiв, отриманих пiсля подiлу, виконується умова (3.3.4).

Ноутбук з усiм програмним кодом, необхiдним для розв’язування рiвняння (3.3.1), мо-
жна завантажити з репозиторiю за посиланням. Цей ноутбук також мiстить функцiю
plot_graphics, потрiбну для графiчної локалiзацiї розв’язкiв.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї:
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, де визначенi функцiї bisection i plot_graphics

• Обчислити чисельнi розв’язки конкретного рiвняння:
1. виконати комiрку, де визначена функцiя f лiвої частини рiвняння;
2. локалiзовати потрiбний розв’язок (як це продемонстровано в пiдроздiлi 3.3.1) i

задати координати вiдповiдного вiдрiзка;
3. задати точнiсть eps чисельного розв’язку;
4. виконати комiрку, де є виклик функцiї bisection.
5. Для знаходження iншого розв’язку треба спочатку виконати пiдпункт 2, щоб

локалiзувати його, а потiм виконати пiдпункт 4.

Програмна реалiзацiя методу

bisection – функцiя для знаходження локалiзованого чисельного
розв’язку рiвняння методом бiсекцiї.

[2]: def bisection(f,a,b,eps):
""" знаходження методом бiсекцiї чисельного розв'язку рiвняння (1),

де f -- непервна на вiдрiзку [a,b] функцiя,
на цьому вiдрiзку рiвняння має i тiльки один розв'язок,
eps -- задана точнiсть

"""
k=0
ba=np.abs(b-a)
if ba < eps:

return (a+b)/2, k+1
while ba > eps:

fa=f(a)
k+=1
x=(a+b)/2
fx=f(x)
if fx==0 :

return x, k
if fa*fx < 0:

b=x
else:

a=x
ba=np.abs(b-a)

return (a+b)/2, k+1
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Обчислювальнi експерименти

Приклад 1. Обчислити методом бiсекцiї другий додатнiй розв’язок рiвняння (3.3.2) з
точнiстю eps = 10−5.

Легко переконатися, що першими додатнiми розв’язками є x1 = 2.0, а також x2 =
1+

√
1 + π i x3 = 1+

√
1 + 2π. Виконуючи обчислення, отримаємо x2 = 3.035090330572526

i x3 = 3.698737724785346 з точнiстю 10−15. Далi називатимемо їх аналiтичними
розв’язками i збережемо обчисленi значення для подальшого аналiзу похибок чисельних
розв’язкiв:

[3]: x_1=2.0
x_2=3.035090330572526
x_3=3.698737724785346

Нагадаємо, що для визначення функцiї правої частини зазначеного рiвняння треба ви-
конати комiрку

[4]: def f(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння (3.3.2)"""
return np.sin(x*x-2*x)

Також виконаємо комiрку, де встановлюється значення координат вiдрiзка, на якому
локалiзовано шуканий розв’язок (у пiдроздiлi 3.3.1 вже було встановлено, що це вiдрiзок
[3.034, 3.036]):

[5]: a=3.034
b=3.036

Виконання наступної комiрки зумовить виклик функцiї bisection, яка виконає обчи-
слення шуканого чисельного розв’язку:

[6]: eps=0.00001
x=bisection(f, a, b, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps}, кiлькiсть iтерацiй␣

↪→k={k}.")

Розв'язок рiвняння x=3.03508984375 з точнiстю eps=1e-05, кiлькiсть iтерацiй k=9.

[7]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=1.6039803540187618e-07

Зазначимо, що згiдно теорiї, викладеної в пiдроздiлi 3.1.2, чисельний розв’язок рiвняння
(3.3.1), отриманий методом бiсекцiї, збiгається до точного розв’язку. Уявлення про ха-
рактер цiєї збiжностi можна отримати, якщо задавати меншi значення параметра eps.
Для обчислення чисельного розв’язку з iншою точнiстю достатньо змiнити iнiцiалiзатор
змiнної eps у попереднiй комiрцi i знову виконати цю комiрку. Або можна попереньо
згадану комiрку скопiювати (вiдзначити збоку курсором згадану комiрку та послiдовно
натиснувши клавiшi з лiтерами c i v), а потiм вже з нею виконати зазначенi дiї:

[8]: eps=0.0000001
x=bisection(f, a, b, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps}, кiлькiсть iтерацiй␣

↪→k={k}.")

Розв'язок рiвняння x=3.0350903015136717 з точнiстю eps=1e-07, кiлькiсть iтерацiй␣
↪→k=16.

[9]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=9.57429640268604e-09
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[10]: eps = 0.000000001
x,k = bisection(f, a, b, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps}, кiлькiсть iтерацiй␣

↪→k={k}.")

Розв'язок рiвняння x=3.035090330600738 з точнiстю eps=1e-09, кiлькiсть iтерацiй
k=22.

[11]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=9.295307964700006e-12

Приклад 2. Обчислити методом бiсекцiї другий додатнiй розв’язок рiвняння (3.3.3) з
точнiстю eps = 10−5.

Легко переконатися, що x2 = 1+np.sqrt(1+3∗np.pi/2) i x3 = 1+np.sqrt(1+5∗np.pi/2).
Пiсля обчислень матимемо x2 = 3.390060455382811 i x3 = 3.975564086685831 з точнiстю
10−15. Збережемо цi значення:

[12]: x_2=3.390060455382811
x_3=3.975564086685831

Якщо продовжуємо обчислення у тому ж ноутбуцi, то спершу виконаємо комiрку для
визначення функцiї, що задає праву частину рiвняння (3.3.3):

[13]: def fcs(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння (3.3.3)"""
return np.cos(x*x-2*x)

Далi задаємо потрiбний iнтервал (див. Приклад 2 у пiдроздiлi 3.3.1)

[14]: a=3.389
b=3.390

i обчислюємо наближення шуканого розв’язку:

[15]: eps=0.00001
x, k=bisection(fcs, a, b, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps}, кiлькiсть iтерацiй␣

↪→k={k}.")

Розв'язок рiвняння x=3.3899960937499998 з точнiстю eps=1e-05, кiлькiсть iтерацiй␣
↪→k=8.

[16]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=1.8985393817718306e-05

Можемо, як i в попередньому прикладi, поекспериментувати зi значенням параметра
eps:

[17]: eps=0.0000001
x=bisection(fcs, a, b, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps}, кiлькiсть iтерацiй␣

↪→k={k}.")

Розв'язок рiвняння x=3.389999969482422 з точнiстю eps=1e-07, кiлькiсть iтерацiй␣
↪→k=15.

[18]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=1.7842130305719424e-05



3.3.. ЛАБОРАТОРНИЙ ПРАКТИКУМ З РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ 107

[19]: eps = 0.000000001
x,k = bisection(f, a, b, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps}, кiлькiсть iтерацiй␣

↪→k={k}.")

Розв'язок рiвняння x=3.3899999995231633 з точнiстю eps=1e-09, кiлькiсть iтерацiй
k=21.

[20]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=1.7833268888100083e-05

Приклад 3. Нехай у рiвняннi (3.1.1) f(x) = x−1. Обчислити методом бiсекцiї розв’язок
цього рiвняння з точнiстю eps = 10−5.

Метою цього прикладу є продемонструвати особливiсть реалiзацiї методу бiсекцiї, а саме
потребу в перевiрцi, чи на якомусь кроцi точка подiлу вiдрiзка навпiл не спiвпаде з
розв’язком рiвняння. Виконаємо послiдовно наступнi комiрки:

[21]: def flnr(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння (1)"""
return x-1

Далi задаємо вiдрiзок, де локалiзований (досить приблизно) розв’язок

[22]: a=0
b=4

i обчислюємо чисельний розв’язок:

[23]: eps=0.00001
x=bisection(flnr, a, b, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps}, кiлькiсть iтерацiй␣

↪→k={k}.")

Розв'язок рiвняння x=1.0 з точнiстю eps=1e-05, кiлькiсть iтерацiй k=2.

Як бачимо, за рахунок зазначеної вище перевiрки чисельний розв’язок буде отримано
вже на другiй iтерацiї, хоч при цьому довжина отриманого пiсля подiлу вiдрiзка рiвна
1. Легко переконатися безпосереднiм обчисленням, що при вiдсутностi такої перевiрки
матимемо неправильний результат.

Висновок. Оскiльки швидкiсть збiжностi методу бiсекцiї є невисокою, доцiльно попе-
редньо локалiзувати шуканий розв’язок рiвняння на якомога короткому вiдрiзку.
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3.3.3 Застосування методу простої iтерацiї
Нехай рiвняння (3.3.1) має i тiльки один розв’язок x∗ на вiдрiзку [a, b].

Запишемо це рiвняння у виглядi
x = φ(x), (3.3.5)

де
φ(x) := x+ ρ(x)f(x), x ∈ [a, b], (3.3.6)

а ρ : [a, b] → R – довiльна неперервна функцiя, яка не має нулiв на [a, b]. Зокрема, може
бути ρ(x) = 1, x ∈ [a, b].

Метод простої iтерацiї визначається так:

• задаємо початкове значення x0 ∈ [a, b] i

• знаходимо послiдовнi наближення x1, x2, x3, . . . розв’язку рiвняння (3.3.5) за фор-
мулою

xn+1 = φ(xn), n = 0, 1, 2, . . . . (3.3.7)

Нехай функцiя φ : [a, b] → R є стискуючим вiдображенням, тобто задовольняє умову
Лiпшиця

|φ(x′′)− φ(x′)| ⩽ q|x′′ − x′|, x′, x′′ ∈ [a, b], (3.3.8)

зi сталою q ∈ (0, 1), та x0 i d > 0 такi, що [x0 − d, x0 + d] ⊂ [a, b] i

|φ(x0)− x0| ⩽ (1− q)d. (3.3.9)

Тодi за теоремою 3.1.7 рiвняння (3.3.5) має на вiдрiзку [x0 − d, x0 + d] єдиний розв’язок
x∗ i вiн є границею послiдовностi (3.3.7).

Для похибки xn − x∗ маємо оцiнку

|xn − x∗| ⩽ qn|b− a|. (3.3.10)

тобто метод простої iтерацiї збiгається зi швидкiстю геометричної прогресiї iз знамен-
ником q.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї:
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, де визначенi функцiї simple_iteration i plot_graphics

• Обчислити чисельнi розв’язки конкретного рiвняння:
1. виконати комiрки, де визначенi функцiї f i rho
2. локалiзовати потрiбний розв’язок (як це продемонстровано в пiдроздiлi 3.3.1) i

задати координати вiдповiдного вiдрiзка;
3. задати точнiсть eps чисельного розв’язку i початкове наближення x0;
4. виконати комiрку, де є виклик функцiї simple_iteration.
5. Для знаходження iншого розв’язку треба спочатку виконати пiдпункт 2, щоб

локалiзувати його, а потiм виконати пiдпункт 4.

Програмна реалiзацiя методу

simple_iteration – функцiя, яка реалiзує метод простої iтерацiї

[3]: def simple_iteration(f,rho,a,b, x0, eps):
""" знаходження методом простої iтерацiї чисельного розв'язку рiвняння

де f i rho-- непервнi функцiї на вiдрiзку [a, b],
x0 -- початкове наближення
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eps -- задана точнiсть
"""

x_prev=x0
k=1
x_new = x_prev + rho(x_prev)*f(x_prev)

while np.abs(x_new-x_prev) > eps:
k+=1
x_prev = x_new
x_new = x_prev + rho(x_prev)*f(x_prev)

return x_new,k

Обчислювальнi експерименти
Знаходження чисельних розв’язкiв методом простої iтерацiї продемонструємо на при-
кладах.

Приклад 1. Нехай у рiвняннi (3.3.1) f(x) = sin(x2 − 2x). Обчислити методом простої
iтерацiї другий додатнiй розв’язок цього рiвняння з точнiстю eps = 10−5.

У попередньому пiдроздiлi було знайдено значення перших додатнiх розв’язкiв x1 =
2.0, x2 = 3.035090330572526 i x3 = 3.698737724785346 з точнiстю 10−15. Як i ранiше,
використаємо цi значення для подальшого аналiзу похибок чисельних розв’язкiв.

Задамо функцiї f i rho, якi фiгурують у виразi (3.3.6):

[5]: def f(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння """
return np.sin(x*x-2*x)

[6]: def rho(x):
"""функцiя \rho в рiвняннi (3.3.6)"""
return 1

Вважаючи, що шуканий корiнь знаходиться на вiдрiзку [3.034, 3.036] (це вже було вста-
новлено у пiдроздiлi 3.3.1), задамо значення координат цього вiдрiзка:

[15]: a=3.034
b=3.036

Тепер задамо бажану точнiсть розв’язкiв i знайдемо чисельнi розв’язки при рiзних по-
чаткових наближеннях:

[16]: eps=0.0001
x0=3.034
x, k = simple_iteration(f, rho, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.0351201307008653 з точнiстю eps=0.0001 за k=254302
iтерацiй

[17]: x0=3.035
x, k = simple_iteration(f, rho, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035142461207598 з точнiстю eps=0.0001 за k=65073 iтерацiй

[19]: x0=3.036
x, k = simple_iteration(f, rho, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")
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Розв'язок рiвняння x=3.035074467154927 з точнiстю eps=0.0001 за k=190492
iтерацiй

Отриманi результати пiдтверджують очiкувану залежнiсть кiлькостi iтерацiй вiд поча-
ткового наближення.

Вимоги до точностi чисельного розв’язку заданого рiвняння можна посилити:

[18]: eps=0.000001
x0=3.035
x, k = simple_iteration(f, rho, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035089587774611 з точнiстю eps=1e-06 за k=1710633
iтерацiй

Очевидно, що такий результат був досягнутий за бiльшу кiлькiсть iтерацiй.

3.3.4 Застосування методу Ньютона

Нехай рiвняння (3.3.1) має i тiльки один розв’язок x∗ на вiдрiзку [a, b] i f(a) · f(b) < 0.

Вважаємо, що f ∈ C1([a, b]), f ′(x) ̸= 0 для всiх x ∈ [a, b].

Метод Ньютона визначається так:

• задаємо початкове значення x0 ∈ [a, b] i

• знаходимо послiдовнi наближення x1, x2, x3, . . . розв’язку рiвняння (3.3.1) за фор-
мулою

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . . . (3.3.11)

Якщо f(a)f(b) < 0, функцiї f ′, f ′′ неперервнi i вiдмiннi вiд нуля на [a, b], то за теоре-
мою 3.1.8 рiвняння (3.3.1) має i тiльки один розв’язок x∗ та, якщо початкове x0 ∈ [a, b]
задовольняє умову

f(x0)f
′′(x0) > 0, (3.3.12)

то послiдовнiсть {xn}, отримана методом Ньютона, збiгається до розв’язку x∗.

Крiм того, для довiльного n ∈ N маємо оцiнку вiдхилення xn вiд x∗:

|xn − x∗| ⩽
M2

2m1
|xn − xn−1|2, (3.3.13)

де
M2 := max

x∈[a,b]
|f ′′(x)|, m1 := min

x∈[a,b]
|f ′(x)|. (3.3.14)

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї:
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, де визначенi функцiї Newton_iteration i plot_graphics

• Обчислити чисельнi розв’язки конкретного рiвняння:
1. виконати комiрки, де визначенi функцiї f i f_deriv
2. локалiзовати потрiбний розв’язок (як це продемонстровано в пiдроздiлi 3.3.1) i

задати координати вiдповiдного вiдрiзка;
3. задати точнiсть eps чисельного розв’язку i початкове наближення x0;
4. виконати комiрку, де є виклик функцiї Newton_iteration.
5. Для знаходження iншого розв’язку треба спочатку виконати пiдпункт 2, щоб

локалiзувати його, а потiм виконати пiдпункт 4.
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Програмна реалiзацiя методу

Newton_iteration – функцiя, яка реалiзує метод Ньютона

[2]: def Newton_iteration(f,f_deriv, a, b, x0, eps):
""" знаходження методом Ньютона чисельного розв'язку рiвняння ,

де f -- непервна функцiя на вiдрiзку [a, b],
f_deriv -- похiдна функцiя на вiдрiзку [a, b]
x0 -- початкове наближення
eps -- задана точнiсть

"""
x_prev=x0
k=1
x_new = x_prev - f(x_prev)/f_deriv(x_prev)
if np.abs(x_new-x_prev)<eps:

return x_new,k
while np.abs(x_new-x_prev) > eps:

k+=1
x_prev = x_new
x_new = x_prev - f(x_prev)/f_deriv(x_prev)

return x_new,k

Обчислювальнi експерименти
Знаходження чисельних розв’язкiв методом Ньютона продемонструємо на тих самих
прикладах, якi розв’язували iншими методами.

Приклад 1. Нехай у рiвняннi (3.1.1) f(x) = sin(x2 − 2x). Обчислити методом Ньютона
другий додатнiй розв’язок цього рiвняння з точнiстю eps = 10−5.

Задамо f i f_deriv – функцiї лiвої частини рiвняння (3.3.1) та її похiдної:

[5]: def f(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння """
return np.sin(x*x-2*x)

def f_deriv(x):
"""похiдна функцiї лiвої частини рiвняння """
return (2*x - 2)*np.cos(x*x-2*x)

У попереднiх випадках був визначений досить короткий вiдрiзок локалiзацiї шуканого
кореня i вибору початкового наближення, оскiльки вiд цього в значнiй мiрi залежала
кiлькiсть iтерацiй, необхiдних для досягнення заданої точностi розв’язку. Покажемо, що
метод Ньютона менш чутливий до цього фактору.

Намалюємо графiк заданої функцiї на такому вiдрiзку:

[8]: a=2.8
b=3.2

[9]: plot_graphics(f, a, b, 256)
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На основi графiка вiзьмемо x0 = 3 за початкове наближення. Виконуючи наступнi ко-
мiрки, можна переконатися, що навiть при такому грубому початковому наближеннi
абсолютна та вiдноста похибки чисельного розв’язку швидко заникають при збiльшеннi
кiлькостi iтерацiй:

[25]: x0=3.0
eps=0.001
x, k = Newton_iteration(f, f_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.0350904029782013 з точнiстю eps=0.001 за k=2 iтерацiй

[26]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=2.3856184609700732e-08

[27]: eps=0.00001
x, k = Newton_iteration(f, f_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.0350903305725274 з точнiстю eps=1e-05 за k=3 iтерацiй

[28]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=4.389548528853422e-16

[30]: eps = 0.00000000001
x, k = Newton_iteration(f, f_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035090330572526 з точнiстю eps=1e-11 за k=4 iтерацiй

Як бачимо, вже за чотири iтерацiї усi 16 цифр отриманого чисельного розв’язку тi са-
мi, що i цифри обчисленого ранiше з точнiстю 10−15 значення аналiтичного розв’язку.
Виконання наступних комiрок демонструє, що при точнiшому початковому наближеннi
чисельний розв’язок спiвпадатиме з аналiтичним уже на другiй iтерацiї:

[31]: eps=0.00001
x0=3.035
x, k = Newton_iteration(f, f_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035090330572526 з точнiстю eps=1e-05 за k=2 iтерацiй
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[32]: eps=0.00000000001
x0=3.035
x, k = Newton_iteration(f, f_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035090330572526 з точнiстю eps=1e-11 за k=3 iтерацiй

[33]: eps=0.0000000000001
x0=3.035
x, k = Newton_iteration(f, f_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035090330572526 з точнiстю eps=1e-13 за k=3 iтерацiй

Разом з тим, через грубе задання початкового наближення чисельний розв’язок за ме-
тодом Ньютона може спiвпасти з iншими аналiтичними розв’язками, наприклад, при
заданих у наступних комiрках наближеннях матимемо спiвпадiння з x1 та x3:

[51]: eps=0.0000001
x0=2.5
x, k = Newton_iteration(f, f_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=2.0 з точнiстю eps=1e-07 за k=8 iтерацiй

[52]: eps=0.0000001
x0=2.7
x, k = Newton_iteration(f, f_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.698737724785346 з точнiстю eps=1e-07 за k=5 iтерацiй

Приклад 2. Нехай у рiвняннi (3.1.1) f(x) = cos(x2 − 2x). Обчислити методом Ньютона
другий додатнiй розв’язок цього рiвняння з точнiстю eps = 10−5.

Визначимо функцiї лiвої частини рiвняння i її похiдної:

[53]: def fcs(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння (1)"""
return np.cos(x*x-2*x)

def fcs_deriv(x):
"""похiдна функцiї лiвої частини рiвняння (1)"""
return -(2*x - 2)*np.sin(x*x-2*x)

Задамо уже вiдомий з попереднiх пiдроздiлiв вiдрiзок, де знаходиться шуканий
розв’язок:

[54]: a=3.38
b=3.39

Послiдовне виконання наступних комiрок даватиме чисельний розв’язок заданого рiв-
няння при вiдповiдних значеннях параметра eps:

[61]: x0=3.38
eps=0.001
x, k = Newton_iteration(fcs, fcs_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.3900604555586753 з точнiстю eps=0.001 за k=2 iтерацiй

[62]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")
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Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=5.1876423561323855e-11

[56]: eps=0.00001
x, k = Newton_iteration(fcs, fcs_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.390060455382811 з точнiстю eps=1e-05 за k=3 iтерацiй

[63]: eps = 0.000001
x, k = Newton_iteration(fcs, fcs_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.390060455382811 з точнiстю eps=1e-06 за k=3 iтерацiй

Як бачимо, при заданому початковому наближеннi вже за три iтерацiї чисельний
розв’язок спiвпалдає з аналiтичним. Зазначимо, грубше початкове наближення вима-
гає бiльшу кiлькiсть iтерацiй, або ж можемо отримати наближення iншого розв’язку:

[67]: eps = 0.00000001
x0 = 3.2
x, k = Newton_iteration(fcs, fcs_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.3900604553828106 з точнiстю eps=1e-08 за k=5 iтерацiй

[72]: eps = 0.00000001
x0 = 3.1
x, k = Newton_iteration(fcs, fcs_deriv, a, b,x0, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.975564086685831 з точнiстю eps=1e-08 за k=4 iтерацiй

[14]: plt.close('all')

Отож, метод Ньютона дає змогу ефективно отримувати чисельнi розв’язки нелiнiйних
рiвнянь у тих випадках, коли похiдна функцiї лiвої частини рiвняння не перетворюється
в нуль поблизу шуканого розв’язку.

3.3.5 Застосування методу хорд

Нехай рiвняння (3.3.1) має i тiльки один розв’язок x∗ на вiдрiзку [a, b] i f(a) · f(b) < 0.

Iтерацiйний метод сiчних визначається так:

• задаємо початковi значення x0, x1 ∈ [a, b]

• знаходимо послiдовнi наближення x2, x3, . . . розв’язку рiвняння (3.3.1) за формулою

xn+1 = xn − (xn − xn−1) · f(xn)
f(xn)− f(xn−1)

, n = 1, 2, 3, . . . . (3.3.15)

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї:
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, де визначенi функцiї secant_iteration i plot_graphics

• Обчислити чисельнi розв’язки конкретного рiвняння:
1. виконати комiрку, де визначена функцiя f
2. локалiзовати потрiбний розв’язок (як це продемонстровано в пiдроздiлi 3.3.1) i

задати координати вiдповiдного вiдрiзка;
3. задати точнiсть eps чисельного розв’язку та початковi наближення x0 i x1;
4. виконати комiрку, де є виклик функцiї secant_iteration.
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5. Для знаходження iншого розв’язку треба спочатку виконати пiдпункт 2, щоб
локалiзувати його, а потiм виконати пiдпункт 4.

Програмна реалiзацiя методу

secant_iteration – функцiя, яка реалiзує метод сiчних

[2]: def secant_iteration(f,a, b, x0,x1, eps):
""" знаходження методом сiчних наближеного кореня рiвняння,

де f -- непервна функцiя на вiдрiзку [a, b],
x0,x1 -- початковi наближення
eps -- задана точнiсть

"""
x_pprev=x0
x_prev=x1
k=2
x_new = x_prev - f(x_prev)*(x_prev-x_pprev)/(f(x_prev)-f(x_pprev))
if np.abs(x_new-x_prev)<eps:

return x_new,k
while np.abs(x_new-x_prev) > eps:

k+=1
x_pprev=x_prev
x_prev = x_new
x_new = x_prev - f(x_prev)*(x_prev-x_pprev)/(f(x_prev)-f(x_pprev))

return x_new,k

Обчислювальнi експерименти
Знаходження чисельних розв’язкiв методом сiчних продемонструємо на тих самих, що i
ранiше, прикладах.

Приклад 1. Нехай у рiвняннi (3.1.1) f(x) = sin(x2 − 2x). Обчислити методом сiчних
другий додатнiй розв’язок цього рiвняння з точнiстю eps = 10−5.

Визначимо функцiю для задання лiвої частини рiвняння:

[5]: def f(x):
"""функцiя лiвої частини рiвняння """
return np.sin(x*x-2*x)

Задамо вiдомий уже з попереднiх пiдроздiлiв вiдрiзок, де знаходиться шуканий корiнь,
а також досить грубi початковi наближення на цьому вiдрiзку:

[8]: a=2.8
b=3.2
x0=3
x1=b

Отримаємо чисельнi розв’язки рiвняння при рiзних значеннях параметра eps:

[10]: eps=0.001
x, k = secant_iteration(f, a, b,x0, x1, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.0350502181580414 з точнiстю eps=0.001 за k=3 iтерацiй

[11]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=1.321621767912365e-05
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[12]: eps=0.00001
x, k = secant_iteration(f, a, b,x0, x1, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035090330572613 з точнiстю eps=1e-05 за k=5 iтерацiй

[13]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=2.867838372184236e-14

[14]: eps=0.00000000001
x, k = secant_iteration(f, a, b,x0, x1, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035090330572526 з точнiстю eps=1e-11 за k=6 iтерацiй

Як бачимо, навiть при грубих початкових наближеннях абсолютна та вiдноста похибки
чисельних розв’язкiв швидко заникають при незначному збiльшеннi кiлькостi iтерацiй i
вже за шiсть iтерацiї абсолютна похибка чисельного розв’язку не перевищує 10−15.

Виконання наступних комiрок демонструє, що при точнiших початкових наближеннях
чисельний розв’язок спiвпадатиме з аналiтичним уже на п’ятiй iтерацiї:

[15]: eps=0.00001
x0=3.035
x1=3.05
x, k = secant_iteration(f, a, b,x0, x1, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035090329740257 з точнiстю eps=1e-05 за k=3 iтерацiй

[16]: print(f"Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta={np.abs(x_2-x)/x_2}")

Вiдносна похибка чисельного розв'язку delta=2.7421553555232615e-10

[17]: eps=0.00000000001
x0=3.035
x1=3.05
x, k = secant_iteration(f, a, b,x0, x1, eps)
print(f"Розв'язок рiвняння x={x} з точнiстю eps={eps} за k={k} iтерацiй")

Розв'язок рiвняння x=3.035090330572526 з точнiстю eps=1e-11 за k=5 iтерацiй
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3.4 . Лабораторний практикум з розв’язування систем
нелiнiйних рiвнянь
Розглянемо нелiнiйну систему рiвнянь

f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, . . . , xn) = 0

⇔ f(x) = 0, (3.4.1)

де f1, . . . , fn — визначенi на деякiй множинi D ⊂ Rn функцiї, а

f(x) :=

f1(x1, . . . , xn)...
fn(x1, . . . , xn)

 , x =

x1...
xn

 ∈ D, — векторна функцiя.

У попередньому пiдроздiлi при розглядi часткового випадку системи (3.4.1) при n = 1,
тобто при чисельному розв’язуваннi нелiнiйних рiвнянь, було продемонстровано зале-
жнiсть ефективностi iтерацiйних методiв вiд точностi локалiзацiї розв’язкiв та їхнiх по-
чаткових наближеннь, а також важливу роль графiчного пiдходу у цьому вiдношеннi.

Графiчна вiзуалiзацiя також має сенс при дослiдженнi поведiнки функцiй fi, визначених
в R2. Використовуючи для цього рiзнi способи подання графiкiв, можна дати вiдповiдь
стосовно iснування розв’язкiв системи, а також наочно побачити лiнiї перетину вiдпо-
вiдних поверхонь i пiдiбрати добре початкове наближення для чисельного розв’язку. В
Jupyter-ноутбуках такi графiчнi побудови зручно виконувати на iнтерактивних графi-
чних панелях з використанням потужних графiчних бiблiотек, якi дають змогу кори-
стувачевi переглядати зображення пiд рiзними кутами зору, динамiчно змiнюючи їх за
допомогою мишки.

Далi у цьому пiдроздi розглянемо застосування методiв простих iтерацiй та Ньютона
для розв’язування систем, що складаються з двох нелiнiйних рiвнянь, заданих на пря-
мокутнику

D := [a, b]× [c, d], (3.4.2)

де a, b, c, d – деякi числа.

3.4.1 Застосування методу простої iтерацiї
Запишемо систему рiвнянь (3.4.1) при n = 2 у виглядi{

x1 = g1(x1, x2)
x2 = g2(x1, x2)

⇔ x = g(x), g(x) :=

(
g1(x1, x2)
g2(x1, x2)

)
, x ∈ D. (3.4.3)

Алгоритм методу простої iтерацiї є таким:

• задаємо початкове наближення розв’язку x0 ∈ D;

• обчислюємо послiдовнi наближення x1, x2, x3, . . . розв’язку за рекурентним спiввiд-
ношенням

xk+1 := g(xk) ⇔

{
xk+1
1 := g1(x

k
1 , x

k
2)

xk+1
2 := g2(x

k
1 , x

k
2)

, k ∈ N ∪ {0}.

Iтерацiйнi кроки будемо виконувати до тих пiр, поки не досягнемо виконання однiєї з
умов ∥xk+1 − xk∥ ≤ ε чи k > kmax. Тут ∥ · ∥ – позначення евклiдової норми, ε > 0
i kmax ∈ N – деякi числа. Число ε будемо називати точнiстю чисельного розв’язку.
Параметр kmax вiдiграватиме роль обмеження на кiлькiсть iтерацiй, а саме iтерацiйний
процес буде зупинено, якщо при k = kmax не буде досягнуто заданої точностi.
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Для вибору початкового наближення будумемо аналiзувати тривимiрнi графiки фун-
кцiй f1 i f2, використовуючи функцiї бiблiотеки matplotlib. Для зручностi, вiзуалiзацiю
заданих функцiй виконуватимемо окремою функцiєю, реалiзацiя якої передбачає побу-
дову графiкiв функцiй f1 i f2 як на окремих iнтерактивних графiчних панелях, так i на
спiльнiй панелi, що створює добрi умови для дослiдження поведiнки згаданих функцiй.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, де визначенi функцiї simple_iteration i “D3_plotter“

• Обчислити чисельний розв’язок конкретної заданої системи
1. виконати комiрки, в яких визначенi функцiї f i g
2. виконати комiрку з викликом функцiї D3_plotter для побудови тривимiрних

графiкiв функцiї f i, аналiзуючи лiнiї їхнiх перетинiв на площинi x3 = 0, задати
початкове наближення x0

3. задати точнiсть eps чисельного розв’язку
4. виконати комiрку з викликом функцiї simple_iteration

Програмна реалiзацiя методу

Пiдготовка середовища

[1]: %matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from mpl_toolkits import mplot3d

Допомiжна функцiя

[2]: def norm_3(a):
"""обчислення евклiдової норми вектора a"""
return np.sqrt(np.sum(a**2))

simple_iteration – функцiя, яка реалiзує метод простої iтерацiї

[3]: def simple_iteration(g, x0, eps, kmax):
""" знаходження методом простої iтерацiї наближеного розв'язку системи␣

↪→рiвнянь (3.4.1),
де g -- непервна векторна функцiя,
x0 -- початкове наближення
eps -- задана точнiсть

"""
x_prev=x0.copy()
k=1
x_new =g(x_prev)
while norm_3(x_new-x_prev) > eps and k<kmax:

k+=1
x_prev = x_new
x_new = g(x_prev)

return k, x_new

D3_plotter – функцiя для побудови тривимiрних графiкiв функцiї f

[4]: def D3_plotter(f, D, N0, N1, plotting=True):
"""
"""
x0=np.linspace(D[0,0], D[0,1], N0+1)
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x1=np.linspace(D[1,0], D[1,1], N1+1)
print(f"x0={x0}")
print(f"x1={x1}")

f0 = np.empty((N0+1,N1+1), dtype=float)
f1 = np.empty((N0+1,N1+1), dtype=float)
f2 = np.empty((N0+1,N1+1), dtype=float)

for j in range(N1+1):
for i in range(N0+1):

f0[j,i],f1[j,i] = f(x0[i],x1[j])
f2[j,i] = 0

#print(f"f0={f0}")
#print(f"f1={f1}")

if plotting :
X1, X0 = np.meshgrid(x1, x0)
# set up a figure twice as wide as it is tall
fig = plt.figure(figsize=plt.figaspect(0.5))
# =============
# First subplot
# =============
# set up the axes for the first plot
ax = fig.add_subplot(1, 2, 1, projection='3d')
ax.set_xlabel('x1')
ax.set_ylabel('x0')
ax.set_zlabel('f');
ax.set_title(f"Графiки функцiї f0 i f2=0");
surf = ax.plot_surface(X1, X0, f0, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
#surf = ax.plot_surface(X1, X0, f1, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
ax.plot_surface(X1, X0, f2, rstride=1, cstride=1, cmap='viridis',␣

↪→linewidth=0, antialiased=False)
fig.colorbar(surf, shrink=0.5, aspect=10)
# ==============
# Second subplot
# ==============
# set up the axes for the second plot
ax = fig.add_subplot(1, 2, 2, projection='3d')
ax.set_xlabel('x1')
ax.set_ylabel('x0')
ax.set_zlabel('f');
ax.set_title(f"Графiки функцiй f0 i f2=0");
surf = ax.plot_wireframe(X1, X0, f0, rstride=2, cstride=2)
#surf = ax.plot_wireframe(X1, X0, f1, rstride=2, cstride=2)
ax.plot_wireframe(X1, X0, f2, rstride=2, cstride=2)

fig1 = plt.figure(figsize=plt.figaspect(0.5))
# =============
# First subplot
# =============
# set up the axes for the first plot
ax1 = fig1.add_subplot(1, 2, 1, projection='3d')
ax1.set_xlabel('x1')
ax1.set_ylabel('x0')
ax1.set_zlabel('f');
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ax1.set_title(f"Графiки функцiй f1 i f2=0");
#surf = ax1.plot_surface(X1, X0, f0, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
surf1 = ax1.plot_surface(X1, X0, f1, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
surf2 = ax1.plot_surface(X1, X0, f2, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
fig1.colorbar(surf1, shrink=0.5, aspect=10)
# ==============
# Second subplot
# ==============
# set up the axes for the second plot
ax1 = fig1.add_subplot(1, 2, 2, projection='3d')
ax1.set_xlabel('x1')
ax1.set_ylabel('x0')
ax1.set_zlabel('f');
ax1.set_title(f"Графiки функцiй f1 i f2=0");
#surf = ax1.plot_wireframe(X1, X0, f0, rstride=2, cstride=2)
ax1.plot_wireframe(X1, X0, f1, rstride=2, cstride=2)
ax1.plot_wireframe(X1, X0, f2, rstride=2, cstride=2)

fig2 = plt.figure(figsize=plt.figaspect(0.5))
# =============
# First subplot
# =============
# set up the axes for the first plot
ax2 = fig2.add_subplot(1, 2, 1, projection='3d')
ax2.set_xlabel('x1')
ax2.set_ylabel('x0')
ax2.set_zlabel('f');
ax2.set_title(f"Графiки функцiй f0,f1 i f2=0");
surf0 = ax2.plot_surface(X1, X0, f0, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
surf1 = ax2.plot_surface(X1, X0, f1, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
surf2 = ax2.plot_surface(X1, X0, f2, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
fig2.colorbar(surf0, shrink=0.5, aspect=10)
# ==============
# Second subplot
# ==============
# set up the axes for the second plot
ax2 = fig2.add_subplot(1, 2, 2, projection='3d')
ax2.set_xlabel('x1')
ax2.set_ylabel('x0')
ax2.set_zlabel('f');
ax2.set_title(f"Графiки функцiй f0,f1 i f2=0");
surf0 = ax2.plot_wireframe(X1, X0, f0, rstride=2, cstride=2)
surf1 = ax2.plot_wireframe(X1, X0, f1, rstride=2, cstride=2)
surf2 = ax2.plot_wireframe(X1, X0, f2, rstride=2, cstride=2)

domain – функцiя, яка запаковує в масив координати лiвої частини
системи рiвнянь (3.4.1) i правої частини системи рiвнянь (3.4.3) вiдпо-
вiдно

[5]: def domain(a,b,c,d):
return np.array([[a,b],[c,d]])
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f i g – векторнi функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.1) i правої
частини системи рiвнянь (3.4.3) вiдповiдно

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо застосування методу простої iтерацiї до розв’язування систем двох
нелiнiйних рiвнянь.

Приклад 1. (приклад 3.8) Обчислити методом простої iтерацiї розв’язок системи

 4x1 − sinx2 + 1 = 0,

cosx1 − 2x2 + 3 = 0
, (x1, x2)

⊤ ∈ D.

Запишемо систему у виглядi (3.4.3)

 x1 = 0.25 sinx2 − 0.25,

x2 = 0.5 cosx1 + 1.5.

У роздiлi 3.2.2, де було обґрунтовано метод iтерацiй для заданої системи, визначено
область

D :=
{
(x1, x2)

⊤ ∈ R2
∣∣− 1

2
⩽ x1 ⩽ 0, 1 ⩽ x2 ⩽ 2

}
,

яку функцiї g0 i g2 переводять саму в себе. Будемо задавати початкове наближення x0
всерединi цiєї областi.

Визначимо векторнi функцiї f i g:

[6]: def f(x0,x1):
"""функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.1)"""
f0 = x0 - (np.sin(x1)-1)/4
f1 = x1 - (np.cos(x0)+3)/2
return f0,f1

def g(x):
"""функцiї правої частини системи рiвнянь (3.4.3)"""
g0 = (np.sin(x[1])-1)/4
g1 = (np.cos(x[0])+3)/2
return np.array([g0,g1])

Задамо областьD i побудуємо графiки функцiй лiвої частини системи рiвнянь– спочатку
кожну з них окремо, щоб бачити лiнiї їхнього перетину площини x3 = 0, а потiм разом
на однiй графiчнiй панелi:

[7]: D = domain(-0.25,0,1,2)
N0=10
N1=10
D3_plotter(f, D, N0, N1)

x0=[-0.25 -0.225 -0.2 -0.175 -0.15 -0.125 -0.1 -0.075 -0.05 -0.025
0. ]

x1=[1. 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2. ]
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Зауважимо, що отриманi графiки iнтерактивнi, їх можна обертати за допомогою мишки.
Аналiзуючи отриманi зображення, можемо вибрати таке початкове наближення x0:

[8]: x0=np.array([-0.05 , 1.8])

Тепер знайдемо чисельний розв’язок при рiзних значеннях параметра eps:

[9]: eps=0.001
kmax=1000
k, xk = simple_iteration(g, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps},␣

↪→обчислений за k={k} iтерацiй")
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Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02267453 1.99987219] з точнiстю
eps=0.001, обчислений за k=3 iтерацiй

[10]: eps=0.0000001
k, xk = simple_iteration(g, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps},␣

↪→обчислений за k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02266229 1.99987161] з точнiстю
eps=1e-07, обчислений за k=6 iтерацiй

[11]: eps=0.000000001
k, xk = simple_iteration(g, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps},␣

↪→обчислений за k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02266229 1.99987161] з точнiстю
eps=1e-09, обчислений за k=7 iтерацiй

Можна переконатися, що при заданнi iнших початкових наближень з областi D iтера-
цiйний процес також збiгатиметься:

[12]: x0=np.array([0, 1.4])

[13]: eps=0.001
k, xk = simple_iteration(g, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps},␣

↪→обчислений за k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.0226753 1.99987146] з точнiстю
eps=0.001, обчислений за k=3 iтерацiй

[14]: eps=0.0000001
k, xk = simple_iteration(g, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps},␣

↪→обчислений за k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02266229 1.99987161] з точнiстю
eps=1e-07, обчислений за k=6 iтерацiй

Приклад 2. (приклад 3.9м) Обчислити методом простої iтерацiї розв’язок системи{
x21 − 2x2 + 3 = 0,
2x1 + 3x22 − 8 = 0.

Запишемо задану систему у придатному для iтерацiй виглядi:{
x1 = −1.5x22 + 4,
x2 = 0.5x21 + 1.5.

Визначимо вiдповiднi векторнi функцiї для цих двох систем:

[15]: def f2(x0,x1):
"""функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.1)"""
f0 = x0**2 - 2*x1 + 3
f1 = 2*x0 + 3*x1**2 - 8
return f0,f1

def g2(x):
"""функцiї правої частини системи рiвнянь (3.4.3)"""
g0 = 3*x[0] + 3*x[1]**2 - 8
g1 = x[0]**2 -x[1] + 3
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return np.array([g0,g1])

Побудуємо графiки функцiй лiвої частини заданої системи рiвнянь:

[16]: D2 = domain( 0,2,0,2)
N0=10
N1=10
D3_plotter(f2, D2, N0, N1)

x0=[0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1. 1.2 1.4 1.6 1.8 2. ]
x1=[0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1. 1.2 1.4 1.6 1.8 2. ]

На основi отриманих графiкiв можемо зробити висновок про iснування розв’язкiв си-
стеми i пiсля задання значень початкового наближення x0, точностi eps i обмеження на
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кiлькiсть iтерацiй kmax зробити спробу отримати чисельний розв’язок:

[17]: x0 = np.array([0.3, 1.5])#0.34762568 1.56042181
eps = 0.001
kmax = 1000
k, xk = simple_iteration(g2, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps},␣

↪→обчислений за k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[inf nan] з точнiстю eps=0.001, обчислений
за k=13 iтерацiй

C:\Users\a.hlova\AppData\Local\Temp\ipykernel_32728\494702554.py:3:
RuntimeWarning: overflow encountered in square

return np.sqrt(np.sum(a**2))
C:\Users\a.hlova\AppData\Local\Temp\ipykernel_32728\2354711323.py:8:
RuntimeWarning: overflow encountered in scalar power

g0 = 3*x[0] + 3*x[1]**2 - 8
C:\Users\a.hlova\AppData\Local\Temp\ipykernel_32728\2354711323.py:9:
RuntimeWarning: overflow encountered in scalar power

g1 = x[0]**2 -x[1] + 3
C:\Users\a.hlova\AppData\Local\Temp\ipykernel_32728\2354711323.py:9:
RuntimeWarning: invalid value encountered in scalar subtract

g1 = x[0]**2 -x[1] + 3
C:\Users\a.hlova\AppData\Local\Temp\ipykernel_32728\4185661350.py:10:
RuntimeWarning: invalid value encountered in subtract

while norm_3(x_new-x_prev) > eps and k<kmax:

Отриманi повiдомлення про переповнення промiжних значень вже при невеликiй кiль-
костi виконаних iтерацiй свiдчать про розбiжнiсть методу. Можемо за допомогою гра-
фiчних побудов переконатися, що функцiя g2 не виконує стрискаючого вiдображення. З
цiєю метою дещо змiнимо реалiзацiю функцiї g2 (назвавши її gg2), щоб вона задоволь-
няла iнтерфейс функцiї D3_plotter:

[18]: def gg2(x0,x1):
"""функцiї правої частини системи рiвнянь (3.4.3)"""
g0 = 3*x0 + 3*x1**2 - 8
g1 = x0**2 -x1 + 3
return g0,g1

Побудуємо графiки цiєї функцiї:

[20]: D2 = domain( 0,1,1,2)
N0=10
N1=10
D3_plotter(gg2, D2, N0, N1)

x0=[0. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1. ]
x1=[1. 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2. ]
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На основi шкали значень робимо висновок, що вiдображення дiйсно не є стискаючим,
очевидно через квадратичний характер обох компонент векторної функцiї g2.

Отож побудований нами iтерацiйний процес не дає змоги отримати чисельний розв’язок
методом iтерацiй. Разом з тим зазначимо, що його вдається отримати методом Ньютона.

[40]: plt.close('all')
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3.4.2 Застосування методу Ньютона

Розглянемо деякi аспекти знаходження методом Ньютона чисельних розв’язкiв для си-
стем нелiнiйних рiвнянь (3.4.1) при n = 2. Отож стосовно системи{

f1(x1, x2) = 0

f2(x1, x2) = 0
⇔ f(x) = 0, f(x) :=

(
f1(x1, x2)
f2(x1, x2)

)
, x :=

(
x1
x2

)
∈ D, (3.4.4)

припускаємо, що fi ∈ C1(D), i = 1, 2, i матриця Якобi

∇f(x) :=

∂f1(x1, x2)∂x1

∂f1(x1, x2)

∂x2
∂f2(x1, x2)

∂x1

∂f2(x1, x2)

∂x2

 (3.4.5)

невироджена в кожнiй точцi x ∈ D.

Алгоритм методу Ньютона є таким:

• задаємо початкове наближення розв’язку x0 ∈ D;

• знаходимо послiдовнi наближення x1, x2, x3, . . . розв’язку за формулою

xk+1 = xk − [∇f(xk)]−1f(xk), k = 0, 1, 2, .... (3.4.6)

до тих пiр, поки не досягнемо виконання однiєї з умов ∥xk+1 − xk∥ ≤ ε чи k > kmax.
Тут [∇f(xk)]−1 – обернена до матрицi Якобi, ∥ · ∥ – позначення евклiдової норми, ε > 0
i kmax ∈ N – деякi числа.

Число ε будемо називати точнiстю чисельного розв’язку. Параметр kmax вiдiграватиме
роль обмеження на кiлькiсть iтерацiй, а саме iтерацiйний процес буде зупинено, якщо
при k = kmax не буде досягнуто заданої точностi.

У програмнiй реалiзацiї методу обернену до матрицi Якобi будемо знаходити бiблiоте-
чною функцiєю linalg.inv. Як i при застосуваннi методу простої iтерацiї, дослiджувати
поведiнку заданих функцiй будемо за допомогою графiчної вiзуалiзацiї.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, в яких визначенi функцiї Newton_iteration i D3_plotter

• Обчислити чисельний розв’язок конкретної заданої системи
1. виконати комiрку, де визначенi функцiї f i inverse_Jacobian_matrix
2. виконати комiрку з викликом функцiї D3_plotter для побудови тривимiрних

графiкiв функцiї f i, аналiзуючи лiнiї їхнiх перетинiв на площинi x3 = 0, задати
початкове наближення x0

3. задати точнiсть eps чисельного розв’язку
4. виконати комiрку з викликом функцiї Newton_iteration

Програмна реалiзацiя методу

Пiдготовка середовища

[1]: %matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from mpl_toolkits import mplot3d
from scipy import linalg

Newton_iteration – функцiя, яка реалiзує метод Ньютона
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[2]: def Newton_iteration(f,invJ, x0, eps, kmax):
""" знаходження методом Ньютона наближеного кореня рiвняння (3.4.4),

де f -- непервна функцiя на вiдрiзку [a, b],
f_deriv -- похiдна функцiя на вiдрiзку [a, b]
x0 -- початкове наближення
eps -- задана точнiсть

"""
x_prev=x0.copy()
k=1

x_new = x_prev - invJ(x_prev).dot(f(x_prev))

while norm_3(x_new-x_prev) > eps and k<kmax:
k+=1
x_prev = x_new
x_new = x_prev - invJ(x_prev).dot(f(x_prev))

return k, x_new

D3_plotter – функцiя для побудови тривимiрних графiкiв функцiї f

Допомiжнi функцiї

[4]: def norm_3(a):
"""обчислення евклiдової норми вектора a"""
return np.sqrt(np.sum(a**2))

domain – функцiя, яка запаковує в масив координати лiвої частини
системи рiвнянь (3.4.4) i правої частини системи рiвнянь (3.4.6) вiдпо-
вiдно

[5]: def domain(a,b,c,d):
return np.array([[a,b],[c,d]])

f i inverse_Jacobian_matrix – векторна функцiя лiвої частини рiвняння
(3.4.4) та обернена її матрицi Якобi

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо застосування методу Ньютона до розв’язування систем двох нелiнiй-
них рiвнянь.

Приклад 1. (приклад 3.8) Обчислити методом Ньютона розв’язок системи 4x1 − sinx2 + 1 = 0,

cosx1 − 2x2 + 3 = 0,
(x1, x2)

⊤ ∈ D.

Нагадаємо, що у роздiлi 3 було обґрунтовано застосування iншого чисельного методу –
iтерацiй – до заданої системи в областi

D :=
{
(x1, x2)

⊤ ∈ R2
∣∣− 1

2
⩽ x1 ⩽ 0, 1 ⩽ x2 ⩽ 2

}
,

де цим методом i було знайдено чисельний розв’язок системи. Тому далi також будемо
розглядати цю систему в D i задавати початкове наближення x0 всерединi цiєї областi.

Визначимо векторну функцiю, яка задає лiву частину системи (3.4.4), i функцiю, яка
повертає обернену матрицю для якобiана лiвої частини:
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[6]: def f(x):
"""функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.4)"""
f0 = 4*x[0] - np.sin(x[1]) + 1
f1 = np.cos(x[0]) - 2*x[1] + 3
return np.array([f0,f1])

def inverse_Jacobian_matrix(x):
"""обернена матриця якобiана лiвої частини рiвняння (3.4.5)"""
df00 = 4
df01 = - np.cos(x[1])
df10 = - np.sin(x[0])
df11 =-2
invJ = linalg.inv(np.array([[df00, df01],[df10, df11]]))
return invJ

Побудуємо областi D графiки функцiй лiвої частини системи рiвнянь– спочатку кожну
з них окремо, щоб бачити лiнiї їхнього перетину площини x3 = 0, а потiм разом на
однiй графiчнiй панелi. Щоб мати змогу скористатися функцiєю D3_plotter, спочатку
дещо змiнимо реалiзацiю функцiї f (назвавши її ff), щоб вона задовольняла iнтерфейс
функцiї D3_plotter:

[7]: def ff(x0,x1):
"""функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.4)"""
f0 = x0 - (np.sin(x1)-1)/4
f1 = x1 - (np.cos(x0)+3)/2
return f0,f1

[8]: D = domain(-0.25,0,1,2)
N0=10
N1=10
D3_plotter(ff, D, N0, N1)

x0=[-0.25 -0.225 -0.2 -0.175 -0.15 -0.125 -0.1 -0.075 -0.05 -0.025
0. ]

x1=[1. 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2. ]
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Зауважимо, що отриманi графiки iнтерактивнi, їх можна обертати за допомогою мишки
для динамiчної змiни кута зору.

На основi отриманих графiкiв можемо зробити висновок про iснування розв’язкiв систе-
ми. Пiсля задання значень початкового наближення x0(такого ж, як i при застосуваннi
методу простої iтерацiї) та обмеження на кiлькiсть iтерацiй kmax знайдемо чисельний
розв’язок при рiзних значеннях параметра eps:

[9]: x0=np.array([-0.5 , 2])
kmax = 100

[10]: eps=0.001
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02266229 1.99987163] з точнiстю
eps=0.001 за k=3 iтерацiй

[11]: eps=0.0000001
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02266229 1.99987161] з точнiстю
eps=1e-07 за k=4 iтерацiй

[12]: eps=0.000000001
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
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print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣
↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02266229 1.99987161] з точнiстю
eps=1e-09 за k=5 iтерацiй

Можна переконатися, що при заданнi iнших початкових наближень з областi D iтера-
цiйний процес також збiгатиметься:

[13]: x0=np.array([0, 1])
kmax = 100

[14]: eps=0.001
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02266229 1.99987161] з точнiстю
eps=0.001 за k=4 iтерацiй

[15]: eps=0.0000001
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[-0.02266229 1.99987161] з точнiстю
eps=1e-07 за k=5 iтерацiй

Порiвнюючи з методом простої iтерацiї бачимо, що для цього прикладу задана точнiсть
досягається за меншу кiлькiсть iтерацiй.

Приклад 2. (приклад 3.9м) Обчислити методом Ньютона розв’язок системи{
x21 − 2x2 + 3 = 0,
2x1 + 3x22 − 8 = 0.

Визначимо векторну функцiю, яка задає лiву частину системи, i функцiю, яка повертає
обернену матрицю якобiана лiвої частини:

[16]: def f(x):
"""функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.4)"""
f0 = x[0]**2 - 2*x[1] + 3
f1 = 2*x[0] + 3*x[1]**2 - 8
return np.array([f0,f1])

def inverse_Jacobian_matrix(x):
"""обернена матриця якобiана лiвої частини рiвняння (3.4.5)"""
df00 = 2*x[0]
df01 = -2
df10 = 2
df11 = 6*x[1]
invJ = linalg.inv(np.array([[df00, df01],[df10, df11]]))
return invJ

Як i в попередньому прикладi, дещо змiнимо реалiзацiю функцiї f i побудуємо її графiки:

[17]: def ff2(x0,x1):
"""функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.4)"""
f0 = x0**2 - 2*x1 + 3
f1 = 2*x0 + 3*x1**2 - 8
return f0,f1



132 РОЗДIЛ 3. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ ТА ЇХ СИСТЕМ

[18]: D2 = domain( 0,2,0,2)
N0=10
N1=10
D3_plotter(ff2, D2, N0, N1)

x0=[0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1. 1.2 1.4 1.6 1.8 2. ]
x1=[0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1. 1.2 1.4 1.6 1.8 2. ]

На основi отриманих графiкiв можемо зробити висновок про iснування розв’язкiв си-
стеми i пiсля задання значень початкового наближення x0 та обмеження на кiлькiсть
iтерацiй kmax знайдемо чисельний розв’язок при рiзних значеннях параметра eps:



3.4.. ЛАБОРАТОРНИЙ ПРАКТИКУМ З РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ133

[19]: kmax=100
x0=np.array([1.01, 1.99])
eps=0.001
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[0.34762643 1.56042166] з точнiстю
eps=0.001 за k=4 iтерацiй

[20]: eps=0.00001
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[0.34762568 1.56042181] з точнiстю
eps=1e-05 за k=5 iтерацiй

[21]: eps=0.0000001
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[0.34762568 1.56042181] з точнiстю
eps=1e-07 за k=6 iтерацiй

Порахуємо чисельний розв’язок ще при iншому початковому наближеннi:

[22]: eps=0.001
kmax=100
x0=np.array([0,1])
k, xk = Newton_iteration(f, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[0.34762582 1.56042178] з точнiстю
eps=0.001 за k=5 iтерацiй

Як бачимо, i в цьому випадку метод Ньютона демонструє свою ефективнiсть.

Приклад 1. (example 7.1) Обчислити методом Ньютона розв’язок системи{
ex

2
1+x2

2 = 1,

ex
2
1−x2

2 = 1.

Легко бачити, що розв’язком заданої системи є вектор x = (0, 0)⊤, будемо використову-
вати його для аналiзу чисельних розв’язкiв.

Перепишемо систему у виглядi (3.4.4):{
ex

2
1+x2

2 − 1 = 0,

ex
2
1−x2

2 − 1 = 0.

Як i в попередньому прикладi, визначимо потрiбнi функцiї:

[23]: def f3(x):
"""функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.4)"""
f0 = np.exp(x[0]**2 + x[1]**2) - 1
f1 = np.exp(x[0]**2 - x[1]**2) - 1
return np.array([f0,f1])
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def inverse_Jacobian_matrix(x):
"""обернена матриця якобiана лiвої частини рiвняння (3.4.5)"""
df00 = np.exp(x[0]**2 + x[1]**2)*2*x[0]
df01 = np.exp(x[0]**2 + x[1]**2)*2*x[1]
df10 = np.exp(x[0]**2 - x[1]**2)*2*x[0]
df11 =-np.exp(x[0]**2 - x[1]**2)*2*x[1]
invJ = linalg.inv(np.array([[df00, df01],[df10, df11]]))
return invJ

Вiзуалiзуємо поведiнку заданих функцiй за допомогою фукцiї D3_plotter. Для узго-
дження з iнтерфейсом цiєї функцiї модифiкуємо реалiзацiю функцiї f3:

[24]: def ff3(x0, x1):
"""функцiї лiвої частини системи рiвнянь (3.4.4)"""
f0 = np.exp(x0**2 + x1**2) - 1
f1 = np.exp(x0**2 - x1**2) - 1
return f0,f1

Тепер знайдемо чисельний розв’язок при рiзних значеннях параметра eps, попередньо
задавши обмеження кiлькостi операцiй та початкове наближення:

[25]: D3 = domain( -1,1,-1,1)
N0=10
N1=10
D3_plotter(ff3, D3, N0, N1)

x0=[-1. -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1. ]
x1=[-1. -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1. ]
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З отриманих графiкiв очевидно, що окрiм вектора x = (0, 0)⊤ система немає бiльше
розв’язкiв. Тому далi дослiдимо, як чисельнi розв’язки збiгатимуться до цього вектора.

Задамо обмеження на кiлькiсть iтерацiй та початкове наближення i обчислимо чисель-
ний розв’язок при кiлькох значеннях параметра eps:

[26]: kmax=100
x0=np.array([0.1, 0.1])

[27]: eps=0.001
k, xk = Newton_iteration(f3, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[0.00039585 0.00039585] з точнiстю
eps=0.001 за k=8 iтерацiй

[28]: eps=0.00001
k, xk = Newton_iteration(f3, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[6.18511692e-06 6.18511692e-06] з точнiстю
eps=1e-05 за k=14 iтерацiй

[29]: eps=0.0000001
k, xk = Newton_iteration(f3, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[4.82473385e-08 4.82472950e-08] з точнiстю
eps=1e-07 за k=21 iтерацiй

Як бачимо, чисельний розв’язок заданої системи рiвнянь досить швидко збiгається до
точного розв’язку.

Якщо за початкове наближення взяти вектор правої частини, то для досягнення такої
ж точностi, як в попередньому випадку, треба виконати бiльше iтерацiй:

[30]: x0=np.array([1, 1])

[31]: eps=0.001
k, xk = Newton_iteration(f3, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")
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Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[0.00040068 0.00040068] з точнiстю
eps=0.001 за k=13 iтерацiй

[32]: eps=0.00001
k, xk = Newton_iteration(f3, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[6.26059772e-06 6.26059770e-06] з точнiстю
eps=1e-05 за k=19 iтерацiй

Зазначимо, що при грубшому початковому наближеннi також матимемо збiжний процес,
але, що слiд було очiкувати, кiлькiсть iтерацiй значно зростає:

[33]: kmax=200
x0=np.array([5, 5])

[34]: eps=0.001
k, xk = Newton_iteration(f3, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

Чисельний розв'язок системи рiвнянь x=[0.00036503 0.00036503] з точнiстю
eps=0.001 за k=62 iтерацiй

Разом з тим нагадаємо про обчислення оберненої матрицi Якобi для заданої функцiї f
на кожному кроцi методу Ньютона. Необхiдною умовою такої операцiї є невиродженiсть
матрицi Якобi в точках областi, через якi проходитимуть iтерацiї. З вигляду якобiа-
на очевидно, що виродження буде при попаданнi аргумента на одну з осей координат.
Зокрема з наступним початковим наближенням отримаємо повiдомлення про зупинку
обчислень через виродженiсть матрицi Якобi:

[35]: x0=np.array([0.1, 0])

[36]: eps=0.001
k, xk = Newton_iteration(f3, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)
print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps} за␣

↪→k={k} iтерацiй")

---------------------------------------------------------------------------
LinAlgError Traceback (most recent call last)
Cell In[36], line 2

1 eps=0.001
----> 2 k, xk = Newton_iteration(f3, inverse_Jacobian_matrix, x0, eps,kmax)

3 print(f"Чисельний розв'язок системи рiвнянь x={xk} з точнiстю eps={eps}␣
↪→за k={k} iтерацiй")

Cell In[2], line 11, in Newton_iteration(f, invJ, x0, eps, kmax)
8 x_prev=x0.copy()
9 k=1

---> 11 x_new = x_prev - invJ(x_prev).dot(f(x_prev))
13 while norm_3(x_new-x_prev) > eps and k<kmax:
14 k+=1

Cell In[23], line 13, in inverse_Jacobian_matrix(x)
11 df10 = np.exp(x[0]**2 - x[1]**2)*2*x[0]
12 df11 =-np.exp(x[0]**2 - x[1]**2)*2*x[1]

---> 13 invJ = linalg.inv(np.array([[df00, df01],[df10, df11]]))
14 return invJ
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File␣
↪→~\AppData\Local\Programs\Python\Python311\Lib\site-packages\scipy\linalg\_basic.
↪→py:975, in inv(a, overwrite_a, check_finite)

973 inv_a, info = getri(lu, piv, lwork=lwork, overwrite_lu=1)
974 if info > 0:

--> 975 raise LinAlgError("singular matrix")
976 if info < 0:
977 raise ValueError('illegal value in %d-th argument of internal '
978 'getrf|getri' % -info)

LinAlgError: singular matrix

Зазначимо, що тут була роглянута найпростiша реалiзацiя методу Ньютона. Iснують
рiзнi варiанти цього методу, якi дають змогу ефективно шукати чисельнi розв’язки для
рiзних випадкiв нелiнiйних рiвнянь.

Вправи для самостiйної роботи
1. Локалiзувати на вiдрiзках довжиною, яка не бiльша 0.001, по 5 найбiльших

вiд’ємних i найменших невiд’ємних коренiв рiвняння (3.3.2).
2. *Оснастити функцiю bisection апаратом виняткiв для контролю вхiдних даних.
3. **Написати функцiю, яка для заданої функцiї f отримує список вiдрiзкiв, на яких

локалiзовано по одному нулi цiєї функцiї, а результатами цiєї функцiї є нулi, обчи-
сленi методом бiсекцiї iз заданою точнiстю ε, а також числа iтерацiй, за якi вiдпо-
вiднi нулi були обчисленi. Для знаходження нулiв використати функцiю bisection.
Продемонструвати на даних, отриманих у вправi 1.
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Роздiл 4

Наближення функцiй

Найпростiша задача наближення функцiї полягає у такому. В скiнченнiй кiлькостi точок
x0, x1, ..., xn вiдомi значення y0, y1, ..., yn функцiї

y = f(x), x ∈ [a, b],

й необхiдно знайти її значення при iнших значеннях x. Iнколи з деяких додаткових
мiркувань вiдомо, що дану функцiю доцiльно наближати функцiєю iз деякої сiм’ї

y = g(x; a0, a1, ..., an), x ∈ [a, b], (a0, a1, . . . , an) ∈ Ω ⊂ Rn,

тобто шукати значення a∗0, a∗1, . . . , a∗n параметрiв a0, a1, . . . , an такi, що

f(x) ≈ g (x; a∗0, a
∗
1, . . . , a

∗
n) , x ∈ [a, b]. (4.0.1)

Якщо ми знайшли вiдповiднi значення параметрiв a0, a1, . . . , an, то

f(x) = g(x; a∗0, a
∗
1, . . . , a

∗
n) +Rn(x), x ∈ [a, b],

де
Rn(x) := f(x)− g(x; a∗0, a

∗
1, . . . , a

∗
n), x ∈ [a, b],

— залишковий член наближення функцiї.

4.1 . Iнтерполяцiя функцiй многочленами
Якщо значення параметрiв a0, a1, ..., an у формулi (4.0.1) визначають з умов

yi = g(xi; a0, a1, ..., an), i = 0, n,

де xi ∈ [a, b], yi = f(xi), i = 0, n, — заданi, то такий спосiб наближення називають
iнтерполяцiєю або iнтерполюванням, а xi ∈ [a, b], i = 0, n, — вузлами iнтерполяцiї.

Нехай z1 — найменше з вузлiв iнтерполяцiї, а z2 — найбiльше з них. Якщо точка x ∈ [a, b],
в якiй обчислюється значення f(x) лежить зовнi[z1, z2], то разом з термiном iнтерполяцiя
використовується термiн екстраполяцiя.

Серед способiв iнтерполювання найбiльш поширений випадок лiнiйного iнтерполювання,
коли наближення шукають у виглядi

g(x, a0, ..., an) =

n∑
j=0

ajφj(x), x ∈ [a, b],

де {φi(x), x ∈ [a, b]}i=0,n — задана система лiнiйно незалежних функцiй з простору
C[a, b], а значення коефiцiєнтiв ai визначаються з умов:

n∑
i=0

ajφj(xi) = yi, i = 0, n. (4.1.1)
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Метод розв’язування задачi, при якому коефiцiєнти ai визначають безпосереднiм
розв’язування системи (4.1.1), називають методом неозначених коефiцiєнтiв.

Найбiльш часто використовується iнтерполяцiя многочленами. Однак, це не єдино мо-
жливий тип iнтерполяцiї. Iнколи зручно наближати функцiю тригонометричними фун-
кцiями, а також рацiональними функцiями.

4.1.1. Iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа
Найчастiше на практицi використовується лiнiйне iнтерполювання, коли φj(x) = xj , x ∈
[a, b], j = 0, n, тобто iнтерполювання многочленами:

Ln(x) =
n∑

j=0

ajx
j . (4.1.2)

Тодi система рiвнянь (4.1.1) має вигляд
n∑

i=0

aixj
i = yj , j = 0, n. (4.1.3)

Оскiльки визначник цiєї системи є визначником Вандермонда

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
а всi xi, j = 0, n, — рiзнi, то ∆ ̸= 0. Отже, система (4.1.3) має i тiльки один розв’язок.
Отож, ми довели iснування та єдинiсть iнтерполяцiйного многочлена (4.1.2).

Безпосереднє знаходження коефiцiєнтiв многочлена Ln (див. (4.1.2)), розв’язуючи си-
стему (4.1.3), вже при порiвняно невеликих n (наприклад, для n = 20) призводить до
великої обчислювальної похибки. Тому будемо шукати явне зображення iнтерполяцiй-
ного многочлена, не розв’язуючи систему (4.1.3).

Задача iнтерполювання буде розв’язана, якщо побудувати многочлени Φi(x), i = 0, n,
степеня не вище n такi, що

Φi(xj) =

{
0, i ̸= j,
1, i = j,

i, j = 0, n.

Тодi многочлен

Ln(x) =

n∑
i=0

yiΦi(x) (4.1.4)

буде шуканим iнтерполяцiйним многочленом. Справдi, маємо

Ln(xi) =

n∑
j=0

yjΦj(xi) = yi, i = 0, n.

Крiм того, Ln — многочлен степеня n.

Многочлени Φi, i = 0, n, будемо шукати у виглядi:

Φi(x) = Ci(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn),

де Ci – неозначенi коефiцiєнти, якi знайдемо з умови Φi(xi) = 1. Тодi

Ci = [(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)]
−1.

Отже,

Φi(x) =

n∏
j=0,j ̸=i

x− xj
xi − xj

≡ (x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.
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Iнтерполяцiйний многочлен, записаний у виглядi

Ln(x) =

n∑
i=0

yi

n∏
j=0,j ̸=i

x− xj
xi − xj

≡

≡
n∑

i=0

yi
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

(4.1.5)

називають iнтерполяцiйним многочленом у формi Лагранжа або, коротше, iнтерполя-
цiйним многочленом Лагранжа.

Iснують iншi форми запису цього ж iнтерполяцiйного многочлена, наприклад, iнтерпо-
ляцiйна формула Ньютона, яку ми будемо розглядати далi.

Проведемо дослiдження похибки, яка виникає при замiнi функцiї iнтерполяцiйним
многочленом. Нехай функцiя f визначена в n + 1 вузлi iнтерполяцiї xi ∈ [a, b], i = 0, n,
а Ln — iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа. Залишковим членом iнтерполяцiйного
многочлена (похибкою iнтерполювання) називають

Rn(x) = f(x)− Ln(x).

Очевидно, що у вузлах iнтерполяцiї цей залишковий член дорiвнює нулю.

Припустимо, що f ∈ Cn+1[a, b]. Введемо допомiжну функцiю

φ(x) = f(x)− Ln(x)−Kωn+1(x), x ∈ [a, b], (4.1.6)

де

ωn+1(x) :=

n∏
j=0

(x− xj) ≡ (x− x0) · . . . · (x− xn),

а K — стала.

Зауважимо, що φ ∈ Cn+1[a, b] та φ(xi) = 0, i = 0, n. Нехай x∗ ∈ [a, b] — точка, в якiй
оцiнюється похибка. Виберемо сталу K за умови, що φ(x∗) = 0. Для цього достатньо
покласти

K :=
f(x∗)− Ln(x∗)

ωn+1(x∗)
.

При такому виборi K функцiя φ приймає значення нуль в n+ 2 точках x0, ..., xn, x∗. На
основi теореми Ролля її похiдна φ′ має не менше n + 1 коренiв. Мiркуючи аналогiчно,
приходимо до висновку, що φ′′ має не менше n коренiв. Послiдовно застосовуючи тео-
рему Ролля до похiдних вищого порядку функцiї φ, одержимо, що функцiя φ(n+1) має
принаймнi один корiнь, тобто iснує ξ ∈ [a, b] таке, що φ(n+1)(ξ) = 0. Оскiльки

φ(n+1)(x) = f (n+1)(x)−K(n+ 1)!,

то з умови φ(n+1)(ξ) = 0 будемо мати

K =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
.

Звiдси та з (4.1.6) i того, що φ(x∗) = 0, випливає рiвнiсть

f(x∗)− Ln(x∗)−
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x∗) = 0, ξ = ξ(x∗) ∈ [a, b], (4.1.7)

звiдки

Rn(x) := f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
ωn+1(x), x ∈ [a, b]. (4.1.8)

Покладаючи
Mn+1 = sup

x∈[a,b]

|f (n+1)(x)|,



142 РОЗДIЛ 4. НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ

отримаємо оцiнку залишкового члена

|Rn(x)| ⩽
Mn+1

(n+ 1)!
|ωn+1(x)|, x ∈ [a, b]. (4.1.9)

Приклад 4.1.1. Побудувати iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа для функцiї, заданої
на вiдрiзку [0; 7] таблицею

i 0 1 2 3
xi 0 2 3 5
yi 2 4 6 8

.

Доведення. Тут n = 3. За формулою (4.1.5) маємо

L3(x) := y0
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
+ y1

(x− x0)(x− x2)(x− x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
+

+y2
(x− x0)(x− x1)(x− x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
+ y3

(x− x0)(x− x1)(x− x2)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)
=

= 2
(x− 2)(x− 3)(x− 5)

(0− 2)(0− 3)(0− 5)
+ 4

(x− 0)(x− 3)(x− 5)

(2− 0)(2− 3)(2− 5)
+

+6
(x− 0)(x− 2)(x− 5)

(3− 0)(3− 2)(3− 5)
+ 8

(x− 0)(x− 2)(x− 3)

(5− 0)(5− 2)(5− 3)
.

4.1.2. Iнтерполяцiйний многочлен Ньютона
Нехай f ∈ C[a, b] i x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] — система вузлiв iнтерполювання (xi ̸= xj при
i ̸= j, i, j = 0, 1, . . . , n). Введемо поняття роздiлених рiзниць:

f(x0;x1) :=
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
,

f(x1;x2) :=
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(xn−1;xn) :=
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

(4.1.10)

— роздiленi рiзницi першого порядку,

f(x0;x1;x2) :=
f(x1;x2)− f(x0;x1)

x2 − x0
,

f(x1;x2;x3) :=
f(x2;x3)− f(x1;x2)

x3 − x1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(xn−2;xn−1;xn) :=
f(xn−1;xn)− f(xn−2;xn−1)

xn − xn−2

(4.1.11)

— роздiленi рiзницi другого порядку i т. д. Якщо ми вже визначили роздiленi рiзницi k-го
порядку f(xi;xi+1; . . . ;xi+k), i = 0, 1, . . . , n − k, то роздiленi рiзницi (k + 1)-го порядку
обчислюють за допомогою формул

f(xi−1;xi; . . . ;xi+k) :=
f(xi;xi+1; . . . ;xi+k)− f(xi−1;xi; . . . ;xi+k−1)

xi+k − xi−1
,

i = 1, 2, . . . , n− k.

(4.1.12)
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Вiдомо [?], що роздiленi рiзницi можна обчислювати за формулою

f(x0;x1; . . . ;xk) =

k∑
i=0

yi
(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xk)

,

k = 1, . . . , n.

(4.1.13)

Тепер розглянемо iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа. Вiн незручний тим, що зi збiль-
шенням кiлькостi вузлiв змiнюються всi доданки у формулi. Зручнiшою для практичного
використання була б формула такого вигляду:

Ln(x) = A0 + (x− x0)A1 + (x− x0)(x− x1)A2 + . . .+ (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)An,

де Ai, i = 0, 1, . . . , n, — числовi коефiцiєнти. Тодi збiльшення кiлькостi вузлiв приводило
б до збiльшення кiлькостi доданкiв, а попередньо обчисленi доданки залишилися би без
змiни.

Подамо Ln(x) у такому виглядi:

Ln(x) = L0(x) + (L1(x)− L0(x)) + (L2(x)− L1(x)) + . . .+ (Ln(x)− Ln−1(x)),

де Lk(x), x ∈ R, —iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа, побудований за вузлами
x0, . . . , xk, k ∈ {0, 1, . . . , n}, зокрема, L0(x) := y0.

Розглянемо рiзницю

Qk(x) = Lk(x)− Lk−1(x), k = 1, 2, . . . , n, x ∈ R.

Очевидно, Qk є многочленом степеня k. Вiн набуває нульового значення у точках
x0, x1, . . . xk−1, оскiльки

Lk(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , k, Lk−1(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , k − 1.

Тому
Qk(x) = Ak(x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1),

де Ak — деяка стала.

Щоб знайти значення Ak, покладемо x = xk. Одержимо

yk − Lk−1(xk) = Ak(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1),

або

yk −
k−1∑
i=0

yi
(xk − x0) . . . (xk − xi−1)(xk − xi+1) . . . (xk − xk−1)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xk−1)
=

= Ak(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1).

Звiдси

Ak =
yk

(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1)
+

+

k−1∑
i=0

yi
(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xk−1)(xi − xk)

=

=

k∑
i=0

yi
(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xk)

= f(x0;x1; . . . ;xk)

— роздiлена рiзниця k-го порядку.

Отже,

Ln(x) = f(x0) + (x− x0)f(x0;x1) + (x− x0)(x− x1)f(x0;x1;x2)+

+ . . .+ (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)f(x0;x1; . . . ;xn).
(4.1.14)
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Отриманий многочлен Ln(x) називається iнтерполяцiйним многочленом Ньюто-
на для нерiвновiддалених вузлiв iнтерполювання. Вiн зручнiший для обчислень,
нiж iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа, бо зi збiльшенням кiлькостi вузлiв не потрi-
бно повторювати всю роботу наново, як при обчисленнях за формулою Лагранжа.

Отож, маємо
f(x) = Ln(x) +Rn+1(x),

де Ln визначено в (4.1.14), а Rn+1(x) — залишковий член. Вiн такий же, як i в формулi
Лагранжа:

Rn+1(x) =
fn+1(ξ(x))ωn+1(x)

(n+ 1)!
.

Однак його можна записати в iншiй формi. Для цього розглянемо роздiлену рiзницю
(n+ 1)-го порядку

f(x;x0; . . . ;xn) =
f(x)

(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)
+

+
y0

(x0 − x)(x0 − x1) . . . (x0 − xn)
+ . . .+

+
yn

(xn − x)(xn − x0) . . . (xn − xn−1)
.

Знайдемо iз цього спiввiдношення f(x):

f(x) = y0
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(x0 − x2) . . . (x0 − xn)
+ . . .+

+ yn
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

(xn − x0)(xn − x1) . . . (xn − xn−1)
+

+ (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)f(x;x0; . . . ;xn).

Тому
f(x) = Ln(x) + (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)f(x;x0; . . . ;xn).

Отже,
Rn+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)f(x;x0; . . . ;xn),

або
Rn+1(x) = ωn+1(x)f(x;x0; . . . ;xn).

Зокрема, якщо функцiя f має похiдну порядку n+ 1, то одержимо

f(x;x0;x1; . . . ;xn) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
,

де ξ = ξ(x) — точка, яка належить найменшому промiжковi, що мiстить усi точки
x0, x1, . . . , xn, x.

Формулу (4.1.14) також називають iнтерполяцiйним многочленом Ньютона для
iнтерполювання вперед у разi нерiвновiддалених вузлiв iнтерполювання. Во-
на, як звичайно, застосовується для наближення функцiї поблизу початкового вузла
x0.

Якщо вузли iнтерполювання вибрати в порядку xn, xn−1, . . . , x0, то аналогiчно можна
отримати формулу

Ln(x) = f(xn) + (x− xn)f(xn−1;xn)+

+ (x− xn)(x− xn−1)f(xn−2;xn−1;xn) + . . .+

+ (x− xn)(x− xn−1) . . . (x− x1)f(x0;x1; . . . xn),

яке має назву iнтерполяцiйним многочленом Ньютона для iнтерполювання
назад у разi нерiвновiддалених вузлiв iнтерполювання. Вона, як звичайно, ви-
користовується для наближення функцiї поблизу кiнцевого вузла xn.
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Одержанi формули справедливi для будь-якої системи вузлiв x0, x1, . . . , xn, такої, що
xi ̸= xj при i ̸= j та xi ∈ [a, b] для i, j = 0, 1, . . . n. Вузли iнтерполювання, котрi най-
ближче лежать до точки x, бiльше впливають на iнтерполяцiйний многочлен, нiж вузли,
якi лежать далi. Тому доцiльно за x0 i x1 взяти найближчi до x вузли iнтерполювання
i здiйснити спочатку лiнiйну iнтерполяцiю за цими вузлами. Пiзнiше поступово вико-
ристовувати iншi вузли так, щоб вони, якщо це можливо, розмiщувались вiдносно x
симетрично. Отриманi при цьому поправки будуть звичайно незначними.

Приклад 4.1.2. Побудувати iнтерполяцiйний многочлен Ньютона для функцiї, заданої
на вiдрiзку [0; 7] таблицею

i 0 1 2 3
xi 0 2 3 5
yi 2 4 6 8

.

Використовуючи цей многочлен, знайти наближення розглядуваної функцiї при x = 1.

Доведення. Тут n = 3. За формулами (4.1.10), (4.1.11), (4.1.12) знаходимо роздiленi
рiзницi 

f(x0;x1) :=
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
=

4− 2

2− 0
= 1;

f(x1;x2) :=
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
=

6− 4

3− 2
= 2;

f(x2;x3) :=
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
=

8− 6

5− 3
= 1;

f(x0;x1;x2) :=
f(x1;x2)− f(x0;x1)

x2 − x0
=

2− 1

3− 0
=

1

3
;

f(x1;x2;x3) :=
f(x2;x3)− f(x1;x2)

x3 − x1
=

1− 2

5− 2
= −1

3
;

f(x0;x1;x2;x3) :=
f(x0;x1;x2)− f(x1;x2;x3)

x3 − x0
=

−1/3− 1/3

5
= − 2

15
.

Отже, згiдно з формулою (4.1.14) iнтерполяцiйний многочлен Ньютона має вигляд

L3(x) = 2 + 1 · (x− 0) +
1

3
· (x− 0)(x− 2)− 2

15
· (x− 0)(x− 2)(x− 3).

Звiдси легко знаходимо L3(1) = 2 + 1− 1

3
− 2

15
=

36

15
.

4.2. Iнтерполяцiя сплайнами
Iнтерполяцiя многочленом Лагранжа або Ньютона на всьому вiдрiзку [a, b] з використан-
ням великої кiлькостi вузлiв iнтерполяцiї часто призводить до поганого наближення, що
пояснюється сильним нагромадженням похибок в процесi обчислення. Крiм того, через
розбiжнiсть процесу iнтерполяцiї збiльшення кiлькостi вузлiв не призводить до пiдвище-
ння точностi. Для того, щоб запобiгти великим похибкам, весь вiдрiзок [a, b] розбивають
на окремi вiдрiзки та на кожному з них наближають функцiю f многочленом невисокого
степеня (так звана кусково-полiномiальна iнтерполяцiя).

Одним зi способiв iнтерполювання на всьому вiдрiзку є iнтерполяцiя за допомогою
сплайнiв. Сплайном (сплайн-функцiєю) називають кусково-полiномiальну функцiю, ви-
значену на вiдрiзку [a, b] i таку, що має на цьому вiдрiзку деяку кiлькiсть неперервних
похiдних. Найпоширенiшi в iнженерних розрахунках сплайни складенi з многочленiв
третього степеня, якi називають кубiчними сплайнами.
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Нехай на вiдрiзку [a, b] задано сiтку

ω = {x0, x1, . . . , xn | a =: x0 < x1 < . . . < xn := b},

у вузлах якої задано значення y0, y1, . . . , yn функцiї f ∈ C[a, b].

Задача кусково-кубiчної iнтерполяцiї полягає у знаходженнi функцiї g : [a, b] → R
(кубiчного сплайну) такої, що

• функцiя g є двiчi неперервно диференцiйовною на [a, b], тобто

g ∈ C2[a, b]; (4.2.1)

• для кожного i ∈ {1, . . . , n} звуження функцiї g на вiдрiзок [xi−1, xi] є кубiчним
многочленом, тобто має вигляд

g(x) = a
(i)
0 + a

(i)
1 x+ a

(i)
2 x2 + a

(i)
3 x3 ≡

3∑
k=0

a
(i)
k xk; (4.2.2)

• у вузлах сiтки ω виконуються рiвностi

g(xi) = yi, i = 0, n; (4.2.3)

• її друга похiдна g′′ задовольняє крайовi умови

g′′(a) = g′′(b) = 0. (4.2.4)

Поставлена задача має єдиний розв’язок i його вигляд такий

g(x) := mi−1
(xi − x)3

6hi
+mi

(x− xi−1)
3

6hi
+

(
yi−1 −

mi−1h
2
i

6

)
xi − x

hi
+

+

(
yi −

mih
2
i

6

)
x− xi−1

hi
, x ∈ [xi−1, xi], i = 1, n, (4.2.5)

де hi := xi − xi−1, i = 1, n, а сталi mi, i = 1, n, знаходять iз системи рiвнянь

m0 = 0,

hi
6
mi−1 +

hi + hi+1

3
mi +

hi+1

6
mi+1 =

=
yi−1

hi
−

(
1

hi
+

1

hi+1

)
yi +

yi+1

hi+1
, i = 1, n− 1,

mn = 0.

(4.2.6)

Приклад 4.2.1. Iнтерполювати кубiчним сплайном функцiю, задану на вiдрiзку [0; 9]
таблицею

i 0 1 2 3
xi 0 3 6 9
yi 12 6 9 3

.

Доведення. В цьому прикладi n = 3. За формулою hi := xi − xi−1, i = 1, 2, 3, знаходимо

h1 = h2 = h3 = 3.
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Система (4.2.6) в нашому випадку має вигляд

m0 = 0,

h1
6
m0 +

h1 + h2
3

m1 +
h2
6
m2 =

y0
h1

−

(
1

h1
+

1

h2

)
y1 +

y2
h2
,

h2
6
m1 +

h2 + h3
3

m2 +
h3
6
m3 =

y1
h2

−

(
1

h2
+

1

h3

)
y2 +

y3
h3
,

m3 = 0.

Звiдси, пiдставивши конкретнi значення h1, h2, h3, y0, y1, y2, y3, отримаємо

m0 = 0

3

6
m0 +

3 + 3

3
m1 +

3

6
m2 =

12

3
−

(
1

3
+

1

3

)
6 +

9

3

3

6
m1 +

3 + 3

3
m2 +

3

6
m3 =

6

3
−

(
1

3
+

1

3

)
9 +

3

3

m3 = 0.

Пiсля спрощення здобуваємо

m0 = 0

2m1 +
1

2
m2 = 3

1

2
m1 + 2m2 = −3

m3 = 0

=⇒


m0 = 0

m1 = 2

m2 = −2

m3 = 0.

Отже, шуканий кубiчний сплайн має вигляд

g(x) :=



m0
(x1 − x)3

6h1
+m1

(x− x0)
3

6h1
+

(
y0 −

m0h
2
1

6

)
x1 − x

h1
+

+

(
y1 −

m1h
2
1

6

)
x− x0
h1

, якщо x ∈ [x0, x1],

m1
(x2 − x)3

6h2
+m2

(x− x1)
3

6h2
+

(
y1 −

m1h
2
2

6

)
x2 − x

h2
+

+

(
y2 −

m2h
2
2

6

)
x− x1
h2

, якщо x ∈ [x1, x2],

m2
(x3 − x)3

6h3
+m3

(x− x2)
3

6h3
+

(
y2 −

m2h
2
3

6

)
x3 − x

h3
+

+

(
y3 −

m3h
2
3

6

)
x− x2
h3

, якщо x ∈ [x2, x3],



148 РОЗДIЛ 4. НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ

тобто

g(x) :=



2
x3

6 · 3
+ 12

3− x

3
+

(
6− 2 · 32

6

)
x

3
, якщо x ∈ [0; 3],

2
(6− x)3

6 · 3
− 2

(x− 3)3

6 · 3
+

(
6− 2 · 32

6

)
6− x

3
+

+

(
9 +

2 · 32

6

)
x− 3

3
, якщо x ∈ [3; 6],

−2
(9− x)3

6 · 3
+

(
9 +

2 · 32

6

)
9− x

3
+ 3

x− 6

3
, якщо x ∈ [6; 9].

4.3 . Середньо квадратичне наближення
Нехай деяка величина описується функцiєю y = f(x), x ∈ [a, b], явний вигляд якої нам не
вiдомий, але ми маємо результати вимiрювань y1, y2, . . . , yn цiєї величини при значеннях
x1, x2, ..., xn ∈ [a, b] незалежної змiнної x, тобто маємо таблицю значень розглядуваної
величини

x x1 x2 . . . xn
y y1 y2 . . . yn

.

За даними таблицi треба вибрати iз сiм’ї залежних вiд параметрiв a1, ..., am аналiтичних
функцiй

y = g(x; a1, ..., am), x ∈ [a, b], (a1, . . . , am) ∈ Ω, (4.3.1)

де m ∈ N, m < n, Ω — область в просторi Rm, ту, яка "досить добре" наближує функцiю
f на всьому вiдрiзку [a, b]. Вигляд сiм’ї функцiй (4.3.1), як правило, вiдомий на основi
додаткових мiркувань.

Якщо система рiвнянь 
g(x1; a1, ..., am) = y1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
g(xn; a1, ..., am) = yn

(4.3.2)

має єдиний розв’язок, то вiн може бути знайдений з певних m рiвнянь системи (4.3.2).
Однак, у загальному випадку значення yi, xi, i = 1, n, є наближеними та точний вигляд
залежностi (4.3.1) невiдомий i через це система (4.3.2) переважно є несумiсною. Тому
визначимо параметри a1, ..., am так, щоб у деякому розумiннi всi рiвняння системи (4.3.2)
задовольнялись з найменшою похибкою, а точнiше, щоб шуканi значення параметрiв
a1, ..., am мiнiмiзували функцiю

S(a1, ..., am) =

n∑
i=1

[g(xi; a1, ..., am)− yi]
2
.

Такий метод розв’язання системи (4.3.2) називається методом найменших квадратiв.

Якщо функцiя S(a1, ..., am) досягає абсолютного мiнiмуму в областi змiни параметрiв
a1, ..., am, то, розв’язуючи систему

∂S

∂ak
= 2

n∑
i=1

[g(xi; a1, ..., am)− yi]
∂g(xi; a1, ..., am)

∂ak
= 0, k = 1,m,

знаходимо точки, в яких може бути екстремум. Вибравши той розв’язок, який нале-
жить областi змiни параметрiв a1, ..., am i в якому функцiя S(a1, ..., am) має абсолютний
мiнiмум, знаходимо потрiбнi значення a1, ..., am.
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Якщо g(x, a1, ..., am) лiнiйно залежать вiд параметрiв a1, ..., am, тобто

g(x; a1, ..., am) =

m∑
j=1

ajgj(x), (4.3.3)

то система (4.3.2) набуде вигляду

m∑
j=1

gj(xi)aj = yi, i = 1, n. (4.3.4)

Якщо ввести позначення

bij := gj(xi), i = 1, n, j = 1,m, B :=

b11 . . . b1m
. . .
bn1 . . . bnm

 ,

то система (4.3.4) матиме вигляд

m∑
j=1

bijaj = yi, i = 1, n, ⇐⇒ Bâ = ŷ, (4.3.5)

де â := (a1, . . . , am)⊤, ŷ := (y1, . . . , ym)⊤.

Метод найменших квадратiв розв’язування системи (4.3.3) полягає у тому, щоб визна-
чити невiдомi, якi мiнiмiзують суму квадратiв нев’язок, тобто суму вигляду

S(a1, ..., am) =

n∑
i=1

 m∑
j=1

bijaj − yi

2

.

Як випливає з пiдроздiлу ?? (див. теорему 2.3.2), шуканi значення параметрiв a1, . . . , an
знаходимо iз системи рiвнянь

B⊤B â = B⊤ŷ. (4.3.6)

Приклад 4.3.1. Методом найменших квадратiв для функцiї, заданої на вiдрiзку [0; 4]
таблицею

i 0 1 2
xi 1 2 3
yi 2 3 5

,

побудуйте лiнiйний i квадратичний многочлени, що є середньо квадратичними набли-
женнями даної функцiї.

Доведення. Будемо шукати лiнiйний многочлен, що є середньо квадратичними набли-
женнями даної функцiї, у виглядi

g(x; a1, a2) = a1 + a2x, x ∈ [0; 4], (4.3.7)

де значення a1, a2 шукаємо за умов g(1; a1, a2) = a1 + a2 = 2,
g(2; a1, a2) = a1 + 2a2 = 3,
g(3; a1, a2) = a1 + 3a2 = 5.

Отже, маємо

B =

1 1
1 2
1 3

 , ŷ =

2
3
5

 .
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Тепер зауважимо, що

B⊤ =

(
1 1 1
1 2 3

)
, B⊤B =

(
1 1 1
1 2 3

)
·

1 1
1 2
1 3

 =

(
3 6
6 14

)
,

A⊤ŷ =

(
1 1 1
1 2 3

)
·

2
3
5

 =

(
10
23

)
.

Отже, система для знаходження коефiцiєнтiв a1, a2 многочлена (4.3.8) (див. (4.3.6)) має
вигляд (

3 6
6 14

)(
a1
a2

)
=

(
10
23

)
.

Звiдси отримуємо(
3 6 | 10
6 14 | 23

)
∼
(
3 6 | 10
0 2 | 3

)
∼
(
6 0 | 1
0 2 | 3

)
∼
(
1 0 | 1

6
0 1 | 3

2

)
=⇒

{
a1 = 1

6 ,
a2=

3
2 .

Отже, шуканий многочлен (4.3.8) має вигляд

g(x; a1, a2) =
1

6
+

3

2
x, x ∈ [0; 4].

Тепер шукаємо квадратичний многочлен, що є середньо квадратичними наближеннями
даної функцiї, у виглядi

g(x; a1, a2, a3) = a1x
2 + a2x+ a2, x ∈ [0; 4], (4.3.8)

де значення a1, a2, a3 шукаємо за умов g(1; a1, a2, a3) = a1 + a2 + a3 = 2,
g(2; a1, a2, a3) = 4a1 + 2a2 + a3 = 3,
g(3; a1, a2, a3) = 9a1 + 3a2 + a3 = 5.

Долi робимо так само, у лiнiйному випадку.

Вправи для самостiйної роботи
1. Побудувати iнтерполяцiйнi многочлени Лагранжа i Ньютона для функцiї, заданої на
вiдрiзку [1; 8] таблицею

i 0 1 2 3
xi 1 3 4 7
yi 3 2 6 9

.

2. Iнтерполювати кубiчним сплайном функцiю, задану на вiдрiзку [0; 12] таблицею

i 0 1 2 3
xi 0 6 9 12
yi 3 9 6 12

.

3. Методом найменших квадратiв для функцiї, заданої на вiдрiзку [0; 4] таблицею

i 0 1 2
xi 1 4 5
yi 3 −2 1

,

побудуйте лiнiйний i квадратичний многочлени, що є середньо квадратичними набли-
женнями даної функцiї.
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4.4 . Лабораторний практикум з наближення функцiй
Нехай маємо впорядковану множину вузлiв iнтерполювання {x0, x1, ..., xn} i вiдомi зна-
чення {y0 = f(x0), y1 = f(x1), ..., yn = f(xn)} деякої функцiї y = f(x), x ∈ [a, b]. Нага-
даємо, що задача iнтерполювання полягає у наближеннi значень функцiї f на вiдрiзку
[a, b] поза вузлами iнтерполювання.

У цьому практикумi розглянемо особливостi практичного застосування рiзних методiв
iнтерполювання. Оскiльки на практицi не завжди вдається скористатися оцiнкою за-
лишкового члена (4.1.9), то для оцiнки якостi iнтерполювання використовуватимемо
спецiальнi технiки, зокрема графiчну вiзуалiзацiю засобами бiблiотеки matplotlib.

4.4.1 Застосування iнтерполяцiйного полiнома Лагранжа
Iнтерполяцiйний полiном Лагранжа має вигляд

Ln(x) =

n∑
i=0

f(xi)Φi(x), (4.4.1)

де

Φi(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
, i = 0, n. (4.4.2)

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрку, в якiй визначенi функцiї Lagrange_interpolation i

L_interpolator
• Обчислити наближенi значення конкретної функцiї :

1. виконати комiрку, де визначенi функцiї, якi задають вузли iнтерполювання i
значення конкретної функцiї у цих вузлах

2. виконати комiрку, в якiй задають координати вiдрiзка [a,b] i викликають фун-
кцiї для задання даних iнтерполювання

3. якщо треба обчислити:
– одне наближене значення функцiї в деякiй точцi, то виконати комiрку з

викликом функцiї Lagrange_interpolation з вiдповiдними значеннями ар-
гументiв;

– кiлька наближених значень функцiї в рiвновiддалених точках на [a,b], то
викликати функцiю L_interpolator з вiдповiдними значеннями аргумен-
тiв; у цьому випадку за замовчуванням (при prnt=True ) будуть побудованi
графiки полiнома i функцiї, яку iнтерполюють (при fr=True ), а також буде
обчислено найбiльше вiдхилення знайденого полiнома вiд цiєї фукцiї.

Програмна реалiзацiя методу

Пiдготовка середовища

[1]: #%matplotlib inline
%matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

Lagrange_interpolation – функцiя для обчислення iнтерполяцiйного
полiнома Лагранжа

[2]: def Lagrange_interpolation(xv,x,f):
"""
обчислення полiнома в точцi xv

xv - точка, в якiй наближують функцiю
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x - масив вузлiв iнтерполювання
f - масив значень функцiї у вузлах

"""
n=x.size
fxv=0
for i in range(n):

lagr=1.
for j in range(n):

if (i==j) :
continue

lagr*=(xv-x[j])/(x[i]-x[j])
fxv+=f[i]*lagr

return fxv

L_interpolator – функцiя, яка реалiзує процес iнтерполювання

[95]: def L_interpolator(xv,fv,a,b,n,ng,prnt=True,fr=False):
"""наближення на вiдрiзку [a,b] функцiї f полiномом Лагранжа n-го␣

↪→степеня з рiвновiддаленими вузлами iнтерполювання
ng - кiлькiсть точок, у яких обчислюють значення полiнома

"""
x = xv(a,b,n)
fx = fv(a,b,n)

xg=np.linspace(a,b,ng+1)

pv=np.empty(ng+1)
i=0
for xv in xg:

pv[i]=Lagrange_interpolation(xv,x,fx)
i+=1

if prnt== False:
return pv

fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
ax = fig.gca()
ax.axhline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.axvline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('y')
plt.plot(xg, pv, label = '$L_n(x)$')
ax.legend()
plt.scatter(x, fx, marker='o')

if fr==True:
fg=fv(a,b,ng)
ax.legend()
plt.plot(xg, fg,'--', label = '$f(x)$')
ax.legend()
eps=np.max(np.abs(pv-fg))
print(f"eps={eps}")

return pv
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Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо використання iнтерполяцiйного полiнома Лагранжа для наближення
функцiй.

Приклад 1. Проiнтерполювати функцiю f , задану на вiдрiзку [a, b] = [0, 5] таблицею
i 0 1 2 3
xi 0 2 3 5
yi 2 4 6 8

.

Визначимо функцiї, якi повертають вузли iнтерполювання та вiдповiднi значення фун-
кцiї. З метою встановлення унiверсального iнтерфейсу для таких функцiй, зокрема для
забезпечення потрiбними даними також при iнтерполюваннi на n рiвновiддалених то-
чках на вiдрiзку [a, b], передбачимо у цих функцiях вiдповiднi аргументи:

[4]: def xv1(a=0,b=5,n=3):
""" встановлення вузлiв iнтерполювання"""
return np.array([0,2,3,5], dtype='float32')

[5]: def fv1(a=0,b=5,n=3):
""" задання значень функцiї у вузлах iнтерполювання"""
return np.array([2,4,6,8], dtype='float32')

Задамо також кiнцi вiдрiзка та кiлькiсть вузлiв iнтерполювання:

[6]: a = 0
b = 5
n = 3
x = xv1(a,b,n)
fx = fv1(a,b,n)

Обчислюємо значення iнтерполяцiйного полiнома Лагранжа n-го степеня в точцi xi

[7]: xi=1.5
Lagrange_interpolation(xi,x,fx)

[7]: 3.0999999999999996

[8]: xi=2.5
Lagrange_interpolation(xi,x,fx)

[8]: 5.0

Якщо ж треба обчислити значення iнтерполяцiйного полiнома Лагранжа n-го степеня
в ng рiвновiддалених точках на [a,b], то використовуємо функцiю L_interpolator,
яка визначає необхiднi для iнтерполювання кроки :

[9]: ng=60
n=3
L_interpolator(xv1,fv1,a,b,n, ng)

Canvas(toolbar=Toolbar(toolitems=[('Home', 'Reset original view', 'home',␣
↪→'home'), ('Back', 'Back to previous ...

[9]: array([2. , 1.9679784 , 1.94938272, 1.94375 , 1.95061728,
1.9695216 , 2. , 2.04158951, 2.09382716, 2.15625 ,
2.22839506, 2.30979938, 2.4 , 2.49853395, 2.60493827,
2.71875 , 2.83950617, 2.96674383, 3.1 , 3.23881173,
3.38271605, 3.53125 , 3.68395062, 3.84035494, 4. ,
4.16242284, 4.32716049, 4.49375 , 4.6617284 , 4.83063272,
5. , 5.16936728, 5.3382716 , 5.50625 , 5.67283951,
5.83757716, 6. , 6.15964506, 6.31604938, 6.46875 ,
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6.61728395, 6.76118827, 6.9 , 7.03325617, 7.16049383,
7.28125 , 7.39506173, 7.50146605, 7.6 , 7.69020062,
7.77160494, 7.84375 , 7.90617284, 7.95841049, 8. ,
8.0304784 , 8.04938272, 8.05625 , 8.05061728, 8.0320216 ,
8. ])

Зазначимо, що функцiя L_interpolator при значеннях аргументiв prnt=True виводить
на графiчну панель графiк iнтерполяцiйного полiнома, а якщо вiдома формула iнтерпо-
льованої функцiї (як це буде продемонстровано в наступному прикладi), то при fr=True
будується також графiк цiєї функцiї i виводиться максимум вiдхилення iнтерполяцiйно-
го полiнома вiд заданої функцiї.

Приклад 2. Проiнтерполювати функцiю f(x) = sin(x), x ∈ [0, 2π] за значеннями у
рiвновiддалених вузлах {x0, x1, ..., xn, n ∈ [0, 2π]}.

У цьому випадку функцiї для задання даних iнтерполювання можна реалiзувати так:

[10]: def xv2(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
return x

[11]: def fv2(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
f=np.sin(x)#+1
return f

Пiсля задання координат вiдрiзка i порядку iнтерполяцiйного полiнома виконаємо ко-
мiрку з викликом функцiї L_interpolator, яка реалiзує весь алгоритм iнтерполювання
вiд задання вхiдних даних до побудови вiдповiдних графiкiв та обчислення похибки
iнтерполюваннi за нормою ∥ · ∥∞:

[12]: a=0
b=2*np.pi
n=3

[13]: ng=60
pL = L_interpolator(xv2,fv2,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.2545937399527187

Зазначимо, що параметр ng визначає кiлькiсть рiвновiддалених точок, в яких буде об-
числено значення iнтерполяцiйного полiнома.
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Виконаємо iнтерполювання на послiдовностi значень порядку iнтерполяцiйного полiно-
ма:

[14]: n = 5
pL = L_interpolator(xv2,fv2,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.02664282649990979

[15]: n = 10
pL = L_interpolator(xv2,fv2,a,b,n, ng, fr=True)

eps=5.08951732331453e-05
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[16]: n = 20
pL = L_interpolator(xv2,fv2,a,b,n, ng, fr=True)

eps=2.823019595865617e-13

Як бачимо, вiдхилення значень полiнома вiд значень заданої функцiї швидко зменшу-
ється в нормi ∥ · ∥∞ iз зростанням кiлькостi вузлiв. Як вiдомо (див.роздiл 4.2), при
iнтерполюваннi розглянутими полiномами у випадку рiвновiддалених вузлiв так буде не
для довiльної функцiї. Це демонструє наступний приклад.

Приклад 3.(example 8.1)Проiнтерполювати функцiю f(x) = (1+x2)−1, x ∈ [−5, 5] на
рiвновiддалених вузлах.

Пiдготуємо за аналогiєю до попереднього прикладу потрiбнi функцiї та виконаємо iнтер-
полювання, збiльшуючи з деяким кроком значення порядку iнтерполяцiйного полiнома:

[17]: def xv3(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
return x

[18]: def fv3(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
f=1/(1+x*x)
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return f

[19]: a=-5
b=5
ng=60

[20]: n = 5
pL = L_interpolator(xv3,fv3,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.4326923076923077

[21]: n = 10
pL = L_interpolator(xv3,fv3,a,b,n, ng, fr=True)

eps=1.9007638550703463

[22]: n = 20
pL = L_interpolator(xv3,fv3,a,b,n, ng, fr=True)

eps=56.63118692857735
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Як бачимо, для заданої функцiї вiдхилення значень iнтерполяцiйного полiнома зростає
поблизу кiнцiв вiдрiзка. Отже обраний спосiб iнтерполювання на пiдходить для даної
функцiї.

[23]: plt.close('all')
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4.4.2 Iнтерполяцiйний полiном Ньютона
Iнтерполяцiйний полiном Ньютона Ln(x) є такою формою подання iнтерполяцiйного
полiнома, яка забезпечує його обчислення через вiдповiдне значення Ln−1(x):

Ln(x) = Ln−1(x) + (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)f(x0;x1; . . . ;xn), n ∈ N, (4.4.3)

де f(x0;x1; . . . ;xn) – роздiлена рiзниця n-го порядку.

Роздiленi рiзницi обчислюють рекурентно за формулю

f(xi−1;xi; . . . ;xi+k) :=
f(xi;xi+1; . . . ;xi+k)− f(xi−1;xi; . . . ;xi+k−1)

xi+k − xi−1
, i = 1, n− k, k = 1, n.

(4.4.4)

Пiд час обчислення роздiленi рiзницi можна зберiгати у такiй структурi з рядками змiн-
ної довжини



f(x0)

f(x1) f(x0;x1)

f(x2) f(x1;x2) f(x0;x1;x2)

. . . . . .

f(xn) f(xn−1;xn) f(xn−2;xn−1;xn) . . . f(x0;x1; . . . ;xn),

(4.4.5)

У явному виглядi подання (4.4.3) можна переписати так

Ln(x) = f(x0)+(x−x0)f(x0;x1)+(x−x0)(x−x1)f(x0;x1;x2)+. . .+(x−x0)(x−x1) . . . (x−
xn−1)f(x0;x1; . . . ;xn).

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, де визначенi функцiї divided_differences,Newton_interpolation

i N_interpolator
• Обчислити наближенi значення конкретної функцiї:

1. виконати комiрку, де визначенi функцiї, якi задають вузли iнтерполювання i
значення конкретної функцiї у цих вузлах

2. виконати комiрку, в якiй задають координати вiдрiзка [a,b] i викликають фун-
кцiї для задання даних iнтерполювання i обчислення роздiлених рiзниць

3. якщо треба обчислити:
– одне наближене значення функцiї в деякiй точцi, то виконати комiрку з

викликом функцiї Newton_interpolation з вiдповiдними значеннями аргу-
ментiв

– кiлька наближених значень функцiї в рiвновiддалених точках на [a,b], то
викликати функцiю N_interpolator з вiдповiдними значеннями аргумен-
тiв; у цьому випадку за замовчуванням (при prnt=True ) будуть побудованi
графiки полiнома i функцiї, яку iнтерполюють (при fr=True ), а також буде
обчислено найбiльше вiдхилення знайденого полiнома вiд цiєї фукцiї.

Програмна реалiзацiя методу

Пiдготовка середовища

divided_differences – функцiя для обчислення роздiлених рiзниць
функцiї f на масивi точок xs

[2]: def divided_differences(xs,f):
"""обчислення роздiлених рiзниць функцiї f на масивi точок xs """
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ddm=np.empty(xs.size)
ddm[0]=f[0]

dd=list()
dd.append(f)
n=xs.size-1

for k in range(1,n+1):
fn=np.empty(n-k+1)
for i in range(n-k+1):

fn[i]=(dd[k-1][i+1]-dd[k-1][i])/(xs[i+k]-xs[i])
ddm[k]=fn[0]
dd.append(fn)

return ddm

Newton_interpolation – функцiя для обчислення iнтерполяцiйного по-
лiнома Ньютона

[3]: def Newton_interpolation(x,k, xs, ddm):
"""обчислення значення iнтерполяцiйного полiнома

x - точка, в якiй обчислюють значення полiнома
k - степiнь полiнома
xs - масив вузлiв
ddm - роздiленi рiзницi

"""
pk=ddm[0]
w=1
for i in range(1,k+1):

w*=x-xs[i-1]
pk+=w*ddm[i]

return pk

N_interpolator – функцiя, яка реалiзує процес iнтерполювання

[30]: def N_interpolator(xv,fv,a,b,n,m,ng,prnt=True,fr=False):
"""наближення заданої таблично функцiї на вiдрiзку [a,b] полiномом␣

↪→Ньютона m-го степеня
xv - функцiя, яка встановлює вузли iнтерполювання
fv - функцiя, яка задає табличнi значення функцiї у вузлах␣

↪→iнтерполювання
ng - кiлькiсть точок, у яких обчислюють значення полiнома

"""
x=xv(a,b,n)

if m>x.size-1:
print(f" недостатня кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв")
return

f=fv(a,b,n)
ddm=divided_differences(x,f)

xg=np.linspace(a,b,ng+1)

pm=np.empty(ng+1)
i=0
for xi in xg:

pm[i]=Newton_interpolation(xi,m, x, ddm)
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i+=1

if prnt== False:
return pm

plt.close('all')

fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
ax = fig.gca()
ax.axhline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.axvline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('y')
plt.plot(xg, pm, label = '$L_n(x)$')
ax.legend()

plt.scatter(x, f, marker='o')
if fr==True:

fg=fv(a,b,ng)
plt.plot(xg, fg,'--', label = '$f(x)$')
ax.legend()
eps=np.max(np.abs(pm-fg))
print(f"eps={eps}")

return pm

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо використання iнтерполяцiйного полiнома Ньютона для наближення
функцiй. Для порiвняння з iнтерполюванням полiномом Лагранжа розглянемо тi ж самi
приклади, що i в попередньому роздiлi.

Приклад 1. Проiнтерполювати функцiю f , задану на вiдрiзку [a, b] = [0, 5] таблицею

i 0 1 2 3
xi 0 2 3 5
yi 2 4 6 8

Визначимо функцiї, якi повертають вузли iнтерполювання та вiдповiднi значення фун-
кцiї:

[5]: def xv1(a,b,n):
""" встановлення вузлiв iнтерполювання"""
return np.array([0,2,3,5], dtype='float32')

[6]: def fv1(a,b,n):
""" задання значень функцiї у вузлах iнтерполювання"""
return np.array([2,4,6,8], dtype='float32')

Задамо також кiнцi вiдрiзка та кiлькiсть вузлiв iнтерполювання:

[7]: a=0
b=5
n=3

Якщо треба обчислити наближенi значення функцiї в окремих точках, то спочатку
обчислимо за вiдомими значеннями функцiй роздiленi рiзницi:

[8]: x1=xv1(a,b,n)
ddm = divided_differences(x1,fv1(a,b,n))
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i використаємо їх у функцiї Newton_interpolation для побудови iнтерполяцiйного по-
лiнома Ньютона m-го порядку (m <= n) та обчислення його значення в точцi xi:

[9]: xi=1.5
m=3
Newton_interpolation(xi,m, x1, ddm)

[9]: 3.1

Щоб знайти значення iнтерполяцiйного полiнома в iншiй точцi, задаємо її координати i
повторюємо виклик Newton_interpolation :

[10]: xi=2.5
Newton_interpolation(xi,m, x1, ddm)

[10]: 5.0

Якщо ж треба обчислити значення iнтерполяцiйного полiнома Ньютона m-го степеня в
ng рiвновiддалених точках на [a,b], то використовуємо функцiю N_interpolator,
яка визначає необхiднi для iнтерполювання кроки :

[11]: m=3
ng=60
N_interpolator(xv1,fv1,a,b,n,m,ng,prnt=True)

[11]: array([2. , 1.9679784 , 1.94938272, 1.94375 , 1.95061728,
1.9695216 , 2. , 2.04158951, 2.09382716, 2.15625 ,
2.22839506, 2.30979938, 2.4 , 2.49853395, 2.60493827,
2.71875 , 2.83950617, 2.96674383, 3.1 , 3.23881173,
3.38271605, 3.53125 , 3.68395062, 3.84035494, 4. ,
4.16242284, 4.32716049, 4.49375 , 4.6617284 , 4.83063272,
5. , 5.16936728, 5.3382716 , 5.50625 , 5.67283951,
5.83757716, 6. , 6.15964506, 6.31604938, 6.46875 ,
6.61728395, 6.76118827, 6.9 , 7.03325617, 7.16049383,
7.28125 , 7.39506173, 7.50146605, 7.6 , 7.69020062,
7.77160494, 7.84375 , 7.90617284, 7.95841049, 8. ,
8.0304784 , 8.04938272, 8.05625 , 8.05061728, 8.0320216 ,
8. ])

Зазначимо, що функцiя N_interpolator при значеннях аргументiв prnt=True виводить
на графiчну панель графiк iнтерполяцiйного полiнома, а якщо вiдома формула iнтерпо-
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льованої функцiї (як це буде продемонстровано в наступному прикладi), то при fr=True
будується графiк цiєї функцiї i виводиться максимум вiдхилення iнтерполяцiйного по-
лiнома вiд заданої функцiї.

Приклад 2. Проiнтерполювати функцiю f(x) = sin(x), x ∈ [0, 2π] за значеннями у
рiвновiддалених вузлах {x0, x1, ..., xn, n ∈ [0, 2π]}.

Визначимо функцiї, якi окремо повертають множину рiвновiддалених вузлiв iнтерполю-
вання та вiдповiднi значення функцiї:

[12]: def xv2(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
return x

[13]: def fv2(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
f=np.sin(x)#+1
return f

Визначимо координати вiдрiзка iнтерполювання та кiлькiсть вузлiв:

[14]: a=0
b=2*np.pi
n=3

Тепер обчислимо значення iнтерполяцiйного полiнома Ньютона m-го степеня в ng точках
вiдрiзка:

[15]: m=3
ng=60
pN = N_interpolator(xv2,fv2,a,b,n,m,ng,fr=True)

eps=0.2545937399527193

Розглянемо тепер iнтерполяцiю полiномами вищого порядку. Зазначимо, що обчислення
iнтерполяцiйних полiномiв за формулою (4.4.3) не надає суттєвих перевах для iнтерпо-
лювання на усьому заданому вiдрiзку. Оскiльки полiноми меншого порядку використо-
вуватимуть меншу кiлькiсть вузлiв iнтерполювання, то в на iнтервалi поза використани-
ми вузлами спостерiгатиметься значне вiдхилення значень полiнома вiд значень заданої
функцiї, що демострує такий наприклад:
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[16]: n = 5
m = 3
pN = N_interpolator(xv2,fv2,a,b,n,m,ng,fr=True)

eps=3.3677098243468913

Тому далi, збiльшуючи кiлькiсть вузлiв, задаватимемо такий самий поряток полiнома:

[17]: n = 5
m = 5
pN = N_interpolator(xv2,fv2,a,b,n,m,ng,fr=True)

eps=0.02664282649990979

[18]: n = 10
m = 10
pN = N_interpolator(xv2,fv2,a,b,n,m,ng,fr=True)

eps=5.0895173235671054e-05



4.4.. ЛАБОРАТОРНИЙ ПРАКТИКУМ З НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ 165

[19]: n = 20
m = 20
pN = N_interpolator(xv2,fv2,a,b,n,m,ng,fr=True)

eps=1.3457290837237679e-13

Як бачимо, вiдхилення значень полiнома вiд значень заданої функцiї швидко зменшує-
ться в нормi ∥·∥∞ iз зростанням кiлькостi вузлiв. Однак така картина спостерiгатиметься
не для довiльної функцiї. Наступний приклад демонструє (як i у випадку iнтерполюва-
ння полiномами Лагранжа) значнi похибки при iнтерполюваннi полiномом Ньютона у
випадку рiвновiддалених вузлiв.

Приклад 3.(example 8.1)Проiнтерполювати функцiю f(x) = (1+x2)−1, x ∈ [−5, 5] на
рiвновiддалених вузлах.

Виконаємо аналогiчнi кроки, що i в попередньому прикладi i розглянемо iнтерполювання
при зростаннi кiлькостi рiвновiддалених вузлiв:

[20]: def xv3(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
return x
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[21]: def fv3(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
f=1/(1+x*x)
return f

[22]: a=-5
b=5

[23]: n = 5
m = 5
pN = N_interpolator(xv3,fv3,a,b,n,m,ng,fr=True)

eps=0.4326923076923076

[24]: n = 10
m = 10
pN = N_interpolator(xv3,fv3,a,b,n,m,ng,fr=True)

eps=1.9007638550703447

[25]: n = 20
m = 20



4.4.. ЛАБОРАТОРНИЙ ПРАКТИКУМ З НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ 167

pN = N_interpolator(xv3,fv3,a,b,n,m,ng,fr=True)

eps=56.63118692857639

Зазначимо, що отриманi похибки iнтерполяцiї вiдрiзняються вiд випадку iнтерполюва-
ння полiномами Лагранжа лише 1-2 цифрами. Як i ранiше, для заданої функцiї вiдхи-
лення значень iнтерполяцiйного полiнома зростає поблизу кiнцiв вiдрiзка.

[ ]: plt.close('all')
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4.4.3 Iнтерполяцiя кубiчними сплайнами
Нехай на вiдрiзку [a, b] задано сiтку {x0, x1, . . . , xn | a = x0 < x1 < . . . < xn = b}, у вузлах
якої задано значення {y0, y1, . . . , yn} функцiї f ∈ C[a, b].

Iнтерполяцiйний кубiчний (нормальний) сплайн має вигляд

g(x) := mi−1
(xi − x)3

6hi
+mi

(x− xi−1)
3

6hi
+

[
yi−1 −

mi−1h
2
i

6

]
xi − x

hi
+

+

[
yi −

mih
2
i

6

]
x− xi−1

hi
, x ∈ [xi−1, xi], i = 1, n, (4.4.6)

де hi := xi−xi−1, i = 1, n, m0 = 0, mn = 0, а сталi mi, i = 1, n− 1, знаходять iз системи
рiвнянь

hi
6
mi−1 +

hi + hi+1

3
mi +

hi+1

6
mi+1 =

yi−1

hi
−

[
1

hi
+

1

hi+1

]
yi +

yi+1

hi+1
, i = 1, n− 1.

Якщо домножити кожне i-е рiвняння цiєї системи на вираз αi := 6/(hi + hi+1), то отри-
маємо СЛАР

Hm = Dy.

Тут A i D – тридiагональнi матрицi розмiром (n−1)×(n−1) i (n−1)×(n+1) вiдповiдно,
елементи яких обчислюють за формулами

ai,i = 2, ai+1,i =
hi+1

(hi+1 + hi+2)
, ai,i+1 =

hi+1

(hi + hi+1)
,

di,i =
6

hi(hi + hi+1))
, di,i+1 = − 6

hihi+1
, di,i+2 =

6

hi+1(hi + hi+1)
, i = 1, n− 1.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, в яких визначенi функцiї spline3_interpolation,

spline3_interpolator, calculate_m, TDMA_solver, set_matrix_diagonals,
set_vector i hv

• Обчислити наближенi значення конкретної функцiї :
1. виконати комiрку, де визначенi функцiї, якi задають вузли iнтерполювання i

значення конкретної функцiї у цих вузлах
2. виконати комiрку, в якiй задають координати вiдрiзка [a,b] i викликають фун-

кцiї для задання даних iнтерполювання i обчислення коефiцiєнтiв сплайна
3. якщо треба обчислити:

– одне наближене значення функцiї в деякiй точцi, то виконати комiрку з
викликом функцiї spline3_interpolation з вiдповiдними значеннями ар-
гументiв;

– кiлька наближених значень функцiї в рiвновiддалених точках на [a,b], то
викликати функцiю spline3_interpolator з вiдповiдними значеннями ар-
гументiв; у цьому випадку за замовчуванням (при prnt=True ) будуть по-
будованi графiки сплайна i функцiї, яку iнтерполюють (при fr=True ), а
також буде обчислено найбiльше вiдхилення знайденого сплайна вiд цiєї
фукцiї.

Програмна реалiзацiя методу
[1]: #%matplotlib inline

%matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
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spline3_interpolation – функцiя для обчислення iнтерполяцiйного
кубiчного сплайна

[2]: def spline3_interpolation(xp,x,y,h,m):
n = x.size -1
if xp < x[0] or xp > x[n]:

raise Exception('точка поза вiдрiзком')
i=1
while (i <= n) and (xp > x[i]):

i+=1

g = m[i-1] * (x[i]-xp)**3 /(6*h[i-1])
g += m[i] * (xp-x[i-1])**3 /(6*h[i-1]) + (y[i-1]-m[i-1]*h[i-1]**2/6) *␣

↪→(x[i]-xp)/h[i-1]
g += (y[i]-m[i]*h[i-1]**2/6) * (xp -x[i-1])/h[i-1]

return g

spline3_interpolator – функцiя, яка реалiзує процес iнтерполювання
кубiчним сплайном

[3]: def spline3_interpolator(xv,fv,a,b,n,ng,prnt=True,fr=False):
"""наближення на вiдрiзку [a,b] функцiї f кубiчними сплайнами з␣

↪→рiвновiддаленими вузлами iнтерполювання
ng - кiлькiсть точок, у яких обчислюють значення полiнома

"""
x = xv(a,b,n)
y = fv(a,b,n)
h = hv(x)
m=calculate_m(x,y,h)

xg=np.linspace(a,b,ng+1)

pv=np.empty(ng+1)
i=0
for xp in xg:

pv[i]=spline3_interpolation(xp,x,y,h,m)
i+=1

if prnt== False:
return pv

fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
ax = fig.gca()
ax.axhline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.axvline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('y')
plt.plot(xg, pv, label = '$g(x)$')
ax.legend()
plt.scatter(x, y, marker='o')

if fr==True:
fg=fv(a,b,ng)
plt.plot(xg, fg,'--', label = '$f(x)$')
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ax.legend()
eps=np.max(np.abs(pv-fg))
print(f"eps={eps}")

return pv

calculate_m – функцiя, яка реалiзує обчислення коефiцiєнтiв сплайна

[4]: def calculate_m(x,y,h):
nel=x.size
n=nel-1
n2=x.size-3
m2=TDMA_solver(n2,set_matrix_diagonals,set_vector,h,y)
m=np.empty(x.size, dtype='float32')
m[0]=0
m[n]=0
for i in range(1,n):

m[i]=m2[i-1]
return m

TDMA_solver – функцiя, яка реалiзує метод прогонки для
розв’язування СЛАР

[5]: def TDMA_solver(n,set_matrix_diagonals,set_vector,h,y):
""" метод прогонки для розв'язування СЛАР

з 3-дiагональною матрицею
n+1 - кiлькiсть невiдомих; n- максимальне значення iндексу
вектор с-головна дiагональ
вектори a i b - нижня i верхня дiагоналi, паралельнi головнiй
вектор g - вiльнi члени

"""
c,a,b = set_matrix_diagonals(n,h)
g = set_vector(n,h,y)

alpha = np.empty(n+1, dtype=float )
beta = np.empty(n+1, dtype=float )

if c[0] !=0 :
alpha[0] =-b[0]/c[0]
beta [0] = g[0]/c[0]

else:
raise Exception('c[0]==0')

for i in range(1,n+1):
w=a[i]*alpha[i-1]+c[i]
if w != 0 :

alpha[i] =-b[i]/w
beta[i] = (g[i] - a[i]*beta[i-1])/w

else:
raise Exception('w==0')

x = np.empty(n+1, dtype=float )
x[n] = beta[n]
for i in range(n-1,-1,-1):

x[i] = alpha[i]*x[i+1] + beta[i]
return x
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set_matrix_diagonals – функцiя, яка обчислює дiагоналi матрицi
СЛАР

[6]: def set_matrix_diagonals(n,h):
""" функцiя задає 3 дiагоналi матрицi СЛАР
n - останнє значення iндексу
"""
#n=h.size-1
c=np.full(n+1,2)

a=np.empty(n+1)
a[0]=0
b=np.empty(n+1)
b[n]=0
for i in range(1,n+1):

a[i]=h[i] /(h[i-1]+h[i])
b[i-1]=h[i-1] /(h[i-1]+h[i])

return c,a,b

set_vector – функцiя, яка обчислює вектор вiльних членiв СЛАР

[7]: def set_vector(n,h,y):
d = np.empty(n+1, dtype='float32')
for i in range(1,n+2):

d[i-1] =6/(h[i-1]+h[i]) * ( (y[i+1]-y[i])/h[i] - (y[i]-y[i-1])/
↪→h[i-1])

return d

hv – функцiя, яка обчислює вiдрiзки мiж вузлами

[8]: def hv(x):
""" визначення вiдрiзкiв мiж вузлами"""
n=x.size
h=np.empty(n-1)
for i in range(n-1):

h[i]=x[i+1]-x[i]
return h

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо використання кубiчного сплайна для iнтерполяцiї функцiй.

Приклад 1. Проiнтерполювати функцiю f , задану на вiдрiзку [a, b] = [0, 9] таблицею
i 0 1 2 3
xi 0 3 6 9
yi 12 6 9 3

.

Визначимо функцiї, якi повертають вузли iнтерполювання та вiдповiднi значення фун-
кцiї:

[9]: def xv1(a,b,n):
""" встановлення вузлiв iнтерполювання"""
return np.array([0,3,6,9], dtype='float32')

[10]: def yv1(a,b,n):
""" задання значень функцiї у вузлах iнтерполювання"""
return np.array([12,6,9,3], dtype='float32')

Задамо данi iнтерполяцiйної задачi i обчислимо коефiцiєнти сплайна:
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[11]: a=0
b=9
n=3

x = xv1(a,b,n)
y = yv1(a,b,n)

h=hv(xv1(a,b,n))

m=calculate_m(x,y,h)

Тепер можна обчислювати значення сплайна в довiльнiй точцi вiдрiзку [a, b]:

[12]: xp = 1
spline3_interpolation(xp,x,y,h,m)

[12]: 9.11111111111111

[13]: xp = 4
spline3_interpolation(xp,x,y,h,m)

[13]: 6.777777777777778

[14]: xp = 7
spline3_interpolation(xp,x,y,h,m)

[14]: 8.11111111111111

Якщо ж треба обчислити значення сплайна у ng рiвновiддалених точках на [a,b],
то використовуємо функцiю spline3_interpolator, яка визначає необхiднi для iнтер-
полювання кроки:

[15]: a=0
b=9
n=3

[16]: ng=60
ps = spline3_interpolator(xv1,yv1,a,b,n, ng)

Приклад 2. Проiнтерполювати функцiю f(x) = sin(x), x ∈ [0, 2π] за значеннями у
рiвновiддалених вузлах {x0, x1, ..., xn, n ∈ [0, 2π]}.
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Визначимо функцiї, якi повертають множину рiвновiддалених вузлiв iнтерполювання та
вiдповiднi значення функцiї:

[17]: def xv2(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
return x

[18]: def yv2(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
f=np.sin(x)#+1
return f

Визначимо координати вiдрiзка iнтерполювання:

[19]: a=0
b=2*np.pi

i виконаємо iнтерполювання, обчислюючи при цьому значення сплайна в ng точках вiд-
рiзка для рiзних значень параметра n:

[20]: ng=60
n=3
ps = spline3_interpolator(xv2,yv2,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.10851070178281641

[21]: n=5
ps = spline3_interpolator(xv2,yv2,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.008946309828320342
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[22]: n=10
ps = spline3_interpolator(xv2,yv2,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.0004472593032810446

[23]: n=20
ps = spline3_interpolator(xv2,yv2,a,b,n, ng, fr=True)

eps=2.0516548986826422e-05
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Вiдзначимо швидке зменшення в нормi ∥ · ∥∞ вiдхилення сплайна вiд заданої функцiї
iз зростанням кiлькостi частин, на якi роздiлено вiдрiзок [a, b]. Разом з тим, для зада-
ної функцiї iнтерполювання полiномами Лагранжа i Ньютона виявилося точнiшим при
спiвмiрнiй кiлькостi вузлiв iнтерполювання. В той же час, iнтерполювання сплайнами
має перевагу над згаданими полiномами, яку продемонструємо на прикладi.

Приклад 3.(example 8.1)Проiнтерполювати функцiю f(x) = (1+x2)−1, x ∈ [−5, 5] на
рiвновiддалених вузлах.

Нагадаємо, що iнтерполяцiя заданої функцiї полiномами Лагранжа i Ньютона на рiвно-
вiддалених вузлах була незадовiльною поблизу кiнцiв вiдрiзка. Покажемо, що iнтерпо-
ляцiя кубiчним сплайном не має такого недолiку.

Виконаємо аналогiчнi кроки, що i в попередньому прикладi i розглянемо iнтерполювання
при зростаннi кiлькостi рiвновiддалених вузлiв:

[24]: def xv3(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
return x

[25]: def yv3(a,b,n):
x=np.linspace(a,b,n+1)
f=1/(1+x*x)
return f

[26]: a=-5
b=5
ng=60

[27]: n = 5
ps = spline3_interpolator(xv3,yv3,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.4234817773103714
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[28]: n = 10
ps = spline3_interpolator(xv3,yv3,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.02091373773495131

[29]: n = 20
ps = spline3_interpolator(xv3,yv3,a,b,n, ng, fr=True)

eps=0.0028346638974414695
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Як бачимо, для заданої функцiї вiдхилення значень сплайна зменшується при збiль-
шеннi кiлькостi вузлiв iнтерполювання. Звiдси може зробити висновок, що для задачi
iнтерполювання може виявитися успiшним пiдхiд, коли весь вiдрiзок задання функцiї
роздiляють на частини, на кожнiй з яких iнтерполюють полiномами невисокого порядку.

[30]: plt.close('all')
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Роздiл 5

Чисельне диференцiювання та
iнтегрування

5.1 . Чисельне диференцiювання

Задача чисельного диференцiювання формулюється так: за заданими значеннями фун-
кцiї y = f(x), x ∈ [a, b], в точках xi ∈ [a, b], i = 0, n, i заданими x ∈ [a, b] та k ∈ N знайти
наближення значення f (k)(x) i оцiнити похибку.

Найпростiшi формули чисельного диференцiювання дiстають за допомогою диферен-
цiювання iнтерполяцiйних многочленiв. Зобразимо функцiю f через iнтерполяцiйний
многочлен Ньютона

f(x) = Ln(x) +Rn(x), (5.1.1)

де
Ln(x) := f(x0) + (x− x0)f(x0;x1) + . . .+

+(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)f(x0;x1; . . . ;xn),

Rn(x) := (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)f(x;x0; . . . ;xn) ≡
≡ ωn+1(x)f(x;x0; . . . ;xn),

де
ωn+1(x) := (x− x0) . . . (x− xn), x ∈ [a, b].

З (5.1.1) одержуємо таке спiввiдношення для похiдної k-го порядку

f (k)(x) = L(k)
n (x) +R(k)

n (x),

де похiдна вiд залишкового члена за допомогою формули Лейбнiца зображається так

R(k)
n (x) =

k∑
i=0

Ci
kf

(i)(x;x0; . . . ;xn)ω
(k−i)
n+1 (x), (5.1.2)

де Ci
k =

k!

i!(k − i)!
, i = 0, k.

За означенням роздiленої рiзницi з кратними вузлами маємо

f (q)(x;x0; . . . ;xn) = f(x; . . . ;x;x0; . . . ;xn)q!, q ∈ N.

Отже, спiввiдношення (5.1.2) можна записати у виглядi

R(k)
n (x) =

k∑
i=0

Ci
ki!f(x; . . . ;x;x0; . . . ;xn)ω

(k−i)
n+1 (x). (5.1.3)

179



180 РОЗДIЛ 5. ЧИСЕЛЬНЕ ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ ТА IНТЕГРУВАННЯ

Виражаючи роздiлену рiзницю через похiдну, дiстаємо оцiнку

|R(k)
n (x)| ≤

k∑
i=0

k!

(k − i)!(n+ i+ 1)!
max

ξ∈[y1,y2]
|f (n+i+1)(ξ)| · |ω(k−i)

n+1 (x)|,

y1 = min{x, x0, . . . , xn}, y1 = max{x, x0, . . . , xn}.

5.2 . Чисельне iнтегрування

Якщо функцiя f(x), x ∈ [a, b], є неперервною i вiдома її первiсна F (x), x ∈ [a, b], то
для обчислення визначеного iнтеграла

∫ b

a
f(x) dx можна використати формулу Ньютона-

Лейбнiца ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Однак ця формула мало придатна для практики, бо клас функцiй, для яких первiсна
виражається через елементарнi функцiї, є дуже вузьким. Крiм цього, на практицi пi-
дiнтегральна функцiя часто задається табличною i тодi саме поняття первiсної втрачає
змiст. Тому важливого значення набувають чисельнi методи обчислення визначених iн-
тегралiв.

Розглянемо кiлька методiв, якi дають змогу знаходити наближення значення iнтеграла∫ b

a
f(x) dx для функцiй f iз широких класiв. Суть цих методiв полягає в обчисленнi

значення iнтеграла на основi значень пiдiнтегральної функцiї в скiнченiй кiлькостi точок
вiдрiзку [a, b]. А точнiше, будемо розглядати методи, в яких∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑

i=0

A
(n)
i f(xi), (5.2.1)

де a ≤ x0 < x1 < ... < xn ≤ b, а A(n)
i , i = 0, n, — сталi.

Формулу (5.2.1) називають квадратурною формулою, точки xi, i = 0, n, — вузлами
або абсцисами квадратурної формули, а числа A(n)

i , i = 0, n, — коефiцiєнтами
квадратурної формули.

Величину

R̂n(f) :=

∫ b

a

f(x)dx−
n∑

k=0

A
(n)
i f(xi)

називають залишковим членом квадратурної формули. При цьому питання оцiн-
ки R̂n(f) має сенс лише у тому разi, якщо функцiя f задана аналiтично.

Ввiвши поняття залишкового члена, квадратурну формулу запишемо у виглядi:∫ b

a

f(x) dx =

n∑
k=0

A
(n)
k f(xk) + R̂n(f). (5.2.2)

5.2.1. Загальна квадратурна формула iнтерполяцiйного типу

Для побудови квадратурних формул найчастiше використовують iнтерполяцiйний мно-
гочлен Лагранжа. У результатi отримують так званi квадратурнi формули iнтерполя-
цiйного типу.

Розглянемо загальну схему побудови квадратурної формули (5.2.2), використовуючи iн-
терполяцiйний многочлен Лагранжа. Для цього запишемо функцiю f у виглядi

f(x) = Ln(x) +Rn(x), x ∈ [a, b], (5.2.3)
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де Ln — iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа, побудований для функцiї f за вузлами
iнтерполювання x0, x1, ..., xn:

Ln(x) =
n∑

i=0

f(xi)
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
,

а Rn — його залишковий член, причому, якщо f ∈ Cn+1[a, b], то

Rn(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
ωn+1(x), x ∈ [a, b],

де ωn+1(x) := (x− x0) . . . (x− xn), ξ(x) ∈ [a, b].

Проiнтегрувавши рiвнiсть (5.2.3) у межах вiд a до b, одержимо∫ b

a

f(x) dx =

n∑
i=0

f(xi)

∫ b

a

(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
dx+

+R̂n(f),

де у випадку f ∈ Cn+1[a, b] маємо

R̂n(f) =
1

(n+ 1)!

∫ b

a

f (n+1)(ξ(x))ωn+1(x) dx.

Позначивши

A
(n)
i =

∫ b

a

(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
dx, i = 0, 1, ..., n, (5.2.4)

отримаємо формулу (5.2.2).

Отже, ми одержали квадратурну формулу (5.2.2), в якiй коефiцiєнти A(n)
i , i = 0, n, обчи-

слюються за формулою (5.2.4). Таку квадратурну формулу називають квадратурною
формулою iнтерполяцiйного типу.

Слiд зазначити, що коефiцiєнти A(n)
i , i = 0, n, при заданому розподiлi вузлiв iнтерполю-

вання не залежать вiд вибору функцiї f . Крiм цього, якщо f є алгебраїчним многочленом
степеня не вище n, то залишковий член квадратурної формули R̂n(f) = 0 . Справдi, в
цьому випадку отримуємо, що многочлен Ln − f степеня не вище n набуває в (n+ 1)-й
точцi x0, x1, ..., xn значення нуль. А це можливо тiльки тодi, коли Ln − f ≡ 0, тобто
Ln ≡ f .

5.2.2. Квадратури Ньютона-Котеса: квадратурнi формули прямо-
кутникiв, трапецiй i парабол (Сiмпсона)

Розглянемо квадратурнi формули iнтерполяцiйного типу у випадку, якщо пiдiнтеграль-
на функцiя замiнюється iнтерполяцiйним многочленом Лагранжа, побудованим за рiв-
новiддаленими вузлами iнтерполювання. Такi квадратурнi формули називають форму-
лами Ньютона-Котеса.

На практицi найчастiше використовуються формули Ньютона-Котеса, побудованими за
допомогою iнтерполяцiйних многочленiв Лагранжа степенiв n = 0, 1, 2. Цi формули вiд-
повiдно мають назви: формула прямокутникiв, формула трапецiй, формула
парабол (Сiмпсона). Розглянемо докладнiше цi частковi випадки формули Ньютона-
Котеса. Зважаючи на їхню практичну важливiсть, виведемо цi формули незалежно вiд
загальних мiркувань.
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5.2.2.1 Формула прямокутникiв

При n = 0 використовується лише один вузол iнтерполювання
x0 = (a + b)/2. Функцiя f на промiжку [a, b] замiнюється iнтерполяцiйним много-
членом нульового степеня

L0(x) = f

(
a+ b

2

)
.

Тому
b∫

a

f(x) dx =

b∫
a

L0(x) dx+ R̂0(f),

звiдки
b∫

a

f(x) dx = (b− a)f

(
a+ b

2

)
+ R̂0(f). (5.2.5)

Одержану квадратурна формула (5.2.5) називають малою квадратурною формулою
прямокутникiв.

Якщо f ∈ C2[a, b], то для залишкового члена R̂0(f) можна отримати простий вираз.
Справдi, зобразимо функцiю f в околi точки a+b

2 за формулою Тейлора. Матимемо

f(x) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
x− a+ b

2

)
+
f ′′(ξ)

2!

(
x− a+ b

2

)2

, (5.2.6)

де ξ = ξ(x) ∈ (a, b).

Iнтегруючи рiвнiсть (5.2.6), одержуємо

b∫
a

f(x) dx = (b− a)f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

) b∫
a

(
x− a+ b

2

)
dx+

+
1

2

b∫
a

(
x− a+ b

2

)2

f ′′(ξ(x)) dx.

Звiдси, позаяк
b∫

a

(
x− a+ b

2

)
dx = 0,

отримаємо

b∫
a

f(x)dx = (b− a)f

(
a+ b

2

)
+

1

2

b∫
a

(
x− a+ b

2

)2

f ′′(ξ(x)) dx.

Тому

R̂0(f) =
1

2

b∫
a

(
x− a+ b

2

)2

f ′′(ξ(x)) dx.

Оскiльки f ′′ — неперервна функцiя на [a, b], а
(
x− a+b

2

)2
не змiнює знаку на [a, b], то на

основi теореми про середнє значення визначеного iнтеграла iснує θ ∈ (a, b) таке, що

R̂0(f) =
1

2
f ′′(θ)

b∫
a

(
x− a+ b

2

)2

dx,

звiдки

R̂0(f) =
(b− a)3

24
f ′′(θ).
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Тодi формула середнiх прямокутникiв матиме вигляд

b∫
a

f(x) dx = (b− a)f

(
a+ b

2

)
+

(b− a)3

24
f ′′(θ). (5.2.7)

Зауваження. Якщо за x0 взяти точку a або b, то одержимо вiдповiдно такi квадратурнi
формули

b∫
a

f(x)dx = (b− a)f(a) + R̄0(f),

b∫
a

f(x)dx = (b− a)f(b) + R̃0(f).

Першу з них називають квадратурною формулою лiвих прямокутникiв, а другу
— квадратурною формулою правих прямокутникiв. Цi формули теж є форму-
лами Ньютона-Котеса, але мають гiрший порядок точностi.

Для пiдвищення точностi обчислення визначеного iнтеграла вiдрiзок [a, b], як правило,
розбивають на певну кiлькiсть рiвних частин та застосовують формулу прямокутникiв
для кожної частини.

Нехай промiжок [a, b] розбивається на m рiвних вiдрiзкiв точками

z0 = a, zk = z0 + kh, k = 1,m, де h :=
b− a

m
.

Тодi
b∫

a

f(x)dx =

z1∫
z0

f(x) dx+

z2∫
z1

f(x) dx+ ...+

zm∫
zm−1

f(x) dx =

= (z1 − z0)f

(
z0 + z1

2

)
+ (z2 − z1)f

(
z1 + z2

2

)
+ ...+ (zm − zm−1)

(
zm−1 + zm

2

)
+

+
(z1 − z0)

3

24
f ′′(θ1) +

(z2 − z1)
3

24
f ′′(θ2) + ...+

(zm − zm−1)
3

24
f ′′(θm),

де θi ∈ (zi−1, zi), i = 1,m.

Звiдси ∫ b

a

f(x) dx =
b− a

m

(
f

(
a+

h

2

)
+ f

(
a+

3h

2

)
+ . . .+ f

(
a+

2m− 1

2
h

))
+

+
(b− a)3

24m3
(f ′′ (θ1) + f ′′ (θ2) + . . .+ f ′′ (θm)) .

Нехай η ∈ (a, b) таке, що

f ′′(η) =
f ′′ (θ1) + f ′′ (θ2) + . . .+ f ′′ (θm)

m
,

то остаточно отримуємо∫ b

a

f(x) dx =
b− a

m

(
f

(
a+

h

2

)
+ f

(
a+

3h

2

)
+ . . . +f

(
a+

2m− 1

2
h

))
+
(b− a)3

24m2
f ′′(η).

(5.2.8)
Формулу (5.2.8) називають великою квадратурною формулою прямокутникiв.
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5.2.2.2 Формула трапецiй

При n = 1 функцiя f замiнюється iнтерполяцiйним многочленом першого степеня L1,
побудованим за значеннями функцiй f у точках x0 = a i x1 = b, тобто графiк функцiї f
на промiжку [a, b] замiнюється вiдрiзком, що сполучає точки (a, f(a)) i (b, f(b)). Очеви-
дно, що коли f(x) > 0, x ∈ (a, b), то отримаємо трапецiю, утворену вказаним вiдрiзком
та вiдповiдними вiдрiзками прямих x = a, x = b, y = 0.

Позаяк
L1(x) = f(a)

x− b

a− b
+ f(b)

x− a

b− a
,

то з формули ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

L1(x) dx+ R̂1(f)

маємо ∫ b

a

f(x) dx =
f(a)

a− b

∫ b

a

(x− b) dx+
f(b)

b− a

∫ b

a

(x− a) dx+ R̂1(f).

Звiдси одержуємо ∫ b

a

f(x) dx =
1

2
(b− a)(f(a) + f(b)) + R̂1(f). (5.2.9)

Формулу (5.2.9) називають малою квадратурною формулою трапецiй .

Знайдемо залишковий член R̂1(f) формули (5.2.9). Нехай f ∈ C2[a, b]. Оскiльки

R1(x) =
f ′′(ξ(x))

2!
(x− a)(x− b), ξ ∈ (a, b),

то

R̂1(f) =
1

2

∫ b

a

f ′′(ξ(x))(x− a)(x− b) dx.

Оскiльки функцiя f ′′ є неперервною на промiжку [a, b], а квадратний тричлен (x−a)(x−
b) не змiнює знака на [a, b], а точнiше, (x − a)(x − b) < 0 при x ∈ (a, b), то на пiдставi
теореми про середнє значення визначеного iнтеграла отримуємо

R̂1(f) =
f ′′(η)

2

∫ b

a

(x− a)(x− b) dx =
f ′′(η)

2

∫ b

a

(
x2 − (a+ b)x+ ab

)
dx =

= − (b− a)3

12
f ′′(η).

де η ∈ (a, b). Отож, малу формулу трапецiй можна записати у виглядi∫ b

a

f(x) dx =
1

2
(b− a)(f(a) + f(b))− (b− a)3

12
f ′′(η), (5.2.10)

де η — деяке число з вiдрiзка [a, b].

Тепер аналогiчно, як у попередньому випадку, розiб’ємо вiдрiзок [a, b] на m (m ∈ N)
рiвних частин точками

z0 = a, zk = z0 + kh, k = 1,m, де h :=
b− a

m
,

i застосуємо малу формулу трапецiї (5.2.10) до кожного з одержаних вiдрiзкiв
[zk−1, zk] , k = 1,m. У результатi отримаємо∫ b

a

f(x) dx =

∫ z1

z0

f(x) dx+

∫ z2

z1

f(x) dx+ . . .+

∫ zm

zm−1

f(x) dx =

=
z1 − z0

2
(f (z0) + f (z1))+

z2 − z1
2

(f (z1) + f (z2))+. . .+
zm − zm−1

2
(f (zm−1) + f (zm))−
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− (z1 − z0)
3

12
f ′′ (η1)−

(z2 − z1)
3

12
f ′′ (η2)− . . .− (zm − zm−1)

3

12
f ′′ (ηm) =

=
b− a

2m

(
f (z0)+2f (z1)+2f (z2)+. . .+2f (zm−1)+f (zm)

)
− (b− a)3

12m3

(
f ′′ (η1)+f

′′ (η2)+. . .+f
′′ (ηm)

)
,

де ηi ∈ (zi−1, zi). Позаяк iснує η ∈ (a, b) таке, що

f ′′(η) =
f ′′ (η1) + f ′′ (η2) + . . .+ f ′′ (ηm)

m
,

то остаточно одержуємо∫ b

a

f(x) dx =
b− a

2m
(f(a) + 2f(a+ h) + 2f(a+ 2h) + . . .+ 2f(a+ (m− 1)h) + f(b))−

− (b− a)3

12m2
f ′′(η).

(5.2.11)

Формула (5.2.11) називається великою квадратурною формулою трапецiй.

5.2.2.3 Формула парабол (Сiмпсона)

При n = 2 функцiя f замiнюється iнтерполяцiйним многочленом другого степеня
L2, побудованим за значеннями функцiї f у точках x0 = a, x1 = a+b

2 , x2 = b. Гра-
фiк функцiї f на промiжку [a, b] замiнюється параболою, проведеною через точки
(a, f(a)),

(
a+b
2 , f

(
a+b
2

))
, (b, f(b)).

Оскiльки

L2(x) = f(a)

(
x− a+b

2

)
(x− b)(

a− a+b
2

)
(a− b)

+ f

(
a+ b

2

)
(x− a)(x− b)(

a+b
2 − a

) (
a+b
2 − b

)+
+f(b)

(x− a)
(
x− a+b

2

)
(b− a)

(
b− a+b

2

) , (5.2.12)

то з формули ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

L2(x) dx+ R̂2(f) (5.2.13)

маємо∫ b

a

f(x) dx =
2f(a)

(b− a)2

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
(x− b) dx−

4f
(
a+b
2

)
(b− a)2

∫ b

a

(x− a)(x− b) dx+

+
2f(b)

(b− a)2

∫ b

a

(x− a)

(
x− a+ b

2

)
dx+ R̂2(f). (5.2.14)

Обчисливши iнтеграли, що мiстяться в правiй частинi рiвностi, одержимо∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
(x− b) dx =

1

12
(b− a)3,

∫ b

a

(x− a)(x− b) dx = −1

6
(b− a)3,∫ b

a

(x− a)

(
x− a+ b

2

)
dx =

1

12
(b− a)3.

Тодi ∫ b

a

f(x) dx =
b− a

6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
+ R̂2(f). (5.2.15)

Формула (5.2.15) називають малою квадратурною формулою парабол.
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Вiдомо [?], що у випадку f ∈ C4[a, b] залишковий член малої квадратурної формули
парабол має вигляд

R̂2(f) = − (b− a)5

2880
f (4)(η),

де η ∈ [a, b] — деяке число.

Отож, у випадку, коли f ∈ C4[a, b], малу квадратурну формулу парабол можна записати
у виглядi∫ b

a

f(x) dx =
b− a

6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
− (b− a)5f (4)(η)

2880
. (5.2.16)

Тепер розiб’ємо вiдрiзок [a, b] на 2m (m ∈ N) рiвних частин точками

z0 = a, zk = z0 + kh, k = 1, 2m, де h :=
b− a

2m
,

i застосуємо малу формулу парабол (5.2.16) до кожного з промiжкiв [z2j−2, z2j ] , j = 1,m.
У результатi отримаємо∫ b

a

f(x) dx =

∫ z2

z0

f(x) dx+

∫ z4

z2

f(x) dx+ . . .+

∫ z2m

z2m−2

f(x) dx =

=
z2 − z0

6
(f (z0) + 4f (z1) + f (z2)) +

z4 − z2
6

(f (z2) + 4f (z3) + f (z4))+

+ . . .+
z2m − z2m−2

6
(f (z2m−2) + 4f (z2m−1) + f (z2m))−

− (z2 − z0)
5

2880
f (4) (η1)−

(z4 − z2)
5

2880
f (4) (η2)− . . .− (z2m − z2m−2)

5

2880
f (4) (ηm) =

=
b− a

6m

(
f (z0) + 4f (z1) + 2f (z2) + 4f (z3) + 2f (z4) + . . .+

+2f (z2m−2) + 4f (z2m−1) + f (z2m)
)
− (b− a)

5

2880m5

(
f (4) (η1) + f (4) (η2) + . . .+ f (4) (ηm)

)
,

де ηj ∈ (z2j−2, z2j) , j = 1,m.

Позаяк iснує число η ∈ (a, b) таке, що

f (4)(η) =
f (4) (η1) + f (4) (η2) + . . .+ f (4) (ηm)

m
,

то остаточно одержуємо велику квадратурну формулу парабол∫ b

a

f(x) dx =
b− a

6m

(
f(z0) + 4f(z1) + 2f(z2) + +4f(z3) + 2f(z4) + . . .+ 2f(z2m−2)+

+4f(z2m−1) + f(z2m)
)
− (b− a)5

2880m4
f (4)(η).

(5.2.17)

Вправи для самостiйної роботи
1. Використовуючи велику квадратурну формулу середнiх прямокутникiв, знайти на-
ближення значення визначеного iнтеграла

10∫
0

x4 dx, m = 5.

Визначити значення m, при якому абсолютна похибка буде меншою за 0, 001.
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2. Використовуючи велику квадратурну формулу трапецiй, знайти наближення значе-
ння визначеного iнтеграла

7∫
2

cos 2x dx, m = 5.

Визначити значення m, при якому абсолютна похибка буде меншою за 0, 001.

3. Використовуючи велику квадратурну формулу парабол, знайти наближення значення
визначеного iнтеграла

6∫
−2

e−2x dx, m = 4.

Визначити значення m, при якому абсолютна похибка буде меншою за 0, 0001.
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5.3 . Лабораторний практикум з чисельного iнтегруван-
ня
Нехай промiжок iнтегрування розбито на m вiдрiзкiв довжиною h = b−a

m точками xk =
a+kh, k = 0,m. Тодi великi квадратурнi формули для обчислення значення iнтеграла

I :=

∫ b

a

f(x) dx

мають вигляд:

• формула прямокутникiв

I0,m = h

m−1∑
i=0

f(xi), (5.3.1)

• формула трапецiй

I1,m = h

[
1

2
(f(x0) + f(xm)) +

m−1∑
i=1

f(xi)

]
(5.3.2)

• формула парабол

I2,m =
h

6

[
f(x0) + 4

m−1∑
i=0

f(x2i+1) + 2

m−1∑
i=1

f(x2i) + f(x2m)

]
. (5.3.3)

Для оцiнки результатiв чисельного iнтегрування розглядають абсолютну en,m := |I −
In,m| i вiдносну dn,m :=

en,m

|I| × 100% похибки чисельного iнтегрування, а також вiд-
ношення rn,m =

en,m

en,2m
, яке характеризує швидкiсть збiжностi вiдповiдної квадратурної

формули.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, в яких визначенi функцiї rectangle_formula,

trapezoidal_formula, simpson_formula
• Обчислити наближенi значення конкретної функцiї :

1. виконати комiрку, де визначена функцiя, яка задає пiдiнтегральну функцiю
f

2. виконати комiрку з викликом потрiбної функцiї rectangle_formula,
trapezoidal_formula чи simpson_formula, задаючи перед виконанням
вiдповiднi аргументи цiєї функцiї.

Програмна реалiзацiя методiв

Пiдготовка середовища

[1]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd
%matplotlib widget

rectangle_formula – функцiя для чисельного iнтегрування за великою
формулою середнiх прямокутникiв

[2]: def rectangle_formula(f,a,b,m):
"""Чисельне iнтегрування за великою формулою середнiх прямокутникiв
"""
h=(b-a)/m
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x=np.linspace(a+h/2, b-h/2, m) #обчислення усiх вузлiв квадратурної␣
↪→формули

y=f(x) # обчислення функцiї в усiх вузлах
return h*y.sum() # обчислення наближеного значення␣

↪→iнтеграла

trapezoidal_formula – функцiя для чисельного iнтегрування за вели-
кою формулою трапецiй

[3]: def trapezoidal_formula(f,a,b,m):
""" Чисельне iнтегрування за великою формулою трапецiй
"""
h=(b-a)/m
x=np.linspace(a, b, m+1)
y=f(x)
return h*( 0.5*(y[0]+y[m]) + y[1:m].sum() )

simpson_formula – функцiя для чисельного iнтегрування за великою
формулою парабол

[4]: def simpson_formula(f,a,b,m):
""" обчислення наближеного значення iнтеграла

за великою формулою парабол
"""

h=(b-a)/m
x=np.linspace(a, b, 2*m+1)
y=f(x)
return h/6*(y[0]+4*y[1::2].sum()+2*y[2:2*m-1:2].sum()+y[2*m])

f – функцiя, яка задає обчислення конкретної пiдiнтегральної фун-
кцiї

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо застосування рiзних квадратурних формул для чисельного iнтегрува-
ння неперервних функцiй.

Приклад 1. Обчислити iнтеграл вiд f(x) = x на вiдрiзку [a, b] = [0, 10] рiзними квадра-
турними формулами.

Визначимо функцiю f1, яка задає обчислення пiдiнтегральної функцiї f :

[5]: def f1(x):
return x

Тепер можемо викликати функцiї для чисельного iнтегрування:

[6]: rectangle_formula(f1,0,10,1)

[6]: 50.0

[7]: trapezoidal_formula(f1,0,10,10)

[7]: 50.0

[8]: simpson_formula(f1,0,10,10)

[8]: 50.0
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Оскiльки пiдiнтегральна функцiя у прикладi 1 є сталою, то усi розглянутi квадратурнi
формули є точними для цього випадку.

Приклад 2. Обчислити iнтеграл вiд f(x) = x e−x cos(2x) на вiдрiзку [a, b] = [0, 2π]
рiзними квадратурними формулами та дослiдити збiжнiсть чисельних результатiв.

Значення iнтеграла з точнiстю до 10−16 можна обчислити так:

[9]: iex = 0.12*(np.exp(-2*np.pi)-1)-0.4*np.pi*np.exp(-2*np.pi)
print(f"Точне значення iнтеграла {iex}")

Точне значення iнтеграла -0.12212260461896841

Обчислення пiдiнтегральної функцiї можна задати так:

[10]: def f2(x):
return x*np.exp(-x)*np.cos(2*x)

Тепер виконаємо чисельне iнтегрування рiзними квадратурними формулами при рiзних
значеннях параметра m:

[11]: m=20
print(f"Чисельнi значення iнтеграла при m={m}")

Чисельнi значення iнтеграла при m=20

[12]: ri = rectangle_formula(f2,0,2*np.pi,m)
print(f"ri = {ri}, вiдносна похибка {np.abs(iex-ri)/np.abs(iex)*100}%")

ri = -0.11786295252589699, вiдносна похибка 3.4880128100459853%

[13]: ti = trapezoidal_formula(f2,0,2*np.pi,m)
print(f"ti = {ti}, вiдносна похибка {np.abs(iex-ti)/np.abs(iex)*100}%")

ti = -0.13055053965359473, вiдносна похибка 6.901208061293891%

[14]: si = simpson_formula(f2,0,2*np.pi,m)
print(f"si = {si}, вiдносна похибка {np.abs(iex-si)/np.abs(iex)*100}%")

si = -0.12209214823512955, вiдносна похибка 0.02493918626603797%

[15]: m=100
print(f"Чисельнi значення iнтеграла при m={m}")

Чисельнi значення iнтеграла при m=100

[16]: ri = rectangle_formula(f2,0,2*np.pi,m)
print(f"ri = {ri}, вiдносна похибка {np.abs(iex-ri)/np.abs(iex)*100}%")

ri = -0.12195631578862703, вiдносна похибка 0.13616547965072726%

[17]: ti = trapezoidal_formula(f2,0,2*np.pi,m)
print(f"ti = {ti}, вiдносна похибка {np.abs(iex-ti)/np.abs(iex)*100}%")

ti = -0.12245503440935065, вiдносна похибка 0.27220987582065304%

[18]: si = simpson_formula(f2,0,2*np.pi,m)
print(f"si = {si}, вiдносна похибка {np.abs(iex-si)/np.abs(iex)*100}%")

si = -0.12212255532886822, вiдносна похибка 4.036116028610757e-05%

Отриманi результати демонструють зменшення вiдносної похибки квадратурних формул
при збiльшеннi значення параметра m. Щоб отримати повнiшу картину цього процесу
виконаємо серiю обчислень абсолютної похибки, подвоюючи на кожному кроцi параметр
m.
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Побудуємо таку множину значень m = 2k, k = 2, 14:

[19]: mk=[2**k for k in range(2,15)]
mk

[19]: [4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384]

Обчислимо абсолютнi похибки en,m та вiдношення rn,m для розглянутих квадратурних
формул та збережемо їх у таблицi:

[20]: e_0=[ np.abs( iex - rectangle_formula(f2,0,2*np.pi,m)) for m in mk]
e_1=[ np.abs( iex - trapezoidal_formula(f2,0,2*np.pi,m)) for m in mk]
e_2=[ np.abs( iex - simpson_formula(f2,0,2*np.pi,m)) for m in mk]

r_0=[0,]
r_1=[0,]
r_2=[0,]
for i in range(1,len(e_0)):

r_0.append((e_0[i-1]/e_0[i]))
r_1.append((e_1[i-1]/e_1[i]))
r_2.append((e_2[i-1]/e_2[i]))

df=pd.DataFrame({'k':range(2,15),'m':mk,'e_0_m':e_0,'r_0_m':r_0,'e_1_m':
↪→e_1,'r_1_m':r_1,'e_2_m':e_2,'r_2_m':r_2}).set_index('k')
df

[20]: m e_0_m r_0_m e_1_m r_1_m e_2_m \
k
2 4 1.221226e-01 0.000000 2.348282e-01 0.000000 3.138990e-03
3 8 2.980433e-02 4.097479 5.635282e-02 4.167107 1.085280e-03
4 16 6.747837e-03 4.416871 1.327424e-02 4.245275 7.381014e-05
5 32 1.638624e-03 4.117989 3.263203e-03 4.067857 4.681869e-06
6 64 4.065851e-04 4.030213 8.122894e-04 4.017291 2.936021e-07
7 128 1.014536e-04 4.007596 2.028522e-04 4.004342 1.836519e-08
8 256 2.535135e-05 4.001902 5.069927e-05 4.001087 1.148058e-09
9 512 6.337085e-06 4.000476 1.267396e-05 4.000272 7.175727e-11
10 1024 1.584224e-06 4.000119 3.168435e-06 4.000068 4.484899e-12
11 2048 3.960531e-07 4.000030 7.921054e-07 4.000017 2.802758e-13
12 4096 9.901310e-08 4.000007 1.980261e-07 4.000004 1.749989e-14
13 8192 2.475326e-08 4.000002 4.950652e-08 4.000001 1.068590e-15
14 16384 6.188315e-09 4.000000 1.237663e-08 4.000000 6.938894e-17

r_2_m
k
2 0.000000
3 2.892332
4 14.703676
5 15.765100
6 15.946308
7 15.986883
8 15.996740
9 15.999188
10 15.999752
11 16.001733
12 16.015860
13 16.376623
14 15.400000

Побудуємо графiки отриманих похибок. Оскiльки їх значення швидко заникають, то
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будуємо їх у логарифмiшнiй шкалi, беручи на осi абсцис степiнь двiйки при обчисленнi
значення параметра m:

[46]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
df.e_0_m.plot(logy=True, label = '$e_{0,m}$')
df.e_1_m.plot(logy=True, label = '$e_{1,m}$')
df.e_2_m.plot(logy=True, label = '$e_{2,m}$')
ax = fig.gca()
ax.legend();

Як бачимо, отриманi за допомогою квадратурних формул чисельнi результати швидко
збiгаються до точного значення iнтеграла вiд заданої функцiї, що вiдповiдає теорети-
чним оцiнкам (5.2.8), (5.2.11) i (5.2.17). Зокрема для великих квадратурних формул
прямокутникiв i трапецiй маємо швидкостi збiжностi, якi дорiвнюють 4, що означає
зменшення у 4 рази абсолютних похибок при подвоєннi розбиття промiжку iнтегруван-
ня. Для формули парабол швидкiсть збiжностi близька до 16.

[ ]: plt.close('all')



Роздiл 6

Чисельне розв’язування задач
для диференцiальних рiвнянь та
їх систем

6.1 . Чисельне розв’язування задачi Кошi для звичайних
диференцiальних рiвнянь першого порядку.

6.1.1 . Формулювання задачi Кошi для звичайного диференцiаль-
ного рiвняння, розв’язаного стосовно похiдної, та коректнiсть цiєї
задачi

Розглянемо розв’язане стосовно похiдної звичайне диференцiальне рiвняння першого
порядку:

u′ = f(x, u), (6.1.1)

де x – незалежна змiнна, u = u(x) – шукана функцiя, u′ – похiдна u, f : D → R – задана
функцiя, D – область в R2.

Нагадаємо, що розв’язком рiвняння (6.1.1) називають функцiю

u = u(x), x ∈ ⟨a, b⟩,

яка задовольняє умови
1) u ∈ C1

(
⟨a, b⟩

)
, тобто вона є неперервно-диференцiйовною;

2) (x, u(x)) ∈ D ∀x ∈ ⟨a, b⟩, тобто її графiк лежить в областi визначення

функцiї f ;
3) u′(x) = f(x, u(x)) ∀x ∈ ⟨a, b⟩, тобто вона задовольняє рiвняння (6.1.1).

Задача Кошi для рiвняння (6.1.1) полягає у знаходженнi розв’язку рiвняння (6.1.1),
який задовольняє умову

u(x0) = u0, (6.1.2)

де (x0, u0) — задана точка областi D.

Умова (6.1.2) називається початковою умовою, а пара чисел (x0, u0) — початковими
даними. Пiд вхiдними даними задачi Кошi для рiвняння (6.1.1) розумiємо функцiю f та
початковi данi (x0, u0).

З геометричної точки зору задача Кошi для рiвняння (6.1.1) полягає у знаходженнi
iнтегральної лiнiї цього рiвняння, яка проходить через задану точку (x0, u0).

Далi сформульовану задачу будемо коротко називати задачею (6.1.1), (6.1.2).
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При формулюваннi будь-якої задачi виникає питання про її коректнiсть. Стосовно за-
дачi (6.1.1), (6.1.2) це означає виконання таких трьох умов: 1) iснування її розв’язку, 2)
його єдинiсть та 3) неперервну залежнiсть розв’язку вiд вхiдних даних.

Принагiдно зауважимо таке. Нехай u = φ(x), x ∈ ⟨a, b⟩, – розв’язок задачi (6.1.1), (6.1.2),
а ⟨c, d⟩ ⊂ ⟨a, b⟩ — який-небудь промiжок такий, що x0 ∈ ⟨c, d⟩ i ⟨c, d⟩ ≠ ⟨a, b⟩. Тодi функцiя
u = φ̂(x), x ∈ ⟨c, d⟩, коли φ̂(x) = φ(x), x ∈ ⟨c, d⟩, теж є розв’язком задачi (6.1.1), (6.1.2) i
вiн вiдрiзняється вiд попереднього областю визначення. Вiдмiтимо, що функцiю φ̂ нази-
вають звуженням функцiї φ на промiжок ⟨c, d⟩, а функцiю φ продовженням функцiї φ̂
на промiжок ⟨a, b⟩. Отож, якщо задача Кошi для ЗДР має хоча б один розв’язок, то вона
має безлiч розв’язкiв (в цьому випадку будемо казати, що задача має розв’язки). Але
при наявностi у цiєї задачi безлiчi розв’язкiв можлива одна iз двох ситуацiй: 1) будь-
якi два розв’язки даної задачi збiгаються на спiльнiй частинi їх областей визначення; 2)
iснує хоча б два розв’язки даної задачi, якi в деяких точках спiльної частини їх областей
визначення мають рiзнi значення.

Приклад 6.1.1. Розглянемо задачу Кошi

u′ = u, u(0) = u0 ∈ R.

Припустимо, що u = u(x), x ∈ ⟨a, b⟩, — який-небудь розв’язок цiєї задачi. Тодi для
кожного x ∈ ⟨a, b⟩ маємо рiвностi

u′(x)− u(x) = 0
∣∣∣ × e−x ⇔ u′(x)e−x − u(x)e−x = 0 ⇔

(
u(x)e−x

)′
= 0 ⇔ u(x)e−x = C ⇔ u(x) = Cex,

де C — стала. Знайдемо її значення, використавши початкову умову. Оскiльки u(0) = u0,
то u0 = C, звiдки u(x) = u0e

x, x ∈ ⟨a, b⟩. Легко бачити, що даний розв’язок є звужен-
ням непродовжуваного розв’язку u = u0e

x, x ∈ R, якщо ⟨a, b⟩ ≠ R, i збiгається з цим
непродовжуваним розв’язком в протилежному випадку. Отож, маємо першу ситуацiю.

Приклад 6.1.2. Розглянемо задачу Кошi

u′ = 3
3
√
u2, u(0) = 0

Легко переконатися, що ця задача має розв’язки

u = 0, x ∈ R, i u = x3, x ∈ R,

якi не збiгатися нiде, за винятком точки 0, хоча умова теореми 6.2.2 виконана. Отож,
маємо другу ситуацiю.

В першiй ситуацiї кажуть, що розв’язок задачi єдиний, а в другiй – нема єдиностi
розв’язку задачi. Далi ми покажемо, що в першiй ситуацiї (а для її наявностi потрi-
бнi певнi умови на f) iснує i тiльки одна функцiя (до речi, вона визначна на iнтервалi
числової осi), яка є розв’язком задачi (6.1.1), (6.1.2) та є продовженням будь-якого iн-
шого розв’язку цiєї задачi. Такий розв’язок називають непродовжуваним.

При дослiдженнi питання про коректнiсть задачi (6.1.1), (6.1.2) дуже важливу роль вi-
дiграє iнтегральне рiвняння

u = u0 +

x∫
x0

f(s, u) ds. (6.1.3)

Розв’язком рiвняння (6.1.3) називають функцiю u = u(x), x ∈ ⟨c, d⟩ (x0 ∈ ⟨c, d⟩), яка
задовольняє умови:
1) u ∈ C

(
⟨c, d⟩

)
;

2) (x, u(x)) ∈ D ∀x ∈ ⟨c, d⟩;

3) u(x) = u0 +
x∫

x0

f(s, u(s)) ds ∀x ∈ ⟨c, d⟩.
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Теорема 6.1.1. Нехай функцiя f є неперервною. Тодi будь-який розв’язок задачi (6.1.1),
(6.1.2) є розв’язком рiвняння (6.1.3) i, навпаки, довiльний розв’язок рiвняння (6.1.3) є
розв’язком задачi (6.1.1), (6.1.2).

Зауважимо, що умова неперервностi функцiї f є природною при дослiдженнi рiвняння
(6.1.1), оскiльки його розв’язками ми називаємо неперервно диференцiйовнi функцiї, що
задовольняють рiвняння. Далi всюди в цьому параграфi будемо вважати, що f є непе-
рервною. Тому, як випливає з теореми 6.2.1, для встановлення умов коректностi задачi
(6.1.1), (6.1.2) нам досить знайти умови на f , при яких рiвняння (6.1.3) має розв’язок,
вiн єдиний i неперервно залежить вiд f та (x0, u0).

Дослiдимо питання iснування розв’язку задачi Кошi для рiвняння (6.1.1) з початковою
умовою (6.1.2).

Теорема 6.1.2 (Пеано). Якщо функцiя f є неперервною, то задача (6.1.1), (6.1.2) має
розв’язки.

Умова теореми Пеано не гарантує однозначностi задачi Кошi. Це пiдтверджує приклад
6.1.2, оскiльки рiвняння з цього прикладу задовольняє умови цiєї теореми.

Означення 6.1.1. Кажуть, що функцiя f(x, u), (x, u) ∈ D, задовольняє умову Лiпшiца
за другим аргументом (змiнною u) на D (глобально), якщо iснує стала L ⩾ 0 така,
що для будь-яких (x, u1), (x, u2) ∈ D виконується нерiвнiсть

|f(x, u1)− f(x, u2)| ⩽ L|u1 − u2|.

Найменша зi сталих типу L називається сталою Лiпшiца.

Позначимо через ∂x := ∂
∂x , ∂u := ∂

∂u — диференцiювання за змiнними, вiдповiдно, x та
u.

Нехай функцiя f(x, u), (x, u) ∈ D, є неперервною i має обмежену частинну похiдну
∂uf(x, u), (x, u) ∈ D. Тодi функцiя f задовольняє умову Лiпшiца за другим аргумен-
том глобально.

Означення 6.1.2. Кажуть, що функцiя f(x, u), (x, u) ∈ D, задовольняє умову Лiпшi-
ца за другим аргументом (тобто за змiнною u) на D локально, якщо для будь-якого
компакту F ⊂ D звуження цiєї функцiї на F задовольняє умову Лiпшiца (на F гло-
бально).

Нехай D — область в R2 i функцiя f(x, u), (x, u) ∈ D, разом з частинною похiдною
∂uf(x, u), (x, u) ∈ D, є неперервними на D. Тодi функцiя f задовольняє умову Лiпшiца
за другим аргументом локально.

Вiдмiтимо, що слова «будь-якi два розв’язки u = h1(x), x ∈ ⟨a1, b1⟩, i x = h2(x),
x ∈ ⟨a2, b2⟩, задачi (6.1.1),(6.1.2) збiгаються на спiльнiй частинi їх областей визначен-
ня» означають, що h1(x) = h2(x) ∀x ∈⟩a1, b1⟩∩⟩a2, b2⟩.

Теорема 6.1.3 (Пiкар). Нехай функцiя f є неперервною i задовольняє умову Лiпшiца
за другим аргументом локально. Тодi задача (6.1.1), (6.1.2) має розв’язки й будь-якi
два з них збiгаються на спiльнiй частинi їх областей визначення.

Теорема 6.1.4 (про iснування непродовжуваного розв’язку). Нехай функцiя f є не-
перервною i задовольняє умову Лiпшiца за другим аргументом локально. Тодi задача
(6.1.1), (6.1.2) має розв’язок, який визначений на iнтервалi числової осi та є продов-
женням будь-якого iншого розв’язку цiєї задачi.

Очевидно, що розв’язок, про який йде мова в теоремi 6.1.4, тiльки один. Цей розв’язок
називають непродовжуваним. Його область визначення, як показує наведений далi при-
клад, визначається вхiдними даними задачi.

Приклад 6.1.3. Розв’язати задачу Кошi

u′ = u2, u(0) = u0 > 0.
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Доведення. Знайдемо її розв’язок. Маємо

u′ = u2 ⇔ du

dx
= u2

∣∣∣× dx

u2
⇔ du

u2
= dx, u = 0 ⇔ − 1

u
= x− C, u = 0 ⇔

u =
1

C − x
, u = 0 —

повна сiм’я розв’язкiв даного рiвняння. Знайдемо значення C з даної початкової умови,
пiдставивши вираз u = 1/(C − x) в цю умову:

u0 = 1/C ⇒ C = 1/u0.

Отож, розв’язком даної задачi Кошi є функцiя

u = 1/ (1/u0 − x) , x ∈ (−∞, 1/u0),

i будь-який iнший розв’язок цiєї задачi є звуженням цього розв’язку. Це, зокрема, озна-
чає, що нема розв’язкiв даної задачi Кошi, якi були б визначеними при x > 1/u0.

Звiдси, зокрема, випливає, що не можна гарантувати iснування розв’язку задачi (6.1.1),
(6.1.2), визначеного на наперед заданому промiжку. Тому важливо вмiти визначити про-
мiжки, на яких визначенi розв’язки задачi Кошi для ЗДР, використовуючи тiльки вхiднi
данi, бо знайти аналiтично розв’язки рiвняння в загальному випадку неможливо.

Наведемо спосiб знаходження промiжкiв, на яких визначенi розв’язки задачi Кошi для
ЗДР, використовуючи тiльки вхiднi данi.

Нехай числа p > 0 i q > 0 такi, що прямокутник

P := {(x, u) |x0 ⩽ x ⩽ x0 + p, u0 − q ⩽ u ⩽ u0 + q}

лежить в областi D. Покладемо

a := x0, m := max
(x,u)∈P

|f(x, u)|, b := a+min
{
p,
q

m

}
.

Вiдомо, що задача (6.1.1), (6.1.2) має розв’язок, визначений на вiдрiзку [a, b], який нази-
вають вiдрiзком Пеано для задачi (6.1.1), (6.1.2). Цей розв’язок отримаємо як границю

рiвномiрно збiжної послiдовностi {k
u}∞k=1 функцiй з простору C[a, b], графiки яких є так

званими ламаними Ейлера.

Теорема 6.1.5. Нехай f ∈ Cr−1(D), де r — яке-небудь натуральне число. Тодi будь-
який розв’язок задачi (6.1.1), (6.1.2) є r-раз неперервно диференцiйовною функцiєю, при-
чому, якщо u = u(x), x ∈ ⟨a, b⟩, — який-небудь розв’язок цiєї задачi, то

u′(x) = g1(x, u(x)), x ∈ ⟨a, b⟩,
u′′(x) = g2(x, u(x)), x ∈ ⟨a, b⟩,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u(r)(x) = gr(x, u(x)), x ∈ ⟨a, b⟩,

(6.1.4)

де для кожного k ∈ {1, . . . , r} функцiя gk(x, u), (x, u) ∈ D, визначається функцiями

f(x, u), ∂xf(x, u), ∂uf(x, u), . . . , ∂
i
x∂

j
uf(x, u), i+ j ≤ k − 1, (x, u) ∈ D,

причому g1(x, u) := f(x, u), (x, u) ∈ D.

Доведення. Нехай u = u(x), x ∈ ⟨a, b⟩, — її розв’язок. Тодi маємо рiвнiсть

u′(x) = f(x, u(x)) =: g1(x, u(x)), x ∈ ⟨a, b⟩. (6.1.5)

Припустимо, що f ∈ C1(D). Тодi рiвнiсть (6.1.5) можна продиференцiювати:

u′′(x) = (f(x, u(x)))′ = ∂xf(x, u(x)) + ∂uf(x, u(x))u
′(x) =

= ∂xf(x, u(x)) + ∂uf(x, u(x))f(x, u(x)) =: g2(x, u(x)), x ∈ ⟨a, b⟩,
(6.1.6)
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Аналогiчно, якщо f ∈ C2(D), то рiвнiсть (6.1.6) можна продиференцiювати:

u′′′(x) =
(
∂xf(x, u(x)) + ∂uf(x, u(x))f(x, u(x))

)′
= ∂2xf(x, u(x))+

+∂u∂xf(x, u(x))u
′(x) + ∂x∂uf(x, u(x))f(x, u(x)) + ∂2uf(x, u(x))f(x, h(x))u

′(x)+

+∂uf(x, u(x))∂xf(x, u(x)) + ∂uf(x, u(x))∂uf(x, u(x))u
′(x) =

= ∂2xf(x, u(x)) + 2∂x∂uf(x, u(x))f(x, u(x)) + ∂2uf(x, u(x))(f(x, u(x)))
2+

+∂xf(x, u(x))∂uf(x, u(x)) + (∂uf(x, u(x)))
2f(x, u(x))) =: g3(x, u(x)), x ∈ ⟨a, b⟩.

I т. д.

6.1.2. Метод Ейлера.

Розглянемо задачу (6.1.1), (6.1.2), припускаючи, що f ∈ Cr−1(D), де r ∈ N. Нехай
u = u(x), x ∈ [a, b], — розв’язок цiєї задачi. Тодi згiдно з теоремою 6.1.5 цей розв’язок
належить простору Cr[a, b] i за формулою Тейлора для довiльної точки x∗ ∈ [a, b] та
будь-якого числа h ∈ R такого, що x∗ + h ∈ [a, b], маємо рiвнiсть

u(x∗ + h) = u(x∗) +
1

1!
u′(x∗)h+ . . .+

1

r!
u(r)(x∗)h

r + o(hr), (6.1.7)

де o(hr) =
1

r!

[
u(r)(x∗ + θh)− u(r)(x∗)

]
hr, θ ∈ (0, 1) — деяке число.

Врахувавши (6.1.4), можемо записати

u(x∗ + h) = u(x∗) +
1

1!
g1(x∗, u(x∗))h+ . . .+

1

r!
gr(x∗, h(x∗))h

r + o(hr). (6.1.8)

На пiдставi формули (6.1.8) пропонується такий спосiб побудови наближень розв’язку
задачi (6.1.1), (6.1.2) на вiдрiзку [a, b], коли x0 = a:

1. Задаємо рiвномiрне розбиття вiдрiзка [a, b] точками x0, x1, . . . , xn, де n ∈ N i

xi := a+ ih, i = 0, n, h :=
b− a

n
.

2. Значення u0 беремо з умови (6.1.2), а наближення ui, i = 1, n, вiдповiдно, значень
u(xi), i = 1, n, розв’язку даної задачi знаходимо за рекурентною формулою (див. (6.1.8)):

ui+1 = ui +
1

1!
g1(xi, ui) · h+ . . .+

1

r!
gr(xi, ui) · hr, i = 0, n− 1. (6.1.9)

Коли r = 1, то
ui+1 = ui + f(xi, ui) · h, i = 0, n− 1. (6.1.10)

Знаходження наближень розв’язку задачi (6.1.1), (6.1.2) за формулою (6.1.10) називають
методом Ейлера.

Завдання для самостiйної роботи

Методом Ейлера розв’язати задачу Кошi для ЗДР:

u′ = u3 + x2, x ∈ [0 ; 3],

u(0) = 2,

взявши n = 3.
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6.1.3 . Методи Рунге-Кутта
Нехай задача (6.1.1), (6.1.2) має єдиний розв’язок, визначений на вiдрiзку [a, b], де a = x0,
i ми шукаємо u1, . . . , un — наближення значень цього розв’язку в точках x1, . . . , xn, де
n ∈ N — деяке число, а

xi := a+ ih, i = 0, n, h := (b− a)/n.

Метод Рунге-Кутта полягає у знаходженнi наближень ui, i = 1, n,
(u0 беремо з початкової умови (6.1.2)) за правилом

ui+1 = ui + pr,1ki,1(h) + . . .+ pr,rki,r(h), (6.1.11)

де r — деяке натуральне число,

ki,1(h) := f(xi, ui) · h,

ki,j(h) := f
(
xi + αjh, ui + βj,1ki,1(h) + . . .+ βj,j−1ki,j−1(h)

)
· h, j = 2, r,

а коефiцiєнти pr,k, αj , βj,l, k = 1, r, j = 2, r, l = 1, j − 1, знаходять iз вiдповiдної системи
рiвнянь.

Розглянемо частковi випадки методу Рунге-Кутта.

1. Нехай r = 1. Для знаходження наближень ui, i = 0, n, розв’язку задачi маємо фор-
мули

ui+1 = ui + f(xi, ui) · h, i = 0, 1, . . . , n− 1. (6.1.12)

Формула (6.1.12) виражає метод Рунге-Кутта 1 порядку. Цей метод збiгається з
методом Ейлера.

2. Нехай r = 2. Для знаходження наближень розв’язку задачi (6.1.1), (6.1.2) в точках
x1, x2, . . . , xn маємо формули:

ui+1 = ui + p2,1ki,1(h) + p2,2ki,2(h), (6.1.13)

де {
ki,1(h) := f (xi, ui) · h,
ki,2(h) := f (xi + α2h, ui + β2,1ki,1(h))) · h,

i = 0, n− 1, (6.1.14)

а коефiцiєнти p2,1, p2,2, α2, β2,1 є розв’язками системи нелiнiйних рiвнянь:
1− p2,1 − p2,2 = 0,

1− p2,2α2 = 0.

1− 2p2,2β2,1 = 0.

(6.1.15)

Формули (6.1.13), (6.1.14) виражають метод Рунге-Кутта другого порядку.

Система рiвнянь (6.1.15) має безлiч розв’язкiв. Тому один iз шуканих коефiцiєнтiв можна
вибрати довiльно, а решта визначити через його значення, наприклад,

p22 = t, p21 = 1− t, α2 =
1

2t
, β21 =

1

2t
,

де t ∈ R — довiльне.

A) Якщо t = 1, то p2,2 = 1, p2,1 = 0, α2 = β2,1 = 1
2 i формули методу Рунге-Кутта

другого порядку матимуть вигляд

ui+1 = ui + ki,2(h),

де

ki,1(h) := f(xi, ui)) · h, ki,2(h) := f

(
xi +

1

2
h, ui +

1

2
ki,1(h)

)
· h, i = 0, n− 1.
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Б) Якщо t = 1/2, то p2,2 = p2,1 = 1/2, α2 = β2,1 = 1 i формули методу Рунге-Кутта
другого порядку набудуть вигляду

ui+1 = ui +
1

2
ki,1(h) +

1

2
ki,2(h),

де
ki,1(h) := f(xi, ui) · h, ki,2(h) := f(xi + h, ui + ki,1(h)) · h, i = 0, n− 1.

3. Нехай r = 3. Тодi можна вказати три варiанти формули методу Рунге-Кутта
третього порядку :

A)

ui+1 = ui +
1

6
ki,1(h) +

2

3
ki,2(h) +

1

6
ki,3(h),

де

ki,1(h) := f(xi, ui) · h, ki,2(h) := f
(
xi +

1

2
h, ui +

1

2
ki,1(h)

)
· h,

ki,3(h) := f
(
xi + h, ui − ki,1(h) + 2ki,2(h)

)
· h, i = 0, n− 1;

Б)

ui+1 = ui +
1

4
ki,1(h) +

3

4
ki,3(h),

де

ki,1(h) := f(xi, ui) · h, ki,2(h) := f
(
xi +

1

3
h, ui +

1

3
ki,1(h)

)
· h,

ki,3(h) := f
(
xi +

2

3
h, ui +

2

3
ki,2(h)

)
· h, i = 0, n− 1;

В)

ui+1 = ui +
1

9
(2ki,1(h) + 3ki,2(h) + 4ki,3(h)),

де

ki,1(h) := f(xi, ui) · h, ki,2(h) := f

(
xi +

1

2
h, ui +

1

2
ki,1(h)

)
· h,

ki,3(h) := f

(
xi +

3

4
h, ui +

3

4
ki,2(h)

)
· h, i = 0, n− 1.

4. На практицi найчастiше застосовують формули методу Рунге-Кутта четвер-
того порядку, який одержуть при r = 4. У цьому випадку можна використати такi
розрахунковi формули:

А)

ui+1 = ui +
1

6
ki,1(h) +

1

3
ki,2(h) +

1

3
ki,3(h) +

1

6
ki,4(h),

де

ki,1(h) := f(xi, ui) · h, ki,2(h) := f

(
xi +

1

2
h, ui +

1

2
ki,1(h)

)
· h,

ki,3(h) := f(xi +
1

2
h, ui +

1

2
ki,2(h)) · h, ki,4(h) := f(xi + h, ui + ki,3(h)) · h,

i = 0, n− 1;

Б)

ui+1 = ui +
1

8
(ki,1(h) + 3ki,2(h) + 3ki,3(h) + ki,4(h)),

де

ki,1(h) := f(xi, ui) · h, ki,2(h) := f

(
xi +

1

3
h, ui +

1

3
ki,1(h)

)
· h,
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ki,3(h) := f(xi +
2

3
h, ui −

1

3
ki,1(h) + ki,2(h)) · h,

ki,4(h) := f(xi + h, yi + ki,1(h)− ki,2(h) + ki,3(h)) · h,

i = 0, n− 1;

В)

ui+1 = ui +
1

6
(ki,1(h) + 4ki,3(h) + ki,4(h)),

де

ki,1(h) = f(xi, ui) · h, ki,2(h) := f

(
xi +

1

4
h, ui +

1

4
ki,1(h)

)
· h,

ki,3(h) := f(xi +
1

2
h, ui +

1

2
ki,2(h)) · h,

ki,4(h) = f(xi + h, ui + ki,1(h)− 2ki,2(h) + 2ki,3(h)) · h, i = 0, n− 1.

Отже, для r ⩽ 4 маємо методи Рунге-Кутта r−го порядку. Їх використання пов’язане з обчисленням
правої частини f рiвняння (6.1.1) у r точках. При r = 5 отримуємо метод Рунге-Кутта четвертого
порядку. Тому в цьому випадку розрахунковi формули не мають практичного застосування. Метод
Рунге-Кутта п’ятого порядку одержують при r = 6, а шостого — при r = 8. Очевидно, зi збiльшен-
ням значення r обсяг обчислень у методi Рунге-Кутта зростає. Тому до методу Рунге-Кутта вищих
порядкiв (понад 4) вдаються переважно тодi, коли обчислення проводять з великим кроком.

Завдання для самостiйної роботи

Методом Рунге-Кутта другого i третього порядкiв (по одному з варiантiв А), ...) розв’язати задачу
Кошi для ЗДР:

u′ = u+ x, x ∈ [0 ; 3],

u(0) = 1,

взявши n = 3.
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6.2 . Чисельне розв’язування задачi Кошi для нормальних си-
стем звичайних диференцiальних рiвнянь

6.2.1 . Постановка i коректнiсть задачi Кошi для нормальних систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь

Описанi у попередньому параграфi чисельнi методи можна легко перенести на задачу Кошi для
систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку або, точнiше, нормальних систем
звичайних диференцiальних рiвнянь (НС). Щоб скоротити записи, обмежимося системою двох ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку.

Розглянемо нормальну систему звичайних диференцiальних рiвнянь:{
u′ = f(x, u, v)

v′ = g(x, u, v)
, (6.2.1)

де f(x, u, v), g(x, u, v), (x, u, v) ∈ G, — заданi функцiї, G — область в R3.

Пiд розв’язком НС (6.2.1) розумiємо пару неперервно диференцiйовних функцiй u = u(x), v =
v(x), x ∈ ⟨a, b⟩, якi при пiдставляннi їх в рiвняння системи перетворюють цi рiвняння в тотожностi.

Задача Кошi для НС (6.2.1) полягає у знаходженнi розв’язку цiєї системи рiвнянь який задо-
вольняє початковi умови {

u(x0) = u0

v(x0) = v0
. (6.2.2)

Далi сформульовану задачу будемо коротко називати задачею (6.2.1), (6.2.2).

При постановцi будь-якої задачi виникає питання про її коректнiсть. Стосовно задачi (6.2.1), (6.2.2)
це означає виконання таких трьох умов: 1) iснування її розв’язку, 2) його єдинiсть та 3) неперервну
залежнiсть розв’язку вiд вхiдних даних.

Принагiдно зауважимо таке. На пiдставi тих самих аргументiв, якi були наведенi вище стосовно
одного рiвняння першого порядку, робимо висновок, що коли задача (6.2.1), (6.2.2) має хоча б
один розв’язок, то вона має безлiч розв’язкiв (в цьому випадку будемо казати, що задача має
розв’язки). Але при наявностi у цiєї задачi безлiчi розв’язкiв можлива одна iз двох ситуацiй: 1)
будь-якi два розв’язки даної задачi збiгаються на спiльнiй частинi їх областей визначення; 2) iснує
хоча б два розв’язки даної задачi, якi в деяких точках спiльної частини їх областей визначення
мають рiзнi значення. В першiй ситуацiї кажуть, що розв’язок задачi єдиний, а в другiй – нема
єдиностi розв’язку задачi. Далi ми покажемо, що в першiй ситуацiї (а для її наявностi потрiбнi
певнi умови на f i g) iснує i тiльки одна пара функцiй (до речi, вона визначна на iнтервалi числової
осi), яка є розв’язком задачi (6.2.1), (6.2.2) та є продовженням будь-якого iншого розв’язку цiєї
задачi. Такий розв’язок називають непродовжуваним.

При дослiдженнi питання про коректнiсть задачi (6.2.1), (6.2.2) дуже важливу роль вiдiграє система
iнтегральних рiвнянь 

u = u0 +
x∫

x0

f(s, u, v) ds

v = u0 +
x∫

x0

g(s, u, v) ds
. (6.2.3)

Розв’язком системи iнтегральних рiвнянь (6.2.3) називають пару неперервних функцiй u =
u(x), v = v(x), x ∈ ⟨c, d⟩ (x0 ∈ ⟨c, d⟩), якi при пiдставляннi їх в рiвняння перетворюють рiвнян-
ня в рiвностi.

Теорема 6.2.1. Нехай функцiї f i g є неперервними. Тодi будь-який розв’язок задачi (6.2.1), (6.2.2)
є розв’язком системи iнтегральних рiвнянь (6.2.3) i, навпаки, довiльний розв’язок рiвняння (6.2.3)
є розв’язком задачi (6.2.1), (6.2.2).
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Зауважимо, що умова неперервностi функцiй f i g є природною при дослiдженнi системи рiвнянь
(6.2.1), оскiльки його розв’язками ми називаємо пари неперервно диференцiйовних функцiй, що
задовольняють рiвняння цiєї системи. Далi всюди в цьому параграфi будемо вважати, що f i g
є неперервними. Тому, як випливає з теореми 6.2.1, для встановлення умов коректностi задачi
(6.2.1), (6.2.2) нам досить знайти умови на f i g, при яких система (6.2.5) має розв’язок, вiн єдиний
i неперервно залежить вiд f , g та (x0, u0, v0).

Дослiдимо питання iснування розв’язку задачi Кошi (6.2.1), (6.2.2).

Теорема 6.2.2 (Пеано). Якщо функцiї f i g є неперервними, то задача (6.2.1), (6.2.2) має
розв’язки.

Умова теореми Пеано не гарантує однозначностi задачi Кошi. Це пiдтверджують вiдповiднi при-
клади.

Означення 6.2.1. Кажуть, що функцiя f(x, u, v), (x, u, v) ∈ G, задовольняє умову Лiпшиця за
всiма аргументами, крiм першого (тобто за змiнними u, v) на G (глобально), якщо iснує стала
L ⩾ 0 така, що для будь-яких (x, u1, v1), (x, u2, v2) ∈ G виконується нерiвнiсть

|f(x, u1, v1)− f(x, u2, v2)| ⩽ L (|u1 − u2|+ |v1 − v2|) .

Означення 6.2.2. Кажуть, що функцiя f(x, u, v), (x, u, v) ∈ G, задовольняє умову Лiпшиця за
всiма аргументами, крiм першого (тобто за змiнними u, v), на G локально, якщо для будь-якого
компакту K ⊂ G звуження цiєї функцiї на K задовольняє умову Лiпшиця (глобально).

Позначимо через ∂x := ∂
∂x , ∂u := ∂

∂u та ∂v := ∂
∂v — диференцiювання за змiнними, вiдповiдно, x, u

та v.

Твердження 6.2.1. Нехай функцiї f, ∂uf, ∂vf є неперервними на G. Тодi функцiя f задовольняє
умову Лiпшиця за всiма аргументами, крiм першого (тобто за змiнними u, v), на G локально.

Теорема 6.2.3 (Пiкар). Нехай функцiї f i g є неперервними та задовольняють умову Лiпшиця за
всiма аргументами, крiм першого (тобто за змiнними u, v), на G локально. Тодi задача (6.2.1),
(6.2.2) має розв’язки й будь-якi два з них збiгаються на спiльнiй частинi їх областей визначення.

Теорема 6.2.4 (про iснування непродовжуваного розв’язку). Нехай функцiї f i g є неперервними
та задовольняють умову Лiпшиця за всiма аргументами, крiм першого (тобто за змiнними u,
v) на G локально. Тодi задача (6.2.1), (6.2.2) має розв’язок, який визначений на iнтервалi числової
осi та є продовженням будь-якого iншого розв’язку цiєї задачi.

Очевидно, що розв’язок, про який йде мова в теоремi 6.2.4, тiльки один. Цей розв’язок називають
непродовжуваним. Його область визначення, як показують приклади, визначається вхiдними дани-
ми. Тому не можна гарантувати iснування розв’язку задачi (6.2.1), (6.2.2), визначеному на наперед
заданому промiжку.

Наведемо спосiб знаходження промiжкiв, на яких визначенi розв’язки задачi Кошi для НС, вико-
ристовуючи тiльки вхiднi данi.

Нехай числа r > 0, p > 0 та q > 0 такi, що паралелепiпед

Π := {(x, u, v) |x0 ⩽ x ⩽ x0 + r, u0 − p ⩽ u ⩽ u0 + p, v0 − q ⩽ v ⩽ v0 + q}

лежить в областi G. Покладемо

a := x0, b := a+min
{
r,

p

max
Π

|f |
,

q

max
Π

|g|

}
.

Вiдомо, що задача (6.2.1), (6.2.2) має розв’язок, визначений на вiдрiзку [a, b], який називають вiд-
рiзком Пеано для задачi (6.2.1), (6.2.2).

Для знаходження наближення розв’язку задачi (6.2.1), (6.2.2) можна використати такi ж чисельнi
методи, якi використовують у випадку одного рiвняння, тобто методи Ейлера, Рунге-Кутта та iншi.
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6.2.2 . Метод Ейлера розв’язування задачi Кошi для НС
Нехай вiдомо, що задача (6.2.1), (6.2.2) має розв’язок, визначений на вiдрiзку [a, b], де a = x0.
Опишемо метод Ейлера знаходження наближення цього розв’язку в точках x1, . . . , xn ∈ [a, b], ви-
значених за правилом

xi = x0 + ih, i = 1, n, де n ∈ N, h :=
b− a

n
. (6.2.4)

Якщо u = u(x), v = v(x), x ∈ [a, b], — шуканий розв’язок задачi (6.2.1), (6.2.2), то, пiдставляючи
його в систему (6.2.1), отримуємо{

u′(x) = f
(
x, u(x), v(x)

)
,

v′(x) = g
(
x, u(x), v(x)

)
, x ∈ [a, b].

(6.2.5)

Для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} проiнтегруємо тотожностi (6.2.5) на промiжку [xi, xi+1]:
u(xi+1) = u(xi) +

xi+1∫
xi

f
(
x, u(x), v(x)

)
dx,

v(xi+1) = v(xi) +
xi+1∫
xi

g
(
x, u(x), v(x)

)
dx.

(6.2.6)

Якщо крок iнтегрування h досить малий, то внаслiдок неперервностi функцiй f та g можемо вважа-
ти, що для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} функцiї f(·, u(·), v(·)) i g(·, u(·), v(·)) є сталими на промiжку
[xi, xi+1], тобто

f
(
x, y(x), z(x)

)
= f

(
xi, y(xi), z(xi)

)
,

g
(
x, y(x), z(x)

)
= g
(
xi, y(xi), z(xi)

)
, x ∈ [xi, xi+1].

Тодi з формул (6.2.5) дiстанемо{
ui+1 = ui + f (xi, ui, vi) · h,
vi+1 = vi + g (xi, ui, vi) · h, i = 0, n− 1.

(6.2.7)

де ui ≈ u(xi), vi ≈ v(xi), i = 1, n, — наближення значень розв’язку задачi (6.2.1), (6.2.2) в точках
x1, . . . , xn ∈ [a, b].

Формули (6.2.7) виражають метод Ейлера чисельного розв‘язування задачi Кошi (6.2.1), (6.2.2).
Збiжнiсть цього методу можна обґрунтувати так само, як це було зроблено у випадку задачi Кошi
для диференцiального рiвняння першого порядку.

Завдання для самостiйної роботи

Методом Ейлера розв’язати задачу Кошi для ЗДР другого порядку:

u′ = 2u− v + x, v′ = 3xu+ v, x ∈ [0 ; 3],

u(0) = 1, v(0) = 5,

взявши n = 3.
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6.3 . Чисельне розв’язування задачi Кошi для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь вищих порядкiв

6.3.1 . Постановка i коректнiсть задачi Кошi для звичайних диференцiаль-
них рiвнянь вищих порядкiв

Описане вище чисельне розв’язування задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь першого порядку можна легко перенести на випадок задачi Кошi для звичайних диференцi-
альних рiвнянь вищих порядкiв. Щоб скоротити записи, обмежимося рiвняннями другого порядку.

Розглянемо задачу Кошi для звичайного диференцiального рiвняння другого порядку

u′′ = f(x, u, u′), (6.3.1)

де f(x, u, v), (x, u, v) ∈ G, — задана функцiя, G — область в R3.

Пiд розв’язком рiвняння (6.3.1) розумiємо функцiю u = u(x), x ∈ ⟨a, b⟩, яка належить простору
C2(⟨a, b⟩) i при пiдставляннi її в рiвняння перетворює його в тотожнiсть на промiжку ⟨a, b⟩.

Задача Кошi для рiвняння (6.3.1) полягає у знаходженнi його розв’язку, який задовольняє поча-
тковi умови

u(x0) = u0, u′(x0) = v0, (6.3.2)

де (x0, u0, v0) ∈ G — довiльно фiксована точка.

Нехай u = u(x), x ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок задачi (6.3.1), (6.3.2). Позначимо

v(x) := u′(x), x ∈ ⟨a, b⟩. (6.3.3)

Тодi пара функцiй u = u(x), v = v(x)), x ∈ ⟨a, b⟩, є розв’язком задачi Кошi для системи рiвнянь{
u′ = v

v′ = f(x, u, v)
, (6.3.4)

який задовольняє початковi умови {
u(x0) = u0

v(x0) = v0
. (6.3.5)

Легко переконатися, що коли пара функцiй u = u(x), v = v(x), x ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок задачi
(6.3.4), (6.3.5), то функцiя u = u(x), x ∈ ⟨a, b⟩, є розв’язком задачi (6.3.1), (6.3.2). Звiдси можна
зробити висновок, що для чисельного розв’язування задачi (6.3.1), (6.3.2) достатньо звести її до
задачi (6.3.4), (6.3.5), а далi чисельно розв’язувати цю задачу.

6.3.2 . Метод Ейлера розв’язування задачi Кошi для рiвнянь вищих по-
рядкiв

Тепер розглянемо метод Ейлера знаходження чисельних наближень розв’язку задачi Кошi для
рiвнянь вищих порядкiв. Для спрощення викладення i бiльшої ясностi розглянемо це на прикладi
задачi (6.3.1), (6.3.2).

Нехай u = u(x), x ∈ ⟨a, b⟩, — розв’язок задачi (6.3.1), (6.3.2). Введемо позначення (6.3.3). Тодi
пара функцiй u = u(x), v = v(x)), x ∈ ⟨a, b⟩, є розв’язком задачi Кошi (6.3.4), (6.3.5), а отже,
можна використати метод Ейлера розв’язування цiєї задачi (6.2.1), (6.2.2), тобто шукати в точках
x1, . . . , xn ∈ [a, b], визначених в (6.2.4), наближення ui ≈ u(xi), vi ≈ v(xi), i = 1, n, значень
розв’язку задачi (6.3.4), (6.3.5) за правилом{

ui+1 = ui + vi · h,
vi+1 = vi + f (xi, ui, vi) · h, i = 0, n− 1.

(6.3.6)

Зi сказаного вище випливає, що ui, i = 0, n, i є наближення розв’язку задачi (6.3.1), (6.3.2).
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Завдання для самостiйної роботи

Методом Ейлера розв’язати задачу Кошi для ЗДР другого порядку:

u′′ = 2xu− u′, x ∈ [0 ; 4],

u(0) = 1, u′(0) = 2,

взявши n = 4.
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6.4 . Чисельне розв’язування крайових задач для звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь

6.4.1 . Постановка i коректнiсть крайових задач для звичайних диферен-
цiальних рiвнянь

Розглянемо рiвняння
a0(x)u

′′ + a1(x)u
′ + a2(x)u = g(x), x ∈ (a, b), (6.4.1)

де a0, a1, a2, g ∈ C[a, b], a0(x) ̸= 0 ∀x ∈ [a, b], −∞ < a < b < +∞ — заданi, а u : [a, b] → R — невiдома
функцiя.

Розв’язком рiвняння (6.4.1) називають функцiю u = h(x), x ∈ [a, b], яка належить простору C2[a, b]
та задовольняє це рiвняння поточково.

Якщо зробити в рiвняннi (6.4.1) замiну змiнних

x = z + a, z ∈ [0, l], x ∈ [a, b], де l := b− a,

то отримуємо рiвняння

ã0(z)ũ
′′ + ã1(z)ũ

′ + ã2(z)ũ = g̃(z), z ∈ [0, l],

де
ã0(z) := a0(z + a), ã1(z) := a1(z + a), ã2(z) := a2(z + a), g̃(z) := g(z + a),

ũ(z) := u(z + a), z ∈ [0, l],

тобто, по сутi, нiчого не мiняється, але область визначення рiвняння є iнтервал (0, l) , що з точки
зору зручностi викладання матерiалу i огляду алгоритмiв розв’язування задач для рiвняння (1)
є зручнiшим.Тому далi вважаємо, що a = 0, b = l > 0, тобто рiвняння (6.4.1) задано на iнтервалi
(0, l).

Тепер зауважимо, що коли в рiвняннi (6.4.1) зробимо замiну функцiї u на нову функцiю û за
правилом:

u(x) = û(x) exp

{
−1

2

∫ x

0

a1(s)

a0(s)
ds

}
, x ∈ [0, l], (6.4.2)

то отримаємо рiвняння, яке пiсля замiни позначення û на u має вигляд

u′′ + q(x)u = f(x), x ∈ (0, l), (6.4.3)

де q, f ∈ C[0, l] — деякi вiдомi функцiї.

Оскiльки мiж розв’язками рiвнянь (6.4.1) та (6.4.3) iснує, як було показано, взаємно однозначне
вiдображення, то далi будемо розглядати рiвняння (6.4.3) замiсть (6.4.1).

Крайова задача для звичайного диференцiального рiвняння (6.4.3) полягає у знаходженнi
розв’язку цього рiвняння, який задовольняє такi крайовi умови:{

α0u
′(0) + β0u(0) = γ0,

α1u
′(l) + β1u(l) = γ1,

(6.4.4)

де α0, β0, γ0, α1, β1, γ1 — сталi, причому |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0.

Далi крайову задачу для рiвняння (6.4.3) з крайовими умовами (6.4.4) коротко називатимемо за-
дачею (6.4.3), (6.4.4). Якщо в рiвняннi (6.4.3) маємо f = 0, тобто це рiвняння має вигляд

u′′ + q(x)u = 0, x ∈ (0, l), (6.4.5)

то його називають однорiдним, а в протилежному випадку — неоднорiдним. Якщо в крайових
умовах (6.4.4) маємо γ0 = 0 i γ1 = 0, тобто цi умови мають вигляд:{

α0u
′(0) + β0u(0) = 0,

α1u
′(l) + β1u(l) = 0,

(6.4.6)

то їх називаємо однорiдними, а в iншому випадку — неоднорiдними.

З теорiї диференцiальних рiвнянь вiдоме таке твердження.



6.4.. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ207

Теорема 6.4.1. Задача (6.4.3), (6.4.4) має i тiльки один розв’язок тодi й лише тодi коли вiдпо-
вiдна цiй задачi однорiдна задача (6.4.5),(6.4.6) має тiльки нульовий розв’язок.

Наслiдок 6.4.1. Якщо q(x) ⩽ 0 для всiх x ∈ [0, l], α0β0 ⩽ 0, α1β1 ⩾ 0 та у випадку q(x) = 0 для
всiх x ∈ [0, l] маємо або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, то задача (6.4.3), (6.4.4) має i тiльки один розв’язок.

Доведення. Покажемо, що задача (6.4.5), (6.4.6) має тiльки нульовий розв’язок. Для цього викори-
стаємо метод доведення вiд супротивного. Припустимо, що u — ненульовий розв’язок задачi (6.4.5),
(6.4.6). Пiдставимо його в рiвняння i помножимо отриману рiвнiсть для кожного x ∈ [0, l] на u(x)
та проiнтегруємо по промiжку [0, l]: ∫ l

0

[u′′u+ qu2]dx = 0. (6.4.7)

Використавши формулу iнтегрування частинами, отримуємо∫ l

0

u′′udx = u′u
∣∣l
0
−
∫ l

0

u′2 dx = u′(l)u(l)− u′(0)u(0)−
∫ l

0

u′2dx. (6.4.8)

Отож, з (6.4.7) i (6.4.8) маємо

u′(l)u(l)− u′(0)u(0)−
∫ l

0

[u′2 − qu2] dx = 0. (6.4.9)

Якщо α0β0 = 0, тобто u′(0) = 0 або u(0) = 0, то u′(0)u(0) = 0. Аналогiчно, якщо α1β1 = 0, то
u′(l)u(l) = 0. Тепер нехай α0β0 < 0, тодi з першої з умов (6.4.6) маємо u′(0) = − β0

α0
u(0) , а отже,

u′(0)u(0) = −β0
α0
u2(0) ⩾ 0. Аналогiчно показуємо, що u′(l)u(l) = − β1

α1
u2(l) ⩽ 0 у випадку α1β1 > 0.

Отже, маємо
u′(l)u(l)− u′(0)u(0) ⩽ 0. (6.4.10)

Тодi з (6.4.9) на пiдставi (6.4.10) одержимо∫ l

0

[u′2 − qu2] dx ⩽ 0. (6.4.11)

Ясно, що u′2 − qu2 ⩾ 0 (нагадаємо, що q ⩽ 0), а тому з (6.4.11) отримуємо, що u′2 − qu2 = 0 на
[a, b], звiдки випливає, що u′2 = 0 i qu2 = 0 на [a, b], тобто u(x) = C, x ∈ [a, b], i Cq(x) = 0, x ∈ [a, b],
де C — деяка стала. Звiдси безпосередньо отримуємо, що у випадку q ̸= 0 будемо мати рiвнiсть
C = 0, тобто u = 0. Якщо ж q = 0, то з крайових умов (6.4.6) при умовi, що або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0,
також випливає, що C = 0, тобто u = 0. Отримана суперечнiсть доводить, що задача (6.4.5),
(6.4.6) має тiльки нульовий розв’язок, а це на пiдставi теореми 6.4.1 означає, що наше твердження
правильне.

Далi всюди припускаємо, що виконуються умови теореми 6.4.1, тобто задача (6.4.3), (6.4.4) має i
тiльки один розв’язок та нас цiкавить його знаходження в числовiй формi.

6.4.2 . Класичний метод (метод варiацiї сталих) розв’язування крайових
задач для ЗДР

Як вiдомо з теорiї диференцiальних рiвнянь, будь-який розв’язок рiвняння (6.4.3) може бути пода-
ний у виглядi:

u(x) = C1v1(x) + C2v2(x) + w(x), x ∈ [0, l], (6.4.12)

де v1, v2 – лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння (6.4.5), а w – розв’язок (частковий) рiвняння (6.4.3).

Функцiї v1 та v2 знаходимо як розв’язки задачi Кошi для рiвняння (6.4.5), вiдповiдно, з початковими
умовами

u(0) = h11, u′(0) = h21, (6.4.13)

та
u(0) = h12, u′(0) = h22, (6.4.14)
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де hkl, k, l = 1, 2, — дiйснi числа такi, що ∣∣∣∣h11 h12
h21 h22

∣∣∣∣ ̸= 0.

Функцiю w знаходимо, як розв’язок задачi Кошi для рiвняння (6.4.3) з початковими умовами:

u(0) = h13, u′(0) = h23, (6.4.15)

де h13, h23 — якi-небудь числа.

На практицi, як правило, вибирають

h11 = 1, h12 = 0, h21 = 0, h22 = 1, h13 = 0, h23 = 0.

Якщо знайшли функцiї v1, v2 i w, то пiдставляємо вираз (6.4.12) повного загального розв’язку
рiвняння (6.4.3) у крайовi умови (6.4.4):

α0

(
C1v

′
1(0) + C2v

′
2(0) + w′(0)

)
+ β0

(
C1v1(0) + C2v(0) + w(0)

)
= γ0,

α1

(
C1v

′
1(l) + C2v

′
2(l) + w′(l)

)
+ β1

(
C1v(l) + C2v(l) + w(l)

)
= γ1,

Звiдси отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження значень C1, C2:{(
α0v

′
1(0) + β0v1(0)

)
C1 +

(
α0v

′
2(0) + β0v2(0)

)
C2 = γ0 −

(
α0w

′(0) + β0w(0)
)
,(

α1v
′
1(l) + β1v1(l)

)
C1 +

(
α1v

′
2(l) + β1v2(l)

)
C2 = γ1 −

(
α1w

′(l) + β1w(l)
)
.

(6.4.16)

Якщо ввести позначення

a11 := α0v
′
1(0) + β0v1(0), a12 := α0v

′
2(0) + β0v2(0),

a21 := α1v
′
1(l) + β1v1(l), a22 := α1v

′
2(l) + β1v2(l),

b1 := γ0 −
(
α0w

′(0) + β0w(0)
)
, b2 := γ1 −

(
α1w

′(l) + β1w(l)
)
,

то система (6.4.16) матиме вигляд {
a11C1 + a12C2 = b1,

a21C1 + a22C2 = b2,
(6.4.17)

розв’язки якої використовуючи методом Крамера, записати у виглядi

C1 =
∆1

∆
, C2 =

∆2

∆
,

де

∆ :=

(
a11 a12
a21 a22

)
, ∆1 :=

(
b1 a12
b2 a22,

)
, ∆2 :=

(
a11 b1
a21 b2,

)
. (6.4.18)

Приклад 6.4.1. Розв’язати крайову задачу

u′′ − 4u = 8x, x ∈ (0 ; 1), (6.4.19)

u(0) = 0, u′(1) = 2. (6.4.20)

Розв’язування. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння (6.4.19). Для цього по-
трiбно знайти два лiнiйно незалежнi розв’язки v1 i v2 вiдповiдно рiвнянню (6.4.19) лiнiйного одно-
рiдного рiвняння:

u′′ − 4u = 0, x ∈ (0 ; 1). (6.4.21)

Це рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, а тому, шукаємо його розв’язки у виглядi функцiї u = eλx,
де λ – стала, значення якої шукаємо, за умови, що при пiдставленнi цiєї функцiї в рiвняння (6.4.21),
отримаємо тотожнiсть:

(λ2 − 4)eλx = 0 ⇔ λ2 − 4 = 0 ⇔ λ1,2 = ±2.
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Отже маємо
v1(x) = e2x, v2(x) = e−2x, x ∈ [0 ; 1], (6.4.22)

Справдi, цi функцiї, якi ми показали, є розв’язками рiвняння (6.4.21) i∣∣∣∣v1(0) v2(0)
v′1(0) v′1(0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 1
2 −2

∣∣∣∣ = −4 ̸= 0,

тобто вони є лiнiйно незалежними.

Знайдемо функцiю w, як частковий розв’язок рiвняння (6.4.19). Оскiльки вiльний член цього рiвня-
ння є многочленом першого порядку, то його показник (як квазiмногочлена) дорiвнює нулю, який
не є характеристичним числом, i проект часткового розв’язку рiвняння (6.4.19) можна записати у
виглядi

u = ax+ b, x ∈ [0 ; 1].

де a, b – неозначенi коефiцiєнти деякого многочлена першого порядку. Пiдставивши цей проєкт
розв’язку у рiвняння (6.4.19), знаходимо a = −2, b = 0, тобто

w(x) = −2x, x ∈ [0 ; 1]. (6.4.23)

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (6.4.19) можна записати (див. (6.4.12), (6.4.22), (6.4.23)) у
виглядi

u(x) = C1e
2x + C2e

−2x − 2x, x ∈ [0 ; 1], (6.4.24)

де C1, C2 — довiльнi сталi.

Пiдставимо цей вираз у крайовi умови (6.4.20), попередньо знайшовши похiдну u′(x):

u′(x) = 2C1e
2x − 2C2e

−2x − 2, x ∈ [0 ; 1],

де C1, C2 – довiльнi сталi.

У результатi отримаємо систем рiвнянь на знаходження значень C1 i C2:{
C1 + C2 = 0,

2e2C1 − 2e−2C2 − 2 = 2.

Розв’яжемо її. З першого рiвняння маємо C2 = −C1, а тодi з другого рiвняння

2(e2 + e−2)C1 = 4 ⇒ C1 = 2/(e2 + e−2) i C2 = −2/(e2 + e−2).

Звiдси та з (6.4.24) маємо розв’язок задачi (6.4.19), (6.4.20):

u = 2e2x/(e2 + e−2)− 2e−2x/(e2 + e−2)− 2x, x ∈ [0 ; 1].

Задачi для самостiйної роботи

Розв’язати крайовi задачi:

1. u′′ − 9u = 3e2x, x ∈ [0 ; 2],

u′(0) = 1, u′(2) = 0;

2. u′′ − 16u = 5x+ 3, x ∈ [0 ; 3],

u′(0)− u(0) = 0, u′(3) = 3.
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6.4.3. Метод сiток (рiзницевий метод)
Ми вже розглянули метод розв’язування крайових задач, який базується на зведеннi крайової зада-
чi до задачi Кошi. Але його не тiльки не можна застосувати для розв’язування всiх типiв крайових
задач для лiнiйних диференцiальних рiвнянь, а й зовсiм – для нелiнiйних диференцiальних рiвнянь.
Тому розглянемо бiльш загальний метод — метод сiток. Суть цього методу полягає у зведеннi кра-
йової задачi до розв’язування певної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Розглянемо цей метод
на прикладi лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку.

Нехай треба знайти визначений на вiдрiзку [0, l] розв’язок диференцiального рiвняння

u′′ + q(x)u = f(x), (6.4.25)

який задовольняє крайовi умови {
α0u

′(0) + β0u(0) = γ0,

α1u
′(l) + β1u(l) = γ1,

(6.4.26)

де q, f ∈ C([0, l]), α0, β0, γ0, α1, β1, γ1 ∈ R, причому |α0| + |β0| > 0, |α1| + |β1| > 0. Вважаємо, що
ця крайова задача має i тiльки один розв’язок.

Суть методу сiток така. На вiдрiзку [0, l] вибирають систему точок:

xi = ih, i = 0, N, де h :=
l

N

(очевидно, що 0 = x0 < x1 < . . . < xN = l). Сукупнiсть точок xi, i = 0, N, називають сiткою,
будь-яку з точок сiтки називають її вузлом, а значення u(xi), i = 0, N, у вузлах сiтки називають
сiтковими значеннями функцiї u. В методi сiток вiдшукують наближення сiткових значень ui, i =
0, N, розв’язку u у вузлах xi, i = 0, N. В основу цього методу покладемо замiну похiдних першого
i другого порядку вiд функцiї u у вузлах сiтки рiзницевими спiввiдношеннями. У результатi для
обчислення значень ui, i = 0, N, отримують деяку систему рiвнянь

N∑
i=0

cijui = dj , j = 0, N, (6.4.27)

де cij , dj , i = 0, N, j = 0, N, — деякi числа.

Система (6.4.27) повинна добре апроксимувати диференцiальне рiвняння (6.4.25) у точках xi, i =
1, N − 1, i крайовi умови (6.4.26), вiдповiдно, в точках x0 i xN . Якщо система рiвнянь має
єдиний розв’язок, то його вважають наближенням значень розв’язку крайової задачi у точках
x0, x1, . . . , xN , тобто u0 ≈ u(x0), u1 ≈ u(x1), . . . , uN ≈ u(xN ).

Диференцiальне рiвняння (6.4.25) розглядатимемо лише у внутрiшнiх точках сiтки, тобто при
x = xi, i = 1, N − 1, а крайовi умови (6.4.26) – вiдповiдно при x0 = 0 i xN = l. Пiдставивши в
диференцiальне рiвняння (6.4.25) x = xi, одержимо

u′′(xi) + q(xi)u(xi) = f(xi), i = 1, N − 1. (6.4.28)

Тепер для кожного i ∈ {1, . . . , N − 1} виразимо u′(xi) i u′′(xi) через значення функцiї u у точках
xi−1, xi, xi+1, тобто через u(xi−1), u(xi), u(xi+1).

Припустимо, що функцiя u на промiжку [0, l] має неперервнi похiднi до четвертого порядку вклю-
чно. Зобразимо функцiю u в околi точки xi за формулою Тейлора

u(x) = u(xi) +
u′(xi)

1!
(x− xi) +

u′′(xi)

2!
(x− xi)

2 +
u′′′(xi)

3!
(x− xi)

3 +
u(4)(ξ)

4!
(x− xi)

4,

де ξ – деяка точка мiж x i xi.

З цiєї рiвностi при, вiдповiдно, x = xi+1 i x = xi−1 матимемо

u(xi+1) = u(xi) +
u′(xi)

1!
h+

u′′(xi)

2!
h2 +

u′′′(xi)

3!
h3 +

u(4)(ξ1)

4!
h4, ξ1 ∈ (xi, xi+1), (6.4.29)
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u(xi−1) = u(xi)−
u′(xi)

1!
h+

u′′(xi)

2!
h2 − u′′′(xi)

3!
h3 +

u(4)(ξ2)

4!
h4, ξ2 ∈ (xi−1, xi). (6.4.30)

Звiдси одержуємо такi вирази для u′(xi):

u(xi+1)− u(xi)

h
= u′(xi) +O(h), (6.4.31)

u(xi)− u(xi−1)

h
= u′(xi) +O(h), (6.4.32)

u(xi+1)− u(xi−1)

2h
= u′(xi) +O(h2). (6.4.33)

Додавши формули (6.4.29) i (6.4.30), отримаємо вираз для u′′(xi):

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
= u′′(xi) +O(h2). (6.4.34)

Зазначимо, що це не єдинi можливi вирази для u′(xi) i u′′(xi). Використовуючи значення функцiї u
в iнших точках, крiм зазначених, можна знайти точнiшi замiни, проте вони будуть i складнiшими.

Пiдставивши у (6.4.28) замiсть u′(xi) i u′′(xi) їхнi вирази iз формул (6.4.33) i (6.4.34), одержимо

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+ q(xi)u(xi) = f(xi) +O(h2),

або, помноживши обидвi частини рiвностi на h2, матимемо

u(xi+1) +
(
h2q(xi)− 2

)
u(xi) + u(xi−1) = h2f(xi) +O(h4).

Звiдси одержуємо таку систему алгебраїчних рiвнянь, яка апроксимує диференцiальне рiвняння
(6.4.25) у внутрiшнiх точках вiдрiзку [0, l]:

ui−1 +
(
h2qi − 2

)
ui + ui+1 = h2fi, i = 1, N − 1, (6.4.35)

де qi := q(xi), fi := f(xi), i = 1, N − 1.

Застосувавши формули (6.4.31), (6.4.32), перепишемо крайовi умови (6.4.26) так:

α0
u(x1)− u(x0)

h
+ β0u(x0) = γ0 +O(h);

α1
u(xN )− u(xN−1)

h
+ β1u(xN ) = γ1 +O(h),

або
α0u(x1) + (β0h− α0)u(x0) = hγ0 +O(h2);

(α1 + hβ1)u(xN )− α1u(xN−1) = hγ1 +O(h2).

Звiдси отримуємо такi рiвняння для апроксимацiї крайових умов:{
(−α0 + β0h)u0 + α0u1 = hγ0,

−α1uN−1 + (α1 + hβ1)uN = hγ1.
(6.4.36)

Як бачимо, рiвняння (6.4.35) i (6.4.36) разом утворюють систему лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь для визначення наближень сiткових значень
u0, u1, . . . , uN : 

(−α0 + β0h)u0 + α0u1 = hγ0,

ui−1 +
(
h2qi − 2

)
ui + ui+1 = h2fi, i = 1, N − 1,

−α1uN−1 + (α1 + hβ1)uN = hγ1.

(6.4.37)
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де qi := q(xi), fi := f(xi), i = 1, N − 1.

Матриця системи (6.4.37) є тридiагональною i має такий вигляд:

D =


−α0 + β0h α0 0 . . . 0 0 0

1 h2q1 − 2 1 . . . 0 0 0
0 1 h2q2 − 2 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 h2qN−1 − 2 1
0 0 0 . . . 0 −α1 α1 + hβ1

 .

Отже, система рiвнянь (6.4.35) замiнює диференцiальне рiвняння (6.4.25) у внутрiшнiх точках про-
мiжку [a, b] з похибкою, яка має четвертий порядок щодо h, а рiвняння (6.4.36) замiнюють вiдповiднi
крайовi умови (6.4.26) з похибкою другого порядку щодо h. Це означає, що диференцiальне рiвня-
ння апроксимується з меншою похибкою, нiж крайовi умови. Таке явище буває небажаним пiд час
розв’язування крайової задачi. Порядок щодо h апроксимацiї крайових умов можна збiльшити на
одиницю, якщо для замiни похiдних u′(0) i u′(l) використати точнiшi вирази, а саме:

−u(x2) + 4u(x1)− 3u(x0)

2h
= u′(x0) +O(h2).

i
3u(xN )− 4u(xN−1) + u(xN−2)

2h
= u′(xN ) +O(h2).

Цi вирази легко одержати використовуючи формулу Тейлора. Справдi, за формулою Тейлора:

u(x0 + h) = u(x0) +
u′(x0)

1!
h+

u′′(x0)

2!
h2 +

u′′′(x0)

3!
h3 +

u(4)(η1)

4!
h4, η1 ∈ (x0, x1)

u(x0 + 2h) = u(x0) +
u′(x0)

1!
2h+

u′′(x0)

2!
(2h)2 +

u′′′(x0)

3!
(2h)3 +

u(4)(η2)

4!
(2h)4,

η2 ∈ (x0, x2).
Звiдси

4u(x1)− u(x2)− 3u(x0) = 2hu′(x0) +O(h3),

або
−u(x2) + 4u(x1)− 3u(x0)

2h
= u′(x0) +O(h2).

Аналогiчно можна отримати i друге спiввiдношення.

Приклад 6.4.2. Розв’язати методом сiток задачу

u′′ − (x+ 1)u = x2, x ∈ (0, 3), (6.4.38)

u(0) = 0, u(3) = 0, (6.4.39)

взявши h = 1.

Розв’язування. Приймемо

q(x) = −(x+ 1), f(x) = x2, x ∈ (0, 3);

x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.

Тодi
u0 := u(0) = 0, u1 ≈ u(1), u2 ≈ u(2), u3 := u(3) = 0;

q1 := q(1) = −(1 + 1) = −2, q2 := q(2) = −(2 + 1) = −3;

f1 := f(1) = 12 = 1, f2 := f(2) = 22 = 4.
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Тодi згiдно з формулами (109) i (110) отримаємо систему рiвнянь
k = 0 : u0 = 0,

k = 1 : u0 + (12 · (−2)− 2)u1 + u2 = 12 · 1,
k = 2 : u1 + (12 · (−3)− 2)u2 + u3 = 12 · 4,
k = 3 : u3 = 0,

(6.4.40)

Звiдси маємо 
u0 = 0,

−4u1 + u2 = 1,

u1 − 5u2 = 4,

u3 = 0,

(6.4.41)

Звiдси знаходимо наближення розв’язку задачi (6.4.38), (6.4.39):

u0 = 0, u1 = − 9

19
, u2 = −17

19
, u3 = 0.

Вiдповiдь:
xi 0 1 2 3
ui 0 −9/19 −17/19 0

.

Вправи для самостiйної роботи

Розв’язати крайовi задачi методом сiток:

0. u′′ + u = 1 на вiдрiзку [0, π/2], u(0) = 0, u′(π/2) = 1.

Вiдомо, що функцiя u(x) = 1− sin(x)− cos(x) = 1−
√
2sin(x+ π/4) є розв’язком такої задачi.

1. u′′ − (x+ 2)u = x3 + 1, x ∈ (0 ; 4),

u(0) = 0, u(4) = 0;

2. u′′ − x2u = 2x+ 1, x ∈ (0 ; 3),

u′(0) = 0, u(3) = 0.

6.5 . Чисельне розв’язування крайових задач для елiптичних
рiвнянь. Метод сiток

6.5.1 . Постановка задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона
Нехай a > 0, b > 0 – деякi числа. Позначимо

D := (0, a)× (0, b) ≡ {(x, y) | 0 < x < a, 0 < y < b},

D := [0, a]× [0, b] ≡ {(x, y) | 0 ⩽ x ⩽ a, 0 ⩽ y ⩽ b}.

Задача Дiрiхле для рiвняння Пуассона полягає у знаходженнi функцiї u ∈ C2(D) ∩ C(D), яка
задовольняє рiвняння

∆u = f(x, y), (x, y) ∈ D, (6.5.1)
i крайовi умови

u|x=0 = φ1(y), u|x=a = φ2(y), y ∈ [0, b], (6.5.2)
u|y=0 = ψ1(x), u|y=b = ψ2(x), x ∈ (0, a), (6.5.3)

де
• f ∈ C(D), φk ∈ C([0, b]), ψk ∈ C([0, a]), k = 1, 2, — заданi функцiї, причому виконуються
умови узгодження:

φ1(0) = ψ1(0), φ1(b) = ψ2(0), φ2(0) = ψ1(a), φ2(b) = ψ2(a),

• ∆u(x, y) := uxx(x, y) + uyy(x, y), (x, y) ∈ D, — дiя оператора Лапласа на функцiю u.
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6.5.2 Рiзницева схема
Нехай N,M – якi-небудь натуральнi числа. Покладемо

h :=
a

N
, τ :=

b

M

i визначимо
xi := ih, i = 0, N, yi := jτ, j = 0,M.

Нехай
ui,j ≈ u(xi, yj), i = 0, N, j = 0,M, —

наближення функцiї u, а

fi,j := f(xi, yj), i = 1, N − 1, j = 1,M − 1,

φk,j := φk(yj), k = 1, 2, j = 0,M,

ψk,i := ψk(xi), k = 1, 2, i = 1, N − 1 —

сiтковi значення вхiдних даних.

Використаємо такi апроксимацiї похiдних функцiй u:

uxx(xi, yj) ≈
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
, uyy(xi, yj) ≈

ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

τ2
,

i = 1, N − 1, j = 1,M − 1.

У результатi отримаємо таку рiзницеву схему для чисельного розв’язування задачi (6.5.1)-(6.5.3):

ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
+
ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

τ2
= fi,j ⇔

ui−1,j + ui+1,j

h2
−
(

2

h2
+

2

τ2

)
ui,j +

ui,j−1 + ui,j+1

τ2
= fi,j , (6.5.4)

i = 1, N − 1, j = 1,M − 1,
u0,j = φ1,j , uN,j = φ2,j , j = 0,M, (6.5.5)

ui,0 = ψ1,i, ui,M = ψ2,i, i = 1, N − 1. (6.5.6)

Спiввiдношення (6.5.4) — (6.5.6) утворюють систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) вiдно-
сно шуканих значень наближень розв’язку даної задачi. Цю систему розв’язують одним iз ранiше
розглянутих методiв розв’язування СЛАР.

Приклад 6.5.1. Розв’язати методом сiток крайову задачу для рiвняння Пуассона:

∆u = x+ y, (x, y) ∈ (0, 3)× (0, 2), (6.5.7)

u|x=0 = y, u|x=3 = 2y, y ∈ [0, 2], (6.5.8)

u|y=0 = 0, u|y=2 =
2

3
x+ 2, x ∈ (0, 3). (6.5.9)

Розв’язування. Маємо

f(x, y) := x+ y, (x, y) ∈ (0, 3)× (0, 2), φ1(y) := y, φ2(y) := 2y, y ∈ [0, 2],

ψ1(x) := 0, ψ2(x) :=
2

3
x+ 2, x ∈ (0, 3).

Вiзьмемо N = 3, M = 2. Тодi h = τ = 1,

xi = ih, i = 0, 3 ⇔ x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3,

yj = jτ, j = 0, 2 ⇔ y0 = 0, y1 = 1, y2 = 2.
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Отож, маємо

f1,1 := f(x1, y1) = 1 · 1 + 1 · 1 = 2; f2,1 := f(x2, y1) = 2 · 1 + 1 · 1 = 3;

φ1,0 = 0; φ1,1 = 1; φ1,2 = 2; φ2,0 = 0; φ2,1 = 2; φ2,2 = 4; (6.5.10)

ψ1,1 = 0; ψ1,2 = 0; ψ2,1 =
2

3
· 1 + 2 =

8

3
; ψ2,2 =

2

3
· 2 + 2 =

10

3
. (6.5.11)

Отже, для знаходження наближень розв’язку нашої задачi маємо (див. (6.5.4) — (6.5.6)) систему
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

u0,0 = 0; u0,1 = 1; u0,2 = 2; u3,0 = 0; u3,1 = 2; u3,2 = 4;

u1,0 = 0; u2,0 = 0; u1,2 =
8

3
; u2,2 =

10

3
;

(i, j) = (1, 1) :
u0,1 + u2,1

12
−
( 2

12
+

2

12

)
u1,1 +

u1,0 + u1,2
12

= 2;

(i, j) = (2, 1) :
u1,1 + u3,1

12
−
( 2

12
+

2

12

)
u2,1 +

u2,0 + u2,2
12

= 3.

(6.5.12)

Звiдси, зокрема, для знаходження u1,1, u2,1 матимемо СЛАР
1 + u2,1 − 4u1,1 + 0 +

8

3
= 2

u1,1 + 2− 4u2,1 + 0 +
10

3
= 3

⇔


−4u1,1 + u2,1 = −5

3

u1,1 − 4u2,1 = −7

3

.

Розв’язками цiєї системи є u1,1 = 3/5, u2,1 = 11/15, що разом з вiдомими значеннями ui,j iз системи
(6.5.12), отримаємо чисельний розв’язок нашої задачi:

i⧹j 0 1 2
0 0 1 2
1 0 3/5 8/3
2 0 11/15 10/3
3 0 2 4

.

Вправи для самостiйної роботи

Методом сiток розв’язати задачi:

1. ∆u = 2x− y, (x, y) ∈ (0 ; 2)× (0 ; 3),

u|x=0 = 0, u|x=2 = 1, x ∈ [0 ; 3],

u|y=0 = 1
2x, u|y=3 = 1

2x, y ∈ (0 ; 2);

2. ∆u = 2xy, (x, y) ∈ (0 ; 4)× (0 ; 2),

u|x=0 = 2, u|x=4 = −2y + 6, y ∈ [0, 2],

u|y=0 = x+ 2, u|y=2 = 2, x ∈ (0, 4).
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6.6 . Чисельне розв’язування мiшаних задач для параболiчних
рiвнянь. Метод сiток

6.6.1 . Постановка мiшаної задачi для рiвняння теплопровiдностi
Нехай l > 0, T > 0 – деякi числа. Позначимо Q := (0, l)× (0, T ], Q = [0, l]× [0, T ].

Розглянемо мiшану задачу першого роду для рiвняння теплопровiдностi : знайти функцiю u ∈
C2,1(Q) ∩ C(Q), яка задовольняє рiвняння:

ut − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (6.6.1)

крайовi умови:
u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (6.6.2)

та початкову умову
u|t=0 = φ(x), x ∈ [0, l], (6.6.3)

де
• a > 0 – деяка стала,
• f ∈ C(Q), φ ∈ C([0, l]) — заданi функцiї, причому виконується умова узгодження: φ(0) = φ(l) = 0.

6.6.2 . Рiзницева схема.
Опишемо метод сiток чисельного розв’язування задачi (6.6.1) — (6.6.3).

Нехай
N,M − якi-небудь фiксованi натуральнi числа, h :=

l

N
, τ :=

T

M
.

Приймемо
xi := ih, i = 0, N, tj := jτ, j = 0,M.

Нехай
ui,j ≈ u(xi, tj), i = 0, N, j = 0,M, —

наближення розв’язку даної задачi. Знайдемо

fi,j = f(xi, tj), i = 1, N − 1, j = 0,M − 1; φi := φ(xi), i = 0, N,

i використаємо такi апроксимацiї похiдних функцiї u:

uxx(xi, tj) ≈
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
, i = 1, N − 1, j = 0,M − 1,

ut(xi, tj) ≈
ui,j+1 − ui,j

τ
, i = 1, N − 1, j = 0,M − 1.

У результатi отримаємо рiзницеву схему для знаходження чисельного розв’язку задачi (6.6.1) –
(6.6.3):

ui,j+1 − ui,j
τ

− a2
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
= fi,j , i = 1, N − 1, j = 0,M − 1, (6.6.4)

u0,j = 0, uN,j = 0, j = 1,M, (6.6.5)

ui,0 = φi, i = 0, N. (6.6.6)

Рiвняння (6.6.4) можна переписати у виглядi

ui,j+1 = a2
τ

h2
(ui−1,j + ui+1,j) +

(
1− a2

τ

h2
)
ui,j + fi,j , i = 1, N − 1, j = 0,M − 1. (6.6.7)

!!!напевно в (6.6.7) бiля ui,j пропала 2, а бiля fi,j τ . Тодi треба поправити формули в
розрахунках у прикладi 0.1.7 Рiзницеву схему (6.6.5), (6.6.6), (6.6.7) називають явною.

Обчислення за нею проводять в такому порядку: спочатку за формулами (6.6.5) i (6.6.6) знаходимо
ui,0, i = 0, N , u0,j , uN,j , j = 1,M . Далi за формулою (6.6.7) при j = 0 знаходимо ui,1, i = 1, N − 1,
а потiм за цiєю ж формулою при j = 1 знаходимо ui,2, i = 1, N − 1, i так продовжуємо включно
до j = M − 1. На цьому кроцi матимемо ui,M , i = 1, N − 1, а отже, процес розв’язування буде
завершено.
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Приклад 6.6.1. Методом сiток розв’язати мiшану задачу для рiвняння теплопровiдностi

ut − uxx = x2 + t, (x, t) ∈ (0, 3)× (0, 3], (6.6.8)

u|x=0 = 0, u|x=3 = 0, t ∈ (0, 3], (6.6.9)

u|t=0 = x(3− x), x ∈ [0, 3]. (6.6.10)

Розв’язування. Маємо

f(x, t) := x2 + t, (x, t) ∈ (0, 3)× (0, 3], φ(x) := x(3− x), x ∈ [0, 3].

Нехай N = 3, M = 3. Тодi

h =
3

3
= 1, τ =

3

3
= 1,

а отже,
xi = i, i = 0, 3, ⇔ x0 = 0; x1 = 1; x2 = 2; x3 = 3;

tj = j, j = 0, 3, ⇔ t0 = 0; t1 = 1; t2 = 2; t3 = 3.

Нехай
ui,j ≈ u(i, j), i = 0, 3, j = 0, 3, —

наближення розв’язку нашої задачi.

Знаходимо
fij := x2i + tj = i2 + j, i = 1, 2, j = 0, 2, ⇔

⇔ f1,0 = 12 + 0 = 1; f2,0 = 4; f1,1 = 2; f2,1 = 5; f1,2 = 3; f2,2 = 6.

φi := xi(3− xi) = i(3− i), i = 0, 3, ⇔ φ0 = 0; φ1 = 2; φ2 = 2; φ3 = 0.

Отже, на пiдставi (6.6.5), (6.6.6), (6.6.7) отримуємо систему рiвнянь для знаходження ui,j , i =
0, 3, j = 0, 3: 

u0,1 = 0; u0,2 = 0; u0,3 = 0; u3,1 = 0; u3,2 = 0; u3,3 = 0;

u0,0 = 0; u1,0 = 2; u2,0 = 2; u3,0 = 0;

ui,j+1 = 4(ui−1,j + ui+1,j)− 3ui,j + fi,j , i = 1, 2, j = 0, 2,

Звiдси, зокрема, знаходимо{
j = 0, i = 1 : u1,1 = 4(u0,0 + u2,0)− 3u1,0 + f1,0

j = 0, i = 2 : u2,1 = 4(u1,0 + u3,0)− 3u2,0 + f2,0
⇔

⇔

{
u1,1 = 4(0 + 2)− 3 · 2 + 1 = 3

u2,1 = 4(2 + 0)− 3 · 2 + 4 = 6
,

{
j = 1, i = 1 : u1,2 = 4(u0,1 + u2,1)− 3u1,1 + f1,1

j = 1, i = 2 : u2,2 = 4(u1,1 + u3,1)− 3u2,1 + f2,1
⇔

⇔

{
u1,2 = 4(0 + 6)− 3 · 3 + 2 = 17

u2,2 = 4(3 + 0)− 3 · 6 + 5 = −1
,

{
j = 2, i = 1 : u1,3 = 4(u0,2 + u2,2)− 3u1,2 + f1,2

j = 2, i = 2 : u2,3 = 4(u1,2 + u3,2)− 3u2,2 + f2,2
⇔

⇔

{
u1,3 = 4(0− 1)− 3 · 17 + 3 = −52

u2,3 = 4(18 + 0)− 3 · (−1) + 6 = 81
.
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Отож, знайдене наближення розв’язку даної задачi може бути задане таблицею

i⧹j 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 2 3 17 −52
2 2 6 −1 77
3 0 0 0 0

.

Вправи для самостiйної роботи:

Методом сiток розв’язати мiшанi задачi для рiвняння теплопровiдностi:

1. ut − uxx = 2x− t, (x, t) ∈ (0 ; 3)× (0 ; 4],

u|x=0 = 0, u|x=3 = 0, t ∈ (0 ; 4],

u|t=0 = 3x(3− x), x ∈ [0 ; 3].

2. ut − 9uxx = xt, (x, t) ∈ (0 ; 4)× (0 ; 2],

u|x=0 = 0, u|x=4 = 0, t ∈ (0 ; 4],

u|t=0 = sinπx, x ∈ [0 ; 4].

6.7. Чисельне розв’язування мiшаних задач для гiперболiчних
рiвнянь. Метод сiток

6.7.1 . Постановка мiшаної задачi для рiвняння коливання струни
Нехай l > 0, T > 0 – деякi числа. Позначимо Q := (0, l)× (0, T ], Q = [0, l]× [0, T ].

Розглянемо мiшану задачу для рiвняння коливання струни: знайти функцiю u ∈ C2(Q) ∩ C1(Q),
яка задовольняє рiвняння:

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (6.7.1)

крайовi умови:
u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (6.7.2)

та початкову умову
u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (6.7.3)

де
• a > 0 – деяка стала,
• f ∈ C(Q), φ, ψ ∈ C([0, l]) — заданi функцiї, причому виконується умова узгодження: φ(0) =
φ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0.

6.7.2 . Рiзницева схема.
Опишемо метод сiток чисельного розв’язування задачi (6.7.1) — (6.7.3). Нехай

N,M − деякi натуральнi числа, h :=
l

N
, τ :=

T

M
.

Приймемо
xi := ih, i = 0, N, tj := jτ, j = 0,M.

Нехай
ui,j ≈ u(xi, tj), i = 0, N, j = 0,M. —
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наближення розв’язку нашої задачi.

Використаємо такi апроксимацiї похiдних функцiї u:

uxx(xi, tj) ≈
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
, i = 1, N − 1, j = 1,M − 1,

ut(xi, tj) ≈
ui,j+1 − ui,j

τ
, i = 1, N − 1, j = 0,M − 1,

utt(xi, tj) ≈
ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

τ2
, i = 1, N − 1, j = 1,M − 1.

Покладемо
fi,j := f(xi, tj), i = 1, N − 1, j = 0,M − 1;

φi := φ(xi), ψi := ψ(xi), i = 0, N.

У результатi отримаємо рiзницеву схему для знаходження чисельного розв’язку задачi (6.7.1) –
(6.7.3):

ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

τ2
− a2

ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2
= fi,j , (6.7.4)

i = 1, N − 1, j = 1,M − 1,

u0,j = 0, uN,j = 0, j = 2,M, (6.7.5)

ui,0 = φi,
ui,1 − ui,0

τ
= ψi, i = 0, N. (6.7.6)

З (6.7.4) — (6.7.6) маємо

ui,j+1 = pui+1,j + 2(1− p)ui,j + pui−1,j − ui,j−1 + τ2fi,j , (6.7.7)

i = 1, N − 1, j = 1,M − 1,

u0,j = 0, uN,j = 0, j = 2,M, (6.7.8)

ui,0 = φi, ui,1 = φi + τψi, i = 0, N, (6.7.9)

де p :=
τ2

h2
a2.

Обчислення за нею проводять в такому порядку: спочатку беремо j = 0 i на пiдставi першої з
рiвностей (6.7.9) по черзi знаходимо ui,0, i = 0, N . Далi беремо j = 1 i на пiдставi другої з рiвностей
(6.7.9) по черзi знаходимо ui,1, i = 0, N . Далi, викорстовуючи рiвняння (6.7.7) i (6.7.8), знаходимо
ui,j , i = 0, N , j = 2,M .

Приклад 6.7.1. Методом сiток розв’язати мiшану задачу для рiвняння коливання струни:

utt − uxx = x+ t, (x, t) ∈ (0, 4)× (0, 3], (6.7.10)

u|x=0 = 0, u|x=4 = 0, t ∈ (0, 4], (6.7.11)

u|t=0 = x(4− x), ut|t=0 = sin
π

2
x, x ∈ [0, 4]. (6.7.12)

Розв’язування. Маємо
f(x, t) := x+ t, (x, t) ∈ (0, 4)× (0, 3],

φ(x) := x(4− x), ψ(x) := sin
π

2
x, x ∈ [0, 4].

Нехай N = 4, M = 3. Тодi

h :=
4

4
= 1; τ :=

3

3
= 1; p := 1.

xi = i, i = 0, 4, ⇔ x0 = 0; x1 = 1; x2 = 2; x3 = 3; x4 = 4;

tj = j, j = 0, 3, ⇔ t0 = 0; t1 = 1; t2 = 2; t3 = 3.
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Для знаходження наближень
ui,j ≈ u(i, j), i = 0, 4, j = 0, 3,

використаємо систему рiвнянь (6.7.7), (6.7.8), (6.7.9). Але спочатку визначимо

fi,j := xi + tj , i = 1, 3, j = 1, 2, ⇔

⇔ f1,1 := 2; f1,2 := 3; f2,1 := 3; f2,2 := 4; f3,1 := 4; f3,2 := 5;

φi := xi(4− xi), i = 0, 4, ⇔

⇔ φ0 := 0; φ1 := 3; φ2 := 4; φ3 := 3; φ4 := 0;

ψi := sin
π

2
xi, i = 0, 4, ⇔

⇔ ψ0 := 0; ψ1 := 1; ψ2 := 0; ψ3 := −1; ψ4 := 0.

Згiдно з (6.7.7), (6.7.8), (6.7.9) маємо

ui,0 = φi, i = 0, 4, ⇔ u0,0 = 0; u1,0 = 3; , u2,0 = 4; u3,0 = 3; u4,0 = 0;

ui,1 = φi + τψi, i = 0, 4, ⇔ u0,1 = 0; u1,1 = 4; u2,1 = 4;u3,1 = 2; u4,1 = 0;

u0,2 = 0; u0,3 = 0; u4,2 = 0; u4,3 = 0;

ui,j+1 = ui+1,j + ui−1,j − ui,j−1 + fi,j , i = 1, 3, j = 1, 2.

Звiдси, зокрема, знаходимо:
j = 1, i = 1 : u1,2 = u2,1 + u0,1 − u1,0 + f1,1

j = 1, i = 2 : u2,2 = u3,1 + u1,1 − u2,0 + f2,1

j = 1, i = 3 : u3,2 = u4,1 + u2,1 − u3,0 + f3,1

⇔


u1,2 = 4 + 0− 3 + 2 = 3

u2,2 = 2 + 4− 4 + 3 = 5

u3,2 = 0 + 4− 3 + 4 = 5

,


j = 2, i = 1 : u1,3 = u2,2 + u0,2 − u1,1 + f1,2

j = 2, i = 2 : u2,3 = u3,2 + u1,2 − u2,1 + f2,2

j = 2, i = 3 : u3,3 = u4,2 + u2,2 − u3,1 + f3,2

⇔


u1,3 = 5 + 0− 4 + 3 = 4

u2,3 = 5 + 3− 4 + 4 = 8

u3,3 = 0 + 5− 2 + 5 = 8

.

Знайдене наближення розв’язку даної задачi таке:

i⧹j 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 3 4 3 4
2 4 4 5 8
3 3 2 5 8
4 0 0 0 0

.
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Вправи для самостiйної роботи:

Методом сiток розв’язати мiшанi задачi для рiвняння коливання струни:

1. utt − 4uxx = 2x− t, (x, t) ∈ (0 ; 3)× (0 ; 4],

u|x=0 = 0, u|x=3 = 0, t ∈ (0 ; 4],

u|t=0 = 2x(3− x), ut|t=0 = 3 sinπx, x ∈ [0 ; 3].

2. utt − 9uxx = xt, (x, t) ∈ (0 ; 4)× (0 ; 2],

u|x=0 = 0, u|x=4 = 0, t ∈ (0 ; 4],

u|t=0 = x2(4− x), ut|t=0 = cos
π(x+ 1)

2
, x ∈ [0 ; 4].



222РОЗДIЛ 6. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ТА ЇХ СИСТЕМ

6.8 . Лабораторний практикум з чисельного розв’язування за-
дач для диференцiальних рiвнянь та їх систем

6.8.1 Застосування методу Ейлера до задачi Кошi для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку

Розв’язок задачi Кошi (6.1.1),(6.1.2) розглядаємо на вiдрiзку [a, b], коли x0 = a.

Задаємо рiвномiрне розбиття вiдрiзка [a, b] точками x0, x1, . . . , xn, де n ∈ N i xi := a + ih, i =
0, n, h := b−a

n .

Чисельним розв’язком задачi (6.1.1),(6.1.2) вважаємо наближення ui, i = 1, n, вiдповiдно, значень
u(xi), i = 1, n, розв’язку цiєї задачi, який знаходимо за рекурентною формулою

ui+1 = ui + h f(xi, ui), i = 0, n− 1, (6.8.1)

беручи значення u0 з початкової умови (6.1.2).

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрку, де визначена функцiя Euler_method

• Обчислити чисельний розв’язок конкретної задачi Кошi
1. виконати комiрку, де визначена функцiя f
2. виконати комiрку з викликом функцiї Euler_method, перед виконанням задати

вiдповiднi аргументи цiєї функцiї.
• Щоб переконатися, що чисельний розв’язок достатньо точний, можна виконати

кiлька послiдовних викликiв функцiї Euler_method, збiльшуючи кiлькiсть вузлiв
сiтки.

Програмна реалiзацiя методiв

Пiдготовка середовища

[1]: %matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
import pandas as pd

Euler_method – функцiя, яка реалiзує явний метод Ейлера для знаходження
чисельного розв’язку задачi Кошi

[2]: def Euler_method(f,u0,a,b,n):
""" явний метод Ейлера
"""
h=(b-a)/n
x=np.linspace(a, b, n+1)

u=np.empty(n+1)
u[0]=u0
for i in range(n):

u[i+1] = u[i] + h*f(x[i],u[i])

return u

f – функцiя, яка задає обчислення правої частини конкретного рiв-
няння
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Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо застосування методу Ейлера для знаходження чисельного розв’язку задачi Кошi.

Приклад 1. За допомогою методу Ейлера знайти чисельний розв’язок задачi Кошi (6.1.1),(6.1.2),
коли f(x, u) = u2 + 2x− x4, [a, b] = [0, 1], u(0) = 0.

Очевидно, що функцiя u(x) = x2 є точним розв’язком задачi Кошi у цьому випадку.

Визначимо функцiю правої частини рiвняння (6.1.1):

[3]: def f2(x, u):
return u**2+2*x-x**4

Задамо координати вiдрiзка i початковi данi:

[4]: a=0
b=1
u0=0

Знайдемо чисельнi розв’язки задачi на послiдовностi сiток, подвоюючи на кожному кроцi кiлькiсть
вузлiв i зберiгаючи вiдповiднi масиви для подальшого аналiзу:

[5]: n_start = 5

n = n_start
x0=np.linspace(a, b, n+1)
u_0=Euler_method(f2,u0,a,b,n)

n*=2
x1=np.linspace(a, b, n+1)
u_1=Euler_method(f2,u0,a,b,n)

n*=2
x2=np.linspace(a, b, n+1)
u_2=Euler_method(f2,u0,a,b,n)

n*=2
x3=np.linspace(a, b, n+1)
u_3=Euler_method(f2,u0,a,b,n)

n*=2
x4=np.linspace(a, b, n+1)
u_4=Euler_method(f2,u0,a,b,n)

Порахуємо також значення точного розв’язку задачi на рiвномiрнiй сiтцi:

[6]: x=np.linspace(a, b, 256)
ux=x**2

Побудуємо графiки отриманих чисельних i точного розв’язкiв задачi:

[61]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.plot(x, ux, label='$u(x)$')
plt.plot(x0, u_0, label='$u_0$')
plt.plot(x1, u_1, label='$u_1$')
plt.plot(x2, u_2, label='$u_2$')
plt.plot(x3, u_3, label='$u_3$')
plt.plot(x4, u_4, label='$u_4$')
ax = fig.gca()
ax.legend()
ax.set_xlabel('x')
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Зауважимо, що графiчнi побудови за вибраного режиму виконуються з автоматичною лiнiйною iн-
тертерполяцiєю чисельних розв’язкiв, якi насправдi обчисленi лише у вузлах вiдповiдної сiтки. На-
гадаємо, що отриманi зобаження можна масштабувати, використовуючи режим ‘Zoom to rectangle’.

Як бачимо, графiки чисельних розв’язкiв вiзуально близькi до графiка точного розв’язку. Для
детальнiшого аналiзу занесемо в таблицю значення усiх розв’язкiв на спiльнiй множинi вузлiв x_0:

[8]: u = x0**2

df=pd.DataFrame({'x_0':x0[1::],'u_0':u_0[1::],'u_1':u_1[2::2],'u_2':u_2[4::
↪→4],'u_3':u_3[8::8],'u_4':u_4[16::16],'u':u[1::]})
df

[8]: x_0 u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u
0 0.2 0.000000 0.019990 0.029982 0.034986 0.037492 0.04
1 0.4 0.079680 0.119418 0.139550 0.149727 0.154851 0.16
2 0.6 0.235830 0.295966 0.327335 0.343481 0.351690 0.36
3 0.8 0.461033 0.544711 0.590442 0.614666 0.627183 0.64
4 1.0 0.741623 0.855895 0.922810 0.959860 0.979503 1.00

На множинi x_0 маємо такi значення абсолютних похибок отриманих чисельних розв’язкiв:

[9]: df1=pd.DataFrame()
df1['e_0']=np.abs(df['u']-df['u_0'])
df1['e_1']=np.abs(df['u']-df['u_1'])
df1['e_2']=np.abs(df['u']-df['u_2'])
df1['e_3']=np.abs(df['u']-df['u_3'])
df1['e_4']=np.abs(df['u']-df['u_4'])
df1

[9]: e_0 e_1 e_2 e_3 e_4
0 0.040000 0.020010 0.010018 0.005014 0.002508
1 0.080320 0.040582 0.020450 0.010273 0.005149
2 0.124170 0.064034 0.032665 0.016519 0.008310
3 0.178967 0.095289 0.049558 0.025334 0.012817
4 0.258377 0.144105 0.077190 0.040140 0.020497

Побудуємо графiки абсолютних похибок у логарифмiчнiй шкалi:

[64]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
df1.e_0.plot(logy=True, label = '$e_0$')
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df1.e_1.plot(logy=True, label = '$e_1$')
df1.e_2.plot(logy=True, label = '$e_2$')
df1.e_3.plot(logy=True, label = '$e_3$')
df1.e_4.plot(logy=True, label = '$e_4$')
ax = fig.gca()
ax.legend()

Як бачимо, при згущеннi сiтки похибки чисельних розв’язкiв на кожному кроцi зменшуються.
Зазначимо, що на фiксованiй сiтцi вони дещо вiдрiзняються мiж собою, зростаючи у вузлах поблизу
правого кiнця вiдрiзку.

Обчислимо для кожного чисельного розв’язку його абсолютну похибку за нормою ∥ · ∥∞

[12]: ne_0 = max(np.abs(df1['e_0']))
ne_1 = max(np.abs(df1['e_1']))
ne_2 = max(np.abs(df1['e_2']))
ne_3 = max(np.abs(df1['e_3']))
ne_4 = max(np.abs(df1['e_4']))
print(f" ne_0 = {ne_0:1.2e}\n ne_1 = {ne_1:1.2e}\n ne_2 = {ne_2:1.2e}\n␣

↪→ne_3 = {ne_3:1.2e}\n ne_4 = {ne_4:1.2e}")

ne_0 = 2.58e-01
ne_1 = 1.44e-01
ne_2 = 7.72e-02
ne_3 = 4.01e-02
ne_4 = 2.05e-02

Оцiнимо швидкiсть збiжностi чисельних розв’язкiв до точного, а саме у скiльки разiв зменшувати-
меться абсолютна похибка при подвоєннi кiлькостi вузлiв сiтки:

[13]: df2=pd.DataFrame()
df2['r_0'] = df1['e_0'] / df1['e_1']
df2['r_1'] = df1['e_1'] / df1['e_2']
df2['r_2'] = df1['e_2'] / df1['e_3']
df2['r_3'] = df1['e_3'] / df1['e_4']

df2

[13]: r_0 r_1 r_2 r_3
0 1.999000 1.997379 1.998048 1.998849
1 1.979222 1.984420 1.990733 1.994970
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2 1.939134 1.960322 1.977406 1.987941
3 1.878148 1.922780 1.956151 1.976559
4 1.792979 1.866874 1.923033 1.958333

Як бачимо, швидкiсть наближається до числа 2, що узгоджується з теоретичними оцiнками похибок
методу Ейлера.

[14]: plt.close('all')

Приклад 2. f(x, u) = −u cosx+ e−sinx, [a, b] = [0, 10], u(0) = 1.

Вiдомо [(1.69 Самойленко)] , що функцiя u(x) = (x + 1)e−sinx є точним розв’язком задачi Кошi у
цьому випадку.

Задамо функцiю правої частини диференцiального рiвняння i решту даних задачi Кошi:

[15]: def f3(x, u):
return -u*np.cos(x) + np.exp(-np.sin(x))

[16]: a=0
b=10
u0=1

Оскiльки на цей раз розглядаємо задачу на бiльшому вiдрiзку i поведiнка розв’язку є складнiшою,
то вiдразу почнемо шукати чисельнi розв’язки при бiльшому значеннi параметра n_start, який
задає початкову кiлькiсть вузлiв сiтки. Далi повторимо усi кроки, якими отримали i дослiджували
чисельнi розв’язки попередньої задачi:

[70]: n_start = 100

n = n_start
x0=np.linspace(a, b, n+1)
u_0=Euler_method(f3,u0,a,b,n)

n*=2
x1=np.linspace(a, b, n+1)
u_1=Euler_method(f3,u0,a,b,n)

n*=2
x2=np.linspace(a, b, n+1)
u_2=Euler_method(f3,u0,a,b,n)

n*=2
x3=np.linspace(a, b, n+1)
u_3=Euler_method(f3,u0,a,b,n)

n*=2
x4=np.linspace(a, b, n+1)
u_4=Euler_method(f3,u0,a,b,n)

x=np.linspace(a, b, 256)
ux=(x+1)*np.exp(-np.sin(x))

fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.plot(x, ux, label='$u(x)$')
plt.plot(x0, u_0, label='$u_0$')
plt.plot(x1, u_1, label='$u_1$')
plt.plot(x2, u_2, label='$u_2$')
plt.plot(x3, u_3, label='$u_3$')
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plt.plot(x4, u_4, label='$u_4$')
ax = fig.gca()
ax.legend();
ax.set_xlabel('x')
u=(x0+1)*np.exp(-np.sin(x0))

df=pd.DataFrame({'x_0':x0[1::],'u_0':u_0[1::],'u_1':u_1[2::2],'u_2':u_2[4::
↪→4],'u_3':u_3[8::8],'u_4':u_4[16::16],'u':u[1::]})
df

[18]: x_0 u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u
0 0.1 1.000000 0.997625 0.996528 0.996001 0.995742 0.995487
1 0.2 0.990998 0.987197 0.985446 0.984604 0.984192 0.983785
2 0.3 0.975856 0.971386 0.969332 0.968346 0.967864 0.967388
3 0.4 0.957043 0.952486 0.950399 0.949401 0.948913 0.948431
4 0.5 0.936639 0.932425 0.930508 0.929594 0.929148 0.928708
.. ... ... ... ... ... ... ...
95 9.6 10.498641 11.492380 12.037450 12.323347 12.469819 12.618712
96 9.7 11.651473 12.770818 13.385431 13.707976 13.873266 14.041319
97 9.8 12.903998 14.157057 14.845542 15.206970 15.392217 15.580580
98 9.9 14.248884 15.641425 16.406735 16.808539 17.014490 17.223913
99 10.0 15.673900 17.208556 18.051831 18.494522 18.721419 18.952131

[100 rows x 7 columns]

Оскiльки розглядаємо задачу на довшому вiдрiзку i, як видно з графiку, поведiнка її розв’язку є
складнiшою, то похибка отриманих чисельних розв’язкiв є бiльшою у цьому випадку:

[19]: df1=pd.DataFrame()
df1['e_0']=np.abs(df['u']-df['u_0'])
df1['e_1']=np.abs(df['u']-df['u_1'])
df1['e_2']=np.abs(df['u']-df['u_2'])
df1['e_3']=np.abs(df['u']-df['u_3'])
df1['e_4']=np.abs(df['u']-df['u_4'])
df1

[19]: e_0 e_1 e_2 e_3 e_4
0 0.004513 0.002138 0.001041 0.000514 0.000255
1 0.007213 0.003412 0.001661 0.000819 0.000407
2 0.008468 0.003998 0.001944 0.000959 0.000476
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3 0.008612 0.004055 0.001968 0.000970 0.000481
4 0.007931 0.003716 0.001799 0.000885 0.000439
.. ... ... ... ... ...
95 2.120071 1.126332 0.581262 0.295365 0.148893
96 2.389846 1.270501 0.655888 0.333344 0.168053
97 2.676582 1.423523 0.735038 0.373610 0.188363
98 2.975028 1.582488 0.817177 0.415374 0.209423
99 3.278231 1.743575 0.900300 0.457609 0.230713

[100 rows x 5 columns]

[72]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
df1.e_0.plot(logy=True, label = '$e_0$')
df1.e_1.plot(logy=True, label = '$e_1$')
df1.e_2.plot(logy=True, label = '$e_2$')
df1.e_3.plot(logy=True, label = '$e_3$')
df1.e_4.plot(logy=True, label = '$e_4$')
ax = fig.gca()
ax.legend();

Обчислимо для кожного чисельного розв’язку його абсолютну похибку за нормою ∥ · ∥∞

[21]: ne_0 = max(np.abs(df1['e_0']))
ne_1 = max(np.abs(df1['e_1']))
ne_2 = max(np.abs(df1['e_2']))
ne_3 = max(np.abs(df1['e_3']))
ne_4 = max(np.abs(df1['e_4']))
print(f" ne_0={ne_0:1.2e}\n ne_1={ne_1:1.2e}\n ne_2={ne_2:1.2e}\n␣

↪→ne_3={ne_3:1.2e}\n ne_4={ne_4:1.2e}")

ne_0=3.28e+00
ne_1=1.74e+00
ne_2=9.00e-01
ne_3=4.58e-01
ne_4=2.31e-01

Знайдемо тепер значення швидкостi збiжностi чисельних розв’язкiв:

[22]: df2=pd.DataFrame()
df2['r_0'] = df1['e_0'] / df1['e_1']
df2['r_1'] = df1['e_1'] / df1['e_2']
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df2['r_2'] = df1['e_2'] / df1['e_3']
df2['r_3'] = df1['e_3'] / df1['e_4']

df2

[22]: r_0 r_1 r_2 r_3
0 2.110890 2.053274 2.026133 2.012945
1 2.113901 2.054808 2.026907 2.013334
2 2.117906 2.056875 2.027957 2.013863
3 2.123949 2.060006 2.029549 2.014665
4 2.134008 2.065217 2.032199 2.016001
.. ... ... ... ...
95 1.882280 1.937735 1.967946 1.983733
96 1.881026 1.937069 1.967603 1.983558
97 1.880252 1.936665 1.967396 1.983454
98 1.879969 1.936529 1.967329 1.983421
99 1.880178 1.936659 1.967402 1.983459

[100 rows x 4 columns]

Як бачимо, отриманi значення швидкостi наближаються до числа 2, як i передбачають результати
теоретичних дослiджень. Зазначимо, що це повiльна збiжнiсть, тому при обчисленнi розв’язку на
сiтках з бiльшою кiлькiстю вузлiв ( при бiльшому значеннi параметра n_start) наступить такий
момент, коли похибка почне зростати через похибку арифметичних операцiй. Така властивiсть
методу Ейлера обмежує його застосування i оправдовує його використання хiба для отримання
певних уявлень про розв’язок задачi Кошi.

[ ]: plt.close('all')
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6.8.2 Метод Рунге-Кутта

Нехай задача (6.1.1),(6.1.2) має єдиний розв’язок, визначений на вiдрiзку [a, b], де a = x0, i ми
шукаємо u1, . . . , un – наближення значень цього розв’язку в точках x1, . . . , xn, де n ∈ N – деяке
число, а

xi := a+ ih, i = 0, n, h := (b− a)/n.

Чисельним розв’язком задачi (6.1.1),(6.1.2) вважаємо наближення ui, i = 1, n, (u0 беремо з поча-
ткової умови (6.1.2)) за правилом

ui+1 = ui +

r∑
j=1

pr,jki,j(h), (6.8.2)

де r – деяке натуральне число,
ki,1(h) := f(xi, ui) · h,

ki,j(h) := f
(
xi + αjh, ui +

j−1∑
l=1

βj,lki,l(h)
)
· h, j = 2, r,

а коефiцiєнти pr,k, αj , βj,l, k = 1, r, j = 2, r, l = 1, j − 1, знаходять iз вiдповiдної системи рiвнянь.

На практицi часто застосовують метод Рунге-Кутта четвертого порядку, який одержуть при r = 4.
У цьому випадку можна використати такi розрахунковi формули:

ui+1 = ui +
1

6
ki,1(h) +

1

3
ki,2(h) +

1

3
ki,3(h) +

1

6
ki,4(h),

де

ki,1(h) := f(xi, ui) · h, ki,2(h) := f

(
xi +

1

2
h, ui +

1

2
ki,1(h)

)
· h,

ki,3(h) := f(xi +
1

2
h, ui +

1

2
ki,2(h)) · h, ki,4(h) := f(xi + h, ui + ki,3(h)) · h, i = 0, n− 1.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрку з функцiєю RK4_method

• Обчислити чисельний розв’язок конкретної задачi Кошi
1. виконати комiрку, де визначена функцiя f
2. виконати комiрку з викликом функцiї RK4_method, перед виконанням задати

вiдповiднi аргументи цiєї функцiї.
• Щоб переконатися, що чисельний розв’язок достатньо точний, можна виконати

кiлька послiдовних викликiв функцiї RK4_method, збiльшуючи кiлькiсть вузлiв сi-
тки.

Програмна реалiзацiя методiв

Пiдготовка середовища

[1]: %matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
import pandas as pd

RK4_method – функцiя, яка реалiзує явний метод Ейлера для знахо-
дження чисельного розв’язку задачi Кошi
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[2]: def RK4_method(f,u0,a,b,n):
""" метод Рунге-Кутта четвертого порядку
"""
h=(b-a)/n
x=np.linspace(a, b, n+1)

u=np.empty(n+1)
u[0]=u0
for i in range(n):

k1 = f(x[i], u[i])
k2 = f(x[i] + h/2, u[i] + h/2*k1)
k3 = f(x[i] + h/2, u[i] + h/2*k2)
k4 = f(x[i+1], u[i] + h*k3)

u[i+1] =u [i] + h/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)

return u

f – функцiя, яка задає обчислення правої частини конкретного рiв-
няння

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо застосування методу Рунге-Кутта для знаходження чисельного розв’язку задачi
Кошi.

Приклад 1. За допомогою методу Рунге-Кутта 4-го порядку знайти чисельний розв’язок задачi
Кошi (6.1.1),(6.1.2), коли f(x, u) = u2 + 2x− x4, [a, b] = [0, 1], u(0) = 0.

Очевидно, що функцiя u(x) = x2 є точним розв’язком задачi Кошi у цьому випадку.

Визначимо функцiю правої частини рiвняння (6.1.1):

[3]: def f2(x, u):
return u**2+2*x-x**4

Задамо координати вiдрiзка i початковi данi:

[4]: a=0
b=1
u0=0

Знайдемо чисельнi розв’язки задачi на послiдовностi сiток, подвоюючи на кожному кроцi кiлькiсть
вузлiв i зберiгаючи вiдповiднi масиви для подальшого аналiзу:

[5]: n_start = 5

n = n_start
x0=np.linspace(a, b, n+1)
u_0=RK4_method(f2,u0,a,b,n)

n*=2
x1=np.linspace(a, b, n+1)
u_1=RK4_method(f2,u0,a,b,n)

n*=2
x2=np.linspace(a, b, n+1)
u_2=RK4_method(f2,u0,a,b,n)
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n*=2
x3=np.linspace(a, b, n+1)
u_3=RK4_method(f2,u0,a,b,n)

n*=2
x4=np.linspace(a, b, n+1)
u_4=RK4_method(f2,u0,a,b,n)

Порахуємо також значення точного розв’язку задачi на рiвномiрнiй сiтцi:

[6]: x=np.linspace(a, b, 256)
ux=x**2

Побудуємо графiки отриманих чисельних i точного розв’язкiв задачi:

[37]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.plot(x, ux, label='$u(x)$')
plt.plot(x0, u_0, label='$u_0$')
plt.plot(x1, u_1, label='$u_1$')
plt.plot(x2, u_2, label='$u_2$')
plt.plot(x3, u_3, label='$u_3$')
plt.plot(x4, u_4, label='$u_4$')
ax = fig.gca()
ax.legend()
ax.set_xlabel('x');

Зауважимо, що графiчнi побудови за вибраного режиму виконуються з автоматичною лiнiйною iн-
тертерполяцiєю чисельних розв’язкiв, якi насправдi обчисленi лише у вузлах вiдповiдної сiтки. На-
гадаємо, що отриманi зобаження можна масштабувати, використовуючи режим ‘Zoom to rectangle’.

Як бачимо, графiки чисельних розв’язкiв вiзуально близькi до графiка точного розв’язку. Для
детальнiшого аналiзу занесемо в таблицю значення усiх розв’язкiв на спiльнiй множинi вузлiв x_0:

[8]: u = x0**2

df=pd.DataFrame({'x_0':x0[1::],'u_0':u_0[1::],'u_1':u_1[2::2],'u_2':u_2[4::
↪→4],'u_3':u_3[8::8],'u_4':u_4[16::16],'u':u[1::]})
df

[8]: x_0 u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u
0 0.2 0.040013 0.040001 0.040000 0.04 0.04 0.04
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1 0.4 0.160029 0.160002 0.160000 0.16 0.16 0.16
2 0.6 0.360052 0.360003 0.360000 0.36 0.36 0.36
3 0.8 0.640088 0.640006 0.640000 0.64 0.64 0.64
4 1.0 1.000142 1.000009 1.000001 1.00 1.00 1.00

На множинi вузлiв x_0 маємо такi значення абсолютних похибок отриманих чисельних розв’язкiв:

[9]: df1=pd.DataFrame()
df1['e_0']=np.abs(df['u']-df['u_0'])
df1['e_1']=np.abs(df['u']-df['u_1'])
df1['e_2']=np.abs(df['u']-df['u_2'])
df1['e_3']=np.abs(df['u']-df['u_3'])
df1['e_4']=np.abs(df['u']-df['u_4'])
df1

[9]: e_0 e_1 e_2 e_3 e_4
0 0.000013 8.427528e-07 5.269722e-08 3.294049e-09 2.058864e-10
1 0.000029 1.821414e-06 1.139999e-07 7.128789e-09 4.456444e-10
2 0.000052 3.265084e-06 2.049552e-07 1.283629e-08 8.030726e-10
3 0.000088 5.623451e-06 3.554703e-07 2.234675e-08 1.400790e-09
4 0.000142 9.237892e-06 5.906353e-07 3.735716e-08 2.349089e-09

Побудуємо графiки абсолютних похибок у логарифмiчнiй шкалi:

[40]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
df1.e_0.plot(logy=True, label = '$e_0$')
df1.e_1.plot(logy=True, label = '$e_1$')
df1.e_2.plot(logy=True, label = '$e_2$')
df1.e_3.plot(logy=True, label = '$e_3$')
df1.e_4.plot(logy=True, label = '$e_4$')
ax = fig.gca()
ax.legend();

Як бачимо, при згущеннi сiтки похибки чисельних розв’язкiв на кожному кроцi зменшуються.
Зазначимо, що на фiксованiй сiтцi вони дещо вiдрiзняються мiж собою, поволi зростаючи у вузлах
поблизу правого кiнця вiдрiзку.

Обчислимо для кожного чисельного розв’язку його абсолютну похибку за нормою ∥ · ∥∞

[11]: ne_0 = max(np.abs(df1['e_0']))
ne_1 = max(np.abs(df1['e_1']))
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ne_2 = max(np.abs(df1['e_2']))
ne_3 = max(np.abs(df1['e_3']))
ne_4 = max(np.abs(df1['e_4']))
print(f" ne_0={ne_0:1.2e}\n ne_1={ne_1:1.2e}\n ne_2={ne_2:1.2e}\n␣

↪→ne_3={ne_3:1.2e}\n ne_4={ne_4:1.2e}")

ne_0=1.42e-04
ne_1=9.24e-06
ne_2=5.91e-07
ne_3=3.74e-08
ne_4=2.35e-09

Оцiнимо швидкiсть збiжностi чисельних розв’язкiв до точного, а саме у скiльки разiв зменшува-
тметься абсолютна похибка при подвоєннi кiлькостi вузлiв сiтки:

[12]: df2=pd.DataFrame()
df2['r_0'] = df1['e_0'] / df1['e_1']
df2['r_1'] = df1['e_1'] / df1['e_2']
df2['r_2'] = df1['e_2'] / df1['e_3']
df2['r_3'] = df1['e_3'] / df1['e_4']

df2

[12]: r_0 r_1 r_2 r_3
0 15.979276 15.992358 15.997706 15.999346
1 15.940022 15.977328 15.991484 15.996585
2 15.859714 15.930726 15.966850 15.983975
3 15.671779 15.819746 15.907025 15.952964
4 15.361403 15.640602 15.810499 15.902829

Як бачимо, швидкiсть наближається до числа 16, що узгоджується з теоретичними оцiнками по-
хибок методiв Рунге-Кутта.

[13]: plt.close('all')

Приклад 2. f(x, u) = −u cosx+ e−sinx, [a, b] = [0, 10], u(0) = 1.

Вiдомо [(1.69 Самойленко)] , що функцiя u(x) = (x + 1)e−sinx є точним розв’язком задачi Кошi у
цьому випадку.

Задамо функцiю правої частини диференцiального рiвняння i решту даних задачi Кошi:

[14]: def f3(x, u):
return -u*np.cos(x) + np.exp(-np.sin(x))

[15]: a=0
b=10
u0=1

Далi повторимо усi кроки, якими отримали i дослiджували чисельнi розв’язки попередньої задачi:

[46]: n_start = 5

n = n_start
x0=np.linspace(a, b, n+1)
u_0=RK4_method(f3,u0,a,b,n)

n*=2
x1=np.linspace(a, b, n+1)
u_1=RK4_method(f3,u0,a,b,n)
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n*=2
x2=np.linspace(a, b, n+1)
u_2=RK4_method(f3,u0,a,b,n)

n*=2
x3=np.linspace(a, b, n+1)
u_3=RK4_method(f3,u0,a,b,n)

n*=2
x4=np.linspace(a, b, n+1)
u_4=RK4_method(f3,u0,a,b,n)

x=np.linspace(a, b, 256)
ux=(x+1)*np.exp(-np.sin(x))

fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.plot(x, ux, label='$u(x)$')
plt.plot(x0, u_0, label='$u_0$')
plt.plot(x1, u_1, label='$u_1$')
plt.plot(x2, u_2, label='$u_2$')
plt.plot(x3, u_3, label='$u_3$')
plt.plot(x4, u_4, label='$u_4$')
ax = fig.gca()
ax.legend()
ax.set_xlabel('x')

u=(x0+1)*np.exp(-np.sin(x0))

df=pd.DataFrame({'x_0':x0[1::],'u_0':u_0[1::],'u_1':u_1[2::2],'u_2':u_2[4::
↪→4],'u_3':u_3[8::8],'u_4':u_4[16::16],'u':u[1::]})
df

[16]: x_0 u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u
0 2.0 1.152763 1.204188 1.208120 1.208405 1.208420 1.208421
1 4.0 9.693075 10.556816 10.649402 10.656734 10.657217 10.657250
2 6.0 8.174354 9.133145 9.250316 9.256140 9.256475 9.256497
3 8.0 2.143113 3.311437 3.344964 3.346271 3.346333 3.346337
4 10.0 12.526120 18.664765 18.936153 18.951184 18.952073 18.952131
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Оскiльки розглядаємо задачу на довшому вiдрiзку i, як видно з графiку, поведiнка її розв’язку є
складнiшою, то похибка отриманих чисельних розв’язкiв є бiльшою у цьому випадку:

[17]: df1=pd.DataFrame()
df1['e_0']=np.abs(df['u']-df['u_0'])
df1['e_1']=np.abs(df['u']-df['u_1'])
df1['e_2']=np.abs(df['u']-df['u_2'])
df1['e_3']=np.abs(df['u']-df['u_3'])
df1['e_4']=np.abs(df['u']-df['u_4'])
df1

[17]: e_0 e_1 e_2 e_3 e_4
0 0.055658 0.004234 0.000302 0.000017 9.525676e-07
1 0.964175 0.100434 0.007848 0.000516 3.266958e-05
2 1.082142 0.123352 0.006180 0.000357 2.144942e-05
3 1.203224 0.034900 0.001373 0.000066 3.593800e-06
4 6.426011 0.287366 0.015978 0.000947 5.766687e-05

[48]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
df1.e_0.plot(logy=True, label='$e_0$')
df1.e_1.plot(logy=True, label='$e_1$')
df1.e_2.plot(logy=True, label='$e_2$')
df1.e_3.plot(logy=True, label='$e_3$')
df1.e_4.plot(logy=True, label='$e_4$')
ax = fig.gca()
ax.legend();

Обчислимо для кожного чисельного розв’язку його абсолютну похибку за нормою ∥ · ∥∞

[20]: ne_0 = max(np.abs(df1['e_0']))
ne_1 = max(np.abs(df1['e_1']))
ne_2 = max(np.abs(df1['e_2']))
ne_3 = max(np.abs(df1['e_3']))
ne_4 = max(np.abs(df1['e_4']))
print(f" ne_0={ne_0:1.2e}\n ne_1={ne_1:1.2e}\n ne_2={ne_2:1.2e}\n␣

↪→ne_3={ne_3:1.2e}\n ne_4={ne_4:1.2e}")

ne_0=6.43e+00
ne_1=2.87e-01
ne_2=1.60e-02
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ne_3=9.47e-04
ne_4=5.77e-05

Знайдемо тепер значення швидкостi збiжностi чисельних розв’язкiв:

[21]: df2=pd.DataFrame()
df2['r_0'] = df1['e_0'] / df1['e_1']
df2['r_1'] = df1['e_1'] / df1['e_2']
df2['r_2'] = df1['e_2'] / df1['e_3']
df2['r_3'] = df1['e_3'] / df1['e_4']

df2

[21]: r_0 r_1 r_2 r_3
0 13.146823 14.034844 18.138471 17.458484
1 9.600087 12.797077 15.218977 15.784874
2 8.772826 19.958474 17.323763 16.632586
3 34.476730 25.416805 20.917407 18.265754
4 22.361753 17.985473 16.873061 16.420769

Як бачимо, отриманi значення наближуються до 16, як i передбачають результати теоретичних
дослiджень. Якщо повторити усi кроки з обчислення розв’язку, але на сiтках з бiльшою кiлькi-
стю вузлiв (при бiльшому значеннi параметра n_start), то можна пересвiдчитися у подальшому
зменшеннi похибок чисельних розв’язкiв.

[ ]: plt.close('all')
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6.8.3 Метод Ейлера i Рунге-Кутта
Чисельний розв’язок задачi Кошi знаходять методом Ейлера за рекурентними формулами{

ui+1 = ui + h f(xi, ui, vi),

vi+1 = vi + h g(xi, ui, vi), i = 0, n− 1.
(6.8.3)

Значення u0 i v0 беруть з початкових умов.

Чисельний розв’язок задачi Кошi знаходять методом Рунге-Кутта за рекурентними формулами{
ui+1 = ui +

1
6ki,1(h) +

1
3ki,2(h) +

1
3ki,3(h) +

1
6ki,4(h),

vi+1 = vi +
1
6mi,1(h) +

1
3mi,2(h) +

1
3mi,3(h) +

1
6mi,4(h), i = 0, n− 1,

(6.8.4)

де
ki,1(h) := f(xi, ui, vi) · h, mi,1(h) := g(xi, ui, vi) · h,

ki,2(h) := f

(
xi +

1

2
h, ui +

1

2
ki,1(h), vi +

1

2
mi,1(h)

)
· h,

mi,2(h) := g

(
xi +

1

2
h, ui +

1

2
ki,1(h), vi +

1

2
mi,1(h)

)
· h,

ki,3(h) := f(xi +
1

2
h, ui +

1

2
ki,2(h), vi +

1

2
mi,2(h)) · h,

mi,3(h) := g(xi +
1

2
h, ui +

1

2
ki,2(h), vi +

1

2
mi,2(h)) · h,

ki,4(h) := f(xi + h, ui + ki,3(h), vi +mi,3(h)) · h,

mi,4(h) := g(xi + h, ui + ki,3(h), vi +mi,3(h)) · h.

Значення u0 i v0 беруть з початкових умов.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати середовище i потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрку з функцiєю Euler_NS чи RK4_NS

• Обчислити чисельний розв’язок конкретної задачi Кошi
1. виконати комiрку, де визначенi функцiї f i g
2. виконати комiрку з викликом функцiї Euler_NS чи RK4__NS, перед виконанням

задати вiдповiднi аргументи цiєї функцiї.
• Щоб переконатися, що чисельний розв’язок достатньо точний, можна виконати

кiлька послiдовних викликiв функцiї Euler_NS чи RK4__NS, збiльшуючи кiлькiсть
вузлiв сiтки.

Програмна реалiзацiя методiв

Пiдготовка середовища

[1]: %matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
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import pandas as pd

Euler_NS – функцiя, яка реалiзує явний метод Ейлера для знаходже-
ння чисельного розв’язку задачi Кошi для системи двох ЗДР 1-го
порядку

[2]: def Euler_NS(f,g,u0,v0,a,b,n, alpha, beta, gamma, delta):
""" явний метод Ейлера для задачi Кошi

для системи двох ЗДР 1-го порядку
"""
h=(b-a)/n
x=np.linspace(a, b, n+1)

u=np.empty(n+1)
v=np.empty(n+1)
u[0]=u0
v[0]=v0

for i in range(n):
u[i+1]=u[i] + h*f(u[i], v[i], alpha, beta)
v[i+1]=v[i] + h*g(u[i], v[i], gamma, delta)

return u, v

RK4_NS – функцiя, яка реалiзує метод Рунге-Кутта для знаходження
чисельного розв’язку задачi Кошi для системи двох ЗДР 1-го поряд-
ку

[3]: def RK4_NS(f,g,u0,v0,a,b,n, alpha, beta, gamma, delta):
""" метод Рунге-Кутта четвертого порядку

для задачi Кошi для системи двох ЗДР 1-го порядку
"""
h=(b-a)/n
x=np.linspace(a, b, n+1)

u=np.empty(n+1)
v=np.empty(n+1)
u[0]=u0
v[0]=v0

for i in range(n):
k1 = f(u[i], v[i], alpha, beta)
m1 = g(u[i], v[i], gamma, delta)
k2 = f(u[i] + h/2*k1, v[i] + h/2*m1, alpha, beta)
m2 = g(u[i] + h/2*k1, v[i] + h/2*m1, gamma, delta)
k3 = f(u[i] + h/2*k2, v[i] + h/2*m2, alpha, beta)
m3 = g(u[i] + h/2*k2, v[i] + h/2*m2, gamma, delta)
k4 = f(u[i] + h*k3, v[i] + h*m3, alpha, beta)
m4 = g(u[i] + h*k3, v[i] + h*m3, gamma, delta)

u[i+1]=u[i] + h/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)
v[i+1]=v[i] + h/6*(m1 + 2*m2 + 2*m3 + m4)

return u, v

f, g – функцiї, якi задають обчислення правих частин рiвнянь кон-
кретної системи
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Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо застосування методiв Ейлера та Рунге-Кутта для знаходження чисельного
розв’язку задачi Кошi для системи двох ЗДР 1-го порядку.

Приклад 1. За допомогою методiв Ейлера та Рунге-Кутта знайти чисельнi розв’язки задачi Кошi
(6.1.1),(6.1.2), коли

f(x, u, v) = αu+ βuv, g(x, u, v) = γv + δuv, x ∈ [a, b],

u(0) = u0, v(0) = v0, α, β, γ, δ, u0, v0– заданi числа.

Система рiвнянь (6.1.1) вiдома пiд назвою рiвнянь Лотки-Волmтерра i описує динамiку популяцiї
двох видiв – жертви i хижака, детальнiше див., наприклад, роздiл 2.1 [Ортега].

Визначимо функцiї правих частин рiвняннь (6.1.1):

[4]: def f(u, v, alpha, beta ):
return alpha*u + beta*u*v

[5]: def g(u, v, gamma, delta ):
return gamma*v + delta*u*v

Задамо значення параметрiв задачi i початковi данi:

[6]: a=0
b=12
u0=80
v0=30
alpha = 0.25
beta = - 0.01
gamma = -1
delta = 0.01

1) Застосування методу Ейлера

Знайдемо методом Ейлера чисельнi розв’язки задачi на послiдовностi сiток, подвоюючи на кожному
кроцi кiлькiсть вузлiв i зберiгаючи вiдповiднi масиви для подальшого аналiзу:

[7]: n_start = 64

n = n_start
x0=np.linspace(a, b, n+1)
u_0, v_0 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x1=np.linspace(a, b, n+1)
u_1, v_1 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x2=np.linspace(a, b, n+1)
u_2, v_2 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x3=np.linspace(a, b, n+1)
u_3, v_3 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x4=np.linspace(a, b, n+1)
u_4, v_4 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)
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n *= 2
x5=np.linspace(a, b, n+1)
u_5, v_5 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

Побудуємо графiки отриманих чисельних розв’язкiв задачi:

[48]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.scatter(u0,v0, marker='o', label='start')
plt.plot( u_0,v_0, label='$uv_0$')
plt.plot( u_1,v_1, label='$uv_1$')
plt.plot( u_2,v_2, label='$uv_2$')
plt.plot( u_3,v_3, label='$uv_3$')
plt.plot( u_4,v_4, label='$uv_4$')
plt.plot( u_5,v_5, label='$uv_5$')
ax = fig.gca()
ax.legend()
ax.set_xlabel('x');

Як бачимо, усi графiки починаються в точцi start(u0, v0). При збiльшеннi значення параметра b
вони матимуть вигляд елiпсоподiбних спiралей:

[49]: b=16

n_start = 64

n = n_start
x0=np.linspace(a, b, n+1)
u_0, v_0 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x1=np.linspace(a, b, n+1)
u_1, v_1 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x2=np.linspace(a, b, n+1)
u_2, v_2 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x3=np.linspace(a, b, n+1)
u_3, v_3 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)
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n *= 2
x4=np.linspace(a, b, n+1)
u_4, v_4 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x5=np.linspace(a, b, n+1)
u_5, v_5 = Euler_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.scatter(u0,v0, marker='o', label='start')
plt.plot( u_0,v_0, label='$uv_0$')
plt.plot( u_1,v_1, label='$uv_1$')
plt.plot( u_2,v_2, label='$uv_2$')
plt.plot( u_3,v_3, label='$uv_3$')
plt.plot( u_4,v_4, label='$uv_4$')
plt.plot( u_5,v_5, label='$uv_5$')
ax = fig.gca()
ax.legend()
ax.set_xlabel('x');

Зауважимо, що при збiльшеннi вузлiв сiтки графiки чисельних розв’язкiв наближаються до за-
мкнутої елiпсоподiбної фiгури, яка характеризує популяцiї взаємопов’язаних видiв при заданих
значеннях параметрiв моделi.

Побудуємо графiки чисельних розв’язкiв як функцiй змiнної x:

[50]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.plot(x0, u_0, label='$u_0$')
plt.plot(x1, u_1, label='$u_1$')
plt.plot(x2, u_2, label='$u_2$')
plt.plot(x3, u_3, label='$u_3$')
plt.plot(x4, u_4, label='$u_4$')
plt.plot(x5, u_5, label='$u_5$')
ax = fig.gca()
ax.legend()
ax.set_xlabel('x');
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[51]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.plot(x0, v_0, label='$v_0$')
plt.plot(x1, v_1, label='$v_1$')
plt.plot(x2, v_2, label='$v_2$')
plt.plot(x3, v_3, label='$v_3$')
plt.plot(x4, v_4, label='$v_4$')
plt.plot(x5, v_5, label='$v_5$')
ax = fig.gca()
ax.legend()
ax.set_xlabel('x');

Спiвставляючи ориманi графiки бачимо, що зростання популяцiї жертв (функцiя u) приводить з
часом до зростання кiлькостi хижакiв (функцiя v), якi за деякий час знову зменшать популяцiю
жертв, що в свою чергу негативно вплине на кiлькiсть хижакiв.

Для подальшого аналiзу занесемо в таблицi значення усiх розв’язкiв на спiльнiй множинi вузлiв
x_0. Далi при виведеннi таблиць будемо виводити лише 5 перших рядкiв (щоб отримати усi рядки
таблицi треба забрати виклик методу head(5)):

[12]: dfue=pd.DataFrame({'x_0':x0[1::],'u_0':u_0[1::],'u_1':u_1[2::2],'u_2':
↪→u_2[4::4],'u_3':u_3[8::8],'u_4':u_4[16::16],'u_5':u_5[32::32]})
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dfue.head(5)

[12]: x_0 u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u_5
0 0.25 79.000000 79.077656 79.116139 79.135249 79.144765 79.149513
1 0.50 78.308750 78.460503 78.535028 78.571880 78.590195 78.599324
2 0.75 77.916472 78.136485 78.243684 78.296499 78.322702 78.335751
3 1.00 77.811404 78.092334 78.228254 78.294999 78.328060 78.344511
4 1.25 77.980763 78.314338 78.474686 78.553184 78.592008 78.611313

[13]: dfve=pd.DataFrame({'x_0':x0[1::],'v_0':v_0[1::],'v_1':v_1[2::2],'v_2':
↪→v_2[4::4],'v_3':v_3[8::8],'v_4':v_4[16::16],'v_5':v_5[32::32]})
dfve.head(5)

[13]: x_0 v_0 v_1 v_2 v_3 v_4 v_5
0 0.25 28.500000 28.500469 28.502218 28.503450 28.504152 28.504524
1 0.50 27.003750 27.017216 27.026498 27.031729 27.034485 27.035898
2 0.75 25.539387 25.575457 25.596594 25.607866 25.613670 25.616613
3 1.00 24.129388 24.194888 24.230869 24.249579 24.259104 24.263907
4 1.25 22.790895 22.890210 22.942890 22.969886 22.983536 22.990398

2) Застосування методу Рунге-Кутта

Розглянемо чисельне розв’язування тiєї самої задачi Кошi, але тепер застосуємо метод Рунге-Кутта.
Пiсля задання тих самих значень параметрiв задачi i початкових даних знайдемо чисельнi розв’язки
задачi на послiдовностi сiток, подвоюючи на кожному кроцi кiлькiсть вузлiв:

[14]: a=0
b=16
u0=80
v0=30
alpha = 0.25
beta = - 0.01
gamma = -1
delta = 0.01

n_start = 16

n = n_start
xr0=np.linspace(a, b, n+1)
ur_0, vr_0 = RK4_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x1=np.linspace(a, b, n+1)
ur_1, vr_1 = RK4_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x2=np.linspace(a, b, n+1)
ur_2, vr_2 = RK4_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x3=np.linspace(a, b, n+1)
ur_3, vr_3 = RK4_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
x4=np.linspace(a, b, n+1)
ur_4, vr_4 = RK4_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

n *= 2
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x5=np.linspace(a, b, n+1)
ur_5, vr_5 = RK4_NS(f, g, u0,v0, a,b,n, alpha, beta, gamma, delta)

Побудуємо графiки отриманих розв’язкiв:

[55]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.scatter(u0,v0, marker='o', label='start')
plt.plot( ur_0,vr_0, label='$uvr_0$')
plt.plot( ur_1,vr_1, label='$uvr_1$')
plt.plot( ur_2,vr_2, label='$uvr_2$')
plt.plot( ur_3,vr_3, label='$uvr_3$')
plt.plot( ur_4,vr_4, label='$uvr_4$')
plt.plot( ur_5,vr_5, label='$uvr_5$')
ax = fig.gca()
ax.legend()
ax.set_xlabel('x');

Зауважимо, що як i слiд було очiкувати, метод Рунге-Кутта демонструє швидшу збiжнiсть, нiж
метод Ейлера. Тому графiки отриманих розв’язкiв починають вiзуально спiвпадати уже на сiтках
з невеликою кiлькiстю вузлiв. Для того, щоб їх розрiзнити, можна використати режим масштабу-
вання.

Для подальшого аналiзу занесемо в таблицi значення усiх розв’язкiв на спiльнiй множинi вузлiв
x_0:

[16]: dfur=pd.DataFrame({'x_0':xr0[1::],'ur_0':ur_0[1::],'ur_1':ur_1[2::
↪→2],'ur_2':ur_2[4::4],'ur_3':ur_3[8::8],'ur_4':ur_4[16::16],'ur_5':
↪→ur_5[32::32]})
dfur.head(5)

[16]: x_0 ur_0 ur_1 ur_2 ur_3 ur_4 ␣
↪→ur_5
0 1.0 78.357869 78.360676 78.360894 78.360909 78.360910 78.

↪→360910
1 2.0 80.840126 80.847055 80.847536 80.847567 80.847569 80.

↪→847569
2 3.0 86.611094 86.621690 86.622387 86.622431 86.622434 86.

↪→622434
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3 4.0 94.902810 94.916288 94.917139 94.917192 94.917195 94.
↪→917196
4 5.0 104.794859 104.810173 104.811099 104.811156 104.811159 104.

↪→811159

[17]: dfvr=pd.DataFrame({'x_0':xr0[1::],'vr_0':vr_0[1::],'vr_1':vr_1[2::
↪→2],'vr_2':vr_2[4::4],'vr_3':vr_3[8::8],'vr_4':vr_4[16::16],'vr_5':
↪→vr_5[32::32]})
dfvr.head(5)

[17]: x_0 vr_0 vr_1 vr_2 vr_3 vr_4 vr_5
0 1.0 24.269596 24.268784 24.268739 24.268737 24.268737 24.268737
1 2.0 19.731535 19.730446 19.730403 19.730401 19.730401 19.730401
2 3.0 16.728963 16.728113 16.728100 16.728100 16.728100 16.728100
3 4.0 15.226495 15.226261 15.226296 15.226300 15.226300 15.226300
4 5.0 15.191791 15.192664 15.192778 15.192787 15.192787 15.192787

Як бачимо, в останнiй та передостаннiй колонках обох таблиць вiдповiднi значення можуть вiд-
рiзнятися лише останньою цифрою. Оскiльки точний розв’язок задачi Кошi невiдомий, то далi
обчислюватимемо значення абсолютних похибок чисельних розв’язкiв та швидкостi збiжностi до
ur_5 i vr_5 вiдповiдно на спiльнiй множинi вузлiв x_0:

[18]: dfur1=pd.DataFrame()
dfur1['eur_0']=np.abs(dfur['ur_5']-dfur['ur_0'])
dfur1['eur_1']=np.abs(dfur['ur_5']-dfur['ur_1'])
dfur1['eur_2']=np.abs(dfur['ur_5']-dfur['ur_2'])
dfur1['eur_3']=np.abs(dfur['ur_5']-dfur['ur_3'])

dfur1.head(5)

[18]: eur_0 eur_1 eur_2 eur_3
0 0.003041 0.000234 0.000016 0.000001
1 0.007444 0.000514 0.000033 0.000002
2 0.011340 0.000744 0.000047 0.000003
3 0.014386 0.000907 0.000056 0.000004
4 0.016301 0.000986 0.000060 0.000004

[19]: dfvr1=pd.DataFrame()
dfvr1['evr_0']=np.abs(dfvr['vr_5']-dfvr['vr_0'])
dfvr1['evr_1']=np.abs(dfvr['vr_5']-dfvr['vr_1'])
dfvr1['evr_2']=np.abs(dfvr['vr_5']-dfvr['vr_2'])
dfvr1['evr_3']=np.abs(dfvr['vr_5']-dfvr['vr_3'])

dfvr1.head(5)

[19]: evr_0 evr_1 evr_2 evr_3
0 0.000860 0.000047 2.589884e-06 1.479729e-07
1 0.001134 0.000045 1.889312e-06 8.750560e-08
2 0.000863 0.000013 4.721431e-07 7.016251e-08
3 0.000195 0.000039 3.984675e-06 2.955270e-07
4 0.000996 0.000123 9.508043e-06 6.462838e-07

Побудуємо графiки абсолютних похибок у логарифмiчнiй шкалi:

[60]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))

dfur1.eur_0.plot(logy=True, label='$eur_0$')
dfur1.eur_1.plot(logy=True, label='$eur_1$')
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dfur1.eur_2.plot(logy=True, label='$eur_2$')
dfur1.eur_3.plot(logy=True, label='$eur_3$')

dfvr1.evr_0.plot(logy=True, label='$evr_0$')
dfvr1.evr_1.plot(logy=True, label='$evr_1$')
dfvr1.evr_2.plot(logy=True, label='$evr_2$')
dfvr1.evr_3.plot(logy=True, label='$evr_3$')

ax = fig.gca()
ax.legend();

Обчислимо для кожного чисельного розв’язку його абсолютну похибку за нормою ∥ · ∥∞

[21]: neur_0 = max(np.abs(dfur1['eur_0']))
neur_1 = max(np.abs(dfur1['eur_1']))
neur_2 = max(np.abs(dfur1['eur_2']))
neur_3 = max(np.abs(dfur1['eur_3']))

nevr_0 = max(np.abs(dfvr1['evr_0']))
nevr_1 = max(np.abs(dfvr1['evr_1']))
nevr_2 = max(np.abs(dfvr1['evr_2']))
nevr_3 = max(np.abs(dfvr1['evr_3']))

print(f" neur_0={neur_0:1.2e}, nevr_0={nevr_0:1.2e}")
print(f" neur_1={neur_1:1.2e}, nevr_1={nevr_1:1.2e}")
print(f" neur_2={neur_2:1.2e}, nevr_2={nevr_2:1.2e}")
print(f" neur_3={neur_3:1.2e}, nevr_3={nevr_3:1.2e}")

neur_0=6.43e-02, nevr_0=3.27e-02
neur_1=4.17e-03, nevr_1=2.20e-03
neur_2=2.62e-04, nevr_2=1.42e-04
neur_3=1.62e-05, nevr_3=8.94e-06

Оцiнимо швидкiсть збiжностi чисельних розв’язкiв до значень ur_5 i vr_5, а саме у скiльки разiв
зменшуватметься абсолютна похибка при подвоєннi кiлькостi вузлiв сiтки:

[22]: dfur2=pd.DataFrame()
dfur2['rur_0'] = dfur1['eur_0'] / dfur1['eur_1']
dfur2['rur_1'] = dfur1['eur_1'] / dfur1['eur_2']
dfur2['rur_2'] = dfur1['eur_2'] / dfur1['eur_3']
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dfur2

[22]: rur_0 rur_1 rur_2
0 13.017090 14.682301 15.450107
1 14.470429 15.370804 15.780677
2 15.240025 15.754353 15.969734
3 15.856276 16.071234 16.129092
4 16.524370 16.433398 16.317183
5 17.516002 17.024969 16.641528
6 19.799359 18.640998 17.615547
7 37.760466 70.247195 20.826680
8 6.241677 12.232101 14.383725
9 12.586289 14.670839 15.472717
10 15.416978 15.957177 16.093198
11 17.917106 17.277577 16.781742
12 22.982935 20.824289 18.969776
13 42.054732 5.721357 12.196141
14 9.335953 13.402174 14.902320
15 12.823169 14.745786 15.504031

[23]: dfvr2=pd.DataFrame()
dfvr2['rvr_0'] = dfvr1['evr_0'] / dfvr1['evr_1']
dfvr2['rvr_1'] = dfvr1['evr_1'] / dfvr1['evr_2']
dfvr2['rvr_2'] = dfvr1['evr_2'] / dfvr1['evr_3']

dfvr2

[23]: rvr_0 rvr_1 rvr_2
0 18.212808 18.222573 17.502414
1 25.164813 23.848759 21.590755
2 64.385699 28.391763 6.729280
3 5.019630 9.732501 13.483285
4 8.088470 12.953927 14.711869
5 11.634806 14.178397 15.227392
6 13.191806 14.783989 15.494060
7 14.270031 15.284982 15.736454
8 15.763894 16.081268 16.148067
9 19.056782 18.087787 17.265084
10 19.698983 7.465637 12.671119
11 11.874208 14.346201 15.317090
12 14.511231 15.522094 15.879978
13 16.193285 16.354420 16.298228
14 17.955295 17.317782 16.807865
15 20.802629 19.142593 17.866246

Як бачимо, отриманi значення швидкостi збiжностi близькi до числа 16, характерного для методу
Рунге-Кутта 4-го порядку.

3)Порiвняння результатiв, отриманих методами Ейлера i Рунге-
Кутта

Вважаючи чисельнi розв’язки, отриманi методом Рунге-Кутта, достатньо точними, їх можна вико-
ристати для оцiнки результатiв, якi дає метод Ейлера.

Для зручностi обчислень, додамо до таблиць результатiв методу Ейлера вiдповiднi значення
розв’язкiв ur_5 i vr_5:

[24]: dfue['ur_5']=ur_5[8::8]
dfue.head(5)
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[24]: x_0 u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u_5 ␣
↪→\
0 0.25 79.000000 79.077656 79.116139 79.135249 79.144765 79.149513
1 0.50 78.308750 78.460503 78.535028 78.571880 78.590195 78.599324
2 0.75 77.916472 78.136485 78.243684 78.296499 78.322702 78.335751
3 1.00 77.811404 78.092334 78.228254 78.294999 78.328060 78.344511
4 1.25 77.980763 78.314338 78.474686 78.553184 78.592008 78.611313

ur_5
0 79.154254
1 78.608434
2 78.348765
3 78.360910
4 78.630546

[25]: dfve['vr_5']=vr_5[8::8]
dfve.head(5)

[25]: x_0 v_0 v_1 v_2 v_3 v_4 v_5 ␣
↪→\
0 0.25 28.500000 28.500469 28.502218 28.503450 28.504152 28.504524
1 0.50 27.003750 27.017216 27.026498 27.031729 27.034485 27.035898
2 0.75 25.539387 25.575457 25.596594 25.607866 25.613670 25.616613
3 1.00 24.129388 24.194888 24.230869 24.249579 24.259104 24.263907
4 1.25 22.790895 22.890210 22.942890 22.969886 22.983536 22.990398

vr_5
0 28.504910
1 27.037333
2 25.619582
3 24.268737
4 22.997284

Далi виконаємо обчислення вiдхилень колонок модифiкованих таблиць вiд ur_5 i vr_5 вiдповiдно:

[26]: dfue1=pd.DataFrame()
dfue1['eue_0']=np.abs(dfue['ur_5']-dfue['u_0'])
dfue1['eue_1']=np.abs(dfue['ur_5']-dfue['u_1'])
dfue1['eue_2']=np.abs(dfue['ur_5']-dfue['u_2'])
dfue1['eue_3']=np.abs(dfue['ur_5']-dfue['u_3'])
dfue1['eue_4']=np.abs(dfue['ur_5']-dfue['u_4'])
dfue1['eue_5']=np.abs(dfue['ur_5']-dfue['u_5'])

dfue1.head(5)

[26]: eue_0 eue_1 eue_2 eue_3 eue_4 eue_5
0 0.154254 0.076598 0.038115 0.019006 0.009489 0.004741
1 0.299684 0.147931 0.073406 0.036554 0.018239 0.009110
2 0.432292 0.212279 0.105081 0.052266 0.026063 0.013014
3 0.549506 0.268576 0.132656 0.065911 0.032850 0.016398
4 0.649783 0.316208 0.155860 0.077362 0.038538 0.019233

[27]: dfve1=pd.DataFrame()
dfve1['eve_0']=np.abs(dfve['vr_5']-dfve['v_0'])
dfve1['eve_1']=np.abs(dfve['vr_5']-dfve['v_1'])
dfve1['eve_2']=np.abs(dfve['vr_5']-dfve['v_2'])
dfve1['eve_3']=np.abs(dfve['vr_5']-dfve['v_3'])
dfve1['eve_4']=np.abs(dfve['vr_5']-dfve['v_4'])



250РОЗДIЛ 6. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ТА ЇХ СИСТЕМ

dfve1['eve_5']=np.abs(dfve['vr_5']-dfve['v_5'])

dfve1.head(5)

[27]: eve_0 eve_1 eve_2 eve_3 eve_4 eve_5
0 0.004910 0.004441 0.002692 0.001460 0.000758 0.000386
1 0.033583 0.020117 0.010835 0.005605 0.002848 0.001436
2 0.080195 0.044125 0.022989 0.011716 0.005912 0.002969
3 0.139349 0.073848 0.037868 0.019157 0.009633 0.004830
4 0.206389 0.107073 0.054394 0.027398 0.013747 0.006886

Можемо оцiнити отриманi вiдхилення за нормою ∥ · ∥∞:

[28]: neue_0 = max(np.abs(dfue1['eue_0']))
neue_1 = max(np.abs(dfue1['eue_1']))
neue_2 = max(np.abs(dfue1['eue_2']))
neue_3 = max(np.abs(dfue1['eue_3']))
neue_4 = max(np.abs(dfue1['eue_4']))
neue_5 = max(np.abs(dfue1['eue_5']))

neve_0 = max(np.abs(dfve1['eve_0']))
neve_1 = max(np.abs(dfve1['eve_1']))
neve_2 = max(np.abs(dfve1['eve_2']))
neve_3 = max(np.abs(dfve1['eve_3']))
neve_4 = max(np.abs(dfve1['eve_4']))
neve_5 = max(np.abs(dfve1['eve_5']))

print(f" neue_0={neue_0:1.2e}, neve_0={neve_0:1.2e}")
print(f" neue_1={neue_1:1.2e}, neve_1={neve_1:1.2e}")
print(f" neue_2={neue_2:1.2e}, neve_2={neve_2:1.2e}")
print(f" neue_3={neue_3:1.2e}, neve_3={neve_3:1.2e}")
print(f" neue_4={neue_4:1.2e}, neve_4={neve_4:1.2e}")
print(f" neue_5={neue_5:1.2e}, neve_5={neve_5:1.2e}")

neue_0=1.01e+01, neve_0=6.39e+00
neue_1=4.58e+00, neve_1=2.83e+00
neue_2=2.18e+00, neve_2=1.33e+00
neue_3=1.07e+00, neve_3=6.48e-01
neue_4=5.27e-01, neve_4=3.20e-01
neue_5=2.62e-01, neve_5=1.59e-01

Як бачимо, вiдхилення для обох невiдомих функцiй приблизно однаковi.

Оцiнимо швидкiсть збiжностi методу Ейлера:

[29]: dfue2=pd.DataFrame()
dfue2['rue_0'] = dfue1['eue_0'] / dfue1['eue_1']
dfue2['rue_1'] = dfue1['eue_1'] / dfue1['eue_2']
dfue2['rue_2'] = dfue1['eue_2'] / dfue1['eue_3']
dfue2['rue_3'] = dfue1['eue_3'] / dfue1['eue_4']
dfue2['rue_4'] = dfue1['eue_4'] / dfue1['eue_5']

dfue2.head(5)

[29]: rue_0 rue_1 rue_2 rue_3 rue_4
0 2.013814 2.009658 2.005468 2.002887 2.001481
1 2.025842 2.015235 2.008148 2.004200 2.002131
2 2.036432 2.020150 2.010512 2.005359 2.002705
3 2.045998 2.024608 2.012662 2.006415 2.003228
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4 2.054920 2.028797 2.014691 2.007414 2.003723

[30]: dfve2=pd.DataFrame()
dfve2['rve_0'] = dfve1['eve_0'] / dfve1['eve_1']
dfve2['rve_1'] = dfve1['eve_1'] / dfve1['eve_2']
dfve2['rve_2'] = dfve1['eve_2'] / dfve1['eve_3']
dfve2['rve_3'] = dfve1['eve_3'] / dfve1['eve_4']
dfve2['rve_3'] = dfve1['eve_4'] / dfve1['eve_5']

dfve2.head(5)

[30]: rve_0 rve_1 rve_2 rve_3
0 1.105544 1.649991 1.843320 1.963804
1 1.669404 1.856640 1.933195 1.984154
2 1.817445 1.919421 1.962182 1.990988
3 1.886957 1.950179 1.976657 1.994447
4 1.927546 1.968474 1.985341 1.996535

Як i в попередньому випадку, отриманi значення узгоджуються з теоретичними результатами. Як
i очiкувалося, значення швидкостi близькi до числа 2.
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6.8.4 Розв’язування крайових задач для ЗДР методом скiнчених рiзниць
(сiток)

Розглянемо крайову задачу
u′′ + q(x)u = f(x), x ∈ (0, l), (6.8.5)

α0u
′(0) + β0u(0) = γ0, (6.8.6)

α1u
′(l) + β1u(l) = γ1, (6.8.7)

де q, f ∈ C([0, l]), а α0, β0, γ0, α1, β1, γ1 – сталi, причому
|α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0.

Нехай ця задача має i тiльки один розв’язок C2[0, l].

Побудуємо сiтку з N + 1, N ∈ N, точок xi = ih, i = 0, N , де h :=
l

N
.

У методi скiнчених рiзниць чисельним розв’язком крайової задачi (6.8.5)-(6.8.7) є наближення сi-
ткових значень ui, i = 0, N, розв’язку u у вузлах xi, i = 0, N.

Пiсля замiни похiдних першого i другого порядку вiд функцiї u у вузлах сiтки рiзницевими спiв-
вiдношеннями матимемо СЛАР

N∑
i=0

cijui = dj , j = 0, N, (6.8.8)

з квадратною тридiагональною матрицею

C =


−α0 + β0h α0 0 . . . 0 0 0

1 h2q1 − 2 1 . . . 0 0 0
0 1 h2q2 − 2 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 h2qN−1 − 2 1
0 0 0 . . . 0 −α1 α1 + hβ1


i вектором вiльних членiв d, де d0 = hγ0, dN = hγ1, di = h2f(xi), i = 1, N − 1.

Беручи до уваги дiагональну структуру матрицi, розв’язок СЛАР (6.8.8) знаходимо методом про-
гонки. Отриманий вектор i буде шуканим чисельним розв’язком крайової задачi (6.8.5)-(6.8.7).

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, де визначенi функцiї FDA_solver,set_matrix_diagonals_and_vector

i tridiagonal_matrix_algorithm
• Обчислити чисельний розв’язок конкретної крайової задачi :

1. виконати комiрку, де визначенi функцiї q i f, якi задають конкретну крайову
задачу

2. виконати комiрку, в якiй задано усi параметри крайової задачi
3. виконати комiрку з викликом функцiї FDA_solver, перед виконанням задати

вiдповiднi аргументи цiєї функцiї.
• Задання параметра сiтки i обчислення матрицi та вектора вiльних членiв СЛАР :

1. виконати комiрку, в якiй задано параметр N
2. виконати комiрку з викликом функцiї set_matrix_diagonals_and_vector

• Знайти чисельний розв’язок крайової задачi:
1. Виконати комiрку з викликом функцiї tridiagonal_matrix_algorithm
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Програмна реалiзацiя методiв

Пiдготовка середовища

[1]: %matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import pandas as pd

FDA_solver – функцiя, яка отримує вхiднi параметри чисельного ме-
тоду, формує масиви значень розв’язку на межi областi, задає ма-
трицю i вектор вiльних членiв СЛАР, знаходить значення чисель-
ного розв’язку у внутрiшнiх вузлах сiтки i повертає вектор, який
мiстить значення розв’язку у всiх точках сiтки. За замовчуванням (
при plotting=True) будуються графiки чисельного розв’язку задачi.

[2]: def FDA_solver(f,q, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N):
""" Розв'язування крайових задач (6.8.5)- (6.8.7)

методом скiнчених рiзниць
"""
c,a,b,d,x =␣

↪→set_matrix_diagonals_and_vector(f,q,alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0,␣
↪→gamma1,l,N)

u = tridiagonal_matrix_algorithm(a,b,c,d)
return u,x

set_matrix_diagonals_and_vector – функцiя для задання дiагоналей
матрицi C i вектора d

[3]: def set_matrix_diagonals_and_vector(f,q,alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0,␣
↪→gamma1,l,N):

""" функцiя задає 3 дiагоналi матрицi i вектор вiльних членiв СЛАР """

h=l/N
h2=h*h
x=np.linspace(0, l, N+1)

c = np.empty(N+1, dtype=float )
for i in range(1,N):

c[i] = h2*q(x[i])-2
c[0] = -alpha0+h*beta0
c[N] = alpha1+h*beta1

a=np.ones(N+1, dtype=float)
a[0] = 0
a[N] = -alpha1

b=np.ones(N+1, dtype=float)
b[0] = alpha0
b[N] = 0

d = np.empty(N+1, dtype=float )
for i in range(1,N):

d[i] = h2*f(x[i])
d[0]=h*gamma0
d[N]=h*gamma1
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return c,a,b,d,x

tridiagonal_matrix_algorithm – функцiя, яка реалiзує метод прогонки
для розв’язування СЛАР

[4]: def tridiagonal_matrix_algorithm(a,b,c,g):
""" метод прогонки для розв'язування СЛАР

з 3-дiагональною матрицею
вектор с-головна дiагональ
вектори a i b - нижня i верхня дiагоналi, паралельнi головнiй
вектор g - вiльнi члени

"""
n1=c.size

alpha = np.empty(n1, dtype=float )
beta = np.empty(n1, dtype=float )

if c[0] !=0 :
alpha[0] =-b[0]/c[0]
beta [0] = g[0]/c[0]

else:
raise Exception('c[0]==0')

for i in range(1,n1):
w=a[i]*alpha[i-1]+c[i]
if w != 0 :

alpha[i] =-b[i]/w
beta[i] = (g[i] - a[i]*beta[i-1])/w

else:
raise Exception('w==0')

x = np.empty(n1, dtype=float )
n = n1-1
x[n] = beta[n]
for i in range(n-1,-1,-1):

x[i] = alpha[i]*x[i+1] + beta[i]
return x

f i q – функцiї, якi задають конкретне рiвняння

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо застосування методу скiнчених рiзниць для знаходження чисельного розв’язку
задачi (6.8.5)-(6.8.7).

Приклад 1. Отримати методом скiнчених рiзниць чисельний розв’язок крайової задачi

u′′ + u = 1 на вiдрiзку [0, π/2], u(0) = 0, u′(π/2) = 1.

Легко бачити, що функцiя u(x) = 1− cos(x) є розв’язком такої задачi.

Отож, задамо вiдомi функцiї, що фiгурують в рiвняннi:

[5]: def f1(x):
return 1

def q1(x):
return 1

А також значення усiх параметрiв задачi:
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[6]: l=np.pi/2

alpha0=0
beta0=1
gamma0=0

alpha1=1
beta1=0
gamma1=1

Для фiксування початкового розмiру сiтки будемо використовувати параметр N_start. Задамо його
значення i спочатку обчислимо на досить густiй сiтцi значення аналiтичного (точного) розв’язку, а
потiм знайдемо чисельнi розв’язки задачi на послiдовностi сiток, подвоюючи кожного разу кiлькiсть
вузлiв:

[7]: N_start=5
x=np.linspace(0, l, N_start*64+1)
u = 1 - np.cos(x)

[8]: N = N_start
u_0,x0 = FDA_solver(f1,q1, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)

N *= 2
u_1,x1 = FDA_solver(f1,q1, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)

N *= 2
u_2,x2 = FDA_solver(f1,q1, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)

N *= 2
u_3,x3 = FDA_solver(f1,q1, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)

N *= 2
u_4,x4 = FDA_solver(f1,q1, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)

N *= 2
u_5,x5 = FDA_solver(f1,q1, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)

Побудуємо графiки отриманих розв’язкiв:

[9]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.plot(x, u, label='u')
plt.plot(x0, u_0, label='u_0')
plt.plot(x1, u_1, label='u_1')

plt.plot(x2, u_2, label='u_2')
plt.plot(x3, u_3, label='u_3')
plt.plot(x4, u_4, label='u_4')
plt.plot(x5, u_5, label='u_5')
ax = fig.gca()
ax.legend();



256РОЗДIЛ 6. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ТА ЇХ СИСТЕМ

Зазначимо, що бiблiотечна функцiя plot при побудовi графiкiв виконує лiнiйну iнтерполяцiю по
значеннях, заданих у вузлах сiтки. Нагадаємо також, що в режимi Zoom to rectangle можна ма-
штабувати зображення на графiчнiй панелi.

Отож, як видно з отриманих графiкiв, чисельнi розв’язки швидко збiгаються до точного розв’язку.

Для точнiшого аналiзу збережемо отриманi данi в таблицi, розглядаючи чисельнi розв’язки лише
на множинi вузлiв, яка є перетином побудованої послiдовностi сiток:

[10]: df=pd.DataFrame({'x':x0[1:x0.size-1:],'u_0':u_0[1:u_0.size-1:],'u_1':u_1[2:
↪→u_1.size-2:2],'u_2':u_2[4:u_2.size-4:4],'u_3':u_3[8:u_3.size-8:8],'u_4':
↪→u_4[16:u_4.size-16:16],'u_5':u_5[32:u_5.size-32:32],'u':u[64:u.size-64:
↪→64]})
df

[10]: x u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u_5 \
0 0.314159 0.072848 0.060959 0.054977 0.051968 0.050458 0.049701
1 0.628319 0.237203 0.214025 0.202507 0.196749 0.193867 0.192425
2 0.942478 0.476843 0.444186 0.428141 0.420167 0.416188 0.414201
3 1.256637 0.768116 0.728865 0.709781 0.700350 0.695659 0.693319

u
0 0.048943
1 0.190983
2 0.412215
3 0.690983

Обчислимо абсолютнi похибки отриманих розв’язкiв:

[11]: df1=pd.DataFrame()
df1['e_0']=np.abs(df['u']-df['u_0'])
df1['e_1']=np.abs(df['u']-df['u_1'])
df1['e_2']=np.abs(df['u']-df['u_2'])
df1['e_3']=np.abs(df['u']-df['u_3'])
df1['e_4']=np.abs(df['u']-df['u_4'])
df1['e_5']=np.abs(df['u']-df['u_5'])
df1

[11]: e_0 e_1 e_2 e_3 e_4 e_5
0 0.023905 0.012015 0.006034 0.003025 0.001515 0.000758
1 0.046220 0.023042 0.011524 0.005766 0.002884 0.001442
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2 0.064628 0.031971 0.015927 0.007952 0.003973 0.001986
3 0.077133 0.037882 0.018798 0.009367 0.004676 0.002336

Побудуємо графiки похибок в логарифмiчнiй шкалi:

[12]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
df1.e_0.plot(logy=True)
df1.e_1.plot(logy=True)
df1.e_2.plot(logy=True)
df1.e_3.plot(logy=True)
df1.e_4.plot(logy=True)
df1.e_5.plot(logy=True)
ax = fig.gca()
ax.legend();

Обчислимо для кожного чисельного розв’язку його абсолютну похибку ne_* за нормою ∥ · ∥∞:

[13]: ne_0 = max(np.abs(df1['e_0']))
ne_1 = max(np.abs(df1['e_1']))
ne_2 = max(np.abs(df1['e_2']))
ne_3 = max(np.abs(df1['e_3']))
ne_4 = max(np.abs(df1['e_4']))
ne_5 = max(np.abs(df1['e_5']))
print(f" ne_0={ne_0:1.2e}\n ne_1={ne_1:1.2e}\n ne_2={ne_2:1.2e}\n␣

↪→ne_3={ne_3:1.2e}\n ne_4={ne_4:1.2e}\n ne_5={ne_5:1.2e}")

ne_0=7.71e-02
ne_1=3.79e-02
ne_2=1.88e-02
ne_3=9.37e-03
ne_4=4.68e-03
ne_5=2.34e-03

Як бачимо, подвоєння кiлькостi вузлiв сiтки зумовлює зменшення вдвiчi зазначеної похибки. Якщо
порахуємо так звану швидкiсть збiжностi, то отримаємо дуже близьке до 2 значення:

[14]: df2=pd.DataFrame()
df2['r_0'] = df1['e_0'] / df1['e_1']
df2['r_1'] = df1['e_1'] / df1['e_2']
df2['r_2'] = df1['e_2'] / df1['e_3']
df2['r_3'] = df1['e_3'] / df1['e_4']
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df2['r_4'] = df1['e_4'] / df1['e_5']

df2

[14]: r_0 r_1 r_2 r_3 r_4
0 1.989555 1.991292 1.994750 1.997147 1.998516
1 2.005872 1.999455 1.998844 1.999198 1.999543
2 2.021432 2.007431 2.002890 2.001237 2.000566
3 2.036130 2.015192 2.006883 2.003263 2.001587

Приклад 2. (Приклад 6.5) Отримати методом скiнчених рiзниць чисельний розв’язок крайової
задачi

u′′ − (x+ 1)u = x2 на вiдрiзку [0, 3], u(0) = 0, u(3) = 0.

Виконуємо тi самi кроки, що i в попередньому прикладi. Вiдмiннiсть лише у тому, що точний
розв’язок такої задачi невiдомий.

Отож, визначимо потрiбнi функцiї та задамо значення параметрiв задачi:

[15]: def f2(x):
return x*x

def q2(x):
return -(x+1)

l=3

alpha0=0
beta0=1
gamma0=0

alpha1=0
beta1=1
gamma1=0

Знаходимо чисельнi розв’язки на послiдовностi сiток, у яких на кожному кроцi подвоюється кiль-
кiсть вузлiв:

[16]: N_start=10
N = N_start
u_0,x0 = FDA_solver(f2,q2, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)
N *= 2
u_1,x1 = FDA_solver(f2,q2, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)
N *= 2
u_2,x2 = FDA_solver(f2,q2, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)
N *= 2
u_3,x3 = FDA_solver(f2,q2, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)
N *= 2
u_4,x4 = FDA_solver(f2,q2, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)
N *= 2
u_5,x5 = FDA_solver(f2,q2, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)
N *= 2
u_6,x6 = FDA_solver(f2,q2, alpha0,alpha1,beta0,beta1, gamma0, gamma1,l,N)

Побудуємо графiки отриманих розв’язкiв:

[17]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.plot(x0, u_0, label='u_0')
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plt.plot(x1, u_1, label='u_1')
plt.plot(x2, u_2, label='u_2')
plt.plot(x3, u_3, label='u_3')
plt.plot(x4, u_4, label='u_4')
plt.plot(x5, u_5, label='u_5')
plt.plot(x6, u_6, label='u_6')
ax = fig.gca()
ax.legend();

Вiзуально спостерiгаємо збiжнiсть чисельних розв’язкiв до деякої функцiї. Для кiлькiсного аналiзу
збережемо данi в таблицi:

[18]: df=pd.DataFrame({'x':x0[1:x0.size-1:],'u_0':u_0[1:u_0.size-1:],'u_1':u_1[2:
↪→u_1.size-2:2],'u_2':u_2[4:u_2.size-4:4],'u_3':u_3[8:u_3.size-8:8],'u_4':
↪→u_4[16:u_4.size-16:16],'u_5':u_5[32:u_5.size-32:32],'u_6':u_6[64:u_6.
↪→size-64:64]})
df

[18]: x u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u_5 ␣
↪→u_6
0 0.3 -0.143329 -0.144571 -0.144885 -0.144964 -0.144983 -0.144988 -0.

↪→144989
1 0.6 -0.295327 -0.297509 -0.298062 -0.298200 -0.298235 -0.298243 -0.

↪→298245
2 0.9 -0.457452 -0.460504 -0.461278 -0.461472 -0.461521 -0.461533 -0.

↪→461536
3 1.2 -0.624901 -0.628958 -0.629989 -0.630248 -0.630312 -0.630329 -0.

↪→630333
4 1.5 -0.786481 -0.791835 -0.793200 -0.793543 -0.793629 -0.793651 -0.

↪→793656
5 1.8 -0.922520 -0.929538 -0.931334 -0.931786 -0.931899 -0.931928 -0.

↪→931935
6 2.1 -0.999433 -1.008353 -1.010646 -1.011223 -1.011368 -1.011404 -1.

↪→011413
7 2.4 -0.958288 -0.968669 -0.971350 -0.972026 -0.972196 -0.972238 -0.

↪→972249
8 2.7 -0.691980 -0.701283 -0.703699 -0.704309 -0.704462 -0.704500 -0.

↪→704509

Оскiльки точний розв’язок невiдомий, то дослiдимо, як швидко чисельнi розв’язки збiгаються до
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u_6:

[19]: df1=pd.DataFrame()
df1['e_0']=np.abs(df['u_6']-df['u_0'])
df1['e_1']=np.abs(df['u_6']-df['u_1'])
df1['e_2']=np.abs(df['u_6']-df['u_2'])
df1['e_3']=np.abs(df['u_6']-df['u_3'])
df1['e_4']=np.abs(df['u_6']-df['u_4'])
df1['e_5']=np.abs(df['u_6']-df['u_5'])
df1

[19]: e_0 e_1 e_2 e_3 e_4 e_5
0 0.001661 0.000418 0.000104 0.000026 0.000006 0.000001
1 0.002919 0.000736 0.000184 0.000045 0.000011 0.000002
2 0.004084 0.001032 0.000258 0.000064 0.000015 0.000003
3 0.005431 0.001375 0.000344 0.000085 0.000020 0.000004
4 0.007174 0.001821 0.000456 0.000113 0.000027 0.000005
5 0.009415 0.002397 0.000600 0.000149 0.000035 0.000007
6 0.011980 0.003060 0.000767 0.000190 0.000045 0.000009
7 0.013960 0.003580 0.000898 0.000222 0.000053 0.000011
8 0.012530 0.003226 0.000811 0.000201 0.000048 0.000010

Графiки (у логарифмiчнiй шкалi) демонструють однаковий порядок отриманих похибок на усьому
вiдрiзку l:

[20]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
df1.e_0.plot(logy=True)
df1.e_1.plot(logy=True)
df1.e_2.plot(logy=True)
df1.e_3.plot(logy=True)
df1.e_4.plot(logy=True)
df1.e_5.plot(logy=True)
ax = fig.gca()
ax.legend();

Обчислимо для кожного чисельного розв’язку його абсолютну похибку за нормою ∥ · ∥∞:

[21]: ne_0 = max(np.abs(df1['e_0']))
ne_1 = max(np.abs(df1['e_1']))
ne_2 = max(np.abs(df1['e_2']))
ne_3 = max(np.abs(df1['e_3']))
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ne_4 = max(np.abs(df1['e_4']))
ne_5 = max(np.abs(df1['e_5']))
print(f" ne_0={ne_0:1.2e}\n ne_1={ne_1:1.2e}\n ne_2={ne_2:1.2e}\n␣

↪→ne_3={ne_3:1.2e}\n ne_4={ne_4:1.2e}\n ne_5={ne_5:1.2e}")

ne_0=1.40e-02
ne_1=3.58e-03
ne_2=8.98e-04
ne_3=2.22e-04
ne_4=5.30e-05
ne_5=1.06e-05

Якщо обчислити швидкiсть збiжностi (до u_6), то матимемо число, близьке до 4, яке має тенденцiю
до збiльшення при збiльшеннi вузлiв сiтки:

[22]: df2=pd.DataFrame()
df2['r_0'] = df1['e_0'] / df1['e_1']
df2['r_1'] = df1['e_1'] / df1['e_2']
df2['r_2'] = df1['e_2'] / df1['e_3']
df2['r_3'] = df1['e_3'] / df1['e_4']
df2['r_4'] = df1['e_4'] / df1['e_5']

df2

[22]: r_0 r_1 r_2 r_3 r_4
0 3.973235 4.004190 4.045699 4.199501 4.999852
1 3.965843 4.002246 4.045203 4.199372 4.999813
2 3.958273 4.000242 4.044690 4.199239 4.999773
3 3.949734 3.997981 4.044112 4.199088 4.999729
4 3.939694 3.995326 4.043433 4.198911 4.999676
5 3.927997 3.992234 4.042642 4.198706 4.999615
6 3.914706 3.988711 4.041740 4.198471 4.999545
7 3.899928 3.984778 4.040733 4.198208 4.999466
8 3.883733 3.980444 4.039621 4.197919 4.999380

[23]: plt.close('all')
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6.8.5 Чисельне розв’язування крайових задач для елiптичних рiвнянь
методом скiнчених рiзниць

6.8.5.1 Постановка задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона

Нехай D := (0, a)× (0, b) ≡ {(x, y) | 0 < x < a, 0 < y < b}, де a > 0 i b > 0 – деякi числа.

Розглянемо задачу Дiрiхле для рiвняння Пуассона. Треба знайти функцiю u ∈ C2(D) ∩ C(D), яка
задовольняє рiвняння

uxx(x, y) + uyy(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ D, (6.8.9)

i крайовi умови
u|x=0 = φ1(y), u|x=a = φ2(y), y ∈ [0, b], (6.8.10)

u|y=0 = ψ1(x), u|y=b = ψ2(x), x ∈ (0, a), (6.8.11)

де f ∈ C(D), φk ∈ C([0, b]), ψk ∈ C([0, a]), k = 1, 2, – заданi функцiї, причому виконуються
умови узгодження:

φ1(0) = ψ1(0), φ1(b) = ψ2(0), φ2(0) = ψ1(a), φ2(b) = ψ2(a).

6.8.5.2 Рiзницева схема

Нехай Nx, Ny – якi-небудь натуральнi числа i

hx :=
a

Nx
, hy :=

b

Ny
.

Побудуємо сiтку
{(xi, yj) | xi := ihx, yj := jhy, i = 0, Nx, j = 0, Ny},

на якiй розглянемо наближення функцiї u

ui,j ≈ u(xi, yj), i = 0, Nx, j = 0, Ny,

i сiтковi значення вхiдних даних:

fi,j := f(xi, yj), φk,j := φk(yj), ψk,i := ψk(xi), k = 1, 2, i = 1, Nx − 1, j = 1, Ny − 1.

Позначимо N := (Nx − 1)× (Ny − 1), α := h−2
x , β := h−2

y .

Сiтковi значення впорядкуємо у виглядi векторiв v, g ∈ RN так, що

vk = ui,j при k = (i− 1)(Ny − 1) + j − 1, i = 1, Nx − 1, j = 1, Ny − 1, k = 0, N − 1,

gk =



f1,1 − βψ1,1 − αφ1,1, k = 0,

f1,Ny−1 − βψ2,1 − αφ1,Ny−1, k = Ny − 2,

fNx−1,1 − βψ1,Nx−1 − αφ2,1, k = (Nx − 2)(Ny − 1),

fNx−1,Ny−1 − βψ2,Nx−1 − αφ2,Ny−1, k = N − 1,

f1,j − αφ1,j , j = 2, Ny − 2, k = j − 1,

fNx−1,j − αφ2,j , j = 2, Ny − 2, k = (Nx − 2)(Ny − 1) + j − 1,

fi,1 − βψ1,i, i = 2, Nx − 2, k = (i− 1)(Ny − 1),

fi,Ny−1 − βψ2,i, i = 2, Nx − 2, k = i(Ny − 1)− 1,

fi,j , i = 2, Nx − 2, j = 2, Ny − 2, k = (i− 1)(Ny − 1) + j − 1.

Якщо у внутрiшнiх вузлах сiтки використати такi апроксимацiї:

uxx(xi, yj) ≈
ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

h2x
, uyy(xi, yj) ≈

ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

h2y
, i = 1, Nx − 1, j = 1, Ny − 1,
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то рiзницеву схему для задачi (6.8.9)-(6.8.11) можна звести до такої СЛАР вiдносно шуканих на-
ближень розв’язку:

Cv = g, (6.8.12)

з матрицею C ∈ RN×N , яка має блочну структуру

C =


B A 0 0 . . . 0 0 0
A B A 0 . . . 0 0 0
0 A B A . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . A B A
0 0 0 0 . . . 0 A B


де блоки A,B ∈ R(Ny−1)×(Ny−1) є дiагональною i тридiагональною матрицями вiдповiдно, якi мають
вираз

A =


α 0 0 0 . . . 0 0 0
0 α 0 0 . . . 0 0 0
0 0 α 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 α 0
0 0 0 0 . . . 0 0 α



B =


−2(α+ β) β 0 0 . . . 0 0 0

β −2(α+ β) β 0 . . . 0 0 0
0 β −2(α+ β) β . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . β −2(α+ β) β
0 0 0 0 . . . 0 β −2(α+ β)


Спiввiдношення (6.8.12) утворюють СЛАР вiдносно шуканих значень наближень розв’язку даної
задачi.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати потрiбнi функцiї :
1. виконати комiрку для пiдготовки середовища
2. виконати комiрки, де визначенi функцiї FDA_E_solver,set_matrix i

set_vector
• Обчислити чисельний розв’язок конкретної крайової задачi :

1. виконати комiрку, де визначенi функцiї phi1,phi2, psi1, psi2 i f, якi задають
конкретну крайову задачу

2. виконати комiрку, в якiй задано усi параметри крайової задачi
3. виконати комiрку з викликом функцiї FDA_E_solver, перед виконанням задати

вiдповiднi аргументи цiєї функцiї.
• Щоб переконатися, що чисельний розв’язок достатньо точний, можна виконати

кiлька послiдовних викликiв функцiї FDA_E_solver, збiльшуючи кiлькiсть вузлiв
сiтки.

Програмна реалiзацiя методiв

Пiдготовка середовища

[1]: %matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import pandas as pd
from scipy import linalg
from mpl_toolkits import mplot3d
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FDA_E_solver – функцiя, яка отримує вхiднi параметри чисельного
методу, формує масиви значень розв’язку на межi областi, задає ма-
трицю вектор вiльних членiв СЛАР, знаходить значення чисельно-
го розв’язку у внутрiшнiх вузлах сiтки i повертає матрицю, яка мi-
стить значення розв’язку у всiх точках сiтки. За замовчуванням ( при
plotting=True) будуються 3D-графiки чисельного розв’язку задачi.

[2]: def FDA_E_solver(f, phi1, phi2, psi1, psi2, a, b, Nx, Ny, plotting=True):
""" Розв'язування крайової задачi (6.8.9)- (6.8.11)

методом скiнчених рiзниць
"""
hx = a/Nx
hy = b/Ny
alpha = 1/(hx*hx)
beta = 1/(hy*hy)

N = (Nx-1)*(Ny-1)

c = set_matrix(alpha,beta,Nx, Ny)

x=np.linspace(0, a, Nx+1)
y=np.linspace(0, b, Ny+1)

ps1 = np.empty(Nx+1, dtype=float)
ps2 = np.empty(Nx+1, dtype=float)
for i in range(Nx+1):

ps1[i] = psi1(x[i])
ps2[i] = psi2(x[i])

ph1 = np.empty(Ny+1, dtype=float)
ph2 = np.empty(Ny+1, dtype=float)
for j in range(Ny+1):

ph1[j] = phi1(y[j])
ph2[j] = phi2(y[j])

g = set_vector(f, ph1, ph2, ps1, ps2, x, y, alpha,beta, Nx, Ny)

u = linalg.solve(c, g)

uij=u.reshape(((Nx-1),(Ny-1)))

ue = np.empty((Nx+1,Ny+1), dtype=float)

ue[0,:] = ph1
ue[Nx,:]= ph2
ue[:,Ny]= ps2
ue[:,0] = ps1
for i in range(1,Nx):

for j in range(1,Ny):
ue[i,j] = uij[i-1,j-1]

if plotting :
Y, X = np.meshgrid(y, x)
# set up a figure twice as wide as it is tall
fig = plt.figure(figsize=plt.figaspect(0.5))
# =============
# First subplot
# =============



6.8.. ЛАБОРАТОРНИЙ ПРАКТИКУМ З ЧИСЕЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ТА ЇХ СИСТЕМ265

# set up the axes for the first plot
ax = fig.add_subplot(1, 2, 1, projection='3d')
ax.set_xlabel('y')
ax.set_ylabel('x')
ax.set_zlabel('u');
ax.set_title(f"Розв'язок задачi Nx={Nx}, Ny={Ny}");
surf = ax.plot_surface(Y, X, ue, rstride=1, cstride=1,␣

↪→cmap='viridis', linewidth=0, antialiased=False)
fig.colorbar(surf, shrink=0.5, aspect=10)
# ==============
# Second subplot
# ==============
# set up the axes for the second plot
ax = fig.add_subplot(1, 2, 2, projection='3d')
ax.set_xlabel('y')
ax.set_ylabel('x')
ax.set_zlabel('u');
ax.set_title(f"Розв'язок задачi Nx={Nx}, Ny={Ny}");
surf = ax.plot_wireframe(Y, X, ue, rstride=5, cstride=5)

return ue

set_matrix – функцiя, яка формує матрицю C

[3]: def set_matrix(alpha,beta,Nx, Ny):
""" функцiя задає матрицю СЛАР """

N = (Nx-1)*(Ny-1)
c=np.zeros((N,N), dtype=float)
c[0,0] = -2*(alpha+beta)
c[0,1] = beta
c[N-1,N-1] = -2*(alpha+beta)
c[N-1,N-2] = beta
for i in range(1,N-1):

c[i,i-1] = beta
c[i,i] = -2*(alpha+beta)
c[i,i+1] = beta

nstop = (Ny-1)*(Nx-2)
for k in range(Ny-2, nstop, Ny-1):

c[k,k+1] = 0
c[k+1,k] = 0

for k in range(nstop):
c[k,k+Ny-1] = alpha
c[k+Ny-1,k] = alpha

return c

set_vector – функцiя, яка формує вектор вiльних членiв СЛАР

[4]: def set_vector(f, ph1, ph2, ps1, ps2, x, y, alpha,beta, Nx, Ny):
""" функцiя задає вектор вiльних членiв СЛАР """

N = (Nx-1)*(Ny-1)
g=np.empty(N, dtype=float)

k=0
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for i in range(1,Nx):
for j in range(1,Ny):

g[k] = f(x[i],y[j])
k += 1

if Nx==3 and Ny==2:
g[0]-= beta*(ps1[1]+ps2[1])+alpha*ph1[1]
g[1]-= beta*(ps1[2]+ps2[2])+alpha*ph2[1]
print(f"g={g}")
return g

if Nx < 4 or Ny < 4:
raise Exception('invalid grid')

k=0
g[k] -= beta*ps1[1]+alpha*ph1[1]
k=Ny-2
g[k] -= beta*ps2[1]+alpha*ph1[Ny-1]
k=(Nx-2)*(Ny-1)
g[k] -= beta*ps1[Nx-1]+alpha*ph2[1]
k=N-1
g[k] -= beta*ps2[Nx-1]+alpha*ph2[Ny-1]

for j in range(2,Ny-2):
k=j-1
g[k] -= alpha*ph1[j]
k=(Nx-2)*(Ny-1)+j-1
g[k] -= alpha*ph2[j]

for i in range(2,Nx-2):
k=(i-1)*(Ny-1)
g[k] -= beta*ps1[i]
k=i*(Ny-1)-1
g[k] -= beta*ps2[i]

return g

phi1,phi2, psi1, psi2 i f – функцiї, якi задають конкретну крайову
задачу

Обчислювальнi експерименти
Продемонструємо застосування методу скiнчених рiзниць до розв’язування крайової задачi Дiрiхле
для рiвняння Пуасона.

Приклад 1. (приклад 1.6) Знайти чисельний розв’язок крайової задачi

∆u = x+ y, (x, y) ∈ (0, 3)× (0, 2), (6.8.13)

u|x=0 = y, u|x=3 = 2y, y ∈ [0, 2], (6.8.14)

u|y=0 = 0, u|y=2 =
2

3
x+ 2, x ∈ (0, 3), (6.8.15)

застосовуючи метод скiнчених рiзниць на послiдовностi сiток, в яких подвоюється кiлькiсть вузлiв
по кожнiй змiннiй.

Визначимо функцiї, якi задають праву частину рiвняння (6.8.9) i крайовi умови на сторонах пря-
мокутника:

[5]: def f(x,y):
return x+y

def phi1(y):
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return y
def phi2(y):

return 2*y
def psi1(x):

return 0
def psi2(x):

return 2*x/3+2

Задамо сторони прямокутника i початковi значення параметрiв сiтки:

[6]: a=3
b=2
Nx_start = 12
Ny_start = 8

Знайдемо чисельнi розв’язки задачi на послiдовностi сiток, подвоюючи на кожному кроцi кiлькiсть
вузлiв по кожнiй змiннiй i зберiгаючи вiдповiднi масиви результатiв; для подальшого аналiзу також
зберiгатимемо значення чисельного розв’язку у точках початкової сiтки:

[7]: Nx=Nx_start
Ny=Ny_start
u_0 = FDA_E_solver(f, phi1, phi2, psi1, psi2, a, b, Nx, Ny)
u0=u_0[1:Nx:1,1:Ny:1].reshape((Nx-1)*(Ny-1))

[8]: Nx *= 2
Ny *= 2
u_1 = FDA_E_solver(f, phi1, phi2, psi1, psi2, a, b, Nx, Ny)
u1=u_1[2:Nx-1:2,2:Ny-1:2].reshape((Nx_start-1)*(Ny_start-1))
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[9]: Nx *= 2
Ny *= 2
u_2 = FDA_E_solver(f, phi1, phi2, psi1, psi2, a, b, Nx, Ny)
u2=u_2[4:Nx-3:4,4:Ny-3:4].reshape((Nx_start-1)*(Ny_start-1))

[10]: Nx *= 2
Ny *= 2
u_3 = FDA_E_solver(f, phi1, phi2, psi1, psi2, a, b, Nx, Ny)
u3=u_3[8:Nx-7:8,8:Ny-7:8].reshape((Nx_start-1)*(Ny_start-1))

[11]: Nx *= 2
Ny *= 2
u_4 = FDA_E_solver(f, phi1, phi2, psi1, psi2, a, b, Nx, Ny)
u4=u_4[16:Nx-15:16,16:Ny-15:16].reshape((Nx_start-1)*(Ny_start-1))
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Як бачимо, графiки чисельних розв’язкiв вiзуально подiбнi мiж собою. Для детальнiшого аналiзу
занесемо в таблицю значення усiх розв’язкiв на спiльнiй для усiх сiток множинi вузлiв:

[12]: df=pd.DataFrame({'u_0':u0, 'u_1':u1,'u_2':u2, 'u_3':u3,'u_4':u4})
df

[12]: u_0 u_1 u_2 u_3 u_4
0 0.164497 0.171949 0.173837 0.174327 0.174453
1 0.344323 0.361248 0.365401 0.366471 0.366745
2 0.536998 0.569520 0.577063 0.578975 0.579464
3 0.731952 0.797518 0.811631 0.815112 0.815995
4 0.889774 1.041444 1.072022 1.079294 1.081118
.. ... ... ... ... ...
72 0.861878 0.949424 0.972746 0.978782 0.980323
73 1.177350 1.354034 1.401200 1.413340 1.416432
74 1.374996 1.757882 1.863289 1.890393 1.897288
75 1.141355 2.065495 2.340931 2.413504 2.432058
76 2.370952 1.972072 2.763810 2.983314 3.040900

[77 rows x 5 columns]

[13]: df1=pd.DataFrame()
df1['e_0']=np.abs(df['u_4']-df['u_0'])
df1['e_1']=np.abs(df['u_4']-df['u_1'])
df1['e_2']=np.abs(df['u_4']-df['u_2'])
df1['e_3']=np.abs(df['u_4']-df['u_3'])

df1

[13]: e_0 e_1 e_2 e_3
0 0.009956 0.002504 0.000616 0.000126
1 0.022423 0.005497 0.001344 0.000274
2 0.042465 0.009944 0.002401 0.000488
3 0.084043 0.018477 0.004363 0.000883
4 0.191344 0.039674 0.009096 0.001823
.. ... ... ... ...
72 0.118445 0.030899 0.007576 0.001541
73 0.239082 0.062398 0.015232 0.003093
74 0.522292 0.139406 0.033998 0.006894
75 1.290703 0.366563 0.091127 0.018554
76 0.669948 1.068827 0.277090 0.057586

[77 rows x 4 columns]

[14]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
df1.e_0.plot(logy=True)
df1.e_1.plot(logy=True)
df1.e_2.plot(logy=True)
df1.e_3.plot(logy=True)

ax = fig.gca()
ax.legend();
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[15]: ne_0 = max(np.abs(df1['e_0']))
ne_1 = max(np.abs(df1['e_1']))
ne_2 = max(np.abs(df1['e_2']))
ne_3 = max(np.abs(df1['e_3']))

print(f" ne_0={ne_0:1.2e}\n ne_1={ne_1:1.2e}\n ne_2={ne_2:1.2e}\n␣
↪→ne_3={ne_3:1.2e}")

ne_0=1.47e+00
ne_1=1.07e+00
ne_2=2.77e-01
ne_3=5.76e-02

[16]: df2=pd.DataFrame()
df2['r_0'] = df1['e_0'] / df1['e_1']
df2['r_1'] = df1['e_1'] / df1['e_2']
df2['r_2'] = df1['e_2'] / df1['e_3']

df2

[16]: r_0 r_1 r_2
0 3.976692 4.064306 4.895639
1 4.079051 4.089734 4.902357
2 4.270485 4.141921 4.916664
3 4.548628 4.234533 4.943848
4 4.822896 4.361724 4.988298
.. ... ... ...
72 3.833333 4.078289 4.917374
73 3.831570 4.096498 4.925325
74 3.746554 4.100383 4.931254
75 3.521095 4.022558 4.911399
76 0.626807 3.857329 4.811776

[77 rows x 3 columns]

[17]: plt.close('all')



Роздiл 7

Чисельне розв’язування iнтегральних
рiвнянь

7.1 . Основи теорiї iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого
роду

Нехай n ∈ N — деяке натуральне число, G ⊂ Rn — замикання обмеженої областi або замкнена
кусково-гладка обмежена поверхня розмiрностi m ∈ {1, . . . , n− 1}. Припустимо, що

K(x, y) =
h(x, y)

|x− y|γ
, x, y ∈ G, x ̸= y, (7.1.1)

де h ∈ C(G×G) — задана дiйсна функцiя, γ — дiйсне число таке, що γ < n, якщо G — замикання
обмеженої областi, i γ < m, якщо G — поверхня розмiрностi m.

Функцiю
K∗(x, y) := K(y, x), x, y ∈ G, x ̸= y, (7.1.2)

називають спряженою до функцiї K.

Лiнiйним iнтегральним рiвнянням Фредгольма другого роду називають рiвняння

u− λ

∫
G

K(x, y)u dµ(y) = f(x), x ∈ G, (7.1.3)

де λ ∈ R — параметр, f ∈ C(G) — задана функцiя, u ∈ C(G) — невiдома функцiя, dµ(·) — елемент
мiри на множинi G.

Функцiю K називають ядром iнтегрального рiвняння (7.1.3).

Лiнiйне iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

w(x)− λ

∫
G

K∗(x, y)w(y) dµ(y) = g(x), x ∈ G, (7.1.4)

де g ∈ C(G) – задана функцiя, w ∈ C(G) – невiдома функцiя, називають спряженим до рiвняння
((7.1.2)).

Якщо в рiвняннi (7.1.3) маємо f(x) = 0, x ∈ G, тобто воно має вигляд

u− λ

∫
G

K(x, y)u dµ(y) = 0, x ∈ G, (7.1.5)

та це iнтегральне рiвняння називають однорiдним, а в iншому випадку — неоднорiдним. Якщо в
рiвняннi (7.1.3) f ̸= 0 i функцiя K та параметр λ в рiвняннi (7.1.5) такi ж, як в рiвняннi (7.1.3),
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то кажуть, що рiвняння (7.1.5) є вiдповiдним рiвнянню (7.1.3) однорiдним рiвнянням. Розглядаємо
також вiдповiдне рiвнянню (7.1.4) однорiдне рiвняння

w(x)− λ

∫
G

K∗(x, y)w(y) dµ(y) = 0, x ∈ G. (7.1.6)

Теорема 7.1.1 (альтернатива Фредгольма). Нехай λ ∈ R — яке-небудь число. Правильнi такi
твердження.

1 ◦. Рiвняння (7.1.5) i (7.1.6) (спряженi однорiднi iнтегральнi рiвняння) мають скiнченну та
однакову максимальну кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв, зокрема, якщо одне з них має
тiльки тривiальний (нульовий) розв’язок, то друге теж має тiльки тривiальний розв’язок.

2 ◦. Якщо рiвняння (7.1.5) (вiдповiдно, рiвняння (7.1.6)) має тiльки тривiальний розв’язок, то
рiвняння (7.1.3) (вiдповiдно, рiвняння (7.1.4)) має i тiльки один розв’язок для будь-якої функцiї
f ∈ C(G) (вiдповiдно, g ∈ C(G)).

3 ◦. Якщо рiвняння (7.1.5) має нетривiальнi розв’язки та m — максимальна кiлькiсть лiнiйно
незалежних розв’язкiв цього рiвняння, то рiвняння (7.1.3) має розв’язки тодi i тiльки тодi, коли
виконуються рiвностi ∫

G

f(x)wi(x) dµ(x) = 0, i = 1,m, (7.1.7)

де w1, ..., wm — лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння (7.1.6), причому будь-який розв’язок рiвня-
ння (7.1.3) має вигляд

v(x) =

m∑
i=1

Civi(x) + v∗(x), x ∈ G, (7.1.8)

де v∗ — який-небудь фiксований розв’язок цього рiвняння, v1, ..., vm — лiнiйно незалежнi розв’язки
рiвняння (7.1.5), а C1, ..., Cm — довiльнi сталi.

Зауваження 7.1.1. Очевидно, що якщо рiвняння (7.1.6) має нетривiальнi розв’язки i m – макси-
мальна кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв цього рiвняння, то рiвняння (7.1.4) має розв’язки
тодi i тiльки тодi, коли виконується умова∫

G

g(x)vi(x) dµ(y) = 0, i = 1,m,

де а v1, ..., vm – лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння (7.1.5).

Значення λ∗ параметра λ, при якому рiвняння (7.1.5) має нетривiальнi розв’язки, називають ха-
рактеристичним числом ядер K та K∗, а число m — максимальна кiлькiсть лiнiйно незалежних
розв’язкiв рiвняння (7.1.5) (вiдповiдно, (7.1.6)) — кратнiстю характеристичного числа λ∗.

Теорема 7.1.2. Ядра K та K∗ мають не бiльше нiж злiченну кiлькiсть характеристичних
чисел i множини цих чисел не мають скiнчених точок згущення.

7.2 . Методи розв’язування лiнiйних iнтегральних рiвнянь
Фредгольма другого роду

7.2.1 . Метод послiдовних наближень
Нехай

−∞ < a < b < +∞, K ∈ C([a, b]× [a, b]), f ∈ C([a, b]), λ ∈ R.

Розглянемо лiнiйне одновимiрне iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

u− λ

∫ b

a

K(x, y)u dy = f(x), x ∈ [a, b]. (7.2.1)
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Пiд розв’язком рiвняння (7.2.1) розумiють функцiю u = u(x), x ∈ [a, b], з простору C([a, b]), яка
при пiдставляннi в рiвняння (7.2.1) перетворює його в тотожнiсть:

u(x)− λ

∫ b

a

K(x, y)u(y) dy = f(x), x ∈ [a, b]. (7.2.2)

Перепишемо рiвнiсть (7.2.2) у виглядi

u(x) = λ

∫ b

a

K(x, y)u(y) dy + f(x), x ∈ [a, b].

Метод послiдовних наближень знаходження розв’язкiв (7.2.1) полягає у побудовi функцiйної
послiдовностi

u0(·), u1(·), . . . , uk(·), . . . (7.2.3)

за правилом 
u0(x) = f(x), x ∈ [a, b],

uk+1(x) = λ
b∫
a

K(x, y)uk(y) dy + f(x), x ∈ [a, b], k ∈ N0 := N ∪ {0}.
(7.2.4)

Твердження 7.2.1. Якщо

|λ| < 1/ max
x∈[a,b]

∫ b

a

|K(x, y)| dy, (7.2.5)

то послiдовнiсть (7.2.3) рiвномiрно збiгається до розв’язку рiвняння (7.2.1).

Переконатися, що послiдовнiсть послiдовних наближень розв’язку даного iнтегрального рiвняння
рiвномiрно збiгається i знайти першi три члени цiєї послiдовностi:

u− 1

3

∫ 1

0

(x+ y)u dy = x, x ∈ [0, 1].

Розв’язування. В даному рiвняннi

λ =
1

3
, K(x, y) := x+ y, (x, y) ∈ [0; 1].

Маємо

max
x∈[0;1]

∫ 1

0

|x+ y| dy = max
x∈[0;1]

(xy + y2/2)
∣∣y=1

y=0
= max

x∈[0;1]
(x+ 1/2) = 3/2.

Оскiльки 1/maxx∈[0;1]

∫ 1

0
|x + y| dy = 2/3, то звiдси та умови (7.2.5) легко випливає, що послiдов-

нiсть послiдовних наближень розв’язку даного iнтегрального рiвняння рiвномiрно збiгається до
розв’язку.

Тепер запишемо дане рiвняння у виглядi

u =
1

3

∫ 1

0

(x+ y)udy + x.

Приймаємо
u0(x) := x, x ∈ [0, 1].

i згiдно з (7.2.4) знаходимо

uk+1(x) :=
1

3

∫ 1

0

(x+ y)uk(y) dy + x, x ∈ [0, 1], k ∈ N ∪ {0}.

Отож, отримуємо

u1(x) :=
1

3

∫ 1

0

(x+ y)u0(y) dy + x =
1

3

∫ 1

0

(x+ y)y dy + x =

=
1

3

∫ 1

0

(xy + y2)dy + x =
1

3

(
x
y2

2
+
y3

3

) ∣∣∣y=1

y=0
+ x =

1

3

(
7

2
x+

1

3

)
, x ∈ [0; 1].
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u2(x) =
1

3

∫ 1

0

(x+ y)u1(y) dy + x =
1

9

∫ 1

0

(x+ y)

(
7

2
y +

1

3

)
dy + x =

=
1

9

∫ 1

0

[
7

2
xy +

1

3
x+

7

2
y2 +

1

3
y

]
dy + x =

1

9

[
7

4
xy2 +

1

3
xy +

7

6
y3 +

1

6
y2
] ∣∣∣y=1

y=0
+ x =

=
1

9

[
7

4
x+

1

3
x+

8

6

]
+ x =

133

108
x+

4

27
, x ∈ [0; 1].

Вправи для самостiйної роботи

Переконатися, що послiдовнiсть послiдовних наближень розв’язку даного iнтегрального рiвняння
рiвномiрно збiгається i знайти першi три члени цiєї послiдовностi:

1. u− 1
6

2∫
0

xyu dy = x+ 1, x ∈ [0; 2].

2. u− 1
10

3∫
0

(x+ 2y)u dy = x2, x ∈ [0; 3].

7.2.2 . Метод механiчних квадратур

Припустимо, що u = u(x), x ∈ [a, b], — розв’язок рiвняння (7.2.1). Нехай n ∈ N — довiльне фiксоване
число,

x0 := a, xi := a+ ih, i = 0, n, де h :=
b− a

n
.

Далi використовуємо формулу чисельного iнтегрування∫ b

a

g(y) dy =

n∑
j=0

A
(n)
j g(xj) +Rn(g), g ∈ C[a, b], (7.2.6)

де A(n)
0 , A

(n)
1 , . . . , A

(n)
n — числа, якi не залежать вiд g, Rn(g) — залишковий член.

На пiдставi (7.2.6) маємо∫ b

a

K(x, y)u(y) dy =
n∑

j=0

A
(n)
j K(x, xj)u(xj) +Rn(Ku)(x), x ∈ [a, b]. (7.2.7)

Тому рiвнiсть (7.2.2) можна записати у виглядi

u(x)− λ

 n∑
j=0

A
(n)
j K(x, xj)u(xj) +Rn(Ku)(x)

 = f(x), x ∈ [a, b].

Звiдси, покладаючи почергово x = xi, i = 0, n, i нехтуючи залишковим членом Rn(Ku)(·), вважа-
ючи його достатньо малим, отримаємо для наближень ui ≈ u(xi), i = 0, n, таку систему лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь

ui − λ

n∑
j=0

A
(n)
j Kijuj = fi, i = 0, n, (7.2.8)

де
Kij := K(xi, xj), fi := f(xi), i, j = 0, n.

Методом механiчних квадратур розв’язки рiвняння:

u−
∫ 2

0

(x+ y)udy = x2, x ∈ [0; 2]. (7.2.9)
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Розв’язування. Вiзьмемо n = 2. Тодi x0 := 0, x1 := 1, x2 := 2. Використаємо чисельне iнтегрування
методом трапецiй: ∫ 2

0

g(y)dy ≈ 1

2
g(0) + g(1) +

1

2
g(2).

Отже,

A
(2)
0 =

1

2
; A

(2)
1 = 1; A

(2)
2 =

1

2
.

Маємо K(x, y) = x+ y, λ = 1. Тодi

Ki,j := K(xi, xj) = xi + xj = i+ j, i, j = 0, 2,

тобто
K0,0 := 0 + 0 = 0; K0,1 := 0 + 1 = 1; K0,2 := 0 + 2 = 2;

K1,0 := 1 + 0 = 1; K1,1 := 1 + 1 = 2; K1,2 := 1 + 2 = 3;

K2,0 := 2 + 0 = 2; K2,1 := 2 + 1 = 3; K2,2 := 2 + 2 = 4.

Отже, для знаходження u0, u1, u2 маємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

ui −
2∑

j=0

A
(2)
j Kijuj = fi, i = 0, 1, 2.

де
f0 := x20 = 0; f1 := x21 = 12 = 1; f2 := x22 = 22 = 4.

Деталiзуємо цю СЛАР:

u0 − (A
(2)
0 K00u0 +A

(2)
1 K01u1 +A

(2)
2 K02u2) = f0

u1 − (A
(2)
0 K10u0 +A

(2)
1 K11u1 +A

(2)
2 K12u2) = f1

u2 − (A
(2)
0 K20u0 +A

(2)
1 K21u1 +A

(2)
2 K22u2) = f2

,

а точнiше 

u0 − ( 12 · 0 · u0 + 1 · 1 · u1 + 1
2 · 2 · u2) = 0

u1 − ( 12 · 1 · u0 + 1 · 2 · u1 + 1
2 · 3 · u2) = 1

u2 − ( 12 · 2 · u0 + 1 · 3 · u1 + 1
2 · 4 · u2) = 4

⇔

⇔



u0 − u1 − u2 = 0

− 1
2u0 − u1 − 3

2u2 = 1

−u0 − 3u1 − u2 = 4

⇔



u0 − u1 − u2 = 0

u0 + 2u1 + u2 = −2

u0 + 3u1 + u2 = −4

.

Розв’яжемо отриману СЛАР методом Гаусса:1 −1 −1
1 2 3
1 3 1

∣∣∣∣∣∣
0
−2
−4

 ∼

1 −1 −1
0 3 4
0 4 2

∣∣∣∣∣∣
0
−2
−4

 ∼

1 −1 −1
0 1 1/2
0 0 5/2

∣∣∣∣∣∣
0
−1
1

 .

Отже, маємо 

u0 − u1 − u2 = 0

u1 +
1
2u2 = −1 ⇔

5
2u2 = 1



u2 = 2
5

u1 = − 6
5

u0 = − 4
5

.
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Вiдповiдь:
i 0 1 2
ui −0, 8 −1, 2 0, 4

.

Вправи для самостiйної роботи
Методом механiчних квадратур знайти наближення розв’язкiв заданих рiвнянь:

1. u− 1
6

2∫
0

xy2u dy = x+ 1, x ∈ [0; 2].

2. u− 1
10

4∫
0

(x+ 2y)u dy = x2, x ∈ [0; 4].

7.2.3 . Метод замiни виродженим ядром
Нехай ядро K рiвняння (7.2.1) є виродженим, тобто

K(x, y) =

m∑
i=1

Ai(x)Bi(y), x, y ∈ [a, b], (7.2.10)

де m ∈ N, a {Ai}mi=1, {Bi}mi=1 — лiнiйно незалежнi на [a, b] функцiї. Тодi для розв’язку u = u(x), x ∈
[a, b], рiвняння (7.2.1) маємо рiвнiсть

u(x)− λ

m∑
i=1

Ai(x)

∫ b

a

Bi(y)u(y)dy = f(x), x ∈ [a, b]. (7.2.11)

Якщо ввести позначення

Ci :=

∫ b

a

Bi(y)u(y)dy, i = 1,m,

то отримаємо зображення розв’язку

u(x) = λ

m∑
i=1

CiAi(x) + f(x), x ∈ [a, b], (7.2.12)

де C1, . . . , Cm — сталi, якi мають такi значення, що функцiя u, визначена формулою (7.2.12), задо-
вольняє рiвнiсть (7.2.11), тобто

λ

m∑
i=1

CiAi(x) + f(x)− λ

m∑
i=1

Ai(x)

∫ b

a

Bi(y)

λ m∑
j=1

CjAj(y) + f(y)

 dy = f(x), x ∈ [a, b].

Звiдси пiсля скорочення (враховуємо, що λ ̸= 0) i спрощення отримуємо

m∑
i=1

Ci − λ

m∑
j=1

(∫ b

a

Bi(y)Aj(y) dy

)
Cj −

∫ b

a

Bi(y)f(y)dy

Ai(x) = 0, x ∈ [a, b].

Звiдси, врахувавши лiнiйну незалежнiсть системи функцiй {Ai}mi=1, отримаємо систему лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь

Ci − λ

m∑
j=1

dijCj = gi, i = 1,m, (7.2.13)

де

dij :=

∫ b

a

Bi(y)Aj(y) dy, gi :=

∫ b

a

Bi(y)f(y) dy, i, j = 1,m.

Систему (7.2.13) можна переписати у виглядi

m∑
j=1

(δij − λdij)Cj = gi, i = 1,m, (7.2.14)
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де δij =

{
1, якщо i = j

0, якщо i ̸= j
— символ Кронеккера.

Якщо ввести позначення:

D(λ) := {δij − λdij}i,j=1,m — основна матриця системи (7.2.14),

то можемо зробити такий висновок: коли λ ∈ R таке, що detD(λ) ̸= 0, то рiвняння (7.2.1) має i
тiльки один розв’язок, причому вiн має вигляд (7.2.12), де C1, . . . , Cm — єдиний розв’язок СЛАР
(7.2.14).

Якщо ядро K рiвняння (7.2.1) є невиродженим, то можна наблизити його виродженим ядром
i знайти наближення розв’язку рiвняння (7.2.1) розв’язком рiвняння з вiдповiдним виродже-
ним ядром. Є кiлька способiв апроксимувати дане ядро K(x, y), x, y ∈ [a, b], виродженим ядром∑m

i=1Ai(x)Bi(y), x, y ∈ [a, b]:

1. Замiнити ядро K його головною частиною розвинення цього ядра за формулою Тейлора або по
однiй зi змiнних x чи y, або по обох. Наприклад, використати наближення вигляду

K(x, y) ≈ K(x∗, y∗) +
∑

0<i+j⩽m

∂i+jK(x∗, y∗)

∂xi∂yj
(x− x∗)

i(y − y∗)
j , (x, y) ∈ [a, b]× [a, b], (7.2.15)

де m ∈ N, (x∗, y∗) ∈ [a, b]× [a, b].

2. Використати вiдомi ортогональнi розвинення функцiй.

3. Використати iнтерполювання функцiї K(x, y), x, y ∈ [a, b], за одним або двома аргументами.
Наприклад, використати наближення вигляду

K(x, y) ≈
m∑
i=1

(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xm)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xm)
K(xi, y), x ∈ [a, b].

де x1, ..., xm — вузли iнтерполювання.

Розв’язати рiвняння з виродженим ядром:

u−
∫ 1

0

xyudy = x+ 1, x ∈ [0, 1]. (7.2.16)

Розв’язування. Нехай u = u(x), x ∈ [0, 1], — розв’язок даного рiвняння. Тодi маємо рiвнiсть

u(x)− x

∫ 1

0

yu(y)dy = x+ 1, x ∈ [0, 1]. (7.2.17)

Покладемо C :=
∫ 1

0
yu(y)dy i з (7.2.17) отримаємо зображення розв’язку рiвняння (7.2.16)

u(x) = Cx+ x+ 1, x ∈ [0, 1], (7.2.18)

де значення сталої C таке, що функцiя u, визначена в (7.2.18), задовольняє рiвнiсть (7.2.17), тобто

Cx+ x+ 1− x

∫ 1

0

y(Cy + y + 1)dy = x+ 1, x ∈ [0, 1],

звiдси маємо

[C −
∫ 1

0

(Cy2 + y2 + y)dy]x = 0, x ∈ [0, 1] ⇔ C −
(
C
y3

3
+
y3

3
+
y2

2

)∣∣∣1
0
= 0

⇔ C −
(1
3
C +

1

3
+

1

2

)
= 0 ⇔ 2

3
C =

5

6
⇔ C =

5

4
.
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Пiдставивши знайдене значення C в (7.2.18), отримаємо

u =
5

4
x+ x+ 1 ≡ 9

4
x+ 1, x ∈ [0; 1].

Методом замiни виродженим ядром розв’язати iнтегральне рiвняння:

u−
∫ 2

0

ln (x+ y + 1) · u dy = x2, x ∈ [0; 2]. (7.2.19)

Розв’язування. Маємо K(x, y) = ln (x+ y + 1), x ∈ [0; 2]. Згiдно з формулою Тейлора можна вва-
жати, що

K(x, y) ≈ K(0, 0) +
∂K(0, 0)

∂x
x+

∂K(0, 0)

∂y
y, x, y ∈ [0; 2]. (7.2.20)

Оскiльки
∂ ln (x+ y + 1)

∂x
=
∂ ln (x+ y + 1)

∂y
=

1

x+ y + 1
,

то на пiдставi (7.2.20) матимемо
ln (x+ y + 1) ≈ x+ y.

Звiдси випливає, що розв’язок рiвняння

u−
∫ 2

0

(x+ y)u dy = x2, x ∈ [0; 2]. (7.2.21)

є наближенням розв’язку рiвняння (7.2.19).

Нехай u = u(x), x ∈ [0; 2], — розв’язок рiвняння (7.2.21), тобто

u(x)− x

∫ 2

0

u(y) dy −
∫ 2

0

yu(y) dy = x2, x ∈ [0; 2]. (7.2.22)

Покладемо

C1 :=

∫ 2

0

u(y) dy, C2 =

∫ 2

0

yu(y) dy.

Тодi з (7.2.22) отримаємо

u(x) = C1x+ C2 + x2, x ∈ [0; 2]. (7.2.23)

де C1, C2 — сталi такi, що функцiя, зображена в (7.2.23) задовольняє рiвнiсть (7.2.22), тобто

C1x+ C2 + x2 − x

∫ 2

0

(C1y + C2 + y2) dy −
∫ 2

0

y(C1y + C2 + y2) dy = x2, x ∈ [0; 2].

Звiдси випливає рiвнiсть

C1x+ C2 + x2 − x
(
C1
y2

2
+ C2y +

y3

3

)∣∣∣y=2

y=0
−
(
C1
y3

3
+ C2

y2

2
+
y4

4

)∣∣∣y=2

y=0
= 0, x ∈ [0; 2].

яка рiвносильна рiвностi

C1x+ C2 + x2 − x
(
2C1 + 2C2 +

8

3

)
−
(8
3
C1 + 2C2 + 4

)
= 0 ⇔

⇔ −
(
C1 + 2C2 +

8

3

)
x−

(8
3
C1 + C2 + 4

)
= 0, x ∈ [0; 1], ⇔


C1 + 2C2 = − 8

3

8
3C1 + C2 = −4

,
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
C1 = − 15

13

C2 = − 28
39

. (7.2.24)

Пiдставивши значення C1 i C2 з (7.2.24) у (7.2.23) отримаємо розв’язок рiвняння (7.2.21), який є
наближенням розв’язку рiвняння (7.2.19):

u = −15

13
x− 28

39
+ x2, x ∈ [0; 2].

Вправи для самостiйної роботи
Методом замiни виродженим ядром знайти наближення розв’язкiв рiвнянь:

1. u−
2∫
0

ln(3x+ 2y + 1) · u dy = x+ 1, x ∈ [0; 2],

2. u−
4∫
0

(exy + 2x+ y − 1) · u dy = 2x, x ∈ [0; 4],

використавши наближення ядра за формулою Тейлора:

K(x, y) ≈ K(0, 0) +
∂K(0, 0)

∂x
x+

∂K(0, 0)

∂y
y, x, y ∈ [a, b].
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7.3 . Лабораторний практикум з чисельного розв’язування iн-
тегральних рiвнянь

7.3.1 Метод механiчних квадратур

Використаємо в (7.2.1) формулу чисельного iнтегрування

∫ b

a

g(y) dy ≈
n∑

j=0

A
(n)
j g(xj) (7.3.1)

де n ∈ N – довiльне фiксоване число, A(n)
0 , A

(n)
1 , . . . , A

(n)
n i x0, x1, . . . , xn – вiдомi коефiцiєнти i вузли

квадратурної формули. Отримаємо:

u(x)− λ

 n∑
j=0

A
(n)
j K(x, xj)u(xj)

 ≈ f(x), x ∈ [a, b] (7.3.2)

Наближений розв’язок рiвняння (7.2.1) розглядаємо в точках x0, x1, . . . , xn, а саме шукаємо набли-
ження ui, i = 0, n, значень розв’язку u(xi), i = 0, n.

Тодi, покладаючи почергово x = xi, i = 0, n, з (7.3.2) отримаємо систему лiнiйних алгебричних
рiвнянь

ui − λ

n∑
j=0

A
(n)
j Kijuj = fi, i = 0, n, (7.3.3)

Далi для обчислень використовуватимемо квадратурнi формули, вузли яких утворюють рiвномiрне
розбиття промiжку iнтегрування

xi := a+ ih, i = 0, n, h := b−a
n .

Похибку чисельного розв’язку в точцi xi, i = 1, n, позначимо εi := |u(xi)− ui|.

Обчислювальнi експерименти
Будемо використовувати велику квадратурну формулу трапецiй.

Знаходження чисельних розв’язкiв рiвняння (7.2.1) продемонструємо на таких прикладах:

Приклад 1. K(x, y) = x+ y, f(x) = x2, [a, b] = [0, 2]

Приклад 2. K(x, y) = xy, f(x) = x+ 1, [a, b] = [0, 1].

Можна перевiрити, що функцiя u(x) = 2.25x + 1 є точним розв’язком рiвняння (7.2.1) у цьому
випадку.

Пояснення до використання програмного коду

• Пiдготувати потрiбнi функцiї :

1. виконати комiрку з iмпортом бiблiотек numpy, pandas i matplotlib
2. виконати комiрку з функцiєю A, яка задає коефiцiєнти великої квадратурної

формули трапецiй
3. виконати комiрку з функцiєю ie_MQuadrature
4. запрограмувати i виконати комiрку з функцiєю f
5. запрограмувати i виконати комiрку з функцiєю K

• Для отримання наближення розв’язку треба виконати комiрку з викликом функцiї
ie_MQuadrature з вiдповiдними аргументами цiєї функцiї.
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• Щоб переконатися, що наближення достатньо точне, можна виконати кiлька послi-
довних викликiв, збiльшуючи значення параметра n.

[1]: # Iмпорт бiблiотек
%matplotlib widget
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import pandas as pd

[2]: # Коефiцiєнти великої квадратурної формули трапецiй
def A(n):

w=np.ones(n+1, dtype=float)
w[0]=0.5
w[n]=0.5
return w

[3]: def ie_MQuadrature(K,lmbd,a,b,n,A,f):
""" метод механiчних квадратур

з рiвномiрним розбиттям промiжку iнтегрування
"""
x=np.linspace(a, b, n+1)
c=f(x)
h=(b-a)/n
w=lmbd*h*A(n)

B=np.zeros((n+1,n+1),dtype=float)
for i in range(n+1):

B[i,:]=-w*K(x[i],x)
B[i,i]+=1

u=np.linalg.solve(B, c)

return u

1) Чисельне розв’язування прикладу 1

[4]: def K1(xi,x):
return x+xi

[5]: def f1(x):
return x**2

[6]: lmbd=1
a=0
b=2
n=2

[7]: u_0=ie_MQuadrature(K1,lmbd,a,b,n,A,f1)

[8]: x_0=np.linspace(a, b, n+1)
df=pd.DataFrame({'x':x_0,'u':u_0})
df

[8]: x u
0 0.0 -0.8
1 1.0 -1.2
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2 2.0 0.4

2) Чисельне розв’язування прикладу 2

[9]: def K2(xi,x):
return x*xi

[10]: def f2(x):
return x+1

[11]: lmbd=1
a=0
b=1
n=2

[12]: u_0=ie_MQuadrature(K2,lmbd,a,b,n,A,f2)

[13]: x_0=np.linspace(a, b, n+1)
df=pd.DataFrame({'x':x_0,'u':u_0})
df

[13]: x u
0 0.0 1.0
1 0.5 2.2
2 1.0 3.4

Щоб продемонструвати збiжнiсть чисельного розв’язку до аналiтичного, розглянемо його на послi-
довностi розбиттiв, кожного разу вдвiчi зменшуючи крок h. В програмi результат кожного i-того
експерименту зберiгаємо в масивi u_i.

[14]: u_0=ie_MQuadrature(K2,lmbd,a,b,n,A,f2)

u_1=ie_MQuadrature(K2,lmbd,a,b,2*n,A,f2)

u_2=ie_MQuadrature(K2,lmbd,a,b,4*n,A,f2)

u_3=ie_MQuadrature(K2,lmbd,a,b,8*n,A,f2)

u_4=ie_MQuadrature(K2,lmbd,a,b,16*n,A,f2)

[15]: x_0=np.linspace(a, b, n+1)
x=np.linspace(a, b, 64*n+1)
u=2.25*x+1

[16]: df=pd.DataFrame({'x_0':x_0[::],'u_0':u_0[::],'u_1':u_1[::2],'u_2':u_2[::
↪→4],'u_3':u_3[::8],'u_4':u_4[::16],'u':u[::64]})
df

[16]: x_0 u_0 u_1 u_2 u_3 u_4 u
0 0.0 1.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000
1 0.5 2.2 2.142857 2.129412 2.126100 2.125275 2.125
2 1.0 3.4 3.285714 3.258824 3.252199 3.250549 3.250

Зауважимо, що використаний спосiб побудови табличок вимагає, щоб у кожнiй колонцi була одна-
кова кiлькiсть чисел.

Щоб отримати табличку з довшими колонками, опустимо колонку u_0:
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[17]: x_1=np.linspace(a, b, 2*n+1)
df1=pd.DataFrame({'x_1':x_1[::],'u_1':u_1[::],'u_2':u_2[::2],'u_3':u_3[::

↪→4],'u_4':u_4[::8],'u':u[::32]})
df1

[17]: x_1 u_1 u_2 u_3 u_4 u
0 0.00 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.0000
1 0.25 1.571429 1.564706 1.563050 1.562637 1.5625
2 0.50 2.142857 2.129412 2.126100 2.125275 2.1250
3 0.75 2.714286 2.694118 2.689150 2.687912 2.6875
4 1.00 3.285714 3.258824 3.252199 3.250549 3.2500

Оскiльки вiдомо точний розв’язок рiвняння, то знайдемо похибку чисельного розв’язку на кожному
розбиттi та порядок збiжностi.

[18]: err=pd.DataFrame({'x_0':x_0})
err['e_0']=np.abs(df['u_0'] -df['u'])

err['e_1']=np.abs(df['u_1'] -df['u'])
err['r_1']=np.log2(err['e_0'] /err['e_1'])

err['e_2']=np.abs(df['u_2'] -df['u'])
err['r_2']=np.log2(err['e_1'] /err['e_2'])

err['e_3']=np.abs(df['u_3'] -df['u'])
err['r_3']=np.log2(err['e_2'] /err['e_3'])

err['e_4']=np.abs(df['u_4'] -df['u'])
err['r_4']=np.log2(err['e_3'] /err['e_4'])
err

[18]: x_0 e_0 e_1 r_1 e_2 r_2 e_3 r_3 ␣
↪→\
0 0.0 0.000 0.000000 NaN 0.000000 NaN 0.000000 NaN
1 0.5 0.075 0.017857 2.070389 0.004412 2.017074 0.001100 2.004237
2 1.0 0.150 0.035714 2.070389 0.008824 2.017074 0.002199 2.004237

e_4 r_4
0 0.000000 NaN
1 0.000275 2.001057
2 0.000549 2.001057

[19]: err=pd.DataFrame({'x_1':x_1})

err['e_1']=np.abs(df['u_1'] -df['u'])
#err['r_1']=np.log2(err['e_0'] /err['e_1'])

err['e_2']=np.abs(df['u_2'] -df['u'])
err['r_2']=np.log2(err['e_1'] /err['e_2'])

err['e_3']=np.abs(df['u_3'] -df['u'])
err['r_3']=np.log2(err['e_2'] /err['e_3'])

err['e_4']=np.abs(df['u_4'] -df['u'])
err['r_4']=np.log2(err['e_3'] /err['e_4'])
err
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[19]: x_1 e_1 e_2 r_2 e_3 r_3 e_4 ␣
↪→r_4
0 0.00 0.000000 0.000000 NaN 0.000000 NaN 0.000000 ␣

↪→NaN
1 0.25 0.017857 0.004412 2.017074 0.001100 2.004237 0.000275 2.

↪→001057
2 0.50 0.035714 0.008824 2.017074 0.002199 2.004237 0.000549 2.

↪→001057
3 0.75 NaN NaN NaN NaN NaN NaN ␣

↪→NaN
4 1.00 NaN NaN NaN NaN NaN NaN ␣

↪→NaN

[20]: x_1=np.linspace(a, b, 2*n+1)

x_2=np.linspace(a, b, 4*n+1)

x_3=np.linspace(a, b, 8*n+1)

x_4=np.linspace(a, b, 16*n+1)

[21]: plt.close('all')

[22]: fig = plt.figure(figsize=(8, 5))
ax = fig.gca()
ax.axhline(color="grey", ls="--", zorder=-1)
ax.axvline(color="grey", ls="--", zorder=-1)

plt.plot(x, u)

plt.plot(x_0, u_0)

plt.plot(x_1, u_1)

plt.plot(x_2, u_2)

plt.plot(x_3, u_3)

plt.plot(x_4, u_4)
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[23]: plt.close('all')
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