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1.1. Аксiоматичне означення ймовiрнiсного простору

РОЗДIЛ 1. ОСНОВНI ПОНЯТТЯ ТЕОРIЇ
ЙМОВIРНОСТЕЙ

У цьому роздiлi нагадаємо деякi основнi поняття з курсiв теорiї
ймовiрностей i випадкових процесiв та теорiї мiри i iнтеграла.

1.1. Аксiоматичне означення ймовiрнiсного простору

Нехай Ω — деякий фiксований простiр, точки якого ми розгляда-
тимемо як елементарнi подiї у даному експериментi, а сам простiр,
вiдповiдно, як сукупнiсть всiх результатiв експерименту, якi тiльки
можна собi уявити.
Через 2Ω позначатимемо множину, яка утворена всiма пiдмножи-
нами Ω.

Означення (алгебри пiдмножин). Сiм’я A ⊂ 2Ω називається ал-
геброю, якщо для її елементiв виконуються такi аксiоми: 1. Ω ∈ A;
2. (∀A) : A ∈ A ⇒ A ∈ A; 3. (∀A,B) : A,B ∈ A ⇒ A+B ∈ A.

Означення (σ-алгебри пiдмножин). Сiм’я A ⊂ 2Ω називається
σ-алгеброю, якщо виконуються такi умови: 1. Ω ∈ A; 2. A ∈ A ⇒

A ∈ A; 3. (∀(Aj)) : Aj ∈ A (j ≥ 1)⇒
+∞⋃
j=1

Aj ∈ A.

Означення (скiнченно-адитивної ймовiрнiсної мiри). Нехай
A0 — алгебра. Вiдображення P0 : A0 → R називається скiнченно-
адитивною ймовiрнiсною мiрою на A0, якщо виконуються такi умо-
ви: 1. (∀A ∈ A0) : P0(A) ≥ 0; 2. (∀n ∈ N)(∀(Aj)nj=1, Aj ∈ A0, Aj ∩

Ak = ∅ (j 6= k)) : P0(
n⋃
j=1

Aj) =
n∑
j=1

P0(Aj); 3. P(Ω) = 1.

Означення (злiченно-адитивної мiри). Нехай A0 — алгебра.
Вiдображення P0 : A0 → R називається злiченно-адитивною мiрою
на A0, якщо виконуються такi умови: 1. (∀A ∈ A0) : P0(A) ≥ 0;
2. (∀(Aj), Aj ∈ A0, Aj ∩Ak = ∅ (j 6= k)) :

+∞⋃
j=1

Aj ∈ A0 ⇒ P0(
+∞⋃
j=1

Aj) =
∑+∞

j=1 P0(Aj).
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Означення. Нехай A0 — алгебра. Вiдображення P : A0 → R на-
зивається злiченно-адитивною ймовiрнiсною мiрою на алгебрi A0,
якщо:
1. P — злiченно-адитивна мiра на A0; 2. P(Ω) = 1.

Злiченно-адитивну ймовiрнiсну мiру P, визначену на σ-алгебрi
називатимемо ймовiрнiстю.

Нехай Ω — простiр елементарних подiй, A — σ-алгебра пiдмно-
жин Ω, P — ймовiрнiсть, визначена на A. Пару (Ω,A) називатимемо
ймовiрнiсною моделлю експерименту.

Трiйка (Ω,A,P) називається ймовiрнiсним простором.

1.3. Властивостi ймовiрностi

1. Якщо A ∈ A ⇒ P(A) = 1− P(A). 2. Нехай A,B ∈ A такi, що B ⊂
A. Тодi P(A\B) = P(A)−P(B). 3. (монотоннiсть ймовiрностi). B ⊂
A⇒ P(B) ≤ P(A). 4. (напiвадитивнiсть ймовiрностi (узагальнена
монотоннiсть)).
(∀(Aj), Aj ∈ A (j ∈ N)) :

P
(+∞⋃
j=1

Aj

)
≤
∞∑
j=1

P(Aj).

5. (теорема додавання). (∀N ∈ N)(∀ (Aj)
N
j=1, Aj ∈ A (1 ≤ j ≤ N)) :

P
( N⋃
j=1

Aj

)
=

N∑
j=1

P(Aj)−
∑

1≤j1<j2≤N
P(Aj1 ∩Aj2) + . . .+

+(−1)k−1
∑

1≤j1<j2<...<jk≤N
P(Aj1 ∩Aj2 ∩ . . . ∩Ajk) + . . .+

+(−1)N−1P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1 ∩An).

Теорема 1.1 (теорема неперервностi ймовiрностi). Нехай P — скiн-
ченно-адитивна ймовiрнiсна мiра на A, A — σ-алгебра. Наступнi
три твердження еквiвалентнi:
1. P — σ-адитивна мiра, тобто, ймовiрнiсть.

2.
(
∀(An), An ∈ A, An ⊂ An+1 (n ≥ 1)

)
: P(

+∞⋃
n=1

An) = lim
n→+∞

P(An).

6



1.6. Формула множення ймовiрностей

3.
(
∀(Bn), Bn ∈ A, Bn ⊃ Bn+1 (n ≥ 1)

)
: P(

+∞⋂
n=1

Bn) = lim
n→+∞

P(Bn).

1.6. Формула множення ймовiрностей

Твердження 1.1. Нехай (Aj)
n
j=1, Aj ∈ A, P(A1∩A2∩ . . .∩An−1) >

0. Тодi

P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩A2)× . . .
. . .× P(An|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1) — формула множення.

1.7. Повна група гiпотез та формули повної ймовiрностi i Баєса

Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P). Нехай (Hj)
N
j=1 (N ≤

+∞) — скiнченний або злiченний набiр подiй. Система (Hj) нази-
вається повною групою подiй (повною групою гiпотез), якщо вико-
нуються такi умови:

1) {Hj}Nj=1 — попарно несумiснi подiї, тобто (∀j 6= k) : Hj∩Hk =
∅;

2)
N⋃
j=1

Hj = Ω; 3) P(Hj) > 0 (j ≥ 1).

Для довiльної подiї A ∈ A, скориставшись означенням повної
групи подiй, можемо записати

A = A ∩ Ω = A ∩ (

N⋃
j=1

Hj) =

N⋃
j=1

(A ∩Hj).

Звiдси, оскiльки, (∀j 6= k) : (A ∪Hj) ∩ (A ∪Hk) = ∅, за злiченною
адитивнiстю ймовiрностi, скориставшись формулою для ймовiрно-
стi добутку подiй, отримуємо формулу повної ймовiрностi

P(A) =
∑N

j=1
P(A ∩Hj) =

∑N

j=1
P(Hj)P(A|Hj).

Припустимо тепер, що пiсля проведення експерименту вияви-
лось, що вiдбулася подiя A. Тодi, спочатку застосовуючи формулу
для умовної ймовiрностi, а потiм формулу повної ймовiрностi, отри-
маємо
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P(Hj |A) =
P(Hj ∩A)

P(A)
=

P(Hj)P(A|Hj)∑k
j=1 P(Hj)P(A|Hj)

— формула Баєса.

Остання формула є правильною для довiльної повної групи по-
дiй i довiльної подiї A з P(A) > 0.

Вправа. ( щасливi бiлети). На iспит викладач пiдготував n екзаме-
нацiйних бiлетiв, серед яких єm ≤ n — "щасливих". 1) Двоє студен-
тiв один за одним навмання вибирають бiлети. У кого з них бiльше
шансiв вийняти “щасливий” бiлет? 2) Обчислити ймовiрнiсть вийня-
ти “щасливий” бiлет для: a) третього студента; б) k-того (k ≤ m)
студента.

1.8. Незалежнi подiї, незалежнiсть σ-алгебр та експериментiв

Означення (незалежних подiй). Подiї A,B ∈ A називають не-
залежними, якщо

P(A ∩B) = P(A)P(B).

Твердження 1.2. Нехай A,B ∈ A, P(B) > 0.

A i B — незалежнi ⇔ P(A|B) = P(A).

Вправа. Довести це твердження самостiйно.

Кажуть, що (Aj)
N
j=1 (N ≤ +∞) — послiдовнiсть попарно неза-

лежних подiй, якщо Aj i Ak — незалежнi (∀j 6= k).

Означення (незалежностi в сукупностi). Подiї (Aj)
N
j=1, N ≤

+∞ — незалежнi в сукупностi, якщо (∀n ∈ N)(∀1 ≤ i1 < i2 ≤
. . . in ≤ N)

P(
n⋂
k=1

Aik) =
n∏
k=1

P(Aik).

Надалi, пiд незалежнiстю скрiзь розумiємо незалежнiсть в су-
купностi.

Очевидно, що якщо подiї (An) незалежнi в сукупностi, то вони —
незалежнi попарно. Як показує приклад С.Н. Бернштейна, зворотна
iмплiкацiя — неправильна.
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Приклад (С. Н. Бернштейна). Пiдкидають правильну трикутну
пiрамiду (тетраедр), кожна з граней якої розфарбована вiдповiдно
у один iз кольорiв: синiй, жовтий, зелений, а основа — у всi три
кольори. Скажемо, що при пiдкиданнi пiрамiди випав певний ко-
лiр, якщо вона впала на грань, у розфарбуваннi якої використано
цей колiр. Подiю, що означає випадання певного кольору познача-
ємо першою лiтерою з назви кольору. Тодi, подiї ж, c, з незалежнi
попарно, але не є незалежнi в сукупностi.

Вправа. Для кожного n ∈ N, n ≥ 5, побудувати приклад послiдов-
ностi подiй A1, A2, . . . , An таких, що

P(Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Ain−1) = P(Ai1)P(Ai2) · · ·P(Ain−1)

для кожного набору iндексiв 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in−1 ≤ n, але
P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) 6= P(A1)P(A2) · · ·P(An).

Нехай є набiр ймовiрнiсних просторiв: (Ω,Aj ,P), де Aj ⊂ A —
σ-алгебри.

Означення (незалежностi σ-алгебр). Скажемо, що (Aj) — по-
слiдовнiсть незалежних σ-алгебр, якщо (∀(Aj), Aj ∈ Aj) : (Aj) —
послiдовнiсть незалежних в сукупностi подiй.

Оскiльки з кожним експериментом ми пов’язуємо, взагалi кажу-
чи, свiй ймовiрнiсний простiр, зокрема, свою σ-алгебру, то поняття
незалежностi σ-алгебр природно породжує поняття незалежностi
послiдовностi експериментiв.

Скажемо, що послiдовнiсть експериментiв є послiдовнiстю неза-
лежних експериментiв, якщо незалежнi їхнi σ-алгебри.

1.9. Випадковi величини i випадковi вектори, незалежнiсть
випадкових величин

Функцiя f : Rm → Rn (m,n ∈ N) називається борелевою, якщо
прообраз будь-якої борелевої множини на Rn є борелевою множи-
ною в Rm, тобто,

(∀B ∈ B(Rn)) : f−1(B)
def
= {ω : f(ω) ∈ B} ∈ B(Rm).



1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр. Функцiю g : Ω → R
називатимемо вимiрною (вiдносно пари σ-алгебр (B(R),A) ), якщо
для кожної борелевої множини її прообраз є подiєю (елементом з
A), тобто

(∀B ∈ B(Rn)) : g−1(B) ∈ A

Означення (випадкової величини). Кожну вимiрну функцiю
вiдносно пари σ-алгебр (B(R),A) називають випадковою величиною.

Власне, ξ — випадкова величина, якщо для будь-якої борелевої
множини B ∈ B(R) ї ї прообраз

ξ−1(B)
def
= {ω ∈ Ω: ξ(ω) ∈ B} ∈ A,

тобто, є подiєю.

Приклад. 1. Нехай A ⊂ Ω, A /∈ A. Тодi, характеристична функцiя

(iндикатор) множини A, χA(ω) =

{
1 ω ∈ A,
0 ω /∈ A,

— не вимiрна вiдносно

пари σ-алгебр (B(R),A), а, отже, не випадкова величина.
2. Нехай A∞ = 2Ω. Тодi кожна функцiя f : Ω → R — випадкова
величина.

Скрiзь надалi будемо використовувати такi загальнi властивостi
операцiї ”взяття прообразу”.

Твердження 1.3 (взяття прообразу зберiгає теоретико-множиннi
операцiї). Нехай ξ : B1 → B2 — деяке вiдображення з простору B1

у простiр B2. Тодi (∀(Bα)α∈I , Bα ⊂ B2) :

1) ξ−1(
⋃
α∈I

Bα) =
⋃
α∈I

ξ−1(Bα), 2) ξ−1(
⋂
α∈I

Bα) =
⋂
α∈I

ξ−1(Bα),

3) ξ−1(Bα1 \Bα2) = ξ−1(Bα1) \ ξ−1(Bα2) (αj ∈ I), 4) ξ−1(B2) = B1,
5) ξ−1(∅) = ∅.

Вправа. Довести це твердження.

Розглянемо (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр i функцiю ξ =
ξ(ω) : Ω → R. Наступне твердження дає простий критерiй випад-
кової величини.
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1.9. Незалежнiсть випадкових величин

Твердження 1.4 (критерiй випадкової величини). Функцiя ξ : Ω→
R є випадковою величиною тодi i тiльки тодi, коли

(∀x ∈ R) : ξ−1((−∞, x))
def
= {ω ∈ Ω: ξ(ω) < x} ∈ A.

Означення (випадкового вектора).Функцiю ξ = (ξ1, . . . , ξn) : Ω→
Rn називатимемо випадковим вектором, якщо всi ξj (1 ≤ j ≤ n) —
випадковi величини.

Надалi випадковi величини i випадковi вектори позначатимемо
лiтерами грецького алфавiту ξ, η, ζ, . . ..

Через
Aξ = ξ−1(B(R)) = {ξ−1(B) : B ∈ B(R)}

позначимо σ-алгебру, породжену випадковою величиною ξ.

Вправа. Переконатись, що Aξ справдi — σ-алгебра.

Означення (незалежних випадкових величин). Випадковi ве-
личини ξ1, ξ2 називаються незалежними, якщо σ-алгебри Aξ1 ,Aξ2 ,
породженi цими випадковими величинами, є незалежними.

Послiдовнiсть випадкових величин (ξj) є послiдовнiстю незале-
жних випадкових величин, якщо (Aξj ) — послiдовнiсть незалежних
σ-алгебр.

Означення. Вектор ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) називається вектором з не-
залежними компонентами, якщо (ξj)

n
j=1 — послiдовнiсть незале-

жних випадкових величин.

Вправи.
1. Нехай g : Rm → R — борелева функцiя, а ξ = (ξ1, . . . , ξm) — випад-
ковий вектор. Тодi безпосередньо з означень випливає, що η def

= g(ξ)
— випадкова величина. Довести.
2. Нехай g : Rm → Rn — борелева функцiя, а ξ = (ξ1, . . . , ξm) — ви-
падковий вектор. Чи вiрно, що тодi η def

= g(ξ) — випадковий вектор?
3. Нехай (ηj) — послiдовнiсть випадкових величин. Довести, що
функцiя η : Ω→ R, визначена однiєю з наступних рiвностей:
(a) η(ω) =

∑n
j=1 ηj(ω), (b) η(ω) =

∏n
j=1 ηj(ω), (c) η(ω) = lim

j→+∞
ηj(ω),

11



1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

(d) η(ω) =
∑+∞

j=1 ηj(ω), (e) η(ω) = lim
j→+∞

ηj(ω), (f) η(ω) = lim
j→+∞

ηj(ω),

(g) η(ω) = sup{ηj(ω) : j ∈ N}, (h) η(ω) = inf{ηj(ω) : j ∈ N}, — є ви-
падковою величиною.
4. Якщо (Aj)nj=1 — послiдовнiсть незалежних σ-алгебр i (∀j, 1 ≤
j ≤ n) : Ãj ⊂ Aj , Ãj — σ-алгебри, то (Ãj)nj=1 — послiдовнiсть
незалежних σ-алгебр.
5. Для випадкової величини ξ позначимо ξ+ = sup{0, ξ}, ξ− =
sup{0,−ξ}, Якщо (ξj) — послiдовнiсть незалежних випадкових ве-
личин, то (ξ±j ) — також послiдовнiсть незалежних випадкових ве-
личин для будь-якого фiксованого вибору послiдовностi плюсiв i
мiнусiв у верхньому iндексi. Довести.

1.10. Функцiї розподiлу випадкових величин та їхнi властивостi

Оскiльки, множина (−∞, x), x ∈ R є борелевою, то можна озна-
чити поняття функцiї розподiлу випадкової величини.
Означення (функцiї розподiлу випадкової величини). Фун-
кцiєю розподiлу випадкової величини ξ називається функцiя Fξ : Ω→
R, визначена для кожного x ∈ R формулою

Fξ(x)
def
= P{ω : ξ(ω) < x}.

Теорема 1.2. Нехай ξ — випадкова величина. Функцiя розподiлу
Fξ(x) має такi властивостi: 1. Fξ(+∞) = 1; 2. F (−∞) = 0; 3.
Fξ(x) — неспадна; 4. Fξ(x) — неперервна злiва.

Властивостi 1. — 4. з теореми 1.2 ще називають характеристи-
чними властивостями функцiй розподiлу, позаяк вони видiляють
з класу всiх дiйсних функцiй, заданих на всiй числовiй прямiй, фун-
кцiї, кожна з яких є функцiєю розподiлу для деякої випадкової ве-
личини. Власне, справджується така обернена теорема.

Теорема 1.3 (обернена до теореми про характеристичнi властиво-
стi). Нехай F (x) — функцiя з R→ R+, яка володiє властивостями
1. — 4. з теореми 1.2. Тодi iснує ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P) i
iснує ξ — випадкова величина на ньому така, що Fξ(x) ≡ F (x).
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1.12. Iнтеграли, що зустрiчаються в теорiї ймовiрностей

З довiльною функцiєю F , що задовольняє умови оберненої тео-
реми про характеристичнi властивостi, природно пов’язана ймовiр-
нiсна мiра Лебега-Стiлт’єса νF , породжена функцiєю F. Нагадаємо,
що мiра Лебега-Стiлт’єса νF на σ-алгебрi борелевих множин на пря-
мiй νF запроваджується за такою схемою.
i). Мiра пiвiнтервалу νF ([a, b))

def
= F (b)− F (a).

ii). На A0 — алгебрi, породженiй скiнченними об’єднаннями пiвiн-
тервалiв вводиться природно νF

(⊔n
k=1[ak, bk)

) def
=
∑n

k=1 νF ([ak, bk)).

iii). Далi, перевiряється, що νF — злiченно-адитивна ймовiрнiсна
мiра на A0.

iv). I, нарештi, тепер вже можна скористатись теоремою Каратеодорi-
Лебега, яку ми сформулюємо у такому виглядi.

Теорема 1.4 (Каратеодорi-Лебега про продовження мiри). Якщо
Q — ймовiрнiсна злiченно-адитивна мiра на алгебрi A0, то iснує
єдина P — ймовiрнiсна злiченно-адитивна мiра на σ(A0) ( σ(A0) —
мiнiмальна σ-алгебра, породжена алгеброю A0) така, що

(∀A ⊂ A0) : P(A) = Q(A).

Тодi, за теоремою Каратеодорi-Лебега про продовження мiри,
iснує єдине продовження ν̃F мiри νF на мiнiмальну σ-алгебру, по-
роджену σ-алгеброю A0, тобто iснує єдине продовження νF на σ-
алгебру борелевих множин B(R) на прямiй таке, що

(∀A ∈ A0) : ν̃F (A) = νF (A).

Скрiзь нижче у позначеннi ν̃F хвильку пропускатимемо. Отже, за
побудовою P = νF ймовiрнiсть, визначена на σ-алгебрi борелевих
множин на прямiй.
Вправа. Довести злiченну адитивнiсть νF на A0, використавши
теорему про неперервнiсть злiченно-адитивної ймовiрнiсної мiри.

Вважають, що випадкову величину описано, якщо задано її фун-
кцiю розподiлу.

1.12. Iнтеграли, що зустрiчаються в теорiї ймовiрностей
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

Якщо ξ(ω) — випадкова величина на ймовiрнiсному просторi
(Ω,A,P), а g(x) — борелева функцiя на дiйснiй прямiй, то∫

Ω
g(ξ(ω))P(dω)

— абстрактний iнтеграл Лебега за ймовiрнiсною мiрою P,∫ +∞

−∞
g(x)dF (x)

def
=

∫ +∞

−∞
g(x)νF (dx)

— iнтеграл Лебега-Стiлт’єса, тобто, абстрактний iнтеграл Лебега
за ймовiрнiсною мiрою Лебега-Стiлт’єса νF , породженою функцiєю
розподiлу F. За формулою замiни змiнної iнтегрування∫

Ω
g(ξ(ω))P(d(ω)) =

∫ +∞

−∞
g(x)dF (x).

1. Якщо F (x) — неперервно диференцiйовна на R за винятком по-
слiдовностi точок (cn), то∫ +∞

−∞ g(x)dF (x) =
∫ +∞
−∞ g(x)F ′(x)dx+

∑
n
g(cn)(F (cn + 0)−F (cn)).

2. F (x) — кусково-стала функцiя, для якої (cn) — послiдовнiсть
точок стрибка. Тодi∫ +∞

−∞
g(x)dF (x) =

∑
n

g(cn)(F (cn + 0)− F (cn)).

Нехай A ∈ A i χA — її характеристична функцiя. Тодi∫
A
g(ξ(ω))P(dω)

def
=

∫
Ω
g(ξ(ω))χA(ω)P(dω).

1.13. Дискретнi випадковi величини

Нехай (Ω,A,P) — фiксований ймовiрнiсний простiр.

Означення (дискретної випадкової величини). Випадкову ве-
личину ξ(ω) називатимемо дискретною, якщо її множина значень
не бiльш, нiж злiченна.

Твердження 1.5 (критерiй дискретної випадкової величини). Фу-
нкцiя ξ = ξ(ω) : Ω → X з не бiльш, нiж злiченною множиною
значень X = {xn : 1 ≤ n < N} (N ≤ +∞) є дискретною випадковою
величиною тодi i тiльки тодi, коли (∀n, 1 ≤ n < N) : {ω : ξ(ω) =
xn} ∈ A.
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1.14. Абсолютно неперервнi та сингулярнi випадковi величини

Нехай ξ — дискретна випадкова величина, а {xn : n ≥ 1} —
множина її значень. Позначимо pk = P{ω : ξ(ω) = xk}. Тодi, вра-
ховуючи попарну несумiснiсть подiй ({ω : ξ(ω) = xn}) та злiченну
адитивнiсть ймовiрностi, отримаємо

(∀x ∈ R) : Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} = P
( ⋃
xk<x

{ω : ξ(ω) = xk}
)

=
∑

xk<x
pk.

Вправа. Довести, що випадкова величина ξ є дискретною випадко-
вою величиною тодi i тiльки тодi, коли iснує скiнченна або злiченна
послiдовнiсть (xn) така, що її функцiя розподiлу має вигляд

Fξ(x) =
∑

xk<x
pk, при цьому pk = P({ω : ξ(ω) = xk}),

∑
k≥1 pk = 1.

Зауважимо, що Fξ(x+ 0)− Fξ(x) =

{
pk, якщо x = xk,

0, x /∈ {xk}.
У випадку, коли (xk) — монотонно зростаюча послiдовнiсть, то Fξ(x)
— функцiя стрибкiв ( кусково стала), тобто

Fξ(x) =
∑n

k=1
pk, для x ∈ [xn, xn+1).

Вiдзначимо також, що для дискретної випадкової величини, якщо
A ∈ A, то за означенням iнтеграла∫

A
g(ξ(ω))P(dω) =

∑
xn∈ξ(A)

g(xn) · pn.

1.14. Неперервнi випадковi величини: абсолютно неперервнi та
сингулярнi

Означення. Випадкова величина ξ називається абсолютно непе-
рервною, або випадковою величиною зi щiльнiстю, якщо iснує така
невiд’ємна вимiрна (за Лебегом) функцiя fξ : R→ R+, що

(∀B ∈ B(R)) : P{ω : ξ(ω) ∈ B} =

∫
B
fξ(t)dt.

Функцiю fξ(x) називатимемо щiльнiстю або густиною розподiлу.
Також у цьому контекстi вживатимемо термiн абсолютно неперерв-
ний розподiл.
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

Безпосередньо з означення випливають такi властивостi щiль-
ностi розподiлу:
1. Fξ(x) =

∫ x
−∞ fξ(t)dt (досить вибрати в означеннi B = (−∞, x)),

звiдки, зокрема, маємо, що

2. F
′
ξ(x) = fξ(x) м.с. (майже скрiзь за мiрою Лебега),

3.
∫ +∞
−∞ fξ(t)dt = 1.

Теорема 1.5 (Лебега). Довiльну функцiю розподiлу F однозначно
можна зобразити у виглядi

F (x) =
∑3

j=1 ajFj(x),

де сталi a1, a2, a3 ≥ 0 такi, що a1 +a2 +a3 = 1, а F1 — дискретний
розподiл, F2 — абсолютно неперервний розподiл, F3 — сингулярна
функцiя розподiлу (тобто, неперервна функцiя розподiлу без щiль-
ностi).

Вправи. 1. Нехай ξ випадкова величина, а h : R → R+ вимiрна за
Лебегом функцiя така, що

(∀x ∈ R) : Fξ(x) =

∫ x

−∞
h(t)dt.

Довести, що випадкова величина ξ має щiльнiсть i h(t) = fξ(t) м.с.

2. Нехай ξ — абсолютно неперервна випадкова величина. Чи (∀x ∈
R) : P{ω : ξ(ω) = x} = 0?

3. Нехай K : [0, 1]→ [0, 1] — канторова "драбина". Визначимо
F (x) = 0 для x < 0, F (x) = K(x) для x ∈ [0, 1], F (x) = 1 для x > 1.
Довести, що розподiл F — сингулярний.

4. Для абсолютно неперервного розподiлу Fξ i борелевої функцiї g∫
Ω
g(ξ(ω))P(dω) =

∫ +∞

−∞
g(x)fξ(x)dx.

Вказiвка. Для доведення цiєї рiвностi досить переконатись, що dFξ(x) =
fξ(x)dx, тобто, що

∫
B dFξ(x) =

∫
B fξ(x)dx для кожної борелевої мно-

жини B.

1.15. Рiвномiрний розподiл
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1.15. Рiвномiрний розподiл

На вiдрiзку [a, b] на прямiй навмання вибирають точку. Вважа-
ючи вибiр будь-якої точки на вiдрiзку однаково можливим, розгля-
даємо ймовiрнiсний простiр ([a, b],A,P), де A — σ-алгебра вимiрних
за Лебегом пiдмножин вiдрiзка, а за формулою геометричних ймо-

вiрностей P(A) =
meas1A

b− a
.

Розглянемо випадкову величину ξ(ω) = ω, ω ∈ [a, b]. Тодi її
функцiя розподiлу

Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} =


meas1(∅)
b−a = 0, якщо x ≤ a

meas1([a,x))
b−a = x−a

b−a , якщо a < x ≤ b
meas1([a,b])

b−a = 1, якщо x > b.

Даний розподiл називається рiвномiрним розподiлом на вiдрiзку
[a, b]. Очевидно, що рiвномiрний розподiл має щiльнiсть

fξ(x) = F ′ξ(x) =


0, якщо x < a

1
b−a , якщо a < x < b

0, якщо x > b.

1.16. Розподiл Кошi

В точцi на площинi з координатами (a, b), b > 0, розташова-
не джерело радiоактивних частинок, з якого у напрямку осi Ox
(горизонтальна мiшень) вилiтають α-частинки, якi рухаються пря-
молiнiйно. Нехай ξ(ω) — означає випадкову абсцису точки мiшенi,
у яку потрапляє α-частинка. Припустимо, що випадковi значення
кутiв ϕ = ϕ(ω), якi утворюють напрямки руху α-частинок з на-
прямком "вниз" на вертикальнiй прямiй, що проходить через точку
(a, b), — випадкова величина з рiвномiрним розподiлом на

(
−π

2 ; π2
)
.

Тодi,

(∀u ∈ R) : Fξ(u) = Fϕ
(

arctg
u− a
b

)
,

а щiльнiсть розподiлу випадкової величини ξ

(∀u ∈ R) : fξ(u) = F ′ξ(u) =
b

π
· 1

b2 + (u− a)2
.

Розподiл з даною щiльнiстю називається розподiлом Кошi K(a, b);
K(0, 1) — стандартний розподiл Кошi.
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

1.17. Схема Бернуллi

Здiйснюється послiдовнiсть з n ∈ N послiдовних незалежних
експериментiв (випробувань), у кожному з яких може появитися
подiя A з ймовiрнiстю P(A) = p = p(n), та не появитися з ймо-
вiрнiстю P(A) = q = 1 − p. При цьому появу подiї A стандартно
вважають успiхом (позначення — У), а появу A вважають неуспi-
хом (позначення — Н).

З кожним з випробувань пов’язуємо свою σ-алгебру Aj,n. За
означенням незалежностi експериментiв (Aj,n)nj=1 — послiдовнiсть
незалежних σ-алгебр.

Це класична схема Бернуллi.
Нехай mn — кiлькiсть У в n ∈ N послiдовних випробуваннях.

Введемо у розгляд випадковi величини ξj,n — iндикатори появи подiї
A ∈ Aj,n, тобто, в j-тому випробуваннi у серiї з n випробувань.

Оскiльки Aξj,n ⊂ Aj,n, то (ξj,n)nj=1 — послiдовнiсть незалежних
випадкових величин для кожного фiксованого n ∈ N. Крiм цього
зауважимо, що оскiльки

mn =
∑n

j=1
ξj,n,

тоmn — дискретна випадкова величина з множиною значень {0, 1, . . . , n}.
1. Бiномний розподiл. Знайдемо розподiл випадкової величини
mn. Для цього потрiбно вiдшукати ймовiрностi

Pn(k)
def
= P{ω : mn(ω) = k} (k ∈ {0, 1, . . . , n}).

З незалежностi послiдовних випробувань випливає, що ймовiрнiсть
появи точно k У в n послiдовних випробуваннях не залежить вiд
того, у яких з послiдовних випробувань У появиться. Опишемо цей
факт точнiше. Через Aj,n позначимо подiю A, як елемент σ-алгебри
Aj,n. А через U, V позначимо доповняльнi множини iндексiв, тобто
U ∪ V = {1, 2, . . . , n}, U ∩ V = ∅, |U | = k. Тодi, з незалежностi
випробувань випливає, що для будь-яких таких множин iндексiв

P
( ⋂
j∈U

Aj,n
⋂
i∈V

Ai,n

)
= pkqn−k.

Залишилось пригадати, що число рiзних k-елементних пiджмножин
U ⊂ {1, 2, . . . , n} дорiвнює бiномному коефiцiєнту Ckn. Отже,
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1.17. Схема Бернуллi

Pn(k) = Cknp
kqn−k (k ∈ {0, 1, . . . , n}).

Зауважимо, що∑n

k=0
Pn(k) =

∑n

k=0
Cknp

kqn−k = (p+ q)n = 1.

Власне, тому розподiл випадкової величиниmn i називається бiном-
ним розподiлом.

2. Геометричний розподiл. Нехай ξ — кiлькiсть неуспiхiв (Н) до
першої появи успiхiв (У). Отримуємо добуток послiдовних резуль-
татiв експерименту, який символiчно записуємо у виглядi Н...Н︸ ︷︷ ︸

k

У.

З незалежностi випробувань, як i вище отримуємо,
P{ω : ξ(ω) = k} = P{Н...Н︸ ︷︷ ︸

k

У} = qkp (k ∈ Z+).

Це так званий геометричний розподiл.
Вправа. Знайти k0 таке, що max{Pn(k) : 0 ≤ k ≤ n} = Pn(k0).

Вказiвка. Розглянути частку Pn(k)
Pn(k+1) i подивитися, для яких k по-

слiдовнiсть Pn(k) спадає i для яких k зростає. Довести, що значення
[(n+ 1)p] має найбiльшу ймовiрнiсть.

Сформулюємо тепер таке твердження, яке мiстить характери-
стичну властивiсть геометричного розподiлу.

Твердження 1.6 (вiдсутнiсть пiслядiї). Для випадкової величини
ξ з геометричним розподiлом (∀n ≥ 0, m ≥ 0) :

P({ω : ξ(ω) = n+m}|{ω : ξ(ω) ≥ n}) = P{ω : ξ(ω) = m}.

Якщо для випадкової величини, що набуває лише цiлочисельнi
невiд’ємнi значення позначити pk = P{ω : ξ(ω) = k}, то в загально-
му властивiсть вiдсутностi пiслядiї з останнього твердження можна
описати за допомогою рiвностi

pm =
pn+m

+∞∑
k=n

pk

(n,m ≥ 0) — властивiсть вiдсутностi пiслядiї.

Нескладно тепер переконатись, що єдиний розподiл, який визначає
ця рiвнiсть, — геометричний.
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

Твердження 1.7. Якщо розподiл P{ξ = k} = pk (k ≥ 0) цiлочи-
сельної невiд’ємної випадкової величини задовольняє умову вiдсу-
тностi пiслядiї, то розподiл геометричний.

1.18. Граничнi теореми у схемi Бернуллi

Теорема 1.6 (Пуасcона). В рамках схеми Бернуллi, якщо послi-
довнiсть (an), an = np, p = p(n), — обмежена, то для кожного
k ≥ 0

lim
n→+∞

Pn(k)

akn
k!
e−an

= 1,

де Pn(k) = P{ω : mn(ω) = k} — ймовiрнiсть того, що при n випро-
буваннях кiлькiсть успiхiв mn дорiвнює k.

З теореми Пуассона нескладно отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок 1.1. Якщо lim
n→∞

an = a, то (∀k ≥ 0) :

lim
n→+∞

Pn(k) =
ak

k!
e−a.

В наслiдку фiгурує розподiл Пуассона. Власне, скажемо, що цi-
лочисельна невiд’ємна випадкова величина ξ має розподiл Пуассона
з параметром λ > 0 (ξ ∈ Poiss(λ)), якщо

P{ω : ξ(ω) = k} =
λk

k!
e−λ (k ≥ 0).

В рамках наслiдку з теореми Пуассона Ю.В. Прохоров довiв, що
при n→ +∞

+∞∑
k=0

|Pn(k)− ak

k!
e−a| ≤ 2a

n
min{2, a}.

Теорема 1.7 (локальна Лапласа). Якщо в рамках схеми Бернуллi
bn = npq → +∞, то для кожної фiксованої сталої c ∈ (0,+∞) при
(n → +∞) для всiх k ∈ Z+ таких, що |xn,k| ≤ c, де xnk = k−an√

bn
,

an = np,

Pn(k) = (1 + o(1))
1√

2πbn
e−

1
2
x2n,k .
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1.18. Граничнi теореми у схемi Бернуллi

Вправа. Довести, що еквiвалетнiсть в останньому спiввiдношення
рiвномiрна за всiма k такими, що |xn,k| ≤ c, для кожної фiксованої
сталої c < +∞, тобто

lim
n→+∞

sup
{∣∣∣Pn(k)− 1√

2πbn
e−

1
2
x2n,k

∣∣∣ : k ∈ Z+, |xn,k| ≤ c
}

= 0.

Наступну теорему отримаємо пiзнiше у виглядi наслiдку з цен-
тральної граничної теореми.

Теорема 1.8 (iнтегральна Муавра-Лапласа). Нехай у рамках схе-
ми Бернуллi mn — кiлькiсть успiхiв в n незалежних випробуван-
нях i bn = npq → +∞ (n→ +∞). Тодi

(∀a, b, a < b) : lim
n→+∞

P
{
ω : a ≤ mn − an√

bn
< b
}

= Φ(b)− Φ(a),

де Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt.

Вiдзначимо, що оскiльки

xn,k+1 − xn,k =
1√
bn

i P
{
ω : a ≤ mn − an√

bn
< b
}

=
∑

a≤xn,k<b
Pn(k),

то за допомогою твердження з щойно сформульованої вправи, ви-
бираючи c = max{|a|, |b|}, неважко за означенням iнтеграла Рiмана
отримати доведення цiєї теореми.

У iнтегральнiй теоремi Муавра-Лапласа Φ(x) — стандартний
нормальний (або гаусiв) розподiл.

Скажемо, що випадкова величина ξ ∈ N (0, 1), тобто має стан-
дартний нормальний розподiл (або є гаусовою), якщо Fξ(x) ≡ Φ(x).

Скажемо, що випадкова величина η має нормальний розподiл з
параметрами a 6= 0, σ2 > 0 (η ∈ N (a, σ2)), якщо випадкова вели-
чина ξ = η−a

σ має гаусiв розподiл.
Вправи. Переконатись, що: 1. Φ(x), справдi, функцiя розподiлу.
2. Якщо η ∈ N (a, σ2), то, вiдповiдно, її функцiя розподiлу i щiль-
нiсть

Fη(x) = Φ
(x− a

σ

)
=

1√
2πσ2

∫ x

−∞
e−

(t−a)2

2σ2 dt, fη(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−a)2

2σ2 .
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

3. Якщо ξ ∈ N (0, 1), то −ξ ∈ N (0, 1). Довести. Випадковi величи-
ни такi, що Fξ = F−ξ називаються симетричними. Отже, гаусовi
випадковi величинни є симетричними.

1.19. Числовi характеристики випадкових величин: математичне
сподiвання i дисперсiя

Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр, ξ(ω) — випадкова вели-
чина.
Математичним сподiванням випадкової величини ξ(ω) називають

Mξ
def
=

∫
Ω
ξ(ω)P(dω),

дисперсiєю випадкової величини ξ(ω) називають

Dξ
def
= M(ξ −Mξ)2,

стандартом або середньоквадратичним вiдхиленням називають

σ
def
=
√
Dξ.

Зауважимо, що з властивостей iнтеграла випливає, що якщо ξ —
невiд’ємна випадкова величина, то її математичне сподiвання зав-
жди iснує, при цьому Mξ ∈ [0,+∞]. Зокрема, якщо у довiльної
випадкової величини iснує скiнченне математичне сподiвання, то у
неї iснує дисперсiя Dξ ∈ [0,+∞], позаяк (ξ − Mξ)2 — невiд’ємна
випадкова величина.

Якщо розподiл ξ має щiльнiсть fξ, то

Mξ =

∫ +∞

−∞
xfξ(x)dx, Dξ =

∫ +∞

−∞
(x−Mξ)2fξ(x)dx.

У випадку, коли ξ — дискретна випадкова величина з розподiлом
pn = P{ω : ξ(ω) = xn}, то

Mξ =
∑

n
xnpn, Dξ =

∑
n
(xn −Mξ)2pn.

2.13. Властивостi математичного сподiвання

Наступнi три властивостi математичного сподiвання, насправдi,
є властивостями вiдповiдного iнтеграла
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2.13. Властивостi математичного сподiвання

1. Якщо випадкова величина ξ є майже напевно (м.н.) стала, тобто,
P{ω : ξ(ω) = a} = 1, то Mξ = a.

Нехай B = {ω : ξ(ω) 6= a}. Тодi P(B) = 0 i, отже,

Mξ =

∫
Ω\B

ξ(ω)P(dω) +

∫
B
ξ(ω)P(dω) = a · P(B) = a.

Означення. Скрiзь надалi, якщо ймовiрнiсть подiї A дорiвнює 1,
то ми кажемо, що подiя A вiдбувається майже напевно (м.н.).
2. (адитивнiсть). Нехай (ξn)Nn=1, N < +∞ — послiдовнiсть випад-
кових величин. Тодi

M
(∑N

n=1
ξn

)
=
∑N

n=1
Mξn.

3. (лiнiйнiсть). Нехай ξ — випадкова величина. Тодi (∀α ∈ R) :
M(αξ) = αMξ.

4. (монотоннiсть). Для будь-яких двох випадкових величин ξ, η
з того, що ξ ≥ η (м.н.) (тобто, P{ω : ξ(ω) ≥ η(ω)} = 1) випливає, що
Mξ ≥Mη.

Справдi, оскiльки ξ − η ≥ 0 (м.н.), то залишається скориста-
тись невiд’ємнiстю iнтеграла вiд невiд’ємної випадкової величини i
лiнiйнiстю.
5. Якщо випадкова величина ξ така, що Mξ 6=∞, то |Mξ| ≤M |ξ|.

Справдi, −|ξ| ≤ ξ ≤ |ξ|. тому за попередньою властивiстю отри-
муємо потрiбну нерiвнiсть.

6. Якщо A ∈ A, то MχA = P(A), де χA(ω) =

{
1, якщо ω ∈ A,
0, якщо ω /∈ A

—

характеристична функцiя подiї A.
7. (Нерiвнiсть Маркова). Нехай ξ — невiд’ємна випадкова вели-
чина. Тодi

(∀a > 0) : P{ω : ξ(ω) ≥ a} ≤ Mξ

a

Доведення. Позначимо A = {ω : ξ(ω) ≥ a}. Тодi,

P(A) =

∫
A
P(dω) ≤

∫
A

ξ(ω)

a
P(dω) ≤ 1

a

∫
Ω
ξ(ω)P(dω) =

1

a
Mξ.
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2.14. Властивостi дисперсiї

1. Для кожної випадкової величини зi скiнченним математичним
сподiванням Dξ = Mξ2 − (Mξ)2.

Звiдси, в часткових випадках дискретної i абсолютно неперерв-
ної випадкової величин отримуємо такi формули для обчислення
їхньої дисперсiї: ξ — дискретна випадкова величина, тодi

Dξ =
∑

n
x2
npn −

(∑
n
xnpn

)2
, pn = P{ω : ξ(ω) = xn},

∑
n
pn = 1,

ξ — абсолютно неперервна з щiльнiстю розподiлу fξ, тодi

Dξ =

∫ +∞

−∞
x2fξ(x)dx−

(∫ +∞

−∞
xfξ(x)dx

)2
.

2. Для довiльної випадкової величини зi скiнченною дисперсiєю
|Mξ| ≤

√
Mξ2.

3. Випадкова величина ξ є м.н. сталою (тобто, ξ(ω) = c м.н.) ⇐⇒
Dξ = 0.

З означення дисперсiї i властивостi лiнiйностi математичного
сподiвання замiсть лiнiйностi, для дисперсiї отримуємо властивiсть
однорiдностi порядку 2.
4. (∀α ∈ R) : D(αξ) = α2Dξ.

На вiдмiну вiд математичного сподiвання, для того, щоб дис-
персiя стала адитивною, вiд випадкових величин потрiбно вимагати
деяких властивостей, якi вони повиннi задовольняти "колективно".
Зокрема, виконується таке твердження.
5. D(ξ + η) = Dξ +Dη ⇐⇒M(ξη) = MξMη.

Звiдси, зокрема, безпосередньо випливає таке твердження.
6. Якщо η = c м.н., то D(ξ + η) = Dξ для кожної випадкової вели-
чини ξ.

Означення (коварiацiї i некорельованих випадкових вели-
чин). Коварiацiєю випадкових величин ξ, η називають величину

cov(ξ, η)
def
= M((ξ −Mξ)(η −Mη)).

Випадковi величини ξ, η називаються некорельованими, якщо
cov(ξ, η) = 0.

24
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Якщо ж cov(ξ, η) 6= 0, то випадковi величини ξ, η називаються ко-
рельованими.

Зауважимо, що поняття коварiацiї та корельованостi (некоре-
льованостi) має змiст лише для випадкових величин ξ, η iнтегровних
з квадратом на Ω, тобто, лише у випадку, коли iснують скiнченнi
дисперсiї Dξ,Dη.

7. D(ξ + η) = Dξ +Dη ⇐⇒ випадковi величини ξ, η некорельованi,
тобто cov(ξ, η) = 0.

8. Випадковi величини ξ, η некорельованi ⇐⇒M(ξη) = MξMη.

9. Якщо (ξj) — послiдовнiсть попарно некорельованих випадко-
вих величин, тобто, cov(ξj , ξk) = 0 (j 6= k), то D

(∑n

k=1
ξk

)
=∑n

k=1
Dξk.

2.15. Приклади обчислення дисперсiї деяких розподiлiв

1. Схема Бернуллi: геометричний розподiл. Нехай випадкова
величина ξ має геометричний розподiл, тобто pn = P{ω : ξ(ω) =
n} = pqn (n ∈ Z+). Тодi

Mξ =
∑+∞

n=0
npn =

∑+∞

n=0
nqnp = q

∑+∞

n=1
nqn−1p =

= q
(∑+∞

n=0
qn
)′
p = qp

( 1

1− q
)′

=
qp

(1− q)2
=
qp

p2
=
q

p
.

Подiбно

Mξ2 =
∑+∞

n=0
n2qnp = pq

(
q
( 1

1− q
)′)′

=
(1− p)(2− p)

p2
.

Тому Dξ = qp−2.

2. Схема Бернуллi: бiномний розподiл. Оскiльки випадкова
величина mn — кiлькiсть У в n незалежних випробуваннях за-
писується у виглядi mn =

∑n
j=1 ξj,n, то зауважуючи, що Mξj,n =

1 · p+ 0 · q = p, отримаємо

Mmn =
∑n

j=1
Mξj,n = np = an.

Якщо доведемо, що (ξj,n)nj=1 — попарно некорельованi, то, обчислю-
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ючи дисперсiюDηj,n = Mη2
j,n−(Mηj,n)2 = 1·P{η2

j,n = 1}+0·P{η2
j,n =

0} = 1 · p− p2 = pq, отримаємо

Dmn =
∑n

j=1
Dξj,n = npq = bn.

Для, того, щоб встановити некорельованiсть ξk,n, ξj,n (k 6= j) досить
перевiрити, що Mη = Mξk,nMξj,n, де η = ξk,nξj,n.

Зауважимо, що P{ω : η(ω) = 1} = P(У)P(У) = p2 (тут ми скори-
стались незалежнiстю випробовувань, оскiльки з неї випливає неза-
лежнiсть вiдповiдних випадкових величин ξk,n, ξj,n ) та P{ω : η(ω) =
0} = 1 − p2. Тому, Mη = p2. Але, вище ми обчислили, що Mξk,n =
Mξj,n = p.

Вправи. 1. Переконатись, що випадковi величини ξk,n, ξj,n (k 6= j)
— незалежнi. Вище було доведено, що звiдси випливає некорельо-
ванiсть цих випадкових величин.
2.Переконатись, що правильною є загальнiша iмплiкацiя: якщо дис-
кретнi випадковi величини ξ1, ξ2 — незалежнi, то вони й некорельо-
ванi (насправдi, те, що це твердження правильне в загальному —
для довiльної пари незалежних випадкових величин, ми доведемо
нижче).
3. Розподiл Пуассона. Нехай ξ ∈ Poiss(λ), тобто, має розподiл
Пуасcона з параметром λ > 0: P{ω : ξ(ω) = n} = λn

n! e
−λ, n ∈ Z+.

Тодi

Mξ =
∑∞

n=0
n
λn

n!
e−λ = λ

∑+∞

n=1
n
λn−1

n!
e−λ = λe−λ

∞∑
n=1

λn−1

(n− 1)!
= λ.

Обчислимо дисперсiю Dξ в розподiлi Пуассона. Оскiльки

Mξ2 =
∑+∞

n=0
n2λ

n

n!
e−λ = λ

∑+∞

n=1
n2λ

n−1

n!
e−λ = λe−λ

(∑+∞

n=1

λn

(n− 1)!

)′
=

= λe−λ
(
λeλ
)′

= λ(λ+ 1).

Тому Dξ = M(ξ2)− (Mξ)2 = λ(λ+ 1)− λ2 = λ.

4. Рiвномiрний розподiл. Нехай випадкова величина ξ має рiв-
номiрний розподiл на промiжку [a, b]. Тодi

Mξ =

∫ +∞

−∞
xfξ(x)dx =

1

b− a

∫ b

a
xdx =

a+ b

2
.
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А, оскiльки,

Mξ2 =

∫ +∞

−∞
x2fξ(x)dx =

1

b− a

∫ b

a
x2dx =

a2 + b2 + ab

3
,

то Dξ = M(ξ)2 − (Mξ)2 =
(b− a)2

12
.

5.Нормальний розподiл. Обчислимо спочатку математичне спо-
дiвання i дисперсiю для стандартного нормального розподiлуN (0, 1).
Нехай ξ ∈ N (0, 1). Тодi,

Mξ =
1√
2π

∫ +∞

−∞
xe−

x2

2 dx = 0,

позаяк пiдiнтегральна функцiя непарна. Тому, для обчислення дис-
персiї маємо

Dξ = M(ξ)2 =
1√
2π

∫ +∞

−∞
x2e−

x2

2 dx = − x√
2π
e−

x2

2

∣∣∣∣+∞
−∞

+

+
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx = 1.

Для випадкової величини η ∈ N (a, σ2), оскiльки η = a + ξσ, де
ξ ∈ N (0, 1), з властивостей математичного сподiвання i дисперсiї
отримаємо

Mη = a+ σMξ = a, Dη = σ2Dξ = σ2.

6. Розподiл Кошi. Чи iснує математичне сподiвання Mξ для ви-
падкової величини ξ ∈ K(0, 1), тобто, з розподiлом Кошi? (Переко-
найтесь, що у звичайному сенсi воно не iснує. Чи можна Mξ визна-
чити в сенсi головного значення iнтеграла?)

2.16. Нерiвнiсть Чебишова i Закон великих чисел (ЗВЧ)

Почнемо з наступного важливого доведеного П.Л. Чебишовим
твердження, яке, як це часто у таких випадках буває, має нескладне
доведення.

Твердження 1.8 (Нерiвнiсть Чебишова). Нехай ξ — випадкова
величина, що має скiнченне математичне сподiвання Mξ 6= ∞.
Тодi,
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

(∀ε > 0) : P{ω : |ξ(ω)−Mξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2
.

Твердження 1.9 (узагальнена нерiвнiсть Чебишова). Нехай X ∈
B(R) — множина значень випадкової величини ξ, а функцiя h : X →
R+ монотонно неспадна. Тодi

(∀a ∈ X) : P{ω : ξ(ω) ≥ a} ≤ Mh(ξ)

h(a)
— загальна нерiвнiсть Чебишова.

Теорема 1.9 (Чебишова). Нехай (ξn) — послiдовнiсть попарно не-
корельованих випадкових величин таких, що

(∃C ∈ (0,+∞))(∀n ≥ 1) : Dξn ≤ C.
Тодi

(∀ε > 0) : lim
n→+∞

P
{
ω :
∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

ξk −
1

n

n∑
k=1

Mξk

∣∣∣ ≥ ε} = 0.

Теорема 1.10. Нехай (sn) — довiльна послiдовнiсть натуральних
чисел така, що limn→+∞ sn = +∞, а (ξj,n)snj=1 — послiдовнiсть ви-
падкових величин таких, що ξj,n i ξk,n некорельованi для кожних
j 6= k та будь-якого n. Якщо виконується умова

(∃C ∈ (0,+∞))(∀n ≥ 1)(∀j, 1 ≤ j ≤ sn) : Dξj,n ≤ C,
то

(∀ε > 0) : lim
n→+∞

P
{
ω :
∣∣∣ 1

sn

sn∑
k=1

ξk,n −
1

sn

sn∑
k=1

Mξk,n

∣∣∣ ≥ ε} = 0.

Якщо у теоремi 1.10 перейти до протилежних подiй, то отрима-
ємо такий наслiдок.

Наслiдок 1.2. Нехай (ξj,n)nj=1 — послiдовнiсть випадкових вели-
чин таких, що ξj,n i ξk,n некорельованi для кожних j 6= k та будь-
якого n. Якщо виконується умова (∃C ∈ (0,+∞))(∀n ≥ 1)(∀j, 1 ≤
j ≤ n) : Dξj,n ≤ C, то

(∀ε > 0) : lim
n→+∞

P
{
ω :
∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

ξk,n −
1

n

n∑
k=1

Mξk,n

∣∣∣ < ε
}

= 1.

Безпосередньо з наслiдку 1.2 отримуємо таку теорему Бернуллi.
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Наслiдок 1.3 (теорема Бернуллi). В рамках схеми Бернуллi вико-
нується

(∀ε > 0) : lim
n→+∞

P{ω : |νn − p| < ε} = 1,

де νn = mn
n — частота успiхiв (частота появи подiї A) i p = P(У)

в n послiдовних незалежних випробуваннях.

Нагадаємо тепер поняття збiжностi послiдовностi випадкових
величин за ймовiрнiстю, як тотожне з поняттям збiжностi за мiрою
P.

Означення (збiжностi за ймовiрнiстю). Послiдовнiсть випад-
кових величин (ηn) називається збiжною за ймовiрнiстю до випад-
кової величини η, ηn

P→ η (n→ +∞), якщо
(∀ε > 0) : lim

n→+∞
P{ω : |ηn(ω)− η(ω)| ≥ ε} = 0(

рiвносильна умова: (∀ε > 0) : lim
n→+∞

P{ω : |ηn(ω)− η(ω)| < ε} = 1
)
.

Наслiдок 1.4 (класична теорема Бернуллi). Якщо в рамках схеми
Бернуллi ймовiрнiсть успiху p(n) ≡ p (n ≥ 0), тобто — стала, то

νn
P→ p (n→ +∞).

Подiбно можна переформулювати решту iнших, наведених тут
ЗВЧ. На цьому зупинятись не будемо, а сформулюємо ще одне твер-
дження типу ЗВЧ.

Теорема 1.11. Нехай (ξj,n)nj=1 — послiдовнiсть випадкових вели-
чин таких, що ξj,n i ξk,n некорельованi для кожних j 6= k та будь-

якого n. Якщо виконується умова lim
n→+∞

1

n

∑n

j=1
Dξj,n = 0, то

1

n

∑n

k=1
ξk,n −

1

n

∑n

k=1
Mξk,n

P→ 0 (n→ +∞).

Вправа. Довести теорему 1.11.
Вiдзначимо, ще деякi цiкавi i кориснi факти, якi безпосередньо

випливають з нерiвностей Чебишова i Маркова.

Вправи. 1. (закон трьох сигм). Нехай ξ — випадкова величина i
σ2 = Dξ. Тодi
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

P{ω : |ξ −Mξ| ≥ 3σ} ≤ 1

9
= 0, (1).

2. Нехай послiдовнiсть випадкових величин (ξn) збiжна до випад-
кової величини ξ в середньому, тобто, M |ξn − ξ| → 0 (n → +∞).
Довести, що тодi:
a) ξn

P→ ξ (n → +∞); b) якщо Mξn 6= ∞,Mξ 6= ∞, то Mξn → Mξ
(n→ +∞). Вказiвка. a) Застосувати нерiвнiсть Маркова до |ξn− ξ|.
3. Нехай послiдовнiсть випадкових величин (ξn) збiжна до випад-
кової величини ξ в середньоквадратичному, тобто, M |ξn − ξ|2 → 0
(n → +∞). Довести, що тодi: a) послiдовнiсть (ξn) збiжна в сере-
дньому, а, отже, i ξn

P→ ξ (n → +∞); b) якщо Mξ2
n < +∞,Mξ2 <

+∞, то Mξn →Mξ, M(ξnξ)→M(ξ)2, M(ξn)2 →M(ξ)2, Dξn → Dξ,
(n→ +∞).

Вказiвка. a) Застосувати нерiвнiсть (Mη)2 ≤M(η)2 до |ξn − ξ|.
b) |M(ξnξ)−M(ξ)2| ≤M |(ξn − ξ)ξ| ≤ (M |(ξn − ξ)2)1/2(M(ξ)2)1/2,
|M(ξn)2 −M(ξ)2| = |M(ξn − ξ)(ξn + ξ)| ≤ (M(ξn − ξ)2)1/2(M(ξn +
ξ)2)1/2,
M(ξn + ξ)2 = M((ξn − ξ) + ξ)2 = M(ξn − ξ)2 + 2M(ξnξ)−M(ξ2).

2.17. Незалежнi випадковi величини

Нехай (Ω,A,P) — фiксований ймовiрнiсний простiр.
Повернемось до незалежних випадкових величин. Нагадаємо,

що послiдовнiсть незалежних випадкових величин це така послiдов-
нiсть, що вiдповiдна послiдовнiсть σ-алгебр, породжених елемента-
ми послiдовностi випадкових величин, є послiдовнiстю незалежних
σ-алгебр.

Теорема 1.12 (критерiй незалежностi). (ξn) — послiдовнiсть не-
залежних випадкових величини ⇔ (∀n ∈ N)(∀xj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n) :

P(
n⋂
j=1

{ω : ξj(ω) < xj}) =
n∏
j=1

P({ω : ξj(ω) < xj}).

2.18. Випадковi вектори з незалежними компонентами
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2.18. Випадковi вектори з незалежними компонентами

Розглянемо випадковий вектор ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), тобто, вектор,
компоненти якого ξj — випадковi величини.

Означення (функцiї спiльного розподiлу). Функцiєю розпо-
дiлу випадкового вектора ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) (функцiєю спiльного
розподiлу випадкових величин ξ1, ξ2, . . . , ξn) називається функцiя
Fξ : Rn → [0, 1], яка для кожного x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn визна-
чається формулою

Fξ(x) = P{ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξn(ω) < xn} = P
( n⋂
j=1
{ω : ξj(ω) < xj}

)
.

Вправа. Довести, що:
1. F(ξ1,ξ2,...,ξn)(+∞,+∞, . . . ,+∞) = 1.
2. F(ξ1,ξ2,...,ξn)(+∞, x2, . . . , xn) = F(ξ2,...,ξn)(x2, . . . , xn).
3. F(ξ1,ξ2,...,ξn)(−∞,−∞, . . . ,−∞) = F(ξ1,ξ2,...,ξn)(−∞, x2, . . . , xn) = 0.

Пригадаємо, що випадковий вектор ξ = (ξ1, . . . , ξn) є вектором з
незалежними компонентами, якщо (ξj)

n
j=1 — послiдовнiсть незале-

жних випадкових величин. Тодi критерiй незалежностi випадкових
величин можна переписати у такому виглядi: випадковий вектор є
вектором з незалежними компонентами тодi i тiльки тодi, коли його
функцiя розподiлу є добутком функцiй розподiлу його компонент.
Власне, маємо таку теорему.

Теорема 1.13 (критерiй незалежностi випадкових величин). По-
слiдовнiсть випадкових величин (ξj)

n
j=1 є послiдовнiстю незалежних

випадкових величин тодi i тiльки тодi, коли

(∀x ∈ Rn) : Fξ(x) =
n∏
j=1

Fξj (xj), де ξ = (ξ1, . . . , ξn).

Теорема 1.14 (незалежнiсть борелевих функцiй вiд випадкових ве-
личин). 1. Нехай g : Rn → R, h : Rm → R — борелевi функцiї. Якщо
(ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηm) — вектор з незалежними компонентами, то
випадковi величини ξ = g(ξ1, . . . , ξn) i η = h(η1, . . . , ηm) — незале-
жнi.
2. Якщо (ξn)Nn=1 — послiдовнiсть незалежних випадкових величин,
а (gn)Nn=1 — борелевi функцiї на R. Тодi (ηn)Nn=1, ηn = gn(ξn), —
послiдовнiсть незалежних випадкових величин.
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Теорема 1.15. Якщо (ξj)
k
j=1 — послiдовнiсть незалежних випад-

кових величин, то

M
( k∏
j=1

ξj

)
=

k∏
j=1

Mξj ,

зокрема, (ξj)
k
j=1 — послiдовнiсть попарно некорельованих випадко-

вих величин.

Вправа. Нехай (ξj) — простi випадковi величини, а X(j) = {x(j)
k }

їхнi множини значень, вiдповiдно. (ξj) — послiдовнiсть незалежних
випадкових величин тодi i тiльки тодi, коли

(∀(kj)) : P
( n⋂
j=1

ξ−1
j ({x(j)

kj
})
)

=
∏n
j=1 P(ξ−1

j ({x(j)
kj
}).

В бiк необхiдностi це звичайна iнтерпретацiя означення незалежно-
стi. В бiк достатностi, зауважимо, що для кожної борелевої множи-
ни Bj виконується ξ−1

j (Bj) =
⋃
k : x

(j)
k ∈Bj

ξ−1
j ({x(j)

k }) i, отже,
n⋂
j=1

ξ−1
j (Bj{x(j)

kj
}) =

⋃
kj : x

(j)
kj
∈Bj

n⋂
j=1

ξ−1
j ({x(j)

kj
}).

Залишається послiдовно скористатись адитивнiстю ймовiрностi й
умовою.

2.19. Збiжнiсть майже напевно i збiжнiсть за ймовiрнiстю

Означення (збiжностi майже напевно м.н.). Послiдовнiсть ви-
падкових величин (ηn) називається збiжною майже напевно (м.н)
до випадкової величини η (ηn → η м.н.), якщо

P{ω : lim
n→+∞

ηn(ω) = η(ω)} = 1.

З курсу "Теорiї мiри та iнтегралу"добре вiдомо, що якщо послi-
довнiсть вимiрних функцiй збiжна майже скрiзь, то вона збiжна за
мiрою.

Твердження 1.10. Якщо ηn → η (м.н.) ⇒ ηn
P−→ η.

Навпаки, взагалi кажучи, не правильно. Але правильне таке
твердження.
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Твердження 1.11. Якщо ηn
P→ η, то (∃nk ↑ +∞) : ηnk → η (м.н.).

Твердження 1.12. P(
n⋂
k=1

Ak) = 1 ⇔ (∀k, 1 ≤ k ≤ n) : P(Ak) = 1.

Вправа. Довести твердження 1.12.

Твердження 1.13 (критерiй збiжностi майже напевно). Для по-
слiдовностi випадкових величин (ηn) i випадкової величини η

ηn→η м.н. ⇐⇒ (∀k ≥ 1) : lim
N→+∞

P(
∞⋂
n=N

{|ηn(ω)− η(ω)| < 1

k
}) = 1

або у рiвносильному виглядi

ηn → η м.н. ⇐⇒ (∀ε > 0) : lim
N→+∞

P(
∞⋂
n=N

{|ηn(ω)− η(ω)| < ε}) = 1.

З критерiю збiжностi м.н. отримуємо таку зручну у застосуван-
нях достатню умову збiжностi м.н.

Твердження 1.14 (достатня умова збiжностi майже напевно). Якщо
для кожного ε > 0 збiжний ряд∑∞

n=1
P{ω : |ηn(ω)− η(ω)| ≥ ε} < +∞

то ηn → η м.н.

2.20. Лема Бореля-Кантеллi

Теорема 1.16 (лема Бореля-Кантеллi). Нехай (An) — послiдов-
нiсть подiй.
1. Якщо

∑∞
n=1 P(An) < +∞, то серед подiй (An) з ймовiрнiстю, що

дорiвнює одиницi, вiдбувається скiнченна кiлькiсть подiй.
2. Якщо (An) — послiдовнiсть незалежних в сукупностi подiй та-
ких, що з ймовiрнiстю, яка дорiвнює одиницi, серед (An) вiдбуває-
ться скiнченна кiлькiсть подiй, то

∑∞
n=1 P(An) < +∞.

Через C позначимо подiю "серед (An) вiдбувається нескiнченна
кiлькiсть подiй". Зауважимо, що
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

C =

+∞⋂
n=1

+∞⋃
s=n

As.

Зауваження. (P, Erdős, A. Renyi, 1959) Твердження другої части-
ни леми Бореля-Кантелi залишається правильним за умови попар-
ної незалежностi подiй (An).

2.21. Посилений закон великих чисел (ПЗВЧ)

Теорема 1.17 (Колмогорова). Нехай (ξn) — послiдовнiсть незале-
жних випадкових величин зi скiнченними дисперсiями Dξn < ∞
(n ≥ 1), таких, що ∑+∞

n=1

Dξn
n2

< +∞.
Тодi

1

n

∑n

k=1
(ξk −Mξk)→ 0 м.н.

Зауваження. У теоремi Чебишова ми припускали, що всi дисперсiї
обмеженi в сукупностi: Dξn ≤ c < +∞ (n ≥ 1). З цього, очевидно
випливає, що

∑∞
n=1

Dξn
n2 < +∞.

У випадку, коли ξn — однаково розподiленi випадковi величини,
то у попередньому твердженнi можна вiдмовитись навiть вiд умови
iснування дисперсiй. Власне, це є змiстом наступної теореми.

Теорема 1.18 (Колмогорова-Хiнчiна). Якщо (ξj) — послiдовнiсть
незалежних випадкових величин з однаковим розподiлом (Fξj = F
(j ≥ 1)) i ∃Mξj = a 6=∞ (j ≥ 1), то

1

n

∑n

j=1
ξj → a м.н. .

Для доведення теореми Колмогорова ввикористовується така
лема.

Лема 1.1 (нерiвнiсть Колмогорова). Нехай (ξn) — незалежнi ви-
падковi величини, ηn =

∑n
k=1 ξk. Якщо Mξn = 0 (n ≥ 1) i Dξn <

+∞(n ≥ 1), то
(∀N ≥ 1) (∀a > 0) : P{ω : sup1≤n≤N |ηn| ≥ a} ≤ 1

a2
∑N

k=1Dξk.
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2.22. Згортка розподiлiв випадкових величин

2.22. Згортка розподiлiв випадкових величин

Згорткою розподiлiв F1 i F2 називається функцiя F1 ∗ F2 : R →
[0, 1], визначена для всiх x ∈ R за формулою

(F1 ∗ F2)(x)
def
=

∫ +∞

−∞
F1(x− y)dF2(y).

Вправа. Переконайтесь, що F1 ∗ F2 — функцiя розподiлу.

Теорема 1.19 (теорема про згортку розподiлiв). Нехай ξ1 i ξ2 —
незалежнi випадковi величини. Тодi

(∀x ∈ R) : Fξ1+ξ2(x) = (F1 ∗ F2)(x) = (F2 ∗ F1)(x),

де Fj = Fξj (j ∈ {1, 2}).

Якщо функцiя розподiлу F2 має щiльнiсть f2, то з теореми про
формулу згортки негайно отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок 1.5. Нехай ξ1 i ξ2 — незалежнi випадковi величини, а
f2 — щiльнiсть розподiлу ξ2. Тодi

(∀x ∈ R) : Fξ1+ξ2(x) =

∫ +∞

−∞
F1(x− y)f2(y)dy.

Наслiдок 1.6. Нехай ξ1 i ξ2 — незалежнi випадковi величини, а
f1 — щiльнiсть розподiлу ξ1. Тодi, сума випадкових величин ξ1 +ξ2

має щiльнiсть fξ1+ξ2 i м.с. за мiрою Лебега

fξ1+ξ2(x) =

∫ +∞

−∞
f1(x− y)dF2(y).

Наслiдок 1.7 (згортка щiльностей). Нехай f1 i f2 — щiльностi
розподiлiв випадкових величин ξ1 i ξ2. Тодi для щiльностi розподiлу
суми ξ1 + ξ2 м.с. за мiрою Лебега виконується рiвнiсть

fξ1+ξ2(x) =

∫ +∞

−∞
f1(x− y)f2(y)dy.
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1.9. Випадковi величини i функцiї розподiлу

Згорткою щiльностей f1 та f2 називають

(f1 ∗ f2)(x)
def
=

∫ +∞

−∞
f1(x− y)f2(y)dy.

Приклад (Згортка рiвномiрних розподiлiв). Розглянемо неза-
лежнi випадковi величини ξ i η, що мають рiвномiрний розподiл на

промiжку [a, b] f(x) =

{
1
b−a , x ∈ (a, b),

0, x /∈ [a, b].
З незалежностi ξ i η за

наслiдком 1.7 про згортку щiльностей отримуємо

fξ+η(x) = (f ∗ f)(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− y)f(y)dy =

1

b− a

∫ b

a
f(x− y)dy =

=

[
x− y = t
dy = −dt

]
=

1

b− a

∫ x−a

x−b
f(t)dt =


0, x < 2a,

x−2a
(b−a)2

, 2a < x < a+ b,
2b−x

(b−a)2
, a+ b < x < 2b,

0, x > 2b.
Подiбно знаходимо згортку незалежних рiвномiрних розподiлiв

на рiзних промiжках.

2.23. Гамма-розподiл

Гамма-розподiл Γ(α, β) з параметрами α > 0, β > 0 — це розпо-
дiл випадкової величини з такою щiльнiстю

f(x) =

{
βαxα−1

Γ(α) · e
−βx, x > 0,

0, x < 0,

де Γ(α) — Γ-функцiя Ойлера

Γ(α) =

∫ +∞

0
xα−1e−xdx.

Вправа. Перевiрити, що це справдi щiльнiсть розподiлу, тобто, що
f(x) ≥ 0 м.с. i

∫ +∞
0 f(x)dx = 1.

Розподiл exp(β)
def
= Γ(1, β) називається показниковим (експонен-

цiйним) розподiлом, тобто, це розподiл зi щiльнiстю
f(x) = βe−βx (x > 0), f(x) = 0 (x < 0).
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2.24. Розподiл χ2

Твердження 1.15 (теорема додавання Γ-розподiлiв). Нехай ξ1, ξ2

— незалежнi випадковi величини, ξj ∈ Γ(αj , β). Тодi ξ = ξ1 + ξ2 ∈
Γ(α1 + α2, β).

Приклад (Розподiл Ерланга). Розподiл Ерланга — це розподiл
випадкової величини

η = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn,

де (ξj) — незалежнi випадковi величини, що мають один i той же по-

казниковий розподiл ξj ∈ exp(β)
def
= Γ(1, β), β > 0. Тодi за теоремою

додавання розподiл Ерланга, це Γ-розподiл Γ(n, β).

Вправа (згортка показникових розподiлiв). Нехай ξ1, ξ2– неза-
лежнi випадковi величини з показниковими розподiлами ξj ∈ exp(βj),
0 < β1 < β2. Довести, що щiльнiсть розподiлу суми ξ1 + ξ2 дорiвнює

f(x) = β1β2
e−β1x − e−β2x

β2 − β1
(x > 0), f(x) = 0 (x < 0).

2.24. Розподiл χ2

Розподiл χ2 з n-ступенями свободи — це розподiл такої випад-
кової величини

χ2 = ξ2
1 + ξ2

2 + . . .+ ξ2
n,

де (ξj) — незалежнi випадковi величини, ξj ∈ N (0, 1) (1 ≤ j ≤ n).

Твердження 1.16. Розподiл χ2 — це Γ-розподiл Γ(n2 ,
1
2).

Розподiл η = ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 , де ξj ∈ N (0, 1) i незалежнi, у фiзицi

називають розподiлом Максвела. З щойно доведеного випливає, що
розподiл Максвела це розподiл Γ(3

2 ,
1
2).

2.25. Згортка дискретних розподiлiв

Нехай ξ1, ξ2 — незалежнi дискретнi цiлочисельнi випадковi ве-
личини з розподiлами pj(n) = P{ω : ξj(ω) = n} (n ∈ Z), j ∈ {1, 2}.

Пригадаємо спочатку, що для довiльної випадкової величини η
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P{ω : η(ω) = a} = Fη(a+ 0)− Fη(a),

а за теоремою про згортку

Fξ1+ξ2(x) =

∫ +∞

−∞
F1(x− y)dF2(y) =

=
∑+∞

m=−∞
F1(x−m)(F2(m+ 0)− F2(m)) =

∑+∞

m=−∞
F1(x−m)p2(m).

Тому, для кожного n ∈ Z

p(n)
def
= P{ω : ξ1(ω) + ξ2(ω) = n} = Fξ1+ξ2(n+ 0)− Fξ1+ξ2(n) =

=
∑+∞

m=−∞
(F1(n−m+ 0)− F1(n−m))p2(m) =

=
∑+∞

m=−∞
p1(n−m)p2(m)

def
= (p1 ∗ p2)(n).

p1 ∗ p2 — згортка дискретних розподiлiв. Отже, довели таке твер-
дження.

Твердження 1.17 (згортка цiлочисельних розподiлiв). Нехай
ξ1, ξ2 — незалежнi цiлочисельнi випадковi величини з розподiлами
p1, p2, вiдповiдно. Тодi розподiл суми ξ1 + ξ2 є згорткою розподiлiв
доданкiв

(∀n ∈ Z : ) P{ω : ξ1(ω) + ξ2(ω) = n} = (p1 ∗ p2)(n).

Твердження 1.18 (теорема додавання розподiлiв Пуассона). Не-
хай ξ1, ξ2 — незалежнi випадковi величини, ξj ∈ Poiss(λj). Тодi

ξ = ξ1 + ξ2 ∈ Poiss(λ1 + λ2).

РОЗДIЛ 3. ХАРАКТЕРИСТИЧНI ФУНКЦIЇ I
ЦЕНТРАЛЬНА ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА

3.1. Означення характеристичної функцiї

Функцiю ξ(ω) : Ω −→ C будемо називати комплексною (ком-
плекснозначною) випадковою величиною, якщо в зображеннi ξ =
η1 + iη2, ηj — випадковi величини (дiйснi). За означенням приймемо∫

Ω
ξ(ω)P(dω)

def
=

∫
Ω

Re ξ P(dω) + i

∫
Ω

Im ξ P(dω).

Тодi



3.2. Характеристичнi властивостi характеристичних функцiй

Mξ
def
= M(Re ξ) + iM(Im ξ) — математичне сподiвання,

Dξ
def
= M |ξ −Mξ|2 — дисперсiя комплекснозначної випадкової величини ξ.

Безпосередньо з означення випливає, що математичне сподiван-
ня
комплекснозначної випадкової величини є адитивним, комплексно
лiнiйним (тобто, (∀α ∈ C) : M(αξ) = αMξ) функцiоналом.

Означення(характеристичної функцiї випадкової величи-
ни). Нехай ξ — випадкова величина (дiйсна). Для t ∈ R характе-
ристична функцiя випадкової величини ξ визначається рiвнiстю

ϕξ(t) = M(eiξt).

Твердження 1.19. ξ1 i ξ2 — незалежнi випадковi величини. Тодi
η1 = eitξ1 , η2 = eitξ2 — незалежнi випадковi величини для кожного
t ∈ R i M(η1η2) = Mη1Mη2, тобто,

ϕξ1+ξ2(t) = ϕξ1(t)ϕξ2(t).

3.2. Характеристичнi властивостi характеристичних функцiй

Теорема 1.20 (про характеристичнi властивостi). Нехай ξ — ви-
падкова величина. Тодi:
1. ϕξ(0) = 1; 2. ϕξ(−t) = ϕξ(t) (t ∈ R); 3. (властивiсть дода-
тної визначеностi)

(∀t1, t2, . . . , tn ∈ R) (∀c1, c2, . . . , cn ∈ C) :
n∑
k=1

n∑
s=1

ckcsϕξ(tk−ts) ≥ 0;

4. ϕ(t) — рiвномiрно неперервна на R.

Наступна теорема, власне, i вказує на те, що властивостi 1 — 4
характеристичних функцiй є їхнiми характеристичними властиво-
стями.

Теорема 1.21 (Бохнера). Припустимо, що функцiя ϕ(t) : R → C
має властивостi 1—4 з попередньої теореми. Тодi iснують такий
ймовiрнiсний простiр (Ω, A,P) i випадкова величина ξ, що ϕξ(t) ≡
ϕ(t).
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3. Характеристичнi функцiї i центральна гранична теорема

3.3. Властивостi характеристичних функцiй (продовження)

5. Для кожної випадкової величини ξ i (∀a, b ∈ R) характеристична
функцiя випадкової величини η = aξ + b :

ϕη(t) = eibtϕξ(at).

6. (характеристична функцiя нормального розподiлу).

ϕη(t) = eitϕξ(σt) = eit−
σ2t2

2

— характеристична функцiя розподiлу N (a, σ2).
7. (характеристична функцiя дискретного розподiлу). Нехай
ξ має дискретний розподiл P{ω : ξ(ω) = xn} = pn,

∑N
n=0 pn = 1,

N ≤ +∞. Тодi

ϕξ(t) =
N∑
n=0

eitxnpn

— ряд Дiрiхле (при N = +∞) i експоненцiйний полiном при
N < +∞.
8. (однозначна визначенiсть функцiї розподiлу за характе-
ристичною функцiєю).

Теорема 1.22 (єдиностi функцiї розподiлу). Характеристична фун-
кцiя однозначно визначає функцiю розподiлу. Тобто, якщо

ϕ(t) =
∫

Ω e
itxdF1(x) =

∫
Ω e

itxdF2(x),
то F1(x) ≡ F2(x).

Цю теорему отримуємо з теореми про обернене перетворення
до перетворення Фур’є-Стiлт’єса, яка дає зображення функцiї роз-
подiлу через характеристичну функцiю. Спочатку зауважимо, що
у випадку розподiлiв зi щiльнiстю, характеристична функцiя яких
абсолютно сумовна на всiй дiйснiй прямiй, тобто ϕξ ∈ L1(−∞,+∞),
оскiльки характеристична функцiя у цьому випадку за означенням
є перетворенням Фур’є щiльностi fξ, то за теоремою про обернене
перетворення Фур’є, м.с. за мiрою Лебега

fξ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxϕξ(t)dt.

9. (теореми неперервностi для характеристичних функцiй).
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3.3. Властивостi характеристичних функцiй (продовження)

Нехай Fn (n ∈ Z+) — функцiї розподiлу а ϕn(t) (n ∈ Z+) — їхнi
характеристичнi функцiї, тобто ϕn(t) =

∫ +∞
−∞ eitxdFn(x).

Теорема 1.23 (неперервностi для характеристичних функцiй). Якщо
функцiя розподiлу F0(x) — неперервна, то з поточкової збiжностi
характеристичних функцiй limn→+∞ ϕn(t) → ϕ0(t) випливає рiв-
номiрна збiжнiсть на всiй числовiй прямiй функцiй розподiлу

sup{|Fn(x)− F0(x)| : x ∈ R} → 0 (n→ +∞),

тобто, Fn(x)⇒
R
F0(x) ((n→ +∞)).

За доведенням цiєї теореми вiдсилаємо читача на с.170–172 пiд-
ручника [1].

Варто вiдзначити, що у випадку, коли послiдовнiсть характе-
ристичних функцiй збiжна рiвномiрно, то нескладним наслiдком
звiдси i з теореми про обернене перетворення Фур’є-Стiлт’єса, стає
висновок про збiжнiсть послiдовностi вiдповiдних функцiй розподi-
лу i у загальному випадку.

Вправа. 1. У випадку розподiлiв зi щiльнiстю вивести теорему 1.22
(єдиностi) з формули оберненого перетворення Фур’є.
2. У випадку розподiлiв зi щiльнiстю i рiвномiрно збiжної на всiй
дiйснiй прямiй послiдовностi характеристичних функцiй ϕn ∈ L1(−∞,+∞)
вивести теорему 1.23 (неперервностi) з формули оберненого пере-
творення Фур’є.

10. (обернене перетворення Фур’є-Стiлт’єса).

Теорема 1.24. Якщо ϕ — характеристична функцiя, то iснує єди-
на F — функцiя розподiлу така, що ϕ(t) =

∫ +∞
−∞ eitxdF (x). При цьо-

му для довiльних точок неперервностi F, α < β,

F (β)− F (α) = lim
σ→+0

1

2π

∫ +∞

0
ϕ(t)

e−iβt − e−iαt

−it
e−t

2 σ2

2 dt. (∗)

Звiдси випливає, що функцiя розподiлу за якою побудована ϕ
однозначно задається цiєю формулою.
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3. Характеристичнi функцiї i центральна гранична теорема

Варто зазначити, що, характеристична функцiя є перетворен-
ням Фур’є-Стiлт’єса мiри dF (x) = νF (dx) — Лебега–Стiлт’єса

ϕξ(t) =

∫ +∞

−∞
eitxdFξ(x).

Формула (*) — формула оберненого перетворення Фур’є-Стiлт’єса.
Попередня теорема вказує на те, що у випадку функцiї розподiлу
обернене перетворення завжди iснує. Наступна теорема дає iнший
вигляд оберненого перетворення.

Теорема 1.25. Якщо ϕ — характеристична функцiя, F — функцiя
розподiлу, то: а) для довiльних α < β точок неперервностi F

F (β)− F (α) = lim
T→+∞

1

2π

∫ T

−T
ϕ(t)

e−iβt − e−iαt

−it
dt;

б) Якщо ϕ ∈ L1 (абсолютно iнтегровна за Лебегом на всiй пря-
мiй), то iснує щiльнiсть f(x) i м.с. за мiрою Лебега виконується
рiвнiсть

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxϕ(t)dt.

Для наших застосувань годяться обидвi теореми про вигляд
оберненого перетворення Фур’є-Стiлт’єса, тому ми наведемо повне
доведення лише другої з них. Доведення iншої можна знайти, на-
приклад, на с.78–80 книги Дж. Лампертi [2]. У доведеннi, як однiєї
з цих теорем, так i iншої, по-рiзному використовується одна i та
ж iдея, в основi якої лежить доведене вище твердження, що щiль-
нiсть розподiлу згортки двох розподiлiв, один з яких має щiльнiсть,
завжди iснує.

Нехай F має щiльнiсть, тобто F (x) =
∫ x
−∞ f(t)dt, тодi її характе-

ристична функцiя ϕ(t) =
∫ +∞
−∞ eitxf(x)dx — звичайне перетворення

Фур’є функцiї f на всiй дiйснiй прямiй.

11. (формула Тейлора для характеристичних функцiй).
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3.4. Центральна гранична теорема

Теорема 1.26 (формула Тейлора з залишковим членом у формi
Пеано для характеристичних функцiй). Припустимо, що ξ — ви-
падкова величина така, що ∃n ∈ N, таке, що ∃Mξn 6= ∞ (iснує
скiнченний момент n-го порядку). Тодi

ϕξ(t) = 1 +

n∑
k=1

(it)k

k!
Mξk + tnεn(t),

при цьому εn(t)→ 0 (t→ 0).

Твердження 1.20. Якщо Mξ2 6= ∞, то для всiх t ∈ R i кожного
T > 0

2|ε2(t)| ≤ 3

∫
|x|>T

x2dF (x) + 3|t|TM |ξ|2.

З формули Тейлора стандартно отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок 1.8. Якщо (∃n ∈ N) : Mξn 6=∞, то (∀k, 1 ≤ k ≤ n) :

ϕ(k)(0) = ikMξk.

Зокрема, у випадку n = 2

ϕ
′
ξ(0) = iMξ, ϕ

′′
ξ (0) = −Mξ2 i Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = −ϕ′′ξ (0) + (ϕ

′
ξ(0))2.

Вправа. Довести наслiдок.

3.4. Центральна гранична теорема

Теорема 1.27 (центральна гранична). Нехай для кожного n ∈ N
(ξj,n)nj=1 — послiдовнiсть однаково розподiлених (тобто Fξj,n =
Fn ) незалежних випадкових величин, в яких iснують скiнчен-
нi Mξj,n = a(n), Dξj,n = σ2(n). Якщо iснує послiдовнiсть Tn →
+∞ (n→ +∞) така, що
Tn√
n
→ 0 i

1

σ2(n)

∫
|x−a(n)|>σ(n)Tn

(x− a(n))2dFn(x)→ 0 (n→ +∞),

то

(∀x ∈ R) : lim
n→+∞

P
{
ω :

Sn −MSn√
DSn

< x
}

= Φ(x)
def
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt,

де Sn =
∑n

j=1 ξj,n.
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3. Характеристичнi функцiї i центральна гранична теорема

Вiдзначимо деякi наслiдки з ЦГТ (центральної граничної теореми).

Теорема 1.28 (класична ЦГТ). Нехай (ηj)
+∞
j=1 — послiдовнiсть

однаково розподiлених (тобто Fηj = F ) незалежних випадкових
величин, у яких iснують скiнченнi Mηj = a, Dηj = σ2. Тодi

(∀x ∈ R) : lim
n→+∞

P
{
ω :

Sn −MSn√
DSn

< x

}
= Φ(x), де Sn =

n∑
j=1

ηj .

3.4. Центральна гранична теорема для схеми Бернуллi

Теорема 1.29 (iнтегральна теорема Муавра-Лапласа). В рамках
схеми Бернуллi, якщо bn → +∞ (n→ +∞), то

(∀x ∈ R) : lim
n→+∞

P
{
ω :

mn − an√
bn

< x

}
= Φ(x).

Якщо у рамках схеми Бернуллi ймовiрнiсть p(n) ≡ p ∈ (0, 1),

тобто, стала, то умова bn
def
= npq → +∞ (n → +∞) виконується, i,

отже, правильна така теорема.

Наслiдок 1.9 (класична iнтегральна теорема Муавра-Лапласа).
В рамках схеми Бернуллi, якщо ймовiрнiсть p(n) ≡ p ∈ (0, 1) —
стала, то

(∀a, b ∈ R, a < b) : lim
n→+∞

P
{
ω : a ≤ mn − an√

bn
< b

}
= Φ(b)− Φ(a).

Вправа. Довести цю теорему. (Вказiвка. Переконатись, що, якщо
вибрати, як i у попередньому доведеннi Tn = T = 1+max{q, p}/√pq,
то з того, що p(n) ≡ p ∈ (0, 1) — стала, умови ЦГТ виконуватиму-
ться.)

Наслiдок 1.10 (iнтегральна Муавра-Лапласа). Нехай у рамках
схеми Бернуллi mn — кiлькiсть успiхiв в n незалежних випробу-
ваннях i bn = npq → +∞ (n→ +∞). Тодi

(∀a < b) : lim
n→+∞

P
{
ω : a ≤ mn − np√

npq
< b

}
= Φ(b)− Φ(a).
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3.5. Застосування характеристичних функцiй: теореми додавання

Вправа. Довести цю теорему.(Вказiвка. Двiчi застосувати рiвнiсть
з iнтегральної теореми Муавра-Лапласа (теорема 1.29).)

У книзi [3] на с.350–353 знаходимо ще такий варiант ЦГТ.

Теорема 1.30 (центральна гранична з "умовою Лiндеберга"). Не-
хай (ξj) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, в яких
iснують скiнченнi Mξj = a(j), Dξj = σ2(j) > 0. Якщо для кожного
ε > 0 виконується умова Лiндеберга

1

DSn

∑n

j=1

∫
|x−a(j)|≥ε

√
DSn

(x− a(j))2dFj(x)→ 0 (n→ +∞),

де Sn, Fj — функцiя розподiлу ξj , то

(∀x ∈ R) : lim
n→+∞

P
{
ω :

Sn −MSn√
DSn

< x

}
= Φ(x).

3.5. Приклади застосування характеристичних функцiй: теореми
додавання розподiлiв

Теорема 1.31 (додавання нормальних розподiлiв). Нехай ξ1 i ξ2 —
незалежнi випадковi величини ξj ∈ N (aj , σ

2
j ) (j ∈ {1, 2}). Тодi

ξ1 + ξ2 ∈ N (a1 + a2, σ
2
1 + σ2

2).

Теорема 1.32 (додавання розподiлiв Кошi). Нехай ξ1 i ξ2 — неза-
лежнi випадковi величини з розподiлами ξj ∈ K(aj , bj) (j ∈ {1, 2}.
Тодi

ξ1 + ξ2 ∈ K(a1 + a2, b1 + b2).

Характеристична функцiя розподiлу Кошi ξ ∈ K(a, b)

ϕξ(t) = eiat−b|t|.

3.6. Твiрна функцiя

Твiрною функцiєю послiдовностi (pn)n≥0 називаємо формальний

степеневий ряд ψ(z)
def
=
∑+∞

n=0 pnz
n.

45



3. Характеристичнi функцiї i центральна гранична теорема

Приклади.
1. pn = n!,

∑+∞
n=0 pnz

n — збiжний в точцi z = 0, розбiжний при z 6= 0.
2. pn = 1

n! , ψ(z) = ez.

3. pn = 1
2n+1 , ψ(z) =

∑+∞
n=0

zn

2n+1 = 1
2−z .

Означення (твiрної функцiї цiлочисельної випадкової вели-
чини). Нехай ξ — цiлочисельна невiд’ємна випадкова величина з
розподiлом pn = P{ω : ξ(ω) = n} для n ≥ 0. Твiрною функцiєю ψξ(z)
випадкової величини ξ (розподiлу) називається функцiя

ψξ(z) = Mzξ =
∑+∞

n=0
pnz

n

визначена для всiх комплексних z таких, що |z| ≤ 1, тобто визначена
на замкненому одиничному крузi з центром у початку координат.
Останнє за ознакою порiвняння випливає з того, що

∑+∞
n=0 pn = 1.

Твердження 1.21. Нехай ξ — цiлочисельна невiд’ємна випадкова
величина. Тодi твiрна функцiя: 1. ψξ(z) — аналiтична в крузi {z :
|z| < 1}, 2. ψξ(z) — неперервна в точцi z = 1 як функцiя на (−1, 1],
при цьому

lim
z→1−0

ψξ(z) =
∑+∞

n=0
pn = 1.

Вправа. Чи правильне обернене твердження за додаткової умови,
що pn ≥ 0? Тобто, чи з умов limx→1−0

∑+∞
n=0 pnx

n = 1 i pn ≥ 0
(n ≥ 0) випливає, що

∑+∞
n=0 pn = 1? Якщо би це твердження було

правильним, то звiдси негайно випливало би таке твердження.

Твердження 1.22. Нехай ψ(z) =
∑∞

n=0 pnz
n, pn ≥ 0 (n ≥ 0). ψ —

твiрна функцiя цiлочисельної випадкової величини тодi i тiльки
тодi, коли limx→1−0 ψ(x) = 1.

Наступне твердження є очевидним наслiдком аналiтичностi твiр-
ної функцiї в околi початку координат.

Твердження 1.23. Нехай ξ — цiлочисельна невiд’ємна випадкова
величина, pn = P{ω : ξ(ω) = n} (n ≥ 0), ψξ(z) — твiрна функцiя.
Тодi

pn =
ψ

(n)
ξ (0)

n!
(n ≥ 0).
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3.8. Сума випадкової кiлькостi випадкових величин

Теорема 1.33. Нехай ξ — цiлочисельна невiд’ємна випадкова ве-
личина, pn = P{ω : ξ(ω) = n} (n ≥ 0). Тодi

Mξ =
∑∞

n=1
npn = ψ′ξ(1− 0).

Правильне наступне загальнiше твердження

Твердження 1.24. Для цiлочисельної невiд’ємної випадкової ве-
личини ξ позначимо ξ(k) def= ξ(ξ − 1) . . . (ξ − k + 1) (k ≥ 2). Тодi

Mξ(k) = ψ(k)(1− 0).

Вправа. Довести останнє твердження.

Твердження 1.25. Розподiл невiд’ємної цiлочисельної випадкової
величини ξ однозначно визначається твiрною функцiєю ψξ(z).

Твердження 1.26. Якщо ξ1 i ξ2 — цiлочисельнi незалежнi випад-
ковi величини, то для всiх z, |z| ≤ 1, ψξ1+ξ2(z) = ψξ1(z)ψξ2(z).

Вправа (cума розподiлiв Пуасона). Нехай ξ1 i ξ2 — незалежнi
випадковi величини, ξj ∈ Poiss(λj) (j ∈ {1, 2}. Використовуючи
властивостi твiрних функцiй, довести, що ξ1 + ξ2 ∈ Poiss(λ1 + λ2).

3.8. Сума випадкової кiлькостi випадкових величин

Теорема 1.34. Нехай (ξn) — послiдовнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин з твiрною функцiєю g (z), а ν —
цiлочисельна випадкова величина незалежна вiд заданої послiдов-
ностi з твiрною функцiєю R (z). Тодi

ψη (z) = R (g (z))

— твiрна функцiя випадкової величини η (ω) =

ν(ω)∑
n=1

ξn (ω).

Доведення. За формулою повної ймовiрностi

P{ω : η = N} =
∑+∞

n=0
P{ω : ν = n}P({ω : ξ1 + ...+ ξν = N}

∣∣{ω : ν = n}) =
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3. Характеристичнi функцiї i центральна гранична теорема

=
∑+∞

n=0
P{ω : ν = n}P{ω : ξ1 + ...+ ξn = N}.

Отже,

ψη(z) =
∑+∞

N=0
zNP{ω : η(ω) = N} =

=
∑+∞

n=0

∑+∞

N=0
zNP{ω : ξ1 + ...+ ξn = N}P{ω : ν(ω) = n} =

=
∑+∞

n=0
ψξ1+...+ξn(z)P{ω : ν(ω) = n} =

=
∑+∞

n=0
(g(z))nP{ω : ν(ω) = n} = R(g(z)).
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РОЗДIЛ 4. УМОВНI РОЗПОДIЛИ

4.1. Означення умовного математичного сподiвання

Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр, A0 — σ-алгебра, A0 ⊂
A.

Випадкову величину ξ називатимемо вимiрною вiдносно σ-алгебри
A0, якщо для σ-алгебри Aξ, породженої випадковою величиною,
Aξ ⊂ A0,

i вимiрною вiдносно розбиття (повної групи подiй) H = (Hj)
N
j=1,

N ≤ +∞, простору, якщо вона вимiрна вiдносно σ-алгебри, поро-
дженої даним розбиттям.

Означення (умовного математичного сподiвання). Умовним
математичним сподiванням випадкової величини ξ вiдносно σ-
алгебри A0 ⊂ A називається така випадкова величина M(ξ

∣∣A0) =
M(ξ

∣∣A0)(ω), що:

a) M(ξ
∣∣A0) є A0-вимiрною;

b) (∀A ∈ A0) :
∫
A ξ(ω)P(dω) =

∫
AM(ξ

∣∣A0)(ω)P(dω).

Твердження 1.27. Якщо ξ — невiд’ємна випадкова величина, то
умовне математичне сподiвання M(ξ

∣∣A0) iснує, невiд’ємне i з то-
чнiстю до рiвностi м.н. — єдине.

Доведення. Для фiксованої випадкової величини ξ i A ∈ A0 розгля-
немо

Q(A) = Qξ(A) =

∫
A
ξ(ω)P(dω).

1. Перевiримо злiченну адитивнiсть Q на A0. Виберемо довiльну
послiдовнiсть (Aj), Aj ∈ A0, Aj ∩As = ∅(j 6= s). Тодi, позначаючи

A =
+∞⋃
j=1

Aj , отримаємо

Q
(+∞⋃
j=1

Aj
)

=

∫
Ω
ξχAP(dω) = M

(∑+∞

j=1
ξχAj

)
.



4. Умовнi розподiли

Оскiльки для кожного фiксованого ω послiдовнiсть SN =
∑N

j=1 ξχAj

— неспадна за N i lim
N→+∞

SN (ω) =

{
ξ(ω), ω ∈ A,
0, ω /∈ A,

то за теоремою

про монотонну збiжнiсть lim
N→+∞

MSN = M( lim
N→+∞

SN ). Звiдси

Q
(
A) = M

(∑+∞

j=1
ξχAj

)
= lim

N→+∞
MSN =

∑+∞

j=1
M(ξχAj ) =

∑+∞

j=1
Q(Aj).

2. Перевiримо абсолютну неперервнiсть Q вiдносно ймовiрностi P.
Для цього потрiбно довести, що (∀A ∈ A0) : P(A) = 0 =⇒ Q(A) =
0.

Зробимо це спочатку, коли ξ — проста випадкова величина, тоб-
то, має вигляд

ξ =
∑n

j=1
xjχAj , Aj = {ω : ξ(ω) = xj}, n ∈ N.

Справдi, для довiльної A ∈ A0, P(A) = 0

Q(A) = M(ξχA) =
∑n

j=1
xjP(A ∩Aj) = 0.

Виберемо тепер послiдовнiсть невiд’ємних простих функцiй ξm ↗
ξ (m→ +∞). За теоремою про монотонну збiжнiсть

Q(A) = M(ξχA) = M( lim
m→+∞

ξmχA) = lim
m→+∞

M(ξmχA) = lim
m→+∞

Qξm(A) = 0.

За теоремою Радона-Никодима, яку ми сформулюємо у потрi-
бнiй нам формi, тепер негайно отримаємо потрiбний висновок.

Теорема 1.35 (Радона-Никодима). Нехай (Ω,A0, µ) — вимiрний
простiр з σ-скiнченною мiрою µ. Якщо Q — злiченно-адитивна
абсолютно неперервна вiдносно µ мiра, то iснує A0-вимiрна не-
вiд’ємна функцiя g : Ω→ R+ така, що для кожної A ∈ A0

Q(A) =

∫
A
g(ω)µ(dω).

З точнiстю до множини µ-мiри нуль, g — єдина.

Зауваження. Якщо випадкова величина ξ — A0-вимiрна, то, оче-
видно, що тодi можна вибрати M(ξ

∣∣A0) = ξ.
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4.2. Властивостi умовних математичних сподiвань

Твердження 1.28. Якщо ξ — випадкова величина, для якої
inf{M(ξ+

∣∣A0), M(ξ−
∣∣A0)} < +∞, де ξ+ = sup{ξ, 0}, ξ− = sup{−ξ, 0},

i P(B) = 0 для B = {ω : M(ξ+
∣∣A0)(ω) = M(ξ−

∣∣A0)(ω) = +∞}, то
умовне математичне сподiвання M(ξ

∣∣A0) iснує i м.н.
M(ξ

∣∣A0) = M(ξ+
∣∣A0)−M(ξ−

∣∣A0).

Вправа. Отримати дане твердження безпосередньо з твердження
1.27.

Надалi розглядатимемо умовнi математичнi сподiвання тiльки
вiд випадкових величин, що задовольняють умови твердження 1.28.

4.2. Властивостi умовних математичних сподiвань

1. Якщо ξ(ω) = a м.н., то M(ξ
∣∣A0) = a м.н. Вправа. Нехай ξ —

випадкова величина така, що для A = {ω : ξ(ω) > 0} виконується
P(A) > 0. Довести, що iснує q > 0 таке, що P{ω : ξ(ω) ≥ q} > 0.
Вказiвка. Розглянути подiї An = {ω : 1

n+1 ≤ ξ(ω) < 1
n}.

2. Нехай a, b ∈ R, а у випадкових величин ξ1, ξ2 iснують умовнi
математичнi сподiвання вiдносно σ-алгебриA0. Тодi для випадкової
величини aξ1 + bξ2 iснує таке ж умовне математичне сподiвання i
м.н.

M(aξ1 + bξ2

∣∣A0) = aM(ξ1

∣∣A0) + bM(ξ2

∣∣A0).

3. Нехай A0 = {Ω,∅}. Тодi M(ξ
∣∣A0) = Mξ м.н. для кожної випад-

кової величини ξ.
4. M(ξ

∣∣A) = ξ для кожної випадкової величини ξ, позаяк ξ є A-
вимiрна.

З означення M(ξ
∣∣A0) негайно отримуємо такий наслiдок.

5. (Узагальнена формула повної ймовiрностi). M
(
M(ξ

∣∣A0)
)

= Mξ
для кожної випадкової величини ξ.

6. Для будь-яких випадкових величин ξ1, ξ2 :

ξ1 ≤ ξ2 м.н. ⇐⇒ M(ξ1

∣∣A0) ≤M(ξ2

∣∣A0) м.н.

7. Для кожної випадкової величини ξ : |M(ξ
∣∣A0)| ≤M(|ξ|

∣∣A0) м.н.
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4. Умовнi розподiли

Твердження п.7 є елементарним наслiдком з п.6.

8. Нехай σ-алгебри A0,A1 такi, що A0 ⊂ A1 ⊂ A. Тодi для кожної
випадкової величини ξ м.н.

M
(
M(ξ

∣∣A1)
∣∣A0

)
= M(ξ

∣∣A0).

9. Нехай випадкова величина η вимiрна вiдносно A0. Тодi для ко-
жної випадкової величини ξ такої, що M |ξ| < +∞, M |ξη| < +∞,
виконується

M(ξη
∣∣A0) = ηM(ξ

∣∣A0).

Зауважимо тепер, що у попередньому доведеннi потрiбний такий
варiант теореми про монотонну збiжнiсть.

10. (Теорема про монотонну збiжнiсть.) Нехай ξ i (ξm) не-
вiд’ємнi випадковi величини. Якщо ξm ↗ ξ (m → +∞) м.н., то
M(ξm

∣∣A0)↗M(ξ
∣∣A0) (m→ +∞) м.н.

Доведення (схему доведення) цiєї теореми можна вiдшукати на
с.104 книги [4].

Дамо тепер означення умовного математичного сподiвання ви-
падкової величини вiдносно iншої випадкової величини та вiдносно
випадкового вектора.

Означення (умовного математичного сподiвання випадко-
вої величини вiдносно iншої випадкової величини). Нехай
ξ, η — випадковi величини, а Aη — σ-алгебра, породжена випадко-
вою величиною η. Тодi випадкова величина

M(ξ
∣∣η)

def
= M(ξ

∣∣Aη)
називається умовним математичним сподiванням випадкової ве-
личини ξ вiдносно випадкової величини η.

Означення (умовного математичного сподiвання випадко-
вої величини вiдносно випадкового вектора). Нехай ξ — ви-
падкова величина, η = (η1, . . . , ηk) —випадковий вектор, а Aη =
Aη1,...,ηk = η−1

(
B(Rk)

)
— σ-алгебра, породжена випадковим векто-

ром η. Тодi випадкова величина

M(ξ
∣∣η)

def
= M(ξ

∣∣Aη)
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4.3. Умовнi розподiли: властивостi

називається умовним математичним сподiванням випадкової ве-
личини ξ вiдносно випадкового вектора η.

4.3. Умовнi розподiли: властивостi

Означення (умовної ймовiрностi подiї вiдносно σ-алгебри).
Нехай A ∈ A. Умовною ймовiрнiстю подiї A вiдносно σ-алгебри A0,
A0 ⊂ A, називається випадкова величина

P(A
∣∣A0) = P(A

∣∣A0)(ω)
def
= M(χA

∣∣A0)(ω).

Означення (умовної ймовiрностi подiї вiдносно випадкової
величини). Умовною ймовiрнiстю подiї A вiдносно випадкової ве-
личини η називається випадкова величина

P(A
∣∣η)

def
= P(A

∣∣Aη)(ω) = M(χA
∣∣Aη)(ω).

Вiдзначимо деякi властивостi умовної ймовiрностi:
1. (∀A ∈ A) : P(A

∣∣A0) — A0-вимiрна випадкова величина.

2. (∀A1 ∈ A0) (∀A2 ∈ A) :

P(A1 ∩A2) =

∫
A1

P(A2

∣∣A0)(ω)P(dω).

З властивостi 5. умовних математичних сподiвань (узагальнена
формула повної ймовiрностi) негайно отримуємо таку властивiсть.

3.Для будь-якоїA ∈ A0 виконуєтьсяM(P(A
∣∣A0)) = M(M(χA

∣∣A0)) =
P(A).

Означення (умовного математичного сподiванням випадко-
вої
величини вiдносно значення iншої випадкової величини).
Нехай ξ, η — випадковi величини й iснує Mξ. Умовним математи-
чним сподiванням випадкової величини ξ за умови, що η = y ∈ R
називається така борелева функцiя m(y) : R → R, що для кожної
борелевої множини B ∈ R(R)∫

{ω : η∈B}
ξP(dω) =

∫
B
m(y)dFη(y).

Вживаємо таке позначення
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4. Умовнi розподiли

M(ξ
∣∣η = y) = m(y).

Вправа. Переконатись, що M(ξ
∣∣η = y) iснує для будь-яких пар

випадкових величин ξ, η, Mξ 6= ∞, скориставшись тим, що для
невiд’ємної ξ функцiя борелевої множини Q(B) =

∫
{ω : η∈B} ξP(dω)

є злiченно-адитивною абсолютно неперервною мiрою вiдносно мiри
dFη (повторити схему доведення iснування умовного математичного
сподiвання вiдносно σ-алгебри).

Твердження 1.29. Для будь-яких пар випадкових величин ξ, η, Mξ 6=
∞, виконується m(η) = M(ξ

∣∣η).

Доведення. Скориставшись формулою замiни змiнної iнтегрування,
для будь-якої B ∈ B(R) отримуємо∫

{ω : η∈B}
ξP(dω) =

∫
B
m(y)dFη(y) =

∫
{ω : η∈B}

m(η)P(dω).

Функцiяm(η) : Ω→ R єAη-вимiрною iAη = η−1(B(R)) = {ω : η(ω) ∈
B,B ∈ B(R)}, тобто множинами вигляду {ω : η ∈ B} вичерпую-
ться всi множини σ-алгебри Aη. Звiдси, за означенням M(ξ

∣∣η) =
M(ξ

∣∣Aη) отримуємо, що m(η) = M(ξ
∣∣η).

Означення (умовної ймовiрностi подiї вiдносно значення
випадкової величини). Умовною ймовiрнiстю подiї A вiдносно
значення випадкової величини η = y ∈ R називається величина

P(A
∣∣η = y)

def
= M(ξA

∣∣η = y).

Вправа. Переконатись, що рiвнiсть P(A
∣∣η = y) = b(y) виконується

dFη-м.н., де b(y) — борелева функцiя така, що (∀B ∈ B(R))

P(A ∩ {η = y}) =

∫
B
b(y)dFη(y).

Твердження 1.30. Нехай fξ,η(x, y) — щiльнiсть спiльного роз-
подiлу випадкових величин ξ, η, а fξ, fη — щiльностi вiдповiдних
випадкових величин. Позначимо

fξ|η(x|y) =

{
fξ,η(x,y)
fη(y) , якщо fη(y) 6= 0,

0, якщо fη(y) = 0.
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4.3. Умовнi розподiли: властивостi

Тодi

(∀B ∈ B(R)) : P({ξ ∈ B}
∣∣{η = y}) =

∫
B
fξ|η(x|y)dFη(y).

Доведення цього твердження можна знайти на с.236-237 книги
[3].

Вправи. Нехай η — дискретна випадкова величина з розподiлом
pk = P{η = yk} > 0, а ξ — випадкова величина, Mξ 6= ∞. Довести,
що:

1. (∀B ∈ B(R)) : P(B
∣∣η = yk) =

P(B ∩ {η = yk})
P{η = yk}

,

2. M(ξ
∣∣η = yk) =

1

P{η = yk}

∫
{η=yk}

ξP(dω).

3. (нерiвнiсть Маркова). Для кожної випадкової величини η i
будь-якої додатної випадкової величини ξ

(∀a > 0) : P(ξ ≥ a
∣∣η = y) ≤ 1

a
M(ξ

∣∣η = y), y ∈ R.

55



РОЗДIЛ 5. ВИПАДКОВI ПРОЦЕСИ

5.1. Означення випадкового процесу

Нехай заданий ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P) i деяка множина
I на прямiй, I ⊂ R.

Розглянемо функцiю ξt(ω) = ξ(t, ω) : I ×Ω→ R. Якщо ξt(ω) для
кожного фiксованого t ∈ I — випадкова величина, то таку функцiю
(сiм’ю випадкових величин {ξt(ω) : t ∈ I}) називають випадковим
процесом, визначеним на I.

При фiксованому t = t0 випадкову величину ξt0(ω) називають
значенням випадкового процесу. При фiксованому ω = ω0 дiйсну
функцiю ξt(ω0) = ξ(t, ω0) : Ω → R називають траєкторiєю або реа-
лiзацiєю процесу.

X = {ξt(ω0) : ω0 ∈ Ω} — фазовий простiр — простiр, до якого
належать всi траєкторiї процесу.

Змiнну t традицiйно називають часом. Якщо множина I є iн-
тервалом, тобто, множиною вигляду [a, b], [a, b), [t0,∞) i т.д., то ξt
називається процесом з неперервним часом.

Якщо I — дискретна множина: I = {tn : n ≥ 1}, то {ξt : t ∈ I} =
{ξtn : n ≥ 1} — процес з дискретним часом. Надалi, не зменшуючи
загальностi, ми розглядатимемо процеси з дискретним часом tn ≡
n− 1; значення n = 0 називають початковим моментом часу.

Якщо фазовий простiр X не бiльш, нiж злiченний, то говорять
про дискретний процес зi скiнченною або ж злiченною кiлькiстю
станiв у залежностi вiд того скiнченна чи злiченна кiлькiсть еле-
ментiв у X.

Приклад. 1. Нехай X = {0, 1}, а ξj,n — iндикатор появи У в j-
тому випробуваннi у серiї довжини n в рамках схеми Бернуллi. То-
дi, {ξj,n : 1 ≤ j ≤ n} — процес з дискретним (скiнченним) часом i
фазовим простором X.

2. Нехай X = Z+, а ξt при фiксованому t ∈ [0,+∞) такi випадковi
величини, що ξt ∈ Poiss(tλ), λ > 0. Тодi, {ξt : t ∈ [0,+∞)} — процес
Пуассона.

Випадковий процес {ξt : t ∈ I} вважається заданим, якщо для



5.1. Означення випадкового процесу

будь-якого n ∈ N для довiльних наборiв (tj)
n
j=1, tj ∈ I (1 ≤ j ≤

n), tj < tj+1 (1 ≤ j ≤ n− 1) вказано скiнченно-вимiрнi розподiли

Ft1,...,tn(x1, . . . , xn)
def
= P{ω : ξt1(ω) < x1, . . . , ξtn(ω) < xn},

при цьому розподiли повиннi бути узгодженими мiж собою, тобто
(∀m < n) : Ft1,...,tm(x1, . . . , xm) = Ft1,...,tm,tm+1,...,tn(x1, . . . , xm,+∞, . . . ,+∞)

для довiльних наборiв (tj)
m
j=1, tj ∈ I (1 ≤ j ≤ m), tj < tj+1 (1 ≤

j ≤ m− 1) i (xj), xj ∈ R (1 ≤ j ≤ m).

Теорема. (Про характеристичнi властивостi скiнченновимiрних роз-
подiлiв). Нехай {ξt : t ∈ I} – випадковий процес. Тодi для його
скiнченно-вимiрних функцiй розподiлу виконуються такi властво-
стi:

1) (∀n ∈ N)(∀x ∈ Rn)(∀t ∈ In) : 0 ≤ Fξt(x; t) ≤ 1;

2) (∀n ∈ N)(∀k, 1 ≤ k ≤ n)(∀x′ = (x1, . . . , xk−1,−∞, xk+1, . . . , xn))(∀t ∈
In) : Fξt(x

′; t) := lim
xk→−∞

Fξt(x; t) = 0;

3) (∀n ∈ N)(∀t ∈ In) : Fξt(x
∗; t) := lim

x→x∗
Fξt(x; t) = 1, де x∗ =

(+∞, . . . ,+∞);

4) (∀n ∈ N)(∀k, 1 ≤ k ≤ n)(∀x0 = (x1, . . . , xk−1, x
0
k, xk+1, . . . , xn))(∀t ∈

In) : функцiя g(xk) = Fξt(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn; t) непе-
рервна злiва у точцi x0

k;

5) (∀n ∈ N)(∀x ∈ Rn)(∀t ∈ In)(∀h = (h1, . . . , hk−1, hk, hk+1, . . . , hn) ∈
Rn+) : ∆1∆2 . . .∆nFξt(x; t) ≥ 0, де ∆kαk := α(x1, . . . , xk−1, xk +
hk, xk+1, . . . , xn)− α(x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn);

6) (∀n ∈ N)(∀x ∈ Rn)(∀t ∈ In) : Fξt(x; t) = Fξt(xj1 , xj2 , . . . , xjn ; tj1 , tj2 , . . . , tjn)
для кожної перестановки (j1, j2, . . . , jn) iндексiв (1, 2, . . . , n);

7) (∀n ∈ N)(∀x ∈ Rn)(∀t ∈ In) :

Fξt(x1, . . . , xk; t1, . . . , tk) = Fξt(x1, . . . , xk,+∞, . . . ,+∞; t1, . . . , tn).
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5. Випадковi процеси

Вправа 8. Довести теорему.
Правильна також така обернена теорема Колмогорова.

Теорема. Нехай F{F (x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) : n ∈ N, xk ∈ R, tk ∈
I, 1 ≤ k ≤ n} – сiм’я скiнченно-вимiрних розподiлiв, яка задоволь-
няє властивостi 1)-7) з попередньої теореми. Тодi, iснують ймовiр-
нiсний простiр (Ω,A, P ) i випадковий процес {ξt : t ∈ I} на ньому
такi, що (∀n ∈ N)(∀x ∈ Rn)(∀t ∈ In) : Fξt(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) =
F (x1, . . . , xn; t1, . . . , tn).

Випадковий процес {ξt : t ∈ I} називається процесом з незале-
жними значеннями, якщо для будь-якого n ∈ N для довiльних
наборiв (tj)

n
j=1, tj ∈ I (1 ≤ j ≤ n), tj < tj+1 (1 ≤ j ≤ n− 1),

(ξtj )
n
j=1 — послiдовнiсть незалежних випадкових величин. У цьому

випадку за критерiєм незалежностi випадкових величин
Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = Ft1(x1)Ft2(x2) · · ·Ftn(xn)

для довiльних наборiв (tj)
n
j=1, tj ∈ I (1 ≤ j ≤ n), tj < tj+1 (1 ≤ j ≤

n− 1) i (xj), xj ∈ R (1 ≤ j ≤ n).

Оскiльки ξt0 —випадкова величина при кожному фiксованому
t0 ∈ I, то можна ввести такi характеристики випадкового процесу
ξt :

a(t) = aξ(t)
def
= Mω(ξt) (t ∈ I) — математичне сподiвання,

σ2(t) = σ2
ξ (t)

def
= Dω(ξt) = Mω(ξt − a(t))2 (t ∈ I) — дисперсiя ви-

падкового процесу, де нижнiй iндекс ω означає, за якою змiнною
шукається математичне сподiвання (середнє значення).

Кореляцiйну (автокореляцiйну) функцiю процесу ξt для всiх t1, t2 ∈
I означимо рiвнiстю

R(t1, t2) = Rξ(t1, t2)
def
= cov(ξt1 , ξt2) = M

(
(ξt1 − a(t1))(ξt2 − a(t2))

)
,

ρ(t1, t2) = ρξ(t1, t2)
def
=

R(t1, t2)

σ(t1)σ(t2)
— нормована кореляцiйна функцiя.

Нехай (ξt)t∈I , (ζt)t∈I — випадковi процеси. Взаємною кореляцiй-
ною функцiєю даних процесiв називається функцiя Rξ,ζ : I2 → R,
яка для всiх (t1, t2) ∈ I2 визначається формулою

R(t1, t2) = Rξ,ζ(t1, t2)
def
= cov(ξt1 , ζt2) = M

(
(ξt1 − aξ(t1))(ζt2 − aζ(t2))

)
,
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5.1. Означення випадкового процесу

Випадковi процеси (ξt)t∈I , (ζt)t∈I називаються некорельовани-
ми, якщо Rξ,ζ ≡ 0, тобто, тотожньо дорiвнює нулю, у протилежно-
му випадку процеси називаються корельованими.

Деякi властивостi введених числових характеристик випадко-
вих процесiв сформулюємо у виглядi наступних вправ. Доведення
всiх тверджень нескладно отримуються за допомогою найпростi-
ших властивостей математичного сподiвання.

Вправи. 1. Нехай ξt — випадковий процес, a(t) = aξt(t), σ
2(t) =

σ2
ξt

(t), а h : R→ R — деяка функцiя. Довеcти, що:
a) (∀t ∈ I) : M(h(t)ξt) = h(t)a(t), b) (∀t ∈ I) : M(ξt + h(t)) =
a(t) + h(t),
c) (∀t ∈ I) : D(h(t)ξt) = h2(t)σ2(t), d) (∀t ∈ I) : D(ξt+h(t)) = σ2(t),
e) (∀t ∈ I) : R(t, t) = σ2(t), f) (∀t1, t2 ∈ I) : R(t1, t2) = R(t2, t1),
g) ηt = ξt + h(t)⇒ (∀t1, t2 ∈ I) : Rη(t1, t2) = Rξ(t1, t2),
h) ηt = ξt · h(t) =⇒ (∀t1, t2 ∈ I) : Rη(t1, t2) = Rξ(t1, t2)h(t1)h(t2),
i) (нерiвнiсть Кошi-Буняковського) (∀t1, t2 ∈ I) : |Rξ(t1, t2)| ≤ σξ(t1)σξ(t1) ,
j) (∀t1, t2 ∈ I) : |ρξ(t1, t2)| ≤ 1.
2. Нехай (ξt)t∈I , (ζt)t∈I — випадковi процеси, а h1, h2 : R → R —
деякi функцiї. Довести, що:
a) (∀t1, t2 ∈ I) : Rξ,ζ(t1, t2) = Rζ,ξ(t2, t1),
b) (∀t1, t2 ∈ I) : Rξ+h1,ζ+h2(t1, t2) = Rξ,ζ(t1, t2),
c) (∀t1, t2 ∈ I) : Rh1ξ,h2ζ(t1, t2) = Rξ,ζ(t1, t2)h1(t1)h2(t2),
d) (∀t1, t2 ∈ I) :

∣∣Rξ,ζ(t1, t2)
∣∣ ≤ σξ(t1)σζ(t2),

e) (∀t1, t2 ∈ I) : Rξ+ζ(t1, t2) = Rξ(t1, t2) + Rζ(t1, t2) + Rξ,ζ(t1, t2) +
Rξ,ζ(t2, t1),
f) ξt, ζt— некорельованi ⇒ (∀t1, t2 ∈ I) : Rξ+ζ(t1, t2) = Rξ(t1, t2) +
Rζ(t1, t2).
3. (додатна визначенiсть). Нехай ξt — випадковий процес. Тодi,
(∀n ∈ N)(∀(tj)nj=1, tj ∈ I (1 ≤ j ≤ n)) (∀(xj)nj=1, xj ∈ R (1 ≤ j ≤
n)) : ∑n

j=1

∑n

k=1
xjxkR(tj , tk) ≥ 0.

Несподiвано є правильним i таке доволi сильне обернене твер-
дження, яке вказує на те, що процесiв iз заданими mξ(t), Rξ(t, τ)
"дуже багато".
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Твердження. Нехай m(t) : I → R, R(t, τ) : I2 → R –довiльнi
фiксованi функцiї. При цьому для R виконується умова 3. дода-
тної визначеностi. Тодi, iснує ймовiрнiсний простiр (Ω,A,P) i ви-
падковий процес (ξt)t∈I такий, що M(ξt) ≡ m(t), R(t, τ) ≡ Rξ(t, τ).
Бiльше цього, iснує гаусiв процес (ξt)t∈I з тими ж власивостями.
(Означення гаусових процесiв див. далi.)

Випадковий процес (ξt(ω))t∈I , ξt(ω) : I×Ω→ G називається дiй-
сним, якщо G ⊂ R, у випадку G ⊂ C називають комплекснозначним
(комплексним). У випадку G ⊂ Rd, d ≥ 2 процес називають вектор-
ним.

Випадковий процес називатимемо регулярним процесом, якщо
у кожнiй точцi t = t0 ∈ I всi його траєкторiї мають хiба що розриви
першого роду (стрибки = iснують скiнченнi одностороннi границi)
i є неперервними справа (злiва).

Вправа 1. Нехай ξt = tU, t ∈ [0, 1], U ∈ R[0, 1] – рiвномiрно роз-
подiлена на промiжку [0, 1] випадкова величина. Описати множину
траєкторiй i перерiзiв випадкового процесу.

Вправа 2. Нехай I = [0,+∞), ξt = Un при t ∈ [n, n + 1), де
Un : Ω → R – випадковi величини. Довести, що процес (ξt)t∈I є ре-
гулярним.

Розв’язок. Очевидно, що для t ∈ (n, n+1) траєкторiї h(t) = Un,
тобто, не залежать вiд t (є випадковими сталими вiдносно часової
змiнної), а тому є неперервними в кожнiй точцi t0 ∈ (n, n+ 1).
Нехай тепер t0 = n. Тодi,

lim
t→n−0

ξt = lim
t→n−0

Un−1 = Un−1, а lim
t→n+0

ξt = lim
t→n+0

Un = Un = ξt0 .

Отже, випадковий процес м.н. може мати лише розриви першого
роду в точках t0 = n ∈ N.

Скiнченно-вимiрнi щiльностi процесу.
Нехай n ∈ N, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, t = (t1, . . . , tn) ∈ In. Вимiр-

на за Лебегом невiд’ємна фунцiя fξ(x, t) = fξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn)
називається n-вимiрною щiльнiстю процесу (ξt)t∈I , якщо для всiх
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(x, t) ∈ Rn × In виконується

Fξ(x, t) =

∫ x1

−∞
. . .

∫ xn

−∞
fξ(u1, . . . , un; t1, . . . , tn)du1 · · · dun

Вправа 3.Нехай I = [0, 1], а U –випадкова величина з функцiєю
розподiлу F , ϕ(t) : I → (0,+∞). Знайти сiм’ю скiнченно-вимiрних
розподiлiв випадкового процесу ξt = Uϕ(t). Знайти одновимiрну
щiльнiсть процесу. Переконатися, що при n ≥ 2 процес не має n-
вимiрних щiльностей розподiлу.

Розв’язок. Нехай t = (t1, . . . , tk) ∈ Nk, x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk,
тодi, Fξ(x; t) = P{ω : ξt1(ω) < x1, . . . , ξtk(ω) < xk} =
= P{ω : U(ω) < x1/ϕ(t1), . . . , U(ω) < xk/ϕ(tk)} =
= P{ω : U(ω) < min{xs/ϕ(ts) : 1 ≤ s ≤ k}} =
= F

(
min{xs/ϕ(ts) : 1 ≤ s ≤ k}

)
.

Якщо F = FU має щiльнiсть f = fU , то зрозумiло, що i про-
цес має одновимiрну щiльнiсть (при k = 1) fξ(x; t) = F ′ξ(x; t) =(
F (x/ϕ(t))

)′
= 1/ϕ(t)f

(
x/ϕ(t)

)
, t ∈ [0, 1], x ∈ R.

При k ≥ 2 процес k-вимiрної щiльностi не має. Справдi, за
означенням процесу U = ξt1/ϕ(t1) = . . . = ξtk/ϕ(tk) для довiль-
них наборiв t = (t1, . . . , tk) ∈ [0, 1]k. Мiркуючи вiд супротивного,
припустимо тепер, що iснує k-вимiрна щiльнiсть fξ(x; t). Позначи-
мо ` = {x = (x1, . . . , xk) : x1/ϕ(t1) = . . . = xk/ϕ(tk)}. Тодi, для x 6∈ `
маємо fξ(x; t) =

∂kFξ(x;t)
∂x1···∂xk = 0. Але, мiра Лебега множини ` в Rk до-

рiвнює нулю. Тому для кожної множини B ⊂ Rk (наприклад, для
паралелепiпеда)

P{ω : (ξt1 , . . . , ξtk) ∈ B} =

∫
B

fξ(x; t)dx1 · · · dxk = 0.

Суперечнiсть.

Вправа 4. Нехай U, V –незалежнi випадковi величини, FU , FV
– їхнi функцiї розподiлу. Знайти скiнченно-вимiрнi функцiї розпо-
дiлу процесу {ξt = Ut+ V : t ∈ [0,+∞)}.
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Вправа 5. Нехай U, V –незалежнi випадковi величини, що ма-
ють нормальний розподiл N (0, 1/2). Знайти одновимiрний розподiл
процесу {ξt = (U + V )/2 : t > 0}.

Вправа 6. (Дискретний бiлий шум) Нехай випадковий процес
{ξt : t ∈ N} такий, що послiдовнiсть випадкових величин (ξn) є по-
слiдовнiстю незалежних (в сукупностi) одинаково розподiлених ви-
падкових величин з функцiєю розподiлу Fξn ≡ F . Знайти скiнченно-
вимiрнi розподiли цього процесу.

Розв’язок. Нехай t = (t1, . . . , tk) ∈ Nk, x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk,
тодi, Fξ(x; t) = P{ω : ξt1(ω) < x1, . . . , ξtk(ω) < xk} = P{ω : ξt1(ω) <
x1} · . . . · P{ω : ξtk(ω) < xk} = F (x1) · . . . · F (xk).

Вправа 7. (Дискретний гаусiв бiлий шум) Нехай випадковий
процес {ξt : t ∈ N ∪ {0}} такий, що

ξn = αξn−1 + εn, ξ0 = 0,

а (εn) послiдовнiсть незалежних (в сукупностi) нормально розподi-
лених випадкових величин N (0, σ2), σ2 > 0. Знайти одно-вимiрний
розподiл цього процесу.

Розв’язок. За означенням

ξn = ε1α
n−1 + . . .+ εn−1α+ εn.

за теоремою додавання для нормальних розподiлiв ξn ∈ N (mξ(n), Dξ(n)),
де mξ(n) = M(ξn) =

∑
kM(εkα

n−k) =
∑

k α
n−kM(εk) = 0,

σ2
ξ (n) = D(ξn) =

∑
kD(εkα

n−k) =
∑

k α
2(n−k)D(εk) =

{
nσ2, α2 = 1,
α2n−1
α2−1

· σ2, α2 6= 1.

Означення стохастично еквiвалентних процесiв у широко-
му сенсi. Два випадкових процеси {ξt : t ∈ I} i {ηt : t ∈ I}, ви-
значених на одному i тому ж ймовiрнiсному просторi називаються
стохастично еквiвалентними в широкому сенсi, якщо вони мають
одну i ту ж сiм’ю скiнченно-вимiрних розподiлiв

Означення стохастично еквiвалентних процесiв. Два випад-
кових процеси {ξt : t ∈ I} i {ηt : t ∈ I}, визначених на одному i
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тому ж ймовiрнiсному просторi називаються стохастично еквiва-
лентними, якщо для кожного t ∈ I : P{ω : ξt(ω) = ηt(ω)} = 1.

Твердження. Якщо два випадкових процеси {ξt : t ∈ I} i {ηt : t ∈
I} є стохастично еквiвалентнi, то вони є стохастично еквiвалентнi i
у широкому сенсi.

Наступна вправа вказує, що стохастично еквiвалентнi процеси
можуть мати м.н. рiзнi траєкторiї.

Вправа 9. Нехай Ω = [0, 1], B(R∩ [0, 1]), P – мiра Лебега, I = [0, 1].
Розглянемо випадковi процеси ξt = 0, t ∈ I та ηt(ω) = 0 при t 6= ω,
ηt(ω) = 1 при t = ω. Переконатися в еквiвалентностi (стохастичнiй)
процесiв. Проте, очевидно, що м.н. їхнi траєкторiї є рiзнi.

Найсильнiшим типом стохастичної еквiвалентностi процесiв є
наступний.

Означення стохастичних процесiв, якi не можна розрiзни-
ти. Два випадкових процеси {ξt : t ∈ I} i {ηt : t ∈ I}, визначених на
одному i тому ж ймовiрнiсному просторi називаються нерозрiзню-
ваними процесами, якщо P{ω : (∀t ∈ I)[ξt(ω) = ηt(ω)]} = 1.

Твердження. Два випадкових процеси {ξt : t ∈ I} i {ηt : t ∈ I},
визначених на одному i тому ж ймовiрнiсному просторi є нерозрi-
знюваними тодi i лише тодi, коли P{ω : sup

t∈I
|ξt(ω)− ηt(ω)| > 0} = 0.

Твердження. Нехай I = Z. Два випадкових процеси {ξt : t ∈ I} i
{ηt : t ∈ I}, визначених на одному i тому ж ймовiрнiсному просто-
рi є нерозрiзнюваними тодi i тiльки тодi, коли вони є стохастично
еквiвалентними.

Подiбне твердження є правильним у випадку стохастично еквi-
валентних регулярних процесiв.

Твердження. Два регулярних стохастично еквiвалентних випад-
кових процеси {ξt : t ∈ I} i {ηt : t ∈ I}, визначених на одному i тому
ж ймовiрнiсному просторi, є нерозрiзнюваними.

Вправа 10. Довести три останнiх сформульованих твердження.
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Вправа 11. Нехай U, V ∈ N (0, 1) i є незалежними випадковими
величинами. Визначимо прооцес {ξt = U2 + 2tV + t2 : t ≥ 0}. Обчи-
слити ймовiрностi таких подiй:
1) A1 = {ω : траєкторiя h(t) = ξt(ω) - монотонно неспадна};
2) A2 = {ω : траєкторiя h(t) = ξt(ω) - невiд’ємна};
3) A3 = {ω : (∃t

∫
D)[h(t) = ξt(ω) = 0]}, де D ⊂ [0,+∞] – деяка

скiнченна або злiченна множина;
4) A4 = {ω : (∃t ≥ 0)[h(t) = ξt(ω) = 0]}.

1) траєкторiя h(t) = ξt(ω0) - монотонно неспадна⇐⇒ (∀t ≥ 0) : h′(t) =
2V (ω0) + 2t ≥ 0⇐⇒ V (ω0) ≥ 0. Тому,

P (A1) = P ({ω : V (ω) ≥ 0}) = FV (+∞)− FV (0) = 1− Φ(0) =
1

2
.

2) A2 = {ω : V (ω) > 0} ∪ {ω : V (ω) ≤ 0, V 2(ω) ≤ U2(ω)}.
Але P ({ω : V (ω) > 0}) = FV (+∞)− FV (0 + 0) = 1− Φ(0) = 1

2 ,
а з неперервностi нормального розподiлу P ({ω : V (ω) = 0}) = Φ(+0)−
Φ(0) = 0, а також з незалежностi випадкових величин U, V та U,−V
P ({ω : U(ω) + V (ω) = 0}) = 0 та P ({ω : U(ω)− V (ω) = 0}) = 0.

Тому, симетричностi i незалежностi випадкових величин отри-
муємо, що

P ({ω : V (ω)−U(ω) < 0, V (ω) < 0}) =
1

8
, P ({ω : V (ω)+U(ω) < 0, V (ω) < 0}) =

1

8
.

Отже

P ({ω : V (ω) ≤ 0, |V (ω)| ≤ |U(ω)|}) =
1

2
+ 2 · 1

8
=

3

4
.

Коварiацiйна функцiя комплекснозначного процесу ξt : I×Ω → C,

Rξ(t, τ) := M((ξt −mξ(t))(ξτ −mξ(τ))), t, τ ∈ I,

а дисперсiя Dξ(t) := Rξ(t, t).
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Вправа 12. За допомогою нерiвностi Кошi-Буняковського-Шварца
переконатися в тому, що для iснування mξ(t), Rξ(t, τ), Dξ(t) доста-
тньо виконання умови

M(|ξt|2) < +∞.

Випадковий процес, який задовольняє останню умову називає-
ться процесом зi скiнченними моментами другого порядку або ж
гiльбертовим випадковим процесом

Вправа 13. Нехай (hk) – дiйснi функцiї на I, (Uk) – дiйснi не-
корельованi випадковi величини з математичними сподiваннями i
дисперсiями mUk , DUk . Довести, що для випадкового процесу, ви-
значеного за формулою ξt =

∑n
k=0 Ukhk(t), t ≥ 0, виконується

mξ(t) =
n∑
k=0

mUkhk(t),

Rξ(t, τ) =
n∑
k=0

n∑
j=0

cov(Uk, Uj)hk(t)hj(τ).

Означення (характеристичних функцiй процесу). Нехай z =
(z1, . . . , zn) ∈ Rn, t = (t1, . . . , tn) ∈ In. Функцiя

ϕξ(z; t) = M(ei
∑n
k=1 zkξtk ) =

∫
R
. . .

∫
R
ei

∑n
k=1 zkxkdFξ(x1, . . . , xn; t)

називається скiнченновимiрною (n-вимiрною) характеристичною
функцiєю процесу (ξt)t∈I .

Вправа 14. Нехай h(t) – дiйсна функцiя, U ∈ N (0, 1), а ξt = Uh(t),
t ≥ 0. Знайти характеристичнi функцiї процесу. Вказiвка. Пере-
конатися, що η =

∑n
k=1 zkξtk – нормально розподiлена випадкова

величина, знайти її математичне сподiвання i дисперсiю i скориста-
тися виглядом характеристної функцiї одновимiрного нормального
розподiлу.
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Справдi,

η = U
n∑
k=1

zkh(tk) := UH(z; t) ∈ N (a, σ2),

a = M(UH(z; t)) = H(z; t)MU = 0,

D(UH(z; t)) = H2(z; t)DU = H2(z; t) =⇒

ϕξ(z; t) = e−H
2(z;t),

позаяк ϕU (τ) = e−τ
2 , а тодi

ϕξ(z; t) = M(ei
∑n
k=1 zkξtk ) =

= M(eiH(z;t)U ) = ϕU (H(z; t)) = e−H
2(z;t), H(z; t) =

n∑
k=1

zkh(tk).

Контрольнi вправи для самостiйного розв’язування.

Вправа a1. Нехай U, V –незалежнi випадковi величини, FU ∈
R[−1, 0], FV ∈ R[0, 1], тобто, рiвномiрно розподiленi на вiдповiдних
промiжках. Описати пучок траєкторiй та знайти скiнченно-вимiрнi
функцiї розподiлу процесу {ξt = Ut+ V : t ∈ [0,+∞)}.

Зауважимо, що FtU ∈ R[−t, 0], tU, V – незалежнi. Тодi за фор-
мулою згортки

FtU+V (x) =

∫ +∞

−∞
FtU (x− y)dFV (y) =

∫ 1

0
FtU (x− y)dy =

=
[
x− y = z

]
=

∫ x

x−1
FtU (z)dz =

[
FtU (z) =

1

t
, z ∈ (−t, 0)

]
=

=
[
t > 1⇒

]
=



0, x < −t,
1, x > 1,

= 1
t

∫ x
−t dz =

[
x− 1 < −t,−t < x < 0⇔ −t < x < 1− t

]
= x+t

t ,

= 1
t

∫ x
x−1 dz =

[
1− t < x < 0

]
= 1

t ,

= 1
t

∫ 0
x−1 dz =

[
x− 1 < 0 < x⇔ 0 < x < 1

]
= 1−x

t .
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5.1. Означення випадкового процесу

Вправа a2. Нехай U, V – незалежнi випадковi величини, зi щiль-

ностями fU , fV . Знайти одно- та двохвимiрну щiльнiсть процесу
{ξt = Ut+ V : t ∈ [0,+∞)}. Переконатися, що k−вимiрнi розподiли
процесу не мають щiльностi, тобто, є сингулярними.
Вправа a3. Нехай (hk) – дiйснi функцiї на I, (Uk) – незалежнi

випадковi величини, Uk ∈ N (0, 1). Для випадкового процесу, визна-
ченого за формулою ξt =

∑n
k=0 Ukhk(t), t ≥ 0, знайти Fξ(x, t).

Розв’язок. При фiксованому t, ξt – випадкова величина, яка є
скiнченною лiнiйною комбiнацiєю незалежних випадкових величин.
тому за теоремою додавання ξt є нормально розподiленою випад-
ковою величиною. Очевидно, що aξ(t) = M(ξt) = 0, а σ2(t) =
Dξt =

∑n
k=0D(Ukhk(t)) =

∑n
k=0 h

2
k(t)DU

2
k =

∑n
k=0 h

2
k(t). Тому, ξt ∈

N (0,
∑n

k=0 h
2
k(t)) для кожного фiксованого t.

Вправа a4. Знайти коварiацiйну функцiю процесу ξt = U cos(t+V ),

t ≥ 0, де незалежнi випадковi величини U ∈ N (0, 1), V ∈ R(−π, π).
Розв’язок. За означенням

Kξ(t, τ) = cov (ξt, ξτ ) = M
(
(ξt − aξ(t))(ξτ − aξ(τ))

)
.

Але, U, V – незалежнi випадковi величини, тому такими ж є
U, cos(t+ V ) для кожного фiксованого t. Тому, aξ(t) = M

(
U cos(t+

V )
)

= MU ·M cos(t+V ) = 0, звiдки (оскiлiьки 2 cosx cos y = cos(x+
y) + cos(x− y))

Kξ(t, τ) = M
(
ξtξτ

)
= M

(
U2 cos(V + t) cos(V + τ)

)
=

=
1

2
M
(
U2(cos(2V + t+ τ) + cos(t− τ))

)
=

=
1

2
MU2 ·M(cos(2V + t+ τ) + cos(t− τ)).

Далi,

MU2 = DU = 1, M cos(2V + t+ τ) =
1

2π

∫ π

−π
cos(2x+ t+ τ)dx =

=
1

4π
sin(2x+ t+ τ)

∣∣π
−π = 0.
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Звiдки остаточно

Kξ(t, τ) =
1

2
cos(t− τ).

Вправа a5. Знайти математичне сподiвання i коварiацiйну фун-

кцiю комплекснозначного процесу ξt = UeiV t, t ≥ 0, де U, V – неза-
лежнi випадковi величини, MU = 0, DU = D, V ∈ K(0, α), α > 0,
тобто, щiльнiсть fV (x) = a

π ·
1

x2+α2 .
Розв’язок. U, V – незалежнi випадковi величини, тому такими ж
є U, eiV t для кожного фiксованого t. Звiдки,

aξ(t) = M
(
UeiV t

)
= MU ·M

(
eiV t

)
= 0.

Тодi,

Kξ(t, τ) = M
(
ξtξτ

)
= M

(
U2eiV (t−τ)

)
=

= M
(
U2) ·M

(
eiV (t−τ)

)
= D · ϕV (t− τ) = Deiα(t−τ).

5.2. Середньо-квадратична неперервнiсть, диференцiйовнiсть i
iнтегровнiсть випадкових процесiв.

5.2.1. Середньо-квадратична границя i неперервнiсть.

Розглядаємо гiльбертiв випадковий процес з неперервним часом
(ξt)t∈I , тобто, такий, що M |ξt|2 < +∞.

Означення (середньо-квадратичної=с.к.-границi процесу).
Випадкова величина η називається с.к.-границею випадкового про-
цесу (ξt)t∈I в точцi t = t0 ∈ I, якщо

lim
t→t0

M |ξt − η|2 = 0.

При цьому вживатимемо такi позначення

η(ω) = с.к.- lim
t→t0

ξt(ω) = l.i.m.
t→t0

ξt(ω).



5.2. Середньо-квадратична неперервнiсть, диференцiйовнiсть i iнтегровнiсть випадкових процесiв.

Вправа. Переконатися, що с.к.-границя має всi стандартнi “ариф-
метичнi” властивостi границi.

Означення (середньо-квадратичної=с.к.-неперервностi про-
цесу). Випадковий процес (ξt)t∈I називається с.к.-неперервним у
точцi t = t0 ∈ I, якщо

с.к.- lim
t→t0

ξt(ω) = l.i.m.
t→t0

ξt(ω) = ξt0 ,

i с.к.-неперервним на множинi I, якщо вiн с.к.-неперервний у ко-
жнiй точцi цiєї множини.

Зауваження. Iз с.к.-неперервностi випадкового процесу в кожнiй
точцi множини I, взагалi кажучи, не випливає, що всi чи. можливо,
майже всi функцiї ξ(t, ω) є неперервними.

Скажемо, що випадковий процес є м.н. (майже напевно) непе-
рервним або просто неперервним на множинi I, якщо

P{ω : ξt- неперервна на I функцiя} = 1,

тобто, для кожного t0 ∈ I

P{ω : ξt → ξt0 (t→ t0)} = 1.

Власне майже напевно (майже всi за ймовiрнiстю), траєкторiї тако-
го процесу є неперервними.

Твердження. 1. Для того, щоб випадковий процес (ξt)t∈I був с.к.-
неперервним в точцi t0 ∈ I необхiдно i досить, щоб функцiя mξ(t)
була неперервною в точцi t0, а Rξ(t, τ) була неперервною в точцi
(t0, t0) ∈ I2.
2. Якщо випадковий процес (ξt)t∈I с.к.-неперервний на I, то Rξ(t, τ)
неперервна на I2.

Вправа. Довести дане твердження.
Вказiвка. З с.к.-неперервностi в точцi t0 ∈ I випливає, що M |ξt|2 є
обмеженою величиною в деякому околi цiєї точки, а за нерiвнiстю
Кошi-Буняковського

|mξ(t)−mξ(t0)| ≤M |ξt − ξt0 | ≤
√
M |ξt − ξt0 |2,
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5. Випадковi процеси

а також у випадку mξ(t) ≡ 0

|Rξ(t, τ)−Rξ(t0, t0)| ≤M |ξτ(ξt − ξt0)|+M |ξt0(ξτ − ξt0)| ≤

≤
√
M |ξτ |2

√
M |ξt − ξt0 |2 +

√
M |ξt0 |2

√
M |ξτ − ξt0 |2.

До загального випадку перейдемо замiною ξ̃t = ξt −mξ(t).
Навпаки, у випадку mξ(t) ≡ 0

M |ξt − ξt0 |2 = Rξ(t, t) +Rξ(t0, t0)− 2Rξ(t, t0).

До загального випадку перейдемо замiною ξ̃t = ξt −mξ(t). Тодi,
m
ξ̃
(t) ≡ 0.

Вправа. Нехай (Uk) – попарно некорельованi випадковi величини
з mk = MUk, Dk = DUk, (hk(t)) – неперервнi детермiнованi фун-
кцiї, а випадковий процес визначений рiвнiстю ξt =

∑n
k=1 hk(t)Uk.

Переконатися у його неперервностi (м.н.) i с.к.-неперервностi.

Вправа. Нехай I = [0, 1], U1, U2 – незалежнi одинаково розподiленi
випадковi величини, MUj = m, DUj = D > 0, а випадковий процес

ξt =

{
U1, при t < 1/2,

U2, при t ≥ 1/2.

Переконатися, що процес (ξt)t∈[0,1] не є м.н неперервним в точцi
t0 = 1/2, а також не є с.к.-неперервним у цiй точцi.

Наступна вправа iлюструє той факт, що навiть у випадку, коли
майже всi траєкторiї процесу є розривнi, тим не менше випадковий
процес може бути с.к.-нерервним.

Вправа. Нехай випадковi величини U1, U2, η – незалежнi, Uj ∈
N (m,D), D > 0, випадкова величина η ∈ R[0, 1], тобто, є рiвномiрно
розподiлена на [0, 1], а – випадковий процес (ξt)t∈[0,1] визначається
формулою

ξt =

{
U1, якщо t < η,

U2, якщо t ≥ η
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Переконатися, що процес (ξt)t∈[0,1] є с.к неперервним на I, але м.н.
його траєкторiї є розривнi.
Вказiвка. для фiксованого t ∈ [0, 1] позначимо H1 = {ω : t <
η(ω)}, H2 = H1 = {ω : t ≥ η(ω)}. Тодi, P (H2) = t, P (H1) = 1 − t,
умовнi математичнi сподiвання M(ξt|H1) = MU1 = m,M(ξt|H2) =
MU2 = m, а за формулою повного математичного сподiвання

mξ(t) = M(ξt) = P (H1)M(ξt|H1)+P (H2)M(ξt|H2) = m(1−t)+mt ≡ m,

тобто, mξ(t) – функцiя. Нехай тепер 0 ≤ t ≤ τ ≤ 1, H1, H2 визначи-
мо подiбно, як i вище: H1 = {ω : τ < η(ω)}, H2 = {ω : t > η(ω)}, а
H3 = {ω : t ≤ η(ω) ≤ τ}. Тодi, знову

P (H1) = 1− τ, P (H2) = t, P (H3) = τ − t.

Якщо припустити, що m = 0, то знову за формулою повного
математичного сподiвання

Rξ(t, τ) = P (H1)M(ξtξτ |H1) + P (H2)M(ξtξτ |H2) + P (H2)M(ξtξτ |H3) =

= P (H1)M(U1U1) + P (H2)M(U2U2) + P (H3)M(U1U2) =

= (1− τ)D + tD + (τ − t) · 0.

Оскiльки Rξ(t, t) = D, то

lim
t→t0
τ→τ0

Rξ(t, τ) = (1− τ0)D + tD + (τ0 − t0) = Rξ(t0, τ0),

тобто, функцiя Rξ(t, τ) є неперервною в кожнiй точцi (t0, τ0) ∈
[0, 1]2, а, зокрема i в кожнiй точцi (t0, t0) ∈ [0, 1]2. Отже за крите-
рiєм с.к.-неперервностi, наш випадковий процес є с.к.-неперервним
скрiзь на [0, 1].

Загальний випадок нескладно отримуємо замiною ξ̃t = ξt−mξ(t).
Далi, якщо ω таке, що 0 < η(ω) < 1, то

lim
t→η(ω)−0

ξt(ω) = U1, lim
t→η(ω)+0

ξt(ω) = U2.
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5. Випадковi процеси

Оскiльки, {ω : U1(ω) 6= U2(ω)} = {ω : U1(ω)−U2(ω) < 0}∪{ω : U1(ω)−
U2(ω) > 0}, U1, U2 –незалежнi випадковi величини i функцiя розпо-
дiлу F−U2(x) = P ({ω : − U2(ω) < x}) = 1 − P ({ω : U2(ω) > −x}) =
1− FU2(−x+ 0) = 1− Φ(−x), а

P ({ω : U1(ω) 6= U2(ω)}) = 1− P ({ω : U1(ω) = U2(ω)}).

i за формулою згортки

P ({ω : U1(ω) = U2(ω)}) = P ({ω : U1(ω)− U2(ω) = 0}) =

= FU1−U2(+0)− FU1−U2(0) =

∫ +∞

−∞
(Φ(−y + 0)Φ(−y))d(1− Φ(−y)) =

=

∫ +∞

−∞
0 · d(1− Φ(−y)) = 0,

то P ({ω : U1(ω) 6= U2(ω)}) = 1. Залишається пригадати, що за умо-
вою P ({ω : 0 < η(ω)1}) = 1. Тому, для всiх ω ∈ B := {ω : U1(ω) 6=
U2(ω)} ∩ {ω : 0 < η(ω)1} траєкторiя ξt(ω) має розрив першого роду
в точцi t = η(ω), але, P (B) = 1.

Твердження. Нехай (ξt)t∈I , (ηt)t∈I – с.к.-неперервнi поцеси зi скiн-
ченними моментами другого порядку (гiльбертовi в.в.).
1. Переконатися, що процес (ξt + ηt)t∈I – с.к.-неперервний.
2. Що можна сказати про с.к.-неперервнiсть процесу (ξt · ηt)t∈I ?

5.2.2. Середньо-квадратична диференцiйовнiсть.

Означення (середньо-квадратичної диференцiйовностi ви-
падкового процесу). Випадкова величина η називається с.к.-похiдною
випадкового процесу (ξt)t∈I в точцi t = t0 ∈ I, якщо

l.i.m.
t→t0

ξt0+h − ξt0
h

= η.

При цьому вживатимемо позначення

dξt
dt
|t=t0 = ξ̇t0 = η,

72
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а випадковий процес називатимемо с.к.-диференцiйовним в точцi
t = t0.

Вправа. Нехай

η(ω) := l.i.m.
t→t0

ξt0+h − ξt0
h

.

Переконатися, що η – випадкова величина.

Твердження (критерiй с.-к. диференцiйовностi). Для того,
щоб процес (ξt)t∈I був с.к.-диференцiйовним в точцi t = t0 ∈ I необ-
хiдно i досить, щоб в цiй точцi iснувала похiдна m′ξ(t0) =

dmξ(t)
dt |t=t0 ,

i симетрична похiдна другого порядку ∂2Rξ(t,τ)
∂t∂τ в точцi (t0, t0). При

цьому симетрична похiдна другого порядку визначається рiвнiстю

∂2Rξ(t0, t0)

∂t∂τ
:=

= lim
t→t0
τ→t0

1

(t− t0)(τ − t0)

(
Rξ(t, τ) +Rξ(t0, t0)−Rξ(t, t0)−Rξ(t0, τ)

)
.

Доведення. (=⇒) Розглянемо спочатку

δh :=
mξ(t+ h)−mξ(t)

h
−mξ̇(t) = M

(ξt+h − ξt
h

− ξ̇t
)
.

За нерiвнiстю Кошi-Буняковського-Шварца, з iснування ξ̇t маємо

|δh|2 =
∣∣∣M(ξt+h − ξt

h
− ξ̇t

)∣∣∣2 ≤
≤
(
M
∣∣∣ξt+h − ξt

h
− ξ̇t

∣∣∣ · 1)2
≤M

∣∣∣ξt+h − ξt
h

− ξ̇t
∣∣∣2 ·M12 → 0 (h→ 0).

Тому, ∃ m′ξ(t) = mξ̇(t).
Припустимо, що mξ(t) ≡ 0. Розглянемо

∆h :=
1

h1h2

(
Rξ(t+ h1, t+ h2) +Rξ(t, t)−Rξ(t+ h1, t)−Rξ(t, t+ h2)

)
=

=
1

h1h2
M
(
ξt+h1ξt+h2 + ξtξt − ξt+h1ξt − ξtξt+h2

)
.
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5. Випадковi процеси

Тодi,

∆h = M
((ξt+h1 − ξt

h1
− ξ̇t

)
·
(ξt+h2 − ξt

h2
− ξ̇t

)
+

+ξt

(ξt+h1 − ξt
h1

− ξ̇t +
ξt+h2 − ξt

h2
− ξ̇t

)
+ ξ̇2

t

)
.

Далi, за нерiвнiстю Кошi-Буняковського-Шварца∣∣∣M((ξt+h1 − ξt
h1

− ξ̇t
)
·
(ξt+h2 − ξt

h2
− ξ̇t

)∣∣∣2 ≤
≤M

∣∣∣ξt+h1 − ξt
h1

− ξ̇t
∣∣∣2 ·M ∣∣∣ξt+h2 − ξt

h2
− ξ̇t

∣∣∣2 → 0 (h1 → 0, h2 → 0);

∣∣∣M(ξt(ξt+h1 − ξt
h1

− ξ̇t +
ξt+h2 − ξt

h2
− ξ̇t

))∣∣∣ ≤
≤M

(
|ξt| ·

∣∣∣ξt+h1 − ξt
h1

− ξ̇t
∣∣∣)+M

(
|ξt| ·

∣∣∣ξt+h2 − ξt
h2

− ξ̇t
∣∣∣)→ 0

при (h1 → 0, h2 → 0), бо знову за нерiвнiстю Кошi-Буняковського-
Шварца

M
(
|ξt| ·

∣∣∣ξt+h − ξt
h

− ξ̇t
∣∣∣) ≤√M(|ξt|2

√
M
∣∣∣ξt+h − ξt

h
− ξ̇t

∣∣∣2 → 0 (h→ 0).

Отже, ∆h → Mξ̇2
t (h1 → 0, h2 → 0), тобто, у випадку mξ(t) ≡ 0

симетрична похiдна iснує i дорiвнює Mξ̇2
t .

У протилежному випадку замiсть ξt розглянемо ηt = ξt −mξ(t).
Зрозумiло, що з с.-к. диференцiйовностi ξt випливає с.-к. диферен-
цiйовнiсть ηt i η̇t = ξ̇t −m′ξ(t). Крiм цього, mη(t) ≡ 0, а також

Rξ(t, τ) = M(ηtητ ) = Rη(t, τ).

Звiдси з вже доведеного випливає, що симетрична похiдна вiдRξ(t, τ)
iснує i дорiвнює симетричнiй похiднiй вiд Rη(t, τ) та дорiвнює

η̇2
t = (ξ̇t −m′ξ(t))2.

(⇐=) Доведення не завершене!! Припустимо тепер, що ∃m′ξ(t) та
симметрична похiдна вiд Rξ(t, τ). Як i вище вважаємо, що mξ(t) ≡
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0, бо у протилежному випадку розглянемо ηt = ξt−mξ(t), для якого
mη(t) ≡ 0, Rη(t, τ) = Rξ(t, τ).

Отже доведемо, що с.-к. похiдна ξ̇t iснує. З означення симетри-
чної похiдної, як i в першiй частинi доведення, але цього разу при
h1 = h2 = h→ 0 маємо

M
∣∣∣ξt+h − ξt

h

∣∣∣2 =
1

h2
M
(
ξt+hξt+h + ξtξt − ξt+hξt − ξtξt+h

)
=

=
1

h2

(
Rξ(t+ h, t+ h) +Rξ(t, t)−Rξ(t+ h, t)−Rξ(t, t+ h)

)
=

= ∆h →
∂2Rξ(t, t)

∂t∂τ
(h→ 0).

Розглянемо

mξ(t+ h)−mξ(t)

h
−m′ξ(t) =

≤M
∣∣∣ξt+h − ξt

h
− ξ̇t

∣∣∣2 → 0 (h→ 0).???

Зауваження. Оскiльки у випадку, коли друга змiшана похiдна
∂2

∂τ∂t
Rξ(t, τ) неперервна в точцi (t0, t0), то застосовуючи двiчi те-

орему Лагранжа про скiнченнi прирости, спочатку при фiксованих
t, t0 до функцiї g1(τ) = Rξ(t, τ)−Rξ(t0, τ) на промiжку [t0, τ ], а по-

тiм при фiксованих t0, τ, θ1 до функцiї g2(t) =
∂Rξ(t, t0 + θ1(τ − t0))

∂τ
на промiжку [t0, t], послiдовно отримаємо

Rξ(t, τ)−Rξ(t, t0) +Rξ(t0, t0)−Rξ(t0, τ) =

= (τ − t0)
∂Rξ(t, t0 + θ1(τ − t0))

∂τ
− (τ − t0)

∂Rξ(t0, t0 + θ1(τ − t0))

∂τ
=

= (τ − t0)
(∂Rξ(t, t0 + θ1(τ − t0))

∂τ
−
∂Rξ(t0, t0 + θ1(τ − t0))

∂τ

)
=

= (τ − t0)(t− t0)
∂

∂t

( ∂
∂τ
Rξ

)(
t0 + θ2(t− t0), t0 + θ1(τ − t0)

)
.
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Звiдси отримуємо, що друга симетрична похiдна iснує i дорiвнює
змiшанiй похiднiй. Тому, для с.-к. диференцiйовностi процесу до-
статньо вимагати iснування i неперервностi в точцi (t0, t0) другої

змiшаної похiдної
∂2

∂τ∂t
Rξ(t, τ).

Твердження. Якщо випадковий процес (ξt)I – с.-к. диференцiйов-
ний, то для його с.-к. похiдної ξ̇t виконуються рiвностi

mξ̇(t) =
d

dt
mξ(t), Rξ̇(t, τ) =

∂2

∂t∂τ
Rξ(t, τ).

Зауважимо, що формально можна записати, що

mξ̇(t) =

∫
Ω

ξ̇tP(dω) =

∫
Ω

l.i.m.
h→0

ξt+h − ξt
h

P(dω) =

= lim
h→0

∫
Ω

ξt+h − ξt
h

P(dω) = lim
h→0

mξ(t+ h)−mξ(t)

h
= m′ξ(t).

Залишається обгрунтувати можливiсть граничного переходу

Mη :=

∫
Ω

(
l.i.m.
h→0

ηh
)
P(dω) = lim

h→0
M(ηh),

де l.i.m.
h→0

ηh = η. Зауважимо, що за означенням цiєї с.-к. границi

M |ηh − η|2 → 0 (h→ 0).

Тому, за нерiвнiстю Кошi-Буняковського-Шварца

|Mηh−Mη| = |M(ηh−η)| ≤M
(
|ηh−η|·1

)
≤
√
M |ηh − η|2·

√
M(12)→ 0,

звiдки отримуємо, що Mηh →Mη (h→ 0). Цим все доведено.

Вправа. Довести другу формулу Rξ̇(t, τ) = ∂2

∂t∂τRξ(t, τ).

Вправа. Нехай випадковий процес (ξt)I такий, що

mξ(t) ≡ 0, Rξ(t, τ) = 2e−α(t−τ)2 , α > 0.
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Обчислити дисперсiю Dξ̇(t) ї ї с.к. похiдної ·ξt.
Справдi, mξ(t), Rξ(t, τ) – безмежно диференцiйовнi функцiї,

тому,

Rξ̇(t, τ) =
∂2

∂t∂τ
Rξ(t, τ) = 4α

(
1− 2α(t− τ)2

)
e−α(t−τ)2 .

Звiдси, Dξ̇(t) = Rξ̇(t, t) = 4α.

Зауваження. На основi попереднього твердження нескладно пере-
вiряти с.-к. диференцiйовнiсть процесу, проте воно не вказує вигля-
ду i способу обчислення с.-к. похiдної.

Спробуємо з’ясувати як iснування с.-к. похiдної пов’язане з iсну-
ванням похiдної у звичайному сенсi вiд траєкторiй ξt(ω) (тобто,
ξ′t(ω) при фiксованих ω).

Означення (потраєкторної диференцiйовностi процесу). Ви-
падковий процес (ξt)I називатимемо потраєкторно диференцiйов-
ним на I якщо

P
{
ω : траєкторiя ξt(ω) – диференцiйовна на I

}
= 1.

Твердження. Якщо iснує ξ̇t(ω) – с.-к. похiдна процесу ξt, то м.н.
iснує ξ′(t, ω) – потраєкторна похiдна цього процесу i

P
{
ω : ξ′(t, ω) = ξ̇t(ω)

}
= 1,

тобто, ξ′(t) та ξ̇t – стохастично еквiвалентнi.

Доведення. Справдi, за нерiвнiстю Кошi-Буняковського-Шварца
((a, b)2 ≤ (a, a) · (b, b)) знову отримуємо, що(∫

Ω

∣∣∣ξt+h − ξt
h

− ξ̇t
∣∣∣P(dω)

)2
≤
∫
Ω

∣∣∣ξt+h − ξt
h

− ξ̇t
∣∣∣2P(dω)→ 0 (h→ 0).

Звiдси,

M
∣∣∣ξt+h − ξt

h
− ξ̇t

∣∣∣ =

∫
Ω

∣∣∣ξt+h − ξt
h

− ξ̇t
∣∣∣P(dω)→ 0 (h→ 0).
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Залишається переконатися, що з того, що M |ηh| → 0 (h → 0)
випливає, що ηh → 0 (h → 0) м.н. Це останнє означатиме, що м.н.
ξ′(t, ω) = ξ̇t(ω), тобто, що ξ′(t) та ξ̇t – стохастично еквiвалентнi.

Справдi, мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що
(∃ C > 0)(∃ hj , hj → +0): P{ω : |ηh| > C} ≥ α > 0, h = hj , j ≥ 1.
Тодi, для h = hj , j ≥ 1

M |ηh| =
∫
Ω

|ηh|P(dω) ≥
∫

{ω : |ηh|>C}

|ηh|P(dω) ≥

≥ CP{ω : |ηh| > C} ≥ αC > 0,

що суперечить умовi M |ηh| → 0 (h→ 0).

Вправа. Чи правильне обернене твердження? Тобто, чи з того, що
м.н.

ξt+h − ξt
h

− ξ′(t)→ 0 (h→ 0)

випливає, що iснує ξ̇t (тодi за попереднiм твердженням цi обидвi
похiднi виявляться стохастично еквiвалентними) ?

Вправа. Нехай hk(t) : I → R – неперервно диференцiйовнi дiйснi
функцiї, Uk – випадковi величини такi, що mk = MUk, Rk,j =
cov(Uk, Uj). Довести, що с.-к. похiдна випадкового процесу ξt =
n∑
k=1

Ukhk(t) має м.н. вигляд

ξ̇t =

n∑
k=1

Ukh
′
k(t).

Зауважимо, що ḣk(t) = h′k(t). Потрiбне твердження тодi отри-
муємо з адитивностi i лiнiйностi вiдносно випадкових величин с.-к.
похiдної.

Справдi, потраєкторна похiдна ξ′t, очевидно, iснує i дорiвнює

ξ′t =

n∑
k=1

Ukh
′
k(t).
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залишається переконатися, що ξt – с.-к. диференцiйовна. Тодi, за
твердженням ξ̇t = ξ′t м.н. i, отже, потрiбну рiвнiсть буде встановле-
но.

Переконаємось, що ξt – с.-к. диференцiйовна. Справдi, mξ(t) =∑n
k=1 hk(t)mk – диференцiйовна за умовою функцiя;

Rξ(t, τ) =
n∑
k=1

n∑
j=1

Rk,jhk(t)hj(τ) – має неперервну змiшану похiдну

другого порядку. Тому за твердженням, наведеним вище, м.н. iснує
ξ̇t = ξ′t.

Зауваження. З останнього мiркування випливає, що

mξ̇(t) =
n∑
k=1

mkh
′
k(t), Rξ̇(t, τ) =

n∑
k=1

n∑
j=1

Rk,jh
′
k(t)h

′
j(t).

Вправа. Нехай (αk) – числова послiдовнiсть, (ηk,t) – послiдовнiсть

с.-к. диференцiйовних процесiв. Тодi, ξt =
n∑
k=1

αkηk,t – с.-к. дифе-

ренцiйовний процес, при цьому

ξ̇t =
n∑
k=1

αkη̇k,t.

Доведення. Справдi, за нерiвнiстю трикутника (
√
M |f + . . .+ g|2 ≤√

M |f |2 + . . .+
√
M |g|2)√√√√M

∣∣∣ξt+h − ξt
h

−
n∑
k=1

αkη̇k,t

∣∣∣2 =

√√√√M
∣∣∣ n∑
k=1

αk

(ηk(t+ h)− ηk(t)
h

− η̇k(t)
)∣∣∣2 ≤

≤
n∑
k=1

|αk|
√
M
∣∣∣ηk(t+ h)− ηk(t)

h
− η̇k(t)

∣∣∣2 → 0 (h→ 0).

Отже, м.н. ξ̇t =
n∑
k=1

αkη̇k,t.

Власне, у щойно доведених вправах стверджується лiнiйнiсть
операцiї с.-к. диференцiювання.
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Вправа. Нехай α(t) – диференцiйовна функцiя, а ξt – с.-к. диферен-
цiйовний випадковий процес. Тодi ηt = αξt – с.-к. диференцiйовний
процес, при цьому м.н.

η̇t = α′(t)ξt + α(t)ξ̇t

Доведення. Позначимо β(t) = α′(t)ξt + α(t)ξ̇t. Зауважимо, що

ηt+h − ηt
h

=
ξt+hα(t+ h)− ξtα(t)

h
=

= ξt ·
α(t+ h)− α(t)

h
+ α(t+ h) · ξt+h − ξt

h
.

Тодi, за нерiвнiстю трикутника√
M
∣∣∣ηt+h − ηt

h
− β(t)

∣∣∣2 =

=

√
M
∣∣∣ξt(α(t+ h)− α(t)

h
− α′(t)

)
+ α(t)

(ξt+h − ξt
h

− ξ̇t
)

+
(
α(t+ h)− α(t)) · ξt+h − ξt

h

∣∣∣2 ≤
≤
√
M
∣∣∣ξt(α(t+ h)− α(t)

h
− α′(t)

)∣∣∣2 +

√
M
∣∣∣α(t)

(ξt+h − ξt
h

− ξ̇t
)∣∣∣2+

+

√
M
∣∣∣(α(t+ h)− α(t)) · ξt+h − ξt

h

∣∣∣2 =

=

√
M
∣∣∣ξt(α(t+ h)− α(t)

h
− α′(t)

)∣∣∣2 + |α(t)|
√
M
∣∣∣ξt+h − ξt

h
− ξ̇t

∣∣∣2+

+|α(t+ h)− α(t)|
√
M
∣∣∣ξt+h − ξt

h

∣∣∣2.
Зауважимо тепер, що з неперервностi α(t), як диференцiйовної фун-
кцiї, α(t + h) − α(t) → 0 (h → 0), з с.к. диференцiйовностi ξ̇t,

M
∣∣∣ ξt+h−ξth − ξ̇t

∣∣∣2 → 0 (h→ 0), а за нерiвнiстю Кошi-Буняковського-
Шварца

M
∣∣∣ξt(α(t+ h)− α(t)

h
− α′(t)

)∣∣∣2 ≤M |ξt|2 ·M ∣∣∣α(t+ h)− α(t)

h
− α′(t)

∣∣∣2 =

=
∣∣∣α(t+ h)− α(t)

h
− α′(t)

∣∣∣2M |ξt|2 → 0 (h→ 0),
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бо M |ξt|2 < +∞, |α(t+h)−α(t)
h − α′(t)

∣∣∣→ 0 (h→ 0). Отже,√
M
∣∣∣ηt+h − ηt

h
− β(t)

∣∣∣2 → 0 (h→ 0),

тобто, те, що i потрiбно було довести.

Вправа. Навести приклад випадкових процесiв, що не диференцi-
йовнi в с.-к. сенсi. а) Розглянути випадковий процес ξt з функцiєю

математичного сподiвання mξ(t) =

{
1, t ∈ Q,
0, t ∈ R \Q.

b) Розглянути випадковий процес ξt з функцiєю математичного спо-
дiвання mξ(t) ≡ 0 i коварiацiйною функцiєю

Rξ(t, τ) = D ·min{t, τ}, D > 0.
Правильне таке твердження.

Твердження. Припустимо, що (ξt)I – с.-к. диференцiйовний гаусiв
процес. Тодi, (ξ̇t)I – с.-к. диференцiйовний гаусiв процес з функцiєю
математичного сподiвання i коварiацiйною функцiєю

mξ̇(t) =
d

dt
mξ(t), Rξ̇(t, τ) =

∂2

∂t∂τ
Rξ(t, τ).

Твердження. Нехай (ξt)I деякий процес, η := l.i.m.
t→t0

ηt. Тодi,

Mη :=

∫
Ω

(
l.i.m.
t→t0

ηt
)
P(dω) = lim

t→t0
M(ηt).

(
M
(
l.i.m.
t→t0

ηt
)

= lim
t→t0

M(ηt)
)

де l.i.m.
t→t0

ηt = η.

Доведення. За означенням с.-к. границi

M |ηt − η|2 → 0 (t→ t0),

де η – випадкова величина. За нерiвнiстю Кошi-Буняковського-Шварца

|Mηt−Mη| = |M(ηt−η)| ≤M
(
|ηt−η|·1

)
≤
√
M |ηt − η|2·

√
M(12)→ 0
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при t → t0, звiдки отримуємо, що Mηt → Mη (t → t0). Цим все
доведено.

Вправа. Для гаусового процесу (ξt)I з mξ(t) = t2 i коварiацiйною
функцiєю Rξ(t, τ) = 4tτ обчислити P{ω : ξ̇2(ω) > 2}.

Розв’язок. За сформульованим твердженням ξ̇t є гаусовим випад-
ковим процесом таким, що

mξ̇(t) = m′ξ(t) = 2t, Rξ̇(t, τ) =
∂2

∂t∂τ
Rξ(t, τ) = 4.

Тому, Dξ̇(t) = Rξ̇(t, t) = 4 =⇒ ξ̇t ∈ N (2t, 4) при фiксованому t.
Отже, ξ̇(2) ∈ N (4, 4)

P{ω : ξ̇2(ω) > 2} = 1− 1√
2πDξ̇(2)

2∫
−∞

exp
{
−

(x−mξ̇(2))2

2Dξ̇(2)

}
dx =

=
[
x−mξ̇(2) = u

√
Dξ̇(2)

]
= 1− 1√

2π

∫ −1

−∞
exp

{
− u2

2

}
du =

= 1− Φ(−1) = Φ(1) = 0, 5 + Φ0(1) ≈ 0, 8413.

5.2.3. Середньо-квадратична iнтегровнiсть.
Нехай {ξt : t ∈ [a, b]} випадковий процес. Означимо с.-к. iнтеграл

с.-к.−
b∫
a

ξtdt.

Означення (середньо-квадратичного iнтеграла в сенсi Рi-
мана). Нехай τ = {tk} – деяке розбиття вiдрiзка [a, b] таке, що
a = t0 < t1 < . . . < tk < tk+1 < . . . < tn−1 < tn = b, а c = {ck} – до-
вiльний набiр точок такий, що ck ∈ [tk, tk+1]. Побудуємо iнтегральну
суму

στ = στ (ξ, c) =

n−1∑
k=0

ξck∆tk,
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де ∆tk = tk+1 − tk. Позначимо λτ = max{∆tk : 0 ≤ k ≤ n − 1} –
дiаметр розбиття. Якщо знайдеться така випадкова величина η, що

M
∣∣∣στ − η∣∣∣2 → 0 (λτ → 0),

то ξt називається с.-к. iнтегровною на [a, b], а

η := с.-к.−
b∫
a

ξtdt.

Твердження (критерiй середньо-квадратичної iнтегровно-

стi). Для того, щоб iснував iнтеграл с.-к.−
b∫
a
ξtdt необхiдно i досить,

щоб iснували Рiмановi iнтеграли

b∫
a

mξ(t)dt,

∫ b

a

∫ b

a
Rξ(t, τ)dtdτ.

Доведення. (=⇒) Нехай η =
∫ b
a ξtdt. Розглянемо

∣∣ n−1∑
k=0

mξ(ck)∆tk −Mη
∣∣ =

∣∣∣M( n−1∑
k=0

ξck∆tk − η
)∣∣∣ ≤

≤M
∣∣∣ n−1∑
k=0

ξck∆tk − η
∣∣∣ ≤

√√√√M
∣∣∣ n−1∑
k=0

ξck∆tk − η
∣∣∣2 → 0, λτ → 0.

Звiдси,
b∫
a

mξ(t)dt = Mη = M
( b∫
a

ξtdt
)
.
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Припустимо спочатку, що mξ(t) ≡ 0. Розглянемо iнтегральну
суму для кратного iнтеграла

∣∣∑
k

∑
j

Rξ(ck, dj)∆tk∆τj −Mη2
∣∣ =

∣∣∣M(∑
k

∑
j

ξckξdj∆tk∆τj − η
2
)∣∣∣ ≤

≤M
∣∣∣∑
k

∑
j

ξckξdj∆tk∆τj − η
2
∣∣∣ ≤M ∣∣∣(∑

k

ξck∆tk − η
)(∑

j

ξdj∆τj − η
)

+

+η
(∑

k

ξck∆tk − η
)

+ η
(∑

j

ξdj∆τj − η
)∣∣∣ ≤

≤M
∣∣∣(∑

k

ξck∆tk − η
)(∑

j

ξdj∆τj − η
)∣∣∣+

+M
∣∣∣η(∑

k

ξck∆tk − η
)∣∣∣+M

∣∣∣η(∑
j

ξdj∆τj − η
)∣∣∣.

Застосовуючи тричi нерiвнiсть Кошi-Буняковського-Шварца, послi-
довно отримуємо

M
∣∣∣(∑

k

ξck∆tk − η
)(∑

j

ξdj∆τj − η
)∣∣∣ ≤

≤
√
M
∣∣∣∑
k

ξck∆tk − η
∣∣∣2M√∣∣∣∑

j

ξdj∆τj − η
∣∣∣2 → 0 (λτ → 0);

M
∣∣∣η(∑

k

ξck∆tk − η
)∣∣∣ ≤√M |η|2√M ∣∣∣∑

k

ξck∆tk − η
∣∣∣2 (λτ → 0);

M
∣∣∣η(∑

j

ξdj∆τj − η
)∣∣∣ ≤√M |η|2√M ∣∣∣∑

j

ξdj∆τj − η
∣∣∣2 (λτ → 0).

Звiдси маємо, що

∫ b

a

∫ b

a
Rξ(t, τ)dtdτ = Mη2 = M

(∫ b

a
ξtdt

)2
= M

(∫ b

a

∫ b

a
ξtξτdtdτ

)
.
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(⇐=) Мiркуємо формально∫ b

a
mξ(t)dt = lim

λτ→0

n−1∑
k=0

mξ(ck)∆tk = lim
λτ→0

M
( n−1∑
k=0

ξck∆tk

)
=

= M
(
l.i.m.
λτ→0

n−1∑
k=0

ξck∆tk

)
= M

(∫ b

a
ξtdt.

)

Розглянемо тепер I =
b∫
a
mξ(t)dt i

∣∣ n−1∑
k=0

ξck∆tk − I
∣∣ := δλ.

Вправи. 1. Нехай послiдовнiсть випадкових величин (ξn) збiжна до
випадкової величини ξ в середньому, тобто, M |ξn − ξ| → 0 (n →
+∞). Довести, що тодi:
a) ξn

P→ ξ (n→ +∞);
b) якщо Mξn 6=∞,Mξ 6=∞, то Mξn →Mξ (n→ +∞).

Вказiвка. a) Застосувати нерiвнiсть Маркова до |ξn − ξ|.
Справдi, для a > 0

P{ω : |ξn − ξ| > a} ≤M |ξn − ξ|/a→ 0 (n→ +∞),

а це i означає, що ξn
P→ ξ (n→ +∞).

b) Маємо |Mξn −Mξ| = |M(ξn − ξ)| ≤ M |ξn − ξ| → 0 (n → +∞), а
це i означає, що Mξn →Mξ (n→ +∞).

2. Нехай послiдовнiсть випадкових величин (ξn) збiжна до випад-
кової величини ξ в середньоквадратичному, тобто, M |ξn − ξ|2 → 0
(n→ +∞). Довести, що тодi:

a) послiдовнiсть (ξn) збiжна в середньому, а, отже, i ξn
P→ ξ (n →

+∞);

b) якщо Mξ2
n < +∞,Mξ2 < +∞, то

Mξn →Mξ, M(ξnξ)→M(ξ)2, M(ξn)2 →M(ξ)2, Dξn → Dξ,
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5. Випадковi процеси

(n→ +∞).

Вказiвки. a) Застосувати нерiвнiсть
(Mη)2 ≤M(η)2 до |ξn − ξ|.

b) |M(ξnξ)−M(ξ)2| ≤M |(ξn − ξ)ξ| ≤ (M |(ξn − ξ)2)1/2(M(ξ)2)1/2,

|M(ξn)2 −M(ξ)2| = |M(ξn − ξ)(ξn + ξ)| ≤
≤ (M(ξn − ξ)2)1/2(M(ξn + ξ)2)1/2,

M(ξn + ξ)2 = M((ξn − ξ) + ξ)2 = M(ξn − ξ)2 + 2M(ξnξ)−M(ξ2).

Вiдзначимо деякi властивостi с.-к. iнтеграла.

Твердження (властивостi середньо-квадратичного iнтегра-
ла). Нехай (ξt)I с.-к. iнтегровний процес. Тодi:

a) M
( b∫
a
ξtdt

)
=

b∫
a
mξ(t)dt; b) D

( b∫
a
ξtdt

)
=

b∫
a

b∫
a
Rξ(t, τ)dtdτ ;

c) cov
( b∫
a
ξtdt, ξτ

)
=

b∫
a
Rξ(t, τ)dt;

d) cov
( b∫
a
ξtdt,

d∫
c
ξτdτ

)
=

b∫
a

d∫
c
Rξ(t, τ)dtdτ.

Твердження (лiнiйнiсть середньо-квадратичного iнтеграла).
Нехай (ak) – числова послiдовнiсть, а (ξk,t) – послiдовнiсть с.-к. iн-

тегровних процесiв, ηt =
n∑
k=1

akξk,t. Тодi,

b∫
a

( n∑
k=1

akξk,t

)
dt =

n∑
k=1

ak

b∫
a

ξk,tdt.

Твердження (формула iнтегрування частинами середньо-
квадратичного iнтеграла).Нехай (ξt)I с.-к. диференцiйовний про-
цес, який має с.-к. неперервну похiдну ξ̇t, а h(t) – неперервно дифе-
ренцiйовна функцiя. Тодi,

t∫
t0

ξτh
′(τ)dτ = ξτh(τ)

∣∣∣t
t0
−

t∫
t0

h(τ)ξ̇τdτ.

86
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Доведення. Зауважимо, що м.н.

d

dτ

(
ξτh(τ)

)
= ξτh

′(τ) + h(τ)ξ̇τ ,

звiдки за лiнiйнiстю с.-к. iнтеграла

t∫
t0

d

dτ

(
ξτh(τ)

)
dτ =

t∫
t0

ξτh
′(τ)dτ +

t∫
t0

h(τ)ξ̇τdτ.

Залишається переконатися, що

t∫
t0

d

dτ

(
ξτh(τ)

)
dτ = ξτh(τ)

∣∣∣t
t0
.

Справдi, ξτh(τ) – с.-к. неперервно диференцiйовний процес, тому,
написана пiд знаком iнтеграла с.-к. похiдна м.н. дорiвнює потрає-
кторнiй похiднiй, а для таких траєкторiй (тобто, при фiксованому
ω = ω0) м.н.

t∫
t0

d

dτ

(
ξτh(τ)

)
dτ = ξτh(τ)

∣∣∣t
t0
.

Твердження доведено остаточно.

Вправа. За умов попереднього твердження переконатися, що (ξτh(τ))
– с.-к. неперервно диференцiйовний процес.

Розглянемо кiлька вправ.

Вправа. Нехай (ξt)I – с.-к. iнтегровний гаусiв процес. Тодi, η :=
b∫
a
ξtdt – гаусова випадкова величина, η ∈ N (m,D)

m =
b∫
a
mξ(t)dt, D =

b∫
a

b∫
a
Rξ(t, τ)dtdτ.

Вправа. Довести, що кожний с.-к. неперервний процес є с.-к. iнте-
гровним.
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Справдi, якщо (ξt)I – с.-к. неперервний процес, то функцiя mξ(t)
неперервна, а отже, iнтегровна, а функцiя Rξ(t, τ) неперервна як
функцiя вiд двох змiнних, а тому, iнтегровна на квадратi [a, b]×[a, b].
Цього в сукупностi достатньо для с.-к. iнтегровностi ξt на [a, b].

Вправа.Нехай (ξt)I – випадковий процес з характеристикамиmξ(t) =
mt, Rξ(t, τ) = Dtτ, D > 0. Обчислити функiї математичного спо-

дiвання i коварiацiйну випадкового процесу ηt :=
t∫

0

ξτdτ.

Справдi, mξ(t) = mt, Rξ(t, τ) = Dtτ – неперервнi, тому, (ξt)I –
с.-к. iнтегровний процес. Тодi,

mη(t) = M(ηt) = M
( t∫

0

ξτdτ
)

=

t∫
0

M(ξτ )dτ =

=

t∫
0

mξ(τ)dτ = m

t∫
0

τdτ =
mt2

2
;

Rη(t, τ) = cov
( t∫

0

ξτ1dτ1,

τ∫
0

ξτ2dτ2

)
=

t∫
0

τ∫
0

cov
(
ξτ1 , ξτ2

)
dτ1dτ2 =

=

t∫
0

τ∫
0

Rξ(τ1, τ2)dτ1dτ2 = D

t∫
0

τ1dτ1

τ∫
0

τ2dτ2 =
D

4
· t2τ2;

Dη(t) = Rη(t, t) =
D

4
· t4.

Твердження (формула диференцiювання по верхнiй змiн-
нiй межi середньо-квадратичного iнтеграла). Нехай (ξt)I с.-к.

неперервний процес, а ηt :=
t∫

0

ξτdτ . Тодi, м.н. iснує с.-к. похiдна i

м.н. виконується рiвнiсть

η̇t :=
d

dt

t∫
t0

ξτdτ = ξt.
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Доведення. Припустимо спочатку, що mξ(t) ≡ 0. Потрiбно дове-
сти, що

δh := M
∣∣∣ηt+h − ηh

h
− ξt

∣∣∣2 → 0 (h→ 0).

Зауважимо, що для ∆η := ηt+h − ηh =
t+h∫
t

ξτdτ за iнтегральними
теоремами про середнє маємо

M
(

∆η2
)

=

t+h∫
t

t+h∫
t

Rξ(τ1, τ2)dτ1dτ2 = Rξ(τ
∗
1 , τ
∗
2 )h2

M
(

∆ηξt

)
=

t+h∫
t

Rξ(τ, t)dτ = Rξ(τ
∗, t)h,

де τ∗1 , τ∗2 , τ∗ ∈ [t, t+h] i, власне, τ∗1 → t, τ∗2 → t, τ∗ → t при h→ +0.
Звiдси, скориставшись неперервнiстю Rξ(t, τ), отримаємо

δh =
1

h2
M
(

∆η2
)

+M(ξ2
t )− 2

h
M
(

∆ηξt

)
=

= Rξ(τ
∗
1 , τ
∗
2 ) +Rξ(t, t)− 2Rξ(τ

∗, t)→ 0 (h→ 0).

Цим у випадку mξ(t) ≡ 0 все доведено.

Вправа. Завершити доведення у загальному випадку, тобто, коли
умова mξ(t) ≡ 0 вiдсутня.

Вправа. Припустимо, що випадковий проце (ξt)I такий, що м.н. всi
його траєкторiї м.н. iнтегровнi, тобто,

P
{
ω : ∃ηR(ω) := R−

∫ b

a
ξt(ω)dt

}
= 1.

Тодi, ηR(ω) – випадкова величина. Якщо додатково припустити, що

iснує с.-к. iнтеграл η :=
b∫
a
ξtdt, то

P
{
ω : ηR(ω) = η(ω)dt

}
= 1.

89
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Вправа. Нехай U1, U2 – незалежнi гаусовi випадковi величини,
Uj ∈ N (0, D), а {ξt = U1 sin at + U2 cos at : t ≥ 0} – випадковий

процес, a > 0. Обчислити с.-к. iнтеграл ηt :=
t∫

0

ξτdτ, t ≥ 0, а також

mη(t), Dη(t).

Розв’язок. Потраєкторна iнтегровнiсть за Рiманом процесу є оче-
видною, бо кожна траєкторiя є м.н. неперервною функцiєю вiд часу,
тому,

ηRt (ω) := R−
∫ t

0
ξτ (ω)dτ =

1

a
(U1(1− cos at) + U2 sin at).

Далi, ξt – с.-к. неперервний процес як лiнiйна комбiнацiя функцiй
sin at, cos at (детермiнованих) з випадковими коефiцiєнтами U1, U2,
що мають скiнченнi моменти другого порядку. Тому, с.-к. iнтеграл
ηt =

∫ t
0 ξτdτ iснує i м.н. дорiвнює потраєкторному iнтеграловi ηRt (ω).

Отже,

ηt =

∫ t

0
ξτ (ω)dτ =

1

a
(U1(1− cos at) + U2 sin at) м.н.

Обчислимо тепер mη(t), Dη(t). Зазначимо, що ηt при кожному фi-
ксованому t > 0 є гаусовою випадковою величиною (як лiнiйна ком-
бiнацiя незалежних гаусових випадкових величин. Очевидно, що
mη(t) ≡ 0, а

Dη(t) = M(ηt)
2 =

1

a2

(
(1− cos at)2MU2

1 + sin2 atMU2
2 +

+2M(U1 · U2)(1− cos at) sin at
)

=
2D

a2
· (1− cos at),

бо M(U1U2) = MU1 ·MU2 = 0.
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5.2.4. Диференцiйнi рiвняння з випадковою правою частиною.
Розглянемо тепер як введенi вище поняття дозволяють пiдiйти

до описання лiнiйного диференцiйного рiвняння з випадковими збу-
реннями у правiй частинi. Нехай a(t), b(t) (t ≥ 0) – неперервнi
функцiї, (ξt)t≥0 – с.-к. неперервний випадковий процес, ν – деяка
випадкова величина.

Розглянемо задачу вiдшукання с.-к. диференцiйовного випадко-
вого процесу, що задовольняє м.н. наступних рiвняння i початкову
умову

η̇t = a(t)ηt + b(t)ξt, (1.1)
η0 = ν. (1.2)

Зрозумiло, що правильне таке твердження.

Твердження. Припустимо, що випадковий процес (ηt)t≥0 задо-
вольняє рiвнiсть

ηt = ν +

t∫
0

a(τ)ητdτ +

τ∫
0

b(τ)ξτdτ. (1.3)

Тодi, (ηt)t≥0 м.н. задовольняє умови (1.1)–(1.2).Правильно i навпа-
ки, якщо випадковий процес (ηt)t≥0 задовольняє умови (1.1)–(1.2),
то (ηt)t≥0 м.н. задовольняє умову (1.3).

Доведення. (=⇒) Очевидно, що η0 = ν. Далi, с.-к. диференцiюючи
рiвнiсть (1.3), отримаємо, що м.н.

η̇t =
d

dt

t∫
0

a(τ)ητdτ +
d

dt

τ∫
0

b(τ)ξτdτ = a(t)ηt + b(t)ξt.

(⇐=) Проiнтегруємо (с.-к.) рiвнiсть (1.1)

ηt − η0 =

t∫
0

η̇τdτ =

t∫
0

a(τ)ητdτ +

τ∫
0

b(τ)ξτdτ м.н.
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Залишається пригадати, що η0 = ν.

Вправа. Нехай h(t) – розв’язок задачi

h′(t) = a(t)h(t),

h(0) = 1(
власне, h(t) = exp

( ∫ t
0 a(τ)dτ

))
. Довести, що для випадкового про-

цесу

ηt = h(t)ν + h(t)

t∫
0

b(τ)ξτ
h(τ)

dτ

м.н. виконуються умови (1.1)–(1.2).

Доведення. Очевидно, що η0 = ν.
Далi, диференцiюючи (с.-к.) рiвнiсть, що визначає випадковий

процес, i враховуючи, що h′(t) = a(t)h(t), отримуємо

η̇t =
d

dt

(
h(t)ν + h(t)

t∫
0

b(τ)ξτ
h(τ)

dτ
)

= h′(t)ν+

+h′(t)

t∫
0

b(τ)ξτ
h(τ)

dτ + h(t)
d

dt

( t∫
0

b(τ)ξτ
h(τ)

dτ
)

=

= a(t)
(
h(t)ν + h(t)

t∫
0

b(τ)ξτ
h(τ)

dτ
)

+ h(t) · b(t)ξt
h(t)

=

= a(t)ηt + b(t)ξt м.н.

Вправа. Випадковий процес (ηt)t≥0 задовольняє умови

˙etat = αηt + ξ, η0 = ν,

де (ξ, ν) – випадковий гаусiв вектор; mξ = Mξ, mν = Mν, Dξ =
Dξ, Dν = Dν, % = cov (ξ, ν). Знайти одновимiрний закон розподiлу
випадкового процесу (ηt)t≥0.
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Розв’язок. Повторюючи схему з попередньої вправи для функцiї
h(t) маємо задачу

h′(t) = αh(t), h(0) = 1.

Звiдки, h(t) = exp(αt). Тодi, розв’язок, як i попереднiй вправi, за-
писується у виглядi

ηt = eαtν + eαt
t∫

0

e−ατξdτ = eαtν + ξeαt
t∫

0

e−ατdτ =

= eαtν +
ξ

α
(eαt − 1).
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5.2.5. Стохастичнi iнтеграли.

Надалi скрiзь вважатимемо, що I ⊂ R; I = [0; +∞), I = [0, T ), . . . .

Через L2(I) позначатимемо простiр функцiй α : I → C з iнте-
гровним квадратом, тобто,

∫
I |α(t)|2dt < +∞, тобто,

L2(I) =
{
α(t) :

∫
I
|α(t)|2dt < +∞

}
,

i скалярним добутком α, β ∈ L2(Ω): (α, β) :=

∫
I
α(t)β(t)dt.

Через L2(Ω) позначатимемо простiр випадкових величин ξ : Ω→
C, що визначається подiбно

L2(Ω) =
{
ξ(ω) :

∫
I
|ξ(ω)|2P(dω) < +∞

}
,

зi скалярним добутком ξ, η ∈ L2(Ω): (ξ, η) :=

∫
I
ξ(ω)η(ω)P(dω).

НехайA0 = ([a, b)) — алгебра породжена скiнченним об’єднаннями
iнтервалiв. A∗ = σ(A0) — мiнiмальна σ-алгебра. Розглядатимемо
такi випадковi функцiї вiд множини ∆

∆ = [a, b), η(∆) = η(∆, ω) ∈ L2(Ω).

Ортогональна стохастична мiра.

Нехай (Ω,A, P ) — ймовiрнiсний простiр.

Означення (елементарної стохастичної мiри). Вiдображення
Z0(∆) = Z0(∆, ω) : A0 × Ω → C. Z0 називається елементарною сто-
хастичною мiрою на A0, якщо виконуються умови:

1) (∀∆ ∈ A0) : Mω(Z0(∆)) = 0, Mω(|Z0(∆)|2) < +∞, зокрема,
Mω(|Z0(I)|2) < +∞.

2) (∆1,∆2 ∈ A0), ∆1∩∆2 = ∅ =⇒ Z0(∆1∪∆2) = Z0(∆1)+Z0(∆2)
м.н.

3) (∀(∆n) : ∆n ∈ A0, ∆n ⊃ ∆n+1 (n ≥ 1),
⋂∞
k=1 ∆k = ∅) :

Mω|Z0(∆n)|2 → 0 (n→ +∞).
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Переконаємося у злiченнiй адитивностi елементарної стохасти-
чної мiри.

Вправа. Елементарна стохастична мiра Z0(∆) є σ-адитивною в с.к.
сенсi, тобто, Z0(∆) =

∑+∞
k=1 Z0(∆k) с.к. Iнакше кажучи

(∀∆n ∈ σ(A0), n ≥ 1, ∆n ∩∆k = ∅(n 6= k), ∆ =

∞⋃
n=1

∆n ∈ σ(A0)) :

M
∣∣∣Z0(∆)−

n∑
k=1

Z0(∆k)
∣∣∣2→ 0 (n→ +∞).

Доведення. Нехай Bn = ∆ \
n⋃
k=1

∆k. Тодi, Bn ⊂ Bn+1 (n ≥ 1),

n⋂
k=1

Bk = ∅ i, тому, за аксiомою 3) з означення елементарної стоха-

стичної мiри
M |Z0(Bn)|2 → 0 (n→ +∞).

Але, ∆ =
n⋃
k=1

∆k

⋃
Bn, звiдки за адитивнiстю (аксiома 2) )

Z0(Bn) = Z0(∆) − Z0

( n⋃
k=1

∆k

)
= Z0(∆) −

n∑
k=1

Z0(∆k). Звiдси вже

отримуємо бажане твердження, бо

M
∣∣∣Z0(∆)−

n∑
k=1

Z0(∆k)
∣∣∣2= M |Z0(Bn)|2 → 0 (n→ +∞).

Означення (елементарної ортогональної мiри).
Вiдображення Z0(∆): A0×Ω→ C називається елементарною орто-
гональною мiрою, якщо:

1) Z0(∆) — елементарна стохастична мiра на A0,

2) (∀∆1,∆2 ∈ A0), ∆1 ∩ ∆2 = ∅) : Z0(∆1) ⊥ Z0(∆2), тобто,
(Z0(∆1), Z0(∆2)) := M(Z0(∆1)Z0(∆2)) = 0.
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Структурна функцiя елементарної стохастичної
ортогональної мiри.

Нехай Z0(∆) — ортогональна стохастична мiра. Визначимо

m0(∆) = Mω|Z0(∆)|2 : A0 → R+ (∆ ∈ A0).

Вправа. m0(∆) — локально скiнченна, σ-адитивна мiра на A0.

Доведення.Локальну скiнченнiсть маємо з аксiоми 1) з означення.
Перевiримо тепер адитивнiсть m0(∆). Нехай B1 ∩B2 = ∅. Тодi,

m0(B1 ∪B2) = M
∣∣Z0(B1 ∪B2)

∣∣2 = M
∣∣Z0(B1) + Z0(B2)

∣∣2 =

= M
(

(Z0(B1) + Z0(B2))(Z0(B1) + Z0(B2))
)

=

= M |Z0(B1)|2 +M |Z0(B2)|2 + (Z0(B1), Z0(B2)) + (Z0(B1), Z0(B2)) =

= m0(B1) +m0(B2).

Розглянемо далi

∆n ∈ σ(A0), n ≥ 1, ∆n ∩∆k = ∅(n 6= k), ∆ =
∞⋃
n=1

∆n ∈ σ(A0).

Тодi, оскiльки, за аксiомою 3) з означення,

m0(Bn) = M |Z0(Bn)|2 → 0 (n→ +∞)

у випадку, коли
⋂∞
n=1Bn = ∅, Bn ⊃ Bn+1 (n ≥ 1), то як i вище

маємо, що для Bn = ∆ \
n⋃
k=1

∆k, Bn ⊂ Bn+1 (n ≥ 1),
n⋂
k=1

Bk = ∅.

Але, ∆ =
n⋃
k=1

∆k

⋃
Bn, звiдки за адитивнiстю

m0(Bn) = m0(∆) −m0

( n⋃
k=1

∆k

)
= m0(∆) −

n∑
k=1

m0(∆k). Звiдси вже

отримуємо бажане твердження, бо

m0(∆)−
n∑
k=1

m0(∆k) = m0(Bn)→ 0 (n→ +∞).
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За теоремою Каратеодорi-Лебега ∃! продовження m(∆) скiнчен-
ної σ-адитивної мiриm0(∆) на мiнiмальну σ-алгебру (яке є злiченно-
адитивною мiрою) σ(A0) := A∗ таке, що

(∀∆ ∈ A0) : m(∆) = m0(∆).
Так визначена на σ(A0) функцiя m : σ(A0) → R+ називається

структурною функцiєю елементарної ортогональної стохастичної мi-
ри Z0(∆).

Твердження. Мiру Z0(∆) можна однозначно (P-м.н.) продовжити
до Z(∆) — ортогональної стохастичної мiри на A∗ = σ(A0). Тобто,
∃! ортогональна мiра z на A∗ така, що

(∀∆ ∈ A0) : Z(∆) = Z0(∆) (P − м.н.),

Mω(|Z(∆)|2) = m(∆), ∆ ∈ A∗.

Вправа. Мiра Z0(∆) є σ-адитивною в с.к. сенсi:

(∀∆n ∈ σ(A0)) : m(∆) = M(|Z(∆)|2)

m називається структурна функцiя ортогональної стохастичної мi-
ри на σ(A0).

Стохастичний iнтеграл за елементарною
стохастичною ортогональною мiрою.

Нехай Z — ортогональна стохастична мiра на σ(A0), m — її
структурна функцiя. Розглянемо два гiльбертових простори:

1) L2 := L2(m, I) — простiр функцiй f(t) : I → C∫
I
|f(t)|2m(dt) < +∞, 〈f, g〉 =

∫
I
f(t)g(t)m(dt)

— скалярний добуток.
2) H — простiр комплексних випадкових величин зi скiнченним

моментом другого порядку. H = L2(P,Ω).
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Твердження. Нехай f ∈ L2. Тодi ∃(fn), послiдовнiсть простих
функцiй fn : I → C таких, що

‖fn − f‖2L2
=

∫
I
|fn(t)− f(t)|2m(dt)→ 0, n→ +∞.

Означення.(Стохастичного iнтегралу.)
(A) Нехай f : I → C — проста, тобто ∃(∆k)

n
k=1,∆k ∈ σ(A0)

∆k ∩∆s = ∅(k 6= s) : fk = f(t), t ∈ ∆k, f(t) =
n∑
k=1

fnχ∆k
(t).

Тодi випадкова величина J(f) ∈ H

J(f) =
n∑
k=1

fkZ(∆k) =

∫
I
f(t)Z(dt)

називається стохастичним iнтегралом вiд простої функцiї f.
Зауважимо, що

M |I(f)|2 =
( n∑
k=1

fkZ(∆k)
n∑
s=1

fsZ(∆s)
)

=
n∑
k=1

n∑
s=1

fkfsM(Z(∆k)Z(∆s)) =

=
n∑
k=1

|fk|2m(∆k) =

∫
I
|f(t)|2m(dt).

Твердження. ‖J(f)‖H = ‖f‖L2 ∀f — простої, f ∈ L2.

(B) f ∈ L2 — довiльна функцiя. ∃(fn) — послiдовнiсть простих,
fn ∈ L2 : M |fn − f |2 = ‖fn − f‖2 → 0, n→ +∞. Тодi

‖J(fn)− J(fm)‖H = ‖fn − fm‖L2 → 0 (n,m→ +∞),

бо (fn) — фундаментальна =⇒ (J(fn)) — фундаментальна в с.к. на
H.
H — повний =⇒ ∃ с.к.

lim
n→+∞

J(fn) := J(f) =

∫
I
f(t)Z(dt)

i називається стохастичним iнтегралом вiд f на I за ортогональною
стохастичною мiрою Z(∆).
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Властивостi

Теорема. Нехай f, g, fn ∈ L2. Тодi

1) M(J(f)) = 0.

2) (J(f), J(g))H = (f, g)L2 .

3) (∀a, b ∈ C) : J(af + bg) = aJ(f) + bJ(g), (P -м.н.)

4) D(J(f)) = M |J(f)|2 = ‖J(f)‖2L2
=
∫
I |f(t)|2m(dt).

5) cov(J(f), J(g)) = (f, g)L2 =
∫
E f(t)g(t)m(dt).

6) fn → f в L2 =⇒ J(fn)→ J(f) с.к.

99



5. Випадковi процеси

Стохастичний iнтеграл Iто.

Наступна наша мета дати означення стохастичного iнтеграла

b∫
a

ξtdwt =

b∫
a

ξ(t)dw(t),

де (ξt)t∈[a,b] – випадковий процес, а (wt) – процес Вiнера. Оскiль-
ки з ймовiрнiстю, яка дорiвнює одиницi жодна з траєторiй процесу
Вiнера є в жоднiй точцi недиференцiйовною, то цей iнтеграл ви-
значити за схемою побудови iнтеграла Лебега-Стiлт’єса неможливо
(бо траєкторiї wt(ω0) при фiксованих ω0 не може мати обмежену
варiацiю).

Виконаємо тепер спочатку деяку пiдготовчу роботу. Розглянемо
поняття мартингала.

Мартингали

В загальному, мартингалом називають сiм’ю випадкових вели-
чин (випадковий процес) (ξt)t∈I , що має властивiсть певної ”байду-
жостi” до минулого. Ця ”байдужiсть” полягатиме в тому, що умовнi
математичнi сподiвання приростiв ξ(t2)−ξ(t1) (t1 < t2) при заданих
значеннях ξ(s), (s ≤ t)

M
(
ξ(t2)− ξ(t1)|ξ(s)

)
= 0.

Якщо цi умовнi математичнi сподiвання M
(
ξ(t2) − ξ(t1)|ξ(s)

)
≥ 0,

то (ξt)t∈I називають субмартингалом.
Дамо тепер строгi означення.
Нехай

(
Ω,A,P

)
фiксований ймовiрнiсний простiр, а I ⊂ R.

Означення (потоку σ-алгебр i пiдпорядкованостi процесу
потоковi). 1. Сiм’я σ-алгебр

{
At : t ∈ I

}
, At ⊂ A (∀t ∈ I), назива-

ється потоком σ-алгебр , якщо (∀t1 < t2) : At1 ⊂ At2 .
2. Сiм’ю випадкових величин (ξt)t∈I називають пiдпорядкованою
потоковi

{
At : t ∈ I

}
, якщо випадковi величини ξt – вимiрнi вiдно-

сно At для кожного t ∈ I.
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Означення (мартингала i субмартингала).
Сiм’я пар

{
(ξt,At) : t ∈ I

}
називається мартингалом, якщо:

1. Сiм’я випадкових величин (ξt)t∈I є пiдпорядкованою потоковi σ-
алгебр

{
At : t ∈ I

}
.

2. (∀t ∈ I) : M |ξt| < +∞.
3. (∀s, t ∈ I) : s < t =⇒M

(
ξt|As

)
= ξs.

Сiм’я пар
{

(ξt,At) : t ∈ I
}
називається субмартингалом, якщо

виконуються умови: 1., 2, а також
3. (∀s, t ∈ I) : s < t =⇒M

(
ξt|As

)
≥ ξs.

Твердження. Для кожного t ∈ I σ-алгебра

σ − алгебра σ
{
ξs : s ∈ I, s ≤ t

}
⊂ At.

При побудовi моделей часто можна вважати, що

σ
{
ξs : s ∈ I, s ≤ t

}
= At.

Твердження. I. Сiм’я пар
{

(ξt,At) : t ∈ I
}
є мартингалом тодi i

тiльки тодi, коли виконуються умови 1., 2, а також

(∀s, t ∈ I, s < t)(∀A ∈ As) :

∫
A

ξsP(dω) =

∫
A

ξtP(dω).

II. Сiм’я пар
{

(ξt,At) : t ∈ I
}
є субмартингалом тодi i тiльки тодi,

коли виконуються умови 1., 2, а також

(∀s, t ∈ I, s < t)(∀A ∈ As) :

∫
A

ξsP(dω) ≤
∫
A

ξtP(dω).

Твердження є очевидним, якщо пригадати означення умовного
математичного сподiвання вiдносно σ-алгебри.

Твердження. Для мартингала виконується Mξt = const, а для
субмартингала Mξs ≤Mξt (∀s, t ∈ I, s < t).
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Твердження. 1. Нехай
{

(ξt,At) : t ∈ I
}
,
{

(ηt,At) : t ∈ I
}

– два
субмартингала. Тодi, (∀a > 0, b > 0) :

{
(aξt + bηt,At) : t ∈ I

}
є

субмартингалом.
2. Нехай

{
(ξt,At) : t ∈ I

}
,
{

(ηt,At) : t ∈ I
}
– два мартингала. Тодi,

(∀a, b ∈ R) :
{

(aξt + bηt,At) : t ∈ I
}
– мартингал.

Твердження. 1. Нехай
{

(ξt,At) : t ∈ I
}
є мартингалом, а f – непе-

рервна опукла функцiя i M |f(ξt)| < +∞. Тодi,
{

(f(ξt),At) : t ∈ I
}

є субмартингалом.
2. Нехай

{
(ξt,At) : t ∈ I

}
є субмартингалом, а f – монотонно не-

спадна опукла функцiя i M |f(ξt)| < +∞. Тодi,
{

(f(ξt),At) : t ∈ I
}

є субмартингалом.
3. Нехай

{
(ξt,At) : t ∈ I

}
,
{

(ηt,At) : t ∈ I
}
є субмартингалами. Тодi,{

(ζt,At) : t ∈ I
}
, ζt := sup{ξt, ηt} є субмартингалом.

Доведення. 1. За означенням мартингала i за нерiвнiстю Єнсена
при s < t послiдовно маємо

f(ξs) = f
(
M
(
ξt|As

))
≤M

(
f
(
ξt|At

))
.

Це доводить перший пункт.
2. Тут мiркуємо подiбно, використовуючи означення субмартингала

f(ξs) = f
(
M
(
ξt|As

))
≤M

(
f
(
ξt|At

))
.

3. Процес
{

(ζt) : t ∈ I
}
, ζt := sup{ξt, ηt} пiдпорядкований потоковi

σ-алгебр At. Для кожного A ∈ As, s < t, маємо, що подiї A1 =
A ∩ {ξs < ηs}, A2 = A ∩ {ξs ≥ ηs} є As вимiрними, тому,∫
A

ζsP(dω) =

∫
A1

ηsP(dω) +

∫
A2

ξsP(dω) ≤
∫
A1

ηtP(dω) +

∫
A2

ξtP(dω) ≤
∫
A

ζtP(dω),

тобто, те, що й потрiбно довести.

Твердження (нерiвнiсть Колмогорова). Нехай
{

(ξn,An) : 1 ≤
n ≤ N

}
– субмартингал. Тодi,

(∀C > 0) : P
{

sup{ξn : 1 ≤ n ≤ N} ≥ C
}
≤
Mξ+

N

C
.
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Надалi, коли це не викликатиме непорозумiнь, запис “ мартин-
гал ξt” означатиме

{
(ξt,At) : t ∈ I

}
.

Вправа. Нехай ξt, t ∈ I – мартингал.
1. |ξt|, t ∈ I – субмартингал i M |ξt|, t ∈ I – монотонно неспадна
функцiя.
2. Якщо p > 1 i M |ξt|p < +∞, то |ξt|p, t ∈ I – субмартингал.

Вправа. Нехай ξt, t ∈ I – субмартингал.
1. (∀a ∈ R) : sup{a, ξt}, t ∈ I – субмартингал.
2. ξ+

t , t ∈ I – субмартингал.
3. Якщо p > 1 i M(ξ+

t )p < +∞, то (ξ+
t )p, t ∈ I – субмартингал.

Вправа. Нехай (ζk) – послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин таких, що Mζk 6= ∞ (∀k), а An = σ(ζ1, ζ1, . . . , ζn) – мiнiмальна
σ-алгебра породжена випадковими величинами (випадковим векто-
ром) (ζ1, ζ1, . . . , ζn); ξn := ζ1 + ζ2 + . . .+ ζn. Довести, що:
1. Mζk = 0 (∀k) =⇒ {(ξn,An) : n ∈ N} – мартингал.
2. Mζk ≥ 0 (∀k) =⇒ {(ξn,An) : n ∈ N} – субмартингал.

Розв’язок. Для m < n маємо

M
(
ξn|Am

)
= M

(
ξn − ξm|Am

)
+ ξm =

= M
( n∑
k=m+1

ξk|Am
)

+ ξm = ξm +
n∑

k=m+1

Mξk.

Далi зрозумiло.

Вправа. Нехай (ζk) – послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин таких, що Mζk 6= ∞ (∀k), а An = σ(ζ1, ζ1, . . . , ζn) – мiнiмальна
σ-алгебра породжена випадковими величинами (випадковим векто-
ром) (ζ1, ζ1, . . . , ζn); ξn := ζ1 · ζ2 · . . . · ζn. Довести, що:
1. Mζk = 1 (∀k) =⇒ {(ξn,An) : n ∈ N} – мартингал.
2. ζk ≥ 0, Mζk ≥ 1 (∀k) =⇒ {(ξn,An) : n ∈ N} – субмартингал.

Розв’язок. Для m < n маємо

M
(
ξn|Am

)
= M

( n∏
k=m+1

ξk|Am
)
· ξm = ξm ·M

( n∏
k=m+1

ξk

)
= ξm ·

n∏
k=m+1

Mξk.
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Далi у випадку 1 зрозумiло, а у випадку 2, оскiльки
ξm = ζ1 + . . .+ ζm ≥ 0,

то i

M
(
ξn|Am

)
= ξm ·

n∏
k=m+1

Mξk ≥ ξm.

Зауважимо, що у випадку ζk ≤ 0, Mζk ≥ 1 (∀k)

M
(
ξn|Am

)
= ξm ·

n∏
k=m+1

Mξk ≤ ξm,

тобто, {(ξn,An) : n ∈ N} так званий супермартингал.

Моменти часу Маркова.

Означення (момента часу Маркова). Нехай
{
At : t ∈ I

}
– потiк

σ-алгебра, а τ(ω) : Ω → I ∪ {+∞} – випадкова величина. Якщо
(∀t ∈ I) : {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ At, то τ називається моментом часу
Маркова.

Означення (σ-алгебри, породженої моментом часу Марко-
ва). σ-алгеброю Aτ , породженою моментом часу Маркова τ , нази-
вають σ-алгебру всiх множин B ∈ A таких, що (∀t ∈ I) :

B ∩ {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ At.

Вправа. Майже напевно стала випадкова величина τ(ω) = t0 ∈
I є моментом часу Маркова. При цьому, σ-алгебра, породженою
моментом часу Маркова τ , Aτ = At0 .

Розв’язок. Якщо t < t0, то {ω : τ(ω) ≤ t} = ∅ ∈ At. Якщо ж t ≥ t0,
то {ω : τ(ω) ≤ t} = Ω ∈ At. Тому, випадкова величина τ(ω) = t0 ∈ I
є моментом часу Маркова.

Залишається зауважити, що

(∀t ∈ I) : B ∩ {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ At ⇐⇒ B ∈ At0 .
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Сформулюємо кiлька властивостей моментiв часу Маркова.

Твердження. Нехай {At : t ∈ I} – потiк σ-алгебр, а τ1, τ2 два
моменти часу Маркова.
1. Якщо τ1 < τ2 м.н., то Aτ1 ⊂ Aτ2 .
2. τ∗ = sup{τ1, τ2} та τ∗ = inf{τ1, τ2} також моменти часу Маркова.
3. Нехай I – не бiльш, нiж злiченна множина, {ξt : t ∈ I} випадковий
процес пiдпорядкований потоковi σ-алгебр {At : t ∈ I}, а τ – момент
часу Маркова. Тодi, випадкова величина η = ξτ є Aτ -вимiрною.

Доведення. 1. Нехай B ∈ Aτ1 , звiдки,

B ∩ {ω : τ1(ω) ≤ t} ∈ At.

Звiдси

B
⋂(⋂

t∈I
{ω : τ2(ω) ≤ t}

)
= (B

⋂
{ω : τ1(ω) ≤ t})

⋂
{ω : τ2(ω) ≤ t} ∈ At.

Отже, B ∈ Aτ2 , звiдки, вже отримуємо потрiбне включення
Aτ1 ⊂ Aτ2 .

2. Маємо

{ω : τ∗(ω) ≤ t} = {ω : τ1(ω) ≤ t}
⋂
{ω : τ2(ω) ≤ t} ∈ At,

тобто, τ∗ – момент часу Маркова.
Далi, подiбно

{ω : τ∗(ω) ≤ t} = {ω : τ1(ω) ≤ t}
⋃
{ω : τ2(ω) ≤ t} ∈ At,

тобто, τ∗ також момент часу Маркова.

3. Для кожного a ∈ R

{ω : η(ω) = ξτ < a} ∩ {ω : τ(ω) ≤ t} =
⋃

s≤t,s∈I
{ξs < a} ∩ {τ = s}.

Зауважимо, що при s < t

{ω : ξs < a} ∈ As ⊂ At, {ω : τ = s} ∈ As ⊂ At,
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тому,
{ω : η(ω) < a} ∈ At,

позаяк злiченне об’єднання елементiв σ-алгебри належить до неї.

Твердження. 1. Нехай
{(
ξt,At

)
: t ∈ {1, 2, . . . , N

}
– субмартингал,

а τk, k ∈ {1, 2, . . . , p}, скiнченна послiдовнiсть моментiв часу Мар-
кова така, що τ1 ≤ τ2 ≤ . . . ≤ τp. Тодi,

{(
ηk,A∗k

)
: k ∈ {1, 2, . . . , p

}
–

субмартингал; тут ηk := ξτk , A∗k := Aτk .
2.Нехай

{(
ξt,At

)
: t ∈ {1, 2, . . . , N

}
– мартингал, а τk, k ∈ {1, 2, . . . , p},

скiнченна послiдовнiсть моментiв часу Маркова така, що τ1 ≤ τ2 ≤
. . . ≤ τp. Тодi,

{(
ξτk ,Aτk

)
: k ∈ {1, 2, . . . , p

}
– мартингал.

3. (Нерiвнiсть Колмогорова для субмартингалiв)
Нехай

{(
ξn,An

)
: n ∈ {1, 2, . . . , N

}
– субмартингал, то

P
{
ω : sup{ξn(ω) : 1 ≤ n ≤ N} ≥ C

}
≤
Mξ+

N

C
.

4.(Нерiвнiсть Колмогорова для супермартингалiв)
Нехай

{(
ξn,An

)
: n ∈ {1, 2, . . . , N

}
– супермартингал, то

P
{
ω : sup{ξn(ω) : 1 ≤ n ≤ N} ≥ C

}
≤ 2 sup{Mξn : 1 ≤ n ≤ N}

C
.

5. Нехай
{(
ξn,An

)
: n ∈ {1, 2, . . . , N

}
– мартингал i p ≥ 1, то

P
{
ω : sup{ξn(ω) : 1 ≤ n ≤ N} ≥ C

}
≤ M |ξN |p

Cp
.

Стохастичний iнтеграл Iто.

Введемо поняття стохастичного iнтеграла Iто (стохастичного iн-
теграла Лебега-Стiлт’єса за мiрою, породженою процесом Вiнера
wt) ∫

I

f(t, ω)dwt.
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Отже, нехай I = [0,+∞), а (wt)t∈I – процес Вiнера, визначе-
ний на (основному) ймовiрнiсному просторi

(
Ω,A,P

)
. Писатимемо

також w(t) := wt.
Розглянемо сiм’ю

(
At
)
t∈I σ-алгебр, пов’язану з процесом Вiнера

(wt)t∈I , для якої виконуються такi умови:
1. t1 < t2 =⇒ At1 ⊂ At2 ⊂ At;
2.(∀t ∈ I): випадкова величина wt – вимiрна вiдносно σ-алгебр(
At,B(R)

)
;

3. (∀h) процес ηt = w(t+ h)−w(t) є незалежним вiд кожної подiї з
σ-алгебри Ah.

Для 0 ≤ a < b через M2[a, b] позначимо множину функцiй f(t) =

f(t, ω) : I × Ω→ R, що є вимiрними вiдносно пари σ-алгебр
(
B(I ∩

R) ×A,B(R)
)
, тобто, вимiрних, як функцiї вiдносно двох змiнних,

i таких, що задовольняють такi умови:
1. (∀t ∈ [a, b]) функцiя f(t) – вимiрна вiдносно σ-алгебри At;

2.
b∫
a
|f(t)|2dt < +∞ м.н.

Побудуємо тепер iнтеграл
∫
I

f(t, ω)dwt =
∫
I

f(t, ω)dw(t) для ко-

жної функцiї f ∈M2[a, b].

Нехай a = t0 < t1 < . . . < tr−1 < tr = b, а f – проста функцiя
така, що

f(t) = f(tk), t ∈ [tk, tk+1).

За означенням приймемо∫
I

f(t, ω)dwt =

∫
I

f(t, ω)dw(t) =

r−1∑
k=0

f(tk)
(
w(tk+1 − w(tk))

)
.

Властивостi iнтеграла.
1. (∀t ∈ [a, b]); M

(
|f(t)|

∣∣Aa) < +∞ =⇒

M
( b∫
a

f(t)dwt

∣∣∣Aa) = 0 м.н.
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Доведення.

2. (∀t ∈ [a, b]); M
(
|f(t)|2

∣∣Aa) < +∞ м.н. =⇒

M
((∫ b

a
f(t)dwt

)2∣∣∣Aa) =

∫ b

a
M
((
f(t)

)2∣∣Aa)dt P-м.н.

Доведення.

M
((∫ b

a
f(t)dwt

)2∣∣∣Aa) = M
( r−1∑
k=0

f(tk)(w(tk+1)− w(tk))
∣∣∣Aa)2

=

=

r−1∑
k=0

M
(

(f(tk))
2(w(tk+1)− w(tk))

2
∣∣∣Aa)+

+2
∑
j<k

M
(
f(tj)f(tk) · (w(tj+1)− w(tj)) · (w(tk+1)− w(tk))

∣∣∣Aa) =

=

r−1∑
k=0

M

(
(f(tk))

2 ·M
(

(w(tk+1)− w(tk))
2
∣∣Atk)∣∣∣Aa)+

+2
∑
j<k

M
(
f(tj)f(tk) · (w(tj+1)− w(tj)) ·M

(
w(tk+1)− w(tk)

∣∣Atk)∣∣∣Aa) =

=
r−1∑
k=0

M
(
f2(tk)

∣∣Aa)(tk+1 − tk) =

b∫
a

M
(
f2(t)

∣∣Aa)dt.
3. Якщо g(t) = g(t, ω) – спроста функцiя, вказаного вище вигля-

ду, то для довiльних c > 0, N > 0 виконується нерiвнiсть

P
{
ω :
∣∣∣ ∫ b

a
g(t)dwt

∣∣∣ > c

}
≤ N

c2
+ P

{
ω :

∫ b

a
|g(t)|2dt > N

}
Припустимо тепер, що (fn) – послiдовнiсть простих функцiй,

вказаного вище вигляду таких, що

b∫
a

|f(t)− fn(t)|2dt P→ 0 (n→ +∞) м.н..
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Тодi,
b∫
a

|fm(t)− fn(t)|2dt P→ 0, (m,n→ +∞) м.н..

Власне, останнє означає, що (∀ε > 0)

lim
m,n→+∞

P
{
ω :

b∫
a

|fm(t)− fn(t)|2dt > ε
}

= 0.

За властивiстю 3., ∀δ > 0, ε > 0 тепер послiдовно отримуємо

lim
m,n→+∞

P
{
ω :
∣∣∣ ∫ b

a
fn(t)dwt −

∫ b

a
fm(t)dwt

∣∣∣ > δ

}
≤

≤ ε

δ2
+ lim
m,n→+∞

P
{
ω :

∫ b

a
|fn(t)− fm(t)|2dt > ε

}
=

ε

δ2
.

Звiдси отримуємо, що

(∀δ) : lim
m,n→+∞

P
{
ω :
∣∣∣ ∫ b

a
fn(t)dwt −

∫ b

a
fm(t)dwt

∣∣∣ > δ

}
= 0,

тобто,

P
{
ω :
∣∣∣ ∫ b

a
fn(t)dwt −

∫ b

a
fm(t)dwt

∣∣∣ P→ 0, (m,n→ +∞).

Останнє означає, що послiдовнiсть iнтегралiв

(∫ b

a
fn(t)dwt

)
є P-фундаментальною. Отже iснує випадкова величина I така, що∫ b

a
fn(t)dwt

P→ I (n→ +∞).
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Тодi, за означенням приймемо, що стохастичним iнтегралом Iто вiд
функцiї f називається дана випадкова величина, тобто,∫ b

a
f(t)dwt := I

Вправа. Переконатися, що
∫ b
a f(t)dwt не залежить вiд вибору по-

слiдовностi простих функцiй (fn).
Вказiвка.Мiркуючи вiд супртивного, розглянути двi послiдовностi
простих функцiй i утворити з неї одну послiдовнiсть – вона також
виявиться збiжною до заданої функцiї. Далi, зрозумiло.

Означення iнтегралу Iто – загальний випадок.

Нехай тепер f ∈ M[a, b] – довiльна функцiя. Нескладно тепер
стандартно переконатися, що iснує така послiовнiсть простих фун-
кцiй fn ∈M[a, b], що

lim
n→+∞

∫ b

a
|fn(t)− f(t)|2dt = 0 м.н.

Звiдси отримаємо, що iнтеграл Iто означений для кожної функцiї
f ∈M[a, b].

3∗. Якщо g(t) ∈M[a, b], то для довiльних c > 0, N > 0 виконується
нерiвнiсть

P
{
ω :
∣∣∣ ∫ b

a
g(t)dwt

∣∣∣ > c

}
≤ N

c2
+ P

{
ω :

∫ b

a
|g(t)|2dt > N

}
Доведення здiйснюється граничним переходом в 3.

Вправа. Якщо fn, f ∈M[a, b] i∫ b

a
|fn(t)− f(t)|2dt P→ 0, (n→ +∞),
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то ∫ b

a
fn(t)dwt

P→
∫ b

a
f(t)dwt.

1∗ + 2∗. Якщо f ∈M[a, b] i∫ b

a
M
(
|f(t)|2

∣∣Aa)dt < +∞ м.н.,

то

M
(∫ b

a
f(t)dwt

∣∣Aa) = 0 м.н.,

M

((∫ b

a
f(t)dwt

)2∣∣Aa) =

∫ b

a
M
(
|f(t)|2

∣∣Aa) м.н.

Доведення здiйснюється граничним переходом в 1., 2.

Означення (стохастичного диференцiала).
Якщо для стохастичного процесу (ζt)t∈I , вимiрного вiдносно (At)t∈I
iснують такi b(t) ∈M[a, b] i a(t) – вимiрна вiдносно At для кожного
t ∈ I така, що для неї м.н. iснує i є скiнченним iнтеграл |a(t)|dt такi,
що

ζt1 − ζt2 =

∫ t2

t1

a(t)dt+

∫ t2

t1

b(t)dwt,

то кажуть, що ζt має стохастичний диференцiал i записують

dζt = a(t)dt+ b(t)dwt.

Твердження (формула Iто).
Нехай випадковий процес (ζt)t∈I має стохастичний диференцiал dζt =
a(t)dt+b(t)dwt, а функцiя u(t, x) : I×R→ R– неперервна i має непе-
рервнi частковi похiднi u′t, u′x, u′′xx. Тодi, процес (ηt)t∈I = (u(t, ζt))t∈I
також має стохастичний диференцiал i виконується рiвнiсть (фор-
мула Iто)

dηt =
(
u′t(t, ζt) + u′x(t, ζt)a(t) +

1

2
u′′xx(t, ζt)(b(t))

2
)
dt+ u′x(t, ζt)b(t)dwt.
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Зазначимо, що тепер можна вже розглядати стохастичнi дифе-
ренцiальнi рiвняння

dζt = a0(t, ζt)dt+ σ(t, ζt)dwt,

тобто, a(t) = a0(t, ζt), b(t) = σ(t, ζt), при цьому природно вже при-
пустити, що його розв’язки ζt є дифузiйними процесами з коефiцiєн-
том дифузiї σ2(t, x) та коефiцiєнтом перенесення (змiщення) a(t, x).
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Означення (процесу з незалежними значеннями). Випадко-
вий процес (ξt)t∈I називається процесом з незалежними значен-
нями, якщо (∀n ∈ N)(∀(t1, . . . , tn) ∈ In) послiдовнiсть випадкових
величин (ξtk) є послiдовнiстю незалежних в сукупностi випадкових
величин.

Означення (процесу з незалежними приростами). Випадко-
вий процес (ξt)t≥0 називається процесом з незалежними прироста-
ми, якщо (∀n ∈ N)(∀(t1, . . . , tn) ∈ In, 0 ≤ t1 < t2 < . . . tn) послiдов-
нiсть випадкових величин ξt1 , ξt2−ξt1 , . . . , ξtn−ξtn−1) є послiдовнiстю
незалежних в сукупностi випадкових величин.

Означення (стацiонарного процесу у вузькому сенсi). Випад-
ковий процес (ξt)t∈I називається стацiонарним процесом у вузько-
му сенсi, якщо
(∀n ∈ N)(∀(t1, . . . , tn) ∈ In)(∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn)(∀s, xj + s ∈ I (1 ≤
j ≤ n)) :

Fξ(x1, . . . , xn; t1 + s, . . . , tn + s) = Fξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn).

Означення (стацiонарного процесу у широкому сенсi). Ви-
падковий процес (ξt)t∈I з неперервним часом називається стацiо-
нарним процесом у широкому сенсi, якщо (∀t1, t2 ∈ I) : Rξ(t1, t2) =
R(t1− t2), тобто, якщо кореляцiйна функцiя процесу залежить ли-
ше вiд рiзницi аргументiв.

Зауважимо, що функцiя R(u) — парна.

Твердження 1.31. Якщо випадковий процес (ξt)t∈I з неперервним
часом стацiонарний у вузькому сенсi, то вiн стацiонарний i у ши-
рокому сенсi.

Доведення. Зауважимо спочатку, що якщо (ξt)t∈I — стацiонарний
процес у вузькому сенсi, то aξ(t) ≡ a. Справдi, за означенням (∀s, t ≥
0) : Fξ(x; t) ≡ Fξ(x; t+ s), тому

a(t) = Mξt =

∫ +∞

−∞
xdFξ(x; t) =

∫ +∞

−∞
xdFξ(x; t+ s) = Mξt+s = a(t+ s).
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Далi, за означенням Fξ(x1, x2; t, s) ≡ Fξ(x1, x2; t− s, 0) (∀s, t), тому
Rξ(t, s) = M

(
(ξt − a(t))(ξs − a(s))

)
= M

(
ξtξs

)
=

=

∫
R2

x1x2dFξ(x1, x2; t, s) =

∫
R2

x1x2dFξ(x1, x2; t− s, 0)
def
= R(t− s).

5.2.1. Гаусовi процеси.

Означення (гаусового випадкового процесу). Випадковий про-
цес (дiйсний) (ξt)t∈I називаєтьсягаусовим процесом, якщо скiнчен-
новимiрнi характеристичнi функцiї процесу для z = (z1, . . . , zn) ∈
Rn, t = (t1, . . . , tn) ∈ In мають вигляд

ϕξ(z; t) = M(ei
∑n
k=1 zkξtk ) =

= exp{i
n∑
k=1

zkmξ(tk)−
1

2

n∑
k=1

n∑
j=1

Rξ(tk, tj)zkzj},

де mξ(t) = M(ξt), Rξ(t, τ) = cov(ξt, ξτ ).

Вправа.Нехай z = (z1, . . . , zn), t = (t1, . . . , tn),mξ(t) = (mξ(t1), . . . ,mξ(tn)),
а Rξ(t) =

(
Rξ(tk, tj)

)n
k,j=1

– квадратна коварiацiйна матриця матри-
ця. Довести, що

ϕξ(z; t) = exp{i(z,mξ(t))−
1

2
zRξ(t)z

T }.

Твердження. Гаусiв випадковий вектор η = (η1, . . . , ηn) з матема-
тичним сподiванням mη(t) = (mη(t1), . . . ,mη(tn)) i коварiацiйною
матрицею Rη =

(
Rη(tk, tj)

)
має щiльнiсть розподiлу fη(x1, . . . , xn)

тодi i тiльки тодi, коли коварiацiйна матриця невироджена, тобто
detRη > 0, при цьому

fη((x1, . . . , xn)) =
1

(2π)k/2(detRη)1/2
exp{−1

2
(x−mη)R

−1
η (x−mη)

T }
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5.2.1. Гаусовi процеси.

Вправа 15. Нехай (hk) – дiйснi функцiї на I, (Uk) – дiйснi випадковi
величини, спiльний розподiл яких є гаусовим. Довести, що випад-
ковий процес, визначений за формулою ξt =

∑n
k=0 Ukhk(t), t ≥ 0, є

гаусовим i знайти математичне сподiвання, коварiацiйну функцiю i
характеристичну функцiю цього процесу.

З означення гаусового процесу випливає, що сiм’я його скiнченно-
вимiрних розподiлiв повнiстю визначається його математичних спо-
дiванням mξ(t) i коварiацiйною функцiєю Rξ(t, τ).

Наведемо приклад гаусового процесу, який не має щiльностей
розподiлу k-го порядку при k ≥ 2.

Вправа 16. Знайти щiльнiсть одновимiрного розподiлу гаусового
випадкового процесу {ξt = X + t : t ≥ 0}. де X ∈ N (0, σ2), σ2 > 0.
Переконатися, що даний процес не має щiльностей розподiлу k-го
порядку при k ≥ 2.

Розв’язок. При фiксованому t > 0 випадкова величина ξt ∈
N (t, σ2), боmξ(t) = MX+t = t, Dξt = DX = σ2. Тому, одновимiрна
функцiя розподiлу має щiльнiсть

fξ(x; t) =
1√
2πσ

· e−
(x−t)2

2σ2 .

Розглянемо коварiацiйну матрицю при k = 2:Rξ =
(
cov (ξtj , ξtk)

)
.

Оскiльки, cov (ξtj , ξtk) = M
(
(X+ tj − tj)(X+ tk− tk)

)
= MX2 = σ2,

то

Rξ =

(
σ2 σ2

σ2 σ2

)
, detRξ = 0,

тобто, матриця є виродженою, а, отже двохвимiрної щiльностi у да-
ного гаусового процесу нема. Звiдки випливає, що щiльностей бiль-
шої вимiрностi також нема.

Вправа 17.Переконатися, що iснує гаусiв випадковий процес {ξt : t ≥
0} такий, що mξ(t) ≡ 0, Rξ(t, τ) = min{t, τ}. При цьому всi його
скiнченно-вимiрнi розподiли мають щiльнiсть.
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5. Випадковi процеси

Розв’язок. Потрiбно перевiрити для кожного n ≥ 2 додатну
визначенiсть коварiацiйної матрицi

Rξ =
(
cov (ξtj , ξtk)

)n
j=1,k=1

= (Rξ(tj , tk))
n
j=1,k=1 =

(
min{tj , tk}

)
,

де 0 < t1 < t2 < . . . < tn. Справдi, нехай x = (x1, x2, . . . , xn), тодi
квадратична форма

xRξx
T =

n∑
j=1

n∑
k=1

xjxk min{tj , tk}.

Розглянемо допомiжну функцiю f(u) =
n∑
k=1

xkχ[0,tk](u) 6≡ 0, бо

(tk) – всi рiзнi, а (xk) – не всi одночасно дорiвнюють нулю. Тому,∫ t
0 |f(u)|2du > 0 при t ≥ tn. Далi,∫ t

0
|f(u)|2du =

n∑
j=1

n∑
k=1

xjxk

∫ t

0
χ[0,tj ](u)χ[0,tk](u)du =

=

n∑
j=1

n∑
k=1

xjxk min{tj , tk} = xRξx
T .

Останнє i означає додатну визначенiсть коварiацiйної матрицi для
кожного n ≥ 2. Звiдки маємо, що спiльний розподiл перерiзiв ξt1 , ξt2 , . . . , ξtn
має щiльнiсть. Отже, n-вимiрна щiльнiсть, n ≥ 2, випадкового про-
цесу має n-вимiрну щiльнiсть.

Розглянутий приклад дозволяє сформулювати таке означення
стандартного вiнерового процесу (процесу броунiвського руху).

Означення. Гаусiв випадковий процес {ξt : t ≥ 0} (з неперерв-
ним часом) i моентними характеристиками mξ(t) ≡ 0, Rξ(t, τ) =
cov (t, τ) = min{t, τ}, t ≥ 0, τ ≥ 0 i такий, що ξ0 = 0 (м.н.), на-
зивається стандартним процесом Вiнера (процесом броунiвського
руху).

Вправа 17. Переконатися, що прирости процесу броунiвського ру-
ху на промiжках, якi не перетинаються, є незалежними, а також,
що ξt − ξτ ∈ N (0, |t− τ |).
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5.3. Процес Вiнера

Дамо тепер означення процесу Вiнера дещо iнакше.

5.3. Процес Вiнера

Означимо тепер процес Вiнера, як процесу з неперервними при-
ростами. Нагадаємо означення процесу з незалежними приростами.
Зазначимо, що означення процесу Пуассона також можна вводити,
як процес з незалежними приростами. Для рiзноманiтностi ми далi
при означеннi процесу Пуассона поступимо дещо iнакше.

Означення(процесу з незалежними приростами).Процес (ξt)t≥0

називається процесом з незалежними приростами, якщо для будь-
якого n ∈ N i будь-яких (tj)

n
j=1, 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn, випадковi

величини ξt1 , ξt2 − ξt1 , . . . , ξtn − ξtn−1 утворюють послiдовнiсть неза-
лежних випадкових величин.

Процесом Вiнера називається процес (ξt)t≥0 з незалежними при-
ростами, для якого виконується:
1. ξ0(ω) ≡ x0 м.н.;
2. (∀t1, t2, t1 < t2)(∀s ≥ 0) : ξt2 − ξt1 , ξt2+s − ξt1+s — однаково розпо-
дiленi випадковi величини;
3. (∃a ∈ R)(∃b > 0) : Mξh = ah+o(h), Mξ2

h = bh+o(h) M |ξh|3 = o(h)
(h→ 0).

Твердження 1.32. Якщо (ξt)t≥0 процес Вiнера, то

(∀t ≥ 0)(∀x ≥ 0) : P{ω : ξt(ω) < x} =
1√

2πbt

∫ x

−∞
e−

(u−at)2
2bt du.

Доведення. Для фiксованого t ≥ 0 розглянемо характеристичну
функцiю ϕt(x) = Meixξt . Оскiльки ξt+h − ξt i ξt — незалежнi для
фiксованих t, h, то

ϕt+h(x) = Meix(ξt+h−ξt+ξt) = ϕt(x)Meix(ξt+h−ξt)

За умовою ξt+h − ξt i ξh — однаково розподiленi, тому

Meix(ξt+h−ξt) =

∫ +∞

−∞
eiuxdFξt+h−ξt(u) =

∫ +∞

−∞
eiuxdFξh(u) = M(eixξh) = ϕh(x).

Застосовуючи теорему 1.26 про формулу Тейлора до ϕh(x), отри-
муємо
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5. Випадковi процеси

ϕt+h(x)− ϕt(x) = ϕt(x)(ϕh(x)− 1) =

= ϕt(x)(ixMξh −
x2

2
Mξ2

h) +
x3

3!
(−iMξ3

h + εξh(x)),

де |εξh(x)| = |ε3(x)| ≤ 3M |ξh|3. Оскiльки |Mξ3
h| ≤ M |ξh|3, то за

умовою негайно отримуємо

ϕt+h(x)− ϕt(x) = ϕt(x)
(
ixh− x2

2
bh+ o(h)

)
,

(h → 0), звiдки при фiксованому x для функцiї g(t) = ϕt(x) маємо
диференцiйне рiвняння

g′(t) = g(t)(ix− bx2

2
).

Розв’язуючи дане рiвняння i пригадуючи, що ϕt(0) = 1, остаточно

виводимо, що ϕt(x) = eiatx−
btx2

2 — характеристична функцiя нор-
мального розподiлу, тобто, ξt ∈ N (at, bt).

Iнше означення процесу Вiнера або ж стандартного процесу
броунiвського руху див. на с.122 у книзi [2].

Процеси з незалежними приростами

(ξt)t∈I , I = [a; b]. (ξt) — процес з незалежними приростами o ≡ o
∀(tj), a ≤ t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn ≤ b — випадковi величини
ξ(t0), ξ(t1)− ξ(t0), . . . , ξ(tn)− ξ(tn−1) — незалежнi.

Процеси Вiнера
(ξt) — процес Вiнера o ≡ o

1) ξt — однорiдний;

2) ξt — з незалежними приростами;

3) ξt(1) — нормально розподiлена випадкова величина, тобто

ϕt(λ) = M(eiλξt) = eiλtα−
σ2λ2t

2 , α ∈ R, σ2 ≥ 0.

Останнє означає, що ξ(t+ u)− ξ(u) ∈ N (αt, σ2t).
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5.3. Процес Вiнера

α — коефiцiєнт знесення, σ2 — коефiцiєнт дифузiї.
ξ0
t = ξt−αt

σ — стандартний вiнерiв процес, Mξ0
t = 0, Dξ0

t = t.

ψ0
t (λ) = M(eiλξ

0
t ) = e−

λ2t
2 .

Теорема. Iснує неперервна модифiкацiя процесу Вiнера. (Процес
Вiнера-регулярний)

Доведення. Теорема Колмогорова. Нехай (ξt)t∈[0,1] — випадковий
процес. (∃a > 0) (∃b > 0, c < +∞)∀t, t + h ∈ [0; 1] : M |ξt+h − ξt|a ≤
c|h|1+b =⇒ iснує неперервна модифiкацiя ξt, тобто

ξt+h−ξt ∈ N (0, h) =⇒ ξt+h − ξt√
h

∈ N (0, 1) =⇒M(ξt+h−ξt)4 = h2Mξ4
1 = 3h2, a = 4, b = 1.

Тобто можна вважати, що ξt(ω0) ∈ C[0; 1]. Нехай wt, t ∈ I —
стандартний вiнерiв процес з неперервними траєкторiями.

Твердження. (∀t0 ≥ 0) : Wt не диференцiйовний в точцi t = t0 з
ймовiрнiстю рiвною 1. Траєкторiї процесу Вiнера W (t) з ймовiрнi-
стю рiвною 1 не диферецiйовнi в жоднiй точцi t.

Доведення. Wt — однорiвний процес. Тому досить переконатися
в його недиференцiйовностi в точцi t = 0. Припустимо, що (∃A ∈
A, P (A) > 0)(∀ω ∈ A) :

∃W ′(0, ω) = lim
t→+0

W (t, ω)

t
=⇒

lim
k→+∞

W (2−k+1)−W (2−k)

2−k
= 2 lim

k→+∞

W (2−k+1)

2−k+1
− lim
k→+∞

W (2−k)

2−k
= 2W ′(0)−W ′(0) = W ′(0).

Розподiли ζ = W (2−k+1)−W (2−k) i W (2−k) одинаковi. Справдi,
W (t) ∈ N (0, t) =⇒ ζ ∈ N (0, 2−k+1 − 2−k) = N (0, 2−k).

Тому

P{ω : W (2−k+1)−W (2−k) >
√

2−k} = P{ω : W (2−k) >
√

2−k} = 1− Φk(
√

2−k) = 1− Φ(1) > 0.

Φk(t) =
1√

2π2−k

∫ t

−∞
e−

x2

2σ2 dx =
[
x = uσ; dx = σdu

]
=

σ√
2π2−k

∫ t/σ

−∞
e−

u2

2 du =
1√
2π

∫ t/σ

−∞
e−u

2
du.
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5. Випадковi процеси

A
(1)
k = {ω : W (2−k+1)−W (2−k) >

√
2−k} — незалежнi i

∞∑
k=1

P (A
(1)
k ) =

∞∑
k=1

(1− Φ(1)) = +∞.

Отже, за теоремою Бореля-Кантеллi серед подiй Ak вiдбувається
нескiнченна кiлькiсть подiй з ймовiрнiстю рiвною 1. Тобто

(∃B,P (B) = 1)(∀ω ∈ B)(∃nj ↑ +∞)(∀j ≥ 1) : ω ∈ Bnj .

Звiдси
W (2−k+1)−W (2−k)

2−k
>

√
2−k

2−k
=
√

2k, k = nj .

Тобто,

B ⊂ B1 :=
{
ω : lim

k→+∞

W (2−k+1)−W (2−k)

2−k
= +∞

}
=⇒ P (B1) = 1.

Подiбно

P{ω : W (2−k+1)−W (2−k) < −
√

2−k} = P{ω : W (2−k) < −
√

2−k} = Φk(−
√

2−k) = Φ(−1) > 0.

A
(2)
k = {ω : W (2−k+1)−W (2−k) < −

√
2−k} — незалежнi i

∞∑
k=1

P (A
(2)
k ) =

∞∑
k=1

Φ(−1) = +∞.

Тодi за теоремою Бореля-Кантеллi

B ⊂ B2 :=
{
ω : lim

k→+∞

W (2−k+1)−W (2−k)

2−k
= −∞

}
=⇒ P (B2) = 1 =⇒ P (B1 ∩B2) = 1.

Отже, для кожного t з ймовiрнiстю рiвною 1 W (t, ω) — не диферен-
цiйовний.

Насправдi маємо сильнiше твердження.

Твердження. З ймовiрнiстю рiвною 1 не iснує точки t = t0, в якiй
iснує W ′(t0). Тобто

(∃B,P (B) = 1)(∀ω0 ∈ B)(∀t0) : 6 ∃W ′(t0, ω0).

Твердження. Нехай W (t), t ≥ 0 — стандартний вiнерiв процес.
(∀c > 0) : W ?(t) = 1√

c
W (ct) — стандартний вiнерiв.
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5.2. Процес Пуассона

Нехай T = {τk(ω) : k ∈ N}, а ξ(B,ω) — кiлькiсть точок з множи-
ни T, якi належать до B ⊂ R. Послiдовнiсть випадкових величин
T називається пуассоновим потоком точок на дiйснiй прямiй R,
якщо iснує така вимiрна невiд’ємна функцiя λ(t) : R→ [0,+∞), що:
1. P{ω : ξ([t, t+ h), ω) = 1} = λ(t)h+ o(h) (h ↓ 0) рiвномiрно за t,
2. P{ω : ξ([t, t+ h), ω) = 0} = 1− λ(t)h+ o(h) (h ↓ 0) рiвномiрно за
t,
3. [t, t + h1) ∩ [y, y + h2) = ∅ =⇒ ξ([t, t + h1), ω), ξ([y, y + h2), ω) —
незалежнi випадковi величини.
Якщо λ(t) ≡ λ > 0, то пуасcонiв потiк називається однорiдним.

Процесом Пуассона з iнтенсивнiстю λ називається випадковий
процес

ξt(ω) = ξ([0, t), ω),

де ξ(B,ω) — однорiдний пуассонiв потiк.
Зауважимо, що фазовий простiр процесу Пуассона X = Z+.

Твердження 1.33. Якщо (ξt)t≥0 — процес Пуассона, то

(∀k ≥ 0) : P{ω : ξt(ω) = k} =
(λt)k

k!
e−λt.

Доведення. Для фiксованого t ≥ 0 розглянемо твiрну функцiю ψt(x) =
Mxξt . Оскiльки ξt+h − ξt i ξt — незалежнi для фiксованих t, h, то

ψt+h(x) = Mxξt+h−ξt+ξt = ψt(x)Mxξt+h−ξt

За умовою
P{ω : ξt+h − ξt ≥ 2} = 1− P{ω : ξt+h − ξt = 0} − P{ω : ξt+h − ξt = 1} = o(h)

при h→ +0 рiвномiрно за t, тому для всiх x ∈ [0, 1]

0 ≤Mxξt+h−ξt − P{ω : ξt+h − ξt = 0} − xP{ω : ξt+h − ξt = 1} def= ε(t, h, x) =

=
∑+∞

k=2
P{ω : ξt+h − ξt = 1}xk ≤ P{ω : ξt+h − ξt ≥ 2} = o(h)

при h→ +0 рiвномiрно за t, звiдки, за умовою
ψt+h(x)− ψt(x) = ψt(x)

(
P{ω : ξt+h − ξt = 0}+

+xP{ω : ξt+h − ξt = 1}+ ε(t, h, x)− 1
)

=
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5. Випадковi процеси

= ψt(x)[−λh+ o(h) + x(λh+ o(h)) + o(h)]

при h→ +0 рiвномiрно за t, x. Звiдси отримуємо, що

lim
h→0

ψt+h(x)− ψt(x)

h
= ψt(x)(x− 1)λ.

Власне, при фiксованому x для функцiї g(t) = ψt(x) маємо дифе-
ренцiйне рiвняння

g′(t) = g(t)(x− 1)λ,

iнтегруючи яке, отримуємо, що ψt(x) = Ce(x−1)tλ. Оскiльки ψt(1) =
1, то C = 1, i, остаточно виводимо

ψt(x) = e(x−1)tλ =
∑+∞

k=0

(λt)k

k!
xke−λt,

тобто,

P{ω : ξt(ω) = k} =
(λt)k

k!
e−λt.

5.4. Процеси Маркова з дискретним часом

Розглянемо процес з дискретним часом (ξt)t∈I , I = Z+ i дис-
кретною множиною станiв XN = {xk : 1 ≤ k ≤ N} (N < +∞),
X+∞ = {xk : k ∈ N}.

Процес (ξn)n∈Z+ називається процесом Маркова (з дискретним
часом), якщо для будь-якого n ∈ N i для довiльних наборiв (i0, i1, . . . , in−2, i, j) ∈
{1, 2, . . . , N}n+1 :

P{ξn = xj |ξ0 = xi0 , ξ1 = xi1 , . . . , ξn−2 = xin−2 , ξn−1 = xi} =

= P{ξn = xj |ξn−1 = xi}
def
= p

(n)
i,j ,

де у останнiй рiвностi пiд знаком умовної ймовiрностi для простоти
запису через ξs = xk позначаємо подiю {ω : ξs(ω) = xk}, а "кома"
означає добуток таких подiй. Така властивiсть називається власти-
вiстю Маркова i ї ї з якiсної точки зору часто описують так, що
стан у який перейде процес Маркова у майбутньому (завтра) не
залежить вiд минулого (тобто, вiд того, у яких станах вiн перебу-
вав у минулому), а лише вiд того, у якому станi перебуває процес
сьогоднi.
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5.5. Однорiдний процес (ланцюг) Маркова з дискретним часом

Ймовiрностi p(n)
i,j — називаються ймовiрностями переходу з i-

того стану в j-тий на n-тому кроцi, а матриця

P (n) =
(
p

(n)
i,j

)
, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ N

називається матрицею перехiдних ймовiрностей на n-ому кроцi.
Зауважимо, що у випадку процесу з нескiнченною множиною станiв
матриця P (n) необмежена вправо i донизу.
Через p(n)

j = P{ξn = xj} позначаємо ймовiрностi розподiлу станiв
на n-тому кроцi, а
p(n) = (p

(n)
0 , p

(n)
1 , . . . , p

(n)
N ) — вектор-рядок ймовiрностей розподiлу

станiв на n-тому кроцi;
p(0) = (p

(0)
0 , p

(0)
1 , . . . , p

(0)
N ) — вектор початкового розподiлу станiв.

Вправи. 1. За формулою множення ймовiрностей i за означенням
процесу Маркова довести, що ймовiрнiсть того, що процес послi-
довно перебував у станах з номерами i0, i1, . . . , in дорiвнює

P{ξ0 = xi0 , ξ1 = xi1 , . . . , ξn = xin} = p
(0)
i0

n∏
k=1

p
(k)
ik−1,ik

.

2. За формулою повної ймовiрностi довести, що

(∀n ∈ N)(∀i, 1 ≤ i ≤ N) :
∑N

j=1
p

(n)
i,j = 1 ∧ (∀n ∈ Z+) :

∑N

j=1
p

(n)
j = 1,

тобто, матриця P (n) — стохастична, а p(n) — розподiл ймовiрно-
стей.

5.5. Однорiдний процес (ланцюг) Маркова з дискретним часом

Надалi будемо розглядати лише однорiднi процеси Маркова, тоб-
то, ланцюги Маркова.

Означення (ланцюга Маркова). Ланцюгом Маркова називає-
ться такий процес Маркова, що

(∀n ≥ 1) : P (n) ≡ P = (pi,j) .

Твердження 1.34. Нехай p
(n)
i,j (m)

def
= P{ξn+m = xj |ξn = xi} ймо-

вiрнiсть того, що процес змiнить свiй стан з xi, в якому вiн пе-
ребував у момент часу t = n, на xj за m крокiв. Тодi для ланцюга
Маркова:
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5. Випадковi процеси

1. (∀n ≥ 1)(∀m ≥ 1) : p
(n)
i,j (m) = pi,j(m), тобто, залежить лише вiд

m, при цьому

P (m)
def
= (pi,j(m)) = Pm;

2. матриця ймовiрностей змiни станiв за m крокiв P(m) не зале-
жить вiд початкового розподiлу.

Доведення. За формулою повної ймовiрностi

p
(n)
i,j (m) =

N∑
s=1

p
(n)
i,s (1)p

(n+1)
s,j (m− 1),

тобто, у матричному виглядi
P (n)(m) = P (n)(1)P (n+1)(m− 1).

Але, за означенням ланцюга Маркова P (n)(1) = P. Тому
P (n)(m) = PP (n+1)(m− 1) = P 2P (n+2)(m− 2) = · · ·

· · · = Pm−1P (n+m−1)(1) = Pm.

Остання рiвнiсть, зокрема, означає, що матриця P (m) не залежить
вiд початкового розподiлу.

Безпосереднiм наслiдком з щойно доведеного твердження є таке
твердження.

Твердження 1.35. Для ланцюга Маркова виконується:

1. p(n+m) = p(n)P (m) = p(n)Pm (n,m ≥ 0);

2. P (n+m) = P (n)P (m) (m,n ≥ 1).

Доведення. 1. За формулою повної ймовiрностi маємо

p
(n+m)
j = P{ξn+m = xj} =

∑N

s=1
P{ξn = xs}P{ξn+m = xj |ξn = xs} =

=
∑N

s=1
p(n)
s ps,j(m).

Або у матричнiй формi p(n+m) = p(n)P (m), звiдки за попереднiм
твердженням отримуємо, що p(n+m) = p(n)Pm.

2. За попереднiм твердженням P (n+m) = Pn+m = PnPm = P (n)P (m).
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5.5. Однорiдний процес (ланцюг) Маркова з дискретним часом

Твердження 1.36. Для ланцюга Маркова матриця ймовiрностей
переходу за n крокiв P (n) = (pij(n)) є стохастичною, тобто (∀i)
(∀n) :

∑N
j=1 pij(n) = 1.

Доведення. Маємо∑N

j=1
P{ξn = xj |ξ0 = xi} =

∑N

j=1

P{ξn = xj ∧ ξ0 = xi}
P{ξ0 = xi}

=

=
1

P{ξ0 = xi}
∑N

j=1
P({ξn = xj} ∩ {ξ0 = xi}) =

1

P{ξ0 = xi}
P{ξ0 = xi} = 1,

бо Hj = {ξn = xj} утворюють повну групу подiй, тобто ∪Nj=1Hj = Ω;
Hj ∩Hk = ∅ (j 6= k).

Вправа. Довести, що матриця ймовiрностей переходу за m крокiв
для процесу Маркова також — стохастична.
Приклади.
1. Нехай An ∈ A, P(An) = p > 0, q = 1− p, m0 = 0, mn = mn−1 + In

(n ≥ 1), де In(ω) =

{
1, ω ∈ An,
0, ω /∈ An,

— послiдовнiсть незалежних

випадкових величин. Доведемо, що (mn)n≥0 — ланцюг Маркова.
Справдi,

p
(n)
ij = P{mn = j|mn−1 = i} =


0, j − i ≥ 2
p, j − i = 1 (вiдбулась подiя)
q, j = i (подiя не вiдбулась)
0, j − i ≤ −1.

Отже, ймовiрностi змiни станiв процесу на n-тому кроцi вiд n не
залежать. Тодi матриця перехiдних ймовiрностей вiд n не залежить
i

(∀n) : P (n) = P =



q p 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . .
0 q p . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 q p 0 . . . . . .
0 0 . . . . . . 0 0 q p 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ,

p(1) = (q, p, 0, . . .), p(2) = (q2, 2pq, p2, 0, . . .), p(3) = (q3, 3pq2, 3p2q, p3, 0, . . .).
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5. Випадковi процеси

2. Нехай ξ0, η1, η2, . . . , ηn, . . . — послiдовнiсть незалежних випадко-
вих величин, а функцiя f — борелева на R2.Приймемо ξn

def
= f(ξn−1, ηn)

(n ≥ 1). Тодi {ξn : n ≥ 0} — процес Маркова. Справдi,
P{ξn = xj |ξ0 = xi0 , ξ1 = xi1 , . . . , ξn−2 = xin−2 , ξn−1 = xi} =

=
P{ξn = xj , ξ0 = xi0 , ξ1 = xi1 , . . . , ξn−2 = xin−2 , ξn−1 = xi}

P{ξ0 = xi0 , ξ1 = xi1 , . . . , ξn−2 = xin−2 , ξn−1 = xi}
=

= P{f(xi, ηn) = xj , ξ0 = xi0 , f(xi0 , η1) = xi1 , . . . , f(xin−2 , ηn−1) = xi}/
/P{ξ0 = xi0 , f(xi0 , η1) = xi1 , . . . , f(xin−2 , ηn−1) = xi},

звiдки, за незалежнiстю випадкових величин
f(xi, ηn), ξ0, f(xi0 , η1), . . . , f(xin−3 , ηn−2), f(xin−2 , ηn−1)

отримуємо, що
P{ξn = xj |ξ0 = xi0 , ξ1 = xi1 , . . . , ξn−2 = xin−2 , ξn−1 = xi} =

= P{f(xi, ηn) = xj} = P{ξn = xj |ξn−1 = xi}.

Вправа. Якщо ηn — однаково розподiленi, то {ξn : n ≥ 1} — ланцюг
Маркова. Довести.

3. Нехай (νn) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин та-
ких, що P{νn = 1} = P{νn = 0} = 1

2 . Приймемо ξn
def
= ξn−1 ⊕

νn(mod 2), ξ0
def
= ν0.

Переконаємося, що (νn)n≥0 — ланцюг Маркова. Для множини станiв
X = {0, 1} введемо позначення x1 = 0, x2 = 1. Тодi, враховуючи
незалежнiсть νn i ξn−1, отримуємо

p
(n)
1,1 = P{ξn = 0|ξn−1 = 0} = P{ξn−1 ⊕ νn = 0|ξn−1 = 0} =

= P{νn = 0|ξn−1 = 0} = P{νn = 0} =
1

2
;

p
(n)
2,1 = P{ξn = 0|ξn−1 = 1} = P{ξn−1 ⊕ νn = 0|ξn−1 = 1} =

= P{νn = 1|ξn−1 = 1} = P{νn = 1} =
1

2
.

Оскiльки, матриця P (n) — стохастична, то p(n)
1,2 = 1− p(n)

1,1 = 1
2 ,

p
(n)
2,2 = 1− p(n)

2,1 = 1
2 . Отже, P (n) = P =

(
1/2 1/2
1/2 1/2

)
, p(0) = (1

2 ,
1
2),
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5.6. Ланцюги Маркова : фiнальнi ймовiрностi, ергодичнiсть

p(n) = p(0)Pn = (
1

2
,
1

2
) = p(0), де p(n)

j = P{ξn = j}.

Вправа. 1. (випадкове блукання з поглинанням). Нехай m ∈
N, m ≥ 2. Розглянемо випадкове блукання частинки по множинi цi-
лих точок мiж точками 0 та m на дiйснiй прямiй. Якщо 0 < k < m,
то з точки k з ймовiрностями, що дорiвнюють 1/2 частинка перехо-
дить у точку k− 1 або у точку k+ 1, вiдповiдно. Якщо ж k = 0 або
k = m, то частинка залишається у точцi k з ймовiрностю, що дорiв-
нює 1. Нехай ξn — координата частинки на n-тому кроцi. Довести,
що (ξn)n≥0 — ланцюг Маркова.
2. (випадкове блукання з вiдбиванням). Якщо в рамках по-
переднього прикладу, частинка з точки k = 0 переходить у точку
k = 1, а з точки k = m у точку k = m − 1 — з ймовiрностями, що
дорiвнюють одиницi, то (ξn)n≥0 — ланцюг Маркова. Довести.

5.6. Ланцюги Маркова : фiнальнi ймовiрностi, ергодичнiсть,
стацiонарний розподiл

Означення 1 (фiнального розподiлу ймовiрностей). Якщо
(∀j, 1 ≤ j ≤ N) iснує границя

lim
n→+∞

p
(n)
j = π

(1)
j ,

де
∑N

j=1 π
(1)
j = 1, то π(1) = (π

(1)
j ) називається фiнальним (грани-

чним) розподiлом ймовiрностей процесу Маркова.

Означення 2 (фiнального розподiлу ймовiрностей). Якщо
(∀i, 1 ≤ i ≤ N) (∀j, 1 ≤ j ≤ N)

∃ lim
n→+∞

pi,j(n)
def
= π

(2)
j

i
∑N

j=1 π
(2)
j = 1, то π(2) = (π

(2)
j ) називається фiнальним розподiлом

ймовiрностей в сенсi другого означення.

Означення (ергодичного ланцюга Маркова). Ланцюг Марко-
ва називається ергодичним, якщо фiнальнi ймовiрностi не залежать
вiд початкового розподiлу p(0).
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5. Випадковi процеси

Зауваження. За п.2 твердження 1.34 (позаяк P (n) = Pn), якщо
ланцюг Маркова має фiнальнi ймовiрностi у сенсi другого означен-
ня, то вiн — ергодичний в сенсi цього означення фiнальних ймовiр-
ностей.

Приклади. 1. Нехай (ξn)n≥0 — ланцюг Маркова з множиною станiв

X = {0, 1} i матрицею перехiдних ймовiрностей P =

(
1 0
0 1

)
. Тому

p(n) = p(0)P (n) = p(0)Pn = p(0),

звiдки випливає, що фiнальнi ймовiрностi в сенсi першого означе-
ння iснують. Але, даний ланцюг Маркова не ергодичний, позаяк
фiнальний розподiл збiгається з початковим розподiлом.
2. Нехай (ξn)n≥0 — ланцюг Маркова з множиною станiв X = {0, 1}

i матрицею перехiдних ймовiрностей P =

(
1 0
0 1

)
. Тодi для поча-

ткового розподiлу ймовiрностей p(0) = (p
(0)
1 , p

(0)
2 ) маємо

p(1) = p(0)P = (p
(0)
2 , p

(0)
1 ), p(2) = p(1)P = (p

(0)
1 , p

(0)
2 ) = p(0).

В загальному p(2n+1) = (p
(0)
2 , p

(0)
1 ), p(2n) = p(0). Звiдси маємо, що

фiнальний розподiл iснує лише у випадку p(0) = (1/2, 1/2).

Твердження 1.37. Для ланцюга Маркова означення ергодичностi
з фiнальними ймовiрностями в сенсi кожного з двох означень є
рiвносильними, при цьому π(1) = π(2) def= π.

Доведення. Оскiльки фiнальний розподiл ймовiрностей в сенсi дру-
гого означення (див. вище Зауваження), не залежить вiд початко-
вого розподiлу, то у випадку, коли iснує фiнальний розподiл π(1),
тобто в сенсi першого означення, i ланцюг ергодичний в сенсi цього
означення, то досить довести, що для деякого початкового розпо-
дiлу ймовiрностей p(0), iснує π(2) i виконується рiвнiсть π(2) = π(1).
Для цього виберемо початковий розподiл з 1 на k-тому мiсцi p(0) =
(0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

k

, 0 . . .). Тодi

p
(n)
j =

∑N

i=1
p

(0)
i pi,j(n) = pk,j(n).
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5.6. Ланцюги Маркова : фiнальнi ймовiрностi, ергодичнiсть

Звiдси негайно отримуємо потрiбне твердження.
Припустимо тепер, що iснує фiнальний розподiл ймовiрностей

π(2) в сенсi другого означення i, отже, за зауваженням, ланцюг —
ергодичний в сенсi цього означення. Доведемо, що для довiльного
початкового розподiлу ймовiрностей iснує фiнальний розподiл лан-
цюга π(1) в сенсi першого означення i при цьому π(1) = π(2). А це
означатиме, що ланцюг Маркова ергодичний в сенсi першого озна-
чення. Нехай спочатку N — скiнченне. Тодi переходячи до границi
у рiвностi p(n)

j =
∑N

i=1 p
(0)
i pij(n), при фiксованому j отримаємо

π
(1)
j = lim

n→+∞
p

(n)
j =

∑N

i=1
p

(0)
i lim

n→+∞
pi(n) = π

(2)
j

∑N

i=1
p

(0)
i = π

(2)
j .

Звiдси, π(1) = π(2), тобто, те, що й потрiбно.
Нехай тепер N = +∞. p(n)

j =
∑+∞

i=0 p
(0)
i pij(n). Введемо функцiю

розподiлу

F (x) =
∑
xi<x

p
(0)
i , P{ξ0 = xi} = p

(0)
i .

Припустимо для визначеностi, що xi < xi+1 (i ≥ 1) i для кожного
фiксованого j ≥ 1 виберемо функцiю gj(n, x) = pij(n), x ∈ [xi, xi+1)
(i ≥ 1). Тодi

p
(n)
j =

∑+∞

i=1
p

(0)
i pij(n) =

∫ +∞

−∞
gj(n, x)dF (x).

Зауважимо, що для кожного j ≥ 1 i для всiх x ∈ (xi−1, xi] (i ≥ 1)

lim
n→+∞

gj(n, x) = lim
n→+∞

pi,j(n) = πj ,

позаяк lim
n→+∞

pij(n) за умовою iснує i вiд i не залежить. При цьому∫ +∞
−∞ πjdF (x) = πj i 0 ≤ gj(n, x) ≤ 1.

Тому, використовуючи теорему про мажоровану збiжнiсть, грани-
чним переходом пiд знаком iнтеграла отримуємо, що π

(1)
j = π

(2)
j

(j ≥ 1), тобто, π(1) = π(2).

Вправа. В доведеннi останнього твердження позбутися обмеження
xj < xj+1 (j ≥ 1).
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Означення (стацiонарного розподiлу ланцюга Маркова).Не-
хай задано ланцюг Маркова (ξn)n≥0 з матрицею перехiдних ймовiр-
ностей P = (pij) i множиною станiв X = {xj : 1 ≤ j ≤ N}, N ≤ +∞.
Розподiл ймовiрностей p називають стацiонарним, якщо p = p · P.

Твердження 1.38. Якщо (∃n0) : p(n0) — стацiонарний, то вiн
фiнальний, тобто π = p(n0).

Доведення. За умовою p(n0+1) = p(n0). Звiдси, за iндукцiєю встанов-
люється, що (∀m ≥ n0) : p(m) = p(n0). Отже, ∃ lim

m→+∞
p(m) = p(n0) def=

π.

Твердження 1.39. Якщо π — фiнальний розподiл, то π — ста-
цiонарний розподiл, тобто π = πP.

Доведення. Оскiльки p
(n+1)
j =

N∑
i=0

p
(n)
i pij , то у випадку, коли N <

+∞, перейдемо до границi у лiвiй та правiй частинах рiвностi й
отримаємо

πj = lim
m→∞

p
(n+1)
j =

N∑
i=0

pij lim
n→+∞

p
(n)
i =

N∑
i=0

pijπi.

Вправа. Довести самостiйно останнє твердження у випадку N =
+∞.

Наслiдок 1.11. Якщо ланцюг Маркова ергодичний, то система{∑N
j=1 πj = 1,

πj =
∑N

i=1 πipij

має єдиний розв’язок π = (πj) i цей розв’язок якраз i є фiнальним
розподiлом ланцюга Маркова.

Доведення. Припустимо, що система має два розв’язки π∗ i π.Оскiль-
ки ланцюг — ергодичний, то фiнальний розподiл не залежить вiд
початкового розподiлу, стацiонарний (тобто, є розв’язком вказаної
системи рiвнянь). Нехай π — фiнальний розподiл. Iнший розв’язок
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π∗ цiєї системи є стацiонарним розподiлом для даного ланцюга Мар-
кова, а, отже, вибираючи початковий розподiл p(0) = π∗, перекону-
ємось, що розподiл π∗ — фiнальний. Але з ергодичностi ланцюга
випливає, що π = π∗. Суперечнiсть.

Теорема 1.36 (достатнi умови ергодичностi). Нехай (ξn)n≥0 — лан-
цюг Маркова такий, що (∃n0 ∈ N)(∀i, j,≥ 1) : pij(n0) > 0, тобто,
всi елементи матрицi P (n0) = Pn0 = (pij(n0)) є додатними. Тодi
∃π = (πj) — стацiонарний розподiл такий, що (∀j) : πj > 0, при

цьому для cij = cij(n)
def
= pi,j(n)− πj виконується

(∃cj > 0)(∃h ∈ (0, 1))(∀i, j ≥ 1) : |cij | ≤ cjhn,
звiдки, зокрема випливає, що (∀i) : pi,j(n)→ πj (n→ +∞).

Доведення. Проведемо доведення за припущення скiнченностi мно-
жини станiв N < +∞. Введемо позначення
Vj(n) = sup{pi,j(n) : 1 ≤ i ≤ N}, vj(n) = inf{pi,j(n) : 1 ≤ i ≤ N}.

1.Доведемо, що iснують границi limn→∞ Vj(n) = Qj , qj = limn→∞ vj(n)
i Qj ≤ qj . Перевiримо спочатку для фiксованого j ≥ 1 монотоннiсть
послiдовностей (Vj(n)), (vj(n)). Маємо

Vj(n+ 1) = sup
i
pi,j(n+ 1) = sup

i

∑N

k=1
pikpk,j(n) ≤

≤ Vj(n) sup
i

∑N

k=1
pi,k = Vj(n).

При цьому ми скористались тим, що P (n+ 1) = P · P (n) i pk,j(n) ≤
Vj(n) (k, j, n ≥ 1). Подiбно, оскiльки pk,j(n) ≥ vj(n) (k, j, n ≥ 1), то

vj(n+ 1) = inf
i
pi,j(n+ 1) = inf

i

∑N

k=1
pi,kpk,j(n) ≥

≥ vj(n) inf
i

∑n

k=1
pi,k = vj(n).

Отже, послiдовнiсть (Vj(n))n — незростаюча, а (vj(n))n — неспадна
послiдовнiсть, при цьому, очевидно, що vj(n) ≤ Vj(n) (j, n ≥ 1).
Звiдси випливає потрiбне.

2. Доведемо, що насправдi Qj = qj
def
= πj . Для цього досить довести,

що uj(n)
def
= Vj(nn0)− vj(nn0)→ 0 (n→ +∞). Розглянемо
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0 ≤ uj(n+ 1) = sup
i
pi,j((n+ 1)n0)− inf

s
ps,j((n+ 1)n0) =

= sup
i

sup
s

(pi,j((n+ 1)n0)− ps,j((n+ 1)n0)).

Позначимо δk(i, s) = pi,k(n0)− ps,k(n0). Оскiльки

pij((n+ 1)n0) =
∑N

k=1
pi,k(n0)pk,j(nn0),

ps,j((n+ 1)n0) =
∑N

k=1
ps,k(n0)pk,j(nn0),

то

0 ≤ uj(n+ 1) = sup
i

sup
s

∑N

k=1
pk,j(nn0)δk(i, s).

Зауважимо, що∑N

k=1
δk(i, s) =

∑N

k=1
pi,k(n0)−

∑N

k=1
ps,k(n0) = 1− 1 = 0.

Оскiльки
∑N

k=1 δk(i, s) = 0 =⇒
∑

δk(i,s)<0 δk(i, s) = −
∑

δk(i,s)>0 δk(i, s),
то

uj(n+ 1) = sup
i

sup
s

( ∑
δk(i,s)>0

pk,j(nn0)δk(i, s) +
∑

δk(i,s)<0

pk,j(nn0)δk(i, s)
)
≤

≤ sup
i

sup
s

(
Vj(nn0)

∑
δk(i,s)>0

δk(i, s) + vj(nn0)
∑

δk(i,s)<0

δk(i, s)
)

=

= (Vj(nn0)− vj(nn0)) sup
i

sup
s

∑
δk(i,s)>0

δk(i, s),

Звiдси, ввiвши позначення q = supi,s
∑

δk(i,s)>0 δk(i, s), отримаємо
uj(n+ 1) ≤ quj(n). З останньої нерiвностi за iндукцiєю вже нескла-
дно отримати, що

(∀n ≥ 1) : uj(n+ 1) ≤ qnuj(1)

Звiдси, якщо q < 1, то qn → 0 (n → +∞) ⇒ uj(n) → 0 (n → +∞)

⇒ Qj = qj
def
= πj .

3. Зауважимо, що за щойно доведеним з монотонностi vj(n) та з
того, що ланцюг Маркова має скiнченну кiлькiсть станiв випливає,
що
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(∀j ≥ 1) : πj ≥ vj(n0) ≥ inf{pi,k(n0) : 1 ≤ i, k ≤ N} > 0.

4. Доведемо тепер, що 0 < q < 1. Оскiльки кiлькiсть станiв скiнчен-
на, то iснують i0, s0 такi, що q =

∑
k : δk(i0,s0)>0 δk(i0, s0). Зауважимо,

що за умовою δk(i, s) = pi,k(n0)− ps,k(n0) < pi,k(n0) i, тому

q <
∑

k : δk(i0,s0)>0
pi,k(n0) ≤

∑N

k=1
pi,k(n0) = 1,

звiдки q < 1.

5. Оскiльки n = n
n0
n0 ≥ n0

[
n
n0

]
, то з нерiвностей vj(n) ≤ πj ≤ Vj(n)

i монотонностi Vj , vj спочатку отримуємо

cij(n) = pi,j(n)− πj ≤ Vj(n)− vj
(
n0

[ n
n0

])
≤

≤ Vj
(
n0

[ n
n0

])
− vj

(
n0

[ n
n0

])
≤ uj(1)q

[ n
n0

]
−1
,

а потiм
cij(n) = pi,j(n)− πj ≥ vj(n)− Vj

(
n0

[ n
n0

])
≥

≥ vj
(
n0

[ n
n0

])
− Vj

(
n0

[ n
n0

])
≥ −uj(1)q

[ n
n0

]
−1
,

Отже,

(∀i, j, n ≥ 1) : |cij(n)| ≤ q
[
n
n0

]
−1
uj(1) ≤ q−2uj(1)

(
q1/n0

)n
.

Залишається вибрати cj = q−2uj(1), h = q1/n0 .

Правильне таке обернене твердження.

Твердження 1.40. Нехай для ланцюга Маркова зi скiнченною мно-
жиною станiв iснує фiнальний розподiл π = (πj), πj > 0 (j ≥ 1),
тобто, (∀i ≥ 1) : pi,j(n) → πj (n → +∞). Тодi iснує n0 ∈ N
таке, що всi елементи матрицi P (n0) додатнi, тобто, (∀i, j ≥
1) : pi,j(n0) > 0.

Доведення. З того, що (∀i ≥ 1) : pi,j(n) → πj (n → +∞) випливає,
що для будь-яких фiксованих i, j iснує n1 = n1(i, j) таке, що для
всiх n ≥ n1 виконується πj − pi,j(n) ≤ |πj − pi,j(n)| < ε, вибираючи
ε = πj/2 i n0 = max{n1(i, j) : i, j ≥ 1}, звiдси, для n = n0 остаточно
отримуємо
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pi,j(n0) > πj − ε = πj/2 > 0.

Наступна теорема характеризує ергодичний ланцюг Маркова.

Теорема 1.37 (елементарна ергодична). Нехай (ξn)n≥0 — ергоди-
чний ланцюг Маркова зi скiнченною множиною станiв, а π — його
фiнальний розподiл. Через kj(n) позначимо кiлькiсть тих k, 1 ≤
k ≤ n, для яких ξk = xj , kj(n) = kj(n, ω). Тодi

(∀j ≥ 0) :
kj(n)

n

P→ πj (n→ +∞).

Отже, за цiєю теоремою за перших n крокiв ергодичний ланцюг
Маркова в середньому [nπj ] разiв перебуває в j-тому станi.

Доведення. Зауважимо спочатку, що за твердженням 1.40 πj > 0
(j ≥ 1), а за теоремою 1.36

(∃cj > 0)(∃h ∈ (0, 1))(∀i, j ≥ 1) : |pi,j(n)− πj | ≤ cjhn.
Для довiльних i, j та ε > 0 розглянемо умовну ймовiрнiсть

P∗i,j(n)
def
= P

(∣∣kj(n)

n
− πj

∣∣ > ε
∣∣ξ0 = i

)
.

За нерiвнiстю Маркова

P∗i,j(n) ≤ ε−2M
((kj(n)

n
− πj

)2∣∣ξ0 = xi

)
.

Позначимо Ik,j(ω) =

{
1, ξk(ω) = xj ,

0, ξk(ω) 6= xj
. Тодi kj(n) =

∑n
s=0 Is,j i,

отже, (kj(n)

n
− πj

)2
=

1

n2

( n∑
s=0

(Is,j − πj)
)2
.

Звiдки

n2M
((kj(n)

n
− πj

)2∣∣ξ0 = xi

)
= M

(( n∑
s=0

(Is,j − πj)
)2∣∣ξ0 = i

)
=

=

n∑
s=0

M
(

(Is,j − πj)2
∣∣ξ0 = xi

)
+ 2

∑
0≤s<l≤n

M
(

(Is,j − πj)(Il,j − πj)
∣∣ξ0 = xi

)
.
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Але,
M(Is,jIl,j

∣∣ξ0 = xi) = P(ξl = xj , ξs = xj
∣∣ξ0 = xi) =

= P(ξl = xj
∣∣ξs = xj)P(ξs = xj

∣∣ξ0 = xi) = pi,j(s)pj,j(l − s),
тому, розписуючи детально, отримуємо

n2M
((kj(n)

n
− πj

)2∣∣ξ0 = xi

)
=

n∑
s=0

(
π2
j − 2πjpi,j(s) + pi,j(s)

)
+

+2
∑

0≤s<l≤n

(
π2
j − πj(pi,j(l) + pi,j(s)) + pi,j(s)pj,j(l − s)

)
≤

≤ 2(n+ 1) + 2
∑

0≤s<l≤n

(
πj(πj − pi,j(l)) + pi,j(s)(pj,j(l − s)− πj)

)
≤

≤ 2(n+ 1) + 2cj
∑

0≤s<l≤n
(hl + hl−s) ≤ 2(n+ 1) + 2cj

( h

(1− h)2
+

h

(1− h)
n
)

звiдки, для кожного ε > 0

P∗i,j(n) ≤ ε−2
(2(n+ 1)

n2
+ 2

cj
n2

( h

(1− h)2
+

h

(1− h)
n
))
→ 0 (n→ +∞)

Залишилось зауважити, що звiдси випливає

P
(∣∣kj(n)

n
− πj

∣∣ > ε
)

=

N∑
i=0

P∗i,j(n)→ 0 (n→ +∞).

5.7. Ланцюги Маркова з неперервним часом

Розглянемо випадковий процес {ξt : t ≥ 0} з неперервним часом
i скiнченною або злiченною множиною станiв X = {Xj : 0 ≤ j ≤
N}, N ≤ +∞.

Такий випадковий процес називають процесом Маркова з непе-
рервним часом, якщо (∀(tj), 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn < . . .) процес
{ξtk : k ≥ 0} є процесом Маркова з дискретним часом, тобто

P{ξtn = xj |ξt0 = xi0 , ξt1 = xi1 , . . . , ξtn−2 = xin−2 , ξtn−1 = xi} =

= P{ξtn = xj |ξtn−1 = xi}.
Процес Маркова з неперервним часом називають ланцюгом Мар-

кова з неперервним часом (однорiдним процесом Маркова), якщо
остання ймовiрнiсть P{ξtn = xj |ξtn−1 = xi} = pi,j(tn − tn−1), тобто,
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(∀t < T ) : P{ξT = xj |ξt = xi} = pi,j(T − t).
Вiдзначимо також, що P{ξt = xj |ξ0 = xi} = pi,j(t).

Введемо в розгляд матрицю
P (t) = (pi,j(t)), pi,j(t) = P{ξt = xj |ξ0 = xi}.

За формулою повною ймовiрностi маємо

pi,j(t+ T ) =
N∑
k=1

pi,k(t)pk,j(T )

або в матричному виглядi
(∀T, t ≥ 0) : P (t+ T ) = P (t)P (T ).

Подiбно для розподiл ймовiрностi в момент часу t : p(t) = (pj(t)),

pj(t)
def
= P{ξt = xj}, за формулою повної ймовiрностi знову маємо

pj(t) =
∑N

i=1
pi(0)pi,j(t), pi(t+ T ) =

∑N

i=1
pi(t)pi,j(T )

Або в матричнiй формi{
p(t+ T ) = p(t)P (T ) (T, t ≥ 0)

P (t+ T ) = P (t)P (T ) (T, t ≥ 0)

— рiвняння Колмогорова-Чепмена.
Нехай P (0) — матриця ймовiрностей змiни стану ланцюга за час

t = 0. Якщо у момент часу t = 0 система свого стану не змiнить, то
матриця P (0) повинна бути одиничною:

P (0) = I =


1 0 0 . . . . . .
0 1 0 . . . . . . .
0 0 1 . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . .

 .

Проведемо наступнi формальнi мiркування.
1. Приймемо T = h в рiвностi P (t+T ) = P (t)P (T ), i скориставшись
нею, отримаємо

1

h
(P (t+ h)− P (t)) = P (t)

P (h)− I
h

,

де I — одинична матриця. Введемо позначення

P ′(t)
def
= (p′i,j(t)) = P (t)A, A = (ai,j) = lim

h→+0

1

h
(P (h)− I),
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Тодi, отримаємо пряме диференцiйне рiвняння Колмогорова-Чепмена

P ′(t) = P (t)A.

2. Якщо прийняти t = h, то з рiвностi
1

h
(P (T + h)− P (T )) =

(P (h)− I)

h
P (T )

при h→ +0 отримуємо зворотне диференцiйне рiвняння Колмогорова-
Чепмена

P ′(T ) = AP (T ).

Зауважимо, що диференцiйнi рiвняння Колмогорова-Чепмена
ми отримали за таких припущень:
pi,j(t) — диференцiйовнi функцiї вiд t ≥ 0 у точцi t = 0 справа

ai,j = lim
h→+0

pi,j(h)− pi,j(0)

h
= lim

h→+0

pi,j(h)

h
= p′i,j(0) ≥ 0 (i 6= j).

Коефiцiєнт ai,j , i 6= j, називається iнтенсивнiсть переходу системи
зi стану xi в стан xj .

Крiм цього

p′i,i(0) = ai,i = lim
h→0

pi,i(h)− pi,i(0)

h
= lim

h→0

pi,i(h)− 1

h

def
= −ai ≤ 0.

ai — iнтенсивнiсть виходу системи з i-того стану.

Твердження 1.41. Якщо N < +∞, то ai =
N∑

j=1,j 6=i
ai,j .

Доведення. Матриця P (h) — стохастична. Це означає, що
∑N

j=1 pi,j(h) =
1. Звiдси,

1− pi,i(h)

h
=
∑N

j=1,j 6=i

pi,j(h)

h
.

Якщо взяти lim
h→+0

вiд лiвої i правої частин останньої рiвностi, то

отримаємо потрiбну рiвнiсть.

У випадку коли N = +∞ вважатимемо, що виконується умова
ai =

∑N
j=1,j 6=i aij . При N < +∞ — доведене щойно твердження

показує, що це наслiдок з властивостi Маркова.
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Твердження 1.42. Якщо виконується умова ai =
∑N

j=1,j 6=i aij , то
P (t) є розв’язком диференцiйного рiвняння (зворотного) Колмогорова-
Чепмена
P ′(t) = AP (t), де A = (ai,j) — матриця iнтенсивностей переходу.

Доведення. У випадку, коли N — скiнченне, твердження доведене
вище. Припустимо тепер, що N = +∞. В матричнiй рiвностi P (t+
T ) = P (t)P (T ) приймаючи T = h, отримаємо

Bi,j(h)
def
=

pi,j(t+ h)− pi,j(t)
h

−pi,i(h)− 1

h
pi,j(t) =

+∞∑
k=1,k 6=i

pi,k(h)

h
pk,j(t).

Оскiльки за умовою lim
h→+0

Bi,j(h) = p′i,j(t)− ai,ipi,j(t)
def
= bi,j(t), то

∃ lim
h→+0

+∞∑
k=1,k 6=i

pi,k(h)

h
pk,j(t) = bi,j(t).

З одного боку при фiксованих i, j, t для додатних h маємо

B(h) =
+∞∑

k=1,k 6=i

pi,k(h)

h
pk,j(t) ≥

n∑
k=1,k 6=i

pi,k(h)

h
pk,j(t), (n > i).

З iншого боку

B(h) =
n∑

k=1,k 6=i

pi,k(h)

h
pk,j(t) +Bn(h).

Використовуючи стохастичнiсть матрицi P (h) маємо

Bn(h) =

+∞∑
k=n+1

pi,k(h)

h
pk,j(t) ≤

1

h

+∞∑
k=n+1

pi,k(h) =
1

h

(
1−

n∑
k=1

pi,k(h)

)
≤

≤ 1− pi,i(h)

h
−

n∑
k=1,k 6=i

pi,k(h)

h
.

Якщо тепер при фiксованому n перейти до границi при h→ +0,
то отримаємо нерiвностi

n∑
k=1,k 6=i

ai,kpk,j(t) ≤ bi,j ≤ −ai,i −
n∑

k=1,k 6=i
ak,i +

n∑
k=1,k 6=i

ai,kpk,j(t).
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5.7. Ланцюги Маркова з неперервним часом

Перехiд в останнiх нерiвностях до границi при n → +∞, з огляду
на умову −aii −

∑+∞
k=1,k 6=i aki = 0, дає

bi,j = p′i,j(t)− ai,ipi,j(t) =
+∞∑

k=1,k 6=i
ai,kpk,j(t),

або у матричному виглядi P ′(t) = AP (t).

Твердження 1.43. Якщо iснують рiвномiрнi за i границi lim
h→0

pi,j(h)
h =

ai,j (i 6= j), тобто

sup

{∣∣∣∣pi,j(h)

h
− ai,j

∣∣∣∣ : 0 ≤ i ≤ N, i 6= j

}
→ 0 (h→ 0)

i (∃cj < +∞)(∀i 6= j) : ai,j ≤ cj < +∞, то P (t) є розв’язком
диференцiйного (прямого) рiвняння Колмогорова-Чепмена P ′(t) =
P (t)A.

Доведення. Початок мiркувань подiбний до початку доведення по-
передньої теореми

pi,j(t+ h) =
∑N

k=1
pi,k(t)pk,j(h);

pi,j(t+ h)− pi,j(t)
h

− pi,j(t)
pj,j(h)− 1

h
=

N∑
k=1,k 6=j

pi,k(t)
pk,j(t)

h
.

Границя вiд лiвої сторони останньої рiвностi iснує, тому, iснує
границя вiд правої. Отже, при h→ +0 отримуємо

Ci,j
def
= p′i,j(t)− pi,j(t)aj,j = lim

h→+0

N∑
k=1,k 6=j

pi,k(t)
pk,j(h)

h
.

Для h > 0 маємо

Cn(h)
def
=

n∑
k=1,k 6=j

pi,k(t)
pk,j(h)

h
≤ C(h)

def
= Cn(h) +

+∞∑
k=n+1

pik(t)
pkj(h)

h
.

Оскiльки границя lim
h→+0

pk,j(h)

h
= ak,j рiвномiрна за k, то

(∀k)(∀ε > 0)(∃h0)(∀h, 0 < h < h0) :
pk,j(h)

h
− ak,j ≤ sup

k 6=j

∣∣∣∣pk,j(h)

h
− ak,j

∣∣∣∣ < ε,
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5. Випадковi процеси

звiдки pk,j(h)
h ≤ ak,j + ε ≤ cj + ε. Тому,∑+∞

k=n+1
pik(t)

pkj(h)

h
≤ (cj + ε)

∑+∞

k=n+1
pi,k(t).

Перехiд до границi при h→ +0 тепер дає∑n

k=1,k 6=j
pi,k(t)ak,j ≤ lim

h→+0
C(h) = Ci,j ≤

≤
∑n

k=1,k 6=j
pi,k(t)ak,j + (cj + ε)

∑+∞

k=n+1
pi,k(t).

Перехiд в останнiх нерiвностях до границi при n → +∞ завершує
доведення

Ci,j = p′i,j(t)− pi,j(t)aj,j =
∑+∞

k=1,k 6=j
pi,k(t)ak,j ,

або в матричнiй формi P ′(t) = P (t)A.

Вправа. Самостiйно отримати рiвняння Колмогорова - Чепмена
p′(t) = p(t)A.

Зауваження. Вiдзначимо, що при знаходженнi P (t) за вiдомою
матрицею iнтенсивностей переходу A ми маємо справу з задачею
Кошi {

P ′(t) = P (t)A,
P (0) = I

i те ж саме для знаходження p(t){
p′(t) = p(t)A,
p(0) = p — початковий розподiл ймовiрностей.
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