
Практичне заняття № 14

Мiшанi задачi для рiвняння теплопровiдностi в стержнi. Метод
Фур’є

Нехай l > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l) × (0, T ].
Мiшана задача для рiвняння теплопровiдностi в стержнi полягає у знаходженнi функцiї
ũ : Q→ R, яка задовольняє (в певному сенсi) рiвняння

ũt − a2ũxx = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

крайовi умови

(α0ũx + β0ũ)|x=0 = µ0(t), (α1ũx + β1ũ)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ], (2)

та початкову умову
ũ|t=0 = φ̃(x), x ∈ [0, l], (3)

де

• α0, β0, α1, β1 ∈ R — сталi такi, що |α0|+ |β0| > 0, |α1|+ |β1| > 0, α0β0 6 0, α1β1 > 0,

• µ0, µ1 : (0, T ] → R, φ̃ : [0, l] → R, f̃ : Q→ R — заданi функцiї.

Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок задачi (1) — (3), якщо

µ0, µ1 ∈ H2(0, T ), φ̃ ∈ L2(0, l), f̃ ∈ C([0, T ];L2(0, l)).

Розв’язування.
0-ий крок. Цей крок робимо, якщо або µ0 ̸= 0, або µ1 ̸= 0 (крайовi умови неоднорiднi).

Спочатку шукаємо функцiю h ∈ H2(Q), яка задовольняє крайовi умови (2), тобто

(α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t), t ∈ (0, T ]. (4)

Функцiю h можна шукати у виглядi

h(x, t) = p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q, (5)

де p, q, r ∈ H2(0, T ) — функцiї вiд змiнної t, якi вибирають такими, щоби виконувалися
умови (4). Для знаходження p, q, r шукають похiдну

hx(x, t) = 2p(t)x+ q(t)

i пiдставляють вирази h i hx в умови (4):{
α0q(t) + β0r(t) = µ0(t),

α1(2lp(t) + q(t)) + β1(l
2p(t) + lq(t) + r(t)) = µ1(t), t ∈ (0, T ].

Звiдси знаходять p, q i r. Оскiльки маємо два рiвняння, а невiдомих функцiй — три, то
одна з функцiй p, q або r може бути довiльною i її беремо рiвною, як правило, нульовою.

Якщо функцiю h знайдено, то в задачi (1) — (3) роблять замiну

ũ = u+ h, (6)
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де u — нова невiдома функцiя:

(u+ h)t − a2(u+ h)xx = f̃(x, t),

(α0(u+ h)x + β0(u+ h))|x=0 = µ0(t), (α1(u+ h)x + β1(u+ h))|x=l = µ1(t),

(u+ h)|t=0 = φ̃(x).

Звiдси, враховуючи лiнiйнiсть операцiї диференцiювання, маємо

ut + ht − a2uxx − a2hxx = f̃(x, t),

(α0ux + β0u)|x=0 + (α0hx + β0h)|x=0 = µ0(t), (α1ux + β1u)|x=l + (α1hx + β1h)|x=l = µ1(t),

u|t=0 + h|t=0 = φ̃(x).

Отож, врахувавши (4), для нової невiдомої функцiї u отримаємо задачу

ut − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (7)

(α0ux + β0u)|x=0 = 0, (α1ux + β1u)|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (8)

u|t=0 = φ(x), x ∈ [0, l], (9)

де f(x, t) := f̃(x, t)− ht(x, t) + a2hxx(x, t), (x, t) ∈ Q, φ(x) := φ̃(x)− h(x, 0), x ∈ [0, l].

Вiдмiтимо, що коли µ0 = µ1 = 0, то h = 0 i 0-го кроку не робимо (тодi у формулюваннi
задачi (7) — (9) маємо u = ũ, f = f̃ , φ = φ̃) i починаємо з 1-го кроку.

1-ий крок. Згiдно з означенням, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiв-
няння теплопровiдностi (7) — (9) є слабким розв’язком задачi Кошi для вiдповiдного
диференцiально-операторного рiвняння. Запишемо ту задачу, слабкий розв’язок якої є
сильно узагальненим розв’язком даної задачi. Для цього введемо оператор A : D(A) →
L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | α0v
′(0) + β0v(0) = 0, α1v

′(l) + β1v(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A),
(10)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l] ; (0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l),

φ := φ(x), x ∈ [0, l].

Отже, задача (7) — (9) зводиться до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiв-
няння

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (11)

u(0) = φ. (12)

Як було сказано, сильно узагальнений розв’язок задачi (7) — (9) — це слабкий розв’язок
задачi (11), (12). Тому будемо шукати сильно узагальнений розв’язок задачi (7) — (9),
використовуючи вiдомий процес знаходження слабкого розв’язку задачi (11), (12).

2-ий крок. Оскiльки оператор A задовольняє умову (SNC), то iснує ортонормована база
{wk} в L2(0, l) i вiдповiдна їй числова послiдовнiсть {λk}, складенi, вiдповiдно, з власних
елементiв i власних значень оператора A так, що

Awk = λkwk, k ∈ N,
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0 6 λ1 6 λ2 6 ... 6 λk 6 ..., причому λk −→
k→+∞

+∞.

Всi власнi значення є додатними, якщо або β0 ̸= 0, або β1 ̸= 0, i невiд’ємними, зокрема,
нуль є власним значенням, коли β0 = 0 i β1 = 0.

Для знаходження власних значень i вiдповiдних їм власних елементiв оператора A
зауважимо, що операторне рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння

−w′′ = λw, x ∈ (0, l), (13)

з крайовими умовами

α0w
′(0) + β0w(0) = 0, α1w

′(l) + β1w(l) = 0. (14)

Знаходимо послiдовностi {wk} i {λk} так як це робилося на практичному заняттi №7.
Принагiдно зауважимо, що задачу на знаходження власних значень i власних елементiв

оператора A, яка полягає у вiдшуканнi всеможливих значень параметра λ, при яких рiв-
няння (13) має ненульовi розв’язки, що задовольняють крайовi умови (14), i знаходження
цих розв’язкiв, називають задачею Штурма-Лiувiлля.

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l], f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (15)

де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx, fk(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx, t ∈ [0, T ].

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (7) — (9) у виглядi суми ряду
Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (16)

коефiцiєнти {ûk}∞k=1 якого задовольняють рiвностi{
û ′
k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φ̂k,
k ∈ N. (17)

Цi рiвностi отримують так. Припустимо, що ряд (16) можна двiчi почленно диференцiю-
вати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (7) i початковi умови (9) замiсть u (крайовi умови
(8) для суми ряду виконуються за рахунок належностi wk до D(A), k ∈ N). Врахувавши
розвинення φ i f в ряди Фур’є (див. (15)) i те, що

w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N,
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у результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û ′
k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l].

Звiдси, враховуючи лiнiйну незалежнiсть системи {wk}, маємо рiвностi (17).
Дивлячись на рiвностi (17), бачимо, що для кожного k ∈ N функцiя ûk є розв’язком

задачi Кошi {
z ′ + a2λkz = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k.
(18)

Очевидно, що рiвняння задачi (18) є звичайним лiнiйним диференцiальним рiвнянням
першого порядку, а отже, його повний загальний розв’язок є сумою повного загального
розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння

z ′ + a2λkz = 0, t ∈ (0, T ], (19)

i часткового розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння, що є рiвнянням задачi (18).
Спочатку для довiльного фiксованого k ∈ N знайдемо повний загальний розв’язок

рiвняння (19). Для цього помножимо це рiвняння на ea2λkt i проiнтегруємо його:

ea
2λktz′ + a2λke

a2λktz = 0 ⇔
(
ea

2λktz
)′
= 0 ⇔ ea

2λktz = Ak, t ∈ [0, T ], (20)

де Ak — довiльна стала. Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (19) має вигляд

z = Ake
−a2λkt, t ∈ [0, T ], (21)

де Ak — довiльна стала.
Частковий розв’язок ∗

z рiвняння задачi (18) шукаємо методом варiацiї сталих або мето-
дом неозначених коефiцiєнтiв. Якщо ми знайшли частковий розв’язок ∗

z рiвняння задачi
(18), то його повний загальний розв’язок має вигляд

z = Ake
−a2λkt +

∗
z(t), t ∈ [0, T ], (22)

де Ak — довiльна стала.
Для знаходження розв’язку задачi (18) пiдставимо вираз повного загального розв’язку

в початкову умову задачi (18). У результатi отримаємо

Ak +
∗
z(0) = φ̂k ⇒ Ak = φ̂k −

∗
z(0).

Отож, ми здобули
ûk(t) := (φ̂k −

∗
z(0))e−a2λkt +

∗
z(t), t ∈ [0, T ]. (23)

Пiдставивши знайденi вирази ûk, k ∈ N, у ряд (16), отримаємо сильно узагальнений розв’я-
зок задачi (7) — (9), оскiльки при наших умовах на φ i f ряд (16) збiгається в просторi
C([0, T ];L2(0, l)), а значить, функцiя u належить цьому ж простору, тобто для функцiя u
задовольняє умови означення сильно узагальненого розв’язку мiшаної задачi для рiвняння
теплопрвiдностi. �
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Зауваження 1. Розглянемо кiлька випадкiв знаходження часткового розв’язку рiвняння
задачi (18) методом неозначених коефiцiєнтiв.

• Якщо
f̂k(t) = ak cosωt+ bk sinωt,

де ω, ak, bk — сталi (може бути ak = 0 або bk = 0), то частковий розв’язок шукають у
виглядi

∗
z(t) := ck cosωt+ dk sinωt,

де ck i dk знаходять iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, яку отримують при пiд-
становцi проєкту часткового розв’язку у неоднорiдне рiвняння.

• Якщо ж fk(t) = akt+ bk, то

∗
z(t) := ckt+ dk,

де ck i dk знаходять iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, яку отримують при пiд-
становцi проєкту часткового розв’язку у рiвняння задачi (18).

• Якщо fk(t) = ake
ωt, то

∗
z(t) := cke

ωt,

де ck знаходять iз лiнiйних алгебраїчного рiвняння, яке отримують при пiдстановцi
проєкту часткового розв’язку у рiвняння задачi (18).

Приклади розв’язування типових задач

Приклад 1. Нехай l > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l) × (0, T ].
Потрiбно знайти сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi для рiвняння теплопровiдностi
в стержнi

ũt − a2ũxx = x sin t, (x, t) ∈ Q, (24)

ũ|x=0 = sin t, ũx|x=l = 1, t ∈ (0, T ], (25)

ũ|t=0 = x+ 1, x ∈ [0, l], (26)

Розв’язування.

0-ий крок. Оскiльки крайовi умови не є однорiдними, то в задачi робимо замiну невiдомої
функцiї:

ũ(x, t) = u(x, t) + h(x, t), (x, t) ∈ Q,

де u — нова невiдома функцiя, а h — вiдома допомiжна функцiя така, що

h|x=0 = sin t, hx|x=l = 1, t ∈ (0, T ]. (27)

Шукаємо функцiю h у виглядi

h(x, t) := p(t)x2 + q(t)x+ r(t), (x, t) ∈ Q,

де p, q, r такi, що виконуються рiвностi (27), тобто

r(t) = sin t, 2lp(t) + q(t) = 1, t ∈ [0, T ].
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Звiдси, поклавши p(t) = 0, t ∈ [0, T ], знаходимо r(t) = sin t, q(t) = 1, t ∈ [0, T ], тобто

h(x, t) := x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Отож, в нашiй задачi робимо замiну

ũ(x, t) = u(x, t) + x+ sin t, (x, t) ∈ Q.

Маємо
ut + cos t− a2uxx = x sin t, (x, t) ∈ Q,

u|x=0 + sin t = sin t, ux|x=l + 1 = 1, t ∈ (0, T ],

u|t=0 + x = x+ 1, x ∈ [0, l],

звiдки отримуємо задачу для нової невiдомої функцiї u:

ut − a2uxx = − cos t+ x sin t, (x, t) ∈ Q, (28)

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ∈ (0, T ], (29)

u|t=0 = 1, x ∈ [0, l]. (30)

1-ий крок. Введемо позначення

f(x, t) := − cos t+ x sin t, (x, t) ∈ Q, φ(x) := 1, x ∈ [0, l],

i зведемо задачу (28) — (30) до задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння.
Для цього введемо оператор A : D(A) → L2(0, l) за правилом:

D(A) := {v ∈ H2(0, l) | v(0) = 0, v′(l) = 0}, Av = −v′′ ∀v ∈ D(A), (31)

а також позначення:

[0, T ] ∋ t 7→ u(t) := u(x, t), x ∈ [0, l]; [0, T ] ∋ t 7→ f(t) := f(x, t), x ∈ (0, l);

φ := φ(x), x ∈ [0, l].

Отже, сильно узагальнений розв’язок задачi (28) — (30) є слабким розв’язком задачi

u ′ + a2Au = f(t), t ∈ (0, T ], (32)

u(0) = φ. (33)

Знайдемо сильно узагальнений розв’язок задачi (28) — (30), використовуючи схему
вiдшукання слабкого розв’язку задачi (32), (33).

2-ий крок. Знаходимо власнi значення i вiдповiднi їм власнi елементи оператора A, а
для цього зауважимо, що на пiдставi означення оператора A отримуємо, що операторне
рiвняння

Aw = λw

еквiвалентне задачi на знаходження розв’язку w ∈ C2([0, l]) крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння{

−w′′ = λw, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′(l) = 0.
(34)
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Всi власнi значення є додатними, бо β0 ̸= 0.
Отож, нам потрiбно знайти числа λ > 0 такi, що задача (34) має ненульовi розв’язки.

Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння задачi (34), яке можна записати
у виглядi

w′′ + λw = 0. (35)

Оскiльки це є лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, то для знаходження його повного
загального розв’язку запишемо i розв’яжемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння

µ2 + λ = 0 ⇔ µ2 = −λ ⇒ µ1,2 = ±
√
λ i, i — уявна одиниця.

Отже, будь-який розв’язок рiвняння (35) має вигляд

w(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ [0, l], (36)

де C1, C2 — вiдповiднi сталi.
Знайдемо

w′(x) = −C1

√
λ sin

√
λx+ C2

√
λ cos

√
λx, x ∈ [0, l], (37)

i пiдставимо вирази (36) i (37) в крайовi умови задачi (34):{
w(0) ≡ C1 = 0,

w′(l) ≡ −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl = 0.

(38)

Наше завдання полягає у тому, щоби знайти значення λ > 0, при яких система (38)
стосовно C1 i C2 має ненульовi розв’язки, а потiм знайти цi ненульовi розв’язки. Iз системи
(38) маємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, cos
√
λl = 0. (39)

Розв’язавши рiвняння cos
√
λl = 0 з врахуванням того, що

√
λl > 0, отримаємо

√
λl = −π

2
+ πk, k ∈ N,

звiдки визначаємо власнi значення оператора A:

λk =
(−π + 2πk

2l

)2

, k ∈ N. (40)

Для знаходження власних елементiв оператора A пiдставляємо отриманi значення
λ,C1, C2 у формулу (36) i для кожного k ∈ N отримаємо

wk(x) = C2 sin
√
λkx, x ∈ [0, l], (41)

де C2 — ненульова стала, значення якої вибираємо за умови нормування

l∫
0

|wk|2 dx = 1 ⇔ C2
2

l∫
0

sin2
√
λkx dx = 1 ⇔ C2

2

l∫
0

sin2 −π + 2πk

2l
x dx = 1 ⇔

⇔ C2
2

l∫
0

1

2

(
1− cos

−π + 2πk

l
x
)
dx = 1 ⇔ 1

2
C2

2

(
x− l

−π + 2πk
sin

−π + 2πk

l
x
)∣∣x=l

x=0
= 1
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⇔ C2
2

l

2
= 1 ⇒ C2 =

√
2

l
.

Отож, ми встановили, що ортонормована база {wk} в L2(0, l) складена з власних елементiв
оператора A, є такою:

wk(x) =

√
2

l
sin

√
λkx ≡

√
2

l
sin

−π + 2πk

2l
x, x ∈ [0, l], k ∈ N. (42)

3-iй крок. Розвиваємо в ряди Фур’є за базою {wk} вхiднi данi:

φ(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l], f(x, t) =
∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], (43)

де для кожного k ∈ N маємо

φ̂k :=

∫ l

0

φ(x)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

1 · sin −π + 2πk

2l
x dx ,

f̂k(t) :=

∫ l

0

f(x, t)wk(x) dx =

√
2

l

∫ l

0

(− cos t+ x sin t) · sin −π + 2πk

2l
x dx =

= − cos t ·
√

2

l

∫ l

0

sin
−π + 2πk

2l
x dx+ sin t ·

√
2

l

∫ l

0

x · sin −π + 2πk

2l
x dx = ak · sin t+ bk · sin t,

t ∈ [0, T ] , ak := −
√

2

l

∫ l

0

sin
−π + 2πk

2l
x dx, bk :=

√
2

l

∫ l

0

x sin
−π + 2πk

2l
x dx.

4-ий крок. Шукаємо сильно узагальнений розв’язок задачi (28) — (30) у виглядi суми
ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

ûk(t)wk(x), (x, t) ∈ Q, (44)

де для кожного k ∈ N функцiя ûk задовольняє рiвностi{
û ′
k(t) + a2λkûk(t) = f̂k(t), t ∈ (0, T ],

ûk(0) = φk,
k ∈ N. (45)

Умови (45) на коефiцiєнти ряду (44) отримують так. Припустимо, що цей ряд можна двiчi
почленно диференцiювати, i пiдставимо цей ряд в рiвняння (28) i умови (30), врахувавши
розвинення φ i f в ряди Фур’є (див. (43)) i те, що

Awk = λkwk ⇒ w′′
k(x) = −λkwk(x), x ∈ [0, l], k ∈ N.

У результатi отримаємо рiвностi

∞∑
k=1

[
û ′
k(t) + a2λkûk(t)

]
wk(x) =

∞∑
k=1

f̂k(t)wk(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

∞∑
k=1

ûk(0)wk(x) =
∞∑
k=1

φ̂kwk(x), x ∈ [0, l].
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Звiдси випливають рiвностi (45).
Знайдемо ûk для довiльного k ∈ N. Дивлячись на рiвностi (45), бачимо, що функцiя ûk

(вiдповiдний коефiцiєнт ряду (44)) є розв’язком задачi Кошi{
z′ + a2λkz = ak cos t+ bk sin t, t ∈ (0, T ],

z(0) = φ̂k .
(46)

Розв’яжемо цю задачу. Спочатку знайдемо повний загальний розв’язок рiвняння цi-
єї задачi. Оскiльки це є лiнiйне рiвняння, то його повний загальний розв’язок є сумою
повного загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння i часткового
розв’язку даного (неоднорiдного) рiвняння. Отож, розв’яжемо лiнiйне однорiдне рiвняння

z′ + a2λkz = 0.

Воно є лiнiйним однорiдним рiвнянням першого порядку i рiвнянням з вiдокремлюваними
змiнними. Розв’яжемо його:

dz

dt
= −a2λkz

∣∣∣×dt

z
⇒ dz

z
= −a2λk dt, z = 0 ⇒ ln |z| = −a2λk t+ln |Ak|, z = 0 ⇒

⇒ z = Ake
−a2λk t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R — довiльна стала, (47)

— повний загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння.
Частковий розв’язок даного (неоднорiдного) рiвняння шукатимемо методом неозначе-

них коефiцiєнтiв, тобто у виглядi

z = ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ],

де ck, dk — сталi, значення якої знаходимо за умови, що ця функцiя є розв’язком нашого
рiвняння:

−ck sin t+ dk cos t+ a2λk(ck cos t+ dk sin t) = ak cos t+ bk sin t ⇒

cos t : a2λkck + dk = ak
sin t : −ck + a2λkdk = bk

=⇒
(
a2λk 1
−1 a2λk

)(
ck
dk

)
=

(
ak
bk

)
.

Отриману систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь розв’язуємо методом Крамера. Для цьо-
го знаходимо визначники основної i допомiжних матриць:

△ =

∣∣∣∣ a2λk 1
−1 a2λk

∣∣∣∣ = a4λ2k + 1,

△1 =

∣∣∣∣ ak 1
bk a2λk

∣∣∣∣ = a2λkak − bk, △2 =

∣∣∣∣ a2λk ak
−1 bk

∣∣∣∣ = a2λkbk + ak.

Звiдси отримуємо

ck =
△1

△
≡ a2λkak − bk

a4λ2k + 1
, dk =

△2

△
≡ a2λkbk + ak

a4λ2k + 1
. (48)

Отож, маємо

z = Ake
−a2λk t + ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ], Ak ∈ R — довiльна стала,
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— повний загальний розв’язок рiвняння задачi (46). Пiдставимо цей вираз в початкову
умову даної задачi для знаходження значення сталої Ak. Тодi

z(0) = Ak + ck = φ̂k .

Звiдси
Ak = φ̂k − ck,

а значить,
ûk(t) = (φ̂k − ck)e

−a2λk t + ck cos t+ dk sin t, t ∈ [0, T ].

Отже, сильно узагальнений розв’язок мiшаної задачi (24) — (26) є (див. (44)) сумою
збiжного в просторi C([0, T ];L2(0, l)) ряду

ũ(x, t) =

√
2

l

∞∑
k=1

[
(φ̂k − ck)e

−a2λk t + ck cos t+ dk sin t
]
sin

√
λkx+ x+ sin t, (x, t) ∈ Q,

де λk, φ̂k, ψ̂k, ck, dk для кожного k ∈ N обчислюються за вище наведеними формулами.
�

Завдання для самостiйної роботи

Нехай l > 0, T > 0 — довiльно заданi i фiксованi числа, Q := (0, l) × (0, T ]. Знайти сильно
узагальненi розв’язки мiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi в стержнi:

1.
ũt − a2ũxx = x2t, (x, t) ∈ Q,

ũx|x=0 = 2t, ũ|x=l = t− 1, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = x, x ∈ [0, l].

2.
ũt − a2ũxx = (x− 1)et, (x, t) ∈ Q,

ũx|x=0 = et, ũx|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 3x, x ∈ [0, l].

3.
ũt − a2ũxx = ext2, (x, t) ∈ Q,

(ũx − h0ũ)|x=0 = 2t, ũx|x=l = 2, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = cosx, x ∈ [0, l].

4.
ũt − a2ũxx = (x+ 2)e2t, (x, t) ∈ Q,

ũ|x=0 = e2t, (ũx + h1ũ)|x=l = 0, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = sin 3x, x ∈ [0, l].

5.
ũt − a2ũxx = x sin t, (x, t) ∈ Q,

(ũx − h0ũ)|x=0 = sin t, (ũx + h1ũ)|x=l = 2 sin t, t ∈ (0, T ],

ũ|t=0 = 2x, x ∈ [0, l].
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