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Ðîçäië 1

Àëãåáðà âèñëîâëåíü i åëåìåíòè òåîði¨

ìíîæèí

1.1 Âèñëîâëåííÿ, ïðåäèêàòè, êâàíòîðè

ßê àðèôìåòèêà âèâ÷à¹ ÷èñëà, à ãåîìåòðiÿ � ôiãóðè, òàê ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà âè-
â÷à¹ âèñëîâëåííÿ i íàâiòü äi¨ íàä íèìè. Î÷åâèäíî, ùî öi äi¨ îñîáëèâi, íå òàêi, ÿê äi¨
íàä ÷èñëàìè, àëå ¹ ìiæ íèìè é ùîñü ñïiëüíå.

Ùî ìè ðîçóìi¹ìî ïiä âèñëîâëåííÿì?

Âèñëîâëåííÿì (àáî ñóäæåííÿì, àáî òâåðäæåííÿì) íàçèâà¹òüñÿ êîæíå ðå÷åííÿ,
ÿêå ñòâåðäæó¹ ÿêóñü çàêií÷åíó äóìêó, iñòèííó àáî õèáíó çàëåæíî âiä ïåâíèõ óìîâ.

Ðîçãëÿíåìî òàêi ðå÷åííÿ:

1. 2 + 3 = 5.
2. 2− 3 = 7.
3. Óêðà¨íà � íåçàëåæíà äåðæàâà.
4. ß ìåøêàþ ó Ëüâîâi.
5. Ñüîãîäíi ïîíåäiëîê.
6. Òàðàñ Øåâ÷åíêî íàðîäèâñÿ 9 áåðåçíÿ 1814 ðîêó.
7. �ßê óìðó, òî ïîõîâàéòå

Ìåíå íà ìîãèëi ...�
8. Ñîíöå îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî Ìiñÿöÿ.

Ñåðåä öèõ ðå÷åíü ëèøå ñüîìå íå ¹ âèñëîâëåííÿì ó íàøîìó ðîçóìiííi, îñêiëüêè
âîíî íå ìà¹ ñòâåðäæóâàëüíîãî õàðàêòåðó, i íå ìîæíà ñêàçàòè, iñòèííå âîíî ÷è õèáíå.
Óñi iíøi ðå÷åííÿ � âèñëîâëåííÿ, áî âîíè ó ñòâåðäæóâàëüíié ôîðìi âèñëîâëþþòü
çàâåðøåíó äóìêó, i ìîæíà ñêàçàòè, iñòèííi âîíè ÷è õèáíi. Ïðè öüîìó âèñëîâëåííÿ
1, 6 � àáñîëþòíî iñòèííi (íåçàëåæíî âiä áóäü-ÿêèõ óìîâ), à âèñëîâëåííÿ 2, 8 �
àáñîëþòíî õèáíi. Iñòèííiñòü àáî õèáíiñòü âèñëîâëåíü 3, 4, 5 çàëåæèòü âiä êîíêðåòíèõ
äîäàòêîâèõ óìîâ. À ñàìå, ñóäæåííÿ 5 iñòèííå â ïîíåäiëîê i õèáíå â iíøi äíi òèæíÿ,
ñóäæåííÿ 4 iñòèííå â óñòàõ òîãî, õòî ìåøêà¹ ó Ëüâîâi.

Îòæå, iñòèííiñòü àáî õèáíiñòü âèñëîâëåííÿ ìîæå ìàòè ÿê àáñîëþòíèé, òàê i âiä-
íîñíèé õàðàêòåð. Ïðîòå æîäíå âèñëîâëåííÿ çà æîäíèõ êîíêðåòíèõ óìîâ íå ìîæå áóòè
âîäíî÷àñ i õèáíèì, i iñòèííèì. Öå çðîçóìiëå òâåðäæåííÿ ¹ îäíèì iç òðüîõ îñíîâíèõ
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çàêîíiâ êëàñè÷íî¨ ëîãiêè � òàê çâàíèì çàêîíîì ñóïåðå÷íîñòi. Äðóãèé îñíîâíèé çà-
êîí êëàñè÷íî¨ ëîãiêè íàçèâà¹òüñÿ çàêîíîì âèëó÷åííÿ òðåòüîãî i ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
êîæíå âèñëîâëåííÿ çà ïåâíèõ óìîâ àáî iñòèííå, àáî õèáíå � òðåòüîãî áóòè íå ìîæå
(ëàò. tertium non datur, òîáòî òðåòüîãî íå äàíî).

Àëãåáðà âèñëîâëåíü, ÿê i çâè÷àéíà àëãåáðà, êîðèñòó¹òüñÿ áóêâåííîþ ñèìâîëiêîþ
äëÿ ïîçíà÷åííÿ çàãàëüíèõ ïîíÿòü i òâåðäæåíü. Âèñëîâëåííÿ íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî
ãðåöüêèìè ëiòåðàìè: α, β, γ, . . . , χ . . . . ßêùî âèñëîâëåííÿ α iñòèííå, òî ââàæàòèìåìî,
ùî éîãî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi äîðiâíþ¹ îäèíèöi, ïèñàòèìåìî α ≡ 1, à êîëè õèáíå,
òî ââàæàòèìåìî, ùî éîãî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi äîðiâíþ¹ íóëþ, i ïèñàòèìåìî α ≡ 0.
Íàäàëi, òàêîæ, ÿêùî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi äâîõ âèñëîâëåíü α i β çáiãàþòüñÿ, òî öå
çàïèñóâàòèìåìî òàê: α ≡ β.

Ç ïðîñòèõ âèñëîâëåíü çà äîïîìîãîþ òàê çâàíèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié óòâîðþþòüñÿ
ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ.

Âèçíà÷èòè ÿêóñü ëîãi÷íó îïåðàöiþ íàä âèñëîâëåííÿìè � îçíà÷à¹: âêàçàòè, ÿêîãî
çi çíà÷åíü iñòèííîñòi íàáóâà¹ ¨¨ ðåçóëüòàò; òîáòî âiäïîâiäíå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ
çàëåæíå âiä çíà÷åíü iñòèííîñòi ïðîñòèõ âèñëîâëåíü, ùî âõîäÿòü äî éîãî ñêëàäó.

Îñíîâíèìè ëîãi÷íèìè îïåðàöiÿìè íàä âèñëîâëåííÿìè ¹ êîí'þíêöiÿ, äèç'þíêöiÿ i
çàïåðå÷åííÿ.

Ëîãi÷íèì äîáóòêîì, àáî êîí'þíêöi¹þ, äâîõ âèñëîâëåíü α i β íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíå
âèñëîâëåííÿ α ∧ β, ÿêå iñòèííå, ÿêùî êîæíå ç âèñëîâëåíü α i β iñòèííå, i õèáíå,
ÿêùî õî÷à á îäíå ç íèõ õèáíå. Îïåðàöiÿ çíàõîäæåííÿ ëîãi÷íîãî äîáóòêó íàçèâà¹òüñÿ
êîí'þíêöi¹þ. Êîí'þíêöiÿ òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ëîãi÷íèì � i �.

Ëîãi÷íèé äîáóòîê äâîõ âèñëîâëåíü α i β ÷àñòî ïîçíà÷àþòü òàê ñàìî, ÿê çâè÷àé-
íèé äîáóòîê: αβ, ÷èòà¹òüñÿ �α i β�. Òðàïëÿþòüñÿ é iíøi ïîçíà÷åííÿ äëÿ êîí'þíêöi¨
âèñëîâëåíü α&β, àáî ïðîñòî α · β.

Îçíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié çðó÷íî ïîäàâàòè òàáëèöÿìè iñòèííîñòi; â íèõ íà-
âîäÿòüñÿ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ñêëàäíîãî âèñëîâëåííÿ äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ êîìáiíàöié
çíà÷åíü iñòèííîñòi éîãî ïðîñòèõ âèñëîâëåíü. Äëÿ êîí'þíêöi¨ òàáëèöÿ iñòèííîñòi ìà¹
òàêèé âèãëÿä:

α β α ∧ β
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî êîí'þíêöiÿ çíà÷åíü iñòèííîñòi çáiãà¹òüñÿ çi çâè÷àéíèì àðè-
ôìåòè÷íèì äîáóòêîì ÷èñåë 0 i 1: 0 · 1 = 1 · 0 = 0 · 0 = 0 i 1 · 1 = 1.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè êîí'þíêöié:

1) ñíiã áiëèé i 2 + 2 = 4;
2) ñíiã áiëèé i 2 + 2 = 8;
3) íà ãîðîäi áóçèíà, à â Êè¹âi äÿäüêî.

Êîí'þíêöi¨ 1, 3 � iñòèííi, à 2 � õèáíà.

Äèç'þíêöiÿ (ëîãi÷íå äîäàâàííÿ). Ñïîëó÷íèê �àáî� âæèâà¹òüñÿ ó çâè÷àéíîìó ìîâ-
ëåííi ó äâîõ ðiçíèõ çíà÷åííÿõ: ðîçäiëüíîìó i íåðîçäiëüíîìó. ◦õ ìîæíà ïîÿñíèòè òàê:
âèðàç �α àáî β� ìîæå ìàòè
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ðîçäiëüíå çíà÷åííÿ � �α àáî β, àëå íå îáèäâà�;
íåðîçäiëüíå çíà÷åííÿ � �α àáî β, àáî îáèäâà�.

ßêùî, íàïðèêëàä, õòîñü êàæå: �ÿ ñüîãîäíi ñêëàäó iñïèò ç òîïîëîãi¨ íà �äîáðå� àáî
íà �âiäìiííî�, òî òóò �àáî� ìà¹ ðîçäiëüíèé çìiñò, áî íå ìîæíà ñêëàñòè îäèí i òîé æå
iñïèò â îäèí i òîé æå ÷àñ íà �äîáðå� i íà �âiäìiííî�. Âîäíî÷àñ ó òâåðäæåííi �ÿêùî
a ·b = 0, òî a = 0 àáî b = 0� ñïîëó÷íèê �àáî� ìà¹ íåðîçäiëüíèé çìiñò, îñêiëüêè a ·b = 0
i ïðè a = b = 0.

Îïåðàöiÿ ëîãi÷íîãî äîäàâàííÿ (äèç'þíêöiÿ) âiäïîâiäà¹ ó çâè÷àéíîìó ìîâëåííi
îá'¹äíàííþ âèñëîâëåíü ñïîëó÷íèêîì �àáî� ó íåðîçäiëüíîìó ðîçóìiííi.

Ëîãi÷íîþ ñóìîþ, àáî äèç'þíêöi¹þ, äâîõ âèñëîâëåíü α i β íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíå âè-
ñëîâëåííÿ α∨β, ÿêå iñòèííå, ÿêùî õî÷à á îäíå ç âèñëîâëåíü α àáî β iñòèííå; i õèáíå,
ÿêùî âîíè îáèäâà õèáíi. Îïåðàöiÿ çíàõîäæåííÿ ëîãi÷íî¨ ñóìè íàçèâà¹òüñÿ ëîãi÷íèì
äîäàâàííÿì, àáî äèç'þíêöi¹þ. Çíàê �∨� ÷èòà¹òüñÿ �àáî�, i äèç'þíêöiþ íàçèâàþòü òà-
êîæ ëîãi÷íèì �àáî�.

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi äèç'þíêöi¨:

α β α ∨ β
0 1 1
1 0 1
0 0 0
1 1 1

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè äèç'þíêöié:

1) 2× 2 = 4 àáî ñíiã áiëèé;
2) 2× 2 = 4 àáî ñíiã ÷îðíèé;
3) 2× 2 = 5 àáî ñíiã áiëèé;
4) 2× 2 = 5 àáî ñíiã ÷îðíèé.

Óñi öi âèñëîâëåííÿ ¹ äèç'þíêöiÿìè. Îñòàíí¹ ç íèõ õèáíå, à ðåøòà � iñòèííi.

Bïðàâà 1.1.1. Äîâåñòè, ùî îïåðàöi¨ êîí'þíêöiÿ òà äèç'þíêöiÿ ¹ êîìóòàòèâíèìè òà
àñîöiàòèâíèìè, òîáòî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

1) α ∧ β ≡ β ∧ α;
2) α ∨ β ≡ β ∨ α;
3) α ∧ (β ∧ γ) ≡ (α ∧ β) ∧ γ;
4) α ∨ (β ∨ γ) ≡ (α ∨ β) ∨ γ.

Bïðàâà 1.1.2. Äîâåñòè, ùî äëÿ îïåðàöié êîí'þíêöiÿ òà äèç'þíêöiÿ âèêîíó¹òüñÿ
äèñòðèáóòèâíèé çàêîí:

1) α ∧ (β ∨ γ) ≡ (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ);
2) α ∨ (β ∧ γ) ≡ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ).

Òðåòÿ îñíîâíà ëîãi÷íà îïåðàöiÿ � çàïåðå÷åííÿ. Çàïåðå÷åííÿì âèñëîâëåííÿ α íà-
çèâà¹òüñÿ âèñëîâëåííÿ α, ÿêå iñòèííå, ÿêùî α õèáíå, i õèáíå, ÿêùî α iñòèííå. Çàïå-
ðå÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ ëîãi÷íèì �íå�.

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi çàïåðå÷åííÿ:
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α α
0 1
1 0

Îòæå, 0 ≡ 1, 1 ≡ 0. Âèñëîâëåííÿ α ÷èòà¹òüñÿ �íå α�. Iíêîëè îïåðàöiÿ çàïåðå÷åííÿ
ïîçíà÷à¹òüñÿ ¬α àáî α′.

Bïðàâà 1.1.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âèñëîâëåííÿ α âèêîíó¹òüñÿ α ≡ α.

Çàñòîñîâóþ÷è ëîãi÷íi îïåðàöi¨, ìîæíà óòâîðèòè ç âèñëîâëåíü íîâi âèñëîâëåííÿ,
íàïðèêëàä, ÿêùî α, β i γ � âèñëîâëåííÿ, òî (α∧β)∨γ, (α∨β)∧γ, (α∧β)∨(γ ∧ (α ∨ β))
òîùî òåæ âèñëîâëåííÿ. Òàêi âèðàçè íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè àëãåáðè âèñëîâëåíü.
Äóæêè â ëîãi÷íèõ ôîðìóëàõ âiäiãðàþòü òàêó æ ðîëü, ÿê ó àëãåáði: âîíè ïîçíà÷àþòü
ïîðÿäîê âèêîíàííÿ äié.

Ùîá ìàòè ïîâíó êàðòèíó çíà÷åíü iñòèííîñòi ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè, ñêëàäàþòü ¨¨ òà-
áëèöþ iñòèííîñòi äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ íàáîðiâ. Äëÿ öüîãî âèïèñóþòü óñi ïîñëiäîâíi
÷àñòêîâi ôîðìóëè, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ôîðìóëà, i çíàõîäÿòü ¨õ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi
íà âñiõ íàáîðàõ, äîêè íå äiéäóòü äî ðîçãëÿäóâàíî¨ ïîâíî¨ ôîðìóëè.

Ïîÿñíèìî öå íà ïðèêëàäi. Ñêëàäåìî òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ íàñòóïíîãî âèñëîâ-
ëåííÿ: (α ∨ (β ∧ α)) ∧ γ.

α β γ α β ∧ α α ∨ (β ∧ α) α ∨ (β ∧ α) (α ∨ (β ∨ α)) ∧ γ
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 0 0

Îòæå, öå âèñëîâëåííÿ iñòèííå ëèøå â òîìó âèïàäêó, ÿêùî α, γ � iñòèííi, à β �
õèáíå.

Bïðàâà 1.1.4. Äàíî äâà âèñëîâëåííÿ:

α: Âàñèëü çíà¹ Ïåòðà;
β: Ïåòðî çíà¹ Âàñèëÿ.

Çàïèñàòè ëîãi÷íèìè ôîðìóëàìè òàêi âèñëîâëåííÿ:

a) Âàñèëü i Ïåòðî çíàþòü îäèí îäíîãî;
b) Âàñèëü i Ïåòðî íå çíàþòü îäèí îäíîãî;
c) Àáî Âàñèëü çíà¹ Ïåòðà, àáî Ïåòðî çíà¹ Âàñèëÿ;
d) Âàñèëü íå çíà¹ Ïåòðà, à Ïåòðî çíà¹ Âàñèëÿ;
e) Íåïðàâèëüíî, ùî Ïåòðî íå çíà¹ Âàñèëÿ;
f) Íåïðàâèëüíî, ùî Âàñèëü i Ïåòðî îäèí îäíîãî íå çíàþòü.
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Bïðàâà 1.1.5. Äàíî âèñëîâëåííÿ:

α: ÿ ëþáëþ ìàòåìàòèêó;
β: ÿ ëþáëþ ñïîðò.

ßêèé çìiñò ìàþòü âèñëîâëåííÿ:
a) α ∧ β; b) α ∧ β; c) α ∨ β; d) α ∧ β; e) α ∧ β; f) α; g) α ∨ β?

Bïðàâà 1.1.6. Ñêëàñòè òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóë:
a) (α ∧ β) ∨ α ∧ β; b) α ∨ β; c) α ∨ γ; d) α ∧ β; e) α ∧ (α ∨ β) ∨ β.

Óñi ìàòåìàòè÷íi òåîðåìè ìîæíà çàïèñàòè òàê: �ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi-òî
óìîâè, òî âèïëèâà¹ òàêèé-òî âèñíîâîê�. Íàïðèêëàä, òåîðåìó �Ñóìà âíóòðiøíiõ
êóòiâ òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ 180◦� ìîæíà çàïèñàòè òàê: �ÿêùî äàíà ôiãóðà � òðè-
êóòíèê, òî ñóìà ¨¨ âíóòðiøíiõ êóòiâ äîðiâíþ¹ 180◦�. Äëÿ çàïèñó òàêèõ âèñëîâ-
ëåíü iñíó¹ ëîãi÷íà îïåðàöiÿ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ iìïëiêàöi¹þ. Âîíà âiäïîâiäà¹ óìîâíîìó
òâåðäæåííþ íà çðàçîê �ÿêùî ..., òî ...� i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñòðiëêîþ �⇒�. Îòæå, iìïëi-
êàöiÿ � ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ

α⇒ β,

ÿêå ÷èòà¹òüñÿ òàê: �ÿêùî α, òî β�, àáî �ç α âèïëèâà¹ β�.

Iìïëiêàöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òàêå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ α ⇒ β, ÿêå õèáíå ëèøå çà
óìîâè, ùî âèñëîâëåííÿ α iñòèííå, à âèñëîâëåííÿ β õèáíå, à â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ
âîíî iñòèííå. ×àñòî çàìiñòü α⇒ β ïèñàòèìåìî α→ β.

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ iìïëiêàöi¨ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

α β α⇒ β
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Çàóâàæèìî, ùî ç õèáíîãî âèñëîâëåííÿ âèïëèâà¹ áóäü-ÿêå òâåðäæåííÿ.

Íàïðèêëàä, âiçüìiìî õèáíå òâåðäæåííÿ: 1 = 2. Âiäíiìàþ÷è âiä îáîõ ÷àñòèí îäè-
íèöþ, îòðèìà¹ìî 0 = 1. Íåõàé òåïåð a i b � äîâiëüíi ÷èñëà. Ïîìíîæèìî ðiâíiñòü
0 = 1 ñïî÷àòêó íà a, à ïîòiì íà b: 0 · a = 1 · a = a, 0 · b = 1 · b = b. Îòæå,
0 = 0 · a = 0 = 0 · b = a = b, i áóäü-ÿêi äâà ÷èñëà ðiâíi.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäíó ëîãi÷íó îïåðàöiþ � åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ âèñëîâëåíü. Âîíà
âiäïîâiäà¹ ñïîëó÷íèì ñëîâàì �òîäi i ëèøå òîäi� i ïðèâîäèòü äî iñòèííîãî ñêëàäíîãî
âèñëîâëåííÿ ó âèïàäêó, ÿêùî âiäïîâiäíi ïðîñòi âèñëîâëåííÿ îäíî÷àñíî iñòèííi àáî
îäíî÷àñíî õèáíi.

Åêâiâàëåíòíiñòþ âèñëîâëåíü α i β íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ α⇔ β (÷è-
òà¹òüñÿ: �α åêâiâàëåíòíå β�), ÿêå iñòèííå, ÿêùî îáèäâà âèñëîâëåííÿ α i β iñòèííi àáî
îáèäâà õèáíi, é õèáíå, ÿêùî îäíå ç íèõ iñòèííå, à äðóãå õèáíå.

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi åêâiâàëåíòíîñòi ìà¹ òàêèé âèãëÿä:
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α β α⇔ β
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Ëîãi÷íèì çàêîíîì íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî-iñòèííà ëîãi÷íà ôîðìóëà, òîáòî òàêà ôîð-
ìóëà, ÿêà iñòèííà çàâæäè, òîáòî ïðè áóäü-ÿêîìó íàáîði çíà÷åíü iñòèííîñòi.

Ëîãi÷íi çàêîíè, i ëèøå âîíè ñòàíîâëÿòü çàãàëüíi ôîðìè ïðàâèëüíîãî ìèñëåííÿ.
Òîìó âîíè íàéáiëüø öiêàâi äëÿ ëîãiêè.

ßê äîâåñòè ëîãi÷íèé çàêîí? Äëÿ öüîãî ¹ ïðèíàéìíi òðè ñïîñîáè. Ïåðøèé � ñêëà-
äàííÿ òàáëèöi iñòèííîñòi. Çðîçóìiëî, ùî ëîãi÷íà ôîðìóëà áóäå òîòîæíî-iñòèííà
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè îñòàííié ñòîâïåöü ¨¨ òàáëèöi iñòèííîñòi ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç
îäèíèöü.

Iíêîëè øâèäøå ïðèâîäèòü äî ìåòè äðóãèé ñïîñiá äîâåäåííÿ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ,
ÿêèé ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áåçïîñåðåäíüî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié
óïåâíþþòüñÿ, ùî ôîðìóëà íå ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ íóëü. Íàðåøòi, òðåòié ñïî-
ñiá ã′ðóíòó¹òüñÿ íà òîòîæíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë.

Îñíîâíi ëîãi÷íi çàêîíè:

1. Çàêîí òîòîæíîñòi: X → X (�ÿêùî X, òî X�).

Äîâåäåííÿ:

X X X → X
0 0 1
1 1 1

2. Çàêîí ñóïåðå÷íîñòi: X ∧X (�íå ìîæóòü áóòè îäíî÷àñíî iñòèííèìè âè-
ñëîâëåííÿ X i X�).

Äîâåäåííÿ:

X X X ∧X X ∧X
0 1 0 1
1 0 0 1

3. Çàêîí âèëó÷åííÿ òðåòüîãî: X ∨ X (�ç âèñëîâëåíü X i X ïðèíàéìíi îäíå
iñòèííå�).

Äîâåäåííÿ:

X X X ∨X
0 1 1
1 0 1
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Îñîáëèâî âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü òîòîæíî-iñòèííi åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi ïî-
çíà÷àþòüñÿ çâè÷àéíèì çíàêîì �=�.

ßê ìîæíà äîâåñòè ëîãi÷íó ðiâíiñòü S = T? Ðiâíiñòü S = T áóäå iñòèííà òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè ôîðìóëè S i T íà áóäü-ÿêèõ íàáîðàõ ìàþòü îäíàêîâi çíà÷åííÿ
iñòèííîñòi.

4. Çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ: X = X. Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå.

5. Ôîðìóëè (çàêîíè) äå Ìîðãàíà:

à) X ∨ Y = X ∧ Y ,
á) X ∧ Y = X ∨ Y .

Äîâåäåííÿ:

à)

X Y X ∨ Y X ∨ Y X Y X ∧ Y
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0

á)

X Y X Y X ∨ Y X ∧ Y
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0 0

ßê ïîáà÷èìî äàëi, ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íå íåçàëåæíi, îäíi ç íèõ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç
iíøi. Íàïðèêëàä:

a) X ∨ Y = X ∨ Y ;
á) X ∧ Y = X ∧ Y ;
â) X → Y = X ∨ Y ;
ã) X → Y = X ∧ Y ;
ã′) X ∼ Y = (X → Y ) ∧ (Y → X).

Îòæå, äèç'þíêöiÿ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîí'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ à); êîí'þíêöiÿ �
÷åðåç äèç'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ á); iìïëiêàöiÿ � ÷åðåç äèç'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ
â) àáî � ÷åðåç êîí'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ ã); åêâiâàëåíòíiñòü � ÷åðåç iìïëiêàöiþ i
êîí'þíêöiþ.

Îòæå, âñi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç

à) äèç'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ;

àáî

á) êîí'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ.
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4. Çàêîí êîíòðàïîçèöi¨:

X → Y = Y → X

Äîâåäåííÿ:

X Y X → Y Y X Y → X
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1

Bïðàâà 1.1.7. Äîâåäiòü òàêi çàêîíè:

(i) çàêîíè iäåìïîòåíòíîñòi:

(i1) X ∨X = X;

(i2) X ∧X = X;

(ii) çàêîíè ïîãëèíàííÿ:

(ii1) (X ∨ Y ) ∨X = X;

(ii2) (X ∧ Y ) ∨X = X;

(iii) çàêîíè òîòîæíîñòi:

(iii1) X ∨ 0 = X;

(iii2) X ∧ 1 = X;

(iii) çàêîíè äîìiíóâàííÿ:

(iii1) X ∨ 1 = 1;

(iii2) X ∧ 0 = 0.

Âiäïîâiäíî äî âàðiàíòiâ iìïëiêàöi¨ â ìàòåìàòèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ çâ'ÿçêè ìiæ òåî-
ðåìàìè. ßêùî X → Y � äàíà òåîðåìà, òî ¨¨ êîíâåðñiÿ Y → X íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ
òåîðåìîþ.

Êîíâåðñiÿ êîíòðàïîçèöi¨ X → Y íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ òåîðåìîþ. Ç íàøîãî
îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëþâàííÿ îáåðíåíî¨ òåîðåìè ìîæíà îòðèìàòè, ïîìi-
íÿâøè ìiñöÿìè óìîâó òà âèñíîâîê.

Òåîðåìà 1.1.1. ßêùî ¹ X, òî ¹ Y .

Òåîðåìà 1.1.2 (îáåðíåíà äî òåîðåìè 1.1.1). ßêùî ¹ Y , òî ¹ X.

Òåîðåìà 1.1.3 (ïðîòèëåæíà äî òåîðåìè 1.1.1). ßêùî íåìà¹ X, òî íåìà¹ Y .

Çà çàêîíîì êîíòðàïîçèöi¨, äîâiâøè ÿêó-íåáóäü òåîðåìó, ìè äîâåëè äëÿ íå¨ îáåð-
íåíó äî ïðîòèëåæíî¨ (êîíòðàïîçèöiþ). Îòæå, ç òåîðåìè �ßêùî òî÷êà ëåæèòü íà
áiñåêòðèñi êóòà, òî âîíà îäíàêîâî âiääàëåíà âiä ñòîðií êóòà� àâòîìàòè÷íî âèïëè-
âà¹ òâåðäæåííÿ: �ßêùî òî÷êà íå îäíàêîâî âiääàëåíà âiä ñòîðií êóòà, òî âîíà íå
ëåæèòü íà éîãî áiñåêòðèñi�.
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Ç iìïëiêàöi¹þ òiñíî ïîâ'ÿçàíå ïèòàííÿ ïðî íåîáõiäíiñòü i äîñòàòíiñòü óìîâ,
äóæå âàæëèâå äëÿ ìàòåìàòèêè. Îçíà÷åííÿ òàêi: ÿêùî iìïëiêàöiÿ X → Y iñòèííà, òî
iñòèííiñòü âèñëîâëåííÿ Y íàçèâàþòü íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ iñòèííîñòi âèñëîâëåííÿ
X. Êîðîòøå: ÿêùî iñòèííî X → Y , òî Y � íåîáõiäíà óìîâà äëÿ X, à X � äîñòàòíÿ
óìîâà äëÿ Y .

Òàêi íàçâè ïîÿñíþþòüñÿ òèì, ùî êîëè iìïëiêàöiÿ X → Y iñòèííà, òî äëÿ âiðíîñòi
X íåîáõiäíî, ùîá áóëî âiðíèì i Y , à âiðíiñòü X äîñòàòíÿ äëÿ âiðíîñòi Y .

Íàïðèêëàä, òâåðäæåííÿ �ßêùî öiëå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì, òî âîíî äiëè-
òüñÿ íà 2� ìîæíà iíàêøå âèñëîâèòè òàê: �Äëÿ òîãî, ùîá öiëå ÷èñëî çàêií÷óâàëîñÿ
íóëåì, íåîáõiäíî, ùîá âîíî äiëèëîñÿ íà 2�, àáî �Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî äiëèëîñü íà 2,
äîñòàòíüî, ùîá âîíî çàêií÷óâàëîñÿ íóëåì�.

Äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî
Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî iñòèííi òàêi ôîðìóëè:

C1) X → Y = X ∧ Y → X;
C2) X → Y = X ∧ Y → Y ;
C3) X → Y = X ∧ Y → 0.

Öi ðiâíîñòi îçíà÷àþòü òàêå: ùîá äîâåñòè, ùî ç X âèïëèâà¹ Y , äîñèòü äîâåñòè, ùî
êîëè X ïðàâèëüíå, à Y íåïðàâèëüíå, òî C1) � íåïðàâèëüíå; C2) Y � ïðàâèëüíå; C3)
ïðèéäåìî äî ñóïåðå÷íîñòi.

Ïðèêëàä 1.1.4. Äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî òàêi òåîðåìè:

1. ßêùî äâi ïðÿìi, ÿêi ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, â ïåðåòèíi ç òðåòüîþ óòâîðþþòü
ðiâíi âiäïîâiäíi êóòè, òî öi ïðÿìi ïàðàëåëüíi (X → Y ).
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè íå ïàðàëåëüíi (Y ), õî÷ i óòâîðþþòü ðiâíi âiä-
ïîâiäíi êóòè (X), òîáòî, ùî (X ∧ Y ). Òîäi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ é óòâîðþþòü
òðèêóòíèê, ó ÿêîìó îäèí ç âiäïîâiäíèõ êóòiâ áóäå âíóòðiøíiì, à äðóãèé � çîâ-
íiøíiì, íå ñóìiæíèì ç íèì. ßê âiäîìî, òàêi êóòè íå îäíàêîâi (X). Îòæå, ìè
äîâåëè, ùî X ∧ Y → X, à çíà÷èòü X → Y .

2. Äîâåäåìî êëàñè÷íó òåîðåìó Åâêëiäà ïðî íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷è-
ñåë. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ òàê: ÿêùî n � ïðîñòå ÷èñëî (X), òî iñíó¹ áiëüøå çà íüîãî
ïðîñòå ÷èñëî q (Y ). Òîáòî X → Y .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � íàéáiëüøå ïðîñòå ÷èñëî, òîáòî íå iñíó¹ áiëüøîãî çà íüîãî
(X ∧ Y ). Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî Q = 2 · 3 · 5 · . . . · p + 1. ×èñëî Q àáî ïðîñòå, àáî
ñêëàäåíå. ßêùî âîíî ïðîñòå, òî, îñêiëüêè âîíî áiëüøå çà p, òâåðäæåííÿ Y âiðíå,
òîáòî X ∧Y → Y . ßêùî æ Q ñêëàäåíå, òî âîíî äiëèòüñÿ íà ÿêåñü ïðîñòå ÷èñëî
q. Àëå íà ïðîñòi ÷èñëà 2, 3, 5, . . . , p ÷èñëî Q íå äiëèòüñÿ, áî ïðè äiëåííi íà êîæíå
ç íèõ îòðèìó¹òüñÿ îñòà÷à 1. Îòæå, ÷èñëî q âiäìiííå âiä óñiõ ïðîñòèõ 2, 3, 5, . . . , p,
òîáòî Q > p. I â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî, áiëüøå çà p: X ∧ Y → Y .
Îòæå, çàâæäè âiðíà iìïëiêàöiÿ X → Y . Öå é îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ
÷èñåë íåñêií÷åííà.

Íàäàëi ìè ÷àñòî êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ìåòîäîì äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðî-
àíàëiçóâàâøè õiä íàøèõ ìiðêóâàíü, çàâæäè ìîæíà áóäå ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìè êîðè-
ñòóâàëèñü îäíèì iç ïðàâèë: C1), C2) àáî C3).
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Iñíóþòü ðå÷åííÿ, ÿêi íå ¹ âèñëîâëåííÿìè òà ìiñòÿòü çìiííi. Çîêðåìà, òàêèì ¹
ðå÷åííÿ �x2 − 5 = 15�. Ðå÷åííÿ iç çìiííèìè � öå íå âèñëîâëåííÿ, àëå âîíè ñòàþòü
âèñëîâëåííÿìè, ÿêùî íàäàòè çìiííèì ïåâíèõ çíà÷åíü. Ðå÷åííÿ iç çìiííèìè äóæå
ïîøèðåíi. Çîêðåìà âîíè ìiñòÿòüñÿ â ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóëàõ i êîìï'þòåðíèõ ïðî-
ãðàìàõ.

Ïðèêëàä 1.1.5. Ðå÷åííÿ �x 6 5�, �x+y = 5�, �x−y = z� ìiñòÿòü çìiííi. �ì íå ìîæíà
íàäàòè çíà÷åííÿ iñòèííîñòi, äîêè çìiííèì íå áóäå íàäàíî ÿêèõîñü çíà÷åíü.

Ó ïðèêëàäi 1.1.5 ðå÷åííÿ �x 6 5�, àáî �x ìåíøå àáî ðiâíå çà 5�, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
÷àñòèí: ïåðøà, çìiííà x, íàçèâà¹òüñÿ ïðåäìåòîì, à äðóãà � �ìåíøå àáî ðiâíå çà
5�, ÿêà âêàçó¹ âëàñòèâiñòü ïðåäìåòà, íàçèâà¹òüñÿ ïðåäèêàòîì. Çàóâàæèìî, ùî ÷àñòî
ïðåäèêàòîì íàçèâàþòü óñå ðå÷åííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ëîãiêó ïåðøîãî ïîðÿäêó àáî ëîãiêó ïðåäèêàòiâ, ó ÿêié äî ïîíÿòü ëî-
ãiêè âèñëîâëåíü äîäàíî íîâi ïîíÿòòÿ. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ñêëàäíèõ ðå÷åíü ó ëîãiöi
âèñëîâëåíü âèêîðèñòîâóþòü àòîìè ÿê îñíîâíi åëåìåíòè ôîðìóë. Àòîì ðîçãëÿäàþòü
ÿê íåïîäiëüíå öiëå � éîãî ñòðóêòóðó íå àíàëiçóþòü.

Îñêiëüêè áàãàòî ìiðêóâàíü íåìîæëèâî îïèñàòè ëèøå çà äîïîìîãîþ âèñëîâëåíü,
òî ââåäåìî ïîíÿòòÿ àòîìà â ëîãiöi ïåðøîãî ïîðÿäêó. Äëÿ çàïèñó àòîìiâ ëîãiêè âèêî-
ðèñòîâóþòü òàêi òèïè ñèìâîëiâ:

• iíäèâiäíi ñèìâîëè àáî ñòàëi � öå iìåíà îá'¹êòiâ, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ç âåëèêî¨
ëiòåðè, i ñòàëi, íàïðèêëàä T , F , 12, 292;
• ïðåäìåòíi ñèìâîëè, ïðåäìåòíi çìiííi, àáî ïðîñòî çìiííi � iìåíà, ÿêèìè ïî-
çíà÷àþòüñÿ çìiííi òà ¨õ çàïèñóþòü ìàëüìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè (ìîæëèâî ç
iíäåêñàìè), íàïðèêëàä, x, z, z1, ai;
• ïðåäèêàòíi ñèìâîëè � iìåíà, ÿêèìè ïîçíà÷àþòü ïðåäèêàòè òà ÿêi çàïèñóþòü
âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè, íàïðèêëàä A, G, P .

Ïðèêëàä 1.1.6. Ïîçíà÷èìî ðå÷åííÿ �x 6 5� ÷åðåç P (x), äå ïðåäèêàòíèé ñèìâîë
P ïîçíà÷à¹ ïðåäèêàò �ìåíøå àáî ðiâíå çà 5�, à x � ïðåäìåòíà çìiííà. Âèðàç P (x)
çàãàëîì òàêîæ íàçèâàþòü ïðåäèêàòîì.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïðåäèêàò, ÿêèé ìiñòèòü n ïðåäìåòíèõ çìiííèõ x1, x2, . . . , xn,
çàïèñóþòü P (x1, x2, . . . , xn) i íàçèâàþòü n-ìiñíèì. Ïðåäìåòíîþ îáëàñòþ çìiííî¨ xi
íàçèâàþòü ìíîæèíó Di ¨ ¨ çíà÷åíü, à ñèìâîë P � n-ìiñíèì ïðåäèêàòíèì ñèìâîëîì.

Àòîì ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä P (a1, a2, . . . , an), äå P � ïðåäèêàòíèé
ñèìâîë, à a1, a2, . . . , an � ïðåäìåòíi àáî iíäèâiäíi ñèìâîëè.

ßê òiëüêè çìiííà x íàáóâà¹ ÿêîãîñü çíà÷åííÿ ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi, ïðåäèêàò P (x)
íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0 àáî 1, i ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà âèñëîâëåííÿ. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî âñi
çìiííi áàãàòîìiñíîãî ïðåäèêàòà íàáóâàþòü ÿêèõîñü çíà÷åíü ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi, òî
âií íàáóâà¹ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi òà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà âèñëîâëåííÿ.

Ïðèêëàä 1.1.7. Ïîçíà÷èìî ðå÷åííÿ �x 6 5� ÷åðåç P (x). Òîäi P (2) � iñòèííå âè-
ñëîâëåííÿ, à P (12) � õèáíå. Íàäàëi öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: P (2) = 1 i P (12) = 0.

� ùå iíøèé ñïîñiá ïåðåòâîðåííÿ ïðåäèêàòiâ ó âèñëîâëåííÿ � öå êâàíòóâàííÿ.
Íåõàé P (x) � ïðåäèêàò, D � çàäàíà ïðåäìåòíà îáëàñòü, x ∈ D. Âèêîðèñòîâóþòü
äâà ñïåöiàëüíi ñèìâîëè ∀ i ∃, ÿêi íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, êâàíòîðîì çàãàëüíîñòi
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òà êâàíòîðîì iñíóâàííÿ. ßêùî x � ïðåäìåòíà çìiííà, òî âèðàç (∀x) ÷èòàþòü �äëÿ
âñiõ x�, �äëÿ êîæíîãî x�, àáî �äëÿ áiäü-ÿêîãî x�. Âèðàç (∀x)P (x) îçíà÷à¹, ùî �P (x)
iñòèííèé äëÿ âñiõ çíà÷åíü x ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi�, i éîãî ÷èòàþòü �P (x) äëÿ âñiõ x�.
Âèðàç (∃x) ÷èòàþòü �iñíó¹ x�, �äëÿ äåÿêèõ x�, àáî �ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî x�. Âèðàç
(∃x)P (x) îçíà÷à¹, ùî �â ïðåäìåòíié îáëàñòi iñíó¹ òàêå x, ùî P (x) � iñòèííèé�, i éîãî
÷èòàþòü �iñíó¹ òàêå x, ùî P (x) iñòèííèé�. Â ïîäàëüøîìó äóæêè áiëÿ êâàíòîðà áóäåìî
îïóñêàòè, òîáòî çàìiñòü (∀x) i (∃x) ïèñàòèìåìî ∀x i ∃x, âiäïîâiäíî.

Ïåðåõiä âiä P (x) äî ∀xP (x) àáî ∃xP (x) íàçèâàþòü çâ'ÿçóâàííÿì ïðåäìåòíî¨ çìií-
íî¨ x, à ñàìó çìiííó x � çâ'ÿçàíîþ. Íåçâ'ÿçàíà çìiííà íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ. Êàæóòü,
ùî ó âèðàçàõ ∀xP (x) òà ∃xP (x) ïðåäèêàò P (x) ¹ â îáëàñòi äi¨ âiäïîâiäíîãî êâàíòîðà.

Ïðèêëàä 1.1.8. Ó âèðàçi ∃xP (x, y) çìiííà x çâ'ÿçàíà, à çìiííà y � âiëüíà, îñêiëüêè
ïðåäèêàò P (x) íå ¹ â îáëàñòi äi¨ êâàíòîðà çi çìiíîþ y.

Ôîðìóëè ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòü òàê:

• àòîì � öå ôîðìóëà;
• ÿêùî X òà Y � ôîðìóëè, òî X, X ∧ Y , X ∨ Y , X ⇒ Y òà X ⇔ Y � ôîðìóëè;
• ÿêùî X � ôîðìóëà, à x � âiëüíà çìiííà ó ôîðìóëi X, òî ∀xX àáî ∃xX �
ôîðìóëè;
• ôîðìóëè ìîæíà ïîðîäèòè ëèøå ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ âèùå ïåðåëi÷åíèõ òðüîõ
ïðàâèë.

1.2 Ìíîæèíè òà âiäíîøåííÿ

1.2.1 Ìíîæèíè. Åëåìåíòè ìíîæèí

Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè â ìàòåìàòèöi ââàæà¹òüñÿ ïåðâèííèì (íåîçíà÷óâàíèì). Iíòó¨-
òèâíî ìíîæèíà � öå äîáðå âèçíà÷åíèé íàáið (àáî ñïèñîê) îá'¹êòiâ. Íàäàëi ìíîæèíè
ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè: A, B, C, . . . . Îá'¹êòè, ÿêi
ñêëàäàþòü ìíîæèíó íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàìè ìíîæèíè àáî ÷ëåíàìè ìíîæèíè òà
ïîçíà÷àþòüñÿ ìàëèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè: a, b, c, . . . . Ââàæà¹ìî, ùî çðîçóìiëèé
çìiñò âèñëîâëåííÿ: ìíîæèíà ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ i âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè åëå-
ìåíòàìè. Âèñëîâëåííÿ �a ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A�, àáî åêâiâàëåíòíî �a íàëåæèòü
ìíîæèíi A� çàïèñó¹òüñÿ òàê:

a ∈ A.

Çàïåðå÷åííÿ âèñëîâëåííÿ a ∈ A çàïèñó¹òüñÿ òàê: a /∈ A, i ÷èòà¹òüñÿ �a íå ¹ åëåìåí-
òîì ìíîæèíè A� àáî �a íå íàëåæèòü ìíîæèíi A�.

� äâà ìåòîäi îïèñàííÿ ìíîæèí. Ïåðøèé ç íèõ � öå ïåðåëi÷åííÿ óñiõ åëåìåíòiâ
ìíîæèíè. Íàïðèêëàä,

A = {0, 2, 3, 4, 5}, B = {a, b, c, d}.

ïîçíà÷àþòüñÿ ìíîæèíè A, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñåë 0, 2, 3, 4 òà 5, òà ìíîæèíà B, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiòåð a, b, c òà d. Ó öüîìó âèïàäêó åëåìåíòè ìíîæèíè âiääiëÿþòüñÿ
êîìîþ òà çàêëþ÷åíi ó ôiãóðíi äóæêè { }. Î÷åâèäíî, ùî òàê çàçâè÷àé îïèñóþòü
ìíîæèíè, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ. Iíøèé ìåòîä ïîëÿãà¹ â îïèñàííi
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âëàñòèâîñòåé, ùî õàðàêòåðèçóþòü åëåìåíòè ìíîæèíè. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ ïîçíà÷åí-
íÿ òîãî, ùî ìíîæèíà A ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ i ëèøå òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ïåâíó óìîâó ϕ, âæèâà¹òüñÿ çàïèñ

A = {x | ϕ(x)}

àáî
A = {x : ϕ(x)}.

Íàïðèêëàä çàïèñ
C = {x | x− äiéñíå ÷èñëî, x > 0}

÷èòà¹òüñÿ �C � ìíîæèíà òàêèõ x, ùî x � äiéñíå ÷èñëî òà x áiëüøå çà íóëü�, òà
âèçíà÷à¹ ìíîæèíó C äîäàòíiõ äiéñíèõ ÷èñåë. Ó öüîìó âèïàäêó ÷åðåç x ïîçíà÷àþòü
åëåìåíò ìíîæèíè, ñèìâîëè �|� òà � : � ÷èòàþòüñÿ �òàêèé, ùî�, à ñèìâîë êîìà ÿê �i �.

Ïðèêëàä 1.2.1. Ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

N = {x | x− öiëå ÷èñëî, x > 0}.

Çàóâàæèìî, ùî −6 /∈ N, 3 ∈ N i π /∈ N.

Ïðèêëàä 1.2.2. Iíòåðâàëè äiéñíî¨ ïðÿìî¨, îçíà÷åíi íèæ÷å, ÷àñòî âèêîðèñòîâóòüñÿ
â ìàòåìàòèöi. Íåõàé a i b � äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî a < b. Òîäi îçíà÷èìî:

âiäêðèòèé iíòåðâàë âiä a äî b : (a, b) = {x | a < x < b},
çàìêåíèé iíòåðâàë âiä a äî b : [a, b] = {x | a 6 x 6 b},
âiäêðèòî-çàìêåíèé iíòåðâàë âiä a äî b : (a, b] = {x | a < x 6 b},
çàìêåíî-âiäêðèòèé iíòåðâàë âiä a äî b : [a, b) = {x | a 6 x < b}.

Âiäêðèòî-çàìêåíèé òà çàìêåíî-âiäêðèòèé iíòåðâàëè òàêîæ íàçèâàþòüñÿ íàïiââiä-
êðèòèìè iíòåðâàëàìè.

Äâi ìíîæèíè A i B íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè i öå çàïèñóþòü A = B, ÿêùî âîíè ìàþòü
îäèíàêîâi åëåìåíòè, òîáòî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè A íàëåæèòü äî B i êîæåí åëåìåíò
ìíîæèíè B íàëåæèòü äî A. Çàïåðå÷åííÿ ðiâíîñòi ìíîæèíè A = B çàïèñó¹òüñÿ òàê:
A 6= B.

Ïðèêëàä 1.2.3. Íåõàé A = {x | x2 − 2x − 3 = 0}, B = {−1, 3} i C = {−1, 3, 3,−1}.
Òîäi A = B = C. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì, ùî
¨¨ åëåìåíòè ìîæóòü áóòè íå âèïèñàíi, à òàêîæ òàê, ùî ó ñïèñêó åëåìåíòè ìíîæèíè
ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñü.

Ìíîæèíè ìîæóòü áóòè ñêií÷åííèìè òà íåñêií÷åííèìè. Ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ
ñêií÷åííîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü n ðiçíèõ åëåìåíòiâ, äå n� äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî,
àáî íå ìiñòèòü æîäíîãî åëåìåíòà. Â iíøîìó âèïàäêó ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åí-
íîþ. ßêùî æ ìíîæèíà ìiñòèòü îäèí åëåìåíò, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ îäíîåëåìåíòíîþ
àáî îäíîòî÷êîâîþ.
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1.2.2 Ïiäìíîæèíè

Ìíîæèíà A ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B, i öå çàïèñóâàòèìåìî

A ⊆ B àáî B ⊇ A,

ÿêùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè A íàëåæèòü B, òîáòî ç x ∈ A âèïëèâà¹ x ∈ B. Òàêîæ
ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî A ìiñòèòüñÿ â B, àáî B ìiñòèòü A. Çàïåðå÷åííÿ
âèñëîâëåííÿ A ⊆ B çàïèñó¹òüñÿ A 6⊆ B àáî B 6⊇ A i òàê âèñëîâëåííÿ ñòâåðäæó¹, ùî
iñíó¹ åëåìåíò x ìíîæèíè A òàêèé, ùî x /∈ B.

Ïðèêëàä 1.2.4. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè:

A = {x | x− íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî} = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, . . .},
B = {x | x− íàòóðàëüíå ÷èñëî êðàòíå 3} = {3, 6, 9, 12, 15, 18, . . .},
C = {x | x− ïåðâèííå ÷èñëî, x > 2} = {3, 5, 7, 11, 13, 17, . . .}.

Òîäi C ⊆ A, îñêiëüêè êîæíå ïåðâèííå ÷èñëî,1 ÿêå ïåðåâèùó¹ 2 ¹ íåïàðíèì. Ç iíøîãî
áîêó ìà¹ìî, ùî B * A, îñêiëüêè 6 ∈ B, àëå 6 /∈ A.

Ïðèêëàä 1.2.5. ×åðåç N, Z, Q, R òà C ïîçíà÷èìî ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ,
ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ i êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ
òàêi âêëþ÷åííÿ:

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C.

Çàóâàæèìî, ùî âêëþ÷åííÿ A ⊆ B íå âèêëþ÷à¹ ìîæëèâîñòi, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü A = B. Îçíà÷èìî ðiâíiñòü äâîõ ìíîæèí òàêîæ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóï-
íèì ÷èíîì:

Îçíà÷åííÿ. Äâi ìíîæèíè A i B ¹ ðiâíèìè òîäi i ëèøå òiëüêè òîäi, êîëè A ⊆ B i
B ⊆ A.

Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà A ⊆ B, àëå ìà¹ìî, ùî A 6= B, òî áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî A ¹ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ â B, àáî æ B ìiñòèòü A âëàñíî, i öå çàïè-
ñóâàòèìåìî òàê: A ⊂ B. Î÷åâèäíî, ùî N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

Íàøà ïåðøà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 1.2.6. Íåõàé A, B i C � äîâiëüíi ìíîæèíè. Òîäi:

(i) A ⊆ A;

(ii) ÿêùî A ⊆ B i B ⊆ A, òî A = B;

(iii) ÿêùî A ⊆ B i B ⊆ C, òî A ⊆ C.

1.2.3 Óíiâåðñàëüíà òà ïîðîæíÿ ìíîæèíè

Â äîâiëüíîìó çàñòîñóâàííi òåîði¨ ìíîæèí óñi ìíîæèíè, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ, ¹ ïiäìíî-
æèíàìè äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè. Ìè íàçèâàòèìåìî öþ ìíîæèíó óíiâåðñàëüíîþ
ìíîæèíîþ àáî æ óíiâåðñóìîì, i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç U. Òàêîæ ¹ ïîòðåáà ââåñòè
ïîíÿòòÿ ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè, òîáòî ìíîæèíè, ÿêà íå ìiñòèòü æîäíèõ åëåìåíòiâ.

1Ïåðâèííi ÷èñëà â ñòàðié óêðà¨íñüêié ìàòåìàòè÷íié òåðìiíîëîãi¨ íàçèâàëèñÿ ïðîñòèìè.
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Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ∅ i ââàæà¹òüñÿ, ùî âîíà ¹ ñêií÷åííîþ i ìiñ-
òèòüñÿ ó êîæíié iíøié ïiäìíîæèíi. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ìà¹ìî:

∅ ⊆ A ⊆ U.

Ïðèêëàä 1.2.7. Â ïëàíiìåòði¨ (ãåîìåòði¨ íà ïëîùèíi) óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç óñiõ òî÷îê ïëîùèíè.

Ïðèêëàä 1.2.8. Íåõàé
A = {x | x4 = 13, x ∈ N}.

Òîäi ìíîæèíà A ¹ ïîðîæíüîþ, òîáòî A = ∅.

Ïðèêëàä 1.2.9. Íåõàé B = {∅}. Òîäi ìà¹ìî, ùî B 6= ∅, îñêiëüêè ìíîæèíà B
ìiñòèòü îäèí åëåìåíò.

1.2.4 Êëàñè, íàáîðè, ñiì'¨ òà ïðîñòîðè

Äóæå ÷àñòî áóâà¹ òàê, ùî åëåìåíòè ìíîæèí ¹ ìíîæèíàìè. Íàïðèêëàä, êîæíà
ïëîùèíà â ìíîæèíi ïëîùèí ¹ ìíîæèíîþ òî÷îê, à êîæíà ìíîæèíà ëiíié ¹ òàêîæ
ìíîæèíîþ òî÷îê. Äëÿ ñïðîùåííÿ òàêî¨ ñèòóàöi¨ ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîíÿòòÿ
�êëàñ�, �íàáið� i �ñiì'ÿ�2, ÿê ñèíîíiìè ïîíÿòòÿ ìíîæèíà. Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî
ïîíÿòòÿ êëàñ óñiõ ïiäìíîæèí çàìiñòü ìíîæèíè óñiõ ìíîæèí (îñêiëüêè îñòàíí¹ ïîíÿò-
òÿ ¹ ñóïåðå÷ëèâèì), i ïîíÿòòÿ íàáið ÷è ñiì'ÿ äëÿ ìíîæèíè êëàñiâ. Òåðìiíè �ïiäêëàñ�,
�ïiäíàáið� i �ïiäñiì'ÿ� áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïî àíàëîãi¨ äî òåðìiíó ïiäìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.10. ×ëåíàìè êëàñó
{
{1, 2, 3}, {2, 3, 5}, {4, 5}

}
¹ ìíîæèíè {1, 2, 3},

{2, 3, 5} òà {4, 5}.

Ïðèêëàä 1.2.11. Íàäìíîæèíîþ ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ êëàñ óñiõ ïiäìíîæèí ìíî-
æèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç P(A) àáî æ 2A. Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, ÿêùî A =
{a, b, c}, òî ìà¹ìî:

P(A) =
{
A, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a}, {b}, {c},∅

}
.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî ìíîæèíà A ¹ ñêií÷åííîþ i ìà¹ n åëåìåíòiâ, òî íàäìíî-
æèíà P(A) ìà¹ 2n åëåìåíòiâ.

Ïiä ïîíÿòòÿì ïðîñòið áóäåìî ðîçóìiòè ïåâíó íåïîðîæíþ ìíîæèíó, íàäiëåíó äå-
ÿêîþ ìàòåìàòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ, íàïðèêëàä âåêòîðíèé (ëiíiéíèé) ïðîñòið, ìåòðè÷-
íèé ïðîñòið àáî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ó öüîìó âèïàäêó åëåìåíò ïðîñòîðó áóäåìî
íàçèâàòè òî÷êîþ.

1.2.5 Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè

Îá'¹äíàííÿì äâîõ ìíîæèí A i B, íàäàëi öå ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A ∪ B,
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè
A, àáî æ åëåìåíòàìè ìíîæèíè B, òîáòî

A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}.
2Â ñó÷àñíié ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði òàêîæ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåðìií �ðîäèíà�, â ñåíñi ñiì'ÿ.
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Òóò �àáî� âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðîçóìiííi �i/àáî�.

Ïåðåòèíîì äâîõ ìíîæèí A i B, íàäàëi öå ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A ∩ B,
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè îäíî÷àñíî
ìíîæèíè A òà ìíîæèíè B, òîáòî

A ∩B = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}.

ßêùî A ∩ B 6= ∅, òîáòî, ÿêùî ìíîæèíè A i B íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ, òî
A i B íàçèâàþòüñÿ äèç'þíêòíèìè àáî íåïåðåòèííèìè. Êëàñ A ìíîæèí íàçèâà-
¹òüñÿ äèç'þíêòíèì êëàñîì ìíîæèí, ÿêùî äîâiëüíà ïàðà ðiçíèõ ìíîæèí ç A ¹
äèç'þíêòíîþ.

Äîïîâíåííÿì ìíîæèíè B ñòîñîâíî ìíîæèíè A àáî, ïðîñòî ðiçíèöåþ A i B, ÿêà
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A \ B, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, ÿêi íå ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè B. Iíøèìè ñëîâàìè

A \B = {x | (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)} .

Àáñîëþòíèì äîïîâíåííÿì àáî, ïðîñòî, äîïîâíåííÿì äî ìíîæèíè A, ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç Ac àáî CU(A), íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi íå íàëåæàòü äî A, òîáòî

Ac = {x | (x ∈ U) ∧ (x /∈ A)} .

Iíøèìè ñëîâàìè, Ac ¹ ðiçíèöåþ óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè U òà ìíîæèíè A.

Ïðèêëàä 1.2.12. Íà ðèñ. 1.1 çîáðàæåíî äiàãðàìè Âåííà, ÿêi iëþñòðóþòü îá'¹äíàííÿ,
ïåðåòèí i ðiçíèöþ ìíîæèí X òà Y .

X

Y

X
⋃
Y

X

Y

X
⋂
Y

X

Y

X \ Y

Ðèñ. 1.1: Îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèí i ðiçíèöÿ ìíîæèí

Ñèìåòðè÷íîþ ðiçíèöåþ ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà A4B, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç òèõ i ëèøå òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü òiëüêè îäíié ç ìíîæèí A ÷è B,
òîáòî

A4B = {x | ((x ∈ A) ∧ (x /∈ B)) ∨ ((x ∈ B) ∧ (x /∈ A))} .

Bïðàâà 1.2.1. Çîáðàçèòè äiàãðàìè Âåííà äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè òà ñèìåòðè÷íî¨
ðiçíèöi äâîõ ìíîæèí.
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Îçíà÷åííÿ îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó äâîõ ìíîæèí ïîøèðþ¹òüñÿ íà äîâiëüíi ñiì'¨
ìíîæèí. À ñàìå, íåõàé I � äåÿêà ìíîæèíà iíäåêñiâ, òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ I
âèçíà÷åíà ìíîæèíà Ai.

Îá'¹äíàííÿì ñiì'¨ ìíîæèí {Ai | i ∈ I } íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà A, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü ïðèíàéìíi îäíié ìíîæèíi Ai.
Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå òàê:

A =
⋃
i∈I

Ai =
⋃
{Ai | i ∈ I } = {x | ∃i ∈ I (x ∈ Ai)} .

Ïåðåòèíîì ñiì'¨ ìíîæèí {Ai | i ∈ I } íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà A, ÿêà ñêëàäà-
¹òüñÿ ç òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü âñiì ìíîæèíàì Ai. Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå
òàê:

A =
⋂
i∈I

Ai =
⋂
{Ai | i ∈ I } = {x | ∀i ∈ I (x ∈ Ai)} .

Çîêðåìà, ÿêùî I = {1, 2, . . . , n}, òî äëÿ îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó âèêîðèñòîâóþ-
òüñÿ ïîçíà÷åííÿ

n⋃
i=1

Ai i
n⋂
i=1

Ai,

à ÿêùî I = N, òî çàïèñóþòü
∞⋃
i=1

Ai i
∞⋂
i=1

Ai,

âiäïîâiäíî.

Òâåðäæåííÿ 1.2.13. Äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A i B âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

(i) A \B = A ∩Bc;

(ii) A4B = (A \B) ∪ (B \ A);

(iii) A4B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B);

(iv) A4B = (A ∪B) ∩ (Ac ∪Bc);

(v) A4B = (A ∪B) \ (A ∩B).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äåìîíñòðàöi¨ ìåòîäó äîâåäåìî ðiâíiñòü (i).

A \B = {x | (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)} = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ Bc)} = A ∩Bv.

Iíøi ðiâíîñòi äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Bïðàâà 1.2.2. Äîâåäiòü ðiâíîñòi (ii)− (v) ç òâåðäæåííÿ 1.2.13.

Çà òâåðäæåííÿì 1.2.13 ðiçíèöÿ òà ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi
÷åðåç ïåðåòèí i äîïîâíåííÿ. Ç iíøîãî áîêó, äîïîâíåííÿ òàêîæ ìîæíà âèçíà÷èòè ÷åðåç
ðiçíèöþ Ac = U \ A. Îïåðàöi¨ �∪�, �∩� i (·)c ââàæàòèìåìî îñíîâíèìè, à �\� i �4�
âèðàæàòèìåìî ÷åðåç íèõ, ùî äàñòü ïîòûì çìîãó íàì ïîðiâíþâàòè ¨õ iç çàêîíàìè
ëîãi÷íèõ îïåðàöié.

Òåîðåìà 1.2.14. Îïåðàöi¨ �∪�, �∩� i (·)c çàäîâîëüíÿþòü òàêi çàêîíè:
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(i) çàêîíè êîìóòàòèâíîñòi:

(i1) A ∪B = B ∪ A;
(i2) A ∩B = B ∩ A;

(ii) çàêîíè àñîöiàòèâíîñòi:

(ii1) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);

(ii2) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);

(iii) çàêîíè äèñòðèáóòèâíîñòi:

(iii1) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);

(iii2) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);

(iv) çàêîíè iäåìïîòåíòíîñòi:

(iv1) A ∪ A = A;

(iv2) A ∩ A = A;

(v) çàêîíè ïîãëèíàííÿ:

(v1) A ∪ (A ∩B) = A;

(v2) A ∩ (A ∪B) = A;

(vi) çàêîíè äå Ìîðãàíà:

(vi1) (A ∪B)c = Ac ∩Bc;

(vi2) (A ∩B)c = Ac ∪Bc;

(vii) (Ac)c = A;

(viii) Ac ∪ A = U;

(ix) A ∩ Ac = ∅;
(x) A ∪ U = U;

(xi) A ∩ U = A;

(xii) A ∪∅ = A;

(xiii) A ∩∅ = ∅;
(xiv) ∅c = U;

(xv) Uc = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ðiâíiñòü (i1).

A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)} = {x | (x ∈ B) ∨ (x ∈ A)} = B ∪ A.

Iíøi ðiâíîñòi äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Bïðàâà 1.2.3. Äîâåäiòü ðiâíîñòi (i)− (xv) ç òåîðåìè 1.2.14.

Ïðèêëàä 1.2.15. Äîâåäiòü ðiâíîñòi:

(a)

(
n⋃
i=1

Ai

)
∩B =

n⋃
i=1

(Ai ∩B);

(b)

(
n⋂
i=1

Ai

)
∪B =

n⋂
i=1

(Ai ∪B).
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Ðîçâ'ÿçîê. Ìè äîâåäåìî ëèøå ðiâíiñòü (a). Äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (b) àíàëîãi÷íå.

x ∈

(
n⋃
i=1

Ai

)
∩B ⇔ x ∈

(
n⋃
i=1

Ai

)
∧ x ∈ B ⇔

⇔ ((x ∈ A1) ∨ · · · ∨ (x ∈ An−1) ∨ (x ∈ An)) ∧ (x ∈ B)⇔
⇔ (((x ∈ A1) ∨ · · · ∨ (x ∈ An−1)) ∨ (x ∈ An)) ∧ (x ∈ B)⇔
⇔ (((x ∈ A1) ∨ · · · ∨ (x ∈ An−1)) ∧ (x ∈ B))∨

∨ ((x ∈ An) ∧ (x ∈ B))⇔
⇔ · · · ⇔
⇔ (x ∈ A1 ∧ x ∈ B) ∨ · · · ∨ (x ∈ An ∧ x ∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A1 ∩B) ∨ · · · ∨ (x ∈ An ∩B)⇔

⇔ x ∈
n⋃
i=1

(Ai ∩B) .

Ïðèêëàä 1.2.16. Äîâåäiòü ðiâíîñòi:

(a) (A ∩B) \ C = A ∩ (B \ C);
(b) (A ∩B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C);
(c) (A ∩B) \ C = (A ∩B) \ (A ∩ C);
(d) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);
(e) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C;

Ðîçâ'ÿçîê.

(a) x ∈ (A ∩B) \ C ⇔ x ∈ (A ∩B) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ((x ∈ B) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B \ C)⇔
⇔ x ∈ A ∩ (B \ C).

(b) x ∈ (A ∩B) \ C ⇔ x ∈ (A ∩B) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ ((x /∈ C) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ C)) ∧ ((x ∈ B) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ (x ∈ A \ C) ∧ (x ∈ B \ C)⇔
⇔ x ∈ (A \ C) ∩ (B \ C).

(c) x ∈ (A ∩B) \ C ⇔ (x ∈ A ∩B) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B) ∧ (x ∈ A)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ (x ∈ A ∩B) ∧ (x ∈ A \ C)⇔
⇔ x ∈ (A ∩B) ∩ (A \ C).
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(d) x ∈ A \ (B ∪ C)⇔ (x ∈ A) ∧ (x /∈ B ∪ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ (B ∪ C)c)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ((x ∈ Bc) ∧ (x ∈ Cc))⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ Bc)) ∨ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ Cc))⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ B)) ∨ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ x ∈ (A \B) ∩ (A \ C).

Ïðèêëàä 1.2.17. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) = A ∪B.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòàâøèñü âiäïîâiäíèìè òâåðäæåííÿìè òåîðåìè 1.2.14, îòðèìó-
¹ìî

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) = (A ∩B) ∪ (A ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) =

= ((A ∩B) ∪ (A ∩Bc)) ∪ ((A ∩B) ∪ (Ac ∩B)) =

= ((A ∩B) ∪ (A ∩Bc)) ∪ ((B ∩ A) ∪ (B ∩ Ac)) =

= (A ∩ (B ∪Bc)) ∪ (B ∩ (A ∪ Ac)) =

= (A ∩ U) ∪ (B ∩ U) =

= A ∪B.

Ïðèêëàä 1.2.18. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A ∪B = A ∪ (B \ A).

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ A ∪ (B \ A)⇔ (x ∈ A) ∨ (x ∈ B \ A)⇔
⇔ (x ∈ A) ∨ (x ∈ B ∧ x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∨ x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ 1⇔
⇔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)⇔
⇔ x ∈ A ∪B.

Ïðèêëàä 1.2.19. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A ∩ (B \ A) = ∅.

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ A ∩ (B \ A)⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B \ A)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B ∧ x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ (x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ B ∧ x ∈ A) ∧ (x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∧ x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ B) ∧ 0⇔
⇔ 0.
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Ïðèêëàä 1.2.20. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

(A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C).

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ (A \ C) \ (B \ C)⇔ (x ∈ A \ C) ∧ ¬(x ∈ B \ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C) ∧ ¬(x ∈ B ∧ x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C) ∧ (x /∈ B ∨ x ∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x ∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ 0)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x /∈ B) ∨ 0⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x /∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B ∧ x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ x /∈ C ⇔
⇔ x ∈ A \B ∧ x /∈ C ⇔
⇔ x ∈ (A \B) \ C.

Ïðèêëàä 1.2.21. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ A \ (B ∪ C)⇔ (x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B ∪ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (x /∈ B ∧ x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ x /∈ C ⇔
⇔ x ∈ A \B ∧ x /∈ C ⇔
⇔ x ∈ (A \B) \ C.

Ïðèêëàä 1.2.22. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A ∩ (B 4 C) = (A ∩B)4 (A ∩ C).

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ (A ∩B)4 (A ∩ C)⇔ x ∈ ((A ∩B) \ (A ∩ C)) ∪ ((A ∩ C) \ (A ∩B))⇔
⇔ (x ∈ (A ∩B) \ (A ∩ C)) ∨ (x ∈ (A ∩ C) \ (A ∩B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∩B) ∧ ¬(x ∈ A ∩ C))∨

∨ ((x ∈ A ∩ C) ∧ ¬(x ∈ A ∩B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ ¬(x ∈ A ∧ x ∈ C))∨

∨ ((x ∈ A ∧ x ∈ C) ∧ ¬(x ∈ A ∧ x ∈ B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ (x /∈ A ∨ x /∈ C))∨
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∨ ((x ∈ A ∧ x ∈ C) ∧ (x /∈ A ∨ x /∈ B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C))∨
∨ ((x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔

⇔ ((x ∈ A ∧ x /∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C))∨
∨ ((x ∈ A ∧ x /∈ A ∧ x ∈ C) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔

⇔ ((0 ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C))∨
∨ ((0 ∧ x ∈ C) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔

⇔ (0 ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C))∨
∨ (0 ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔

⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ (x ∈ B ∧ x /∈ C)) ∨ (x ∈ A ∧ (x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B \ C) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C \B)⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B \ C ∨ x ∈ C \B)⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B \ C ∪ C \B)⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B 4 C)⇔
⇔ x ∈ A ∩ (B 4 C).

Ïðèêëàä 1.2.23. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

(A4B) ∪ (A ∩B) = A ∪B.

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ (A4B) ∪ (A ∩B)⇔ (x ∈ A4B) ∨ (x ∈ A ∩B)⇔
⇔ (x ∈ A \B ∪B \ A) ∨ (x ∈ A ∩B)⇔
⇔ (x ∈ A \B) ∨ (x ∈ B \ A) ∨ (x ∈ A ∩B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)∨

∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B))∨

∨ ((x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B))∨

∨ ((x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ B ∧ x ∈ A))⇔
⇔ (x ∈ A ∧ (x /∈ B ∨ x ∈ B)) ∨ (x ∈ B ∧ (x /∈ A ∨ x ∈ A))⇔
⇔ (x ∈ A ∧ 1) ∨ (x ∈ B ∧ 1)⇔
⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇔
⇔ x ∈ A ∪B.

Ïðèêëàä 1.2.24. Äîâåäiòü ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B óíiâåðñóìó U âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) = (A ∪B) ∩ (A ∪Bc).

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïðîñòèìî ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòåé. Îòðèìà¹ìî

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) = A ∩ (B ∪Bc) =
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= A ∩ U =

= A

i

(A ∪B) ∩ (A ∪Bc) = A ∪ (B ∩Bc) =

= A ∪∅ =

= A,

i ïðèðiâíÿâøè îáèäâi ÷àñòèíè, îòðèìó¹ìî, ùî â óíiâåðñóìi U âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) = (A ∪B) ∩ (A ∪Bc).

Ïðèêëàä 1.2.25. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A ∪ (A ∩B) = A.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ì ðiâíîñòi ìíîæèí i ïðîâåäåìî ïåðåòâîðåííÿ
ç îáîõ áîêiâ.

x ∈ A ∪ (A ∩B)⇔ x ∈ A ∨ x ∈ A ∩B ⇔
⇔ x ∈ A ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)⇒
⇒ x ∈ A ∨ x ∈ A⇔
⇔ x ∈ A.

x ∈ A⇒ x ∈ A ∨ x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A ∪ (A ∩B).

Êðiì òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òîòîæíîñòåé ó òåîði¨ ìíîæèí ìiæ ìíîæèíàìè iñíó-
þòü i iíøi ñïiââiäíîøåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà òàêèõ ïðèêëàäiâ.

Ïðèêëàä 1.2.26. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B óíiâåðñóìó U âèêî-
íó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü

A ⊆ B ⇐⇒ Bc ⊆ Ac.

Ðîçâ'ÿçîê. (=⇒) Ïîçàÿê

A ⊆ B ⇔ (x ∈ A⇒ x ∈ B) ⇔ (¬(x ∈ B)⇒ ¬(x ∈ A)) ⇔ (x /∈ B ⇒ x /∈ A),

òî âèêîíó¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ
x /∈ B ⇒ x /∈ A.

Âðàõóâàâøè öþ iìïëiêàöiþ, îòðèìó¹ìî

x ∈ Bc ⇔ x ∈ U ∧ x /∈ B ⇒ x ∈ U ∧ x /∈ A ⇔ x ∈ Ac.

(⇐=) Íåõàé Bc ⊆ Ac. Òîäi çà ïîïåðåäíüî äîâåäåíèì ìà¹ìî

(Ac)c ⊆ (Bc)c .

Îñêiëüêè
(Ac)c = A i (Bc)c = B,

òî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ A ⊆ B.
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Ïðèêëàä 1.2.27. Äîâåäiòü, ùî òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) A ⊆ B;
(2) A ∪B = B;
(3) A ∩B = A;
(4) A \B = ∅.

Ðîçâ'ÿçîê. (1) =⇒ (2) Ïîçàÿê

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒ x ∈ B ∨ x ∈ B ⇔ x ∈ B

i
x ∈ B ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇔ x ∈ A ∪B,

òî ìà¹ìî, ùî
(x ∈ A ∪B ⇒ x ∈ B) ∧ (x ∈ B ⇒ x ∈ A ∪B),

à îòæå ç âêëþ÷åííÿ A ⊆ B âèïëèâà¹ ðiâíiñòü A ∪B = B.

(2) =⇒ (3) Îñêiëüêè A ∪B = B, òî

x ∈ A∩B ⇔ x ∈ A∧x ∈ B ⇔ x ∈ A∧x ∈ A∪B ⇔ x ∈ A∧(x ∈ A∨x ∈ B) ⇔ x ∈ A.

À îòæå ç A ∪B = B âèïëèâà¹ ðiâíiñòü A ∩B = A

(3) =⇒ (4) Ïîçàÿê A ∩B = A, òî

x ∈ A \B ⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B ⇔
⇔ x ∈ A ∩B ∧ x /∈ B ⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ x /∈ B ⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∧ x /∈ B)⇔
⇔ x ∈ A ∧ 0⇔
⇔ 0,

à îòæå ç ðiâíîñòi A ∩B = A âèïëèâà¹, ùî A \B = ∅.
(4) =⇒ (1) Îñêiëüêè A \B = ∅, òî

x ∈ A⇔ x ∈ A ∧ 1⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x /∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ x ∈ A \B ⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ x ∈ ∅⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ 0⇔
⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B ⇒
⇒ x ∈ B,

à îòæå ç óìîâè A \B = ∅ âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ A ⊆ B.



28 ÐÎÇÄIË 1. ÀËÃÅÁÐÀ ÂÈÑËÎÂËÅÍÜ I ÅËÅÌÅÍÒÈ ÒÅÎÐI� ÌÍÎÆÈÍ

Ïðèêëàä 1.2.28. Äîâåäiòü, ùî âèêîíó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü

A ∪B ⊆ C ⇐⇒ A ⊆ C ∧B ⊆ C.

Ðîçâ'ÿçîê. (=⇒) Ç óìîâè A ∪B ⊆ C òà iìïëiêàöié

x ∈ A ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒ x ∈ A ∪B ⇒ x ∈ C,

i
x ∈ B ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒ x ∈ A ∪B ⇒ x ∈ C,

âèïëèâàþòü âêëþ÷åííÿ A ⊆ C i B ⊆ C, â îòæå A ⊆ C ∧B ⊆ C.

(⇐=) Îñêiëüêè A ⊆ C ∧B ⊆ C, òî

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒ x ∈ C ∨ x ∈ C ⇒ x ∈ C.

À îòæå îòðèìó¹ìî, ùî A ∪B ⊆ C.

Bïðàâà 1.2.4. Äîâåäiòü, ùî

(a) A ∩B ⊆ A ⊆ A ∪B;
(b) A \B ⊆ A;
(c) A ⊆ B ⇒ A ∪ C ⊆ B ∪ C;

(d) A ⊆ B ⇒ A ∩ C ⊆ B ∩ C;
(e) A ⊆ B ⇒ A \ C ⊆ B \ C;
(f) A ⊆ B ⇒ C \B ⊆ C \ A.

Bïðàâà 1.2.5. Äîâåäiòü òåîðåòèêî-ìíîæèííi òîòîæíîñòi:

(a) A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ C;
(b) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C);
(c) A \ (A \B) = A ∩B;
(d) A \ (A ∩B) = A \B;
(e) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);
(f) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
(g) (A ∩B) \ C = (A ∩B) \ (A ∩ C);
(h) (A \B) \ C = (A \B) ∩ (A \ C);
(i) A ∩ (Ac ∪B) = A ∩B, ÿêùî A i B � ïiäìíîæèíè óíiâåðñóìó U;
(j) A ∩B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) ∪ (Ac ∩Bc), ÿêùî A i B � ïiäìíîæèíè óíiâåðñóìó

U.

Bïðàâà 1.2.6. Äîâåäiòü òåîðåòèêî-ìíîæèííi òîòîæíîñòi:

(a) A4B = B 4 A;
(b) (A4B)4 C = A4 (B 4 C);
(c) A4 (A4B) = B;
(d) (A4B)4 (A ∩B) = A ∪B;
(e) (A4B)4 (A ∪B) = A ∩B;
(f) A \ (A4B) = A ∩B;
(g) A4 (A ∩B) = A \B;
(h) (A4B) ∩ A = A \B;
(i) A4∅ = A;
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(j) A4 A = ∅;
(k) A4B = Ac4Bc, ÿêùî A i B � ïiäìíîæèíè óíiâåðñóìó U.

Bïðàâà 1.2.7. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A i B óíiâåðñóìó U âèêîíó-
¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü

A ⊆ B ⇔ A ∩Bc = ∅.

Bïðàâà 1.2.8. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A, B i C óíiâåðñóìó U âèêî-
íóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

(a) A ⊆ B ∩ C ⇔ A ⊆ B ∧ A ⊆ C;
(b) A ∩B ⊆ C ⇔ A ⊆ Bc ∪ C;
(c) A ⊆ B ∪ C ⇔ A ∩Bc ⊆ C;
(d) (A \B) ∪B = A ⇔ B ⊆ A;
(e) (A ∩B) ∪ C = A ∩ (B ∪ V ) ⇔ C ⊆ A;
(f) A ∪B = A ∩B ⇔ A = B;
(g) A4B = ∅ ⇔ A = B;
(h) A \ C ⊆ B ⇔ A ∩Bc ⊆ C;
(i) A \ C ⊆ B ⇔ A ⊆ C ∪B.

1.2.6 Äåêàðòîâèé äîáóòîê ìíîæèí, âiäíîøåííÿ, âiäîáðàæåííÿ

Äåêàðòîâèé (Êàðòåçiàíñüêèé) äîáóòîê ìíîæèí X òà Y ïîçíà÷à¹òüñÿ X × Y �
öå ìíîæèíà âñåìîæëèâèõ óïîðÿäêîâàíèõ ïàð (x, y), äå x ∈ X, y ∈ Y , òîáòî

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }

(äèâ. ðèc. 1.2). Ïiä óïîðÿäêîâàíîþ ïàðîþ (x, y) áóäåìî ðîçóìiòè îäíîåëåìåíòíó ìíî-

X

Y X×Y

x
�

y � � (x, y)

Ðèñ. 1.2: Äåêàðòîâèé äîáóòîê äâîõ ìíîæèí

æèíó {x, {x, y}} çi çàçíà÷åííÿì, ÿêèé åëåìåíò ñòî¨òü íà ïåðøîìó ìiñöi, òîáòî âïî-
ðÿäêîâàíó ïàðó (x, y) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: íà ïåðøîìó ìiñöi
ñòî¨òü åëåìåíò x, à íà äðóãîìó � y. Î÷åâèäíî, ùî òîäi {x, y} 6= (x, y) 6= (y, x).

Çà iíäóêöi¹þ ââîäèòüñÿ äåêàðòîâèé äîáóòîê òðüîõ i äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
ìíîæèí: X1×X2×X3 = (X1×X2)×X3 òà X1×X2×· · ·×Xn = (X1×· · ·×Xn−1)×Xn,
äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2.
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Íàäàëi, äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X i äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n ÷åðåç Xn ïîçíà÷àòèìåìî äåêàðòîâèé n-ñòåïiíü ìíîæèíè X, òîáòî:

X1 = X, X2 = X ×X, . . . , Xn = X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
n-ðàçiâ

.

Çà àíàëîãi¹þ ç äåêàðòîâèì äîáóòêîì, ââåäåìî âïîðÿäêîâàíó òðiéêó òðüîõ åëå-
ìåíòiâ (a1, a2, a3) = ((a1, a2), a3) òà âïîðÿäêîâàíèé íàáið ç n åëåìåíòiâ

(a1, a2, . . . , an−1, an) = ((a1, a2, . . . , an−1), an) ,

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 3.

Ïðèêëàä 1.2.29. Äîâåäiòü, ùî A×B = ∅ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (A = ∅)∨ (B = ∅).

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî A×B 6= ∅, òî iñíó¹ (a, b) ∈ A×B. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A 6= ∅
i B 6= ∅.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî A 6= ∅ i B 6= ∅, òî iñíóþòü åëåìåíòè a ∈ A i b ∈ B. À îòæå
(a, b) ∈ A×B i A×B 6= ∅.

Ïðèêëàä 1.2.30. Äîâåäiòü, ÿêùî A × B 6= ∅, òî A × B ⊆ C × D òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè (A ⊆ C) ∧ (B ⊆ D).

Ðîçâ'ÿçîê. (⇒) Íåõàé (a, b) ∈ A× B. Òîäi (a, b) ∈ C ×D. Îòîæ, ÿêùî a ∈ A, òî
a ∈ C. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ÿêùî b ∈ B, òî b ∈ D.

(⇐) Íåõàé (a, b) ∈ A × B. Òîäi a ∈ A i a ∈ C. Òàêîæ, b ∈ B i b ∈ D. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî (a, b) ∈ C ×D i A×B ⊆ C ×D.

Bïðàâà 1.2.9. Äîâåäiòü òàêi ðiâíîñòi:

(i) A× (B ∪ C) = A×B ∪ A× C;
(ii) A× (B ∩ C) = A×B ∩ A× C;

(iii) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).

Bïðàâà 1.2.10. Äîâåäiòü òàêi ðiâíîñòi:

(i) (A× C) ∩ (B ×D) = (A ∩B)× (C ∩D);
(ii) (A× C) ∪ (B ×D) = (A ∪B)× (C ∪D);

(iii) A× C = (A× Y ) ∩ (X × C);
(iv) (A×D)c = (Ac × Y ) ∪ (X ×Dc),

äå A,B ⊆ Y i C,D ⊆ Y .

Âiäíîøåííÿ � öå ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî äîáóòêó äâîõ ìíîæèí. Âiäíîøåííÿ
f , îçíà÷åíå íà äåêàðòîâîìó äîáóòêó X × Y òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ç X
iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà y ç Y òàêîãî, ùî (x, y) ∈ f íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâèì
âiäîáðàæåííÿì, i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê f : X ⇀ Y . Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî �f
÷àñòêîâî âiäîáðàæà¹ X â Y �. Ïiäìíîæèíà

D(f) = {x ∈ X | iñíó¹ åëåìåíò y â Y òàêèé, ùî (x, y) ∈ f}
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íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ f , à ïiäìíîæèíà

E(f) = {y ∈ Y | iñíó¹ åëåìåíò x â X òàêèé, ùî (x, y) ∈ f}

íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ çíà÷åíü ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ f .

Çàóâàæèìî, ÿêùî f : X ⇀ Y � ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ, òî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
x ∈ X ìíîæèíà x = {y ∈ Y | (x, y) ∈ f} ¹ íå áiëüøå íiæ îäíîòî÷êîâîþ, õî÷à ìíîæèíà
y = {x ∈ X | (x, y) ∈ f} ìîæå áóòè i ïîðîæíüîþ, i îäíîòî÷êîâîþ, i ñêií÷åííîþ,
i íåñêií÷åííîþ, â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó y ∈ Y , òîáòî âiä âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî
âiäîáðàæåííÿ f .

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ f : X ⇀ Y , îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç X,
òîáòî D(f) = X, íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ç ìíîæèíè X â Y i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê
f : X → Y .

ßêùî âèçíà÷åíî ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ f : X ⇀ Y (âiäîáðàæåííÿ f : X → Y )
i (x, y) ∈ f , òî ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî åëåìåíòîâi x ∈ X ÷àñòêîâå
âiäîáðàæåííÿ (âiäîáðàæåííÿ) f ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò y ∈ Y , i öå ïî-
çíà÷àòèìåìî òàê: y = f(x). Íàäàëi, ÿêùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y çðîçóìiëî,
ÿêèìè ¹ ìíîæèíè X òà Y , òî äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó âiäîáðàæåííÿ f ïîçíà÷àòèìåìî
òàê: y = f(x).

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ f : X ⇀ Y , äå Y � ìíîæèíà ÷èñåë (íàòóðàëüíèõ, öiëèõ,
ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ, êîìïëåêñíèõ), íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ.

Ïðèêëàä 1.2.31. 1. Âiäíîøåííÿ ρ1, ρ2, ρ3 òà ρ4 íà ìíîæèíi R×R, ÿêi âèçíà÷åíi
íàñòóïíèì ÷èíîì ρ1 = {(x, y) ∈ R× R | |x| = |y|}, ρ2 = {(x, y) ∈ R× R | x 6 y},
ρ3 = {(0, 0), (0, 1)} òà ρ4 = {(x, y) ∈ R× R | x = 1}, âiäïîâiäíî, íå ¹ ÷àñòêîâèìè
âiäîáðàæåííÿìè (äèâ. ðèñ. 1.3).

2. Âiäíîøåííÿ ϕ1 òà ϕ2 íà ìíîæèíi R× R, ÿêi âèçíà÷åíi

ϕ1 = {(x, x) ∈ R× R | x > −1} i ϕ2 = {(x, y) ∈ R× R | |x| = y, |x| 6 3} ,

âiäïîâiäíî, ¹ ÷àñòêîâèìè âiäîáðàæåííÿìè, àëå íå ¹ âiäîáðàæåííÿìè (äèâ. ðèñ.
1.4).

3. Âiäíîøåííÿ ψ1 òà ψ2 íà ìíîæèíi R× R, ÿêi âèçíà÷åíi

ψ1 = {(x, y) ∈ R× R | x = y} i ψ2 = {(x, y) ∈ R× R | |x| = y} ,

âiäïîâiäíî, ¹ âiäîáðàæåííÿìè (äèâ. ðèñ. 1.5).

Íàäàëi, ÿêùî f : X ⇀ Y � (÷àñòêîâå) âiäîáðàæåííÿ, òî äëÿ x ∈ X, A ⊆ D(f),
y ∈ Y i B ⊆ E(f), òî ÷åðåç f(x) áóäåìî ïîçíà÷àòè îáðàç åëåìåíòà x ñòîñîâíî
(÷àñòêîâîâîãî) âiäîáðàæåííÿ f , òîáòî òàêèé åëåìåíò y ∈ Y , ùî (x, y) ∈ f ; ÷åðåç
f−1(y) = {x ∈ X | f(x) = y} � ïîâíèé ïðîîáðàç åëåìåíòà y ñòîñîâíî (÷àñòêîâîâîãî)
âiäîáðàæåííÿ f ; à òàêîæ ïîçíà÷èìî

f(A) =
⋃
x∈A

{f(x)} i f−1(B) =
⋃
y∈B

{f−1(y)},

ÿêi ìè áóäåìî íàçèâàòè îáðàçîì ìíîæèíè A òà ïîâíèì ïðîîáðàçîì ìíîæèíè B ñòî-
ñîâíî (÷àñòêîâîãî) âiäîáðàæåííÿ f .



32 ÐÎÇÄIË 1. ÀËÃÅÁÐÀ ÂÈÑËÎÂËÅÍÜ I ÅËÅÌÅÍÒÈ ÒÅÎÐI� ÌÍÎÆÈÍ

-

6

0
x

y

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�@

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@

ρ1
-

6

0 x

y

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

@@@@
@@
@@
@
@

@@
@

@@

@
@
@

@
@
@

@
@

@@

@
@

@@

@
@
@
@

@
@

@
@

@
@

@
@@

@
@
@

@
@

@
@

@
@
@

@
@

@
@
@

@
@
@

@
@@

@
@

@
@

@@

@
@

@
@
@
@

@
@
@

@
@
@

@
@

@
@

@
@@

@
@

@
@
@

@@

@
@
@

@
@
@
@

@
@

@
@

@
@
@

@
@

@
@
@

@
@@

@
@
@

@
@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
@
@

@
@
@

@
@

@
@
@

@
@

@
@

@
@

@
@@

@
@

@
@
@

@
@

@@

@
@
@

@
@
@

@
@
@

@
@

@
@

@
@
@

@
@

@
@

@
@
@

@
@
@

@@

@
@
@

@
@
@

@
@
@@

@
@

@
@

@
@
@

@
@@

@
@
@

@
@

@
@
@

@

@
@

@
@

@
@

@
@
@

@
@

@
@
@

@
@

@@

@
@
@

@
@
@

@
@@

@
@

@
@

@
@
@

@

@
@

@
@
@

@
@
@

@
@
@

@
@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
@@

@
@

@
@
@

@
@

@
@
@

@
@
@
@

@
@

@
@

@
@
@

@
@

@
@
@

@@

@
@
@

@
@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
@

@@

@
@

@
@
@

@
@

@
@@

@
@
@

@
@

@
@

@
@
@

@
@

@
@@

@
@
@

@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@
@@

@
@

@

@
@
@

@
@
@

@
@@
@
@
@
@
@
@@@@

ρ2

-

6

0 x

y

•

•1ρ3

-

6

0 x

y

1

ρ4

Ðèñ. 1.3: Âiäíîøåííÿ, ùî íå ¹ ÷àñòêîâèìè âiäîáðàæåííÿìè

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ií'¹êòèâíèì, àáî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì,
àáî âêëàäåííÿì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ X ç òîãî, ùî x 6= y âèïëèâà¹ f(x) 6= f(y),
ñþð'¹êòèâíèì, àáî âiäîáðàæåííÿì �íà�, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ Y iñíó¹
åëåìåíò x ç X òàêèé, ùî f(x) = y. Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ ií'¹êòèâíèì i
ñþð'¹êòèâíèì íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíèì. Ó ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði ÷àñòî ií'¹êòèâíi,
ñþð'¹êòèâíi òà ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü ií'¹êöi¹þ, ñþð'¹êöi¹þ òà ái¹êöi¹þ,
âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä 1.2.32. ×åðåç sin ïîçíà÷èìî âiäíîøåííÿ, ÿêå êîæíîìó äiéñíîìó ÷èñëó x
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü sinx. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

a) sin : R→ R íå ¹ ií'¹êòèâíèì i íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì;
b) sin : R→ [−1, 1] íå ¹ ií'¹êòèâíèì àëå ¹ ñþð'¹êòèâíèì;
c) sin : [−π/2, π/2]→ R ¹ ií'¹êòèâíèì, àëå íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì;
d) sin : [−π/2, π/2]→ [−1, 1] ¹ ái¹êòèâíèì.
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Ðèñ. 1.4: ×àñòêîâi âiäîáðàæåííÿ, ùî íå ¹ âiäîáðàæåííÿìè
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Ðèñ. 1.5: Âiäîáðàæåííÿ

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî óñi âèùå ïåðåëi÷åíi âiäîáðàæåííÿ ¹ ðiçíèìè.

Ïðèêëàä 1.2.33. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ, A,B ⊆ X i C,D ⊆ f(X).
Äîâåäiòü òàêi âëàñòèâîñòi:

(i) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B);
(ii) f(A \B) ⊆ f(A) \ f(B);

(iii) âêëþ÷åííÿ f(A \B) ⊆ f(A) \ f(B) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ;
(iv) f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B);
(v) âêëþ÷åííÿ f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ;

(vi) ç A ⊆ B âèïëèâà¹ f(A) ⊆ f(B);

(vii) f
(⋃

i∈J Ai

)
=
⋃
i∈J

f(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J ïiäìíîæèíè â X;

(viii) f
(⋂

i∈J Ai

)
⊆
⋂
i∈J

f(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J ïiäìíîæèíè â X;

(ix) âêëþ÷åííÿ f
(⋂

i∈J Ai

)
⊆
⋂
i∈J

f(Ai) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ;

(x) f−1
(⋃

i∈J Ai

)
=
⋃
i∈J

f−1(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J ïiäìíîæèíè â Y ;

(xi) f−1
(⋂

i∈J Ai

)
=
⋂
i∈J

f−1(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J ïiäìíîæèíè â Y ;
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(xii) f−1(C \D) = f−1(C) \ f−1(D).

Ðîçâ'ÿçîê. (i) Ñïî÷àòêó äîâåäåìî âêëþ÷åííÿ f(A∪B) ⊆ f(A)∪f(B). Íåõàé y ∈
f(A∪B), òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x ∈ A∪B, ùî f(x) = y. Ìà¹ìî (x ∈ A)∨ (x ∈ B).
Òîäi

(x ∈ A ⇒ f(x) = y ∈ f(A)) ∨ (x ∈ B ⇒ f(x) = y ∈ f(B)).

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî
y = f(x) ∧ y ∈ f(A) ∪ f(B).

Òåïåð äîâåäåìî âêëþ÷åííÿ f(A) ∪ f(B) ⊆ f(A ∪B). ßêùî y ∈ f(A) ∪ f(B), òî

y ∈ f(A) ∨ y ∈ f(B).

Òîäi

y ∈ f(A)⇒ ∃x ∈ A òàêèé, ùî f(x) = y,

y ∈ f(B)⇒ ∃x ∈ B òàêèé, ùî f(x) = y.

Îòîæ,
y = f(x) ∧ x ∈ A ∪B,

òîáòî y ∈ f(A ∪B).

(ii) Íåõàé y ∈ f(A) \ f(B). Òîäi iñíó¹ åëåìåíò x ∈ A òàêèé, ùî f(x) = y, àëå
y /∈ {f(x) | x ∈ B}. Îòæå x /∈ B i x ∈ A \B. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y ∈ f(A \B).

(iii) Òå, ùî âêëþ÷åííÿ f(A\B) ⊆ f(A)\f(B) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ iëþñòðó¹
òàêèé ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : R→ R, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(x) = sinx.

Òîäi
f(R \ [0,+∞)) = f((−∞, 0)) = [−1, 1],

àëå
f(R) \ f([0,+∞)) = [−1, 1] \ [−1, 1] = ∅.

(iv) Íåõàé y ∈ f(A ∩ B). Òîäi iñíó¹ åëåìåíò x ∈ A ∩ B òàêèé, ùî f(x) = y. Àëå
x ∈ A òà x ∈ B, à îòæå

y = f(x) ∈ f(A) i y = f(x) ∈ f(B).

Îòîæ,
y ∈ f(A) ∩ f(B),

çâiäêè âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ

f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B).

(v) Òå, ùî âêëþ÷åííÿ f(A∩B) ⊆ f(A)∩f(B) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ iëþñòðó¹
òàêèé ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : R→ R, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(x) = sinx.
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Òîäi
f((−∞, 0] ∩ [0,+∞)) = f({0}) = {0},

îäíàê
f((−∞, 0]) ∩ f([0,+∞)) = [−1, 1] ∩ [−1, 1] = [−1, 1].

(vi) Ïðèïóñòèìî, ùî A ⊆ B. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò x ∈ X òàêèé, ùî f(x) = y i x ∈ A.
Îòæå, x ∈ B i f(x) = y ∈ f(B). Çâiäñè âèïëèâà¹ iìïëiêàöiÿ

A ⊆ B =⇒ f(A) ⊆ f(B).

(vii) Ñïðàâäi,

y ∈ f
( ⋃
i∈J

Ai

)
⇐⇒ ∃x ∈

⋃
i∈J

Ai : f(x) = y ⇐⇒

⇐⇒ ∃x ∈ Ai : f(x) = y ⇐⇒
⇐⇒ ∃i ∈J : y ∈ f(Ai)⇐⇒

⇐⇒ y ∈
⋃
i∈J

f(Ai),

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü f
(⋃

i∈J Ai

)
=
⋃
i∈J

f(Ai).

(viii) Ñïðàâäi,

y ∈ f
( ⋂
i∈J

Ai

)
⇐⇒ ∃x ∈

⋂
i∈J

Ai : f(x) = y ⇐⇒

⇐⇒ ∃x : ∀i ∈J : x ∈ Ai : f(x) = y =⇒
=⇒ ∃x : ∀i ∈J : y ∈ f(Ai)⇐⇒

⇐⇒ y ∈
⋂
i∈J

f(Ai).

(ix) Ïðèêëàä áóäó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó (vi).

(x) Ñïðàâäi, îñêiëüêè

x ∈ f−1
( ⋃
i∈J

Ai

)
⇐⇒ f(x) ∈

⋃
i∈J

Ai ⇐⇒

⇐⇒ ∃i ∈J : f(x) ∈ Ai ⇐⇒
⇐⇒ ∃i ∈J : x ∈ f−1(Ai)⇐⇒

⇐⇒ x ∈
⋃
i∈J

f−1(Ai),

òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f−1
(⋃

i∈J Ai

)
=
⋃
i∈J

f−1(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J

ïiäìíîæèíè â X.
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(xi) Ñïðàâäi, îñêiëüêè

x ∈ f−1
( ⋂
i∈J

Ai

)
⇐⇒ f(x) ∈

⋂
i∈J

Ai ⇐⇒

⇐⇒ ∀i ∈J : f(x) ∈ Ai ⇐⇒
⇐⇒ ∀i ∈J : x ∈ f−1(Ai)⇐⇒

⇐⇒ x ∈
⋂
i∈J

f−1(Ai),

òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f−1
(⋂

i∈J Ai

)
=
⋂
i∈J

f−1(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J

ïiäìíîæèíè â X.

(xii) Îñêiëüêè

x ∈ f−1(C \D)⇐⇒ f(x) ∈ C \D ⇐⇒
⇐⇒ f(x) ∈ C ∧ f(x) /∈ D ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ f−1(C) ∧ x /∈ f−1(D)⇐⇒
⇐⇒ x ∈ f−1(C) \ f−1(D),

òî ìà¹ìî, øî f−1(C \D) = f−1(C) \ f−1(D).

Bïðàâà 1.2.11. Íàâåäiòü ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî íå âèêîíó¹òüñÿ îáåðíåíà
iìïëiêàöiÿ â òâåðäæåííi (vi) ç ïðèêëàäó 1.2.33.

Ïðèêëàä 1.2.34. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊆ X.

Ðîçâ'ÿçîê. (=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷-
íèì i íåõàé A,B ⊆ X � äîâiëüíi ïiäìíîæèíè. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ f(A∩B)
iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò x ∈ A ∩B ⊆ X òàêèé, ùî f(x) = y, òî

y ∈ f(A ∩B)⇐⇒ ∃x : x ∈ A ∩B, f(x) = y ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ f(x) = y ⇐⇒
⇐⇒ y ∈ f(A) ∧ y ∈ f(B) ∧ f(x) = y ⇐⇒
⇐⇒ y ∈ f(A) ∩ f(B).

(⇐=) Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊆ X âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íå ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì. Òîäi
iñíóþòü ðiçíi x1, x2 ∈ X òàêi, ùî

f(x1) = f(x2) = y.

Íåõàé A = {x1} i B = {x2}. Òîäi ìà¹ìî

f(A) ∩ f(B) = f({x1}) ∩ f({x2}) = f({x1}) = f({x2}) = {y} 6= f(A ∩B) = f(∅) = ∅.

Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ íàøà iìïëiêàöiÿ.
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Bïðàâà 1.2.12. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäiòü, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi
óìîâè:

(i) A ⊆ f−1(f(A)) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ X;

(ii) B ∩ f(A) = f(f−1(B) ∩ A) äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A ⊆ X i B ⊆ Y , çîêðåìà
B ∩ f(X) = f(f−1(B)).

Áiíàðíèì âiäíîøåííÿì R íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî
äîáóòêó X ×X. ßêùî (x, y) ∈ R, òî ïèñàòèìåìî xRy.

Âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (åêâiâàëåíòíiñòþ, åêâiâàëåíöi¹þ) íà ìíîæèíi X
íàçèâà¹òüñÿ áiíàðíå âiäíîøåííÿ R, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ àêñiîìè:

1) ðåôëåêñèâíiñòü: xRx, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X;
2) ñèìåòðè÷íiñòü: ÿêùî xRy, òî yRx, äëÿ x, y ∈ X;
3) òðàíçèòèâíiñòü: ÿêùî xRy i yRz, òî xRz, äëÿ x, y, z ∈ X.

Ïðèêëàä 1.2.35. Âiäíîøåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ¹:

à) âëàñòèâiñòü íàâ÷àòèñÿ â îäíié ãðóïi, âëàñòèâiñòü íàâ÷àòèñÿ íà îäíîìó êóðñi,
âëàñòèâiñòü íàâ÷àòèñÿ â îäíîìó íàâ÷àëüíîìó çàêëàäi íà ìíîæèíi óñiõ ñòóäåíòiâ;

á) ìàòè îäíàêîâó ðiäíó ìîâó íà ìíîæèíi óñiõ ñòóäåíòiâ ËÍÓ;
â) ïîäiáíiñòü ôiãóð íà ïëîùèíi (â ïðîñòîði);
ã) ðiçíèöÿ äâîõ ÷èñåë ¹ öiëèì ÷èñëîì, íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë.

Âiäíîøåííÿ �ìàòè ìîæëèâiñòü ïðèâiòàòèñÿ ïðàâîþ ðóêîþ� íà ìíîæèíi, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ëþäåé íå ¹ ðåôëåêñèâíèì, àëå ¹ ñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì. Âiäíîøåííÿ
�äiëèòü� ¹ ðåôëåêñèâíèì i òðàíçèòèâíèì, àëå íå ¹ ñèìåòðè÷íèì. Âiäíîøåííÿ �çíàéî-
ìèé�, �äðóã� íà ìíîæèíi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ëþäåé i âiäíîøåííÿ �ïðÿìi íà ïëîùèíi
ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó� ¹ ðåôëåêñèâíèìè i ñèìåòðè÷íèìè, àëå íå ¹ òðàíçèòèâíèìè.

Íåõàé ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi X i a ∈ X. Ïîçíà÷èìî

∼
a = {x ∈ X | a ∼ x}.

Íàçâåìî ïiäìíîæèíó
∼
a â X êëàñîì ñóìiæíîñòi åëåìåíòà a çà âiäíîøåííÿì åêâiâà-

ëåíòíîñòi ∼. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü X =
⋃
a∈X

∼
a.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ìàòåìàòèöi òà ¨¨ äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç
îçíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 1.2.36. Íåõàé X � ìíîæèíà i ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X.
Òîäi âiäíîøåííÿ ∼ ðîçáèâà¹ ìíîæèíó X íà íåïîðîæíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòåé, ÿêi
àáî ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî çáiãàþòüñÿ.

Ìíîæèíà êëàñiâ çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ∼ íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ìíîæè-
íîþ çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ∼ i ïîçíà÷à¹òüñÿ X/ ∼. Îòæå, êîæíîìó åëåìåí-
òîâi x ç ìíîæèíè X ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü êëàñ, ùî ìiñòèòü åëåìåíò x,
òîáòî

∼
x, à, îòæå, âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ π : X → X/ ∼. Âiäîáðàæåííÿ π íàçèâà¹òüñÿ

ïðèðîäíèì.
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Êîìïîçèöiÿ β ◦ α äâîõ âiäíîøåíü α ⊆ X × Y i β ⊆ Y × Z âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

β ◦ α = {(a, c) ∈ X × Z | iñíó¹ åëåìåíò b ∈ Y òàêèé, ùî (a, b) ∈ α i (b, c) ∈ β} .

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäíîøåíü α ⊆ X × Y i β ⊆ Y × Z ¹ âiäíîøåííÿì íà
X × Z.

Bïðàâà 1.2.13. Äîâåäiòü, ùî êîìïîçèöiÿ

(i) ÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåíü ¹ ÷àñòêîâèì âiäîáðàæåííÿì;
(ii) âiäîáðàæåíü ¹ âiäîáðàæåííÿì;

(iii) ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì;
(iv) ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì;
(v) ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Íåõàé X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ

∆X = {(x, x) | x ∈ X}

íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëëþ ìíîæèíèX. Î÷åâèäíî, ùî ∆X � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
íà X.

Íàãàäà¹ìî, ùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ àíòèñèìåòðè÷-
íèì, ÿêùî ç xRy i yRx âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = y, äëÿ x, y ∈ X.

ßêùî α ⊆ X × Y , òî âiäíîøåííÿ

α−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ α}

íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äî âiäíîøåííÿ α.

Ïðèêëàä 1.2.37. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäiòü, ùî îáåðíåíå âiäíî-
øåííÿ f−1 äî âiäíîøåííÿì f ¹ âiäîáðàæåííÿì ç Y íà X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f �
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Iìïëiêàöiÿ (⇐=) î÷åâèäíà.

(=⇒) ßêùî E(f) = D(f−1) 6= Y , òî âiäíîøåííÿ f ⊆ X × Y íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì, à îòæå âiäíîøåííÿ f−1 ⊆ Y ×X íå ¹ âiäîáðàæåííÿì. Òîìó âiäîáðà-
æåííÿ f : X → Y ìà¹ áóòè ñþð'¹êòèâíèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íå ¹ ií'¹êòèâíèì. Òîäi iñíóþòü ðiç-
íi åëåìåíòè x1, x2 ∈ X òàêi, ùî f(x1) = f(x2) = y. Îòæå (y, x1), (y, x2) ∈ f−1, äå
f−1 � îáåðíåíå âiäíîøåííÿ äî âiäíîøåííÿì f , à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî âiäíîøåííÿ
f−1 ⊆ Y ×X ¹ âiäîáðàæåííÿì. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y ií'¹êòèâíå.

Çàóâàæèìî, ùî âiäíîøåííÿ äiàãîíàëi ∆X ⊆ X × X ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîá-
ðàæåííÿ idX : X → X, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ idX(x) = x. Íàäàëi, òàê âèçíà÷åíå
âiäîáðàæåííÿ idX : X → X áóäåìî íàçèâàòè òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè
X.

Bïðàâà 1.2.14. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäiòü, ùî îáåðíåíå âiäíîøåí-
íÿ f−1 äî âiäíîøåííÿì f ¹ âiäîáðàæåííÿì ç Y â X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

f ◦ f−1 = idY i f−1 ◦ f = idX .
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1.2.7 Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äâi ìíîæèíè A i B ¹ ðiâíîïîòóæíèìè, i öå çàïèñóâàòèìåìî
òàê |A| = |B|, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : A → B. Ó öüîìó âèïàäêó
áóäåìî ãîâîðèòè, ùî �ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi ìíîæèíè B�.
Êîæíié ìíîæèíi X ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêå êàðäèíàëüíå ÷èñëî (êàðäèíàë),
ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïîòóæíiñòþ ìíîæèíè X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç |X|. Ðiâíiñòü |X| =
|Y | âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíè X i Y ðiâíîïîòóæíi. Äëÿ ñêií÷åííî¨
ìíîæèíè X ¨ ¨ ïîòóæíiñòü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ¨¨ åëåìåíòiâ. ßêùî |A| = |N|, òî áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A çëi÷åííà òà çàïèñóâàòèìåìî öå òàê |A| = ℵ0,
à ó âèïàäêó |A| = |[0, 1]|, äå [0, 1] = {x ∈ R | 0 6 x 6 1}, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî
ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A äîðiâíþ¹ êîíòèíóóì òà çàïèñóâàòèìåìî öå òàê |A| = c.
Ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííîþ, ÿêùî âîíà àáî ñêií÷åííà, àáî æ ìà¹ ïîòóæíiñòü
ℵ0.

Çàïèñ |A| 6 |B| îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : A → B. À çàïèñ
|A| < |B| îçíà÷à¹, ùî |A| 6 |B| i |A| 6= |B|.

Bïðàâà 1.2.15 (òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðøòåéíà). ßêùî |A| 6 |B| i |B| 6 |A|, òî
|A| = |B|.

Bïðàâà 1.2.16. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü |A| < |P(A)|.

Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi íà êëàñi âñiõ ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi, i òîìó íàäàëi êàðäèíàëîì áóäåìî íàçèâàòè êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi çà
âiäíîøåííÿì ðiâíîïîòóæíîñòi íà êëàñi âñiõ ìíîæèí. Òîäi âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà ðàçîì
ç íóëåì, ℵ0 i c ¹ êàðäèíàëàìè.

Äëÿ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë âèçíà÷åíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ. Ñóìà êàð-
äèíàëiâ m i n äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi ìíîæèíè X ∪Y , äå |X| = m, |Y | = n i X ∩Y = ∅.
Äîáóòîê êàðäèíàëiâ m i n äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi ìíîæèíè X×Y , äå |X| = m i |Y | = n.
Ñóìà êàðäèíàëiâ m i n ïîçíà÷à¹òüñÿ m + n, à äîáóòîê êàðäèíàëiâ m i n ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç m · n àáî mn.

Äëÿ êîæíîãî êàðäèíàëà m êàðäèíàëüíå ÷èñëî 2m, ÿêå ìè òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç expm, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïîòóæíiñòü ñiì'¨ âñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ìíîæèíè X
ïîòóæíîñòi |X| = m. Äîáðå âiäîìî, ùî 2ℵ0 = c. Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó îçíà÷èìî
êàðäèíàë nm ÿê ïîòóæíiñòü ìíîæèíè âñiõ âiäîáðàæåíü ç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó Y ,
äå |X| = m i |Y | = n. Ìîæíà äîâåñòè, i ìè öå ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî äëÿ
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

nm1+m2 = nm1nm2 , (n1n2)
m = nm1 n

m
2 i (nm1)m2 = nm1m2 .

Íåõàém i n� êàðäèíàëè òà |X| = m, |Y | = n. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùîm íå ïåðåâèùó¹
n, àáî ùî n íå ìåíøå m, i öå çàïèñóâàòèìåìî m 6 n àáî n > m, ÿêùî iñíó¹ ií'¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó Y . Âàæëèâèì ôàêòîì ïðî íåðiâíîñòi ìiæ
êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè ¹ òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðøòåéíà:

ÿêùî m 6 n i n 6 m, òî m = n.

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî |f(X)| 6 |X| äëÿ
äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹,
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ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi 6 m äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n > m ìà¹
ïîòóæíiñòü 6 nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹ íå ìåí-
øîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîüóòêó äîâiëüíèõ äâîõ êàðäè-
íàëüíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî

m + m = m ·m = m äëÿ m > ℵ0.

ßêùî m 6 n i m 6= n, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êàðäèíàë m ìåíøå çà êàðäèíàë n,
àáî, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî n áiëüøå çà êàðäèíàëüíå ÷èñëî n, i â öüîìó âèïàäêó öå
çàïèñóâàòèìåìî òàê: m < n àáî n > m. Ìîæíà äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi,
ùî

m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,

çîêðåìà, ℵ0 < c.

Íàéìåíøà (òî÷íà) âåðõíÿ ãðàíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {ms}s∈S êàðäèíàëiâ âèçíà-
÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøèé êàðäèíàë m òàêèé, ùî m > ms äëÿ âñiõ s ∈ S i ïîçíà÷à¹òüñÿ
sup
s∈S

ms, ïðè÷îìó ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêèé êàðäèíàë çàâæäè iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.

Ïðèêëàä 1.2.38. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ òà ñêií÷åííî¨ ìíîæèí çëi÷åííà
ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| < ∞, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââà-
æàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bk} , äå k ∈ N ∪ {0}.

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:
c1 = b1, c2 = b2, . . . ck = bk,
ck+1 = a1, ck+2 = a2, . . . ck+n = an, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.2.39. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæè-
íà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââà-
æàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:
c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .
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a1

b1

a2

b2

a3

b3

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

an

bn

an+1

bn+1

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

Ðèñ. 1.6: Äî ïðèêëàäó 1.2.39

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.
Ñõåìàòè÷íî çàïðîïîíîâàíó íóìåðàöiþ îá'¹äíàííÿ A ∪ B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè

çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.6.

Iíøó ñõåìó íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ A ∪ B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî íà
ðèñ. 1.7.

a1

b1

a2

b2

a3

b3

· · · · · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · · · · ·

an

bn

an+1

bn+1

· · · · · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · · · · ·

Ðèñ. 1.7: Äî ïðèêëàäó 1.2.39

Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ A ∪ B
íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.7.

Bïðàâà 1.2.17. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
ìíîæèíà çëi÷åííà.

Ïðèêëàä 1.2.40. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |Ai| = ℵ0, äëÿ êîæíîãî i ∈ N, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi
ìîæåìî ââàæàòè, ùî Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ i 6= j. Ïðèéìåìî

A1 = {a1,1, a1,2, a1,3, . . . , a1,n, . . .} ,
A2 = {a2,1, a2,2, a2,3, . . . , a2,n, . . .} ,
A3 = {a3,1, a3,2, a3,3, . . . , a3,n, . . .} ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
An = {an,1, an,2, an,3, . . . , an,n, . . .} ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Çàïðîïîíîâàíó íóìåðàöiþ îá'¹äíàííÿ
⋃
i∈N

Ai íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî íà

ðèñ. 1.8.
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a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5 · · ·

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5 · · ·

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5 · · ·

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 a4,5 · · ·

a5,1 a5,2 a5,3 a5,4 a5,5 · · ·

...
...

...
...

...
. . .

Ðèñ. 1.8: Äî ïðèêëàäó 1.2.40

Iíøó íóìåðàöiþ îá'¹äíàííÿ
⋃
i∈N

Ai íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.9.

Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìè íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ
⋃
i∈N

Ai

íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêi çîáðàæåíi íà ðèñ. 1.8 i 1.9.

Bïðàâà 1.2.18. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ñêií÷åííèõ ìíîæèí
ìíîæèíà çëi÷åííà.

Ïðèêëàä 1.2.41. Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà
ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0 i |B| = ℵ0. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Òîäi
A×B = {(ai, bj) | ai ∈ A, bj ∈ B i, j ∈ N} .

Îäíó ç íóìåðàöié äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî
íà ðèñ. 1.10.

Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ äåêàðòîâîãî äîáóò-
êó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.10.

Bïðàâà 1.2.19. Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ
ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íå-
ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó.
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a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5 · · ·

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5 · · ·

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5 · · ·

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 a4,5 · · ·

a5,1 a5,2 a5,3 a5,4 a5,5 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ðèñ. 1.9: Äî ïðèêëàäó 1.2.40

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó a1 ∈ A0.
Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \{a1} 6= ∅. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1.
Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} 6= ∅, i ò.ä. Îòæå,
ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
ìîæíà âèáðàòè òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìî-
âà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} 6= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Bïðàâà 1.2.20. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè A çíàéäiòü íåñêií-
÷åííó ïiäìíîæèíó B ⊆ A, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;
(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.2.43. Íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà òà B � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â
A. Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí � ñêií÷åííà ìíîæèíà,
òî A0 = A \ B � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà
A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .
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(a1,b1) (a1,b2) (a1,b3) (a1,b4) (a1,b5) · · ·

(a2,b1) (a2,b2) (a2,b3) (a2,b4) (a2,b5) · · ·

(a3,b1) (a3,b2) (a3,b3) (a3,b4) (a3,b5) · · ·

(a4,b1) (a4,b2) (a4,b3) (a4,b4) (a4,b5) · · ·

(a5,b1) (a5,b2) (a5,b3) (a5,b4) (a5,b5) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ðèñ. 1.10: Äî ïðèêëàäó 1.2.41

Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.38 ìíîæèíè C i C ∪ B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪ B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f : A \ B → A çà
ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì, çâiäêè âèïëè-
âà¹, ùî |A \B| = |A|.

Bïðàâà 1.2.21. Äëÿ ìíîæèíè A ç |A| = c çíàéäiòü ïiäìíîæèíó B ⊆ A ç |B| = c,
äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;
(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0;
(iv) |A \B| = c.

Ïðèêëàä 1.2.44. Íåõàé A � íåçëi÷åííà ìíîæèíà òà B � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.39 îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ
ìíîæèí � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî A0 = A\B � íåçëi÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .
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Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.39 ìíîæèíè C i C ∪ B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪ B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f : A \ B → A çà
ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì, çâiäêè âèïëè-
âà¹, ùî |A \B| = |A|.

Bïðàâà 1.2.22. ßêi ç íèæ÷å ïåðåëi÷åíèõ ìíîæèí ¹ ïîïàðíî ðiâíîïîòóæíèìè?

(i) R;
(ii) R \ N;

(iii) R \ Z;
(iv) R \Q;
(v) R \ {5};

(vi) R \ {1, 2, 3, 4, 5};
(vii) R \ (0, 1);

(viii) R \ [0, 1);
(ix) R \ [0, 1];
(x) R \ ([0, 1] ∪ (3, 4));

(xi) R \ ([0, 1] ∪ {3, 4});
(xii) R \

⋃
i∈Z

[2i, 2i+ 1];

(xiii) R \
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1];

(xiv) R \
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1);

(xv)
⋃
i∈Z

[2i, 2i+ 1];

(xvi)
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1];

(xvii)
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1).

Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

Ïðèêëàä 1.2.45. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i
g < h ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b
ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d
âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b]→ [c, d], îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a − b < c − d. Âiäêëàäåìî âiäðiçêè [a, b]
i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ. 1.11). Ïðîâåäåìî ïðÿìó la,c ÷åðåç òî÷êè a
i c òà ïðÿìó lb,d ÷åðåç òî÷êè b i d, âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè a − b < c − d, òî ïðÿìi la,c
i lb,d ïåðåòíóòüñÿ â äåÿêié òî÷öi, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç M . Òîäi äîâiëüíà ïðÿìà l,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M òà ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê [a, b], ïåðåòèíà¹ [c, d], i íàâïàêè
äîâiëüíà ïðÿìà l, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êóM òà ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê [c, d], ïåðåòèíà¹
[a, b]. Öå âèçíà÷à¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ âiäðiçêàìè [a, b] i [c, d] (äèâ. ðèñ. 1.11).
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a b

c d

la,c lb,dl

M

Ðèñ. 1.11: Äî ïðèêëàäó 1.2.45

Ïðèêëàä 1.2.46. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê
[0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà iíòåð-
âàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R, îçíà÷åíå çà ôîð-
ìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2) i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë
R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâi-
âàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Ïðèêëàä 1.2.47. Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò
[0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî êîæíå äiéñíå ÷èñëî
a ∈ [0, 1] ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî äðîáó:

a = 0,a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10 · · · anan+1 · · · ,

äå ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Îçíà÷èìî ÷èñëà b, c ∈ [0, 1] çà
ôîðìóëàìè

b = 0,a1a3a5a7a9 · · · a2n−1a2n+1 · · · ,
c = 0,a2a4a6a8a10 · · · a2na2n+2 · · · .

Îòæå, ìè âèçíà÷èëè âiäîáðàæåííÿ F : [0, 1] → [0, 1] × [0, 1], a 7→ (b, c), ÿêå, î÷åâèä-
íî, ¹ ái¹êòèâíèì. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî äåêàðòîâèé
êâàäðàò [0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Bïðàâà 1.2.23. Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî n-èé äåêàðòîâèé ñòå-
ïiíü

[0, 1]n = [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]︸ ︷︷ ︸
n−ðàçiâ

� ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2.
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Bïðàâà 1.2.24. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà ¨¨ n-èé äåêàðòîâèé ñòåïiíü

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n−ðàçiâ

� ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2.

Çàâåðøèìî íàøi âèêëàäêè iëþñòðàöi¹þ ìåòîäó äàiãîíàëiçàöi¨ Êàíòîðà äëÿ äî-
âåäåííÿ íåðiâíîñòi ℵ0 < c.

Ïðèêëàä 1.2.48. Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] � íåçëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: [0, 1] � çëi÷åííà ìíîæèíà. Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî iñíó¹ íóìåðàöiÿ îäèíè÷íîãî âiäðiçêà

[0, 1] = {a1, a2, a3, . . . , an, . . .} ,

äå

a1 = 0,a1,1a1,2a1,3a1,4 · · · a1,n · · · ,
a2 = 0,a2,1a2,2a2,3a2,4 · · · a2,n · · · ,
a3 = 0,a3,1a3,2a3,3a3,4 · · · a3,n · · · ,
a4 = 0,a4,1a4,2a4,3a4,4 · · · a4,n · · · ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an = 0,an,1an,2an,3an,4 · · · an,n · · · ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

ïðè÷îìó ai,j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i òà j.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i âèáåðåìî bi ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} çà ïðà-
âèëîì: bi 6= ai,i äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Ïðèéìåìî

b = 0,b1b2b3b4b5 · · · bn · · · .

Òîäi b ∈ [0, 1] i çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî, ùî b 6= a1 äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷è-
ñëà i, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî [0, 1] �
íåçëi÷åííà ìíîæèíà.

1.2.8 Óïîðÿäêóâàííÿ. Ïîðÿäêîâi ÷èñëà

Áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ:

• ïåðåäïîðÿäêîì (àáî êâàçiïîðÿäêîì), ÿêùî R � ðåôëåêñèâíå òà òðàíçèòèâíå;
• ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ÿêùî R � ðåôëåêñèâíå, àíòèñèìåòðè÷íå òà òðàíçèòèâíå.

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ôiêñîâàíié ìíîæèíi ¹ ïåðåäïîðÿäêîì.

Íàäàëi ïåðåäïîðÿäîê (÷àñòêîâèé ïîðÿäîê) íà ìíîæèíi X áóäåìî ïîçíà÷àòè çà-
çâè÷àé ÷åðåç 6. Ó öüîìó âèïàäêó âèñëîâëåííÿ xRy äëÿ x, y ∈ X çàïèñóâàòèìåìî
x 6 y i áóäåìî ãîâîðèòè, ùî �x ìåíøå, àáî ðiâíå çà y�. Ìíîæèíà X iç çàäàíèì íà íié
ïåðåäïîðÿäîêîì (÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì) 6 íàçèâà¹òüñÿ êâàçiâïîðÿäêîâàíîþ (÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíîþ) i ïîçíà÷à¹òüñÿ (X,6).
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ßêùî (X,6) � êâàçiâïîðÿäêîâàíà (÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà) ìíîæèíà, x, y ∈ X
i âèêîíó¹òüñÿ îä íà ç óìîâ x 6 y àáî y 6 x, òîäi êàæóòü, ùî åëåìåíòè x òà y ¹
ïîðiâíÿëüíèìè â (X,6), à â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó � íåïîðiâíÿëüíèìè.

Ïåðåäïîðÿäîê (÷àñòêîâèé ïîðÿäîê) 6 íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì, ÿêùî
äîâiëüíi äâà åëåìåíòè â (X,6) ¹ ïîðiâíÿëüíèìè. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà iç
çàäàíèì íà íié ëiíiéíèì ïîðÿäêîì íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ.

Bïðàâà 1.2.25. Íàâåäiòü ïðèêëàäè, ÿêi ðîçðiçíÿþòü êâàçiâïîðÿäêîâàíi, ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíi òà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.

Bïðàâà 1.2.26. Äîâåäiòü, ùî îáåðíåíå âiäíîøåííÿ äî ïåðåäïîðÿäêó, ÷àñòêîâî ïî-
ðÿäêó, ëiíiéíîãî ïåðåäïîðÿäêó òà ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ¹, âiäïîâiäíî, ïåðåäïîðÿäêîì,
÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ëiíiéíèì ïåðåäïîðÿäêîì i ëiíiéíèì ïîðÿäêîì.

Íàäàëi, ÿêùî x 6 y ó êâàçiâïîðÿäêîâàíié ìíîæèíè (X,6) òî ïèñàòèìåìî òàêîæ
y > x, i, î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ > ¹ îáåðíåíèì äî 6.

Åëåìåíò x ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,6) íàçèâà¹òüñÿ:

• ìiíiìàëüíèì, ÿêùî ç y 6 x âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = y äëÿ y ∈ X;
• ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî ç x 6 y âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = y äëÿ y ∈ X;
• íàéìåíøèì, ÿêùî x 6 y äëÿ âñiõ y ∈ X;
• íàéáiëüøèì, ÿêùî y 6 x äëÿ âñiõ y ∈ X.

Bïðàâà 1.2.27. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ÿêi ðîçðiçíÿ-
þòü ïîíÿòòÿ ìiíiìàëüíèé òà íàéìåíøèé åëåìåíò (ìàêñèìàëüíèé òà íàéáiëüøèé åëå-
ìåíò).

Bïðàâà 1.2.28. ×è iñíó¹ íåîäíîòî÷êîâà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç ìiíiìàëü-
íèì åëåìåíòàì, ÿêèé ¹ ìàêñèìàëüíèì?

Åëåìåíò a ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøîþ (òî÷íîþ)
âåðõíüîþ ãðàííþ ïiäìíîæèíè A ⊆ X, ÿêùî x 6 a äëÿ âñiõ x ∈ A i ÿêùî êîæåí
åëåìåíò b ∈ X òàêèé, ùî x 6 b äëÿ âñiõ x 6 b äëÿ âñiõ x ∈ A, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
a 6 b. Íàéáiëüøà (òî÷íà) íèæíÿ ãðàíü ïiäìíîæèíè A ⊆ X âèçíà÷à¹òüñÿ äóàëüíèì
÷èíîì. Çàóâàæèìî, ùî íàéìåíøà âåðõíÿ ãðàíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè X,
ÿêùî âîíà iñíó¹, ¹ íàéáiëüøèì åëåìåíòîì ìíîæèíè X, à íàéáiëüøà íèæíÿ ãðàíü
ìíîæèíè X, ÿêùî âîíà iñíó¹, ¹ íàéìåíøèì åëåìåíòîì ìíîæèíè X.

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà i ≤ � áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà X. Áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî âiäíîøåííÿ ≤ íàïðàâëÿ¹ àáî, ùî ìíîæèíà X íàïðàâëåíà âiäíîøåííÿì ≤, ÿêùî
âiäíîøåííÿ ≤ çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(D1) ÿêùî x ≤ y i y ≤ x, òî x ≤ z;
(D2) x ≤ x äëÿ êîæíîãî x ∈ X;
(D3) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X iñíó¹ òàêèé åëåìåíò z ∈ X, ùî x ≤ z i y ≤ z.

Ïiäìíîæèíà A ìíîæèíè X, íàïðàâëåíî¨ âiäíîøåííÿì ≤, êîíôiíàëüíà â X, ÿêùî
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a ∈ A, ùî x ≤ a. Êîíôiíàëüíi
ïiäìíîæèíè ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè òà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè
âèçíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî.



1.2. ÌÍÎÆÈÍÈ ÒÀ ÂIÄÍÎØÅÍÍß 49

×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ó ÿêié êîæíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìiñòèòü
ìiíiìàëüíèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, à öå ïîðÿäîê íà íié íàçè-
âà¹òüñÿ ïîâíèì. Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ïîâíèé ïîðÿäîê ¹ ëiíiéíèì.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : (X,≤) → (Y,5) ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ
ìíîæèíè (X,≤) i (Y,5) çáåðiãà¹ ïîðÿäîê àáî ¹ ìîíîòîííèì, ÿêùî äëÿ äëÿ äîâiëü-
íèõ x1, x2 ∈ X ç x1 ≤ x2 âèïëèâà¹ f(x1) 5 f(x2). ßêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå ìîíîòîííå
âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè X íà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó
Y , òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî X i Y ¹ ïîäiáíèìè àáî ïîðÿäêîâî içîìîðôíèìè, à ñà-
ìå öå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ïîäiáíîñòi àáî ïîðÿäêîâèì içîìîð-
ôiçìîì ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí X i Y . Ái¹êòèâíå ìîíîòîííå âiäîáðàæåííÿ
f : (X,≤) → (Y,5) ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíè (X,≤) i (Y,5), îáåðíåíå äî
ÿêîãî ¹ ìîíîòîííèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ïîäiáíîñòi àáî ïîðÿäêîâèì içîìîð-
ôiçìîì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí (X,≤) i (Y,5).

Bïðàâà 1.2.29. ×è ái¹êòèâíå ìîíîòîííå âiäîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè (X,≤) íà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó (Y,5) ¹ ïîðÿäêîâèì içîìîðôiçìîì?
Âiäïîâiäü àðãóìåíòóéòå.

Êîæíié öiëêîì âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi X ïðèïèñó¹òüñÿ äåÿêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî,
àáî îðäèíàë α, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîâèì òèïîì ìíîæèíè X. Ïîðÿäêîâi òèïè
öiëêîì âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíè X i Y îäíàêîâi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè X i Y ïîäiáíi.

Îñêiëüêè êîæåí ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, òî ç ïîäiáíîñòi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíè (X,≤)
i (Y,5) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü |X| = |Y |. Òîìó êîæíîìó îðäèíàëó α âiäïîâiäà¹ äåÿêèé
êàðäèíàë � ïîòóæíiñòü öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâîãî òèïó α, i öåé
êàðäèíàë íàçèâà¹òüñÿ ïîòóæíiñòþ îðäèíàëà α i ïîçíà÷à¹òüñÿ |α|. ßêùî |α| 6 ℵ0,
òî îðäèíàë α íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííèì.

Íåõàé α i β � îðäèíàëè, ÿêi ¹ ïîðÿäêîâèìè òèïàìè öiëêîì âïîðÿäêîâàíèõ ìíî-
æèíè X i Y . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îðäèíàë α ìåíøå β àáî β áiëüøå α, i â öüîìó
âèïàäêó ïèñàòèìåìî α < β àáî β > α, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò y0 ∈ Y , ùî öiëêîì
âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè X i {y ∈ Y | y < y0} ïîäiáíi. Ìîæíà äîâåñòè, i öå ìè ïðîïî-
íó¹ìî ÷èòà÷åâi, ùî êîæíà ìíîæèíà îðäèíàëiâ ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíà âiäíîøåííÿì
6, ÿêå çáiãà¹òüñÿ ç âiäíîøåííÿì < ∪ =. Òàêîæ, êîæíà öiëêîì âïîðÿäêîâàíà ìíî-
æèíè ïîðÿäêîâîãî òèïó α ïîäiáíà ìíîæèíi âñiõ îðäèíàëiâ, ìåíøèõ α, ÿêà ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíà âiäíîøåííÿì 6.

Îðäèíàë λ íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì, ÿêùî íå iñíó¹ ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà, ÿêå áåçïî-
ñåðåäíüî ïåðåäó¹ îðäèíàëó λ, òîáòî äëÿ êîæíîãî îðäèíàëó ξ < λ iñíó¹ îðäèíàë α
òàêèé, ùî ξ < α < λ.

ßêùî îðäèíàë ξ áåçïîñåðåäíüî ïåðåäó¹ îðäèíàëó α, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ξ ¹
ïîïåðåäíèêîì îðäèíàëà α, iâ öüîìó âèïàäêó áóäåìî ïèñàòè α = ξ + 1, ñàì îðäèíàë
α íàçèâàòèìåìî íàñòóïíèêîì îðäèíàëà ξ. Ó êîæíîãî îðäèíàëà ¹ íàñòóïíèì, áiëüøå
òîãî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëà α i äëÿ äîâiëüíîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî ÷èñëà n âèçíà-
÷èìî çà iíäóêöi¹þ îðäèíàë α+n, ïðèéíÿâøè α+ 0 = α i α+n = (α+ (n−1)) + 1 äëÿ
n ∈ N. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äîâiëüíèé îðäèíàë ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi
λ+n, äå λ � äåÿêèé ãðàíè÷íèé îðäèíàë, à n � íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Îðäèíàë λ+n
íàçèâà¹òüñÿ ïàðíèì (íåïàðíèì), ÿêùî n � ïàðíå (íåïàðíå) ÷èñëî.
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ßêùî ìíîæèíà âñiõ îðäèíàëiâ, ìåíøèõ ãðàíè÷íîãî îðäèíàëà λ, ìiñòèòü ïiäìíî-
æèíó A ïîðÿäêîâîãî òèïó α òàêó, ùî äëÿ êîæíîãî îðäèíàëà ξ < λ iñíó¹ îðäèíàë
ξ′ ∈ A, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü ξ < ξ′ < λ, òî êàæóòü, ùî îðäèíàë α êîíôiíàëü-
íèé îðäèíàëó λ.

Íåñêií÷åííèé îðäèíàë λ (òîáòî ïîðÿäêîâèé òèï äåÿêî¨ íåñêií÷åííî¨ öiëêîì âïî-
ðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè) íàçèâà¹òüñÿ ïî÷àòêîâèì àáî iíiöiàëüíèì, ÿêùî λ � íàéìåí-
øèé ñåðåä óñiõ îðäèíàëiâ α òàêèõ, ùî |α| = |λ|, òîáòî ÿêùî |ξ| < |λ| äëÿ äîâiëüíîãî
îðäèíàëà ξ < λ. Iíiöiàëüíèé îðäèíàë λ íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî íå iñíó¹ îðäè-
íàëà α < λ, ÿêèé êîíôiíàëüíèé λ.

Äëÿ êîæíîãî êàðäèíàëà m iñíó¹ iíiöiàëüíèé îðäèíàë λ òàêèé, ùî |λ| = m, i öåé
îðäèíàë λ ¹äèíèé (äèâ. òåîðåìó Öåðìåëî â ïiäðîçäiëi 1.2.9). Êàðäèíàë m íàçèâà¹òüñÿ
ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âiäïîâiäíèé éîìó îðäèíàë λ òàêèé, ùî |λ| = m ¹ ðåãóëÿðíèì.
Iíiöiàëüíèé îðäèíàë ïîòóæíîñòi ℵ0 ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ω0, i âií ¹ ïîðÿäêîâèì òèïîì
ìíîæèíè âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì.

Íàéìåíøèé îðäèíàë, ïîòóæíiñòü ÿêîãî áiëüøà çà ℵ0, òîáòî íàéìåíøèé íåçëi÷åí-
íèé îðäèíàë, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ω1, à éîãî ïîòóæíiñòü ÷åðåç ℵ1. Ðiâíiñòü 2ℵ0 = ℵ1
íàçèâà¹òüñÿ ãiïîòåçîþ êîíòèíóóìà àáî êîíòèíóóì ãiïîòåçîþ. Ãiïîòåçà êîíòèíóóìà
íåçàëåæèòü âiä àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi α1, α2, α3, . . . îðäè-
íàëiâ, ìåíøèõ çà ω1 iñíó¹ òàêèé îðäèíàë α < ω1, ùî α1 < α äëÿ i ∈ N. Íàéìåíøèé
îðäèíàë ïîòóæíîñòi, áiëüøî¨ çà ℵ1, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ω2, à éîãî ïîòóæíiñòü ÷åðåç
ℵ1. Áiëüø çàãàëüíèì ÷èíîìÞ, êîæíîìó îðäèíàëó α âiäïîâiäàþòü êàðäèíàë ℵα òà îð-
äèíàë ωα, ÿêèé ¹ iíiöiàëüíèì îðäèíàëîì ïîòóæíîñòi ℵα. Ìîæíà äîâåñòè, ùî êîæåí
êàðäèíàë äîðiâíþ¹ ℵα äëÿ äåÿêîãî îðäèíàëà α.

Íåõàé α � äåÿêèé îðäèíàë i X � äîâiëüíà ìíîæèíà. Ïiä òðàíñôiíiòíîþ ïîñëi-
äîâíiñòþ òèïó α çi çíà÷åííÿì ó ìíîæèíi X ðîçóìiþòü äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ f
ìíîæèíè W (α), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îðäèíàëiâ ìåíøèõ çà îðäèíàë α, ó ìíîæèíó
X. Åëåìåíò ìíîæèíè X, ïîñòàâëåíèé ó âiäïîâiäíiñòü îðäèíàëó ξ < α, ïîçíà÷à¹òüñÿ
xξ, à íå f(ξ), à ñàìà òðàíñôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü ïîçíà÷à¹òüñÿ

x1, x1, . . . , xξ, . . . , ξ < α.

Òðàíñôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü

A1, A1, . . . , Aξ, . . . , ξ < α,

ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ çðîñòàþ÷îþ, ÿêùî Aξ′ ⊆ Aξ äëÿ ξ′ < ξ < α, i ñïàäíîþ, ÿêùî
Aξ ⊆ Aξ′ äëÿ ξ′ < ξ < α.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ òðàíñôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

Òåîðåìà ïðî âèçíà÷åííÿ çà òðàíñôiíiòíîþ iíäóêöi¹þ. Íåõàé äàíî äîâiëüíó
ìíîæèíó Z i äåÿêèé îðäèíàë α. Íåõàé G � ìíîæèíà âñiõ òðàíñôiíiòíèõ ïîñëi-
äîâíîñòåé òèïiâ, ìåíøèõ çà îðäèíàë α, çi çíà÷åííÿìè â ìíîæèíi X. Äëÿ êîæíîãî
âiäîáðàæåííÿ h : G→ Z iñíó¹ òîäi â òî÷íîñòi îäíà òðàíñôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü f
òèïó α òàêà, ùî

f(ξ) = h(f |W (ξ)) äëÿ âñiõ ξ < α,

äå f |W (ξ) � òðàíñôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü òèïó ξ, îòðèìàíà çâóæåííÿì âiäîáðàæå-
ííÿ f íà ìíîæèíó W (ξ) âñiõ îðäèíàëiâ, ìåíøèõ çà îðäèíàë ξ.
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Òåîðåìó ïðî âèçíà÷åííÿ çà òðàíñôiíiòíîþ iíäóêöi¹þ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ó âè-
ïàäêó, êîëè Z ¹ ñiì'¹þ âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. Ó öüîìó âèïàäêó çàçâè÷àé âiäîá-
ðàæåííÿ h âèçíà÷à¹òüñÿ òðüîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè. ïåðøà ôîðìóëà âèçíà÷à¹ çíà÷å-
ííÿ âiäîáðàæåííÿ h íà ïîñëiäîâíîñòi g ïîðÿäêîâîãî òèïó 0, äå 0 � ïîðÿäêîâèé òèï
ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè, ÿêà ¹ ïîðîæíüîþ ïîñëiäîâíiñòþ, òîáòî çíà÷åííÿ h(∅). Äðóãà
ôîðìóëà âèçíà÷à¹ çíà÷åííÿ h(g) íà âñiõ ïîñëiäîâíîñòÿõ g ïîðÿäêîâîãî òèïó ξ + 1, i,
íàðåøòi, òðåòÿ ôîðìóëà âèçíà÷à¹ çíà÷åííÿ h(g) íà âñiõ ïîñëiäîâíîñòÿõ g ïîðÿäêîâèé
òèï ÿêèõ ¹ ãðàíè÷íèì îðäèíàëîì. Íàïðèêëàä, ïåðøà ôîðìóëà ìîæå áóòè òàêîþ:

h(∅) = A,

äðóãà ìîæå ìàòè âèãëÿä
h(g) = F (g(ξ)),

à òðåòüîþ ìîæå áóòè ôîðìóëà

h(g) = G
( ⋃
ξ<λ

g(ξ)
)

àáî h(g) = G
( ⋂
ξ<λ

g(ξ)
)
,

äå F i G � äàíi ôóíêöi¨ é A � äåÿêà ìíîæèíà. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü

A1, A1, . . . , Aξ, . . . , ξ < α,

ÿêà iñíó¹ çà òåîðåìîþ ïðî ïðî âèçíà÷åííÿ çà òðàíñôiíiòíîþ iíäóêöi¹þ, çàäîâîëüíÿ¹
òàêi óìîâè:

A0 = A, Aξ+1 = F (Aξ),

Aλ = G
( ⋃
ξ<λ

Aξ

)
àáî Aλ = G

( ⋂
ξ<λ

Aξ

)
.

Îòæå, äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè òðàíñôiíiòíó ïîñëiäîâíiñòü

A1, A1, . . . , Aξ, . . . , ξ < α,

äîñòàòíüî âèçíà÷èòè ìíîæèíó A0 òà îïèñàòè, ÿê ìíîæèíà Aξ+1 çàëåæèòü âiä ìíî-

æèíè Aξ, i ÿê ìíîæèíà Aλ çàëåæèòü àáî âiä
⋃
ξ<λ

Aξ, àáî âiä
⋂
ξ<λ

Aξ.

Íåõàé ìíîæèíà X öiëêîì âïîðÿäêîâàíà âiäíîøåííÿì 6. Òîäi êîæíà ïiäìíîæèíà
A ⊆ X, äëÿ êîæíîãî x0 ∈ X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

ÿêùî {x ∈ X | x < x0} ⊆ A, òî x0 ∈ A,

çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ X. Öåé ôàêò ñëóæèòü îñíîâîþ äëÿ iíäóêòèâíèõ äîâåäåíü. Ìè
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè éîãî ÿê ó âèïàäêó, êîëè X � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
� äîâåäåííÿ çà ìàòåìàòè÷íîþ iíäóêöi¹þ, òàê i ó âèïàäêó, êîëè X � ìíîæèíà âñiõ
îðäèíàëiâ, ìåíøèõ äàíîãî îðäèíàëà α � äîâåäåííÿ çà òðàíñôiíiòíîþ iíäóêöi¹þ.
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1.2.9 Àêñiîìà âèáîðó òà åêâiâàëåíòíi ¨é òâåðäæåííÿ

Àêñiîìà âèáîðó ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â öèõ ëåêöiÿõ, õî÷à íà ôàêò ¨¨ âèêîðè-
ñòàííÿ çàçâè÷àé íå çâåðòàþòü óâàãè. Îäíàê iíêîëè çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ àêñiîìîþ
âèáîðó íå â ¨¨ ïåðâèííîìó âèãëÿäi, à â îäíié ç ¨¨ àëüòåðíàòèâíèõ ôîðì, ÿêi ¹ âàæëè-
âèìè òåîðåìàìè òåîði¨ ìíîæèí. Äàëi ìè ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó Öåðìåëî ïðî öiëêîì
âïîðÿäêóâàííÿ òà äâà ïðèíöèïè ìàêñèìóìà, ÿêi ¹ àëüòåðíàòèâíèìè ôîðìàìè àêñiî-
ìè âèáîðó.

Íåõàé äàíî ìíîæèíó X i âëàñòèâiñòü P, ÿêó ìîæóòü çàäîâîëüíÿòè ïiäìíîæèíè
ìíîæèíè X. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ âëàñòèâiñòþ ñêií÷åííîãî õàðàêòåðó , ÿêùî
ïîðîæíÿ ìíîæèíà çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, à ìíîæèíà A ⊆ X çàäîâîëüíÿ¹ âëàñ-
òèâiñòü P òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ çàäîâîëüíÿ¹ êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà A.

Àêñiîìà âèáîðó. Äëÿ êîæíî¨ ñiì'¨ {Xs}s∈S íåïîðîæíiõ ìíîæèí iñíó¹ âiäîáðà-

æåííÿ f : S→
⋃
s∈S

Xs òàêå, ùî f(x) ∈ Xs äëÿ âñiõ s ∈ S.

Òåîðåìà Öåðìåëî ïðî öiëêîì âïîðÿäêîâàíiñòü. Íà êîæíié ìíîæèíi X
iñíó¹ âiäíîøåííÿ ≤, ÿêå öiëêîì âïîðÿäêîâó¹ ìíîæèíó X.

Ëåìà Òåéõìþëëåðà�Ò'þêi. Íåõàé äàíî ìíîæèíó X i äåÿêó âëàñòèâiñòü P
¨ ¨ ïiäìíîæèí. ßêùî P ¹ âëàñòèâiñòþ ñêií÷åííîãî õàðàêòåðó, òî êîæíà ìíîæèíâ
A ⊆ X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòüP, ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíiB ⊆ X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P i ¹ ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì ó âïîðÿäêîâàíèé çà âêëþ÷åííÿì ñiì'¨
âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ùî çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâiñòü P.

Ëåìà Êóðàòîâñüêîãî�Öîðíà. ßêùî äëÿ êîæíî¨ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ïiä-
ìíîæèíè A ìíîæèíè X, óïîðÿäêîâàíî¨ âiäíîøåííÿì ≤, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x0 ∈ X,
ùî x ≤ x0 äëÿ âñiõ x ∈ A, òî â X iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò.

Äîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi àêñiîìè âèáîðó, òåîðåìè Öåðìåëî ïðî öiëêîì âïîðÿä-
êîâàíiñòü, ëåìè Òåéõìþëëåðà�Ò'þêi òà ëåìè Êóðàòîâñüêîãî�Öîðíà ìîæíà çíàéòè â
êîæíié êëàñè÷íié ìîíîãðàôi¨ ç òåîði¨ ìíîæèí, à òàêîæ â ìîíîãðàôi¨ Åí åëüêií à [1,2].



Ðîçäië 2

Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

2.1 Ìåòðèêè òà ìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Íåõàé X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Âiäîáðàæåííÿ d : X ×X → R+,
äå R+ = {x ∈ R | x > 0}, íàçèâà¹òüñÿ ìåòðèêîþ íà X, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(i) d(x, y) = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x = y, äëÿ x, y ∈ X;
(ii) d(x, y) = d(y, x) äëÿ âñiõ x, y ∈ X (ôóíêöiÿ d � ñèìåòðè÷íà);

(iii) d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) äëÿ âñiõ x, y, z ∈ X (íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà).

Ïàðà (X, d), äå X � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, à d � ìåòðèêà íà X, íàçèâà¹òüñÿ
ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Iíêîëè äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó, ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) áó-
äåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòî ÷åðåç X ó âèïàäêó, êîëè ç êîíòåêñòó çðîçóìiëî, ÿêà ìåòðèêà
âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi X. Åëåìåíòè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó áóäåìî íàçèâàòè òî÷êàìè.

ßêùî (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i Y � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè X, òî, î÷åâèäíî,
ùî çâóæåííÿ dY : Y × Y → R+ âiäîáðàæåííÿ d : X ×X → R+ íà Y × Y ¹ ìåòðèêîþ
íà Y . Ó öüîìó âèïàäêó ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî (Y, dY ) ¹ ìåòðè÷íèì ïiäïðîñòîðîì
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d). Î÷åâèäíî, ùî ìåòðè÷íèé ïðîñòið (Y, ρ) ¹ (ìåòðè÷íèì)
ïiäïðîñòîðîì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè Y ⊆ X i d|Y×Y = ρ.
Òàêîæ, ÿêùî (Y, ρ) ¹ ïiäïðîñòîðîì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d), òî áóäåìî ãîâîðèòè
ùî ìåòðèêà d iíäóêó¹ (ïîðîäæó¹) ìåòðèêó ρ íà Y , àáî ρ ¹ iíäóêîâàíîþ ìåòðèêîþ ç
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) íà ìíîæèíi Y ⊆ X.

Ïðèêëàä 2.1.2. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âiäîáðàæåííÿ d : Rn×Rn →
R+, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

d ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2,

äå (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn, íàçèâà¹òüñÿ åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ íà Rn.

Ïðèêëàä 2.1.3. Íåõàé n i p � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Âiäîáðàæåííÿ dp : Rn ×
Rn → R+, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

dp ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = p
√
|x1 − y1|p + . . .+ |xn − yn|p,

äå (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn, ¹ ìåòðèêîþ íà Rn. ßêùî p = 1, òî ìåòðèêà dp íà Rn

âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

d1 ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = |x1 − y1|+ . . .+ |xn − yn|.

53
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Ïðèêëàä 2.1.4. Íåõàé n� äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âiäîáðàæåííÿ d∞ : Rn×Rn →
R+, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

d∞ ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max {|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|} ,

äå (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn, íàçèâà¹òüñÿ max-ìåòðèêîþ íà Rn.

Î÷åâèäíî, ùî d = d2 ó âèïàäêó p = 2, i ó âèïàäêó íåñêií÷åííîãî çðîñòàííÿ
p → +∞ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ dp íàáëèæà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ d∞ íà Rn. Î÷å-
âèäíî, ùî ôóíêöi¨ d, dp i d∞ ¹ ìåòðèêàìè íà Nn, Zn, Qn i Cn, à (Nn, d) ((Zn, d),
(Qn, d), (Rn, d)) ¹ ìåòðè÷íèì ïiäïðîñòîðîì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (Cn, d). Àíàëîãi÷íi
òâåðäæåííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ ìåòðèê dp i d∞ íà Nn, Zn, Qn, Rn i Cn.

Bïðàâà 2.1.1. Äîâåäiòü, ùî ôóíêöi¨ d, dp i d∞ ¹ ìåòðèêàìè íà Nn (Zn, Qn, Rn i Cn).

Bïðàâà 2.1.2. Äîâåäiòü, ùî ìåòðèêè d, dp i d∞ íà Nn (Zn, Qn, Rn i Cn, âiäïîâiäíî)
iíäóêóþòü çâè÷àéíó ìåòðèêó

du(x, y) = |x− y| (2.1)

íà N (Z, Q, R i C, âiäïîâiäíî).

Ïðèêëàä 2.1.5. Íà äîâiëüíié íåïîðîæíié ìíîæèíi X äèñêðåòíà ìåòðèêà δ : X ×
X → R+ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

δ(x, y) =

{
0, ÿêùî x = y;
1, ÿêùî x 6= y,

x, y ∈ X. Ìíîæèíà iç çàäàíîþ íàé íié äèñêðåòíîþ ìåòðèêîþ íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåò-
íèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì, àáî ïðîñòî äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì.

Bïðàâà 2.1.3. Äîâåäiòü, ùî äèñêðåòíà ìåòðèêà íà äîâiëüíié íåïîðîæíié ìíîæèíi ¹
(íàñïðàâäi) ìåòðèêîþ.

Bïðàâà 2.1.4. Äîâåäiòü, ùî ìåòðèêè d, dp i d∞ íà Nn (Zn, Qn, Rn i Cn) iíäóêóþòü
íà N i Z äèñêðåòíó ìåòðèêó.

Ïðèêëàä 2.1.6. Âiäîáðàæåííÿ dπ% : R2 × R2 → R+ îçíà÷èìî çà ôîðìóëîþ

dπ% ((x1, x2), (y1, y2)) =

{
|x2 − y2|, ÿêùî x1 = y1;

|x2|+ |x1 − y1|+ |y2|, ÿêùî x1 6= y1,

äå (x1, x2), (y1, y2) ∈ R2. Òàê âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ dπ% íàçèâà¹òüñÿ ìåòðèêîþ ïðå-
ði¨â, àáî ìåòðèêîþ âèíîãðàäíèêà íà R2.

Bïðàâà 2.1.5. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ dπ% : R2 × R2 → R+ ¹ ìåòðèêîþ íà R2.

Bïðàâà 2.1.6. Äîâåäiòü, ùî ìåòðèêà dπ% íà R2 iíäóêó¹ çâè÷àéíó ìåòðèêó íà N (Z,
Q i R, âiäïîâiäíî).

Bïðàâà 2.1.7. Ïîáóäóéòå àíàëîã ìåòðèêè dπ% íà R2 äëÿ âèùèõ âèìiðiâ Rn, n > 3.

Bïðàâà 2.1.8. Ïîáóäóéòå àíàëîã ìåòðèêè dπ% íà R2 äëÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó ìåò-
ðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (X, dX)× (Y, dY ).
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2.2 Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, r � äîâiëüíå äiéñíå äîäàòíå
÷èñëî òà x � äîâiëüíà òî÷êà â (X, d). Ìíîæèíà

Br(x) = {y ∈ X | d(x, y) < r}

íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ êóëåþ ðàäióñà r â òî÷öi x, à ìíîæèíà

Br(x) = {y ∈ X | d(x, y) 6 r}

íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ êóëåþ ðàäióñà r â òî÷öi x.

Î÷åâèäíî, ùî â R3 ç åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ (äèâ. ïðèêëàä 2.1.2) çàìêíåíà Br(x) òà
âiäêðèòà Br(x) êóëi � öå çâè÷àéíà êóëÿ ðàäióñà r â òî÷öi x i çâè÷àéíà êóëÿ ðàäióñà
r â òî÷öi x áåç îáìåæóþ÷î¨ ¨¨ ñôåðè. Ó âèïàäêó äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(äèâ. ïðèêëàä 2.1.5) ìà¹ìî

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî r 6 1;
X, ÿêùî r > 1

i

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî r < 1;
X, ÿêùî r > 1.

Bïðàâà 2.2.1. Îïèøiòü âiäêðèòi òà çàìêíåíi êóëi ó âèïàäêó ìåòðèê d1, dp (p > 3),
d∞ i dπ% íà R2.

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. Ïîñëiäîâíiñòü {xn} ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) çáiãà¹òüñÿ äî
òî÷êè x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî
n0, ùî xn ∈ Bε(x0) äëÿ âñiõ n > n0. Ó öüîìó âèïàäêó ìè êàæåìî, ùî òî÷êà x0 ¹
ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {xn} ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i çàïèñóâàòèìåìî öå òàê
lim
n→∞

xn = x0.

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹
ñòàëà ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî òàêà ïîñëiäîâíiñòü {xn}, ùî xn = x0 ∈ X äëÿ âñiõ n ∈ N.

Bïðàâà 2.2.2. Îïèøiòü âñi çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi â äèñêðåòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñ-
òîði.

Bïðàâà 2.2.3. Ïåðåâiðòå ÷è ïîñëiäîâíiñòü
{

1
n

}
n∈N ¹ çáiæíîþ â (0, 1) iç çâè÷àéíîþ

ìåòðèêîþ (2.1).

Îçíà÷åííÿ 2.2.3. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü â A, çáiæíà â (X, d) äî òî÷êè x0.

Òâåðäæåííÿ 2.2.4. Òî÷êà x0 ¹ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà âiäêðèòà êóëÿ Bε(x0) ç öåíòðîì ó x0 ìiñòèòü
òî÷êó ç ìíîæèíè A.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî x0 � òî÷êà äîòèêó ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d), òî
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {xn} â A, ÿêà çáiãà¹òüñÿ â (X, d) äî òî÷êè x0. Îòæå äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n0, ùî xn ∈ Bε(x0) äëÿ âñiõ n > n0. Òîìó êîæíà
âiäêðèòà êóëÿ Bε(x0) ç öåíòðîì ó x0 ìiñòèòü òî÷êó ç ìíîæèíè A.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà âiäêðèòà êóëÿ Bε(x0) ç öåíòðîì ó x0 ìiñòèòü òî÷êó ç
ìíîæèíè A. ×åðåç xn ïîçíà÷èìî äîâiëüíó òî÷êó, ÿêà ëåæèòü ó êóëi B 1

n
(x0). Òîäi

î÷åâèäíî, ùî lim
n→∞

xn = x0.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹ òî÷êîþ
äîòèêó ìíîæèíè A. Ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A, i íàçèâàòèìåìî çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). Î÷åâèäíî, ùî A ⊆ A äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(X, d).

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî âîíà
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó, òîáòî A = A.

Ç îçíà÷åííÿ òî÷êè äîòèêó âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.5. Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ çàìêíåíîþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ãðàíèöÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê ç A ìiñòèòüñÿ â
A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.6. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíèA â ìåòðè÷-
íîìó ïðîñòîði (X, d), ÿêùî äåÿêà âiäêðèòà êóëÿ Br(x0) ç öåíòîì â òî÷öi x0 ìiñòèòüñÿ
â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.7. Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ,
ÿêùî âñi ¨¨ òî÷êè ¹ âíóòðiøíiìè.

Òâåðäæåííÿ 2.2.8. Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \ A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî êîæíà ¨¨
òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A. Öå îçíà÷à¹, ùî
ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). À îòæå
X \ A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A ìiñòèòü
óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó
êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d).

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ. Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè
âiäêðèòî-çàìêíåíèìè. Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè,
ÿêi íå ¹ íi âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ (2.1) òà-
êèìè ¹ ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i ïîñëiäîâíiñòü{

1
n

}
n∈N.

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí:
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Òâåðäæåííÿ 2.2.9. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅ íå ìiñòèòü
æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ
ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩ B. Iñíóþòü òàêi äiéñíi
÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî,
ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî êîæíà
òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç ÿêèì âîíà âõîäèòü
â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü.

Ç òâåðäæåíü 2.2.8, 2.2.9 i çàêîíiâ äå Ìîðãàíà (äèâ. òåîðåìà 1.2.14(vi)) âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 2.2.10. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � çàìêíåíi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) îá'¹äíàííÿ äâîõ çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî êîæíà ìåòðèêà d íà ìíîæèíi X ïîðîäæó¹ ñiì'þ
âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí â (X, d), à òàêîæ ñiì'þ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí â (X, d), ÿêi
çà òâåðäæåííÿìè 2.2.9 i 2.2.10 ìàþòü äóàëüíi âëàñòèâîñòi ñòîñîâíî áóëåâèõ îïåðàöié.
Òàêîæ, ðiçíi ìåòðèêè íà ôiêñîâàíié ìíîæèíi X ïîðîäæóþòü îäíàêîâi ñiì'¨ âiäêðèòèõ
(à îòæå i çàìêíåíèõ) ìíîæèí.

Ïðèêëàä 2.2.11. Ïîçàÿê ó êîæåí êâàäðàò ìîæíà âïèñàòè êîëî, ó ÿêå ìîæíà âïèñàòè
ðîìái÷íèé êâàäðàò, à â îñòàííié òàêîæ ìîæíà âïèñàòè êîëî i ò. ä. òàê, ùîá öåíòðè
êië òà òî÷êè ïåðåòèíó äiàãîíàëåé êâàäðàòiâ çáiãàëèñÿ (äèâ. ðèñ. 2.1), òî îòðèìó¹ìî,

Ðèñ. 2.1: Âïèñóâàííÿ êâàäðàòà ó êîëî òà â êîëî êâàäðàò



58 ÐÎÇÄIË 2. ÒÎÏÎËÎÃIß ÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

ùî ìåòðèêè d, d1 i d∞ íà R2 ïîðîäæóþòü îäíàêîâi ñiì'¨ âiäêðèòèõ, à îòæå é îäíàêîâi
ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî âiäêðèòi êóëi â öèõ ìåòðè÷íèõ
ïðîñòîðàõ ¹ îáëàñòÿìè, ÿêi îáìåæåíi âiäïîâiäíèìè êâàäðàòàìè ÷è êîëàìè.

Bïðàâà 2.2.4. Äîâåäiòü, ÿêùî (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî:

(i) d̃1(x, y) = min{1, d(x, y)}, x, y ∈ X;

(ii) d̃2(x, y) = 2 · d(x, y), x, y ∈ X;

(iii) d̃3(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
, x, y ∈ X,

òàêîæ ìåòðèêè íà X. Ïðè÷îìó âñi öi ìåòðèêè ïîðîäæóþòü îäíàêîâi ñiì'¨ âiäêðèòèõ
ìíîæèí.

Ç îçíà÷åííÿ âíóòðiøíüî¨ òî÷êè ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði òà ç òâåðäæåí-
íÿ 2.2.9 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 2.2.12. Ìíîæèíà âíóòðiøíiõ òî÷îê ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñ-
òîðó (X, d) � öå íàéáiëüøà âiäêðèòà ìíîæèíà â (X, d), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A.

Íàäàëi ìíîæèíó âíóòðiøíiõ òî÷îê ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
íàçèâàòèìåìî âíóòðiøíiñòþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i ïîçíà÷à-
òèìåìî ¨¨ ÷åðåç Int(A). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.2.12 âèïëèâà¹ òàêà ðiâíiñòü:

Int(A) =
⋃
{B | B ⊆ A i B − âiäêðèòà ìíîæèíà â (X, d)} .

Ç òâåðäæåííÿ 2.2.12 i çàêîíiâ äå Ìîðãàíà (äèâ. òåîðåìà 1.2.14(vi)) âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 2.2.13. Ìíîæèíà òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòî-
ðó (X, d) � öå íàéìåíøà çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó A.

Íàäàëi ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) íàçè-
âàòèìåìî çàìèêàííÿì ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨
÷åðåç A àáî Cl(A). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.2.13 âèïëèâà¹ òàêà ðiâíiñòü:

A =
⋂
{B | A ⊆ B i B − çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d)} .

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ïîçíà÷èìî

Fr(A) = A \ Int(A),

i íàçèâàòèìåìî Fr(A) ìåæåþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d).

Î÷åâèäíî, ùî â êîæíîìó äèñêðåòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìåæà êîæíî¨ éîãî
ïiäìíîæèíè ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ.

Bïðàâà 2.2.5. Äîâåäiòü, ùî ìåæà êîæíî¨ ìíîæèíè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Bïðàâà 2.2.6. Äîâåäiòü, ùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R2, d∞)
¹ âiäêðèòîþ (R2, dπ%), àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.
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Bïðàâà 2.2.7. Äîâåäiòü, ùî â ñêií÷åííîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà ìíîæèíà ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.

Bïðàâà 2.2.8. Äîâåäiòü, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði îäíîòî÷êîâà ìíî-
æèíà ¹ çàìêíåíîþ. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà
ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ.

Bïðàâà 2.2.9. Äîâåäiòü, ùî â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R, du), äå du � çâè÷àéíà ìåòðè-
êà (äèâ. âïðàâó 2.1.2), âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ îá'¹äíàííÿ íå áiëüøå, íiæ çëi÷åííî¨
êiëüêîñòi ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ (ïiä iíòåðâàëàìè â R ââàæà¹ìî ìíîæèíè
âèãëÿäó (a, b), (a,+∞), (−∞, b), a, b ∈ R).

Bïðàâà 2.2.10. Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñêií÷åííîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó êîæ-
íà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ âiäêðèòîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.14. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷-
íîìó ïðîñòîði (X, d), ÿêùî âîíà ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè
A, âiäìiííèõ âiä x0.

Ìíîæèíà óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçè-
âà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A′.

Bïðàâà 2.2.11. Äîâåäiòü, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié êóëi Bε(x0) ç öåíòðîì ó òî÷öi x0
ìiñòèòüñÿ äåÿêèé åëåìåíò a 6= x0 ìíîæèíè A.

Bïðàâà 2.2.12. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) âèêîíó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü Cl(A) = A ∪ A′.

Bïðàâà 2.2.13. Íåõàé ρ � îäíà ç ìåòðèê d1, dp (p > 3), d∞ i dπ% íà R2. Çíàéäiòü
âíóòðiøíiñòü, çàìèêàííÿ, ìåæó òà ïîõiäíó ìíîæèíó òàêèõ ïiäìíîæèí ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó (R2, ρ):

(i) A1 = {(x, y) ∈ R2 | x > −1};
(ii) A2 = {(x, y) ∈ R2 | x > −1};

(iii) A3 = {(x, y) ∈ R2 | x = 0};
(iv) A4 = {(x, y) ∈ R2 | y = 2};
(v) A5 = {(x, y) ∈ R2 | |y| 6 2};

(vi) A6 = {(x, y) ∈ R2 | x · y = 0};
(vii) A7 = {(x, y) ∈ R2 | |x| = 3 i |y| 6 3}.

Bïðàâà 2.2.14. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ìíîæèíèA ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(X, d) âèêîíó¹òüñÿ âèñëîâëåííÿ: x ∈ Int(A) àáî x ∈ Cl(X \ A).

Bïðàâà 2.2.15. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A i B ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(X, d) âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:

(i) Cl(A ∪B) = Cl(A) ∪ Cl(B);
(ii) Int(A ∩B) = Int(A) ∩ Int(B);

(iii) Cl(A ∩B) ⊆ Cl(A) ∩ Cl(B);
(iv) Int(A) ∪ Int(B) ⊆ Int(A ∪B).
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Íàâåäiòü ïðèêëàäè, ùî âêëþ÷åííÿ â òâåðäæåííÿõ (iii) i (iv) íå ìîæíà çàìiíèòè íà
ðiâíîñòi.

Bïðàâà 2.2.16. Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ äèç'þíêòíèõ ìíîæèíè A i B â R çi çâè÷àé-
íîþ ìåòðèêîþ, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü Fr(A) = Fr(B).

2.3 Âëàñòèâîñòi ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Ìíîæèí A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) íàçèâà¹òüñÿ:

• ùiëüíîþ àáî âñþäè ùiëüíîþ â X, ÿêùî Cl(A) = X;
• íiäå íå ùiëüíîþ â X, ÿêùî Int(Cl(A)) = ∅;
• êîùiëüíîþ â X, ÿêùî X \ A � ùiëüíà â X.

Î÷åâèäíî, i öå âèïëèâà¹ ç âèùå íàâåäåíèõ îçíà÷åíü, ùî ìíîæèí A ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó (X, d) ¹:

• ùiëüíîþ â X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà âiäêðèòà êóëÿ ïðîñòîðó X ìiñòèòü
òî÷êè ìíîæèíè A;
• íiäå íå ùiëüíîþ â X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè â êîæíié âiäêðèòié êóëi ïðîñòîðó
X ìiñòèòüñÿ âiäêðèòà êóëÿ, ÿêà íå ìiñòèòü òî÷îê ìíîæèíè A.

Ïðèêëàä 2.3.2. Ó ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ ìíîæèíè ðà-
öiîíàëüíèõ òà iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q i R \Q ¹ îäíî÷àñíî ùiëüíèìè òà êîùiëüíèìè
ìíîæèíàìè, à ìíîæèíè öiëèõ i íàòóðàëüíèõ ÷èñåë Z i N ¹ íiäå íå ùiëüíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.3.3. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî âií ìiñòèòü
çëi÷åííó ùiëüíó ïiäìíîæèíó.

Äiéñíi ÷èñëà çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ ¹ ñåïåðàáåëüíèì ïðîñòîðîì, îñêiëüêè ìiñòÿòü
ìíîæèíó ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿê ùiëüíó ïiäìíîæèíó. Òàêîæ, î÷åâèäíî, ùî êîæåí
íåçëi÷åííèé äèñêðåòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið íå ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ ïîõîäèòü ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Îçíà÷åííÿ 2.3.4. Ïîñëiäîâíiñòü {xn} òî÷îê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) íàçèâà¹òüñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîþ, àáî ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà
ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n0, øî d(xi, xj) < ε äëÿ âñiõ i, j > n0.

Çàóâàæèìî, ùî âñi çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè, àëå iñíóþòü ôóí-
äàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi, ÿêi íå ¹ çáiæíèìè. Íàïðèêëàä, î÷åâèäíî, ùî íà iíòåðâàëi
(0, 1) çi çâè÷àéíîþ iíäóêîâàíîþ ìåòðèêîþ ç R äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ
äî 0, ÷è äî 1 â R ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, àëå íå ¹ çáiæíîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.3.5. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ó ÿêîìó êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâ-
íiñòü ¹ çáiæíîþ, íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì. Ìåòðèêó d íà ìíîæèíi X, ñòîñîâíî ÿêî¨ ìåò-
ðè÷íèé ïðîñòið (X, d) ¹ ïîâíèì íàçèâàþòü ïîâíîþ.

Î÷åâèäíî, ùî äèñêðåòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ïîâíèì, à îòæå äèñêðåòíà ìåòðèêà
íà äîâiëüíié ìíîæèíi ¹ ïîâíîþ. Ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ òà iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q
i R \Q çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ ¹ íåïîâíèìè ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè.



2.4. ÍÅÏÅÐÅÐÂÍI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ 61

Òâåðäæåííÿ 2.3.6. Çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ ïîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X ′ � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X. Òîäi
êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {xn} ó X ′ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â X, îñêiëüêè
çâóæåííÿ ìåòðèêè ïðîñòîðó X íà X ′ çáiãà¹òüñÿ ç ìåòðèêîþ ïðîñòîðó X ′. Ó ïîâíî-
ìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi {xn}, ÿêà ìiñòèòüñÿ â X ′,
îñêiëüêè X ′ � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.

Bïðàâà 2.3.1. ×è ìîæå ñêií÷åííà ìíîæèíà áóòè ùiëüíîþ â íåñêií÷åííîìó ìåòðè÷-
íîìó ïðîñòîði? À çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â íåçëi÷åííîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði?

Bïðàâà 2.3.2. Äîâåäiòü, ùî êîæåí ñêií÷åííèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ïîâíèì.

2.4 Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 2.4.1. Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà-
¹òüñÿ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} â X, ÿêà
çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè x0, ïîñëiäîâíiñòü {f(xn)} çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè f(x0) â X ′.

Ïðîñòèìè ñëîâàìè íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d)→
(X ′, d′) â òî÷öi x0 ∈ X îçíà÷à¹, ùî êîëè ïðè ïîñëiäîâíîìó íàáëèæåííi x äî òî÷êè
x0 çíà÷åííÿ f(x) òàêîæ çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè f(x0) â X ′. Âiäîáðàæåííÿ ÿêå íå ¹ íåïå-
ðåðâíèì ó òî÷öi x0 ∈ X íàçèâà¹òüñÿ ðîçðèâíèì â öié òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ 2.4.2. Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà-
¹òüñÿ íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi x ∈ X.

Ïðèêëàä 2.4.3. Î÷åâèäíî, ùî êîæíå òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ç ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
â ñåáå ¹ íåïåðåðâíèì, à òàêîæ êîæíå ñòàëå âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹
íåïåðåðâíèì.

Iñíó¹ iíøå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ â òî÷öi, ÿêå
íå ïîâ'ÿçàíå ç ïîíÿòòÿì ïîñëiäîâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.4.4. Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d)→ (X ′, d′) íàçèâà¹-
òüñÿ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹
òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ d(x, x0) < δ â X âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà d′(f(x), f(x0)) < ε â X ′.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ êóëi, îçíà÷åííÿ 2.4.4 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâà-
òè òàê:

Îçíà÷åííÿ 2.4.5. Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà-
¹òüñÿ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ êóëi Bε(f(x0)) â X ′ ç öåíòðîì
â òî÷öi f(x0) iñíó¹ êóëÿ Bδ(x0) â X ç öåíòðîì â òî÷öi x0 òàêà, ùî

f(Bδ(x0)) ⊆ Bε(f(x0)).

Îçíà÷åííÿ 2.4.4 i 2.4.5 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿìè íåïåðåðâíîñòi çà Êîøi , àáî
îçíà÷åííÿìè ìîâîþ ε− δ, à îçíà÷åííÿ 2.4.1 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿì íåïåðåðâíîñòi
çà Ãåéíå, àáî îçíà÷åííÿì ìîâîþ ïîñëiäîâíîñòåé.
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Òâåðäæåííÿ 2.4.6. Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d)→ (X ′, d′) íåïå-
ðåðâíå â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî íåïåðåðâíå â
òî÷öi x0 ∈ X çà Êîøi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d)→ (X ′, d′) íåïåðåðâ-
íå â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå. Ïðèïóñòèìî, ùî f íå ¹ íåïåðåðâíèì çà Êîøi â
òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 ó êîæíié êóëi Bδ(x0), δ > 0,
ìiñòèòüñÿ òàêà òî÷êà x, ùî f(x) /∈ Bε(f(x0)). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n ÷åðåç xn ïîçíà÷èìî ñàìå òàêó òî÷êó ç êóëi B1/n(x0), îáðàç ÿêî¨ íå ìiñòèòüñÿ â
Bε(f(x0)). Òîäi lim

n→+∞
xn = x0, àëå ãàðàíòîâàíî ìà¹ìî, ùî lim

n→+∞
f(xn) 6= f(x0), ùî

ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f : (X, d)→ (X ′, d′) â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå,
îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.

Òåïåð, íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íåïåðåðâíå
â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Êîøi, i lim

n→+∞
xn = x0 äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} â

(X, d). Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî äëÿ âñiõ
x ∈ X, ç d(x, x0) < δ â X âèïëèâà¹, ùî d′(f(x), f(x0)) < ε â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ′.
Çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi äëÿ öüîãî ÷èñëà δ > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå
÷èñëî n0, ùî d(xn, x0) < δ äëÿ âñiõ n > n0. Îòæå, d′(f(xn), f(x0)) < ε äëÿ âñiõ
n > n0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî lim

n→+∞
f(xn) = f(x0). Òàêèì ÷èíîì, f : (X, d) → (X ′, d′)

íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå

Òåîðåìà 2.4.7. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) òàêi
óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) f � íåïåðåðâíå;

(ii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X;

(iii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(K) çàìêíåíî¨ ìíîæèíè K â X ′ ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ
â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Ïðèïóñòèìî, ùî f : (X, d)→ (X ′, d′) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåí-
íÿ òà U âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ′. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨
òî÷êè x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bε(f(x)) ç öåíòðîì â òî÷öi
f(x) â X ′, ùî Bε(f(x)) ⊆ U . Ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà
âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x) ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)) ⊆ U.

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî x � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè f−1(U), à îòæå ïîâíèé
ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði X.

(ii)⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â ìåòðè÷íîìó ïðîñ-
òîði X ′ ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó
òî÷êó x ∈ X. Íåõàé Bε(f(x)) � äîâiëüíà âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â
X ′. Òîäi ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Bε(f(x))) ¹ âiäêðèòîþ
ìíîæèíîþ â X. Îòæå, äëÿ òî÷êè x iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x) ç öåíòðîì â òî÷öi
x â X, ùî Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))). Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)), à îòæå
f : (X, d)→ (X ′, d′) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x ∈ X.

Åêâiâàëåíòíiñòü (ii)⇔ (iii) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.2.8.
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Òåîðåìà 2.4.8. Íåõàé f : (X, d) → (X ′, d′) i g : (X ′, d′) → (X ′′, d′′) � âiäîáðàæåííÿ
ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Òîäi:

(i) ÿêùî f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x0 ∈ X i g � íåïåðåðâíå â òî÷öi
y0 = f(x0) ∈ X ′, òî êîìïîçèöiÿ g ◦ f : (X, d) → (X ′′, d′′) � íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ â òî÷öi x0 ∈ X;

(ii) ÿêùî f i g � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, òî êîìïîçèöiÿ g ◦ f � íåïåðåðâíå âi-
äîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi çà Êîøi, à òâåðä-
æåííÿ (i) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.4.7.

Bïðàâà 2.4.1. ×è ñïðàâäæóþòüñÿ òâåðäæåííÿ îáåðíåíi äî òâåðäæåíü òåîðåìè 2.4.8.

Bïðàâà 2.4.2. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñ-
òîðó â äîâiëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ íåïåðåðâíèì.

Bïðàâà 2.4.3. Äîâåäiòü, ÿêùî (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið òàêèé, ùî äîâiëüíå âiäîá-
ðàæåííÿ f : (X, d) → (X ′, d′) â äîâiëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X ′, d′) ¹ íåïåðåðâíèì,
òî (X, d) � äèñêðåòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið.



Ðîçäië 3

Òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè

3.1 Îçíà÷åííÿ

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Òîïîëîãi¹þ íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñiì'ÿ τ ïiäìíîæèí
ìíîæèíè X, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(O1) ∅, X ∈ τ ;
(O2) U ∩ V ∈ τ äëÿ äîâiëüíèõ U, V ∈ τ ;
(O3)

⋃
i∈I

Ui ∈ τ äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñiì'¨ {Ui}i∈I ⊆ τ .

Òîáòî òîïîëîãiÿ íà ìíîæèíi X � öå òàêà ñiì'ÿ τ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ùî:

(T 1) τ ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅ i ñàìó ìíîæèíó X;
(T 2) τ ¹ çàìêíåíîþ ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ;
(T 3) τ ¹ çàìêíåíîþ ñòîñîâíî äîâiëüíèõ îá'¹äíàíü.

Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè ÷è ñiì'ÿ τ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X ¹ òî-
ïîëîãi¹þ íà X äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî τ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (T 1)− (T 3).

Ïàðà (X, τ), äå X � ìíîæèíà, à τ � òîïîëîãiÿ íà X, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì. Åëåìåíòè ñiì'¨ τ íàçèâàþòüñÿ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τ). Åëåìåíòè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó áóäåìî íàçèâàòè òî÷êàìè.

Ïðèêëàä 3.1.2. Íà îäíîåëåìåíòíié ìíîæèíi X = {a} iñíó¹ ëèøå îäíà òîïîëîãiÿ
τ = {∅, X}.
Ïðèêëàä 3.1.3. Íà ìíîæèíi X, ÿêà ìiñòèòü õî÷à á äâà åëåìåíòè, çàâæäè iñíó¹ õî÷à
á äâi ðiçíi òîïîëîãi¨:

(i) τad = {∅, X} � àíòèäèñêðåòíà;
(ii) τd = {A | A ⊆ X} = P(X) � äèñêðåòíà.

Ìíîæèíà X ç àíòèäèñêðåòíîþ (âiäï., äèñêðåòíîþ) òîïîëîãi¹þ íàçèâà¹òüñÿ àíòèäèñ-
êðåòíèì (âiäï., äèñêðåòíèì) òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì, àáî ïðîñòî àíòèäèñêðåòíèì
(âiäï., äèñêðåòíèì) ïðîñòîðîì.

Çàóâàæèìî, ç òâåðäæåííÿ 2.2.9 âèïëèâà¹, ùî êîæíà ìåòðèêà íà ìíîæèíi X ïî-
ðîäæó¹ ñiì'þ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí, ÿêà ¹ òîïîëîãi¹þ íà X. Òàê, çîêðåìà äèñêðåòíà
ìåòðèêà íà ìíîæèíi X ïîðîäæó¹ äèñêðåòíó òîïîëîãiþ íà X. Îäíàê, iñíóþòü òî-
ïîëîãi¨, ÿêi íå ïîðîäæóþòüñÿ æîäíèìè ìåòðèêàìè, çîêðåìà òàêîþ ¹ àíòèäèñêðåòíà
òîïîëîãiÿ íà íåïîðîæíié íåîäíîòî÷êîâié ìíîæèíi.

64
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Bïðàâà 3.1.1. Îïèøiòü âñi òîïîëîãi¨ íà äâîåëåìåíòíié ìíîæèíi.

Bïðàâà 3.1.2. Îïèøiòü âñi òîïîëîãi¨ íà òðèåëåìåíòíié ìíîæèíi.

Bïðàâà 3.1.3. Ñêiëüêè iñíó¹ òîïîëîãié íà ìíîæèíi, ÿêà ìà¹ n åëåìåíòiâ (n ∈ N)?

Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X. ßêùî τ1 ⊆ τ2, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî τ1
¹ ñëàáøîþ çà τ2, ÷è τ1 ¹ ãðóáøîþ çà τ2, à τ2 ¹ ñèëüíiøîþ çà τ1, ÷è τ2 ¹ òîíüøîþ çà τ1,
i öå çàïèñóâàòèìåìî òàê τ1 6 τ2. ßêùî òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi X âèêîíó¹òüñÿ
îäíà ç óìîâ τ1 6 τ2, ÷è τ2 6 τ1, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òîïîëîãi¨ τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
X ïîðiâíÿëüíi . Î÷åâèäíî, ùî àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ íà ìíîæèíi X ¹ ñëàáøîþ çà
äîâiëüíó òîïîëîãiþ íà X, òîáòî âîíà ¹ íàéñëàáøîþ òîïîëîãi¹þ íà X, à äèñêðåòíà
òîïîëîãiÿ íà ìíîæèíi X ¹ ñèëüíiøîþ çà äîâiëüíó òîïîëîãiþ íà X, òîáòî âîíà ¹
íàéñèëüíiøîþ òîïîëîãi¹þ íà X. Iíøèìè ñëîâàìè, äîâiëüíà òîïîëîãiÿ τ íà ôiêñîâàíié
ìíîæèíi X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó τad 6 τ 6 τd, à îòæå âñi òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X
óòâîðþþòü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó ñòîñîâíî âèùå îçíà÷åíîãî âiäíîøåííÿ
6.

Ïðèêëàä 3.1.4. Íà äâîåëåìåíòíié ìíîæèíi X = {a, b} òîïîëîãiþ τ2 = {∅, X, {a}}
áóäåìî íàçèâàòè òîïîëîãi¹þ çâ'ÿçíî¨ äâîêðàïêè àáî òîïîëîãi¹þ Ñ¹ðïiíüñüêîãî, à ñàì
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ2) � çâ'ÿçíîþ äâîêðàïêîþ àáî ïðîñòîðîì Ñ¹ðïiíüñüêîãî.
Î÷åâèäíî, ùî τad 6 τ2 6 τd íà X = {a, b}. Òàêîæ τ ′2 = {∅, X, {b}} ¹ òîïîëîãi¹þ
çâ'ÿçíî¨ äâîêðàïêè íà X, ïðè÷îìó τad 6 τ ′2 6 τd, àëå òîïîëîãi¨ τ2 i τ ′2 ¹ íåïîðiâíÿëü-
íèìè íà äâîåëåìåíòíié ìíîæèíi X.

Îçíà÷åííÿ 3.1.5. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè
x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x.

Ïðèêëàä 3.1.6. Ó àíòèäèñêðåòíîìó ïðîñòîði (X, τad) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ¹äèíèì ¨¨
îêîëîì ¹ ñàìà ìíîæèíà X.

Bïðàâà 3.1.4. Îïèøiòü îêîëè òî÷îê ó äèñêðåòíîìó ïðîñòîði.

Bïðàâà 3.1.5. Îïèøiòü îêîëè òî÷îê ó çâ'ÿçíié äâîêðàïöi.

Îçíà÷åííÿ 3.1.7. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ïiäìíîæèíà A ⊆ X íàçè-
âà¹òüñÿ çàìêíåíîþ â (X, τ), ÿêùî X \ A � âiäêðèòà â (X, τ), òîáòî X \ A ∈ τ .

Ïðèêëàä 3.1.8. Ó àíòèäèñêðåòíîìó ïðîñòîði (X, τad) çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè ¹ ëè-
øå ∅ òà X.

Ïðèêëàä 3.1.9. Ó äèñêðåòíîìó ïðîñòîði (X, τd) çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè ¹ äîâiëüíi
ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X.

Ïðèêëàä 3.1.10. Ïåðåâiðèòè, ÿêi ç íèæ÷å íàâåäåíèõ ñiìåé ïiäìíîæèíè ìíîæèíè
äiéñíèõ ÷èñåë R ¹ òîïîëîãiÿìè íà R:

(i) γ1 = {∅,R, (−∞, 0), [0,+∞)};
(ii) γ2 = {∅,R, {(−∞, k] | k ∈ Z}};

(iii) γ3 = {∅,R,N,Z,Q};
(iv) γ4 = {∅,R, {(−∞, k) | k ∈ Q}};
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(v) γ5 = {∅,R, {Uk = {0} ∪ [k,+∞) | k ∈ N}}.

Ðîçâ'ÿçîê. ßê áóëî çàçíà÷åíî ðàíiøå, äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè ÷è ñiì'ÿ τ ïiä-
ìíîæèí ìíîæèíè X ¹ òîïîëîãi¹þ íà X äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî τ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
(T 1), (T 2) òà (T 3).

(i) Óìîâà (T 1) âèêîíó¹òüñÿ: ∅,R ∈ γ1.
Óìîâà (T 2) âèêîíó¹òüñÿ, âðàõóâàâøè, ùî îïåðàöiÿ ïåðåòèí �∩� ¹ iäåìïîòåíòíîþ:

∅ ∩ R = ∅ ∩ (−∞, 0) = ∅ ∩ [0,+∞) = (−∞, 0) ∩ [0,+∞) = ∅ ∈ γ1,

R ∩ (−∞, 0) = (−∞, 0) ∈ γ1,

R ∩ [0,+∞) = [0,+∞) ∈ γ1.

Óìîâà (T 3) âèêîíó¹òüñÿ, âðàõóâàâøè, ùî îïåðàöiÿ îá'¹äíàííÿ �∪� ¹ iäåìïîòåíò-
íîþ:

∅ ∪ R = R ∪ (−∞, 0) = R ∪ [0,+∞) = (−∞, 0) ∪ [0,+∞) = R ∈ γ1,

∅ ∪ (−∞, 0) = (−∞, 0) ∈ γ1,

∅ ∪ [0,+∞) = [0,+∞) ∈ γ1.

Îòæå, ñiì'ÿ γ1 ¹ òîïîëîãi¹þ íà R.
(ii) Óìîâà (T 1) âèêîíó¹òüñÿ: ∅,R ∈ γ2.
Óìîâà (T 2) âèêîíó¹òüñÿ, âðàõóâàâøè, ùî îïåðàöiÿ ïåðåòèí �∩� ¹ iäåìïîòåíòíîþ,

à òàêîæ ∅ ∩ A = ∅ i R ∩ A = A äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ R:

(−∞, k1] ∩ (−∞, k2] = (−∞, k], äå k = min {k1, k2} .

Óìîâà (T 3) âèêîíó¹òüñÿ, âðàõóâàâøè, ùî îïåðàöiÿ îá'¹äíàííÿ �∪� ¹ iäåìïîòåíò-
íîþ, à òàêîæ ∅ ∪ A = A i R ∪ A = R äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ R:⋃

k∈J⊆Z

(−∞, k] =

{
(−∞, k0], ÿêùî J ìiñòèòü ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò k0;

R, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Îòæå, ñiì'ÿ γ2 ¹ òîïîëîãi¹þ íà R.
(iii) Óìîâà (T 1) âèêîíó¹òüñÿ: ∅,R ∈ γ3. Îñêiëüêè ñiì'ÿ γ3 ñêií÷åííà òà ∅ ⊂

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R, òî γ3 çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ òà îá'¹äíàíü, òîáòî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè (T 2) i (T 3).

Îòæå, ñiì'ÿ γ3 ¹ òîïîëîãi¹þ íà R.
(iv) Ñiì'ÿ γ4 íå ¹ òîïîëîãi¹þ íà R, îñêiëüêè âîíà íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (T 3).

Ñïðàâäi, íåõàé {qi}i∈N � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî iððàöiîíàëüíîãî ÷èñëà r. Òîäi⋃

i∈N

(−∞, qi) = (−∞, r) /∈ γ3,

îñêiëüêè r /∈ Q.
(v) Óìîâà (T 1) âèêîíó¹òüñÿ: ∅,R ∈ γ5.
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Óìîâà (T 2) âèêîíó¹òüñÿ, âðàõóâàâøè, ùî îïåðàöiÿ ïåðåòèí �∩� ¹ iäåìïîòåíòíîþ,
à òàêîæ ∅ ∩ A = ∅ i R ∩ A = A äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ R:

Uk1 ∩ Uk2 = {0} ∪ [k,+∞) = Uk, äå k = max {k1, k2} .

Óìîâà (T 3) âèêîíó¹òüñÿ, âðàõóâàâøè, ùî îïåðàöiÿ îá'¹äíàííÿ �∪� ¹ iäåìïîòåíò-
íîþ, à òàêîæ ∅ ∪ A = A i R ∪ A = R äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ R:⋃

k∈J⊆N

Uk = Uk0 = {0} ∪ [k0,+∞) , äå k0 = min J.

Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà J ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N
ìiñòèòü ìiíiìàëüíèé åëåìåíò, îñêiëüêè îñòàííÿ ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ çi çâè÷àéíèì
ëiíiéíèì ïîðÿäêîì.

Îòæå, ñiì'ÿ γ5 ¹ òîïîëîãi¹þ íà R.

×åðåç C (X, τ) ïîçíà÷èìî ñiì'þ âñiõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó (X, τ). Òîäi ç çàêîíiâ äå Ìîðãàíà (äèâ. òåîðåìà 1.2.14(vi)) âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ
C (X, τ) çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(C 1) ∅, X ∈ C (X, τ);
(C 2) A ∪B ∈ C (X, τ) äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ C (X, τ);

(C 3)
⋂
i∈I

Ai ∈ C (X, τ) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñiì'¨ {Ai}i∈I ⊆ C (X, τ).

Âèêîíó¹òüñÿ é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, ÿêå âèïëèâà¹ ç çàêîíiâ äå Ìîðãàíà:

(X \ F1) ∩ (X \ F2) = X \ (F1 ∪ F2)

i ⋃
{X \ F | F ∈ F} = X \

⋂
{F | F ∈ F} .

Òâåðäæåííÿ 3.1.11. ßêùî ñiì'ÿ C ïiäìíîæèí ìíîæèíè X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
(C 1), (C 2) i (C 3), òî ñiì'ÿ τ = {X \ F | F ∈ C } ¹ òîïîëîãi¹þ íà X.

Ç òâåðäæåííÿ 3.1.11 âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãiþ ìîæíà ââîäèòè ÷åðåç çàìêíåíi ìíî-
æèíè.

Ïðèêëàä 3.1.12. Íåõàé X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà i ñiì'ÿ C (X) ñêëàäà¹òüñÿ ç X i
âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí â X. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'ÿ C (X) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (C 1),
(C 2) i (C 3), à îòæå âñi äîïîâíåííÿ â X äî åëåìåíòiâ ñiì'¨ C (X), à ñàìå ∅ òà ïiäìíî-
æèíè â X çi ñêií÷åííèìè äîïîâíåííÿìè, óòâîðþþòü òîïîëîãiþ íà X. Òàêà òîïîëîãiÿ
íà íåñêií÷åííié ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ êîñêií÷åííîþ òîïîëîãi¹þ, à íà ñêií÷åííié
ìíîæèíi X òàê âèçíà÷åíà òîïîëîãiÿ ¹ äèñêðåòíîþ.

Ïðèêëàä 3.1.13. Íåõàé X � íåçëi÷åííà ìíîæèíà. Òîäi ñiì'ÿ C (X) âñiõ çëi÷åííèõ
i ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí â X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (C 1), (C 2) i (C 3), à îòæå âñi äîïîâ-
íåííÿ â X äî åëåìåíòiâ ñiì'¨ C (X), à ñàìå ∅ òà ïiäìíîæèíè â X çi ñêií÷åííèìè òà
çëi÷åííèìè äîïîâíåííÿìè, óòâîðþþòü òîïîëîãiþ íàX. Òàêà òîïîëîãiÿ íà íåçëi÷åííié
ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ êîçëi÷åííîþ òîïîëîãi¹þ.
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Îçíà÷åííÿ 3.1.14. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A ⊆ X. Òî÷êà x ∈ A íà-
çèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A, ÿêùî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà
U â (X, τ), ùî x ∈ U ⊆ A. Ìíîæèíó

Int(A) = {x ∈ A | x− âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè A}

áóäåìî íàçèâàòè âíóòðiøíiñòþ ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ).

Îòîæ, âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ) ñêëàäà¹òüñÿ ç
óñiõ òî÷îê ìíîæèíè A, ÿêi ðàçîì çi ñâî¨ìè âiäêðèòèìè îêîëàìè ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi
A, òîáòî Int(A) � öå îá'¹äíàííÿ âñiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â A. Î÷åâè-
äíî, ùî Int(A) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, ïðè÷îìó íàéáiëüøîþ ñåðåä òàêèõ âiäêðèòèõ
ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ), ÿêi ìiñòÿòüñÿ â A, à îòæå Int(A) ⊆ A äëÿ
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X.

Íàäàëi, ÿêùî x ∈ Int(A) â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ), òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî
ìíîæèíà A ¹ îêîëîì òî÷êè x.

Îçíà÷åííÿ 3.1.15. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A ⊆ X. Òî÷êà x ∈ X
íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A, ÿêùî êîæåí âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x
ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó A. Ìíîæèíó

Cl(A) = {x ∈ X | x− òî÷êà äîòèêó ìíîæèíè A}

áóäåìî íàçèâàòè çàìèêàííÿì ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ). Òàêîæ,
çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

ßê ìè áà÷èëè ðàíiøå âiäðèòi òà çàìêíåíi ïiäìíîæèíè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòî-
ði ìàþòü äóàëüíi âëàñòèâîñòi, òîáòî ¨õ âëàñòèâî¨ ïî¹äíàíi çàêîíàìè äå Ìîðãàíà. Ç
òâåðäæåííÿ 3.1.16 âèïëèâà¹, ùî ïîíÿòòÿ âíóòðiøíîñòi òà çàìèêàííÿ ìíîæèíè â òî-
ïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ¹ òàêîæ äóàëüíèìè.

Òâåðäæåííÿ 3.1.16. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A ⊆ X. Òîäi òî÷êà
x ∈ X � òî÷êà äîòèêó ìíîæèíè A òîäi i ëèøå òîäi êîëè x íå ¹ âíóòðiøíüîþ
òî÷êîþ äîïîâíåííÿ X \ A äî ìíîæèíè A â (X, τ).

Äîâåäåííÿ. (⇒) Íåõàé x ∈ Cl(A). Òîäi êîæíèé âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x â òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ) ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó A. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî U * X \ A äëÿ
äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè x â (X, τ), à îòæå x /∈ Int(X \ A).

(⇐) Íåõàé x /∈ Int(X \ A). Òîäi U * X \ A äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U
òî÷êè x â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ), à îòæå U ∩ A 6= ∅. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
x ∈ Cl(A).

Ç âëàñòèâîñòåé âíóòðiøíîñòi ìíîæèíè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði òà òâåðäæåííÿ
3.1.16 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 3.1.17. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A ⊆ X. Òîäi:

(i) Cl(A) � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â (X, τ);

(ii) Cl(A) � íàéìåíøà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â (X, τ), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó A;

(iii) Cl(A) � ïåðåòèí óñiõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí â (X, τ), ÿêi ìiñòèòü ìíîæèíó
A;
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(iv) Cl(A) = X \ Int(X \ A);

(v) ÿêùî U � âiäêðèòà ìíîæèíà ìíîæèíà â (X, τ) i U∩A = ∅, òî U∩Cl(A) = ∅;
(vi) ÿêùî B ⊆ A, òî Cl(B) ⊆ Cl(A).

Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ (iv) íàñëiäêó 3.1.17 äà¹ çìîãó øóêàòè çàìèêàííÿ ìíî-
æèíè ìåòîäîì ïîøóêó âíóòðiøíiõ òî÷îê äîïîâíåííÿ öi¹¨ ìíîæèíè.

Âiäïîâiäíiñòü, ÿêà êîæíié ìíîæèíi A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) ñòàâèòü ¨¨
çàìèêàííÿ Cl(A) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ íà ìíîæèíi X.

Òåîðåìà 3.1.18. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A,B ⊆ X. Òîäi îïåðàòîð
çàìèêàííÿ ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(CO1) Cl(∅) = ∅;
(CO2) A ⊆ Cl(A);

(CO3) Cl(A ∪B) = Cl(A) ∪ Cl(B);

(CO4) Cl(A) = Cl(Cl(A)).

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi (CO1) i (CO2) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ îïåðàòî-
ðà çàìèêàííÿ, à âëàñòèâiñòü (CO4) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî Cl(A) � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà
â (X, τ).

(CO3) Ç íàñëiäêó 3.1.17(vi) âèïëèâà¹, ùî Cl(A) ⊆ Cl(A ∪ B) i Cl(B) ⊆ Cl(A ∪ B),
à îòæå Cl(A) ∪ Cl(B) ⊆ Cl(A ∪B).

Ç âëàñòèâîñòi (CO2) âèïëèâà¹, ùî âèêîíóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ A ⊆ Cl(A) i B ⊆ Cl(B),
à òîìó A∪B ⊆ Cl(A)∪Cl(B). Ìíîæèíà Cl(A)∪Cl(B), ÿê îá'¹äíàííÿ äâîõ çàìêíåíèõ
ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ, à îòæå îòðèìó¹ìî, ùî Cl(A ∪ B) ⊆ Cl(A) ∪ Cl(B), çâiäêè i
âèïëèâà¹ íåîáõiäíà ðiâíiñòü Cl(A ∪B) = Cl(A) ∪ Cl(B).

Âiäïîâiäíiñòü, ÿêà êîæíié ìíîæèíi A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) ñòàâèòü ¨¨
âíóòðiøíiñòü Int(A) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âçÿòòÿ âíóòðiøíîñòi íà ìíîæèíi X.

Âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà âçÿòòÿ âíóòðiøíîñòi äóàëüíi âëàñòèâîñòÿì (CO1)�(CO4) i
ïåðåëi÷åíi â íàñòóïíié òåîðåìi, ÿêà âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.1.17(iv), òåîðåìè 3.1.18 i
çàêîíiâ äå Ìîðãàíà.

Òåîðåìà 3.1.19. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A,B ⊆ X. Òîäi îïåðàòîð
âçÿòòÿ âíóòðiøíîñòi ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(OO1) Int(∅) = ∅;
(OO2) Int(A) ⊆ A;

(OO3) Int(A ∩B) = Int(A) ∩ Int(B);

(OO4) Int(A) = Int(Int(A)).

Bïðàâà 3.1.6. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.1.19.

Çàóâàæåííÿ 3.1.20. ßêùî íà ìíîæèíi X çàäàíî îïåðàòîðè Cl i Int, äëÿ ÿêèõ âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè (CO1)�(CO4), ÷è (OO1)�(OO4), âiäïîâiäíî, òî âîíè ïîðîäæóþòü ñiì'þ
ïiäìíîæèí â X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (C 1)�(C 3), ÷è ñiì'þ ïiäìíîæèí â X, ÿêà
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (O1)�(O3), âiäïîâiäíî. Îòîæ, êîæåí ç öèõ îïåðàòîðiâ âèçíà÷à¹
äåÿêó òîïîëîãiþ τ íà X, äëÿ ÿêî¨ îïåðàòîð Cl, ÷è îïåðàòîð Int, ¹ îïåðàòîðîì çàìèêà-
ííÿ, ÷è îïåðàòîðîì âçÿòòÿ âíóòðiøíîñòi, âiäïîâiäíî. Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæíà
çíàéòè çîêðåìà â ìîíîãðàôi¨ [1, ïiäðîçäië 1.2]. Ó öèõ âèïàäêàõ ìè áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî îïåðàòîð Cl, ÷è îïåðàòîð Int, ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ íà ìíîæèíi X.



70 ÐÎÇÄIË 3. ÒÎÏÎËÎÃI×ÍI ÏÐÎÑÒÎÐÈ

Ïðèêëàä 3.1.21. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè,
i íåõàé x0 � äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪
{x0} äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â X,
çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi îäíîòî÷-
êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Ïðèêëàä 3.1.22. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà. Òîäi òðèâiàëüíèé îïåðàòîð Cl(A) =
A íà X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4) i âèçíà÷à¹ äèñêðåòíó òîïîëîãiþ τd, à îïåðàòîð

Cl(A) =

{
∅, ÿêùî A = ∅;
X, ÿêùî A 6= ∅

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4) i âèçíà÷à¹ àíòèäèñêðåòíó òîïîëîãiþ τad íà X.

Ïðèêëàä 3.1.23. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè,
i íåõàé X0 ⊂ X � òàêà ïiäìíîæèíà, ùî |X \X0| > 1. Ïðèéìåìî Int(A) = A ∩ X0

äëÿ äîâiëüíî¨ âëàñíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X i Int(X) = X. Âèçíà÷åíèé òàê îïåðàòîð
âçÿòòÿ âíóòðiøíîñòi çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (OO1)�(OO4). Óñi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X0 i
ñàìà ìíîæèíà X � ¹äèíi ïiäìíîæèíè â X, ÿêi âiäêðèòi ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîä-
æåíî¨ öèì îïåðàòîðîì. ßêùî X0 = ∅, òî òîïîëîãiÿ ïîðîäæåíà öèì îïåðàòîðîì ¹
àíòèäèñêðåòíîþ.

Ïðèêëàä 3.1.24. ÍåõàéX � äîâiëüíà ìíîæèíà. Òîäi òðèâiàëüíèé îïåðàòîð Int(A) =
A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (OO1)�(OO4) i âèçíà÷à¹ äèñêðåòíó òîïîëîãiþ τd íà X.

Íàäàëi äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ) áóäåìî ïîçíà÷àòè
ïðîñòî ÷åðåç X.

Òåïåð ïîøèðèìî íà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i äåÿêi iíøi ïîíÿòòÿ, ÿêi ìè âèçíà÷èëè
äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèçíà÷èìî ìåæó ìíî-
æèíè A ÿê ìíîæèíó

Fr(A) = Cl(A) ∩ Cl(X \ A) = Cl(A) \ Int(A).

Íàéâàæëèâiøi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà âçÿòòÿ ãðàíèöi ìíîæèíè ïåðåëi÷åíî â òàêié
òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.1.25. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A,B ⊆ X. Òîäi:

(1) Int(A) = A \ Fr(A);

(2) Cl(A) = A ∪ Fr(A);

(3) Fr(A ∪B) ⊆ Fr(A) ∪ Fr(B);

(4) Fr(A ∩B) ⊆ Fr(A) ∪ Fr(B);

(5) Fr(X \ A) = Fr(A);

(6) X = Int(A) ∪ Fr(A) ∪ Int(X \ A);

(7) Fr(Cl(A)) ⊆ Fr(A);

(8) Fr(Int(A)) ⊆ Fr(A);

(9) ìíîæèíà A âiäêðèòà â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Fr(A) = Cl(A) \ A;



3.1. ÎÇÍÀ×ÅÍÍß 71

(10) ìíîæèíà A çàìêíåíà â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Fr(A) = A \ Int(A);

(11) ìíîæèíà A âiäêðèòî-çàìêíåíà â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Fr(A) = ∅.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi (1)�(11) ïåðåâiðÿþòüñÿ ïðîñòèìè îá÷èñëåííÿìè. Ó ÿêîñòi
çðàçêà äîâåäåìî âëàñòèâîñòi (1):

A \ Fr(A) = A \ (Cl(A) ∩ Cl(X \ A)) =

= (A \ Cl(A)) ∪ (A \ Cl(X \ A)) =

= A \ Cl(X \ A) =

= A ∩ Int(A) =

= Int(A)

i (3):

Fr(A ∪B) = Cl(A ∪B) ∩ Cl(X \ (A ∪B)) =

= (Cl(A) ∪ Cl(B)) ∩ Cl((X \ A) ∩ (X \B)) ⊆
⊆ (Cl(A) ∪ Cl(B)) ∩ Cl(X \ A) ∩ Cl(X \B) ⊆
⊆ (Cl(A) ∩ Cl(X \ A)) ∪ (Cl(B) ∩ Cl(X \B)) =

= Fr(A) ∪ Fr(B).

Bïðàâà 3.1.7. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ (2), (4)�(11) òåîðåìè 3.1.25.

Òî÷êà x0 òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ íàêîïè÷åííÿ àáî ãðàíè÷-
íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A ⊆ X, ÿêùî x0 ∈ Cl(A \ {x0}). Ìíîæèíà òî÷îê íàêîïè÷åííÿ
ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè
A òà ïîçíà÷à¹òüñÿ Ad.

Òî÷êè ìíîæèíè A\Ad íàçèâàþòüñÿ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè ìíîæèíè A â òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði X. Òî÷êà x0 ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {x0} âiäêðèòà â X. Ñïðàâäi, îäíîòî÷êîâà
ìíîæèíà {x0} âiäêðèòà â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè {x0} = X \ Cl(X \ {x0}), òîáòî
êîëè x0 /∈ Cl(X \ {x0}).

Òåîðåìà 3.1.26. Ïîõiäíà ìíîæèíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(1) Cl(A) = A ∪ Ad;
(2) ÿêùî A ⊆ B, òî Ad ⊆ Bd;

(3) (A ∪B)d = Ad ∪Bd;

(4)
⋃
i∈I

Adi =
( ⋃
i∈I

Ai

)d
.

Bïðàâà 3.1.8. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.1.26.

Îçíà÷åííÿ 3.1.27. Ìíîæèí A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ:

• ùiëüíîþ àáî âñþäè ùiëüíîþ â X, ÿêùî Cl(A) = X;
• íiäå íå ùiëüíîþ â X, ÿêùî Int(Cl(A)) = ∅;
• êîùiëüíîþ â X, ÿêùî X \ A � ùiëüíà â X;
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• ùiëüíîþ â ñîái, ÿêùî A ⊆ Ad.

Òâåðäæåííÿ 3.1.28. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

1. Ìíîæèíà A ¹ ùiëüíîþ â ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà íåïîðîæ-
íÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X ìiñòèòü òî÷êè ìíîæèíè A.

2. Ìíîæèíà A ¹ êîùiëüíîþ â ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà íå-
ïîðîæíÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X ìiñòèòü òî÷êè äîïîâíåííÿ ìíîæèíè A.

3. Ìíîæèíà A ¹ íiäå ùiëüíîþ â ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà íå-
ïîðîæíÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X ìiñòèòü íåïîðîæíþ âiäêðèòó ìíîæèíó,
ÿêà íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ A.

Ïðèêëàä 3.1.29. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì'¨ òîïîëîãié íà ìíîæèíi X ¹
çíîâó òîïîëîãi¹þ íà X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé {τi | i ∈ J} � ñiì'ÿ òîïîëîãié íà ìíîæèíi X.

Îñêiëüêè ∅, X ∈ τi äëÿ êîæíîãî iíäåêñà i ∈ J, òî

∅, X ∈
⋂
i∈J

τi.

Ïðèïóñòèìî, ùî A,B ∈
⋂
i∈J

τi. Òîäi äëÿ êîæíîãî iíäåêñà i ∈ J ìà¹ìî, ùî A,B ∈ τi,

à îòæå A ∩B ∈ τi äëÿ êîæíîãî iíäåêñà i ∈ J. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A ∩B ∈
⋂
i∈J

τi.

Íåõàé {Aj | j ∈ A0} � òàêà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ùî Aj ∈
⋂
i∈J

τi äëÿ äî-

âiëüíîãî j ∈ A0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ A0 i äëÿ êîæíîãî i ∈ J ìà¹ìî, ùî Aj ∈ τi.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

⋃
j∈A0

Aj ∈ τi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ J, à îòæå
⋃
j∈A0

Aj ∈
⋂
i∈J

τi.

Ïðèêëàä 3.1.30. Íàâåäiòü ïðèêëàä, ùî îá'¹äíàííÿ ñiì'¨ òîïîëîãié íà ìíîæèíi X
ìîæå i íå áóòè òîïîëîãi¹þ íà X.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó X = {a, b, c} i äâi òîïîëîãi¨

τ1 = {∅, X, {a}} i τ2 = {∅, X, {b}}

íà X. Òîäi ñiì'ÿ
τ1 ∪ τ2 = {∅, X, {a}, {b}}

íå ¹ òîïîëîãi¹þ íà ìíîæèíi X, îñêiëüêè {a}, {b} = {a, b} /∈ τ1 ∪ τ2.

Bïðàâà 3.1.9. Íåõàé X � íåñêií÷åííà ìíîæèíà i

τZ = {U ⊆ X | X \ U − ñêií÷åííà, àáî U = ∅} .

Äîâåäiòü, ùî τZ � òîïîëîãiÿ íàX1. Çíàéäiòü çàìèêàííÿ, âíóòðiøíiñòü i ìåæó ìíîæèí
N, Z, Q, {1, 2, 3}, R \ {1, 2, 3} i R \Q, ÿêùî X = R.

1Òàê âèçíà÷åíà òîïîëîãiÿ τZ íà íåñêií÷åíié ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ Çàðèñüêîãî àáî
òîïîëîãi¹þ êîñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí íà ìíîæèíi X.
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Ïðèêëàä 3.1.31. Íåõàé X � íåçëi÷åííà ìíîæèíà i

τcc = {U ⊆ X | X \ U − çëi÷åííà, àáî U = ∅} .

Äîâåäiòü, ùî τcc � òîïîëîãiÿ íà X2. Çíàéäiòü çàìèêàííÿ, âíóòðiøíiñòü i ìåæó ìíî-
æèí N, Z, Q, {1, 2, 3}, R \ {1, 2, 3} i R \ Q â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τcc), ÿêùî
X = R.

Ðîçâ'ÿçîê. Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ τcc âèïëèâà¹, ùî X,∅ ∈ τcc, îñêiëüêè X =
X \∅3.

Íåõàé U1, U2 ∈ τcc. Òîäi |X \ U1| 6 ℵ0 i |X \ U2| 6 ℵ0, à îñêiëüêè çà çàêîíîì äå
Ìîðãàíà ìà¹ìî, ùî

X \ (U1 ∩ U2) = X \ U1 ∪X \ U2,

à òàêîæ îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí ¹ çëi÷åííà ìíîæèíà, òî îòðèìó¹ìî, ùî
U1 ∩ U2 ∈ τcc.

Íåõàé {Ui}i∈I ⊆ τcc. Òîäi çàêîíîì äå Ìîðãàíà ìà¹ìî, ùî

X \
⋃
i∈I

Ui =
⋂
i∈I

X \ Ui ⊆ X \ Ui0 äëÿ êîæíîãî i0 ∈ I,

à îñêiëüêè äîâiëüíà ïiäìíîæèíà çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ¹ çëi÷åííîþ, òî
⋃
i∈I

Ui ∈ τcc.

Îñêiëüêè ìíîæèíè N, Z,Q i {1, 2, 3} â R ìàþòü íåçëi÷åííi äîïîâíåííÿ, òî ç îçíà÷å-
ííÿ òîïîëîãi¨ τcc âèïëèâà¹, ùî Int(N) = ∅, Int(Z) = ∅, Int(Q) = ∅ i Int({1, 2, 3}) = ∅.
Îñêiëüêè ìíîæèíè N, Z, Q i {1, 2, 3} çëi÷åííi, òî R\N, R\Z, R\Q i R\{1, 2, 3} � âiä-
êðèòi ïiäìíîæèíè â (R, τcc), à îòæå N, Z,Q i {1, 2, 3}� çàìêíåíi ïiäìíîæèíè â (R, τcc).
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Cl(N) = N, Cl(Z) = Z, Cl(Q) = Q i Cl({1, 2, 3}) = {1, 2, 3}. Îòæå,
ìà¹ìî, ùî Fr(N) = N, Fr(Z) = Z, Fr(Q) = Q i Fr({1, 2, 3}) = {1, 2, 3}. Àíàëîãi÷íî
ìà¹ìî, ùî Int(R \ {1, 2, 3}) = R \ {1, 2, 3} i Int(R \ Q) = R \ Q. Îñêiëüêè ìíîæè-
íè R \ {1, 2, 3} i R \ Q íåçëi÷åííi, òî Cl(R \ {1, 2, 3}) = R i Cl(R \ Q) = R. Îòæå,
Fr(R \ {1, 2, 3}) = {1, 2, 3} i Fr(R \Q) = Q.

3.2 Áàçà òà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨

ßâíå âèçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi âèìàãà¹ ïåðåëi÷åííÿ âñiõ âiäêðèòèõ ïiä-
ìíîæèí, àáî æ òî÷íîãî îïèñàííÿ ¨õ. Öå æ ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i çàìêíåíèõ ìíîæèí. Âæå
íàâiòü îïèñàííÿ âñiõ âiäêðèòèõ, ÷è çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí, íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë
R ç òîïîëîãi¹þ ïîðîäæåíîþ çâè÷àéíîþ åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ d(x, y) = |x − y| ¹ äî-
ñòàòíüî ñêëàäíèì. Òàêîæ âèçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà çàìèêàííÿ,
÷è îïåðàòîðà âçÿòòÿ âíóòðiøíîñòi, ¹ äîñòàòíüî ïðîñòèì, àëå âèìàãà¹ îïèñàííÿ âñiõ
òàêèì ìíîæèíè, íà ÿêèõ öåé îïåðàòîð äi¹ òîòîæíî. À òàêå îïèñàííÿ ìîæå áóòè ÿê
çàâãîäíî íåòðèâiàëüíèì.

2Òàê âèçíà÷åíà òîïîëîãiÿ τcc íà íåçëi÷åííié ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ êîçëi÷åííèõ

ïiäìíîæèí.
3Ìè ââàæà¹ìî, ùî êîæíà ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ çëi÷åííîþ, òîáòî ìíîæèíà A ¹ çëi÷åííîþ, ÿêùî

|A| 6 ℵ0.
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Ó âèïàäêó ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ êóëü óòâîðþâàëè âiäêðèòi
ìíîæèíè â òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ ìåòðèêîþ öüîãî ïðîñòîðó. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñ-
òîðiâ iñíó¹ àíàëîã ïîíÿòòÿ ñèñòåìi (ñiì'¨) âiäêðèòèõ êóëü ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó � öå
áàçà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, ÷è áàçà òîïîëîãi¨. Îçíà÷èìî öå ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñiì'ÿ B ⊆ τ íàçèâà¹òüñÿ
áàçîþ òîïîëîãi¨ τ , àáî áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ), ÿêùî êîæíà íåïîðîæíÿ
âiäêðèòà ìíîæèíà â (X, τ) ¹ îá'¹äíàííÿì äåÿêî¨ ïiäñiì'¨ ñiì'¨ B.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñåìîæëèâèõ âiäêðèòèõ êóëü ó ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði óòâîðþ¹ áàçó òîïîëîãi¨, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ìåòðèêîþ íà öüîìó ïðîñòîði.

Ç îçíà÷åííÿ 3.2.1 âèïëèâà¹, ùî ñàìà òîïîëîãiÿ ¹ îäíi¹þ çi ñâî¨õ áàç, i ñàìèõ ðiçíèõ
áàç ôiêñîâàíî¨ òîïîëîãi¨ ìîæå áóòè äóæå áàãàòî. Òàêîæ, ç îçíà÷åííÿ 3.2.1 âèïëèâà¹,
ÿêùî B ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X, òî öÿ òîïîëîãiÿ ¹äèíà òà ñêëàäà¹òüñÿ
ç óñiõ âñåìîæëèâèõ îá'¹äíàíü åëåìåíòiâ ñiì'¨ B.

Çàóâàæèìî, òàêîæ, ùî ïîðîæíÿ ìíîæèíè ∅, ÿê åëåìåíò òîïîëîãi¨, äëÿ äîâiëüíî¨
áàçè ìîæå áóòè çîáðàæåíà ÿê ïîðîæí¹ îá'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ öi¹¨ áàçè.

Ïðèêëàä 3.2.2. Îñêiëüêè êîæíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ îá'¹äíàííÿì ñâî¨õ åëåìåíòiâ,
òî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè X ñiì'ÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îäíîåëåìåíòíèõ ïiäìíî-
æèíè ìíîæèíè X ¹ áàçîþ äèñêðåòíî¨ òîïîëîãi¨ τd íà X.

Çàóâàæèìî, ùî ïåðåâiðÿòè ÷è ñiì'ÿ B ¹ áàçîþ êîíêðåòíî¨ òîïîëîãi¨, çðó÷íî çà
äîïîìîãîþ òàêîãî êðèòåðiþ:

Òâåðäæåííÿ 3.2.3. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñiì'ÿ B ¹ áàçîþ òîïî-
ëîãi¨ τ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè B ⊆ τ i äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V ∈ τ i
äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ V iñíó¹ òàêèé åëåìåíò U ∈ B, ùî x ∈ U ⊆ V .

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.2.3 ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi¨.

Bïðàâà 3.2.1. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ B ¹ áàçîþ äèñêðåòíî¨ òîïîëîãi¨ τd íà X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè B ìiñòèòü óñi îäíîåëåìåíòíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X.

Bïðàâà 3.2.2. Îïèøiòü áàçó àíòèäèñêðåòíî¨ òîïîëîãi¨ τad íà íåïîðîæíié ìíîæèíi
X.

Ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ: çà âèêîíàííÿ ÿêèõ óìîâ ñiì'ÿ B ïiäìíîæèíè ìíî-
æèíè X ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ τ íà X? Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äà¹ òàêèé êðè-
òåðié:

Òâåðäæåííÿ 3.2.4. Ñiì'ÿ B ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà
X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(B1) äëÿ äîâiëüíèõ U1, U2 ∈ B i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ U1 ∩ U2 iñíó¹ òàêèé
åëåìåíò U ∈ B, ùî x ∈ U ⊆ U1 ∩ U2;

(B2) äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ X iñíó¹ òàêèé åëåìåíò U ∈ B, ùî x ∈ U .



3.2. ÁÀÇÀ ÒÀ ÏÅÐÅÄÁÀÇÀ ÒÎÏÎËÎÃI� 75

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ñiì'ÿ B ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ τ íà X. Òîäi ç òîãî, ùî
X ∈ τ âèïëèâà¹ óìîâà (B2), îñêiëüêè X =

⋃
B. Òàêîæ, îñêiëüêè ñiì'ÿ τ çàìêíåíà

ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ, òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (B1).

Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâè (B1) i (B2) âèêîíóþòüñÿ äëÿ ñiì'¨ B i ñiì'ÿ τ ñêëàäà¹òüñÿ
ç âñåìîæëèâèõ îá'¹äíàíü åëåìåíòiâ ñiì'¨ B. Òîäi ∅ ∈ τ i X =

⋃
B ∈ τ , à îòæå

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (O1) äëÿ ñiì'¨ τ . Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (O3)
äëÿ ñiì'¨ τ . Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi U, V ∈ τ . ßêùî U ∩ V = ∅, òî U ∩ V ∈ τ çà
ïîïåðåäíüî äîâåäåíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî U ∩ V = W 6= ∅, U =

⋃
{Ui | Ui ∈ B, i ∈ I}

i V =
⋃
{Vj | Vj ∈ B, j ∈ J}. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ U ∩V iñíóþòü Ui i Vj òàêi,

ùî x ∈ Ui ∩ Vj ⊆ U ∩ V . Ç óìîâè (B1) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò Wi,j ∈ B,
ùî x ∈ Wi,j ⊆ Ui ∩ Vj. Ç îñòàííüîãî âêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî U ∩ V ∈ τ .

Íàäàëi, ÿêùî B � áàçà òîïîëîãi¨ τ íà X, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî B ïîðîäæó¹
òîïîëîãiþ τ íà X.

Ïðèêëàä 3.2.5. Ñiì'ÿ BZL = {[a, b) | a < b, a, b ∈ R} (äèâ. ðèñ. 3.1) çàäîâîëüíÿ¹

[ )
x0 x0+1

[ [ ) )
a1 a2

a

b1 b2

b

x1

Ðèñ. 3.1: Ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ

óìîâè (B1) i (B2). Ñïðàâäi, x0 ∈ [x0, x0 + 1) äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà x0.
ßêùî x1 ∈ [a1, b1) ∩ [a2, b2), òî x1 ∈ [a, b) ⊆ [a1, b1) ∩ [a2, b2), äå a = max{a1, a2} i
b = min{b1, b2}. Òîïîëîãiÿ τZL íà R, ïîðîäæåíà áàçîþ BZL, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ, à ñàì òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τZL) áóäåìî íàçèâàòè ñòðiëêîþ
Çîð åíôðåÿ.

Ìíîæèíà âñiõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë âèãëÿäó |B|, äå B � áàçà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-
òîðó (X, τ), ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò, îñêiëüêè äîâiëüíà ìíîæèíà êàðäèíàëiâ ¹ öiëêîì
âïîðÿäêîâàíîþ âiäíîøåííÿì 6. Òàêå íàéìåíøå êàðäèíàëüíå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ âà-
ãîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ), i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç w((X, τ)).

Ñiì'ÿ B(x) âiäêðèòèõ îêîëiâ òî÷êè x íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó (X, τ) â òî÷öi x, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó V òî÷êè x iñíó¹ òàêèé
åëåìåíò U ∈ B(x), ùî x ∈ U ⊆ V .

Bïðàâà 3.2.3. Äîâåäiòü, ÿêùî B ¹ áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ), òî ñiì'ÿ

B(x) = {V ∈ B | x ∈ V }

¹ áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) â òî÷öi x. À òàêîæ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
x ∈ X âèçíà÷åíà áàçà B(x) òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) â òî÷öi x, òî îá'¹äíàííÿ
B =

⋃
x∈X

B(x) ¹ áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ).
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Õàðàêòåðîì òî÷êè x â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ êàðäèíàë

χ(x, (X, τ)) = min {|B(x)| | B(x)− áàçà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) â òî÷öi x} .

À õàðàêòåðîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ êàðäèíàë

χ((X, τ)) = sup {χ(x, (X, τ)) | x ∈ (X, τ)} .

ßêùî χ((X, τ)) 6 ℵ0, òî êàæóòü, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ) ¹ ïðîñòîðîì ç
ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi , à öå îçíà÷à¹, ùî â êîæíié òî÷öi x ∈ X iñíó¹ çëi÷åííà
áàçà. ßêùî w((X, τ)) 6 ℵ0, òî êàæóòü, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ) ¹ ïðîñòîðîì
ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi , à öå îçíà÷à¹, ùî ïðîñòið (X, τ) ìà¹ çëi÷åííó áàçó.

Ïðèêëàä 3.2.6. Êîæåí ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) ¹ ïðîñòîðîì ç ïåðøîþ àêñiîìîþ
çëi÷åííîñòi. Ñïðàâäi, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x0 ∈ X ñiì'ÿ

B(x0) =
{
B 1

n
(x0) | n ∈ N

}
âiäêðèòèõ êóëü ç öåíòðîì â òî÷öi x0 ¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ ïîðîäæåíî¨ ìåòðèêîþ d íà X
â òî÷öi x0. Îäíàê, íåçëi÷åííèé äèñêðåòíèé ïðîñòið íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè.

Ïðèêëàä 3.2.7. Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R òîïîëîãiÿ τu, ïîðîäæåíà çâè÷àéíîþ
åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ

d(x, y) = |x− y|,

íàçèâà¹òüñÿ çâè÷àéíîþ àáî åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ íà R. Îñêiëüêè âiäêðèòèìè êóëÿ-
ìè â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ ¹ âiäðèòi iíòåðâàëè, òî ñiì'ÿ

Bu = {(a, b) | a < b, a, b ∈ R}

¹ áàçîþ åâêëiäîâî¨ òîïîëîãi¨ τu íà R.
Êðiì òîãî êîæåí åëåìåíò, ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì åëåìåíòiâ ñiì'¨ Bu ìîæíà çîáðàçèòè

ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ ¨¨ ïiäñiì'¨

B′u = {(a, b) | a < b, a, b ∈ Q} .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið (R, τu) ìà¹ çëi÷åííó áàçó, òîáòî ¹ ïðîñòîðîì ç äðóãîþ
àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi.

Ïðèêëàä 3.2.8. Íà îäèíè÷íîìó çàìêíåíîìó iíòåðâàëi4 I = [0, 1] ìíîæèíè äiéñíèõ
÷èñåë R òîïîëîãiÿ τu, ïîðîäæåíà çâè÷àéíîþ åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ

d(x, y) = |x− y|,

íàçèâà¹òüñÿ çâè÷àéíîþ àáî åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ íà I. Îñêiëüêè âiäêðèòèìè êóëÿìè
â I çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ ¹ âiäðèòi iíòåðâàëè, òî ñiì'ÿ

Bu = {(a, b) ∩ [0, 1] | a < b, a, b ∈ R}
4Íàäàëi çàìêíåíèé îäèíè÷íèé iíòåðâàë [0, 1] äiéñíèõ ÷èñåë iç çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ τu áóäåìî

ïîçíà÷àòè ÷åðåç I.
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¹ áàçîþ åâêëiäîâî¨ òîïîëîãi¨ τu íà I.
Êðiì òîãî êîæåí åëåìåíò, ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì åëåìåíòiâ ñiì'¨ Bu ìîæíà çîáðàçèòè

ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ ¨¨ ïiäñiì'¨

B′u = {(a, b) ∩ [0, 1] | a < b, a, b ∈ Q} .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið (I, τu) ìà¹ çëi÷åííó áàçó, òîáòî ¹ ïðîñòîðîì ç äðóãîþ
àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi.

Ïðèêëàä 3.2.9. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ

B =
{[
a, a+ 1

n

)
| a ∈ R, n ∈ N

}
¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ ñòðiëêè Çîðãåíôðåÿ τZL íà R.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé U � äîâiëüíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τZL) i x ∈ U � äîâiëüíà òî÷êà. Îñêiëüêè ñiì'ÿ

BZL = {[a, b) | a < b, a, b ∈ R}

¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ τZL (äèâ. ïðèêëàä 3.2.5), òî çà òâåðäæåííÿì 3.2.3 iñíó¹ åëåìåíò
[c, d) áàçè BZL òàêèé, ùî x ∈ [c, d) ⊆ U . Î÷åâèäíî, ùî c 6 x < d. Iñíó¹ íàòóðàëüíå
÷èñëî n òàêå, ùî 1

n
< d− x, à îòæå ìà¹ìî

x ∈
[
x, x+ 1

n

)
⊆ [c, d) ⊆ U

i, î÷åâèäíî, ùî
[
x, x+ 1

n

)
∈ τZL. Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì 3.2.3.

Ïðèêëàä 3.2.10. Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãiÿ τZ (äèâ. âïðàâó 3.1.9) íà íåçëi÷åííié ìíî-
æèíi X íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: íà íåçëi÷åííié ìíîæèíi X iñíó¹ çëi÷åííà
áàçà B = {Ui | i ∈ N} òîïîëîãi¨ τZ . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà Ui ∈ B ìíîæèíà
X \ Ui ñêií÷åííà, i îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ñêií÷åííèõ ìíîæèí �
çëi÷åííà ìíîæèíà (äèâ. âïðàâà 1.2.18), òî

A = X \
⋃
{X \ Ui | Ui ∈ B}

� íåçëi÷åííà ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ A ìà¹ìî, ùî X \ {x} ∈ τZ ,
îäíàê Ui * X \ {x} äëÿ äîâiëüíîãî Ui ∈ B, ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ
âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãiÿ τZ íà íåçëi÷åííié ìíîæèíi X íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè.

Bïðàâà 3.2.4. Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãiÿ τcc (äèâ. ïðèêëàä 3.1.31) íà íåçëi÷åííié ìíî-
æèíi X íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè.

Bïðàâà 3.2.5. Äîâåäiòü, ùî ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL) ¹ ïðîñòîðîì ç ïåðøîþ àêñi-
îìîþ çëi÷åííîñòi, ÿêèé íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ íàäà¹ ïåðåäóìîâè îçíà÷åííÿ ïåðåäáàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-
òîðó.

Òâåðäæåííÿ 3.2.11. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ P ïiäìíîæèí ìíîæèíè X òàêî¨, ùî⋃
P = X, âñi ñêií÷åííi ïåðåòèíè ñiì'¨ P óòâîðþþòü áàçó B äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ τ

íà X, ïðè÷îìó òîïîëîãiÿ τ ¹ íàéñëàáøîþ ñåðåä òèõ, ÿêi ìiñòÿòü ñiì'þ P.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî
⋃

B = X i ñiì'ÿ B çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ ïåðåòè-
íiâ, à îòæå âèêîíóþòüñÿ óìîâè (B1) i (B2) òâåðäæåííÿ 3.2.4. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
B � áàçà äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ τ íà X.

ßêùî âñi åëåìåíòè ñiì'¨ P ¹ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè â äåÿêié òîïîëîãi¨ τ ′ íà
X, òî i âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ ¨õíi ñêií÷åííi ïåðåòèíè, à îòæå B ⊆ τ ′. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî âñi âñåìîæëèâi îá'¹äíàííÿ åëåìåíòiâ ñiì'¨ B ¹ åëåìåíòàìè ñiì'¨ τ ′, à
îòæå τ ⊆ τ ′.

Îçíà÷åííÿ 3.2.12. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñiì'ÿ P ⊆ τ íàçèâà¹-
òüñÿ ïåðåäáàçîþ òîïîëîãi¨ τ , àáî ïåðåäáàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ), ÿêùî
âñi ñêií÷åííi ïåðåòèíè ñiì'¨ P óòâîðþþòü äåÿêó áàçó òîïîëîãi¨ τ .

Íàäàëi, ÿêùî P � ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τ íà X, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ïîðîä-
æó¹ òîïîëîãiþ τ íà X.

Ç òâåðäæåííÿ 3.2.11 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíà ñiì'ÿ P ïiäìíîæèí ìíîæèíè X òàêà,
ùî

⋃
P = X ¹ ïåðåäáàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ τ íà X.

Îçíà÷åííÿ 3.2.13. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X
âèçíà÷åíà áàçà B(x) ïðîñòîðó (X, τ) â òî÷öi x. Ñiì'ÿ {B(x)}x∈X íàçèâà¹òüñÿ ñèñòå-
ìîþ âiäêðèòèõ îêîëiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ).

Òâåðäæåííÿ 3.2.14. Ñiì'ÿ {B(x)}x∈X ïiäìíîæèí ìíîæèíè X ¹ ñèñòåìîþ âiä-
êðèòèõ îêîëiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) äëÿ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ τ íà X òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(BP1) B(x) 6= ∅ äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X i x ∈ U äëÿ äîâiëüíîãî U ∈ B(x);

(BP2) ÿêùî x ∈ U ∈ B(y), òî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ B(x), ùî V ⊆ U ;

(BP3) äëÿ äîâiëüíèõ U1, U2 ∈ B(x) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ B(x), ùî V ⊆ U1∩U2.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà {B(x)}x∈X âiäêðèòèõ îêîëiâ òîïîëîãi÷-
íîãî ïðîñòîðó (X, τ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2) i (BP3). Ñïðàâäi, âëàñòè-
âiñòü (BP1) âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ áàçè â òî÷öi x. Âëàñòèâîñòi (BP2) i
(BP3) òàêîæ âèïëèâàþòü ç öüîãî îçíà÷åííÿ, îñêiëüêè U ∈ B(y) i U1∩U2 � âiäêðèòà
ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü òî÷êó x.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå.

Òâåðäæåííÿ 3.2.15. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíî-
æèíè A ⊂ X òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) x ∈ Cl(A);

(ii) U ∩ A 6= ∅ äëÿ äîâiëüíî¨ áàçè B(x) â òî÷öi x i äîâiëüíîãî U ∈ B(x);

(iii) iñíó¹ áàçà B(x) â òî÷öi x òàêà, ùî U ∩ A 6= ∅ äëÿ äîâiëüíîãî U ∈ B(x).

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (i)⇒ (ii) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ äî÷êè äîòèêó ìíîæèíè.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) î÷åâèäíà.

(iii)⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî x /∈ Cl(A). Iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x òàêèé, ùî
V ∩ A = ∅. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ áàçè B(x) â òî÷öi x iñíó¹ åëåìåíò U ∈ B(x) òàêèé,
ùî U ⊆ V . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî U ∩ A = ∅, à öå ñóïåðå÷èòü óìîâi (iii).
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Ç òâåðäæåííÿ 3.2.15 âèïëèâàþòü äâà íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 3.2.16. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. ßêùî U � âiäêðèòà ìíî-
æèíà â (X, τ), A ⊂ X i U ∩ A = ∅, òî U ∩ Cl(A) = ∅.

Çîêðåìà, ÿêùî U i V � äèç'þíêòíi âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, τ), òî

U ∩ Cl(V ) = ∅ = Cl(U) ∩ V.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òî÷êà x ∈ U∩Cl(A). Âiçüìåìî çà áàçó B(x) â òî÷öi
x ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ îêîëiâ òî÷êè x. Ç òâåðäæåííÿ 3.2.15 âèïëèâà¹, ùî U ∩ A =
∅, à öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî
U ∩ Cl(A) = ∅.

Äðóãå ÷àñòèíà íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç ïåðøî¨.

Íàñëiäîê 3.2.17. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæè-
íè A ⊂ X òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) A ùiëüíà â (X, τ);

(ii) U ∩ A 6= ∅ äëÿ äîâiëüíî¨ áàçè B ïðîñòîðó (X, τ) i äîâiëüíîãî U ∈ B;

(iii) iñíó¹ áàçà B ïðîñòîðó (X, τ) òàêà, ùî U ∩ A 6= ∅ äëÿ äîâiëüíîãî U ∈ B.

Òâåðäæåííÿ 3.2.18 îïèñó¹ òî÷êè íàêîïè÷åííÿ ìíîæèíè ìîâîþ áàçè â òî÷öi.

Òâåðäæåííÿ 3.2.18. Òî÷êà x ∈ X íàëåæèòü Ad ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè êîæåí åëåìåíò U äåÿêî¨ (àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, äîâiëüíî¨) áàçè
B(x) ó òî÷öi x ïðîñòîðó X ìiñòèòü õî÷à á îäíó òî÷êó ìíîæèíè A, âiäìiííó âiä
x.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, x � òî÷êà íàêîïè÷åííÿ ìíîæèíè A. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî,
ùî x ∈ Cl(A \ {x}). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà U áàçè B(x) ïåðåòèí
U ∩ (A \ {x}) ¹ íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òîáòî ìíîæèíà U ìiñòèòü òî÷êó ìíîæèíè
A, âiäìiííó âiä òî÷êè x.

ßêùî êîæåí åëåìåíò U äåÿêî¨ áàçè B(x) â òî÷öi x ïðîñòîðó X ìiñòèòü äåÿêó
òî÷êó ìíîæèíè A, âiäìiííó âiä òî÷êè x, òîáòî U ∩ (A \ {x}) 6= ∅ äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòà U áàçè B(x), òî x ∈ Cl(A \ {x}) çà òâåðäæåííÿì 3.2.15, à öå îçíà÷à¹ ùî
x ∈ Ad.

Íàñòóïíó òåîðåìó ìè áóäåìî ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàòèìåìî â äîâåäåííÿõ.

Òåîðåìà 3.2.19. ßêùî ìíîæèíà A ùiëüíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, òî

Cl(U) = Cl(U ∩ A)

äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Cl(U) i äîâiëüíîãî ¨¨ îêîëó W ó ïðîñòîði X
ïåðåòèí W ∩ U ¹ âiäêðèòîþ íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ â X. Çà òâåðäæåííÿì 3.1.28
ìà¹ìî, ùî W ∩ U ∩ A 6= ∅. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 3.2.15 âèïëèâà¹, ùî x ∈ Cl(U ∩ A).
Îòæå âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

Cl(A) ⊆ Cl(U ∩ A).

Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ Cl(U ∩ A) ⊆ Cl(A) î÷åâèäíå.
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Ç âëàñòèâîñòi (CO3) îïåðàòîðà çàìèêàííÿ âèïëèâà¹, ùî çàìèêàííÿ ñêií÷åííîãî
îá'¹äíàííÿ ìíîæèí çáiãà¹òüñÿ ç îá'¹äíàííÿì çàìèêàííÿ öèõ ìíîæèí, òîáòî îïåðà-
òîð çàìèêàííÿ ¹ ñêií÷åííî àäèòèâíèì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îïåðàòîð çàìèêàííÿ íå ¹
çëi÷åííî àäèòèâíèì, òîáòî çàìèêàííÿ çëi÷åííîãî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí íå çáiãà¹òüñÿ ç
îá'¹äíàííÿì çàìèêàííÿ öèõ ìíîæèí.

Ïðèêëàä 3.2.20. Íà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ ðîçãëÿíåìî çëi÷åííó ñiì'þ çàìêíå-
íèõ îäíîòî÷êîâèõ ïiäìíîæèí

C =
{{

1
n

}
| n ∈ N

}
.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Cl
({

1
n

})
=
{

1
n

}
, à îòæå⋃

n∈N

Cl
({

1
n

})
=
⋃
n∈N

Cl
{

1
n

}
=
{

1
n
| n ∈ N

}
.

Îäíàê, î÷åâèäíî, ùî òî÷êà 0 ∈ R � ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ ìíîæèíè
⋃

C , à îòæå

Cl
(⋃

C
)

= Cl
(⋃{{

1
n

}
| n ∈ N

})
= {0} ∪

{
1
n
| n ∈ N

}
6=
⋃
n∈N

Cl
({

1
n

})
.

Âèçíà÷èìî òåïåð âàæëèâèé êëàñ ñiìåé ìíîæèí, äëÿ ÿêèõ îïåðàòîð çàìèêàííÿ
àäèòèâíèé.

Ñiì'ÿ {As}s∈S ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií-
÷åííèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U , ùî ìíîæèíà

{s ∈ S | U ∩ As 6= ∅}

ñêií÷åííà. ßêùî äîâiëüíà òî÷êà x ∈ X ìà¹ îêië, ÿêèé ïåðåòèíà¹òüñÿ íå áiëüøå
íiæ ç îäíi¹þ ìíîæèíîþ ñiì'¨ {As}s∈S, òî ìè íàçèâà¹ìî ñiì'þ {As}s∈S äèñêðåòíîþ.
Î÷åâèäíî, ùî êîæíà äèñêðåòíà ñiì'ÿ, à òàêîæ äîâiëüíà ñêií÷åííà ñiì'ÿ ¹ ëîêàëüíî
ñêií÷åííîþ.

Òåîðåìà 3.2.21. Äëÿ êîæíî¨ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ {As}s∈S ïiäìíîæèí òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ClX

(⋃
s∈S

As

)
=
⋃
s∈S

ClX(As).

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêó 3.1.17(iv) âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ

ClX(As) ⊆ ClX

(⋃
s∈S

As

)
äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S, à îòæå âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ⋃

s∈S

ClX(As) ⊆ ClX

(⋃
s∈S

As

)
.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ, çàóâàæèìî, ùî ç ëîêàëüíî¨ ñêií÷åííîñòi

ñiì'¨ {As}s∈S, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ ClX

(⋃
s∈S

As

)
iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U , ùî ìíîæèíà

S0 = {s ∈ S | U ∩ As 6= ∅}
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ñêií÷åííà. Ç òâåðäæåííÿ 3.2.15 âèïëèâà¹, ùî

x /∈ ClX

( ⋃
s∈S\S0

As

)
.

Îñêiëüêè
x ∈ ClX

(⋃
s∈S

As

)
= ClX

( ⋃
s∈S0

As

)
∪ ClX

( ⋃
s∈S\S0

As

)
,

òî ìà¹ìî
x ∈ ClX

( ⋃
s∈S0

As

)
=
⋃
s∈S0

ClX(As) ⊆
⋃
s∈S

ClX(As),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 3.2.22. Íåõàé F � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X
i F =

⋃
F . ßêùî âñi åëåìåíòè ñiì'¨ F ¹ çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè òîïîëîãi÷íîãî

ïðîñòîðó X, òî F � çàìêíåíà ìíîæèíà â ïðîñòîði X. ßêùî âñi åëåìåíòè ñiì'¨
F ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè â ïðîñòîði X, òî ìíîæèíà F òàêîæ ¹
âiäêðèòî-çàìêíåíîþ â X.

Òåîðåìà 3.2.23. Íåõàé {As}s∈S � ëîêàëüíî ñêií÷åííà (äèñêðåòíà) ñiì'ÿ òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Òîäi ñiì'ÿ {ClX(As)}s∈S ¹ òàêîæ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ (äèñê-
ðåòíîþ) â X.

Ùiëüíiñòþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ êàðäèíàë

d((X, τ)) = min {|A| | Cl(A) = X} .

Îçíà÷åííÿ 3.2.24. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ) íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðåáåëüíèì, ÿêùî
(X, τ) ìiñòèòü çëi÷åííó ùiëüíó ïiäìíîæèíó, òîáòî d((X, τ)) 6 ℵ0.

Ç íàñëiäêó 3.2.17 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 3.2.25. Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) âèêîíó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü d((X, τ)) 6 w((X, τ)).

Ïðèêëàä 3.2.26. Íåõàé (R, τu) � äiéñíi ÷èñëà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (äèâ. ïðèê-
ëàä 3.2.7). Îñêiëüêè ìiæ äâîìà ðiçíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè iñíó¹ õî÷à á îäíå ðàöiî-
íàëüíå ÷èñëî, òî çà íàñëiäêîì 3.2.17 ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q ¹ ùiëüíîþ â
(R, τu), i òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τu) ìà¹ çëi÷åííó áàçó (äèâ. ïðèêëàä 3.2.7). Îòæå,
ìà¹ìî, ùî

d((R, τu)) = w((R, τu)) = ℵ0.

Ïðèêëàä 3.2.27. Íåõàé (R, τZL) � ñòðiëêà Çîðãåíôðåÿ. Îñêiëüêè ìiæ äâîìà ðiçíè-
ìè äiéñíèìè ÷èñëàìè iñíó¹ õî÷à á îäíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, òî çà íàñëiäêîì 3.2.17
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q ¹ ùiëüíîþ â (R, τZL). Îäíàê òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
ïðîñòið (R, τZL) íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè (äèâ. âïðàâó 3.2.5). Îòæå,

d((R, τZL)) = ℵ0 < w((R, τZL)).
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Ïðèêëàä 3.2.28. Íåõàé

L =
{

(x, y) ∈ R2 | y > 0
}
,

L0 =
{

(x, y) ∈ R2 | y = 0
}
⊂ L

i
L1 = L \ L0.

Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ L0 i äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà r > 0 ÷åðåç U(x, r) ïîçíà÷èìî
ìíîæèíó âñiõ òî÷îê ç L, ÿêi ëåæàòü â ñåðåäèíi êðóãà ðàäióñi r, ùî äîòèêà¹òüñÿ ïðÿìî¨
L0 ó òî÷öi x (äèâ. ðèñ. 3.2). Íåõàé äàëi

L0

L1

Ui(x)

x

x

Ui(x)

Ðèñ. 3.2: Ïëîùèíà Íåìèöüêîãî L

Ui(x) = U
(
x, 1

i

)
∪ {x}, i ∈ N.

Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ L1 i äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà r > 0 ÷åðåç U(x, r) ïîçíà÷èìî
ìíîæèíó âñiõ òî÷îê ç L, ÿêi ëåæàòü â ñåðåäèíi êðóãà ðàäióñi r, i íåõàé

Ui(x) = U
(
x, 1

i

)
, i ∈ N.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî ñiì'ÿ ïiäìíîæèí {B(x) | x ∈ L}, äå
B(x) = {Ui(x) | i ∈ N}, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2) i (BP3).

Ìíîæèíà L0 çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ ñèñòåìîþ âiäêðèòèõ îêîëiâ
{B(x)}x∈L.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið L íàçèâà¹òüñÿ ïëîùèíîþ Íåìèöüêîãî.

Bïðàâà 3.2.6. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ {B(x)}x∈L, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.2.28, äå B(x) =
{Ui(x) | i ∈ N}, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2) i (BP3), à òàêîæ äëÿ ïëîùèíè
Íåìèöüêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:5

d(L) = χ(L) = ℵ0 i w(L) > ℵ0.
5Íàäàëi, ÿêùî çðîçóìiëî ïðî ÿêèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòiðX éäå ìîâà, òî âàãó, õàðàêòåð i ùiëüíiñòü

öüîãî ïðîñòîðó X áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç w(X), χ(X) i d(X), âiäïîâiäíî.
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Bïðàâà 3.2.7. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ {Bu(x)}x∈I, äå

Bu(x) =


{Uε(0) = [0, ε) | 0 < ε < 1} , ÿêùî x = 0;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | 0 < x− ε < x+ ε < 1} , ÿêùî 0 < x < 1;
{Uε(1) = (1− ε, 1] | 0 < ε < 1} , ÿêùî x = 1,

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2) i (BP3), à òàêîæ ¹ áàçîþ çâè÷àéíî¨ (åâêëiäîâî¨)
òîïîëîãi¨ τu íà îäèíè÷íîìó çàìêíåíîìó iíòåðâàëi I.

Ïðèêëàä 3.2.29. Íà ïëîùèíi R2 äàíî ñiì'þ ïiäìíîæèí

P =
{
R2,
{{

(x, y) ∈ R2 | x2 + (y − ε)2 = ε2
}
| ε ∈ R \ {0}

}}
.

Íåõàé τ � òîïîëîãiÿ íà R2, ïîðîäæåíà ïåðåäáàçîþ P.

Ïåðåâiðèìî:

(1) ÷è ñiì'ÿ P ¹ áàçîþ?
(2) ÷è òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R2, τ) ìà¹ çëi÷åííó áàçó?
(3) ÷è òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R2, τ) ¹ ñåïàðàáåëüíèì?

Çíàéäiòü çàìèêàííÿ, âíóòðiøíiñòü i ìåæó òàêèõ ïiäìíîæèí ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñ-
òîði (R2, τ):

(i) A = {(x, y) ∈ R2 | |x| < 4};
(ii) B = {(x, y) ∈ R2 | |y| 6 4};

(iii) C = {(x, y) ∈ R2 | x = 0};
(iv) D = {(0, 0)}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó îïèøåìî åëåìåíòè ïåðåäáàçè P, âiäìiííi âiä R2 (äèâ.
ðèñ. 3.3). Ìíîæèíà

Wε =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + (y − ε)2 = ε2
}

� öå êîëî ðàäióñà |ε| ç öåíòðîì ó òî÷öi (0, ε), ïðè÷îìó ε 6= 0.

(1) Ñiì'ÿ P íå ¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi R2, îñêiëüêè {(0, 0)} = W2 ∩W−1,5 �
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà, ÿêà íå åëåìåíòîì ñiì'¨ P, à îòæå íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(B1) òâåðäæåííÿ 3.2.4.

Òåïåð ìè ïîáóäó¹ìî áàçó B òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ ïåðåäáàçîþ P. Ïîêëàäåìî
B = P ∪{(0, 0)}. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'ÿ B çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (B1) i (B2) òâåðä-
æåííÿ 3.2.4. Îïèøåìî áàçîâi îêîëè òî÷îê ìíîæèíè R2. Î÷åâèäíî, ùî êîæíó
òî÷êó (x, y), äå y 6= 0, ìiñòèòü ëèøå îäèí åëåìåíò Wε áàçè B. Òî÷êó (0, 0)
ìiñòÿòü óñi åëåìåíòè áàçè B. Êîæíó òî÷êó (x, 0), äå x 6= 0, ìiñòèòü ëèøå îäèí
åëåìåíò R2 áàçè B.

(2) Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò Wε áàçè B i òî÷êó (ε, ε) ∈ Wε. Îñêiëüêè ïiäñiì'ÿ
{Wε | ε ∈ R \ {0}} â B íåçëi÷åííà òà Wε1 ∩ Wε2 = {(0, 0)} äëÿ äîâiëüíèõ ðiç-
íèõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ äiéñíèõ ÷èñåë ε1 i ε2, òî íå iñíó¹ òàêî¨ çëi÷åííî¨ ñiì'¨
U = {Ui} âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (R2, τ), ùî äëÿ äî-
âiëüíîãî ÷èñëà ε ∈ R \ {0} iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà Ui ∈ U òàêà, ùî (ε, ε) ∈
Ui ⊆ Wε. Îòæå, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R2, τ) íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè.
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y

x

W22

W−1.5−1,5

(0, 0)

Ðèñ. 3.3: Äî ïðèêëàäó 3.2.29

(3) Çàóâàæèìî, ùî êîæåí åëåìåíò áàçè B ìiñòèòü òî÷êó (0, 0). Òîäi çà íàñëiäêîì
3.2.17 ìà¹ìî, ùî ìíîæèíà {(0, 0)} ùiëüíà â ïðîñòîði (R2, τ), à îòæå òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið (R2, τ) ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

Çàóâàæèìî, ùî âíóòðiøíiñòü Int(A) ìíîæèíè A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τ)
¹ íàéáiëüøîþ ñåðåä òàêèõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ), ÿêi
ìiñòÿòüñÿ â A. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè Int(A) ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τ), äîñòàòíüî çíàéòè åëåìåíòè áàçè òîïîëîãi¨ τ , ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi
A òà îá'¹äíàòè ¨õ. Òàêîæ, çà òâåðäæåííÿì 3.2.15 ïåðåâiðÿòè, ÷è òî÷êà x ¹ òî÷êîþ
äîòèêó äî ìíîæèíè A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) äîñòàòíüî ëèøå íà åëåìåíòàõ
áàçè òîïîëîãi¨ τ .6

Âèêîðèñòàâøè ïîïåðåäíi äâà çàóâàæèííÿ îòðèìó¹ìî:

(i) Int(A) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + (y − 4)2 < 16} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x2 + (y + 4)2 < 16} ∪
{(0, 0)}, A = R2, äå A = {(x, y) ∈ R2 | |x| < 4} (äèâ. ðèñ. 3.4(i));

(ii) Int(B) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + (y − 2)2 6 4} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x2 + (y − 2)2 6 4}, B =
R2, äå B = {(x, y) ∈ R2 | |y| 6 4} (äèâ. ðèñ. 3.4(ii));

(iii) Int(C) = {(0, 0)}, C = R2, äå C = {(x, y) ∈ R2 | x = 0};

(iv) Int(D) = {(0, 0)}, D = R2, äå D = {(0, 0)}.
6Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå (äèâ. îçíà÷åí-

íÿ 3.1.15), áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.
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−4 4

y

x

A

Int(A)

(i)

4

−4

y

x

BInt(B)

(ii)

Ðèñ. 3.4: Äî ïðèêëàäó 3.2.29, Int(A) i Int(B)

Ïðèêëàä 3.2.30. Íåõàé X � äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà, x0 � ôiêñîâàíà òî÷-
êà ìíîæèíè X i τ � ñiì'ÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X, ÿêi
íå ìiñòÿòü òî÷êè x0, à òàêîæ ç óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííå
äîïîâíåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Óñi îäíîòî÷êîâi ïiäìíî-
æèíè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ), çà âèêëþ÷åííÿì îäíîòî÷êîâî¨ ìíîæèíè {x0}, ¹
âiäêðèòî-çàìêíåíèìè, à ìíîæèíà {x0} ¹ çàìêíåíîþ, àëå íå ¹ âiäêðèòîþ. Ñiì'ÿ, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí {x} òàêèõ, ùî x 6= x0 i âñiõ ìíîæèíè âèãëÿ-
äó X \F , äå F � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â X, ¹ áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ).
Öÿ áàçà ¹ áàçîþ ìiíiìàëüíî¨ ïîòóæíîñòi, à îòæå

w((X, τ)) = |X|.

Ñiì'ÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí {x} òàêèõ, ùî x 6= x0 i âñiõ
ìíîæèíè âèãëÿäó X \{x} ¹ ïåðåäáàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ). Äëÿ äîâiëüíî¨
ïiäìíîæèíè A ⊂ X ìà¹ìî

A =

{
A, ÿêùî A− ñêií÷åííà ìíîæèíà;
A ∪ {x0}, ÿêùî A− íåñêií÷åííà ìíîæèíà

i

Int(A) =

{
A, ÿêùî X \ A− ñêií÷åííà ìíîæèíà;
A \ {x0}, ÿêùî X \ A− íåñêií÷åííà ìíîæèíà.

Ç ïåðåäîñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíi äâi íåñêií÷åííi çàìêíåíi ïiäìíîæèíè
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) ïåðåòèíàþòüñÿ.

Bïðàâà 3.2.8. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ τ , ÿêà îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.2.30 ¹ òîïîëîãi¹þ.

Ïðèêëàä 3.2.31. Íà ïëîùèíi R2 äàíî ñiì'þ ïiäìíîæèí

P =
{{

(x, y) | x2 = a2, y ∈ R
}
| a ∈ R

}
∪ {{(x, y) | y = b, x ∈ R} | b ∈ R} .
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Íåõàé τ � òîïîëîãiÿ íà R2, ïîðîäæåíà ïåðåäáàçîþ P.

Ïåðåâiðèìî:

(1) ÷è ñiì'ÿ P ¹ áàçîþ?
(2) ÷è òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R2, τ) ìà¹ çëi÷åííó áàçó?
(3) ÷è òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R2, τ) ¹ ñåïàðàáåëüíèì?

Çíàéäiòü çàìèêàííÿ, âíóòðiøíiñòü i ìåæó òàêèõ ïiäìíîæèí ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñ-
òîði (R2, τ):

(i) A = {(x, y) | y = x2};
(ii) B = {(x, y) | y = (x− 1)2};

(iii) C = {(x, y) | y = 0, x > −1};
(iv) D = {(x, y) | |x|+ |y| < 2};
(v) E = {(1, 1)}.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó çîáðàçèìî åëåìåíòè ñiì'¨ P íà ïëîùèíi R2. Î÷åâèäíî, ùî
åëåìåíòàìè ïiäñiì'¨

P1 =
{{

(x, y) | x2 = a2, y ∈ R
}
| a ∈ R

}
¹ ïàðè âåðòèêàëüíèõ ïðÿìèõ x = |a| òà x = −|a|, ÿêùî a 6= 0 (íà ðèñ. 3.5(i) âîíè
çîáðàæåíi ñèíiì êîëüîðîì), à åëåìåíòàìè ïiäñiì'¨

y

x−|a| |a|

b

(i)

y

x

(ii)

Ðèñ. 3.5: Äî ïðèêëàäó 3.2.31

P2 = {{(x, y) | y = b, x ∈ R} | b ∈ R}
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¹ ãîðèçîíòàëüíi ïðÿìi y = b (íà ðèñ. 3.5(i) âîíè çîáðàæåíi îëèâêîâèì êîëüîðîì).

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ U1 ∈P1 i U2 ∈P2 ìà¹ìî, ùî U1 ∩U2 6= ∅, i íå iñíó¹
òàêîãî åëåìåíòà U ∈P, ùî U ⊆ U1 ∩U2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ P íå ìîæå áóòè
áàçîþ òîïîëîãi¨ (íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (B1)).

Çà âèçíà÷åííÿì ñiì'¨ P ìà¹ìî, ùî åëåìåíòè ç ñiì'¨ P1 àáî çáiãàþòüñÿ, àáî íå ïå-
ðåòèíàþòüñÿ. Àíàëîãi÷íó âëàñòèâiñòü çàäîâîëüíÿþòü åëåìåíòè ñiì'¨ P2. Îòîæ, ñiì'ÿ

B = {U1 ∩ U2 | U1 ∈P1, U2 ∈P2} = {{(−a, b), (a, b)} | a, b ∈ R}

¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ íà R2, ïîðîäæåíîþ ïåðåäáàçîþ P. Åëåìåíòàìè áàçè B ¹ âñåìî-
æëèâi îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè, ÿêi ëåæàòü íà îñi Oy (íà ðèñ. 3.5(ii) âîíè çîáðàæåíi
÷åðâîíèì êîëüîðîì), à òàêîæ ìíîæèíè, ÿêi ïàðàìè òî÷îê, ñèìåòðè÷íèõ ñòîñîâíî
îñi Oy (íà ðèñ. 3.5(ii) âîíè çîáðàæåíi êîëüîðîì ìîðñüêî¨ õâèëi). Ç âèùå ñêàçàíîãî
âèïëèâà¹, ùî êîæíà òî÷êà (x, y) ìà¹ íàéìåíøèé áàçîâèé îêië

U(x, y) =

{
{(x, y)}, ÿêùî x = 0;
{(x, y), (−x, y)}, ÿêùî x 6= 0.

(3.1)

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ïiäñiì'ÿ B0 = {(0, b) | b ∈ R} â B ¹ ïiäñiì'¹þ
äîâiëüíî¨ áàçè òîïîëîãi¨ τ íà R2, ïîðîäæåíî¨ ïåðåäáàçîþ P, îñêiëüêè åëåìåíòàìè
¨¨ îäíîòî÷êîâi ïiäìíîæèíè. Òàêîæ, ïîçàÿê |B0| = c, òî òîïîëîãiÿ τ íå ìà¹ çëi÷åííî¨
áàçè, à ç íàñëiäêó 3.2.17 i ïðèíöèïó Äiðiõëå âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R2, τ)
íå ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

(i) Îñêiëüêè ìíîæèíà A = {(x, y) | y = x2} ñèìåòðè÷íà ñòîñîâíî îñi Oy (äèâ.
ðèñ. 3.6(i)), òî ç îçíà÷åííÿ áàçè B âèïëèâà¹, ùî âñi òî÷êè ìíîæèíè A ¹ âíó-

y

x

Int(A)=A=A

(i)

y

x

(0, 1)

B

(ii)

Ðèñ. 3.6: Äî ïðèêëàäó 3.2.31

òðiøíiìè, à îòæå Int(A) = A. Òàêîæ ç òîãî, ÿêùî (x, y) /∈ A âèïëèâà¹, ùî
(−x, y) /∈ A (äèâ. ðèñ. 3.6(i)), òî ç (3.1) îòðèìó¹ìî, ùî A = A i

Fr(A) = A \ Int(A) = A \ A = ∅.
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(ii) Îñêiëüêè ìíîæèíà B = {(x, y) | y = (x− 1)2} ìiñòèòü ëèøå îäíó òî÷êó ñèìåò-
ðè÷íó ñòîñîâíî îñi Oy (íà ðèñ. 3.6(ii) ìíîæèíà B çîáðàæåíà øòðèõîâàíîþ ëi-
íi¹þ), öå òî÷êà (0, 1), òî Int(B) = {(0, 1)}. Òàêîæ, ç ç (3.1) âèïëèâà¹, ùî âñi
òî÷êè, ÿêi ñèìåòðè÷íi òî÷êàì ìíîæèíè B ñòîñîâíî îñi Oy ¹ òî÷êàìè äîòèêó
öi¹¨ ìíîæèíè, à îòæå

B =
{

(x, y) | y = (x− 1)2
}
∪
{

(x, y) | y = (x+ 1)2
}

(íà ðèñ. 3.6(ii) ìíîæèíà B çîáðàæåíà ãîëóáîþ ëiíi¹þ). Î÷åâèäíî, ùî

Fr(B) = B\{(0, 1)} =
{

(x, y) | y = (x− 1)2, x 6= 0
}
∪
{

(x, y) | y = (x+ 1)2, x 6= 0
}
.

(iii) Äëÿ ìíîæèíè C = {(x, y) | y = 0, x > −1} ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü ó (i) òà (ii)
âèïëèâà¹, ùî

Int(C) = {(x, y) | y = 0, |x| 6 1} ,
C = {(x, y) | y = 0} ,

Fr(C) = {(x, y) | y = 0, x < −1} .

(iv) Äëÿ ìíîæèíè D = {(x, y) | |x|+ |y| < 2} ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü ó (i) òà (ii)
âèïëèâà¹, ùî Int(D) = D = D (äèâ. ðèñ. 3.7), à îòæå Fr(D) = ∅.

y

x−2 2

2

−2

Int(D) = D = D

Ðèñ. 3.7: Äî ïðèêëàäó 3.2.31

(v) Äëÿ ìíîæèíè E = {(1, 1)} àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî

Int(E) = ∅, E = {(1, 1), (−1, 1)} i Fr(E) = {(1, 1), (−1, 1)} .
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Ïðèêëàä 3.2.32. Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τZ), îçíà÷åíèé ó âïðàâi
3.1.9, ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A � äîâiëüíà íåñêií÷åííà çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â òîïîëîãi÷íî-
ìó ïðîñòîði (X, τZ). Îñêiëüêè äîâiëüíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U â òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τZ) ìà¹ ñêií÷åííå äîïîâíåííÿ, òî A∩U 6= ∅. Òîäi çà íàñëiäêîì
3.2.17 ìà¹ìî, ùî A � ùiëüíà ïiäìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τZ), à îòæå
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τZ) ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåçëi÷åííî¨ ìíîæèíè X òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
(X, τcc), îçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 3.1.31, íå ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Ñïðàâäi, ÿêùî A � äî-
âiëüíà íåñêií÷åííà çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â (X, τcc), òî X \ A � âiäêðèòà ìíîæèíà â
ïðîñòîði (X, τcc), à îòæå çà íàñëiäêîì 3.2.17 òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íå ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

Íà çàâåðøåííi öüîãî ïiäðîçäiëó ìè íàâåäåìî äâi òåîðåìè ïðî ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíî-
æèí â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði âàãè m. Öi òåîðåìè ÷àñòî çàñòîñîâóþòüñÿ ïâä ÷àñ
äîâåäåíü ðiçíîìàíiòíèõ ôàêòiâ ó çàãàëüíié òîïîëîãi¨.

Òåîðåìà 3.2.33.

3.3 Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòî-

ðiâ

Îçíà÷åííÿ 3.3.1. Íåõàé (X, τX) i (Y, τY ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî âiäîáðàæåííÿ f : (X, τX) → (Y, τY ) ¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó O(f(x0)) òî÷êè f(x0) ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY )
iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V (x0) òî÷êè x0 ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), ùî

f(V (x0)) ⊆ O(f(x0))

(äèâ. ðèñ. 3.8). Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, τX)→ (Y, τY ) íàçèâà¹òü-
ñÿ íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi x0 ∈ X.

Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ó
òî÷öi, à îòæå i â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïîäiáíå äî îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðà-
æåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (äèâ. îçíà÷åííÿ 2.4.4 i 2.4.5): ìè ëèøå çàìiíèëè âiäêðèòi
êóëi ç öåíòðîì â òî÷öi ó âèïàäêó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ íà âiäêðèòi îêîëè òî÷êè ó
âèïàäêó òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðèêëàä 3.3.2. Íåõàé f : (X, τd) → (Y, τ) � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äèñêðåòíîãî
ïðîñòîðó (X, τd) ó äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (Y, τ). Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî âiäîá-
ðàæåííÿ f : (X, τd) → (Y, τ) íåïåðåðâíå. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x0 ∈ (X, τd) i
äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî âiäêðèòîãî îêîëó O(f(x0)) òî÷êè f(x0) ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (Y, τ) ìà¹ìî, ùî

{x0} ∈ τd i f({x0}) = {f(x0)} ⊆ O(f(x0)).

Ïðèêëàä 3.3.3. Íåõàé (R, τZL) � ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (äèâ. ïðèêëàä 3.2.5). Îçíà÷è-
ìî âiäîáðàæåííÿ f : (R, τZL) → (R, τZL) çà ôîðìóëîþ f(x) = x2. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨
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(X, τX)

x0

V(x0)

(Y, τY )

f(x0)

f(V(x0))

O(f(x0))

f

Ðèñ. 3.8: Íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f : (X, τX)→ (Y, τY ) â òî÷öi x0 ∈ X

äiéñíî¨ òî÷êè x0 > 0 i äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(x20) òî÷êè x20 â ïðîñòîði
(R, τZL) iñíó¹ ¨¨ áàçîâèé îêië [x20, x

2
0 + ε) ⊆ U(x20), äå ε > 0 (äèâ. ðèñ. 3.9). Ç ðiâíÿííÿ

(x0 + δ)2 = x20 + ε

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü
x20 + 2x0δ + δ2 = x20 + ε,

ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ

δ2 + 2x0δ − ε = 0,

ñòîñîâíî çìiííî¨ δ. Ðîçâ'ÿçàâøè éîãî ñòîñîâíî çìiííî¨ δ, îòðèìó¹ìî

δ = −x0 ±
√
x20 + ε.

Îñêiëüêè x0 > 0, òî áàçîâèé îêië òî÷êè x0 â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (R, τZL) ìà¹
âèãëÿä [x0, x0 + δ) i δ > 0, à îòæå

δ = −x0 +
√
x20 + ε.

Òîäi äëÿ òàê âèáðàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f ([x0, x0 + δ)) ⊆
[
x20, x

2
0 + ε

)
⊆ U(x20),

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : (R, τZL) → (R, τZL) íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi x0 > 0 ïðîñ-
òîðó ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL).
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f(x) = x2

U(x20)

x20+ε

x0 x0+δ

x20

t20

t20+1

t0 t0+δ

(t0+δ)
2

Ðèñ. 3.9: Äî ïðèêëàäó 3.3.3

Äëÿ äîâiëüíî¨ äiéñíî¨ òî÷êè t0 < 0 i äëÿ áàçîâîãî îêîëó U(t20) = [t20, t
2
0 + 1) òî÷êè

t20 â ïðîñòîði (R, τZL) ìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ > 0 (äèâ. ðèñ. 3.9)
íå âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

f ([t0, t0 + δ)) ⊆
[
t20, t

2
0 + 1

)
,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : (R, τZL) → (R, τZL) íå ¹ íåïåðåðâíèì â êîæíié òî÷öi t0 < 0
ïðîñòîðó ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL), îñêiëüêè ç öüîãî âêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî
óìîâà

f (U(t0)) ⊆
[
t20, t

2
0 + 1

)
íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U(t0) òî÷êè t0 < 0 â ïðîñòîði
(R, τZL).

Íàøå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τX) ó
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (Y, τY )  ðóíòó¹òüñÿ íà ëîêàëüíié âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi âi-
äîáðàæåííÿ, à ñàìå íà íåïåðåðâíîñòi öüîãî âiäîáðàæåííÿ â êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó
(X, τX). Ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî ÷àñòî êîðèñòóâàòèñÿ ìåòîäàìè ââåäåííÿ òîïîëîãié,
ÿêi îïèñàíi â ïiäðîçäiëàõ 3.1 i 3.2, à òîìó çðó÷íî ìàòè êðèòåði¨ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðà-
æåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi ñôîðìóëüîâàíi ó âiäïîâiäíèõ ïîíÿòòÿõ i òåðìiíàõ.
Êðèòåði¨ òàêîãî òèïó ïåðåëi÷åíi â òåîðåìi 3.3.4.

Òåîðåìà 3.3.4. Íåõàé (X, τX) i (Y, τY ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Òîäi äëÿ âiäîáðà-
æåííÿ f : (X, τX)→ (Y, τY ) òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
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(1) f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ;

(2) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè U ∈ τY , òîáòî ïîâíèé ïðîîáðàç äîâiëüíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè â (Y, τY ) ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â ïðîñòîði (X, τX);

(3) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY òîïîëîãi¨ τY ;

(4) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U áàçè BY òîïîëîãi¨ τY ;

(5) iñíóþòü ñèñòåìè îêîëiâ {BX(x)}x∈X ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) i
{BY (y)}y∈Y ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ) òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X i äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ùî
âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V ;

(6) ïîâíèé ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY )
çàìêíåíèé â ïðîñòîði (X, τX);

(7) f
(
A
)
⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X;

(8) f−1(B) ⊆ f−1
(
B
)
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y ;

(9) f−1(IntB) ⊆ Int(f−1(B)) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y .

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òà
U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U
iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U ,
à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äëÿ
äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî ìiñòèòü îáðàç
f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
(X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX)→ (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹ åëåìåí-
òàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ V1∩V2∩· · ·∩Vk åëåìåíòiâ ïåðåä-
áàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò W ∈ BY ,
ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
(X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5)⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ).7

Îñêiëüêè
f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

7Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå (äèâ. îçíà÷åí-
íÿ 3.1.15), áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.
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òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ f
¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX). Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî
êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹
âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5) iñíó¹ åëåìåíò
U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V . Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

Äëÿ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (6) ⇒ (7) çàóâàæèìî, ùî f−1
(
f(A)

)
¹ çàìêíåíîþ ïiä-

ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó A, à îòæå

A ⊆ f−1
(
f(A)

)
,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

f
(
A
)
⊆ f

(
f−1

(
f(A)

))
⊆ f(A).

Äëÿ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (7) ⇒ (8), âèêîðèñòà¹ìî óìîâó (7) äëÿ ðiâíîñòi A =
f−1(B). Îòðèìà¹ìî âêëþ÷åííÿ

f
(
f−1(B)

)
⊆ f (f−1(B)) ⊆ B,

çâiäêè âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ

f−1(B) ⊆ f−1
(
f
(
f−1(B)

))
⊆ f−1

(
B
)
.

Äëÿ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (8)⇒ (9), âèêîðèñòà¹ìî óìîâó (8) äëÿ ìíîæèíè Y \B.
Îòðèìà¹ìî âêëþ÷åííÿ

f−1(Y \B) ⊆ f−1
(
Y \B

)
,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî

f−1(Int(B)) = f−1
(
Y \ Y \B

)
=

= X \ f−1
(
Y \B

)
⊆

⊆ X \ f−1 (Y \B) =

= X \X \ f−1(B) =

= Int
(
f−1(B)

)
.

(9) ⇒ (2). Äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü U =
Int(U). Ç óìîâè (9) îòðèìó¹ìî, ùî

f−1(Int(U)) ⊆ Int
(
f−1(U)

)
.

Îòîæ,
f−1(U) = Int

(
f−1(U)

)
,

òîáòî f−1(U) � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
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ßêùî f : X → Y i g : Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, òî î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

(gf)−1(U) = f−1(g−1(U)). (3.2)

Ç ðiâíîñòi (3.2) i òåîðåìè 3.3.4, à ñàìå ç åêâiâàëåíòíîñòi òâåðäæåíü (1) i (2) öi¹¨
òåîðåìè, âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 3.3.5. Êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñ-
òîðiâ ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðèêëàä 3.3.6. Ç òåîðåìè 3.3.4 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äîâiëüíî-
ãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó â àíòèäèñêðåòíèé ïðîñòið ¹ íåïåðåðâíèì. Àíàëîãi÷íî ç
òåîðåìè 3.3.4 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå â ïðèêëàäi 3.3.2, à òàêîæ, ùî âiäîáðà-
æåííÿ f : (R, τZL)→ (R, τZL), îçíà÷åíå â ïðèêëàäi 3.3.3, íå ¹ íåïåðåðâíèì.

Ïðèêëàä 3.3.7. Äîâåäiòü, ÿêùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó (Y, τ) ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τX) ¹ íåïåðåðâíèì, òî (X, τX) � àíòèäèñ-
êðåòíèé ïðîñòið.

Ðîçâ'ÿçîê.Îñêiëüêè äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τ) ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τX) ¹ íåïåðåðâíèì, òî çà òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (Y, τ)
ìîæåìî âçÿòè ìíîæèíó X ç àíòèäèñêðåòíîþ òîïîëîãi¹þ, òîáòî ïðîñòið (X, τad) (äèâ.
ïðèêëàä 3.1.3). Ðîçãëÿíåìî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ

idX : (X, τad)→ (X, τX), x 7→ x,

ÿêå çà óìîâîþ ìà¹ áóòè íåïåðåðâíèì. ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τX) íå àíòè-
äèñêðåòíèé, òî iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà U â (X, τX), ÿêà âiäìiííà âiä X i ∅. Ç íåïå-
ðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ idX : (X, τad)→ (X, τX) âèïëèâà¹, ùî U � âiäêðèòà ìíîæèíà
â àíòèäèñêðåòíîìó ïðîñòîði (X, τad). Îäíàê öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè çà ïðèïóùåí-
íÿì ∅ 6= U 6= X. Ç îòðìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî (X, τX) � àíòèäèñêðåòíèé
ïðîñòið.

Ïðèêëàä 3.3.8. Íåõàé L � ïëîùèíà Íåìèöüêîãî (äèâ. ïðèêëàä 3.2.28). Ïåðåâiðòå
ÿêà ç ïðîåêöié

pr1 : L→ L, (x, y) 7→ (x, 0),

pr2 : L→ L, (x, y) 7→ (0, y)

¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì. ßêùî æ âiäîáðàæåííÿ íå ¹ íåïåðåðâíèì, òî âêàçàòè
éîãî òî÷êè íåïåðåðâíîñòi.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïðîåêöiþ pr1 : L→ L (äèâ. ðèñ. 3.10).
Îñêiëüêè pr1(x, y) = (x, 0) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, y) ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L, òî

ìà¹ìî, ùî
pr1(Ui(x, y)) =

{
(a, 0) | x− 1

i
< a < x+ 1

i

}
* Uk(x, 0)

äëÿ äîâiëüíèõ îêîëiâ Ui(x, y) òà Uk(x, 0) òî÷îê (x, y) i (x, 0), âiäïîâiäíî, â òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði L. Íà ðèñ. 3.10 îáðàç pr1(Ui(x, y)) âiäêðèòîãî îêîëà Ui(x, y) òî÷êè
(x, y) çîáðàæåíî ÷åðâîíèì êîëüîðîì. Îòîæ, ïðîåêöiÿ pr1 : L → L íå ¹ íåïåðåðâíèì
âiäîáðàæåííÿì â æîäíié òî÷öi ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïðîåêöiþ pr2 : L→ L (äèâ. ðèñ. 3.11).
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L0

L1Ui(x, y)

(x, y)

Uk(x, 0)

(x, 0)

Uk(x, 0)

Ui(x, 0)

(x, 0)

Ðèñ. 3.10: Íåïåðåðâíiñòü ïðîåêöi¨ pr1 : L→ L íà ïëîùèíi Íåìèöüêîãî L

Îñêiëüêè pr2(x, y) = (0, y) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, y) ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L, òî
ìà¹ìî, ùî

pr2(Ui(x, y)) =
{

(0, b) | y − 1
i
< b < y + 1

i

}
⊆ Uk(0, y)

äëÿ îêîëiâ Ui(x, y) òà Uk(0, y) òî÷îê (x, y) i (0, y), âiäïîâiäíî, äå i > k, â òîïîëîãi÷-
íîìó ïðîñòîði L. Íà ðèñ. 3.11 îáðàç pr2(Ui(x, y)) âiäêðèòîãî îêîëà Ui(x, y) òî÷êè (x, y)
çîáðàæåíî âiäòiíêàìè çåëåíîãî êîëüîðó. Îòîæ, ïðîåêöiÿ pr2 : L → L ¹ íåïåðåðâíèì
âiäîáðàæåííÿì ó êîæíié òî÷öi ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L.

Bïðàâà 3.3.1. Äîâåäiòü, ÿêùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X
ó äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì, òî X � äèñêðåòíèé ïðîñòið.

Bïðàâà 3.3.2. Íàâåäiòü ïðèêëàäè âiäîáðàæåíü f : X → Y i g : Y → Z òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, ùî êîìïîçèöiÿ g ◦ f : X → Z ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì i âèêîíó¹òüñÿ
îäíà ç óìîâ:

(i) f : X → Y i g : Y → Z íå ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè;
(ii) f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, àëå g : Y → Z íå ¹ íåïåðåðâíèì âiäîá-

ðàæåííÿì;
(iii) f : X → Y íå ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì, àëå g : Y → Z � íåïåðåðâíå âiäîá-

ðàæåííÿ.

Bïðàâà 3.3.3. Äîâåäiòü, ÿêùî íà ìíîæèíi X âèçíà÷åíî äâi òîïîëîãi¨ τ1 i τ2, òî
òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ

f = idX : (X, τ1)→ (X, τ2), x 7→ x

¹ íåïåðåðâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òîïîëîãiÿ τ1 ñèëüíiøà çà òîïîëîãiþ τ2.
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L0

L1

Ui(x, y)

(x, y)
Uk(0,y) (0, y)

Uk(x, 0)

Ui(x, 0)

(x, 0) (0, 0)

Ðèñ. 3.11: Íåïåðåðâíiñòü ïðîåêöi¨ pr2 : L→ L íà ïëîùèíi Íåìèöüêîãî L

Bïðàâà 3.3.4. Íåõàé τZL � òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ íà R i τu � çâè÷àéíà
òîïîëîãiÿ íà R (äèâ. ïðèêëàäè 3.2.5 i 3.2.7). Ïåðåâiðòå, ÷è âiäîáðàæåííÿ f : (R, τZL)→
(R, τu), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = [x], ¹ íåïåðåðâíèì.8

Bïðàâà 3.3.5. Íåõàé τZL � òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ íà R i τu � çâè÷àéíà
òîïîëîãiÿ íà R (äèâ. ïðèêëàäè 3.2.5 i 3.2.7). Íåõàé [a, b) � äåÿêèé åëåìåíò áàçè
BZL ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL). Ïåðåâiðòå, ÷è âiäîáðàæåííÿ f : (R, τZL) → (R, τu),
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
1, ÿêùî x ∈ [a, b);
0, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó,

¹ íåïåðåðâíèì.

ßêùî iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà òîïîëîãi÷-
íèé ïðîñòið Y , òîáòî òàêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , ùî f(X) = Y , òî ìè
áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìîæíà âiäîáðàçèòè íà òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið Y àáî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì ïðîñòîðó X.

Bïðàâà 3.3.6. Äîâåäiòü, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì
äèñêðåòíîãî ïðîñòîðó, à ñàìå ñâî¹¨ äèñêðåòíî¨ êîïi¨.

Òâåðäæåííÿ 3.3.9. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � íåïåðåðâ-
íå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ é A � ùiëüíà ïiäìíîæèíà â X. Òîäi f(A) ùiëüíà
ïiäìíîæèíà â Y .

8Ôóíêöiÿ [x] âçÿòòÿ öiëî¨ ÷àñòèíè äiéñíîãî ÷èñëà x âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: [x] � öå íàéáiëüøå öiëå
÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà x.
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Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) i (7) òåîðåìè 3.3.4 åêâiâàëåíòíi, îòæå

Y = f(X) = f(A) ⊆ f(A),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ç òâåðäæåííÿ 3.3.9 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 3.3.10. ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òî d(Y ) 6 d(X).

Íàñëiäîê 3.3.11. Íåïåðåðâíèé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðî-
ñòîðîì.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ äâîõ âàæëèâèõ êëàñiâ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: çàìêíåíèõ òà âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.12. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
X i Y íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ (âiäêðèòî¨)
ìíîæèíè A ⊆ X îáðàç f(A) � çàìêíåíà (âiäðèòà) ìíîæèíà â Y . Âiäîáðàæåííÿ òîïî-
ëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíèì i âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.9

Î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 3.3.13. Êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäêðèòèõ (çàìêíåíèõ ) âiäîáðàæåíü òîïî-
ëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ âiäêðèòèì (çàìêíåíèì) âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.14. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X
i Y ¹ çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè A ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(B), iñíó¹ òàêà âiäêðèòà
ìíîæèíà C ⊆ Y , ùî ìiñòèòü B i f−1(C) ⊆ A.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y çàìêíåíå, B ⊆ Y i A � âiä-
êðèòà ïiäìíîæèíà â ïðîñòîði X, ÿêà ìiñòèòü f−1(B). Òîäi ìíîæèíà C = Y \f(X \A)
âiäêðèòà â ïðîñòîði Y i ìiñòèòü ìíîæèíó B. Êðiì òîãî,

f−1(C) = f−1(Y \ f(X \ A)) =

= X \ f−1(f(X \ A)) ⊆
⊆ X \ (X \ A) = A.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y çàäîâîëüíÿ¹ âèùå ïåðåëi÷å-
íi óìîâè. Çàôiêñó¹ìî çàìêíåíó ïiäìíîæèíó F ⊆ X. Ìíîæèíà A = X \F � âiäêðèòà
â ïðîñòîði X, i äëÿ

B = Y \ f(F )

9Ó ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi âiäîáðà-
æåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âèùå
ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.
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ìà¹ìî

f−1(B) = X \ f−1(f(F )) ⊆
⊆ X \ F =

= A.

Îòîæ, iñíó¹ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà C ⊆ Y òàêà, ùî Y \ f(F ) ⊆ C i f−1(C) ⊆ A, òîáòî
f−1(C) ∩ F = ∅. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî C ∩ f(F ) = ∅, òîáòî C ⊆ Y \ f(F ). Îòæå,
f(F ) = Y \ C, òîáòî ìíîæèíà f(F ) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Äëÿ âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ñïðàâäæó¹òüñÿ äóàëüíå òâåðä-
æåííÿ äî òåîðåìè 3.3.14:

Òåîðåìà 3.3.15. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X
i Y ¹ âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y i êîæíî¨
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(B), iñíó¹ òàêà çàìêíåíà
ìíîæèíà C ⊆ Y , ùî ìiñòèòü B i f−1(C) ⊆ A.

Bïðàâà 3.3.7. Äîâåäiòü òåîðåìó 3.3.15.

Òåîðåìà 3.3.16. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i
Y ¹ çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨ âiäêðèòî¨
ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V
òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f çàäîâîëüíÿ¹
ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå. Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà
ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà, ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨
òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨

ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy âèêîíóþòüñÿ óìîâè

B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14.

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X
i Y ¹ âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-
òîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà U ∈ BX .

Ïðèêëàä 3.3.18. Íåõàé íà R i I = [0, 1] âèçíà÷åíà çâè÷àéíà (åâêëiäîâà) òîïîëîãiÿ
(äèâ. ïðèêëàäè 3.2.7 i 3.2.8).

Âiäîáðàæåííÿ f1 : R→ I, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f1(x) =


0, ÿêùî x < 0;
x, ÿêùî 0 6 x 6 1;
1, ÿêùî x > 1,
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¹ çàìêíåíèì, àëå íå ¹ âiäêðèòèì.

Âiäîáðàæåííÿ f2 : L → R, (x, y) 7→ x ç ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L â R ¹ âiäêðèòèì,
àëå íå ¹ çàìêíåíèì.

Âiäîáðàæåííÿ f3 : (R, τZL) → D2 ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ ó äèñêðåòíèé äâîòî÷êîâèé
ïðîñòið D2 = {0, 1}, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f3(x) =

{
0, ÿêùî x < 0;
1, ÿêùî x > 0,

¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèì.

Ç òåîðåìè 3.3.17 âèïëèâà¹, ùî íåïåðåðâíi âiäêðèòi âiäîáðàæåííÿ âiäîáðàæàþòü
áàçó òî÷êè â áàçó òî÷êè, à â ïðèïóùåíi, ùî âîíè ¹ ùå êðiì òîãî ñþð'¹êòèâíèìè,
îòðèìó¹ìî, ùî âîíè âiäîáðàæàþòü áàçó ïðîñòîðó â áàçó ïðîñòîðó, à îòæå âèêîíó¹òü-
ñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.3.19. ßêùî f : X → Y � âiäêðèòå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷-
íèõ ïðîñòîðiâ X i Y òà x ∈ X, òî

χ(f(x), Y ) 6 χ(x,X).

À ÿêùî êðiì òîãî f(X) = Y , òî

w(Y ) 6 w(X) i χ(Y ) 6 χ(X).

Îçíà÷åííÿ 3.3.20. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y íàçèâà-
¹òüñÿ ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî:

(i) f � íåïåðåðâíå;
(ii) f � ái¹êòèâíå;

(iii) f−1 � íåïåðåðâíå.

Äâà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè X i Y íàçèâàþòüñÿ ãîìåîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîð-
ôiçì ïðîñòîðó X íà ïðîñòið Y .

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idX : X → X
¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî ãîìåîìîðôiçìó, à òà-
êîæ êîìïîçèöiÿ äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.
Îòæå, âiäíîøåííÿ �ãîìåîìîðôíîñòi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ� íà êëàñi òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. À òîìó òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âèâ÷àþòü ç
òî÷íiñòþ äî ãîìåîìîðôiçìó.

Òåîðåìà 3.3.21. Íåõàé f : X → Y � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-
òîðó X íà òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) f � ãîìåîìîðôiçì;

(ii) f � çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ;

(iii) f � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ;

(iv) ìíîæèíà f(A) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
ìíîæèíà A çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;
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(v) ìíîæèíà f−1(B) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà B çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ;

(vi) ìíîæèíà f(A) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
ìíîæèíà A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(vii) ìíîæèíà f−1(B) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
ìíîæèíà B âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíöi¨ (i)⇔ (ii) òà (i)⇔ (iii) âèïëèâàþòü ç òîãî, ùî

(f−1)−1(A) = f(A)

äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ X.

Àíàëîãi÷íî, åêâiâàëåíöi¨ (ii)⇔ (iv) òà (iii)⇔ (v) âèïëèâàþòü ç ðiâíîñòi

A = f−1(f(A))

äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ X.

Ç åêâiâàëåíöi¨ (i) ⇔ (iv) âèïëèâà¹, ùî óìîâà (v) ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî f−1 �
ãîìåîìîðôiçì, à òàêîæ ç (iii) ⇔ (v) âèïëèâà¹, ùî óìîâà (vii) ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî
f−1 � ãîìåîìîðôiçì, à öå åêâiâàëåíòíî óìîâi (i).

Ïðèêëàä 3.3.22. Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;
(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;
(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;
(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà ôîð-
ìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ fa : X → X ¹
ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.3.23. Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà
ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2) ãîìåîìîðô-
íi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi äiéñíèõ
÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x 6 r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå ïîðîäæó¹
òîïîëîãiþ τr íà R.

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ
÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ
f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.
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Bïðàâà 3.3.8. Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨

τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ç
ïðèêëàäó 3.3.23.

Bïðàâà 3.3.9. Íåõàé f : X → R i g : X → R � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ10. Äîâåäiòü,
ùî òàêi ôóíêöi¨

|f |(x) = |f(x)|;
(f + g)(x) = f(x) + g(x);

(f − g)(x) = f(x)− g(x);

(f · g)(x) = f(x) · g(x);

min{f, g}(x) = min{f(x), g(x)};
max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)}

¹ íåïåðåðâíèìè. ßêùî êðiì òîãî ôóíêöiÿ f : X → R íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü â
æîäíié òî÷öi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òî ôóíêöiÿ 1/f , äå (1/f)(x) = 1/f(x), íåïå-
ðåðâíà.

Äîâåäiòü, ùî àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : X → I òà g : X → I çà âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ îáìåæåíü11.

Ïðèêëàä 3.3.24. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, îçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 3.2.30:
X � äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà, x0 � ôiêñîâàíà òî÷êà ìíîæèíè X i τ � ñiì'ÿ,
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X, ÿêi íå ìiñòÿòü òî÷êè x0, à òàêîæ ç
óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííå äîïîâíåííÿ. Ìè äîâåäåìî, ùî äëÿ
äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : (X, τ) → R iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà X0 ⊂ X òàêà,
ùî f(x) = f(x0) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X \X0.

Ìíîæèíà
Xi = X \ f−1 ((f(x0)− 1/i, f(x0) + 1/i))

¹ çàìêíåíîþ â ïðîñòîði (X, τ) i íå ìiñòèòü òî÷êè x0, à îòæå Xi ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæè-
íîþ. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíà

X0 =
∞⋃
i=1

Xi

çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðiáíó íàì âëàñòèâiñòü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.25. Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñ-
òèâiñòü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M, ÿêùî âëàñòè-
âiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî äëÿ êîæíîãî âiäîáðà-
æåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà
óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P.

10Íàäàëi, ÿêùî íi÷îãî íå çàçíà÷åíî, òî ÷åðåç R áóäåìî ïîçíà÷àòè òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τu)
(äèâ. ïðèêëàä 3.2.7).

11Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç I ìè ïîçíà÷à¹ìî çàìêíåíèé îäèíè÷íèé iíòåðâàë [0, 1] äiéñíèõ ÷èñåë iç
çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ τu (äèâ. ïðèêëàä 3.2.8).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè íàñëiäîê
3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü 6 m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü. Àíà-
ëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19, ñêàçàâøè, ùî �âàãà 6 m� i �õàðàêòåð
6 m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.26. Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñ-
òèâiñòü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ îáåðíåíèì iíâàðiàíòîì
êëàñó M àáî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê ïðîîáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó
M, ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî äëÿ
êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P.

Çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâiñòü P ¹ îáåðíåíèì iíâàðiàíòîì êëàñó M òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè âëàñòèâiñòü íå-P (òîáòî çàïåðå÷åííÿ âëàñòèâîñòi P) ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M.
Îòîæ, ïîíÿòòÿ îáåðíåíîãî iíâàðiàíòà çâîäèòüñÿ äî ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòà. Âîíî ââåäåíî
äëÿ ñïðîùåííÿ áàãàòüîõ òâåðäæåíü. Î÷åâèäíî, ÿêùî M1 ⊂ M2, òî êîæåí iíâàðiàíò
(îáåðíåíèé iíâàðiàíò êëàñó) M2 ¹ iíâàðiàíòîì (îáåðíåíèì iíâàðiàíòîì) êëàñó M1.

Iíâàðiàíòè ãîìåîìîðôiçìiâ ¹ îñîáëèâî âàæëèâèìè. Âîíè íàçèâàþòüñÿ òîïîëîãi÷-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè. Îñêiëüêè îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî ãîìåîìîðôiçìó ¹ çíîâó
ãîìåîìîðôiçìîì, òî ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòà é îáåðíåíîãî iíâàðiàíòà â êëàñi ãîìåîìîð-
ôiçìiâ çáiãàþòüñÿ. Îòîæ, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìà¹ âëàñòèâiñòü P òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè òàêó æ âëàñòèâiñòü ìà¹ äîâiëüíèé éîìó ãîìåîìîðôíèé ïðîñòið. Îñêiëüêè ãî-
ìåîìîðôiçì f : X → Y âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ òî÷êàìè é
âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè îáîõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, òî êîæíà âëàñòèâiñòü, îçíà÷åíà
â òåðìiíàõ âiäêðèòèõ ìíîæèí i â òåðìiíàõ òåîði¨ ìíîæèí, ¹ òîïîëîãi÷íîþ âëàñòèâiñ-
òþ.

Ïðåäìåò òîïîëîãi¨ � âèâ÷åííÿ òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Êîëè ìè ðîçãëÿäà¹ìî
îêðåìèé ïðîñòið X, ìè ðîáèìî ñïðîáó âèçíà÷èòè, ÿêèìè òîïîëîãi÷íèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè öåé ïðîñòi âîëîäi¹. Ïðè ïîáóäîâi ÿêî¨-íåáóäü çàãàëüíî¨ òåîði¨ òåîði¨ çàçâè÷àé
âè÷à¹òüñÿ äåÿêà êîíêðåòíà òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü P òà ¨¨ âçà¹ìîçâ'ÿçêè ç iíøèìè
òîïîëîãi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ìè ðîáèìî ñïðîáó âèçíà÷èòè, ÿêi îïåðàöi¨ íàä òîïî-
ëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè íå çìiíþþòü âëàñòèâiñòü P i ÿêi êëàñè âiäîáðàæåíü, ñòîñîâíî
ÿêèõ âëàñòèâiñòü P iíâàðiàíòíà. Îòîæ, ç òîïîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó äâà ãîìåîìîðôíi
ïðîñòîðè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îäèí îá'¹êò.

Ìè âæå âèçíà÷èëè äåêiëüêà òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Íàéáiëüø âàæëèâèìè
ñåðåä íèõ ¹ òàêi: �âàãà 6 m�, �õàðàêòåð 6 m� i �ùiëüíiñòü 6 m�.

Äîâiëüíà âëàñòèâiñòü P âèçíà÷à¹ êëàñ óñiõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü öþ âëàñòèâiñòü. ßêùî P � òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü, òî âèçíà÷åíèé íåþ êëàñ
òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíèé, òîáòî ðàçîì ç äåÿêèì ïðîñòîðîì X, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P, âií ìiñòèòü âñi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, ãîìåîìîðôíi ïðîñòîðó X. Òîïî-
ëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, ïåðåëi÷åíi â êiíöi ïîïåðåäíüîãî àáçàöà, âèçíà÷àþòü (äëÿ m = ℵ0)
âiäïîâiäíî êëàñ ïðîñòîðiâ ç äóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi-
÷åííîñòi òà ñåïàðàáåëüíèõ. Óñi öi êëàñè òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíi. Â ïîäàëüøîìó ìè
âèçíà÷èìî çíà÷íó êiëüêiñòü òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé, òîáòî òîïîëîãi÷íî iíâàði-
àíòíèõ êëàñiâ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Ââîäÿ÷è íîâèé êëàñ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ,
ìè çàçâè÷àé íå áóäåìî çóïèíÿòèñÿ íà éîãî òîïîëîãi÷íié iíâàðiàíòíîñòi. Öå âèïëè-
âà¹, îäíàê, iç ñàìîãî îçíà÷åííÿ, ó ÿêîìó áåðóòü ó÷àñòü ëèøå òåîðåòèêî-ìíîæèííi
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ïîíÿòòÿ òà ïîíÿòòÿ, ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè. Ìè íå áóäåìî ðîç-
ãëÿäàòè êëàñòè òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi íå ¹ òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíèìè. Ïîäiáíî
ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå êëàñè òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíèõ âiäîáðàæåíü, òîáòî òà-
êèõ âiäîáðàæåíü, êîìïîçèöiÿ ÿêèõ ç ãîìåîìîðôiçìàìè (ç îáîõ áîêiâ) ¹ çíîâó â öüîìó
êëàñi âiäîáðàæåíü.

Ïðèêëàä 3.3.27. Íåõàé X i Y � äâi ìíîæèíè îäíàêîâî¨ ïîòóæíîñòi. Ðîçãëÿíåìî íà
îáèäâîõ ìíîæèíàõ äèñêðåòíó òîïîëîãiþ. Î÷åâèäíî, ùî êîæíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X íà Y ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî äèñêðåòíi
òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè X i Y ìàþòü ðiçíó ïîòóæíiñòü, òî âîíè íå ìîæóòü áóòè ãîìåî-
ìîðôíèìè. Òàêèì ÷èíîì, äèñêðåòíèé ïðîñòið íå çàëåæèòü (ç òî÷íiñòþ äî ãîìåîìîð-
ôiçìó) âiä ïðèðîäè òî÷îê ìíîæèíè X, à çàëåæèòü ëèøå âiä ïîòóæíîñòi ìíîæèíè X.
Äàëi äèñêðåòíèé ïðîñòið ïîòóæíîñòi m áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç D(m).

Àíàëîãi÷íà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííèõ ìíîæèí X i Y ç òîïîëî-
ãi¹þ, îçíà÷åíîþ â ïðèêëàäi 3.2.30. Îäíàê â öüîìó âèïàäêó, êîëè îáèäâi ìíîæèíè X
i Y ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü, äëÿ òîãî ùîá îòðèìàòè ãîìåîìîðôiçì, íåîáõiäíî
âçÿòè òàêi âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ X íà Y , ÿêi ïåðåâîäÿòü òî÷êó x0 e y0 �
òî÷êó íàêîïè÷åííÿ ïðîñòîðó Y , Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, îòðèìàíèé ÿê i â ïðèêëàäi
3.2.30, ç ìíîæèíè ïîòóæíîñòi m > ℵ0, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A(m).

Îçíà÷åííÿ 3.3.28. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i {fi}i∈N � ïîñëiäîâíiñòü ôóíê-
öié ç ïðîñòîðó X ó R àáî I. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fi}i∈N ðiâíîìiðíî
çáiãà¹òüñÿ äî äiéñíî âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨ f , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0
iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî |f(x)− fi(x)| < ε äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i i > k, i öå
ìè çàïèñóâàòèìåìî òàê f = lim

i∈N
fi.

Òåîðåìà 3.3.29. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {fi}i∈N íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X ó R àáî I ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f , òî f � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
ç X ó R. ßêùî âñi fi � ôóíêöi¨ ç X â I, òî f : X → I � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà
ε > 0 iñíó¹ òàêèé îêië Ux0 òî÷êè x0 â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ùî |f(x0)−f(x)| < ε
äëÿ âñiõ x ∈ Ux0 .

Âèáåðåìî òàê öiëå ÷èñëî k, ùî

|f(x)− fi(x)| < ε

3
äëÿ âñiõ x ∈ X i i > k. (3.3)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ fk íåïåðåðâíà äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N, òî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië
Ux0 òî÷êè x0 â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ùî

|fk(x0)− fk(x)| < ε

3
äëÿ âñiõ x ∈ Ux0 . (3.4)

Îêië Ux0 òî÷êè x0 ìà¹ íåîáõiäíi íàì âëàñòèâîñòi. Ñïðàâäi, ç óìîâ (3.3) i (3.4)
âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Ux0 ìà¹ìî

|f(x0)− f(x)| = |f(x0)− fk(x0) + fk(x0)− fk(x) + fk(x)− f(x)| 6
6 |f(x0)− fk(x0)|+ |fk(x0)− fk(x)|+ |fk(x)− f(x)| <
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<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
=

= ε.

Î÷åâèäíî, ÿêùî fi(X) ⊆ I äëÿ âñiõ i ∈ N, òî f : X → I � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Îïèøåìî òåïåð ìåòîä ââåäåííÿ òîïîëîãié çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü.

Òâåðäæåííÿ 3.3.30. Íåõàé äàíî ìíîæèíó X, ñiì'þ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ {Yi}i∈J
i ñiì'þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi : X → Yi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ J. Òîäi â êëàñi âñiõ òî-
ïîëîãié íà ìíîæèíi X, ñòîñîâíî ÿêèõ óñi âiäîáðàæåííÿ fi : X → Yi íåïåðåðâíi, iñíó¹
íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ τ{fi}. Òîïîëîãiÿ τ{fi} ïîðîäæåíà áàçîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó

k⋂
j=1

f−1ij (Vj),

äå i1, i2, . . . , ik ∈ J i Uj � äîâiëüíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
Yij , j = 1, 2, . . . , k.

Äîâåäåííÿ. Ñiì'ÿ B{fi}, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X âèãëÿäó
k⋂
j=1

f−1ij (Vj), çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (B1) i (B2), i çà òåîðåìîþ 3.3.4 âñi âiäîáðàæåííÿ

fi : X → Yi ¹ íåïåðåðâíèìè ñòîñîâíî òîïîëîãi¨ τ{fi} ïîðîäæåíî¨ áàçîþ B{fi}.

Ç iíøîãî áîêó, ç òåîðåìè 3.3.4 âèïëèâà¹, ÿêùî âñi âiäîáðàæåííÿ fi : X → Yi ¹
íåïåðåðâíèìè ñòîñîâíî òîïîëîãi¨ τ íà ìíîæèíi Xá òî B{fi} ⊆ τ . Çâiäñè âèïëèâà¹
âêëþ÷åííÿ τ ⊆ τ{fi}, à öå îçíà÷à¹, ùî òîïîëîãiÿ τ{fi} ñëàáøà çà òîïîëîãiþ τ .

Òîïîëîãiÿ τ{fi} íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J.

Òâåðäæåííÿ 3.3.31. Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið Y , òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi � âiäîáðà-
æåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ fif íåïå-
ðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P
ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîæèí âèãëÿäó f−1i (Vi),
äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî
äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè
ïiäìíîæèíàìè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1i (Vi) = (fif)−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.3.32. Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íà-
çèâà¹òüñÿ óùiëüíåííÿì.
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Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ãîìåîìîðôiçì òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ óùiëüíåííÿì. Òà-
êîæ, äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ) òîòîæíi âiäîáðàæåííÿ

idX : (X, τ)→ (X, τad) i idX : (X, τd)→ (X, τ),

äå τad i τd � àíòèäèñêðåòíà òà äèñêðåòíà òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X, âiäïîâiäíî, ¹
óùiëüíåííÿìè.

Ïðèêëàä 3.3.33. Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ íåãîìåîìîðôíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
X i Y òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
ïåðåäáàçàìè

B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}

i
B2 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | 1 < x < 2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,

âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨ B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (B1) i (B2), à îòæå ¹
áàçàìè òîïîëîãié íà R.

Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idR(R, τ1) → (R, τ2), x 7→ x, ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè τ1 ⊂ τ2, à îòæå âîíî ¹ óùiëüíåííÿì. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ g : (R, τ2) →
(R, τ1), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ g(x) =

1

3
· x ¹ óùiëüíåííÿì. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨

òî÷êè x ∈ (R, τ1) òàêî¨, ùî x < 0 àáî x > 1 ìà¹ìî g−1({x}) = {3x} ∈ τ2 i g−1([0, 1]) =
[0, 3] ∈ τ2, òà âðàõóâàâøè ëiíiéíiñòü âiäîáðàæåííÿ g, îòðèìó¹ìî, ùî g ¹ óùiëüíåííÿì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîñòîðè X = (R, τ1) i Y = (R, τ2) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè.
Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ 3.3.21 ãîìåîìîðôiçì âiäîáðàæà¹ içîëüîâàíi òî÷êè ó içîëüîâàíi
òî÷êè, à íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi ìíîæèíè ó íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi ìíîæèíè. Îäíàê
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìiñòèòü îäíó âiäêðèòó íåîäíîòî÷êîâó ìíîæèíó [0, 1], ÿêà íå
ìiñòèòü âëàñíèõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí, à òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ìiñòèòü
òàêi äâi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè [0, 1] i [2, 3].

3.4 Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Îçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ äóæå çàãàëüíèì ïîíÿòòÿì, òîìó íåìîæëè-
âî äîâåñòè áàãàòî öiêàâèõ òåîðåì ïðî âñi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âiäðàçó. Ïðèðîäíî
âèâ÷àòè ðiçíi êëàñè òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: âiä äîñòàòíüî çàãàëüíèõ äî áiëüø ñïåöi-
àëüíèõ. Î÷åâèäíî, ùî ÷èì âóæ÷èé êëàñ ïðîñòîðiâ, òèì áiëüøå òåîðåì ìîæíà äîâåñòè
ïðî öåé êëàñ.

Îáìåæåííÿ, ÿêi ìè íàêëàäà¹ìî íà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, ìàþòü ðiçíîìàíiòíèé
õàðàêòåð. Ìè âæå îáãîâîðþâàëè àêñiîìè çëi÷åííîñòi, ÿêi îáìåæóþòü ïîòóæíîñòi áàç.
Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèâ÷èìî àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ âiäîêðåìëåííÿ
òî÷îê i çàìêíåíèõ ìíîæèí â òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Îçíà÷åííÿ 3.4.1. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T0-ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà â X, ÿêà ìiñòèòü
ëèøå îäíó ç öèõ òî÷îê.
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Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì T0-ïðîñòîðó ¹ íåîäíîòî÷êîâèé àíòèäèñêðåòíèé ïðîñ-
òið. Ó ïðèêëàäi 3.4.2 îïèñàíî íåàíòèäèñêðåòíèé ïðîñòið, ÿêè íå ¹ T0-ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 3.4.2. Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ

τ = {∅,R,Q,R \Q} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τ) íå ¹ T0-ïðîñòîðîì, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ
äâîõ ðàöiîíàëüíèõ (iððàöiîíàëüíèõ) òî÷îê íå iñíó¹ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè â (R, τ), ùî
ìiñòèòü ëèøå îäíó ç öèõ òî÷îê.

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí äèñêðåòíèé ïðîñòið (X, τd), ïðÿìà ç òîïîëîãi¹þ ñòðiëêè Çîð-
 åíôðåÿ (R, τZL), à òàêîæ ïðÿìà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (R, τu) ¹ T0-ïðîñòîðàìè.
Òàêîæ êîæíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ç êîñêií÷åííîþ òîïîëîãi¹þ (äèâ. ïðèêëàä 3.1.12)
i êîæíà íåçëi÷åííà ìíîæèíà ç êîçëi÷åííîþ òîïîëîãi¹þ (äèâ. ïðèêëàä 3.1.13) ¹ ïðèê-
ëàäàìè T0-ïðîñòîðiâ.

Íàâåäåìî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òîïîëîãiÿ ÿêîãî ¹ íåñêií÷åííîþ
ñiì'¹þ, i X íå ¹ T0-ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 3.4.3. Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ

τlZ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Z}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlZ) íå ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ. 3.12), îñêiëü-

( ( ( ( (
0 1 2 3 4x1 x2

Ðèñ. 3.12: Äî ïðèêëàäó 3.4.3

êè äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà z0 i äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2
òàêèõ, ùî z0 6 x1 < x2 < z0+1, íå iñíó¹ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
(R, τlZ), ùî ìiñòèòü ëèøå îäíó ç öèõ òî÷îê.

Íàäàëi äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà α ÷åðåç expα áóäåìî ïîçíà÷àòè ïîòóæíiñòü
ìíîæèíè P(A), äå |A| = α.

Òåîðåìà 3.4.4. Íåõàé X � T0-ïðîñòið. Òîäi |X| 6 expw(X).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B � òàêà áàçà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ùî |B| = w(X), i äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X íåõàé B(x) = {U ∈ B | x ∈ U}. Ç îçíà÷åííÿ T0-ïðîñòîðó âèïëè-
âà¹, ùîB(x) 6= B(y) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X x 6= y. Îñêiëüêè ïîòóæíiñòü
óñiõ ðiçíèõ ñiìåé B íå ïåðåâèùó¹ êàðäèíàëà exp |B|, òî |X| 6 expw(X).

Bïðàâà 3.4.1. Íàâåäiòü ïðèêëàä ñêií÷åííîãî T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ äèñêðåòíèì.

Îçíà÷åííÿ 3.4.5. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T1-ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà U â X òàêà, ùî
x1 ∈ U i x2 /∈ U .
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ âiäêðèòà
ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ïàðó
òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â
îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà
âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî
x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä T0-ïðîñ-
òîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6. Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ

τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ. 3.13), îñêiëüêè

(
zx1 x2

Ðèñ. 3.13: Äî ïðèêëàäó 3.4.6

äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå
÷èñëî z òàêå, ùî x1 6 z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê
äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà
ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü
òî÷êó x2. Îòîæ, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ iíøi õàðàêòåðèñòèêè T1-ïðîñòîðó â òåðìiíàõ âiäêðèòèõ
îêîëiâ òî÷êè òà çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 3.4.7. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X � T1-ïðîñòið;

(ii) êîæíà òî÷êà x ∈ X ¹ ïåðåòèíîì óñiõ ñâî¨õ âiäêðèòèõ îêîëiâ â X;

(iii) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ìíîæèíà {x} çàìêíåíà â X.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇔ (ii) Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X ÷åðåç Uy(x) ïîçíà÷èìî
äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîðiX, ÿêèé íå ìiñòèòü òî÷êó
y. Òîäi ç òîãî, ùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

{x} =
⋂

y∈X\{x}

Uy(x).

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

{x} =
⋂
{U(x) | U(x)− âiäêðèòèé îêië òî÷êè x ∈ X} .

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ X \ {x} iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U(x) òî÷êè x â ïðîñòîði
X, ùî U(x) 63 y, à îòæå òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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(i)⇔ (iii) Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X ÷åðåç Ux(y) ïîçíà÷èìî äîâiëüíèé
âiäêðèòèé îêië òî÷êè y â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêèé íå ìiñòèòü òî÷êó x. Òîäi ç
òîãî, ùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì âèïëèâà¹, ùî

{x} = X \
⋃

y∈X\{x}

Ux(y)

çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â X, îñêiëüêè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ
ìíîæèíè ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ. Íàâïàêè, äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X
ìíîæèíè U(x) = X \{y} i U(y) = X \{x} ¹ âiäêðèòèìè îêîëàìè òî÷îê x i y ó òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði X, âiäïîâiäíî, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè îçíà÷åííÿ 3.4.5, îñêiëüêè
{y} i {x} � çàìêíåíi ïiäìíîæèíè â ïðîñòîði X.

Bïðàâà 3.4.2. Äîâåäiòü, ùî êîæåí ñêií÷åííèé òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ äèñêðåò-
íèì.

Bïðàâà 3.4.3. Äîâåäiòü, ùî ñiì'¨ ïiäìíîæèí ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë R, îçíà÷åíi â
ïðèêëàäàõ 3.4.2, 3.4.3 i 3.4.6 ¹ òîïîëîãiÿìè íà R.

Îçíà÷åííÿ 3.4.8. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T2-ïðîñòîðîì àáî ãàóñäîð-
ôîâèì ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíóþòü âiäêðèòi
ìíîæèíè U1 òà U2 â X òàêi, ùî x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí T2-ïðîñòið ¹ T1-ïðîñòîðîì, òà êîæåí äèñêðåòíèé ïðîñòið
(X, τd), ïðÿìà ç òîïîëîãi¹þ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL), à òàêîæ ïðÿìà çi çâè÷àéíîþ
òîïîëîãi¹þ (R, τu) ¹ T2-ïðîñòîðàìè.

Íàâåäåìî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî T1-ïðîñòîðó, ÿêè íå ¹ ãàóñäîðôîâèì.

Ïðèêëàä 3.4.9. Êîæíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ç êîñêií÷åííîþ òîïîëîãi¹þ (äèâ. ïðèê-
ëàä 3.1.12) i êîæíà íåçëi÷åííà ìíîæèíà ç êîçëi÷åííîþ òîïîëîãi¹þ (äèâ. ïðèêëàä
3.1.13) çà òâåðäæåííÿì 3.4.7 ¹ T1-ïðîñòîðàìè. Îäíàê ó íåñêií÷åííié ìíîæèíi äîâiëüíi
äâi êîñêií÷åííi ìíîæèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, à òàêîæ ó íåçëi÷åííié ìíîæèíi äîâiëüíi äâi
êîçëií÷åííi ìíîæèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, à îòæå íàâåäåíi âèùå äâà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè
íå ¹ ãàóñäîðôîâèìè.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ iíøå îïèñàííÿ T2-ïðîñòîðó â òåðìiíàõ âiäêðèòèõ îêîëiâ
òî÷êè.

Òâåðäæåííÿ 3.4.10. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ãàóñäîðôîâèì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè êîæíà òî÷êà x ∈ X ¹ ïåðåòèíîì çàìèêàíü óñiõ ñâî¨õ âiäêðèòèõ îêîëiâ.

Äîâåäåííÿ. (⇒) ßêùî X � ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî äëÿ äîâiëüíèõ
ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíóþòü ¨õ âiäêðèòi îêîëè Uy(x) i V (y) â X òàêi, ùî Uy(x) ∩
V (y) = ∅. Ç íàñëiäêó 3.2.16 âèïëèâà¹, ùî Uy(x)∩V (y) = ∅, à îòæå Uy(x) ⊆ X \V (y).
Òîäi ⋂

y∈X\{x}

Uy(x) ⊆
⋂

y∈X\{x}

X \ V (y) = X \
⋃

y∈X\{x}

V (y) = X \ (X \ {x}) = {x},

i îñêiëüêè x ∈
⋂

y∈X\{x}

Uy(x) ⊆
⋂

y∈X\{x}

Uy(x), òî
⋂

y∈X\{x}

Uy(x) = {x}.
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(⇐) Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ X ¹ ïåðåòèíîì çàìèêàíü óñiõ ñâî¨õ âiä-
êðèòèõ îêîëiâ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ X \ {x}
iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië U(x) òî÷êè x ó ïðîñòîði X, ùî U(x) 63 y. Î÷åâèäíî, ùî
U(y) = X \ U(x) � âiäêðèòèé îêië òî÷êè y â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, i êðiì òîãî
U(x) ∩ U(y) = ∅.

Òâåðäæåííÿ 3.4.11. Íåõàé äàíî ìíîæèíó X i ñóêóïíiñòü ñiìåé {B(x)}x∈X ¨¨ ïiä-
ìíîæèí, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñòi (BP1), (BP2) i (BP3). Êðiì òîãî, íå-
õàé äëÿ {B(x)}x∈X âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâiñòü:

(BP4) äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U ∈
B(x) i V ∈ B(y) òàêi, ùî U ∩ V = ∅.

Òîäi ìíîæèíà X ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ {B(x)}x∈X , ¹ ãàóñäîðôîâèì ïðî-
ñòîðîì.

Bïðàâà 3.4.4. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ 3.4.11.

Äàëi ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òàêîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 3.4.12. Íåõàé f : X → Y i g : X → Y � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ç òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi ìíîæèíà

{x ∈ X | f(x) = g(x)}

çàìêíåíà â ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ìíîæèíà

A = {x ∈ X | f(x) 6= g(x)}

¹ âiäêðèòîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ A ìà¹ìî,
ùî f(x) 6= g(x), à îòæå â ãàóñäîðôîìó ïðîñòîði Y iñíóþòü äèç'þíêòíi âiäêðèòi îêîëè
U(f(x)) i U(g(x)) òî÷îê f(x) i g(x), âiäïîâiäíî. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 ìíîæèíà

V (x) = f−1(U(f(x))) ∩ g−1(U(g(x)))

¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.

Îçíà÷åííÿ 3.4.13. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T3-ïðîñòîðîì àáî ðåãóëÿð-
íèì ïðîñòîðîì, ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òà äîâiëüíî¨
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ó ïðîñòîði X, ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êè x, iñíóþòü âiäêðèòi ìíî-
æèíè U1 i U2 ó ïðîñòîði X òàêi, ùî

x ∈ U1, F ⊆ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Çàóâàæåííÿ 3.4.14. Íåîáõiäíî ïîïåðåäèòè ÷èòà÷iâ, äåÿêi àâòîðè íå âêëþ÷àþòü
â îçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ, öiëêîì ðåãóëÿðíèõ i íîðìàëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
óìîâó, ùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì. Ìè æ áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ íàøèõ îçíà÷åíü òàêèõ
ïðîñòîðiâ. Ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ Ti-àêñiîìó
âiäîêðåìëåííÿ àáî äëÿ ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ Ti-àêñiîìà âiäîêðåìëåííÿ, ÿêùî X
¹ Ti-ïðîñòîðîì äå i = 0, 1, 2. Òàêîæ áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X
çàäîâîëüíÿ¹ T3-àêñiîìó âiäîêðåìëåííÿ àáî äëÿ ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ T3-àêñiîìà
âiäîêðåìëåííÿ, ÿêùî äëÿ X âèêîíó¹òüñÿ äðóãà óìîâà îçíà÷åííÿ 3.4.13. Àíàëîãi÷íî
ìè áóäåìî ãîâîðèòè òàêîæ i äëÿ Ti-àêñiîì ó âèïàäêó i = 31

2
, 4 (äèâ. îçíà÷åííÿ 3.4.18

i 3.4.21).
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Òâåðäæåííÿ 3.4.15. Òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið X ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ îêîëó V (x) ç äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨
ïåðåäáàçè P iñíó¹ îêië U(x) òî÷êè x òàêèé, ùî U(x) ⊆ V (x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i P � ïåðåäáàçà òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Âèáåðåìî äåÿêó òî÷êó x ∈ X òà ¨¨ îêië V (x) ∈P. Çà îçíà÷åííÿ
ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði X òàêi, ùî

x ∈ U1, X \ V (x) ⊆ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Òîäi
U(x) = U1 ⊆ X \ U2 ⊆ V (x),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî U(x) ⊆ V (x), îñêiëüêè ìíîæèíàX\U2 çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Âè-
áåðåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X i äîâiëüíó çàìêíåíó ìíîæèíó F â ïðîñòîði X òàê, ùîá
x /∈ F . Çà îçíà÷åííÿì ïåðåäáàçè iñíóþòü V1, V2, . . . , Vk ∈P, ùî

x ∈
k⋂
i=1

Vi ⊆ X \ F.

Äëÿ êîæíîãî i = 1, 2, . . . , k âèáåðåìî îêië Wi(x) òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X
òàê, ùîá Wi(x) ⊆ Vi. Âiäêðèòi ìíîæèíè

U1 =
k⋂
i=1

Wi(x) i U2 = X \
k⋂
i=1

Wi(x)

íå ïåðåòèíàþòüñÿ, x ∈ U1 i

F ⊆ X \
k⋂
i=1

Vi ⊆ X \
k⋂
i=1

Wi(x) = U2.

Îòæå, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ðåãóëÿðíèì.

Ç òâåðäæåííÿ 3.4.15 âèïëèâà¹, ùî êîæåí äèñêðåòíèé ïðîñòið (X, τd), ïðÿìà ç òî-
ïîëîãi¹þ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL), à òàêîæ ïðÿìà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (R, τu)
¹ ðåãóëÿðíèìè ïðîñòîðàìè. Îäíàê, àòèäèñêðåòíèé ïðîñòið çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðä-
æåííÿ 3.4.15, àëå íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.

Íàâåäåìî òåïåð ïðèêëàä íåðåãóëÿðíîãî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 3.4.16. Íåõàé Z � ìíîæèíà îáåðíåíèõ äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë âiäìiííèõ

âiä íóëÿ, òîáòî Z =

{
1

z
| z ∈ Z \ {0}

}
. Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà x ïðèéìåìî

Ui(x) =

(
x− 1

i
, x+

1

i

)
i

B(x) =

{
{Ui(x)}∞i=1 , ÿêùî x 6= 0;
{Ui(x) \ Z}∞i=1 , ÿêùî x = 0.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñiì'ÿ {B(x)}x∈R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP3) òà
(BP4). Îòæå, ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ îêîëiâ
{B(x)}x∈R ¹ ãàóñäîðôîâèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì. Ìíîæèíà Z çàìêíåíà â öüîìó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði R i 0 /∈ Z. Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí U1 i
U2 òàêèõ, ùî 0 ∈ U1 i Z ⊆ U2 ìà¹ìî U1 ∩ U2 6= ∅. Îòîæ, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið R íå ¹
ðåãóëÿðíèì.

Bïðàâà 3.4.5. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ {B(x)}x∈R ç ïðèêëàäó 3.4.16 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
(BP1), (BP2), (BP3) i (BP4).

Bïðàâà 3.4.6. Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið R, âèçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 3.4.16
íå ¹ ðåãóëÿðíèì, âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 3.4.15.

Òåîðåìà 3.4.17. ßêùî X � ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî

w(X) 6 exp d(X).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Uj}j∈J � ñiì'ÿ âñiõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷-

íîãî ïðîñòîðó X. Îñêiëüêè ïðîñòið X ðåãóëÿðíèé, òî ñiì'ÿ
{

IntUj
}
j∈J ¹ áàçîþ â X.

Âèáåðåìî ùiëüíó ìíîæèíó A â ïðîñòîði X òàêó, ùî |A| = d(X), i íåõàé Vj = A ∩ Uj
äëÿ äîâiëüíîãî iíäåêñà j ∈ J. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî çà
òåîðåìîþ 3.2.19 âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ:

ç Vi = Vj âèïëèâà¹, ùî Vi = Vj äëÿ i, j ∈ J.

áî ç öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî ïîòóæíiñòü âñiõ ðiçíèõ ìíîæèí IntUj íå ïåðå-
âèùó¹ êàðäèíàëà exp |A|.

Ùå áiëüø âóçüêèé êëàñ ïðîñòîðiâ ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ òèõîíîâñüêi ïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ 3.4.18. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T3 1
2
-ïðîñòîðîì, àáî òè-

õîíîâñüêèì ïðîñòîðîì, àáî öiëêîì ðåãóëÿðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì
i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F , ùî íå ìiñòèòü
òî÷êè x, iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → I12 òàêà, ùî

f(x) = 0 i f(y) = 1 äëÿ y ∈ F.

Îñêiëüêè äëÿ âiäêðèòèõ ìíîæèíè U1 = f−1([0, 1/2)) i U2 = f−1((1/2, 1]) âèêîíó-
þòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

x ∈ U1, F ⊆ U2 i U1 ∩ U2 = ∅,

òî êîæåí öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið ¹ ðåãóëÿðíèì.

Â îçíà÷åííi T3 1
2
-ïðîñòîðó, êðiì òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ ïîíÿòü i ïîíÿòü, ÿêi çâî-

äÿòüñÿ äî äî ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè, âèêîðèñòàíèõ äëÿ îçíà÷åííÿ Ti-ïðîñòîðiâ
ç i = 0, 1, 2, 3, âèêîðèñòàíî ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíî¨ äiéñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨. Îòæå, òîïîëî-
ãi÷íà iíâàðiàíòíiñòü êëàñó T3 1

2
-ïðîñòîðiâ ïîòðåáó¹ äîâåäåííÿ, òîäi ÿê äëÿ Ti-ïðîñòî-

ðiâ ç i = 0, 1, 2, 3 öÿ òîïîëîãi÷íà iíâàðiàíòíiñòü ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ñïîñîáó ¨õ
îçíà÷åííÿ. Îäíàê äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî êîìïîçèöiÿ fg ãîìåîìîð-
ôiçìà h i íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f â îäèíè÷íèé âiäðiçîê I ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

12Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç I ìè ïîçíà÷à¹ìî çàìêíåíèé îäèíè÷íèé iíòåðâàë [0, 1] äiéñíèõ ÷èñåë iç
çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ τu (äèâ. ïðèêëàä 3.2.8).
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Òâåðäæåííÿ 3.4.19. Òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið X ¹ òèõîíîâñüêèì ïðîñòîðîì òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X i äîâiëüíîãî ¨¨ îêîëó V ç ôiêñîâàíî¨
ïåðåäáàçè P iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → I òàêà, ùî

f(x) = 0 i f(y) = 1 äëÿ y ∈ X \ V.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà X \ V
çàìêíåíà òà íå ìiñòèòü òî÷êè x.

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi âèáåðåìî òî÷êó x ∈ X i çàìêíåíó ìíîæèíó F 63 x. Çà
îçíà÷åííÿì ïåðåäáàçè iñíóþòü V1, . . . , Vk ∈P, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

x ∈
k⋂
i=1

Vi ⊆ X \ F.

Âèáåðåìî ôóíêöi¨ fi : X → I, i = 1, . . . , k, íàñòóïíèì ÷èíîì

fi(x) = 0 i fi(y) = 1 äëÿ y ∈ X \ Vi.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóêíöiÿ f = max {f1, f2, . . . , fk} ¹ íåïåðåðâíîþ (äèâ. âïðàâó 3.3.9),
i äëÿ íå¨ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

f(x) = 0 i f(y) = 1 äëÿ y ∈ F,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ.

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí äèñêðåòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ïðÿìà ç òîïîëîãi¹þ ñòðië-
êè Çîð åíôðåÿ (R, τZL), à òàêîæ ïðÿìà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (R, τu) ¹ òèõîíîâñü-
êèìè ïðîñòîðàìè.

Äàëi ìè íàâåäåìî ïðèêëàä ðåãóëÿðíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ öiëêîì
ðåãóëÿðíèì.

Ïðèêëàä 3.4.20. Íåõàé M0 � âåðõíÿ çàìêíåíà ïiâïëîùèíà äiéñíî¨ ïëîùèíè R2,
òîáòî

M0 =
{

(x, y) ∈ R2 | y > 0
}

(äèâ. ðèñ. 3.14). Íåõàé z0 � òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (0,−1) â R2 i M = M0 ∪ {z0}.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L ïðÿìó y = 0 i ÷åðåç Li, 1, 2, 3, . . ., âiäðiçîê, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç
óñiõ òî÷îê (x, 0) ∈ L òàêèõ, ùî i − 1 6 x 6 i. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè z = (x, 0) ∈ L
ïîçíà÷èìî ÷åðåç A1(z) ìíîæèíó âñiõ òî÷îê (x, y) ∈ M0, äå 0 6 y 6 2 i ÷åðåç A2(z)
ìíîæèíó âñiõ òî÷îê (x+ y, y) ∈M0, äå 0 6 y 6 2. Íåõàé

B(z) = {UB(z) = (A1(z) ∪ A2(z)) \B | z /∈ B ⊂M, |B| <∞} .

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êîæíà òî÷êà z ∈ M0 \ L ¹ içîëüîâàíîþ, òîáòî B(z) = {{z}}.
Íåõàé B(z0) = {Ui(z0)}∞i=1, äå

Ui(z0) = {(x, y) ∈M0 | x > i} .

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ñiì'ÿ {B(z)}z∈M çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP3)
òà (BP4). Îòæå ìíîæèíà M ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ âiäêðèòèõ îêîëiâ
{B(z)}z∈M ¹ ãàóñäîðôîâèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì.
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L

M0

z0

z

A1(z) A2(z)

Ui(z0)

iL10 1 Li i+1

Ðèñ. 3.14: Äî ïðèêëàäó 3.4.20. Ïðèêëàä ðåãóëÿðíîãî íåòèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó M .
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M , äîñòàòíüî
äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî z0 /∈ F iñíóþòü
âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 /∈ U1, F ⊆ U2 i U1∩U2 = ∅. Ëåãêî
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíè

U1 = Ui0+2(z0) i U2 = M \ (Ui0+2(z0) ∪ Li0 ∪ Li0+1) ,

äå F ∩ Ui0(z0) = ∅, ìàþòü íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi.
Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : M → I òàêó, ùî f(L1) = {0}. Äëÿ

äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòiðM íå ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì äîñòàòíüî
ïîêàçàòè, ùî f(z0) = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöi¨ f i ç òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà

Ki = {z ∈ Li | f(z) = 0}

¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ i = 1, 2, 3, . . ., i öå ìè çáèðà¹ìîñÿ äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ. Î÷åâèäíî,
ùî ìíîæèíà K1 = L1 ¹ íåñêií÷åííîþ. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî |Kn| > ℵ0 i ðîçãëÿíåìî
çëi÷åííó íåñêií÷åííó ìíîæèíó K ′n ⊆ Kn. Àíàëîãi÷íî, ÿê i â ïðèêëàäi 3.3.24 ïîêàæå-
ìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ K ′n iñíó¹ íåñêií÷åííà çëi÷åííà ìíîæèíà A0(z) ⊂ A2(z)
òàêà, ùî

f (A2(z) \ A0(z)) = {0}.
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Ìíîæèíà
Aj(z) = X \ f−1 ((f(x0)− 1/j, f(x0) + 1/j))

¹ çàìêíåíîþ â ïðîñòîði A2(z) i íå ìiñòèòü òî÷êè z, à îòæå Aj(z) ¹ ñêií÷åííîþ ìíî-
æèíîþ. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíà

A0(z) =
∞⋃
j=1

Aj(z)

çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðiáíó íàì âëàñòèâiñòü.

Ïðîåêöiÿ ìíîæèíè
A =

⋃
{A0(z) | z ∈ K ′n}

íà ìíîæèíó L ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ. Òåïåð äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè t ∈ Ln+1\A ìíîæè-
íà A1(t) ïåðåòèíà¹ êîæíó ç ìíîæèí A2(z) \A0(z) iç z ∈ K ′n, à îòæå çà íåïåðåðâíiñòþ
ôóíêöi¨ f ìà¹ìî, ùî f(t) = 0. Çâiäñè âïëèâà¹, ùî Ln+1\A ⊂ Kn+1, à îòæå |Kn+1| > ℵ0.
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Ki ¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ i = 1, 2, 3, . . ., i äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Îçíà÷åííÿ 3.4.21. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T4-ïðîñòîðîì, àáî íîð-
ìàëüíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè äèç'þíêòíèõ çàìê-
íåíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊂ X iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U, V ⊂ X òàêi, ùî

A ⊆ U, B ⊆ V i U ∩ V = ∅.

Çàóâàæèìî, ùî T1-ïðîñòið ¹ íîðìàëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ X i äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V ⊆ X, ùî ìiñòèòü F ,
iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊆ X òàêà, ùî

F ⊆ U ⊆ U ⊆ V.

Î÷åâèäíî, êîæåí T4-ïðîñòið ¹ T3-ïðîñòîðîì. Òàêîæ ç ëåìè Óðèñîíà (äèâ. òåîðåìó
3.4.24) âèïëèâà¹, ùî êîæåí T4-ïðîñòið ¹ T3 1

2
-ïðîñòîðîì, àëå öåé ôàêò íå ¹ òàêèì âæå

é î÷åâèäíèì. Óñi äèñêðåòíi ïðîñòîðè D(m) òà ïðîñòîðè A(m) (äèâ. ïðèêëàä 3.3.27)
¹ íîðìàëüíèìè äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà m > ℵ0.

Bïðàâà 3.4.7. Äîâåäiòü, ùî âñi äèñêðåòíi ïðîñòîðè D(m) òà ïðîñòîðè A(m) ¹ íîð-
ìàëüíèìè äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà m > ℵ0.

Ïðèêëàä 3.4.22. Ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL) (äèâ. ïðèêëàä 3.2.5) ¹ íîðìàëüíèì
ïðîñòîðîì.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïðàâäi, íåõàé A i B � äèç'þíêòíi çàìêíåíi ïiäìíîæèíè â ïðîñòîði
(R, τZL). Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a ∈ A âèáåðåìî íàïiâiíòåðâàë [a, x(a)), ÿêèé íå ïåðåòèíà¹
ìíîæèíó B, i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè b ∈ B âèáåðåìî íàïiâiíòåðâàë [b, x(b)), ÿêèé íå
ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó A. Ïðèéíÿâøè

U =
⋃
a∈A

[a, x(a)) i V =
⋃
b∈B

[b, x(b)),

ìè îçíà÷èìî âiäêðèòi ìíîæèíè òàêi, ùî A ⊆ U òà B ⊆ V . Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê a ∈ A
òà b ∈ B ìà¹ìî

[a, x(a)) ∩ [b, x(b)) = ∅,
îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìè á ìàëè àáî b ∈ [a, x(a)), àáî a ∈ [b, x(b)) â
çàëåæíîñòi âiä òîãî ÷è a < b, ÷è b > a. Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî U ∩ V = ∅.
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Òåïåð ìè íàâåäåìî ïðèêëàä òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ íîðìàëüíèì. Òà-
êèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì ¹ ïëîùèíà Íåìèöüêîãî (äèâ. ïðèêëàä 3.2.28).

Òâåðäæåííÿ 3.4.23. Ïëîùèíà Íåìèöüêîãî L íå ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ïîõiäíà ìíîæèíà ïiäìíîæèíè L0 ⊂ L ¹ ïîðîæ-
íüîþ. Çà òåîðåìîþ 3.1.26 âèïëèâà¹, ùî Ad = ∅ äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ L0, i
ùî êîæíà òàêà ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ â ïëîùèíi Íåìèöüêîãî L. Ðîçãëÿíåìî ìíîæè-
íó C, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òî÷îê ìíîæèíè L1 îáèäâi êîîðäèíàòè ÿêèõ ðàöiîíàëüíi.
Î÷åâèäíî, ùî C � ùiëüíà ïiäìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði L (äèâ. íàñëiäîê
3.2.17).

Ïðèïóñòèìî, ùî ïëîùèíà Íåìèöüêîãî L ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì. Òîäi äëÿ êîæ-
íî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ L0 iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè UA, VA ⊂ L òàêi, ùî

A ⊂ UA, L0 \ A ⊆ VA i UA ∩ VA = ∅.

Êîæíié ìíîæèíi A ⊂ L0 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó CA = C ∩ UA. Ìè
äîâåäåìî, ùî CA 6= CB äëÿ A 6= B, çâiäêè îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè ìíîæèíà
L0 ìiñòèòü 2c ðiçíèõ ïiäìíîæèí, à ìíîæèíà C ìiñòèòü ëèøå c ðiçíèõ ïiäìíîæèí.
Âiçüìåìî òîäi ïiäìíîæèíè A,B ⊂ L0 òàêi, ùî A 6= B. Çà ñèìåòði¹þ ïðèïóùåíü ìè
ìîæåìî ââàæàòè, ùî A\B 6= ∅. Îñêiëüêè A\B ⊆ UA∩VB, òî ìà¹ìî, ùî UA∩VB 6= ∅.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çàâäÿêè ùiëüíîñòi ìíîæèíè C ó ïðîñòîði L, òîáòî

∅ 6= C ∩ UA ∩ VB ⊆ CA \ UB ⊆ CA \ CB,

à îòæå CA 6= CB.

Âèñëîâëåíå âèùå çàóâàæåííÿ ïðî òå, ÷îìó â îçíà÷åííi ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íî-
ãî ïðîñòîðó X âèìàãà¹òüñÿ, ùîá âií áóâ T1-ïðîñòîðîì, âiäíîñèòüñÿ i äî îçíà÷åííÿ
òèõîíîâñüêèõ i íîðìàëüíèõ ïðîñòîðiâ. Öå iëþñòðó¹ àíòèäèñêðåòíèé ïðîñòið.

Òåîðåìà 3.4.24 ¹ îäíi¹þ ç ôóíäàìåíòàëüíèõ ó òîïîëîãi¨. Ç iñòîðè÷íèõ ïðè÷èí âîíà
íàçèâà¹òüñÿ ëåìîþ Óðèñîíà.

Òåîðåìà 3.4.24 (ëåìà Óðèñîíà). Äëÿ êîæíî¨ ïàðè A, B íåïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ
ìíîæèí íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → I
òàêà, ùî

f(x) = 0 äëÿ x ∈ A i f(x) = 1 äëÿ x ∈ B.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà r ∈ [0, 1] âèçíà÷èìî âiäêðèòó ìíîæèíó
Vr â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

V r ⊆ Vr′ , ÿêùî r < r′; (3.5)

A ⊆ V0, B ⊆ X \ V1. (3.6)

Ìíîæèíè Vr âèçíà÷àþòüñÿ iíäóêòèâíî. Ðîçòàøó¹ìî âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà iíòåðâà-
ëà (0, 1) â äåÿêó íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü r3, r4, . . ., i íåõàé r1 = 0, r2 = 1. Ïîêëàäåìî

V0 = U i V1 = X \B,
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äå ìíîæèíà U ðàçîì ç âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ V çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.5). Î÷åâèäíî,
ùî

A ⊆ V0 ⊆ X \ V = X \ V ⊆ V1,

à îòæå V 0 ⊆ V1.
Óìîâà (3.6), àíàëîãi÷íî ÿê i óìîâà

V ri ⊆ Vrj , ÿêùî ri < rj i i, j 6 k, (3.2k)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = 2.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíè Vrj âæå âèçíà÷åíi äëÿ 6 n (n > 2) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(3.2n). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç rl òà rm, âiäïîâiäíå òå ç ÷èñåë r1, r2, . . . , rn, ÿêi íàéáëèæ÷i äî
÷èñëà rn+1 çëiâà òà ñïðàâà. Îñêiëüêè rl < rm, òî ç óìîâè (3.2n) âèïëèâà¹, ùî

V rl ⊆ Vrm .

Ç íîðìàëüíîñòi ïðîñòîðó X âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U, V â òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði X òàêi, ùî

V rl ⊆ U, X \ Vrm ⊆ V i U ∩ V = ∅.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî âêëþ÷åííÿ

U ⊆ X \ V ⊆ Vrm ,

à îòæå ìà¹ìî
U ⊆ X \ V = X \ V ⊆ Vrm .

Îçíà÷èâøè
Vrn+1 = U,

ìè îòðèìó¹ìî ìíîæèíè
Vr1 , Vr1 , . . . , Vrn+1 ,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.2n+1). Îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ òàêî¨ êîíñòðóêöi¨ ïîñëi-
äîâíiñòü ìíîæèí

Vr1 , Vr1 , . . . , Vrn+1 , . . .

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.5) òà (3.6).

Ôóíêöiþ f : X → I îçíà÷èìî çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
inf {r | x ∈ Vr} , ÿêùî x ∈ V1;
1, ÿêùî x ∈ X \ V1.

Çà óìîâîþ (3.6), ìà¹ìî f(A) ⊆ {0} i f(B) ⊆ {1}. Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ
f : X → I íåïåðåðâíà. Äëÿ öüîãî çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè
iíòåðâàëiâ [0, a) i (b, 1] ñòîñîâíî ôóíêöi¨ f , äå a 6 1 i b > 0, � âiäêðèòi ïiäìíîæèíè
â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.

Íåðiâíiñòü f(x) < a âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå ðàöiî-
íàëüíå ÷èñëî r < a, ùî x ∈ Vr. Îòæå, ìíîæèíà

f−1([0, a)) =
⋃
{Vr | r < a}
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âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íåðiâíiñòü f(x) > b âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå
òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî r′ > b, ùî x /∈ Vr′ . Àëå òîäi çà óìîâîþ
(3.5) öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî r > b, ùî x /∈ V r. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ìíîæèíà

f−1((b, 1]) =
⋃{

X \ V r | r > b
}

= X \
⋂{

V r | r > b
}

òàêîæ âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.

3.5 Îïåðàöi¨ íà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ îïåðàöi¨ íà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ, òîáòî ìåòîäè
ïîáóäîâè íîâèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ iç çàäàíèõ.

3.5.1 Ïiäïðîñòîðè. Iíäóêîâàíà òîïîëîãiÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî äàíî äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τX) i ïiäìíîæèíó M ⊂ X.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñiì'ÿ τM âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó M ∩ U , äå U ∈ τX (äèâ. ðèñ. 3.15),
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (O1), (O2) i (O3). Ñïðàâäi, óìîâà (O1) âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè

(X, τX)
M

U ∩M

U

V
V ∩M

Ðèñ. 3.15: Òîïîëîãiÿ ïiäïðîñòðó

∅ = M ∩∅ i M = M ∩X, à ç ðiâíîñòåé

(M ∩ U1) ∩ (M ∩ U2) = M ∩ (U1 ∩ U2),⋃
i∈J

(M ∩ Ui) = M ∩
⋃
i∈J

Ui

âèïëèâà¹, ùî òàêîæ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (O2) i (O3).
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Âçÿâøè ñiì'þ
τM = {M ∩ U | U ∈ τX}

â ÿêîñòi ñiì'¨ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí ó M , ìè âèçíà÷à¹ìî íà ìíîæèíi M òîïîëîãiþ.
Ìíîæèíà M ç òîïîëîãi¹þ τM íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(X, τX), à ñàìà òîïîëîãiÿ τM íàçèâà¹òüñÿ iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ àáî òîïîëîãi¹þ
ïiäïðîñòîðó .

Òâåðäæåííÿ 3.5.1. Íåõàé (X, τX) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i (M, τM) � éîãî ïiä-
ïðîñòið. Ìíîæèíà A ⊆ M çàìêíåíà â ïðîñòîði (M, τM) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
A = M ∩ F , äå F � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â ïðîñòîði (X, τX). Çàìèêàííÿ ClM(A)
ìíîæèíè A ⊆ M â ïðîñòîði (M, τM) i çàìèêàííÿ ClX(A) ìíîæèíè A ⊆ X â ïðîñ-
òîði (X, τX) ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

ClM(A) = ClX(A) ∩M.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A = M ∩ F , äå F = ClX(F ) ⊆ X, òî

M \ A = M ∩ (X \ F )

i ìíîæèíà A � çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (M, τM) ÿê äîïîâíåííÿ äî âiä-
êðèòî¨ ìíîæèíè. Íàâïàêè, ÿêùî A � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â ïðîñòîði (M, τM), òî

M \ A = M ∩ U,

äå U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX). Îòæå,

A = M \ (M \ A) = M \ (M ∩ U) = M ∩ (X \ U)

i A = M ∩ F , äå F = X \ U � çàìêíåíà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).

Çà îçíà÷åííÿì îïåðàòîðà çàìèêàííÿ ìíîæèíà ClM(A) äîðiâíþ¹ ïåðåòèíó âñiõ
çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (M, τM), ÿêi ìiñòÿòü ìíîæèíó A, òîáòî
âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó M ∩ F , äå F = ClX(F ) i A ⊆ F . Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü
ClM(A) = ClX(A) ∩M .

ßêùî L ⊆M ⊆ X, òî î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè U ⊆ X ñïðàâäæó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü U ∩ L = (U ∩M) ∩ L, à îòæå âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.5.2. Íåõàé (X, τX) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i (M, τM) � éîãî ïiä-
ïðîñòið i L ⊆M . Òîäi äâi òîïîëîãi¨, âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi L � òîïîëîãiÿ ïiäïðîñ-
òîðó ïðîñòîðó (M, τM) i òîïîëîãiÿ ïiäïðîñòîðó ïðîñòîðó (X, τX) çáiãàþòüñÿ.

Ïiäïðîñòið M òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ éîãî çàìêíåíèì ïiäïðî-
ñòîðîì, ÿêùî ìíîæèíàM çàìêíåíà â ïðîñòîði X. ßêùîM � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òî ìíîæèíà A ⊆M çàìêíåíà â ïðîñòîði M òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âîíà çàìêíåíà à ïðîñòîði X, à, îòæå, ClM(A) = ClX(A) äëÿ êîæíî¨ ïiäìíî-
æèíè A ⊆ M . Àíàëîãi÷íî ââîäÿòüñÿ ïîíÿòòÿ âiäêðèòîãî òà ùiëüíîãî ïiäïðîñòîðó :
ïiäïðîñòið M òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ éîãî âiäêðèòèì ïiäïðîñòîðîì,
÷è ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì, ÿêùî ìíîæèíà M âiäêðèòà, ÷è ùiëüíà, â ïðîñòîði X,
âiäïîâiäíî.
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Bïðàâà 3.5.1. Äîâåäiòü, ÿêùî M � âiäêðèòèé (ùiëüíèé) ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî ìíîæèíà A ⊆ M âiäêðèòà (ùiëüíà) â ïðîñòîði M òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè âîíà âiäêðèòà (ùiëüíà) â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.

Íàäàëi ñëîâà �ïiäïðîñòið� i �ïiäìíîæèíà� áóäóòü çàìiíÿòè îäíå îäíîãî. Íàïðèê-
ëàä, ìè áóäåìî âæèâàòè �ñåïàðàáåëüíà ïiäìíîæèíà�, �çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà� i ò.ä.,
ðîçóìiþ÷è ïiä òàêîþ ïiäìíîæèíîþ, íà ÿêîìó âèçíà÷åíà òîïîëîãiÿ ïiäïðîñòîðó òà ¹
ç öi¹þ òîïîëîãi¹þ ñåïàðàáåëüíèì, çâ'ÿçíèì i ò.ä. ïiäïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 3.5.3. Äàíî ìíîæèíó X òà iíäåêñîâàíó ñiì'þ {Yi}i∈I òîïîëîãi÷íèõ ïðîñ-
òîðiâ ç âiäîáðàæåííÿìè

fi : X → Yi.

Òîïîëîãiþ τ íàX, ÿêà ¹ íàéñëàáøîþ òîïîëîãi¹þ íàX òàêîþ, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ

fi : (X, τ)→ Yi

¹ íåïåðåðâíèì, áóäåìî íàçèâàòè òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈I
(äèâ. äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.3.30).

Çðîçóìiëî, ùî òîïîëîãiÿ, ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü � öå ñiì'ÿ âiäêðèòèõ
ìíîæèí, ïîðîäæåíèõ óñiìà ìíîæèíàìè âèãëÿäó f−1i (U), äå U � âiäêðèòà ìíîæèíà
â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Yi äëÿ äåÿêîãî iíäåêñà i ∈ I ïðè ñêií÷åííèõ ïåðåòèíàõ i
äîâiëüíèõ îá'¹äíàííÿõ (äèâ. òâåðäæåííÿ 3.3.30).

Ó âèïàäêó, êîëè ñiì'ÿ {Yi}i∈I ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ç
âiäîáðàæåííÿì

f : X → Y,

òî òîïîëîãiþ τ íà X, ÿêà ¹ íàéñëàáøîþ òîïîëîãi¹þ íà X òàêîþ, ùî âiäîáðàæåííÿ

f : (X, τ)→ Y

¹ íåïåðåðâíèì, áóäåìî íàçèâàòè òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ âiäîáðàæåííÿì f .

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i êîæíîãî éîãî ïiäïðîñòîðó M ôîð-
ìóëà iM(x) = x âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ iM : M → X. Îñêiëüêè i−1M (U) = M ∩ U , òî
âiäîáðàæåííÿ iM : M → X ¹ íåïåðåðâíèì. Âiäîáðàæåííÿ iM : M → X íàçèâà¹òüñÿ
âêëàäåííÿì ïiäïðîñòîðó M ó ïðîñòið X.

Bïðàâà 3.5.2. Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãiÿ ïiäïðîñòîðó çáiãà¹òüñÿ ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîä-
æåíîþ âiäîáðàæåííÿì iM ìíîæèíè M ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X.

Bïðàâà 3.5.3. Äîâåäiòü, ùî âêëàäåííÿ iM : M → X çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) âiäîáðà-
æåííÿì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè X ¹ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) ïiäïðîñòîðîì ó òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði X.

Äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y i êîæíîãî ïiäïðîñòîðó M òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X êîìïîçèöiÿ f iM ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì ïðîñòîðó M ó ïðîñòið
Y . Öå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ çâóæåííÿì âiäîáðàæåííÿ f íà M ⊂ X i ïîçíà÷à-
¹òüñÿ ÷åðåç f |M . Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ çàìêíåíèõ (âiäêðèòèõ) âiäîáðàæåíü òîïîëî-
ãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) âiäîáðàæåííÿì, òî çâóæåííÿ çàìêíåíîãî
(âiäêðèòîãî) âiäîáðàæåííÿ íà çàìêíåíó (âiäêðèòó) ìíîæèíó M ⊂ X ¹ çàìêíåíèì
(âiäêðèòèì) âiäîáðàæåííÿì.
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Òâåðäæåííÿ 3.5.4. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. ßêùî êîìïîçèöiÿ gf
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y i g : Y → Z ¹ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) âiäîáðà-
æåííÿì, òî çâóæåííÿ g|f(X) : f(X) → Z ¹ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) âiäîáðàæåí-
íÿì.

Äîâåäåííÿ. Êîæíà çàìêíåíà (âiäêðèòà) ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó f(X) ìà¹ âèãëÿä
A ∩ f(X), äå A � çàìêíåíà (âiäêðèòà) ïiäìíîæèíà â ïðîñòîði Y . Îñêiëüêè ïîâíèé
ïðîîáðàç f−1(A) çàìêíåíà (âiäêðèòà) ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X i gf �
çàìêíåíå (âiäêðèòå) âiäîáðàæåííÿ, òî

[g|f(X)](A ∩ f(X)) = g(A ∩ f(X)) = gf(f−1(A))

çàìêíåíà (âiäêðèòà) ïiäìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Z.

Bïðàâà 3.5.4. Íàâåäiòü ïðèêëàä òàêèé, ùî êîìïîçèöiÿ gf íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
f : X → Y i g : Y → Z ¹ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) âiäîáðàæåííÿì, îäíàê æîäíå ç öèõ
âiäîáðàæåíü íå ¹ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì).

Îäíèì ç ðiçíîâèäiâ çâóæåíü âiäîáðàæåíü ¹ çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
íà L ⊂ Y , ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäîáðàæåííÿ ïiäïðîñòîðó f−1(L) ⊆ X â ïðîñòið
L ⊂ Y , ùî ñòàâèòü òî÷êó f(x) ∈ L òî÷öi x ∈ f−1(L). Òàêå çâóæåííÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç fL. Î÷åâèäíî, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íåïåðåðâíå, òî âiäîáðàæåííÿ fL
òàêîæ íåïåðåðâíå òà fL : f−1(L)→ L.

Òâåðäæåííÿ 3.5.5. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. ßêùî f : X → Y �
çàìêíåíå (âiäêðèòå) âiäîáðàæåííÿ, òî äëÿ êîæíîãî ïiäïðîñòîðó L ⊂ Y çâóæåííÿ
fL : f−1(L)→ L ¹ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ A ⊂ X ìà¹ìî

fL(A ∩ f−1(L)) = f(A ∩ f−1(L)) = f(A) ∩ L,

i íàøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ íà ïiäïðîñòîðàõ f−1(L) i L.

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ãîìåîìîðôíèì âêëàäåííÿì, ÿêùî âîíî ¹
êîìïîçèöi¹þ ãîìåîìîðôiçìó i âêëàäåííÿ, òîáòî ÿêùî iñíóþòü ïiäïðîñòið L òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó Y i ãîìåîìîðôiçì f ′ : X → L òàêi, ùî f = iL f

′. ßêùî äëÿ òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X iñíó¹ ãîìåîìîðôíå âêëàäåííÿ f : X → Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
Y , òî ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïðîñòið X âêëàäóâàíèé ó Y .

Ç òâåðäæåííÿ 3.5.2 âèïëèâà¹, ùî êîìïîçèöiÿ ãîìåîìîðôíèõ âêëàäåíü i çâóæåííÿ
ãîìåîìîðôíèõ âêëàäåíü ¹ ãîìåîìîðôíèìè âêëàäåííÿìè.

Bïðàâà 3.5.5. Äîâåäiòü, ùî ãîìåîìîðôíå âêëàäåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì (âiä-
êðèòèì) âiäîáðàæåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáðàç f(X) ¹ çàìêíåíîþ (âiäêðèòîþ)
ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Ïðèêëàä 3.5.6. Iíòåðâàë I, çi çâè÷àéíîþ (åâêëiäîâîþ) òîïîëîãi¹þ (äèâ. ïðèêëàä
3.2.8), ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì äiéñíî¨ ïðÿìî¨ R çi çâè÷àéíîþ (åâêëiäîâîþ) òî-
ïîëîãi¹þ. Çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ äîâiëüíîãî iíòåðâàëà äiéñíî¨ ïðÿìî¨ R ¹ iíäóêîâàíîþ
òîïîëîãi¹þ. Íàäàëi ïiä äiéñíîþ ïðÿìîþ ÷è iíòåðâàëîì ìè çàâæäè áóäåìî ðîçóìiòè
öi ìíîæèíè ðàçîì çi çâè÷àéíîþ (åâêëiäîâîþ) òîïîëîãi¹þ.
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Bïðàâà 3.5.6. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíi äâà çàìêíåíi (âiäêðèòi) iíòåðâàëà äiéñíî¨ ïðÿ-
ìî¨ R, ùî ìiñòÿòü áóëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, ¹ ãîìåîìîðôíèìè.

Ïðèêëàä 3.5.7. Äèñêðåòíèé ïðîñòið D(c) ïîòóæíîñòi c âêëàäóâàíèé â ïëîùèíó Íå-
ìèöüêîãî L: âií ãîìåîìîðôíèé çàìêíåíîìó ïiäïðîñòîðó L0 ïðîñòîðó L (äèâ. ïðèêëàä
3.2.28).

Ïðèêëàä 3.5.8. Äèñêðåòíèé ïðîñòið D(ℵ0) ïîòóæíîñòi ℵ0 âêëàäóâàíèé òàêîæ â
ÿêîñòi çàìêíåíîãî ïiäïðîñòîðó â äiéñíó ïðÿìó R: âií ãîìåîìîðôíèé ìíîæèíi N âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ ç R. Â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî ââàæàòè,
ùî D(ℵ0) = N .

Ïðèêëàä 3.5.9. Äiéñíà ïðÿìà R âêëàäóâàíà ó âiäðiçîê J = [−1, 1]: âîíà ãîìåîìîðô-
íà iíòåðâàëó (−1, 1), ïðè÷îìó ãîìåîìîðôíå âêëàäåííÿ i : R→ J ìîæíà âèçíà÷èòè çà
ôîðìóëîþ

i(x) =
x

1 + |x|
.

Îçíà÷åííÿ 3.5.10. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü P ¹ ñïàäêîâîþ
(ñïàäêîâîþ ñòîñîâíî çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí, ñïàäêîâîþ ñòîñîâíî âiäêðèòèõ ïiäìíî-
æèí i ò.ä.), ÿêùî êîæåí ïiäïðîñòið (çàìêíåíèé ïiäïðîñòið, âiäêðèòèé ïiäïðîñòið i
ò.ä.) M òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ç âëàñòèâiñòþ P, çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P.

Ïðèêëàäàìè ñïàäêîâèõ âëàñòèâîñòåé ¹ �âàãà 6 m� àáî �õàðàêòåð 6 m� i, çîêðå-
ìà, âèêîíàííÿ ïåðøî¨ ÷è äðóãî¨ àêñiîìè çëi÷åííîñòi. Îäíàê ñåïàðàáåëüíiñòü íå ¹
ñïàäêîâîþ âëàñòèâiñòþ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ïëîùèíà Íåìèöüêîãî L ¹ ñå-
ïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì (äèâ. ïðèêëàä 3.2.28), îñêiëüêè çà íàñëiäêîì 3.2.17 ìíîæèíà
A = {(x, y) ∈ L1 | x, y ∈ Q} ¹ ùiëüíîþ â L, îäíàê ïëîùèíà Íåìèöüêîãî L ìiñòèòü çà-
ìêíåíèé ïiäïðîñòið L0 ÿêèé ãîìåîìîðôíèé äèñêðåòíîìó ïðîñòîðó D(c) ïîòóæíîñòi
c (äèâ. ïðèêëàä 3.5.7).

ßêùî òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü P íå ¹ ñïàäêîâîþ, àëå êîæåí ïiäïðîñòið äåÿêîãî
ïðîñòîðó X çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, òî ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið X ìà¹ ñïàäêîâó âëàñòèâiñòü P. Ó öüîìó çìiñòi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â
ïîäàëüøîìó òàêi òåðìiíè, ÿê �ñïàäêîâî ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið� i �ñïàäêîâî íîðìàëü-
íèé ïðîñòið�.

Òåîðåìà 3.5.11. Êîæåí ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî Ti-ïðîñòîðó ¹ Ti-ïðîñòîðîì äëÿ
i = 0, 1, 2, 3, 31

2
. Êîæåí çàìêíåíèé ïiäïðîñòið íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó ¹ íîðìàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X.

ßêùî X � T0-ïðîñòið, òî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ M iñíó¹ âiäêðèòà
ìíîæèíà U â ïðîñòîði X, ÿêà ìiñòèòü ëèøå îäíó ç íèõ. Òîäi ìíîæèíà U ∩ M �
âiäêðèòà â M i ìiñòèòü ëèøå îäíó ç òî÷îê x, y ∈M .

ßêùî X � T1-ïðîñòið, òî çà òâåðäæåííÿì 3.4.7 êîæíà òî÷êà x òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â X. Çà òâåðäæåííÿì 3.5.1 òî÷êà x ¹ çà-
ìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â M , à îòæå çà òâåðäæåííÿì 3.4.7 òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M ¹
T1-ïðîñòîðîì.

ßêùî X � T2-ïðîñòið, òî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈M iñíóþòü äèç'þíêòíi
âiäêðèòi îêîëè U(x) i U(y) òî÷îê x òà y ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Òîäi

M ∩ U(x) 3 x, M ∩ U(y) 3 y i (M ∩ U(x)) ∩ (M ∩ U(y)) = M ∩ U(x) ∩ U(y) = ∅,
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à îòæå òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M ¹ ãàóñäîðôîâèì.

ßêùî X � ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, òî çà ïîïåðåäíüî äîâåäåíèì M ¹ T1-ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ M òà äîâiëüíó çàìêíåíó ïiäìíîæèíó A â òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði M òàêi, ùî a /∈ A. Îñêiëüêè ClM(A) = A, òî çà òâåðäæåííÿì
3.5.1 ìà¹ìî, ùî ClM(A) = M ∩ ClX(A), à îòæå a /∈ ClX(A). Òîäi iñíóþòü âiäêðèòi â
òîïîëîãi÷íîìê ïðîñòîði X ìíîæèíè U1 i U2 òàêi, ùî

x ∈ U1, A ⊆ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Ïðèéíÿâøè
V1 = U1 ∩M i V2 = U2 ∩M,

îòðèìó¹ìî âiäêðèòi ïiäìíîæèíè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði M òàêi, ùî

x ∈ V1, A ⊆ V2 i V1 ∩ V2 = ∅,

à îòæå ïðîñòið M ¹ ðåãóëÿðíèì.

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì.

Îçíà÷åííÿ 3.5.12. Íåõàé äëÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : M → Y , âèçíà÷åíîãî
íà ïiäïðîñòîði M òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , iñíó¹ íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ F : X → Y òàêå, ùî F |M = f . Òîäi êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ
f íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ, àáî, êîðîòêî, ïðîäîâæó¹òüñÿ íà ïðîñòið X. Âiäîáðà-
æåííÿ F : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ f íà ïðîñòið X.

Íå êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà äåÿêîìó ïiäïðîñòîði, ìà¹ íåïå-
ðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà âåñü òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Iñíóâàííÿ íåïåðåðâíîãî ïðîäîâ-
æåííÿ øâèäøå ¹ âèêëþ÷åííÿì, íiæ ïðàâèëîì. Òåîðåìè, ÿêi äàþòü äîñòàòíi óìîâè
ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü àáî æ íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié, íàëå-
æàòü äî íàéáiëüø âàæëèâèõ òåîðåì â òîïîëîãi¨ òà çàçâè÷àé äîñòàòíüî ñêëàäíi. Çàóâà-
æèìî, ùî ëåìó Óðèñîíà (äèâ. òåîðåìó 3.4.24) ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè ÿê òåîðåìó
òàêîãî òèïó. Íàñïðàâäi, ëåìà Óðèñîíà ñòâåðäæó¹, ÿêùî ÿêèéñü ïiäïðîñòið M íîð-
ìàëüíîãî ïðîñòîðó X ìîæíà çîáðàçèòè ÿê îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ
â ïðîñòîði X ïiäìíîæèí A i B, òî ôóíêöiÿ f : M → I, âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
0, ÿêùî x ∈ A;
1, ÿêùî x ∈ B,

íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ íà âåñü òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ çàãàëüíiøå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 3.5.13 (òåîðåìà Òiòöå�Óðèñîíà). Êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, âèçíà-
÷åíà íà çàìêíåíîìó ïiäïðîñòîði äåÿêîãî íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X, çi çíà÷åííÿìè â
I àáî â R, íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ íà âåñü ïðîñòið X.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íàøó òåîðåìó äëÿ ôóíêöié ç ïðîñòîðó X â îäèíè-
÷íèé âiäðiçîê I. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê f : M → J , äå J �
âiäðiçîê [−1, 1], ÿêèé ãîìåîìîðôíèé îäèíè÷íîìó âiäðiçêó I.

Ïî÷íåìî iç çàóâàæåííÿ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f0 : M →
R, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|f0(x)| 6 c äëÿ âñiõ x ∈M,
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iñíó¹ òàêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ g : X → R, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

|g(x)| 6 c

3
, ÿêùî x ∈ X, (3.7)

|f0(x)− g(x)| 6 2c

3
, ÿêùî x ∈M. (3.8)

Ñïðàâäi, ìíîæèíè

A = f−10

([
−c,− c

3

])
i B = f−10

([
c
3
, c
])

íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà ¹ çàìêíåíi â ïðîñòîði M , à îòæå âîíè çàìêíåíi â òîïîëîãi÷íî-
ìó ïðîñòîði X. Òîäi çà ëåìîþ Óðèñîíà (äèâ. òåîðåìó 3.4.24) iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ k : X → I, ùî

k(A) ⊆ {0} i k(B) ⊆ {1}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ g : X → R, îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

g(x) =
2

3
c

(
k(x)− 1

2

)
,

¹ íåïåðåðâíîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.7) i (3.8).

Âèçíà÷èìî òåïåð çà iíäóêöi¹þ ïîñëiäîâíiñòü g1, g2, . . . , gn, . . . íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
gi : X → R, i = 1, 2, 3, . . ., òàêó, ùî

|gi(x)| 6 1

3

(
2

3

)i−1
, ÿêùî x ∈ X, (3.9)

∣∣∣∣∣f(x)−
i∑

j=1

gj(x)

∣∣∣∣∣ 6
(

2

3

)i
, ÿêùî x ∈M. (3.10)

Äëÿ òîãî, øîá îòðèìàòè ôóíêöiþ g1 : X → R, ìè âèêîðèñòà¹ìî âèùå çãàäàíå
çàóâàæåííÿ äî ôóíêöi¨ f0 = iJ f , äå iJ : J → R � âêëàäåííÿ âiäðiçêà J â äiéñíó
ïðÿìó R. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè âæå ïîáóäóâàëè ôóíêöi¨ g1, g2, . . . , gi. Çàñòîñóâàâøè
òåæ ñàìå çàóâàæåííÿ äî ôóíêöi¨

f0 = iJ f −

(
i∑

j=1

gj

)∣∣∣∣∣M
i c =

(
2
3

)i
, ìè îòðèìà¹ìî ôóíêöiþ gi+1 : X → R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.9) i (3.10)

ç i+ 1 çàìiñòü i.

Ç óìîâè (3.9) i òåîðåìè 3.3.29 âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëà

F (x) =
∞∑
i=1

gi(x)

âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíó ôóíêöiþ F : X → J , à ç óìîâè (3.10) îòðèìó¹ìî, ùî

F (x) = f(x) äëÿ âñiõ x ∈M.
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Îòîæ, ôóíêöiÿ F ¹ íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f íà òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
X.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : X → R. Çà ïîïåðåäíüî äîâåäåíîþ ÷àñòèíîþ òåîðå-
ìè, ôóíêöiÿ i f , äå i : R → J � ãîìåîìîðôíå âêëàäåííÿ äiéñíî¨ ïðÿìî¨ R ó âiäðiçîê
J , îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

i(x) =
x

1 + |x|
(äèâ. ïðèêëàä 3.5.9), ïðîäîâæó¹òüñÿ íà âåñü òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X äî íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ F1 : X → J . Î÷åâèäíî, ùî

L = F−11 ({−1, 1})

¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ÿêà íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíî-
æèíîþ M . Îòæå, iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ k : X → I òàêà, ùî

k(L) ⊆ {0} i k(M) ⊆ {1}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ F2 : X → J , âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

F2(x) = F1(x) · k(x),

òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ i f íà òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X i,
ùî

F2(X) ⊆ i(R).

Ôóíêöiÿ F : X → R, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

F (x) = i−1 F2(x),

¹ øóêàíèì íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f íà òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X.

Çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâiñòü ïðîäîâæóâàíîñòi, ÿêà áóëî äîâåäåíà â òåîðåìi Òiòöå�
Óðèñîíà, õàðàòêðèçó¹ íîðìàëüíi ïðîñòîðè â êëàñi T1-ïðîñòîðiâ. Ñïðàâäi, ÿêùî äå-
ÿêèé T1-ïðîñòið X íå ¹ íîðìàëüíèì, òî âií ìöiñòèòü äâi íåïåðåòèííi çàìêíåíi ïiä-
ìíîæèíè A òà B, ÿêi íå ìîæíà âiäîêðåìèòè âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè, à òîìó ôóíêöiþ
f : A ∪B → I, îçíà÷åíó çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
1, ÿêùî x ∈ A;
0, ÿêùî x ∈ B,

íå ìîæíà íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè íà âåñü òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X.

Äîâåäåìî ùå îäíó òåîðåìó ïðî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 3.5.14. ßêùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : A→ Y ùiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A
äåÿêîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó ãàñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y íåïåðåðâ-
íî ïðîäîâæó¹òüñÿ íà âåñü ïðîñòið X, òî ïðîäîâæåííÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
âiäîáðàæåííÿì f .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F1 : X → Y i F2 : X → Y � ðiçíi íåïåðåðâíi ïðîäîâæåííÿ âiäîáðà-
æåííÿ f : A→ Y . Çà òåîðåìîþ 3.4.12 ìíîæèíà

B = {x ∈ X | F1(x) = f2(x)}

çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Îñêiëüêè A ⊆ B, òî X = A ⊆ B, à òîìó
B = X.
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Ïðèêëàä 3.5.15. Çàñòîñó¹ìî òåïåð òåîðåìè 3.5.13 i 3.5.14 äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè
ïðîñòå äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî ïëîùèíà Íåìèöüêîãî (äèâ. ïðèêëàä 3.2.28) íå ¹
íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì (ïîðiâíÿéòå öå äîâåäåííÿ ç âiäïîâiäíèì äîâåäåííÿì öüîãî
ôàêòó ó òâåðäæåííi 3.4.23). ßê íàì âiäîìî, ïëîùèíà Íåìèöüêîãî L ìiñòèòü çàìêíå-
íèé ïiäïðîñòið L0, ãîìåîìîðôíèé äèñêðåòíîìó ïðîñòîðó D(c) ïîòóæíîñòi c, i çëi÷åí-
íó ùiëüíó ïiäìíîæèíó C. P òåîðåìè 3.5.14 âèëèâà¹, ùî êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç
ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L â äiéñíó ïðÿìó R âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì çâóæåííÿì íà ìíîæèíó
C. Îòîæ, íà L iñíó¹ ëèøå cℵ0 = c íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié. ßêùî æ òîïîëîãi÷-
íèé ïðîñòið ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L áóâ áè íîðìàëüíèì, òî êîæíó ç 2c íåïåðåðâíèõ
äiéñíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà L1, ìîæíà áóëî á ïðîäîâæèòè íà âåñü ïðîñòið L, à öå
íåìîæëèâî, îñêiëüêè 2c > c. Îòæå, ïðîñòið ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L íå ¹ íîðìàëüíèì.

Çàóâàæèìî, ç íàâåäåíîãî âèùå äîâåäåííÿ, ÿê i ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.4.23,
âèïëèâà¹, ùî êîæåí ïðîñòið X, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó d(X) = ℵ0 i ìiñòèòü äèñ-
êðåòíèé ïðîñòið D(c) ïîòóæíîñòi c ÿê çàìêíåíó ïiäìíîæèíó, íå ¹ íîðìàëüíèì.

3.5.2 Ñóìà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Íåõàé äàíî ñiì'þ {Xi}i∈J ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, òîáòî
Xi ∩ Xj = ∅ äëÿ i 6= j. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó X =

⋃
i∈J

Xi i ñiì'þ τ âñiõ ìíîæèí

U ⊆ X òàêèõ, ùî U ∩ Xi âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Xi äëÿ
äîâiëüíîãî iíäåêñà i ∈ J. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêà ñiì'ÿ τ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (O1),
(O2) i (O3), à îòæå âèçíà÷à¹ äåÿêó òîïîëîãiþ íà ìíîæèíi X. Ìíîæèíà X ç òàêîþ
òîïîëîãi¹þ íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ {Xi}i∈J i ïîçíà÷à¹òüñÿ

⊕
i∈J

Xi

àáî X1

⊕
X2

⊕
· · ·
⊕

Xk, ÿêùî J = {1, 2, . . . , k}.

Bïðàâà 3.5.7. Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãiÿ ñóìè íà X =
⋃
i∈J

Xi çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (O1),

(O2) i (O3).

Òâåðäæåííÿ 3.5.16. Ìíîæèíà A ⊆
⊕
i∈J

Xi çàìêíåíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïåðå-

òèí A ∩Xi � çàìêíåíà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Xi äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà A ⊆
⊕
i∈J

Xi çàìêíåíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ⊕
i∈J

Xi \A � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
⊕
i∈J

Xi. Îòæå, íàøå òâåðä-

æåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi(⊕
i∈J

Xi \ A

)
∩Xi0 = Xi0 \ (A ∩Xi0),

äå i0 ∈ J.

Íàñëiäîê 3.5.17. Êîæíà ìíîæèíè Xi âiäêðèòî-çàìêíåíà â ïðîñòîði
⊕
i∈J

Xi.
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Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Xi ¹ ïiäïðîñòîðîì ñóìè òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ

⊕
i∈J

Xi. Íàäàëi âêëàäåííÿ ïðîñòîðó Xj, j ∈ J, â
⊕
i∈J

Xi áóäåìî ïîçíà÷àòè

÷åðåç ij.

Òâåðäæåííÿ 3.5.18. ßêùî {Xi}i∈J � ñiì'ÿ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ i Aj � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Xj äëÿ êîæíîãî j ∈ J, òî äâi òîïîëîãi¨, âè-

çíà÷åíi íà ìíîæèíi
⋃
j∈J

Aj, à ñàìå òîïîëîãiÿ ñóìè ïiäïðîñòîðiâ {Aj}j∈J i òîïîëîãiÿ

ïiäïðîñòîðó ñóìè
⊕
i∈J

Xi, çáiãàþòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.5.19. ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê îá'¹ä-

íàííÿ ñiì'¨ {Xi}i∈J ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí, òî X =
⊕
i∈J

Xi.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè X i
⊕
i∈J

Xi çáiãàþòüñÿ, òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî çáiãàþòüñÿ

òàêîæ ¨õ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí. ßêùî ìíîæèíà U � âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X, òî ïåðåòèí U ∩Xi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Xi äëÿ
êîæíîãî i ∈ J, à îòæå, ìíîæèíà U � âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði

⊕
i∈J

Xi. Íàâ-

ïàêè, ÿêùî ìíîæèíà U � âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
⊕
i∈J

Xi, òî äëÿ êîæíîãî

i ∈ J ïåðåòèí U ∩ Xi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Xi, à òîìó i â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Îòæå, U =

⊕
i∈J

(U ∩Xi) � âiäêðèòà ìíîæèíà â ïðîñòîði

X.

Íàñëiäîê 3.5.20. Íåõàé {Xj}i∈J � ñiì'ÿ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðî-

ñòîðiâ. ßêùî S =
⊕
i∈I

Si, äå Si ∩ Si′ = ∅ äëÿ i 6= i′, òî

⊕
j∈J

Xj =
⊕
i∈I

(⊕
j∈Ji

Xj

)
,

òîáòî ñóìà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ.

Bïðàâà 3.5.8. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà ñóìà òîïîëîãi÷íèõ Ti-ïðîñòîðiâ ¹ Ti-ïðîñòîðîì
äëÿ i = 0, 1, 2, 3, 31

2
, 4.

Ïðèêëàä 3.5.21. Äèñêðåòíèé ïðîñòið D(m) ¹ ñóìîþ îäíîòî÷êîâèõ ïðîñòîðiâ.

Bïðàâà 3.5.9. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ïðÿìî¨ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ
(R, τZL) (äèâ. ïðèêëàä 3.2.5) òà äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè x, ïðÿ-
ìó Çîð åíôðåÿ (R, τZL) ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ñóìó X1

⊕
X2, äå x ∈ X1 ⊆ U .

Bïðàâà 3.5.10. Äîâåäiòü, ùî äiéñíó ïðÿìó R íå ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ñóìó X1

⊕
X2,

íåïîðîæíiõ ìíîæèí X1, X2 ⊆ R.
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3.5.3 Äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ó ïiäðîçäiëi 1.2.6 âèçíà÷åíî äåêàðòîâèé äîáóòîê äâîõ i äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëü-
êîñòi ìíîæèí.

Äåêàðòîâèé äîáóòîê (àáî ïðîñòî äîáóòîê) ñiì'¨ ìíîæèí {Ai}i∈J, òîáòî ìíîæèíà
âñiõ âiäîáðàæåíü f ç J ó

⋃
i∈J

Ai òàêèõ, ùî f(i) ∈ Ai äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ J, ïîçíà÷à¹òüñÿ

∏
i∈J

Ai

àáî
∞∏
i=1

Ai

ó âèïàäêó ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí A1, A2, . . . , An, . . .. Òîáòî∏
i∈J

Ai =
{
f : J→

⋃
i∈J

Ai | f(i) ∈ Ai
}
.

Äëÿ f ∈
∏
i∈J

Ai òî÷êà f(i) ∈ Ai íàçèâà¹òüñÿ i-îþ êîîðäèíàòîþ âiäîáðàæåííÿ f .

Åëåìåíò äîáóòêó
∏
i∈J

Ai, êîæíà i-à êîîðäèíàòà ÿêîãî ¹ òî÷êà xi ∈ Ai, íàäàëi áóäå

ïîçíà÷àòèñÿ ñèìâîëîì {xi}. Çîêðåìà, ïîñëiäîâíiñòü x1, x2, x3, . . . åëåìåíòiâ ìíîæèíè

A, ÿêà ¹ åëåìåíòîì
∞∏
i=1

Ai, äå Ai = A äëÿ i = 1, 2, 3 . . ., áóäå ÷àñòî ïîçíà÷àòèñÿ òàêîæ

÷åðåç {xi}.
Çàóâàæèìî, ùî äîáóòîê

∏
i∈J

Xi, äå J = {1, 2, 3, . . . , k}, íå ¹ â òî÷íîñòi òi¹þ æ

ìíîæèíîþ, ùî i äåêàðòîâèé äîáóòîê X1 × X2 × · · · × Xk. Îäíàê, ìiæ åëåìåíòàìè
öèõ äâîõ ìíîæèí iñíó¹ î÷åâèäíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, i ìè áóäåìî ðîç-
ãëÿäàòè öi ìíîæèíè, ÿê îäíó é òó æ ìíîæèíó, åëåìåíòè ÿêî¨ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
(x1, x2, . . . , xk).

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê X1 ×X2 ìè ìîæåìî ðîçãëÿ-
äàòè íå ëèøå ÿê ìíîæèíó âïîðÿäêîâàíèõ ïàð

X1 ×X2 = {(x1, x2) | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2} ,

àëå i ÿê ìíîæèíó âiäîáðàæåíü∏
i∈{1,2}

Xi = {f : {1, 2} → X1 ∪X2 | f(1) ∈ X1, f(2) ∈ X2} .

Îçíà÷åííÿ 3.5.22. Íåõàé {Xj}j∈J � ñiì'ÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Ðîçãëÿíåìî (äå-

êàðòîâèé) äîáóòîê X =
∏
j∈J

Xj ìíîæèí {Xj}j∈J i ñiì'þ âiäîáðàæåíü {pj}j∈J, äå pj

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî÷öi x = {xj} ∈
∏
j∈J

Xj ¨ ¨ j-òó êîîðäèíàòó xj ∈ Xj. Ìíîæèíà
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X =
∏
j∈J

Xj ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {pj}j∈J, íàçèâà¹òüñÿ (äå-

êàðòîâèì) äîáóòêîì ïðîñòîðiâ {Xj}j∈J, à ñàìà òîïîëîãiÿ íàçèâà¹òüñÿòèõîíîâñüêîþ
òîïîëîãi¹þ íà

∏
j∈J

Xj; âiäîáðàæåííÿ pj :
∏
j∈J

Xj → Xs íàçèâàþòüñÿ ïðîåêöiÿìè.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Xj}j∈J òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ñèìâîëîì
∏
j∈J

Xj ìè áóäåìî ïî-

çíà÷àòè íå ìíîæèíó � äåêàðòîâèé äîáóòîê ìíîæèí {Xj}j∈J, à òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
ç âèçíà÷åíîþ íà íüîìó òèõîíîâñüêîþ òîïîëîãi¹þ. Äîáóòîê ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ {Xj}kj=1

áóäåìî òàêîæ ïîçíà÷àòè ÷åðåç X1 × X2 × · · · × Xk. ßêùî Xj = X äëÿ äîâiëüíîãî

j ∈ J, òî äîáóòîê
∏
j∈J

Xj ïîçíà÷àþòü òàêîæ ÷åðåç Xm, äå m = |J|.

Bïðàâà 3.5.11. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê Xm íå çàëåæèòü (ç òî÷íiñòþ äî ãîìåîìîðôiç-
ìó) âiä ìíîæèíè J, à çàëåæèòü ëèøå âiä ¨¨ ïîòóæíîñòi m.

Äîáóòîê Xm íàçèâà¹òüñÿ m-èì ñòåïåíåì ïðîñòîðó X, à äîáóòîêX×X íàçèâàþòü
òàêîæ êâàäðàòîì ïðîñòîðó X.

Òâåðäæåííÿ 3.5.23. Ñiì'ÿ âñiõ ìíîæèí
∏
j∈J

Wj, äå Wj � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Xj i Wj 6= Xj ëèøå äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè j ∈ J, óòâî-

ðþþòü áàçó äîáóòêó
∏
j∈J

Xj. Áiëüøå òîãî, ÿêùî äëÿ êîæíîãî j ∈ J çàôiêñîâàíà äåÿêà

áàçà Bj ïðîñòîðó Xj, òî ïiäñiì'ÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ
∏
j∈J

Wj, â ÿêèõ Wj ∈ Bj

ïðè Wj 6= Xj, òàêîæ óòâîðþ¹ áàçó.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 3.3.30 ñiì'ÿ âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

k⋂
i=1

p−1ji (Wji),

äå j1, j2, . . . , jk ∈ J i ìíîæèíà Wi âiäêðèòà â ïðîñòîði Xji , ¹ áàçîþ ïðîñòîðó
∏
j∈J

Xj.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî çàóâàæè-
òè, ùî

p−1j0 (Wj0) =
∏
j∈J

Wj, äå Wj = Xj ïðè j 6= j0,

i (∏
j∈J

Wj

)
∩
(∏
j∈J

W ′
j

)
=
∏
j∈J

(
Wj ∩W ′

j

)
.

Äðóãà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ïåðøî¨ ÷àñòèíè òà îçíà÷åííÿ
áàçè.

Áàçà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
∏
j∈J

Xj, îïèñàíà â ïåðøié ÷àñòèíi òâåðäæåííÿ 3.5.23,

íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ áàçîþ äîáóòêó .
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Bïðàâà 3.5.12. Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ âñiõ ìíîæèí
∏
j∈J

Wj, äå Wj � âiäêðèòà ïiäìíî-

æèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Xj i Wj 6= Xj ëèøå äëÿ îäíîãî j ∈ J, ¹ ïåðåäáàçîþ

äîáóòêó
∏
j∈J

Xj.

Çàóâàæèìî, ç òâåðäæåííÿ 3.5.23 âèïëèâà¹, ùî âñåìîæëèâi ñiì'¨ ïiäìíîæèí âèãëÿ-
äó

Wj1 ×Wj2 × · · · ×Wjk ×
∏

j∈J\{ji,j2,...,jk}

Xj,

äå j1, j2, . . . , jk ∈ J iWji � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (åëåìåíò áàçè

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó) Xji , óòâîðþþòü áàçó äîáóòêó
∏
j∈J

Xj.

Ïðèêëàä 3.5.24. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê, à ñàìå äåêàðòîâèé äîáóòîê X×Y
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y . Áàçîþ äîáóòêó X × Y çà òâåðäæåííÿì 3.5.23 ¹ ñiì'ÿ

BX×Y = {U × V | U ∈ BX i V ∈ BY } ,

äå BX i BY � áàçè òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X òà Y , âiäïîâiäíî (äèâ. ðèñ. 3.16).

X

Y

U

V U × V

U × Y

X × V

Ðèñ. 3.16: Áàçà äîáóòêó X × Y
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Î÷åâèäíî, ùî çà ïåðåäáàçó äîáóòêó X ×Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ìîæåìî
âçÿòè ñiì'þ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç âñåìîæëèâèõ äîáóòêiâ X × V i U × Y , äå U ∈PX òà
V ∈PY , i PX òà PY � äåÿêi ïåðåäáàçè òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X òà Y , âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî íàâiòü ó âèïàäêó, êîëè BX i BY � òîïîëîãi¨ íà X òà Y ,
âiäïîâiäíî, òî ñiì'ÿ BX×Y íå ¹ òîïîëîãi¹þ íà X × Y .

Òâåðäæåííÿ 3.5.25. ßêùî {Xj}j∈J � ñiì'ÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ i Aj � ïiä-

ïðîñòið ïðîñòîðó Xj, j ∈ J, òî äâi òîïîëîãi¨, âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi A =
∏
j∈J

Aj,

à ñàìå òîïîëîãiÿ äîáóòêó ïiäïðîñòîðiâ {Aj}j∈J i òîïîëîãiÿ ïiäïðîñòîðó äîáóòêó∏
j∈J

Xj, çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ìîæåìî ââàæàòè, ùî Aj 6= ∅ äëÿ êîæíîãî j ∈ J. Îñêiëüêè çâóæåííÿ
pj|A : A→ Aj ïðîåêöié pj ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè, òî òîïîëîãiÿ ïiäïðîñòîðó
íà A ñèëüíiøà çà òîïîëîãiþ äîáóòêó, i öå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ äîáóòêó.
Äîâiëüíà âiäêðèòà ìíîæèíà ïiäïðîñòîðó A ¹ ïåðåòèíîì ìíîæèíè A ç îá'¹äíàííÿì
ñiì'¨ åëåìåíòiâ êàíîíi÷íî¨ áàçè ïðîñòîðó

∏
j∈J

Xj, òîáòî ¹ îá'¹äíàííÿì ïåðåòèíiâ A ç

åëåìåíòàìè öi¹¨ ñiì'¨. Îñêiëüêè êîæåí òàêèé ïåðåòèí ¹ åëåìåíòîì êàíîíi÷íî¨ áàçè
äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

∏
j∈J

Aj, òî òîïîëîãiÿ äîáóòêó íà A ñèëüíiøà çà òîïîëîãiþ

ïiäïðîñòîðó.

Òâåðäæåííÿ 3.5.26. Äëÿ êîæíî¨ ñiì'¨ {Aj}j∈J, äå Aj ⊆ Xj ó äîáóòêó
∏
j∈J

Xj âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∏
j∈J

Aj =
∏
j∈J

Aj. (3.11)

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 3.2.15 âèïëèâà¹, ùî x ∈
∏
j∈J

Aj òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
∏
j∈J

Wj êàíîíi÷íî¨ áàçè ïðîñòîðó
∏
j∈J

Xj, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó x,

ìà¹ìî, ùî ∏
j∈J

Wj ∩
∏
j∈J

Aj =
∏
j∈J

(Wj ∩ Aj) 6= ∅,

òîáòî äëÿ êîæíîãî j ∈ J i äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó Wj j-î¨ êîîðäèíàòè
òî÷êè x ìè ìà¹ìî Wj ∩ Aj 6= ∅. Îñòàííÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

x ∈
∏
j∈J

Aj.

Íàñëiäîê 3.5.27. Ìíîæèíà
∏
j∈J

Aj, äå ∅ 6= Aj ⊆ Xj, çàìêíåíà â äîáóòêó
∏
j∈J

Xj

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aj � çàìêíåíà ìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Xj äëÿ
êîæíîãî j ∈ J.
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Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 3.5.26 âèïëèâà¹, ÿêùî âñi Aj çàìêíåíi â ïðîñòîði Xj äëÿ

êîæíîãî j ∈ J, òî ìíîæèíà
∏
j∈J

Aj òàêîæ çàìêíåíà â äîáóòêó
∏
j∈J

Xj. Íàâïàêè, ÿêùî∏
j∈J

Aj � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà äîáóòêó
∏
j∈J

Xj, òî

∏
j∈J

Aj =
∏
j∈J

Aj =
∏
j∈J

Aj,

i îñêiëüêè ìíîæèíè Aj � íåïîðîæíi, òî Aj = Aj äëÿ êîæíîãî j ∈ J.

Íàñëiäîê 3.5.28. Ìíîæèíà
∏
j∈J

Aj, äå Aj ⊆ Xj 6= ∅, ùiëüíà â äîáóòêó
∏
j∈J

Xj òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè Aj � ùiëüíà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Xj äëÿ êîæíîãî
j ∈ J.

Çàóâàæåííÿ 3.5.29. Îñêiëüêè íå êîæíó ïiäìíîæèíó ïðîñòîðó
∏
j∈J

Xj ìîæíà çî-

áðàçèòè ó âèãëÿäi
∏
j∈J

Aj, òî òèõîíîâñüêà òîïîëîãiÿ íà äîáóòêó
∏
j∈J

Xj íå ìîæå áóòè

âèçíà÷åíà îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (3.11).

Ç òâåðäæåííÿ 3.3.31 âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 3.5.30. Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó äîáóòîê
∏
j∈J

Yj

íåïåðåðâíî òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ pjf íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî j ∈ J.

Òâåðäæåííÿ 3.5.31. Íåõàé {Xj}j∈J � ñiì'ÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. ßêùî J =⋃
l∈L

Jl, äå Jl ∩ Jl′ = ∅ äëÿ l 6= l′, òî ïðîñòîðè

∏
j∈J

Xj i
∏
l∈L

(∏
j∈Jl

Xj

)
ãîìåîìîðôíi, òîáòî äåêàðòîâèé äîáóòîê ïðîñòîðiâ ¹ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òî÷öi

x = {xj} ∈
∏
j∈J

Xj

òî÷êó

f(x) = {xl} ∈
∏
l∈L

(∏
j∈Jl

Xj

)
,

äå
xl = {xj} ∈

∏
j∈Jl

Xj.

Âèçíà÷åíå òàê âiäîáðàæåííÿ f âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið∏
j∈J

Xj íà ïðîñòið
∏
l∈L

(∏
j∈Jl

Xj

)
. Çà òâåðäæåííÿì 3.5.30 âiäîáðàæåííÿ f i f−1 íåïå-

ðåðâíi.
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Çàóâàæåííÿ 3.5.32. Çàóâàæèìî, ùî ç òåîði¨ ìíîæèí âiäîìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà m âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü m ·m = m. Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ
3.5.31 âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (Xm)m i Xm ãîìåîìîðôíi äëÿ äîâiëüíîãî
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i äîâiëüíîãî êàðäèíàëà m > ℵ0.

Òâåðäæåííÿ 3.5.33. Íåõàé {Xj}j∈J � ñiì'ÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ i ϕ : J→ J �
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi ïðîñòîðè∏

j∈J

Xj i
∏
j∈J

Xϕ(j)

ãîìåîìîðôíi, òîáòî äåêàðòîâèé äîáóòîê ïðîñòîðiâ ¹ êîìóòàòèâíîþ îïåðàöi¹þ.

Ïðèêëàä 3.5.34. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ïðîñòið Rn � äîáóòîê n åêçåìïëÿðiâ äiéñíî¨ ïðÿìî¨ íàçèâà¹òüñÿ åâêëiäîâèì n-
âèìiðíèì ïðîñòîðîì.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið In � äîáóòîê n åêçåìïëÿðiâ çàìêíåíîãî îäèíè÷íîãî âiäðiçêà
íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì n-âèìiðíèì êóáîì.

ßêùî m > n, òî ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî m-âèìiðíîãî ïðîñòîðó Rm, ÿêèé ñêëàäà¹-
òüñÿ ç óñiõ òî÷îê, ó ÿêèõ îñòàííi m− n êîîðäèíàò äîðiâíþþòü íóëþ, ãîìåîìîðôíèé
ïðîñòîðó Rn, òîáòî ïðîñòið Rn âêëàäà¹òüñÿ â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Rm ïðè m > n.

Ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî n + 1-âèìiðíîãî ïðîñòîðó Rn+1, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
òî÷îê (x1, x2, . . . , xn+1) òàêèõ, ùî

x21 + x22 + · · ·+ x2n+1 = 1,

íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ n-âèìiðíîþ ñôåðîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ Sn.
Ïiäïðîñòið åâêëiäîâîãî n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ

ç óñiõ òî÷îê (x1, x2, . . . , xn) òàêèõ, ùî

x21 + x22 + · · ·+ x2n+1 6 1,

íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ n-âèìiðíîþ êóëåþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ Bn.
Îäíîâèìiðíà ñôåðà S1 � öå êîëî, à äîáóòîê S1 × S1 � öå òîð.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè
∏
j∈J

Wj ⊆
∏
j∈J

Xj ìà¹ìî

pj0

(∏
j∈J

Wj

)
= Wj0 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïðîåêöi¨ pj :
∏
j∈J

Xj → Xj ¹ âiäêðèòèìè âiäîáðàæåííÿìè. Ç ïðèê-

ëàäó 3.5.35 âèïëèâà¹, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðîåêöiÿ pj :
∏
j∈J

Xj → Xj íå ¹ çàìê-

íåíèì âiäîáðàæåííÿì.
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O x

y

F = {(x, y) ∈ R2 | xy = 1}

p1(F ) = R \ {0}

Ðèñ. 3.17: Äî ïðèêëàäó 3.5.35

Ïðèêëàä 3.5.35. Ïðîåêöiÿ p1 : R2 → R ïëîùèíè R2 íà âiñü Ox íå ¹ çàìêíåíèì
âiäîáðàæåííÿì. Ñïðàâäi, ìíîæèíà (äèâ. ðèñ. 3.17).

F =
{

(x, y) ∈ R2 | xy = 1
}

çàìêíåíà â ïðîñòîði R2, àëå ¨¨ îáðàç p1(F ) = R \ {0} íå çàìêíåíèé ïiäïðîñòið â
îäíîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R.

Îçíà÷åííÿ 3.5.36. Íåõàé äàíî {Xj}j∈J i {Yj}j∈J � ñiì'¨ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ i
ñiì'þ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü {fj}j∈J, äå fj : Xj → Yj. Çà òâåðäæåííÿì 3.5.30 âiä-

îáðàæåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü òî÷êó x = {xj} ∈
∏
j∈J

Xj â òî÷êó {fj(xj)} ∈
∏
j∈J

Yj ¹ íåïå-

ðåðâíèì. Òàêå âiäîáðàæåííÿ {fj}j∈J íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòîâèì äîáóòêîì âiäîáðàæåíü

i ïîçíà÷à¹òüñÿ
∏
j∈J

fj, àáî f1 × f2 × · · · × fk, ÿêùî J = {1, 2, . . . , k}.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó âiäîáðàæåíü f =
∏
j∈J

fj âèêîíóþòüñÿ
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ñïiââiäíîøåííÿ

f
(∏
j∈J

Aj

)
=
∏
j∈J

f(Aj) i f−1
(∏
j∈J

Bj

)
=
∏
j∈J

f−1j (Bj),

äå fj : Xj → Yj, Aj ⊆ Xj i Bj ⊆ Yj äëÿ âñiõ j ∈ J.

Îçíà÷åííÿ 3.5.37. Íåõàé äàíî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X, ñiì'þ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòî-
ðiâ {Yj}j∈J i ñiì'þ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü {fj}j∈J, äå fj : X → Yj. Çà òâåðäæåííÿì

3.5.30 âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü òî÷êó x ∈ X â òî÷êó {fj(x)} ∈
∏
j∈J

Yj ¹ íåïåðåðâ-

íèì. Òàêå âiäîáðàæåííÿ {fj}j∈J íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëëþ âiäîáðàæåíü i ïîçíà÷à¹òüñÿ
∆
j∈J
fj, àáî f1∆f2∆ · · ·∆fk, ÿêùî J = {1, 2, . . . , k}.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äiàãîíàëi âiäîáðàæåíü f = ∆
j∈J
fj âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

f(A) =
∏
j∈J

f(Aj) i f−1
(∏
j∈J

Bj

)
=
∏
j∈J

f−1j (Bj),

äå f : X → Yj, A ⊆ X i Bj ⊆ Yj äëÿ âñiõ j ∈ J.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî äiàãîíàëü ∆
j∈J
fj ¹ êîìïîçèöi¹þ äiàãîíàëi

i = ∆
j∈J

idXj
: X →

∏
j∈J

Xj,

äå Xj = X äëÿ j ∈ J, i äîáóòêó∏
j∈J

fj :
∏
j∈J

Xj →
∏
j∈J

Yj.

Îáðàç

∆ = i(X) ⊂ Xm =
∏
j∈J

Xj,

äå m = |J|, íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëëþ äîáóòêó Xm. Ç òåîðåìè 3.4.12 âèïëèâà¹, ÿêùî
X � ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið, òî äiàãîíàëü

∆ =
⋂

j′,j′′∈J

{
x ∈

∏
j∈J

Xj | pj′(x) = pj′′(x)
}

çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Xm.

Bïðàâà 3.5.13. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê Ti-ïðîñòîðiâ ¹ Ti-ïðîñòîðîì äëÿ i = 0, 1, 2, 3, 31
2
.

Bïðàâà 3.5.14. Äîâåäiòü, ÿêùî äîáóòîê
∏
j∈J

Xj ¹ íåïîðîæíiì Ti-ïðîñòîðîì, òî âñi

Xj ¹ Ti-ïðîñòîðàìè äëÿ i = 0, 1, 2, 3, 31
2
, 4.
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O

x

y

−x0 −x0+δ1

x0

x0+δ2

Ðèñ. 3.18: Äî ïðèêëàäó 3.5.38

Ïðèêëàä 3.5.38. Ó ïðèêëàäi 3.4.22 ìè äîâåëè, ùî ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ K = (R, τZL)
(äèâ. ïðèêëàä 3.2.5) ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ êâàäðàò ñòðiëêè Çîð-
 åíôðåÿ K ×K íå ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì. Ñïðàâäi, êâàäðàò ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ
K×K ìiñòèòü çàìêíåíó ïiäìíîæèíó, ÿêà ãîìåîìîðôíà äèñêðåòíîìó ïðîñòîðó D(c).
Òàêîþ ïiäìíîæèíîþ ¹

F = {(x,−x) | x ∈ R} ⊂ K ×K

(äèâ. ðèñ. 3.18). Êðiì òîãî, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið K × K ìiñòèòü çëi÷åííó ùiëüíó
ïiäìíîæèíó

A = {(x, y) | x, y ∈ Q} .

Ðîçìiðêîâóþ÷è àíàëîãi÷íî, ÿê i â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 3.4.23, ÷è â ïðèêëàäi 3.5.15,
ìè îòðèìó¹ìî, ùî êâàäðàò ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ K ×K íå ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Bïðàâà 3.5.15. Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ãàóñäîðôîâèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè éîãî äiàãîíàëü

∆X = {(x, x) | x ∈ X}

¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â êâàäðàòi X ×X.
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3.5.4 Ôàêòîð-ïðîñòîðè òà ôàêòîðíi âiäîáðàæåííÿ

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i E � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi X.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X/E ôàêòîð-ìíîæèíó çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi E, à ÷åðåç
πE : X → X/E, x 7→ [x]E � ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ, äå [x]E � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi
çà âiäíîøåííÿì E, ùî ìiñòèòü åëåìåíò x. Øóêàþ÷è �õîðîøó� òîïîëîãiþ íà ìíîæèíi
X/E ïðèðîäíî áóëî á âèìàãàòè, ùîá âiäîáðàæåííÿ πE : X → X/E áóëî á íåïåðåðâ-
íèì. Ó êëàñi âñiõ òîïîëîãié íà ôàêòîð-ìíîæèíi X/E, ñòîñîâíî ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ
πE ¹ íåïåðåðâíèì iñíó¹ íàéñèëüíiøà òîïîëîãiÿ. Öÿ òîïîëîãiÿ � öå ñiì'ÿ óñiõ ìíîæèí
U ⊆ X/E òàêèõ, ùî ìíîæèíà π−1E (U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Òàêà òî-
ïîëîãiÿ íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ, ôàêòîð-ìíîæèíà X/E ç âèçíà÷åíîþ íà íié
ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ, íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ïðîñòîðîì, à âiäîáðàæåííÿ πE : X → X/E
� ïðèðîäíèì ôàêòîðíèì âiäîáðàæåííÿì, àáî êîðîòêî ïðèðîäíèì âiäîáðàæåííÿì.

Òâåðäæåííÿ 3.5.39. Ìíîæèíà F ó ôàêòîð-ïðîñòîði X/E çàìêíåíà òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè π−1E (F ) � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi π−1E (X/E \ F ) = X \ π−1E (F ).

Òâåðäæåííÿ 3.5.40. Âiäîáðàæåííÿ f ôàêòîð-ïðîñòîðó X/E â òîïîëîãi÷íèé ïðîñ-
òið Y ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè íåïåðåðâíà êîìïîçèöiÿ fπE : X → Y .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ÿêùî f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî êîìïîçèöiÿ fπE : X →
Y òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî êîìïîçèöiÿ fπE : X → Y òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðà-
æåííÿì. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ Y ìíîæèíà

(fπE)−1(U) = π−1E (f−1(U))

âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, à öå îçíà÷à¹, ùî f−1(U) � âiäêðèòà ïiäìíî-
æèíà ôàêòîð-ïðîñòîðó X/E, òîáòî f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè òà f : X → Y � íåïåðåðâíå ñþð'¹êòèâíå âi-
äîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi E(f) íà ìíîæèíi X, ÿêå âèçíà-
÷à¹òüñÿ ðîçêëàäîì {f−1(y)}y∈Y ïðîñòîðó X íà ïðîîáðàçè îäíîòî÷êîâèõ ïiäìíîæèí
ïðîñòîðó Y ïðè âiäîáðàæåííi f . Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìîæíà çîáðàçèòè ÿê êîì-
ïîçèöiþ fπE, äå πE(f) : X → X/E(f) � ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ, à f � âiäîáðàæåííÿ
ôàêòîð-ïðîñòîðó X/E(f) íà Y , ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ f(f−1(y)) = y. Âiä-
îáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå çà òâåðäæåííÿì 3.5.40. Íàñòóïíà äiàãðàìà íàî÷íî iëþñòðó¹
ñêàçàíå âèùå:

X
f //

πE(f)

��88888888888888 Y

X/E(f)

f

CC��������������

Î÷åâèäíî, ùî f � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-
òîðóX/E(f) íà ïðîñòið Y , àëå öå âiäîáðàæåííÿ, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå ¹ ãîìåîìîð-
ôiçìîì. Ñïðàâäi, ÿêùî f � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ äèñêðåòíîãî ïðîñòîðó
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X = D(c) íà îäèíè÷íèé iíòåðâàë Y = I, òî ôàêòîð-ïðîñòið X/E(f) ¹ òàêîæ äèñêðåò-
íèì ïðîñòîðîì, à òîìó âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Òåïåð ìè ñïðîáó¹ìî
âèâ÷èòè êëàñ óñiõ òàêèõ âiäîáðàæåíü f , ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Âèÿâ-
ëÿ¹òüñÿ, öi âiäîáðàæåííÿ ïîðîäæóþòü ñóìiñíå óçàãàëüíåííÿ çàìêíåíèõ i âiäêðèòèõ
âiäîáðàæåíü ñåðåä ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà ïðîñòið Y
íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðíèì àáî ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî f ¹ êîìïîçèöi¹þ ïðèðî-
äíîãî âiäîáðàæåííÿ òà äåÿêîãî ãîìåîìîðôiçìó, òîáòî ÿêùî iñíó¹ òàêå âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi E íà ìíîæèíi X i òàêèé ãîìåîìîðôiçì f ′ : X/E → Y , ùî f = f ′πE,
äå πE : X → X/E � ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.5.41. Äëÿ íåïåðåðâíîãî ñóð'¹êòèâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òî-
ïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) âiäîáðàæåííÿ f ¹ ôàêòîðíèì;

(ii) ìíîæèíà f−1(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi ìíî-
æèíà U âiäêðèòà â ïðîñòîði Y ;

(iii) ìíîæèíà f−1(F ) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi ìíî-
æèíà F çàìêíåíà â ïðîñòîði Y ;

(iv) âiäîáðàæåííÿ f : X/E(f)→ Y ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii) Íåõàé f : X → Y � ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ. Òîáòî f = f ′πE, äå
f ′ : X/E → Y � ãîìåîìîðôiçì, à πE : X → X/E � ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ. Çà îçíà-
÷åííÿì ôàêòîð-òîïîëîãi¨ ìíîæèíà f−1(U) = π−1E (f ′)−1(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíà (f ′)−1(U) âiäêðèòà â ôàêòîð-ïðîñòîði
X/E. Îñêiëüêè f ′ : X/E → Y � ãîìåîìîðôiçì, òî ìíîæèíà (f ′)−1(U) âiäêðèòà â
ôàêòîð-ïðîñòîði X/E òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè U � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íî-
ìó ïðîñòîði Y .

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíîñòi

f−1(F ) = X \ f−1(Y \ F ).

(iii) ⇒ (iv) Îñêiëüêè f � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X/E(f) íà ïðîñòið Y , òî çà òâåðäæåííÿì 3.3.30 äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊆ X/E(f) ìíîæèíà f(F ) � çàìêíåíà â òî-
ïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y . Àëå ìíîæèíà

f−1f(F ) = π−1
E(f)f

−1
f(F ) = π−1

E(f)(F )

çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, à òîìó ìíîæèíà f(F ) � çàìêíåíà â òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði Y çà óìîâîþ (iii).

Iìïëiêàöiÿ (iv)⇒ (i) î÷åâèäíà.

Íàñëiäîê 3.5.42. Êîìïîçèöiÿ äâîõ ôàêòîð-âiäîáðàæåíü ¹ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿì.

Íàñëiäîê 3.5.43. Íåõàé êîìïîçèöiÿ gf íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y i g : Y →
Z ¹ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿì. Òîäi g : Y → Z ¹ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿì.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî g(Y ) = Z, îñêiëüêè (gf)(X) = Z. ßêùî ïðîîáðàç g−1(U)
ìíîæèíè U ⊆ Z ¹ âiäêðèòèì â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y , òî

f−1(g−1(U)) = (gf)−1(U)

� âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, i òîäi U � âiäêðèòà ìíîæèíà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Z, îñêiëüêè gf � ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ.

Bïðàâà 3.5.16. Íàâåäiòü ïðèêëàä íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y i g : Y →
Z òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ òàêèõ, ùî êîìïîçèöiÿ gf ¹ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿì, àëå
âiäîáðàæåííÿ f , íàâiòü ÿêùî âîíî ¹ ñþð'¹êòèâíèì, íå ¹ ôàêòîðíèì.

Ç íàñëiäêó 3.5.43 i ðiâíîñòi f |A = f iA âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 3.5.44. ßêùî äëÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ X i Y iñíó¹ òàêèé ïiäïðîñòið A ⊂ X, ùî f(A) = Y i çâóæåííÿ f |A : A→
Y ¹ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿì, òî f � ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.5.45. Êîæíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîìåîìîðôiç-
ìîì.

Íàñëiäîê 3.5.46. Íåïåðåðâíi çàìêíåíi òà âiäêðèòi ñþð'¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ¹
ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿìè.

Äîâåäåííÿ. ßêùî f : X → Y � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ff−1(B) = B äëÿ
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y .

Îñòàííié íàñëiäîê 3.5.46 ïîðîäæó¹ òàêå çàïèòàííÿ: ÿê îõàðàêòåðèçóâàòè òi âiä-
íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, äëÿ ÿêèõ ïðèðîäíå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ¹ çàìêíåíèì
àáî âiäðèòèì? Íà öå çàïèòàííÿ âiäïîâiäà¹ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 3.5.47. Äëÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi E íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñ-
òîði X òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ πE : X → X/E � çàìêíåíå (âiäêðèòå);

(ii) äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ (âiäêðèòî¨) ìíîæèíà A ⊆ X îá'¹äíàííÿ âñiõ íåïåðå-
òèííèõ ç íèì êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi, ¹ çàìêíåíîþ (âiäêðèòîþ) ïiäìíîæè-
íîþ â ïðîñòîði X;

(iii) äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ (çàìêíåíî¨) ìíîæèíà A ⊆ X îá'¹äíàííÿ âñiõ êëàñiâ
åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â íié, ¹ âiäêðèòîþ (çàìêíåíîþ) ïiäìíîæè-
íîþ â ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíöiÿ (i)⇔ (ii) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 3.5.39 òà îçíà÷åííÿ ôàêòîð-
òîïîëîãi¨.

Åêâiâàëåíöiÿ (ii)⇔ (ii) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì çàêîíiâ äå Ìîðãàíà.

Íàñëiäîê 3.5.48. Ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i
Y çàìêíåíå (âiäêðèòå) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíà f−1f(A) ⊆ X çàìêíåíà
(âiäêðèòà) äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ (âiäêðèòî¨) ìíîæèíè A ⊆ X.
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Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi E íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ çàìêíå-
íèì (âiäêðèòèì), ÿêùî çàìêíåíå (âiäêðèòå) ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ πE : X → X/E.
Óìîâè (ii) i (iii) òâåðäæåííÿ 3.5.47 äàþòü âíóòðiøíþ õàðàêòåðèñòèêó çàìêíåíèõ i
âiäêðèòèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ç óìîâè (ii) âèïëèâà¹, ùî êëàñè åêâiâàëåíòíî-
ñòi çàìêíåíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà òîïîëîãi÷íîìó T1-ïðîñòîði ¹ çàìêíå-
íèìè ìíîæèíàìè.

Äîáðå âiäîìî, ùî iñíó¹ âçà¹ìíà îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ âiäíîøåííÿìè åêâi-
âàëåíòíîñòi íà äåÿêié ìíîæèíi òà ðîçáèòòÿì öi¹¨ ìíîæèíè íå íåïåðåòèííi ïiäìíî-
æèíè. Iíêîëè çðó÷íî çðàçó æ êîðèñòóâàòèñÿ ðîçáèòòÿìè, à íå âiäíîøåííÿìè åêâi-
âàëåíòíîñòi. Ðîçáèòòÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì) âiäíîøåííÿì åêâiâà-
ëåíòíîñòi, íàçèâàþòüñÿ íàïiâíåïåðåðâíèìè çâåðõó (çíèçó). Ó öüîìó êîíòåêñòi òà-
êîæ âèêîðèñòîâóþòü òåðìií �îòîòîæíåííÿ�: êàæóòü, ùî ôàêòîð-ïðîñòið X/E, äå E �
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêå âiäïîâiäà¹ ðîçáèòòþ E , îòðèìó¹òüñÿ îòîòîæíåííÿì
êîæíîãî åëåìåíòà ðîçáèòòÿ E ç äåÿêîþ òî÷êîþ.

Ïðèêëàä 3.5.49. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f : R→ S1 çà ôîðìóëîþ

f(x) = (cos 2πx, sin 2πx).

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ òî÷îê x, y ∈ R ìà¹ìî xE(f)y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðiçíèöÿ x−y �
öiëå ÷èñëî. Ïðè âiäîáðàæåííi f äiéñíà ïðÿìà R �íàìîòó¹òüñÿ� íà îäèíè÷íå êîëî S1

òàêèì ÷èíîì, ùî êîæåí iíòåðâàë (x, y] äîâæèíè 1 îáõîäèòü âñå êîëî ðiâíî îäèí ðàç,
òîáòî íà öüîìó iíòåðâàëi âiäîáðàæåííÿ f ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì. Òàêîæ î÷åâèäíî,
ùî âiäîáðàæåííÿ f ïåðåâîäèòü âiäêðèòi iíòåðâàëè (x, y), äå y − x < 1, íà âiäêðèòi
õîðäè (äóãè) îäèíè÷íîãî êîëà S1, à, îòæå, f ¹ âiäêðèòèì i áiëüøå òîãî ôàêòîðíèì
âiäîáðàæåííÿì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôàêòîð-ïðîñòið R/E(f) ãîìåîìîðôíèé îäèíè÷-
íîìó êîëó S1.

Bïðàâà 3.5.17. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : R→ S1, âèçíà÷åíå â ïðèêëàäi 3.5.49,
íå ¹ çàìêíåíèì.

Ïðèêëàä 3.5.50. Íåõàé f : R→ S1 � âiäîáðàæåííÿ, îçíà÷åíå â ïðèêëàäi 3.5.49.

Çâóæåííÿ g = f |I : I → S1 âiäîáðàæåííÿ f , i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ïåðåâiðèòè ÷è-
òà÷åâi ñàìîñòiéíî, ¹ çàìêíåíèì, àëå íå ¹ âiäêðèòèì âiäîáðàæåííÿì. Çîêðåìà, g �
ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ òà ôàêòîð-ïðîñòið I/E(g) ãîìåîìîðôíèé îäèíè÷íîìó êîëó S1.
Ðîçáèòòÿ çàìêíåíîãî îäèíè÷íîãî âiäðiçêà I, ÿêå âiäïîâiäà¹ âiäíîøåííþ åêâiâàëåíòíî-
ñòi E(g), ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí {x}, äå 0 < x < 1, i ìíîæèíè {0, 1}.
Òàêèì ÷èíîì, ôàêòîð-ïðîñòið S1 îòðèìó¹òüñÿ îòîòîæíåííÿì îáîõ êiíöiâ çàìêíåíîãî
îäèíè÷íîãî âiäðiçêà I â òî÷êó.

Òåïåð íàâåäåìî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, ÿêèé íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè, âè-
êîðèñòàâøè îïåðàöiþ ôàêòîð-ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 3.5.51. Íà äiéñíié ïðÿìié R âèçíà÷èìî âiäíîøåííÿ EZ = ∆R ∪ Z × Z,
äå Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, ùî xEZy òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x, y ∈ Z
àáî x = y. Î÷åâèäíî, ùî EZ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà äiéñíié ïðÿìié R, ÿêå
îòîòîæíþ¹ öiëi òî÷êè íà R. Ñõåìàòè÷íî ôàêòîð-ìíîæèíó R/EZ ìîæíà óÿâëÿòè ÿê
çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ êië ðiçíèõ ðàäióñiâ, ùî ìàþòü îäíó ñïiëüíó òî÷êó Z = πEZ(Z)
(äèâ. ðèñ. 3.19). Çàíóìåðó¹ìî öi êîëà Si öiëèìè ÷èñëàìè çà ïðàâèëîì
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Z ...
...

0
1
2
3
4
5
6
7
8

...

−1
−2
−3
−4
−5
−6
−7
−8
−9

...

Ðèñ. 3.19: Äî ïðèêëàäó 3.5.51

Si = πEZ([i, i+ 1)), äå i ∈ Z.

Âèçíà÷èìî òà îïèøåìî ôàêòîð-òîïîëîãiþ íà ôàêòîð-ìíîæèíi R/EZ. Î÷åâèäíî, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè M ∈ R/EZ \ {Z} òàêî¨, ùî M = πEZ(x), äå x ∈ (i, i + 1), i ∈ Z,
áàçà òîïîëîãi¨ â òî÷öi M âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

B(M) = {πEZ((x− δ, x+ δ)) | (x− δ, x+ δ) ⊆ (i, i+ 1), δ ∈ Q} .

À áàçà òîïîëîãi¨ â òî÷öi Z âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

B(Z) =
{⋃
i∈Z

πEZ((i− δij , i+ δij)) | |δij | < 1, δij ∈ Q
}
.

Îñêiëüêè |Z| = |N|, òî ïåðåíóìåðó¹ìî êîëà Si íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè. Òîäi êîæåí
åëåìåíò

V =
⋃
i∈N

πEZ((i− δj, i+ δj))
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áàçè B(Z) îòîòîæíèìî ç ïîñëiäîâíiñòþ {δ1, δ2, . . . , δk, . . .}:

V ↔ {δ1, δ2, . . . , δk, . . .}.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ çëi÷åííà áàçà B′(Z) â òî÷öi Z ôàêòîð-ïðîñòîðó R/EZ, òîáòî

B′(Z) = {Vi | i ∈ N},

äå
Vi ↔ {δi,1, δi,2, . . . , δi,k, . . .}.

Âèïèøåìî åëåìåíòè áàçè B′(Z):

V1 ↔ {δ1,1, δ1,2, . . . , δ1,k, . . .};
V2 ↔ {δ2,1, δ2,2, . . . , δ2,k, . . .};
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Vn ↔ {δn,1, δn,2, . . . , δn,k, . . .};
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Òîäi ìíîæèíà
V0 ↔ {δ′1, δ′2, . . . , δ′k, . . .} ,

äå δ′k < δk,k äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, ¹, î÷åâèäíî, âiäêðèòèì îêîëîì
òî÷êè Z ó ôàêòîð-ïðîñòîði R/EZ. Îäíàê çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî, ùî Vj * V0 äëÿ äî-
âiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà j, à îòæå ñiì'ÿ B′(Z) íå ¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ â òî÷öi Z
ôàêòîð-ïðîñòîðó R/EZ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî â òî÷öi Z ôàêòîð-
ïðîñòîðó R/EZ íå iñíó¹ çëi÷åííî¨ áàçè.

Bïðàâà 3.5.18. Ïîáóäóéòå çëi÷åííèé ïðîñòið, ÿêèé íå ìà¹ çëi÷åííî¨ áàçè.

3.6 Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Îçíà÷åííÿ 3.6.1. Ïîêðèòòÿì ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñiì'ÿ {As}s∈S ¨ ¨ ïiä-
ìíîæèí, ùî ⋃

s∈S

As = X.

Ó âèïàäêó, êîëèX � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ïîêðèòòÿ {As}s∈S íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì
(çàìêíåíèì) ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X, ÿêùî âñi ìíîæèíè As âiäêðèòi (çàìêíåíi) â
ïðîñòîði X.

Îçíà÷åííÿ 3.6.2. Ïîêðèòòÿ B = {Bt}t∈T ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ïîäðiáíåííÿì
iíøîãî ïîêðèòòÿ A = {As}s∈S öi¹¨ æ ìíîæèíè X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî t ∈ T iñíó¹ òàêå
s(t) ∈ S, ùî Bt ⊆ As(t). Ó öüîìó âèïàäêó ìè òàêîæ áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîêðèòòÿ
B âïèñàíî â ïîêðèòòÿ A . Ïîêðèòòÿ A ′ = {A′s}s∈S′ ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ïiäïî-
êðèòòÿì ïîêðèòòÿ A = {As}s∈S ìíîæèíè X, ÿêùî S′ ⊆ S i A′s = As äëÿ âñiõ s ∈ S′.
Çîêðåìà, êîæíå ïiäïîêðèòòÿ ¹ ïîäðiáíåííÿì.
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Îçíà÷åííÿ 3.6.3. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíå
éîãî âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ, òîáòî ÿêùî äëÿ äîâiëüíî-
ãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà
{s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

X = Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Usn .

Îçíà÷åííÿ 3.6.4. Ñiì'ÿ F = {Fs}s∈S ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîâàíîþ, ÿêùî
F 6= ∅ i Fs1 ∩ Fs2 ∩ · · · ∩ Fsn 6= ∅ äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó iíäåêñiâ
s1, s2, . . . , sn ∈ S.

Òåîðåìà 3.6.5. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ó òî-

ïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè

Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå ïðîñòið X
¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ
{Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃
i=1

Usi =
k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂
i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó

ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

(⇐=) Ïðèïóñòèìî êîæíà öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹
íåïîðîæíié ïåðåòèí, àëå òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íå ¹ êîìïàêòíèì. Òîäi iñíó¹ âiäêðè-
òå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ïðîñòîðó X, ÿêå íå ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ. Ðîçãëÿíåìî
çàìêíåíi ìíîæèíè Fs = X \ Us, s ∈ S. Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S ¹
öåíòðîâàíîþ. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäñiì'¨ {Fs1 , Fs2 , . . . , Fsk} ó {Fs}s∈S
ìà¹ìî

k⋂
i=1

Fsi =
k⋂
i=1

(X \ Usi) = X \
k⋃
i=1

Usi 6= ∅,

îñêiëüêè âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ïðîñòîðó X íå ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S ¹ öåíòðîâàíîþ. Òîäi, îñêiëüêè {Us}s∈S � ïîêðèòòÿ
ïðîñòîðó X, òî ⋂

s∈S

Fs =
⋂
s∈S

(X \ Us) = X \
⋃
s∈S

Us = X \X = ∅,

à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî X � êîìïàêò-
íèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.
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Òåîðåìà 3.6.6 ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 3.6.5.

Òåîðåìà 3.6.6. Êîæåí çàìêíåíèé ïiäïðîñòið êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó ¹ êîìïàêòíèì.

Äàëi ìè äîâåäåìî äåêiëüêà òåîðåì ïðî êîìïàêòíi ïiäïðîñòîðè äîâiëüíèõ òîïîëî-
ãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïiäïðîñòîðó âèïëèâà¹

Òåîðåìà 3.6.7. ßêùî ïiäïðîñòið A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ¹ êîìïàêòíèì, òî

äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Us}s∈S âiäêðèòèõ ó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêî¨, ùî A ⊆
⋃
s∈S

Us,

iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

A ⊆
n⋃
i=1

Usi .

Íàñëiäîê 3.6.8. Íåõàé {F1, F2, . . . , Fn} � ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷-

íîãî ïðîñòîðó X. Ïiäïðîñòið F =
k⋃
i=1

Fi ïðîñòîðó X ¹ êîìïàêòíèì òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè âñi ïðîñòîðè Fi, i = 1, 2, . . . , n, êîìïàêòíi.

Íàñëiäîê 3.6.9. Íåõàé U � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. ßêùî
ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ìiñòèòü õî÷à á
îäíó êîìïàêòíó ìíîæèíó (çîêðåìà, ÿêùî ïðîñòið X êîìïàêòíèé) i ÿêùî⋂
s∈S

Fs ⊆ U , òî iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

n⋂
i=1

Fsi ⊆ U.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà Fs0 êîìïàêòíà. Çàìiíèìî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X éî-
ãî ïiäïðîñòîðîì Fs0 , ìíîæèíó U � ìíîæèíîþ U ∩ Fs0 i ñiì'þ {Fs}s∈S � ñiì'¹þ
{Fs0 ∩ Fs}s∈S. Öi¹þ äi¹þ ìè çâåëè íàøó çàäà÷ó äî âèïàäêó êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó.
Îòæå, ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé. Çàñòîñóâàâ-
øè òåîðåìó 3.6.7 äî ìíîæèí A = X \ U òà Us = X \ Fs, ìè îòðèìó¹ìî ñêií÷åííó
ìíîæèíó {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S ç íåîáõiäíîþ íàì âëàñòèâiñòþ.

Òåîðåìà 3.6.10. ßêùî A � êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið ðåãóëÿðíîãî òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè B ⊆ X \ A iñíóþòü âiäêðèòi
ìíîæèíè U i V â ïðîñòîði X òàêi, ùî

A ⊆ U, B ⊆ V i U ∩ V = ∅.

ßêùî, êðiì òîãî, B ¹ êîìïàêòíèì ïiäïðîñòîðîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òî
äîñòàòíüî ïðèïóñêàòè, ùî X � ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ðåãóëÿðíèì, òî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
x ∈ A iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè Ux i Vx â ïðîñòîði X òàêi, ùî

x ∈ Ux, B ⊆ Vx i Ux ∩ Vx = ∅. (3.12)

Çðîçóìiëî, ùî A ⊆
⋃
x∈A

Ux, à òîìó çà òåîðåìîþ 3.6.7 iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà

{x1, x2, . . . , xn} ⊆ A òàêà, ùî A ⊆
n⋃
i=1

Uxi . Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíè

U =
n⋃
i=1

Uxi i V =
n⋂
i=1

Vxi

øóêàíi.

Çàóâàæèìî, ÿêùî ìíîæèíà B ¹ îäíîòî÷êîâîþ, òî â äîâåäåííi ïåðøî¨ ÷àñòèíè
òåîðåìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå ãàóñäîðôîâiñòü òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. ßêùî
ìíîæèíà B ¹ êîìïàêòíèì ïiäïðîñòîðîì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ A ìè îòðèìó¹ìî âiäêðèòi ìíîæèíè Ux i Vx ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.12), çàñòîñóâàâøè ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ äî êîìïàêòíîãî
ïiäïðîñòîðó B é îäíîòî÷êîâî¨ ìíîæèíè {x}.

Òåîðåìà 3.6.11. ßêùî A � êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið òèõîíîâñüêîãî òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè B ⊆ X\A iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : X → I òàêà, ùî f(x) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ A i f(x) = 1 äëÿ âñiõ x ∈ B.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ A iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ fx : X → I òàêà, ùî
fx(x) = 0 i fx(B) ⊆ {1}. Îñêiëüêè A ⊆

⋃
x∈A

f−1x
(
[0, 1

2
)
)
, òî çà òåîðåìîþ 3.6.7 iñíó¹

ñêií÷åííà ìíîæèíà òî÷îê {x1, x2, . . . , xn} ⊆ A òàêà, ùî A ⊆
n⋃
i−1

f−1xi
(
[0, 1

2
)
)
. Ôóíêöiÿ

g : X → I, îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ:

g(x) = min {fx1(x), fx2(x), . . . , fxn(x)} ,

¹ î÷åâèäíî íåïåðåðâíîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi äâà âêëþ÷åííÿ

A ⊆ g−1
(
[0, 1

2
)
)

i g(B) ⊆ {1}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ f : X → I, îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

f(x) = 2 max
{
g(x)− 1

2
, 0
}
,

ìà¹ íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi.

Òåîðåìà 3.6.12. Êîæåí êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X ¹ çàìê-
íåíîþ â ïðîñòîði X ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið ãàóñäîðôîâîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó X. Çà äðóãîþ ÷àñòèíîþ òåîðåìè 3.6.10 äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X \A iñíó¹ âiäêðèòà
ìíîæèíà V ⊆ X òàêà, ùî x ∈ V é A ∩ V = ∅. Îòæå, ìíîæèíà X \ A âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.
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Ç äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 3.6.10 i òåîðåìè 3.6.6 âèïëèâà¹

Òåîðåìà 3.6.13. Êîæåí êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið íîðìàëüíèé.

Ó íàñòóïíèõ òðüîõ òåîðåìàõ ðîçãëÿäàþòüñÿ âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 3.6.14. ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðà-
æà¹òüñÿ íà òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y . ßêùî
f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ {f−1(Us)}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì
êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà,
ùî

f−1(Us1) ∪ f−1(Us2) ∪ · · · ∪ f−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(f−1(B)) = B, òî ç
ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f−1(Us2) ∪ · · · ∪ f−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç êîìïàêòíîãî
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Íàñëiäîê 3.6.15. ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ êîìïàêòíîãî òî-
ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó â ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið Y , òî f(A) = f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiä-
ìíîæèíè A ⊆ X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íåïåðåðâíå, òî f(A) ⊆ f(A) çà òåî-
ðåìîþ 3.3.4. Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ f(A) ⊆ f(A) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ çàìèêàííÿ
ìíîæèíè òà òåîðåì 3.6.6, 3.6.12 i 3.6.14.

Ç íàñëiäêó 3.6.15 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹

Òåîðåìà 3.6.16. Êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-
òîðó â òîïîëîãi÷íèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið ¹ çàìêíåíèì.

Ç òåîðåì 3.3.4 i 3.6.16 ìè îòðèìó¹ìî òàêó âàæëèâó òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.6.17. Êîæíå íåïåðåðâíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ êîìïàêòíîãî
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó íà òîïîëîãi÷íèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Íàñëiäîê 3.6.18. Íåõàé τ1 i τ2 � äâi òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X, i íåõàé òîïîëîãiÿ
τ1 ñèëüíiøà çà òîïîëîãiþ τ2. Òîäi, ÿêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τ1) êîìïàêòíèé,
à (X, τ2) ¹ ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì, òî τ1 = τ2.
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Äîâåäåííÿ. Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X íà ñåáå ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì íåïå-
ðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (X, τ1) íà ïðîñòið (X, τ2). Çà òåîðå-
ìîþ 3.6.17 öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Iíøèìè ñëîâàìè, íàñëiäîê 3.6.18 ñòâåðäæó¹, ùî ñåðåä óñiõ ãàóñäîðôîâèõ òîïîëîãié
êîìïàêòíi òîïîëîãi¨ ¹ ìiíiìàëüíèìè.

Òåïåð ìè äàìî öiêàâó õàðàêòåðèñòèêó êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ó òåð-
ìiíàõ äåêàðòîâèõ äîáóòêiâ.

Ëåìà 3.6.19. ßêùî A � êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i y �
òî÷êà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , òî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè W ⊆ X × Y ,
ÿêà ìiñòèòü äîáóòîê A × {y}, iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U ⊆ X i V ⊆ Y òàêi,
ùî

A× {y} ⊆ U × V ⊆ W.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ A òî÷êà (x, y) ìà¹ âiäêðèòèé îêië ó äîáóòêó X×Y
âèãëÿäó Ux × Vx, ÿêèé ìiñòèòüñÿ ó âiäêðèòié ìíîæèíi W . Î÷åâèäíî, ùî

A× {y} ⊆
k⋃
i=1

(Uxi × Vxi) ⊆ W.

Ïðèéìåìî

U =
k⋃
i=1

Uxi i V =
k⋂
i=1

Vxi .

Òîäi

A× {y} ⊆ U × V ⊆

(
k⋃
i=1

Uxi

)
× V ⊆

k⋃
i=1

(Uxi × V ) ⊆
k⋃
i=1

(Uxi × Vxi) ⊆ W,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî). Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-
òîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X×Y → Y ¹ çàìêíåíèì
âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X×Y → Y
¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà ìíîæèíà â
äîáóòêóX×Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). ÎñêiëüêèX×{y} ⊆ (X×Y )\F , òî ç ëåìè
3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X×V )∩F = ∅. Òîäi
ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅, à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Y . Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.

(iii) ⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ âëàñ-
òèâiñòü (iii). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íå ¹ êîìïàêòíèì.
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Òîäi iñíó¹ öåíòðîâàíà ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ó ïðîñòîði X òàêà, ùî⋂
s∈S

Fs = ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó y0 /∈ X i íà ìíîæèíi Y = X ∪{y0} ðîçãëÿíåìî

òîïîëîãiþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X òà âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

{y0} ∪ (Fs1 ∩ Fs2 ∩ · · · ∩ Fsk) ∪K,

äå s1, s2, . . . , sk ∈ S i K ⊆ X.

Ç ðiâíîñòi
⋂
s∈S

Fs = ∅ âèïëèâà¹, ùî Y ¹ T1-ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè êîæíà ïiäìíî-

æèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êó y0, ¹ âiäêðèòîþ â ïðîñòîði Y
ìíîæèíîþ, òî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íîðìàëüíèì.

Ïîçàÿê òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (iii), òî îáðàç ñòîñîâíî ïðî-
åêöi¨ pY (F ) ìíîæèíè

F = {(x, x) | x ∈ X} ⊂ X × Y

¹ çàìêíåíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ìíîæèíîþ. Ç âêëþ÷åííÿ X ⊆ pY (F ) âè-
ïëèâà¹, ùî y0 ∈ pY (F ), îñêiëüêè y0 ∈ X = Y . Îòîæ, iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ X, äëÿ ÿêî¨
(x0, y0) ∈ F . Òîäi äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè x0 ó ïðîñòîði X i êîæíîãî
iíäåêñà s ∈ S ìà¹ìî

(U × ({y0} ∪ Fs)) ∩ {(x, x) | x ∈ X} 6= ∅,

òîáòî U ∩ Fs 6= ∅. Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî x0 ∈ Fs äëÿ âñiõ s ∈ S, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî⋂
s∈S

Fs 6= ∅, ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âïëèâà¹ íàøà iìïëiêàöiÿ.

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ñêií÷åííèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ êîìïàêòíèì.

Ïðèêëàä 3.6.21. Äèñêðåòíèé ïðîñòiðD(m) (äèâ. ïðèêëàä 3.3.27) ¹ êîìïàêòíèì òîäi
i ëèøå òîäi êîëè êàðäèíàë m � ñêií÷åííèé.

Ïðèêëàä 3.6.22. Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ
(R, τZL) (äèâ. ïðèêëàä 3.2.5) íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïî-
êðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1 êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) (äèâ. ïðèêëàäè 3.2.30 i 3.3.27) ¹ êîì-
ïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m). Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íà-
êîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m)
âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-

òîðó A(m).
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Ïðèêëàä 3.6.24. Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J . Íåõàé A�
ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà J \ A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \ A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè J \ A.
Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \ A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 . ëåãêî áà÷èòè,
ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç

âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A. Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃
i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ

s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃
i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü òîïîëîãi÷íî-
ãî ïðîñòîðó J .

Ïðèêëàä 3.6.25. Ðîçãëÿíåìî íà åâêëiäîâié ïëîùèíi R2 äâà êîíöåíòðè÷íi êîëà

C1 =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1
}
,

C2 =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 2
}
,

òà ¨õ îá'¹äíàííÿ X = C1∪C2 (äèâ. ðèñ. 3.20). Âiäîáðàæåííÿ ïðîåêòóâàííÿ êîëà C1 íà

C2C1

p

Uj

Vj

z

z
{z}

Ðèñ. 3.20: Äî ïðèêëàäó 3.6.25: äâà êîëà Àë¹êñàíäðîâà

êîëî C2 ç òî÷êè (0, 0) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç p. Íà ìíîæèíi X âèçíà÷èìî òîïîëîãiþ
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çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè îêîëiâ {B(z)}z∈X . À ñàìå ïðèéìåìî

B(z) = {Uj(z)}∞j=1 , ÿêùî z ∈ C1,

B(z) = {{z}} , ÿêùî z ∈ C2,

äå Uj = Vj ∪p(Vj \{z}) i Vj � âiäêðèòà äóãà äîâæèíè 1/j êîëà C1 ç ñåðåäèíîþ â òî÷öi
z. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñiì'ÿ {B(z)}z∈X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP3) i
(BP4). Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 3.4.11, ìíîæèíà X ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ
{B(z)}z∈X , ¹ ãàóñäîðôîâèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ äâà êîëà Àë¹êñàíäðîâà.

Ïiäïðîñòið C2 ⊂ X ¹ äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì ïîòóæíîñòi c, âií ¹ âiäêðèòèì òà
ùiëüíèì ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Ïiäïðîñòið C1 ⊂ X ¹ êîëîì S1 îäèíè÷íîãî
ðàäióñà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ. Ïðîñòið S1 ¹ êîìïàêòíèì, îñêiëüêè ¹ íåïåðåðâíèì
îáðàçîì îäèíè÷íîãî âiäðiçêà I, ÿêèé ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî äâà êîëà Àë¹êñàíäðîâà X ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì. Íåõàé
{Us}s∈S � äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìíîæèíè Us ¹ ÷ëåíàìè âèçíà÷åíî¨ âèùå ñèñòåìè
âiäêðèòèõ îêîëiâ {B(z)}z∈X . Îñêiëüêè ïiäïðîñòið C1 ¹ êîìïàêòíèì, òî iñíó¹ ñêií÷åí-
íà ìíîæèíà iíäåêñiâ {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

C1 ⊆ Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Usn . (3.13)

ßêùî ìè âiäêèíåìî òi, ÿêi ñòîÿòü ïðàâîðó÷ â öüîìó ñïiââiäíîøåííi ìíîæèíè,
ÿêi ¹ îäíîòî÷êîâèìè, òî âêëþ÷åííÿ (3.13) áóäå çíîâó âèêîíóâàòèñÿ. Îòæå, ìîæåìî
ââàæàòè, ùî Usi = Uji(zi), äå zi ∈ C1 ïðè i = 0, 1, 2, . . . , n. Îòîæ, îòðèìó¹ìî

X \ {p(z1), p(z2), . . . , p(zn)} ⊆ Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Usn .

Äëÿ i = 0, 1, 2, . . . , n âèáåðåìî iíäåêñ s′i ∈ S òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà p(zi) ∈ Us′i .
Î÷åâèäíî, ùî ñiì'ÿ

{Usi}
n
i=1 ∪

{
Us′i
}n
i=1

¹ ñêií÷åííèì ïiäïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X, âèáðàíèì iç ñiì'¨ {Us}s∈S, à öå äîâîäèòü
êîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó X.

Íàäàëi êîìïàêòàìè áóäåìî íàçèâàòè êîìïàêòíi ãàóñäîðôîâi ïðîñòîðè.

3.6.1 Îïåðàöi¨ íàä êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè

Îáãîâîðèìî ñïî÷àòêó çàäà÷i, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïåðåõîäîì äî ïiäïðîñòîðó. Çàóâàæè-
ìî ñïî÷àòêó, ùî êîìïàêòíiñòü â êëàñi ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ óñïàäêîâó¹òüñÿ ïðè
ïåðåõîäi äî çàìêíåíèõ i ëèøå çàìêíåíèõ ïiäïðîñòîðiâ (äèâ. òåîðåìè 3.6.6 i 3.6.12).

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ êðèòåðié òîãî, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â êîìïàêò ìîæ-
íà ïðîäîâæèòè.

Òåîðåìà 3.6.26. Íåõàé A � ùiëüíèé ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i f �
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó A â êîìïàêò Y . Âiäîáðàæåííÿ f ìîæíà íåïå-
ðåðâíî ïðîäîâæèòè íà âåñü ïðîñòið X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨ ïàðè
B1, B2 äèç'þíêòíèõ çàìêíåíèõ ó êîìïàêòíîìó ïðîñòîði Y ìíîæèí çàìèêàííÿ ¨õ
ïðîîáðàçiâ f−1(B1) i f

−1(B2) ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
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Äîâåäåííÿ. (⇐) Íåõàé F : X → Y � íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f . ßêùî

B1 = B1 ⊂ Y, B2 = B2 ⊂ Y i B1 ∩B2 = ∅,

òî

F−1(B1) = F−1(B1) ⊂ X, F−1(B2) = F−1(B2) ⊂ X i F−1(B1) ∩ F−1(B2) = ∅,

à îòæå
f−1(B1) ∩ f−1(B2) ⊆ F−1(B1) ∩ F−1(B2) = ∅.

(⇒) Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(x) ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ îêîëiâ
òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ

F (x) =
{
f(A ∩ U)

}
U∈B(x)

çàìêíåíèõ ìíîæèí ó êîìïàêòíîìó ïðîñòîði Y .

Îñêiëüêè äëÿ U1, . . . , Un ∈ B(x) âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

f(A ∩ U1 ∩ U1 ∩ · · · ∩ Un) ⊆ f(A ∩ U1) ∩ f(A ∩ U2) ∩ · · · ∩ f(A ∩ Un), (3.14)

òî ñiì'ÿ F (x) ¹ öåíòðîâàíîþ. Çà òåîðåìîþ 3.6.5 ïåðåòèí F (x) =
⋂

F (x) ¹ íåïîðîæ-
íiì äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X.

Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà F (x) ñêëàäà¹òüñÿ ðiâíî ç îäíi¹¨ òî÷êè. Çâiäñè áóäå âèïëè-
âàòè, çîêðåìà, ùî F (x) = {f(x)} äëÿ âñiõ òî÷îê x ∈ A. Íåõàé y1, y2 ∈ F (x) i y1 6= y2.
Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 3.6.13 êîæåí êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið íîðìàëüíèé,
òî iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè V1 i V2 òî÷îê y1 i y2 ó êîìïàêòíîìó ïðîñòîði Y , âiäïîâiäíî,
òàêi, ùî V1 ∩ V2 = ∅. Çà óìîâîþ òåîðåìè òîäi ìà¹ìî, ùî

f−1(V1) ∩ f−1(V2) = ∅,

à îòæå
X = W1 ∪W2,

äå
W1 = X \ f−1(V1) i W2 = X \ f−1(V2).

Òîäi x ∈ W1 àáî x ∈ W2. Îñêiëüêè V1 ∩ f(A \ f−1(V1)) = ∅ i ìíîæèíà V1 � âiäêðèòà
â êîìïàêòi Y , òî

V1 ∩ f(A \ f−1(V1)) = ∅,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

y1 /∈ f(A \ f−1(V1)) = f(A ∩W1) ∈ F (x).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî

y2 /∈ f(A \ f−1(V2)) = f(A ∩W2) ∈ F (x).

Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ, ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà F (x) ñêëàäà¹òüñÿ ðiâíî ç îäíi¹¨
òî÷êè.



3.6. ÊÎÌÏÀÊÒÍI ÏÐÎÑÒÎÐÈ 151

Ïîñòàâèâøè ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi x ∈ X òî÷êó F (x), ìè âèçíà÷èìî âiäîá-
ðàæåííÿ F òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó êîìïàêò Y , ÿê ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f .
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ F � íåïåðåðâíå. Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ
F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3) òåîðåìè 3.3.4.

Íåõàé V � âiäêðèòèé îêië òî÷êè F (x) ó êîìïàêòíîìó ïðîñòîði Y . Îñêiëüêè

{F (x)} =
⋂

U∈B(x)

f(A ∩ U) ⊆ V,

òî ç íàñëiäêó 3.6.9 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà ñiì'ÿ {U1, U2, . . . , Un} ⊂ B(x) òàêà,
ùî

f(A ∩ U1) ∩ f(A ∩ U2) ∩ · · · ∩ f(A ∩ Un) ⊆ V. (3.15)

Î÷åâèäíî, ùî
U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un = U ∈ B(x),

i ç óìîâ (3.14) i (3.15) âèïëèâà¹, ùî

F (x′) ∈ f(A ∩ U) ⊆ V

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x′ ∈ U , òîáòî F (U) ⊆ V .

�äèíà òåîðåìà, ÿêà ñòîñó¹òüñÿ îïåðàöi¨ ñóìè êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ, ¹ òàêîþ:

Òåîðåìà 3.6.27. Ñóìà
⊕
s∈S

Xs, äå Xs 6= ∅ ïðè s ∈ S, ¹ êîìïàêòîì (êîìïàêòíèì

ïðîñòîðîì) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âñi ïðîñòîðè Xs ¹ êîìïàêòàìè (âiäï., êîìïàêò-
íèìè) i ìíîæèíà S ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ñóìà X =
⊕
s∈S

Xs ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì, òî âñi ïðîñòîðè Xs

¹ êîìïàêòíèìè, ÿê çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, i ìíîæèíà S ¹
ñêií÷åííîþ, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Xs}s∈S íå ìiñòèëî
á ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Íàâïàêè, ÿêùî {Xi}ni=1 � ñêií÷åííà ñiì'ÿ êîìïàêòiâ (êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ), òî
ñóìà

X = X1 ⊕X2 ⊕ · · · ⊕Xn

¹ êîìïàêòîì (êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì) çà âïðàâîþ 3.5.8 i íàñëiäêîì 3.6.8.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð îïåðàöiþ (äåêàðòîâîãî) äîáóòêó òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Íà-
ñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíîþ â öüîìó âiäíîøåííi òà âîíà ¹ îäíi¹þ ç ãîëîâíèõ òåîðåì
çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨.

Òåîðåìà 3.6.28 (òåîðåìà Òèõîíîâà). Äîáóòîê
∏
s∈S

Xs, äå Xs 6= ∅ äëÿ âñiõ s ∈ S,

¹ êîìïàêòîì (êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîìïàêòàìè (âiäï.,
êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè) ¹ âñi ïðîñòîðè Xs.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé äîáóòîê X =
∏
s∈S

Xs ¹ íåïîðîæíiì êîìïàêòîì. Òîäi ç âïðàâè 3.5.13

âèïëèâà¹, ùî âñi ïðîñòîðè Xs ¹ ãàóñäîðôîâèìè, i çà òåîðåìîþ 3.6.14 âñi ïðîñòîðè Xs

¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè, îñêiëüêè ïðîåêöiÿ ps : X → Xs ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðà-
æåííÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà ïðîñòið Xs.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó ñiì'þ {Xs}s∈S êîìïàêòiâ. Çà âïðàâîþ 3.5.13 (äåêàð-

òîâèé) äîáóòîê X =
∏
s∈S

Xs ¹ ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó öåí-

òðîâàíó ñiì'þ F0 çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Ç ëåìè Öîðíà13

âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ F0 ìiñòèòüñÿ â äåÿêié ìàêñèìàëüíié öåíòðîâàíié ñiì'¨ F ìíîæèí
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî
⋂

F0 6= ∅, äîñòàòíüî çíàéòè òî÷êó x ∈ X, äëÿ ÿêî¨
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

x ∈ A äëÿ âñiõ A ∈ F . (3.16)

Ç ìàêñèìàëüíîñòi ñiì'¨ F îòðèìó¹ìî

ÿêùî A1, A2, . . . , An ∈ F , òî A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An ∈ F , (3.17)

i

ÿêùî A0 ⊂ X i A0 ∩ A 6= ∅ äëÿ êîæíîãî A ∈ F , òî A0 ∈ F . (3.18)

Îñêiëüêè ñiì'ÿ F öåíòðîâàíà, òî ñiì'ÿ Fs =
{
ps(A)

}
A∈F

òàêîæ ¹ öåíòðîâàíîþ

äëÿ âñiõ iíäåêñiâ s ∈ S. Îòæå, äëÿ êîæíîãî iíäåêñà s ∈ S iñíó¹ òî÷êà

xs ∈
⋂
A∈F

ps(A) ⊂ Xs. (3.19)

Íåõàé Ws � äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië òî÷êè xs ó êîìïàêòíîìó ïðîñòîði Xs. Ç
óìîâè (3.19) âèïëèâà¹, ùî Ws ∩ ps(A) 6= ∅ äëÿ âñiõ A ∈ F , òîáòî

p−1s (Ws) ∩ A 6= ∅ äëÿ êîæíîãî A ∈ F .

Ç óìîâè (3.18) îòðèìó¹ìî, ùî p−1s (Ws) ∈ F , à ç óìîâè (3.17) âèïëèâà¹, ùî âñi ÷ëåíè
êàíîíi÷íî¨ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êó x = {xs}, íàëåæàòü
ñiì'¨ F . Îñêiëüêè ñiì'ÿ F öåíòðîâàíà, òî êîæåí ¨¨ åëåìåíò A ïåðåòèíà¹ âñi åëåìåíòè
êàíîíi÷íî¨ áàçè ïðîñòîðó X, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êó x, à ç öüîãî âèïëèâà¹ óìîâà (3.16).

Çàóâàæèìî, ùî êîìïàêòíiñòü ñêií÷åííîãî äîáóòêó êîìïàêòiâ ìîæíà äîâåñòè áåç-
ïîñåðåäíüî òà ïðîñòiøå. Âîíà âèïëèâà¹ òàêîæ ç òåîðåìè Êóðàòîâñüêîãî, îñêiëüêè
äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ p : X1 × X2 × · · · × Xn × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì ÿê êîìïîçèöiÿ çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü

p1 : X1 ×X2 × · · · ×Xn × Y → X2 ×X3 × · · · ×Xn × Y,
p2 : X2 ×X3 × · · · ×Xn × Y → X3 ×X4 × · · · ×Xn × Y,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

pn : Xn × Y → Y.
13Íàñïðàâäi, öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíîãî ëåìi Öîðíà, ÷è àêñiîìè âèáîðó, à

ñàìå ç ïðèíöèïó ìàêñèìàëüíîñòi Ãàóñäîðôà, ÷è ëåìè Òåéõìþëëåðà-Òüþêi.
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3.7 Çâ'ÿçíi ïðîñòîðè

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ âiäîêðåìëåíèõ ìíîæèí. Äâi ìíîæèíè A òà B òî-
ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâàþòüñÿ âiäîêðåìëåíèìè, ÿêùî A ∩ B = A ∩ B = ∅.
Î÷åâèäíî, ùî äâi äèç'þíêòíi ìíîæèíè âiäîêðåìëåíi â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè æîäíà ç íèõ íå ìiñòèòü òî÷îê íàêîïè÷åííÿ iíøî¨ ìíîæèíè â ïðîñ-
òîði X. Çîêðåìà, äîâiëüíi äâi äèç'þíêòíi çàìêíåíi ìíîæèíè âiäîêðåìëåíi. Òàêîæ,
äîâiëüíi äâi äèç'þíêòíi âiäêðèòi ìíîæèíè âiäîêðåìëåíi. Î÷åâèäíî, ÿêùî ìíîæèíè
A i B òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âiäîêðåìëåíi òà A1 ⊆ A i B1 ⊆ B, òî ìíîæèíè A1 i
B1 âiäîêðåìëåíi â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.

Îçíà÷åííÿ 3.7.1. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèì, ÿêùî X íå ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi X1

⊕
X2, äå X1 i X2 � íåïîðîæíi ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó X.

Òåîðåìà 3.7.2. Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè åêâiâàëåíò-
íi:

(i) ïðîñòið X çâ'ÿçíèé;

(ii) ïîðîæíÿ ìíîæèíà òà âåñü ïðîñòið X � ¹äèíi âiäêðèòî-çàìêíåíi ìíîæèíè
â ïðîñòîði X;

(iii) ÿêùî X = X1 ∪ X2 i ìíîæèíè X1 i X2 � âiäîêðåìëåíi â X, òî îäíà ç íèõ
ïîðîæíÿ;

(iv) êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → D òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó äâî-
òî÷êîâèé äèñêðåòíèé ïðîñòið D = {0, 1} ¹ ïîñòiéíèì, òîáòî àáî f(X) ⊆ {0},
àáî f(X) ⊆ {1}.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Çàóâàæèìî, ÿêùî ìíîæèíà X1 ⊆ X âiäêðèòî-çàìêíåíà â òîïî-
ëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ∅ 6= X1 6= X i X2 = X \X1, òî ç òâåðäæåííÿ 3.5.19 âèïëèâà¹,
ùî X = X1

⊕
X2 i X1 6= ∅ 6= X2, à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

(ii)⇒ (iii) Íåõàé X = X1 ∪X2 i X1 ∩X2 = ∅ = X1 ∩X2. Òîäi X1 ⊆ X \X2 ⊆ X1,
à îòæå X1 = X1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî X2 = X2. Îñêiëüêè ìíîæèíè X1 i X2

çàìêíåíi òà íåïåðåòèíàþòüñÿ, òî âîíè âiäêðèòi, à òîäi çà òâåðäæåííÿì (ii) îäíà ç íèõ
¹ ïîðîæíüîþ.

(iii) ⇒ (iv) Äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ÿêùî f : X → D � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ,
äëÿ ÿêîãî X1 = f−1(0) 6= ∅ i X2 = f−1(1) 6= ∅, òî ç óìîâè X1 ∩ X2 = ∅ = X1 ∩ X2

âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (iii).

(iv) ⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i), òîáòî X = X1

⊕
X2, äå

X1 6= ∅ 6= X2, òî ïðèïóñòèâøè, ùî

f(x) =

{
0, ÿêùî x ∈ X1;
1, ÿêùî x ∈ X2,

ìè îòðèìó¹ìî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → D òàêå, ùî f(X) = D.

Íàñëiäîê 3.7.3. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ çâ'ÿçíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X
íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ X1 ∪ X2 äâîõ íåïîðîæíiõ çàìêíåíèõ
äèç'þíêòíèõ ìíîæèí.

Íàñëiäîê 3.7.4. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ çâ'ÿçíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X
íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ X1 ∪ X2 äâîõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ
äèç'þíêòíèõ ìíîæèí.
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Ç ðiâíîñèëüíîñòi óìîâ (i) i (iv) â òåîðåìi 3.7.2 âèïëèâà¹

Òåîðåìà 3.7.5. Íåïåðåðâíèé îáðàç çâ'ÿçíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ çâ'ÿçíèì.

Íàñëiäîê 3.7.6. Êîæåí çâ'ÿçíèé òèõîíîâñüêèé ïðîñòið X, ÿêèé ìiñòèòü õî÷à á
äâi ðiçíi òî÷êè, ìà¹ ïîòóæíiñòü íå ìåíøó çà c.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � çâ'ÿçíèé òèõîíîâñüêèé ïðîñòið, ÿêèé ìiñòèòü äâi ðiçíi òî÷êè
x1 i x2. Çà îçíà÷åííÿì òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → I
òàêà, ùî f(x1) = 0 i f(x2) = 1. ßêùî iñíó¹ òî÷êà r ∈ I \ f(X), òî

X = {x ∈ X | f(x) < r}
⊕
{x ∈ X | f(x) > r},

à öå ñóïåðå÷èòü òåîðåìi 3.7.5. Îòæå, f(X) = I, à îòæå |X| > c.

Ïðèêëàä 3.7.7. 1. Ç ïðèêëàäó 3.5.21 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíèé äèñêðåòíèé ïðîñ-
òið, ÿêèé ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ òî÷îê, íå ¹ çâ'ÿçíèì.

2. Ç âïðàâè 3.5.9 âèïëèâà¹, ùî ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ íå ¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì.

3. Ç âïðàâè 3.5.10 âèïëèâà¹, ùî äiéñíà ïðÿìà R ¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì. Òîìó çà òå-
îðåìîþ 3.7.5 íåîäíîòî÷êîâèìè çâ'ÿçíèìè ïiäïðîñòîðàìè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñ-
òîði R ¹:

(a, b), [a, b), (a, b] i [a, b].

4. Ïîðîæíié ïðîñòið i îäíîòî÷êîâèé ïðîñòið, ¹, î÷åâèäíî, çâ'ÿçíèìè.

5. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äâîòî÷êîâà ìíîæèíà X = {a, b} ç òîïîëîãi¹þ τ = {∅, X, {a}}
¹ çâ'ÿçíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì. Ñàìå òîìó öåé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿç-
íîþ äâîêðàïêîþ.

Äàëi ìè îïèøåìî çëi÷åííèé çâ'ÿçíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið. Ç íàñëiäêó 3.7.6 âè-
ïëèâà¹, ùî çëi÷åííîãî çâ'ÿçíîãî òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó, ÿêèé ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨
òî÷êè, íå iñíó¹. Îñêiëüêè êîæåí çëi÷åííèé ðåãóëÿðíèé ïðîñòið ¹ íîðìàëüíèì, òî íå
iñíó¹ i ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó ç âêàçàíèìè óìîâàìè.

Ïðèêëàä 3.7.8. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X ìíîæèíó âñiõ òî÷îê (r1, r2) äiéñíî¨ ïëîùèíè R2

òàêèõ, ùî r1, r2 ∈ Q i r2 > 0. Î÷åâèäíî, ùî |X| = ℵ0. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x = (r1, r2) ∈
X i íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ïðèéìåìî

Ui(x) = {x} ∪
{

(r, 0) |
∣∣∣∣r − (r1 − r1√

3

)∣∣∣∣ < 1

i

}
∪
{

(r, 0) |
∣∣∣∣r − (r1 +

r1√
3

)∣∣∣∣ < 1

i

}
.

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x, ÿêà ëåæèòü âèùå îñi àáñöèñ, ìíîæèíà Ui(x) ñêëàäà¹òüñÿ ç

òî÷êè x i âñiõ ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê îñi àáñöèñ, ÿêi âiääàëåíi íå ìåíøå íiæ íà
1

i
âiä

îäíi¹¨ ç âåðøèí ðiâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà ç âåðøèíîþ â òî÷öi x, îñíîâà ÿêîãî
ëåæèòü íà îñi àáñöèñ (äèâ. ðèñ. 3.21). ßêùî æ òî÷êà ðîçòàøîâàíà íà îñi àáñöèñ, òî
ìíîæèíà Ui(x) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê îñi àáñöèñ, ÿêi âiääàëåíi íå

ìåíøå íiæ íà
1

i
âiä òî÷êè x. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñiì'ÿ {B(x)}x∈X , äå

B(x) = {Ui(x) | i ∈ N}
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Ui(x)

x

x

Ui(x)

Ðèñ. 3.21: Äî ïðèêëàäó 3.7.8: îêîëè Ui(x)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP3) i (BP4). Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 3.4.11,
ìíîæèíà X ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ {B(x)}x∈X , ¹ ãàóñäîðôîâèì òîïîëîãi÷-
íèì ïðîñòîðîì.

Çàìèêàííÿ ìíîæèíè Ui(x) ñòîñîâíî öi¹¨ òîïîëîãi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òî÷îê òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî ÿêî¨-íåáóäü ç ïðÿìèõ, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç

òî÷êó x ïiä êóòîì 60◦ i 120◦ äî îñi àáñöèñ, íå ïåðåâèùó¹

√
3

2i
(äèâ. ðèñ. 3.22). Îòæå,

äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X i äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i1, i2 âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà

Ui1(x1) ∩ Ui2(x2) 6= ∅,

à ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið X íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ äâîõ
íåïîðîæíiõ íåïåðåòèííèõ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ìíîæèí. Îòîæ, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
X ¹ çâ'ÿçíèì.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð, ÿê äiþòü îïåðàöi¨ íà çâ'ÿçíèõ ïðîñòîðàõ.

Î÷åâèäíî, ùî ïiäïðîñòið çâ'ÿçíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ìîæå i íå áóòè çâ'ÿç-
íèì.

Òåîðåìà 3.7.9. Ïiäïðîñòið C òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X çâ'ÿçíèé òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ÿêèìè á íå áóëè âiäîêðåìëåíi ìíîæèíè X1 i X2 ïðîñòîðó X òàêi, ùî
C = X1 ∪X2, òî çàâæäè àáî X1 = ∅, àáî X2 = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïiäïðîñòið C òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X çâ'ÿçíèé òà C =
X1 ∪X2, äå X1 ∩X2 = ∅ = X1 ∩X2. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíè X1 i X2 âiäîêðåìëåíi â
ïðîñòîði X. Îòæå, çà òåîðåìîþ 3.7.2 îäíà ç öèõ ìíîæèí ¹ ïîðîæíüîþ.
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Ui2(x2)

x2

Ui1(x1)

Ðèñ. 3.22: Äî ïðèêëàäó 3.7.8: Ui1(x1) ∩ Ui2(x2) 6= ∅

Ç iíøîãî áîêó ÿêùî ïiäïðîñòið X íå ¹ çâ'ÿçíèì, òî iñíóþòü íåïåðåòèííi çàìêíåíi
â ïðîñòîði C ìíîæèíè X1 i X2 äëÿ ÿêèõ C = X1 ∪X2. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíè X1 i
X2 âiäîêðåìëåíi â ïðîñòîði X, à îòæå íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè.

Íàñëiäîê 3.7.10. ßêùî ïiäïðîñòið C òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X çâ'ÿçíèé, òî äëÿ
äîâiëüíèõ âiäîêðåìëåíèõ ìíîæèíè X1 i X2 ïðîñòîðó X òàêèõ, ùî C = X1 ∪ X2,
çàâæäè àáî C ⊆ X1, àáî C ⊆ X2.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè C ∩ X1 i C ∩ X2 âiäîêðåìëåíi â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, à
¨õ îá'¹äíàííÿ äîðiâíþ¹ C. Çà òåîðåìîþ 3.7.9 îäíà ç öèõ ìíîæèí ïîðîæíÿ, à îòæå
ìíîæèíà C ìiñòèòüñÿ â iíøié.

Òåîðåìà 3.7.11. Íåõàé {Cs}s∈S � äåÿêà ñiì'ÿ çâ'ÿçíèõ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X. Òîäi ÿêùî iñíó¹ òàêèé iíäåêñ s0 ∈ S, ùî ìíîæèíà Cs0 íå ¹ âiäîêðåìëåíà

âiä æîäíî¨ ìíîæèíè Cs, òî îá'¹äíàííÿ
⋃
s∈S

Cs ¹ çâ'ÿçíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

C =
⋃
s∈S

Cs = X1 ∪X2,

äå X1 i X2 � âiäîêðåìëåíi ïiäìíîæèíè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Çà íàñëiäêîì
3.7.10, àáî Cs0 ⊆ X1, àáî Cs0 ⊆ X2. Ïðèïóñòèìî, ùî Cs0 ⊆ X1. Òîäi, îñêiëüêè êîæíà ç
ìíîæèí Cs ìiñòèòüñÿ àáî X1, àáî â X2, òî æîäíà ç íèõ íå âiäîêðåìëåíà âiä ìíîæèíè
Cs0 , à îòæå ìà¹ìî, ùî Cs ⊆ X1 äëÿ âñiõ s ∈ S. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî C ⊆ X1 i
X2 = ∅.
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Íàñëiäîê 3.7.12. ßêùî ñiì'ÿ {Cs}s∈S çâ'ÿçíèõ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí, òî ¨¨ îá'¹äíàííÿ

⋃
s∈S

Cs ¹ çâ'ÿçíèì.

Íàñëiäîê 3.7.13. ßêùî ïiäïðîñòið C òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X çâ'ÿçíèé, òî êî-
æåí ïiäïðîñòið A ïðîñòîðó X òàêèé, ùî C ⊆ A ⊆ C, òàêîæ çâ'ÿçíèé.

Äîâåäåííÿ. Ñiì'ÿ {C} ∪ {{x}}x∈A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 3.7.11, äå Cs0 = C.

Íàñëiäîê 3.7.14. ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìiñòèòü ùiëüíèé çâ'ÿçíèé ïiä-
ïðîñòið, òî ïðîñòið X ¹ çâ'ÿçíèì.

Íàñëiäîê 3.7.15. ßêùî äâi òî÷êè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ìîæíà ç'¹äíàòè
çâ'ÿçíèì ïiäïðîñòîðîì öüîãî ïðîñòîðó, òî ïðîñòið X ¹ çâ'ÿçíèì.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x0 òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ X ÷åðåç Cx ïîçíà÷èìî äîâiëüíèé çâ'ÿçíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X, ÿêèé
ç'¹äíó¹ òî÷êè x0 i x. Ñiì'ÿ {Cx}x∈X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè íàñëiäêó 3.7.12 i⋃
x∈X

Cx = X.

Ç îçíà÷åííÿ çâ'ÿçíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó âèïëèâà¹, ùî æîäíà íåòðèâiàëüíà
ñóìà òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íå ¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 3.7.16. Äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
∏
s∈S

Xs, äå Xs 6= ∅ äëÿ âñiõ s ∈ S,

¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè Xs, s ∈ S,
çâ'ÿçíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X =
∏
s∈S

Xs, äå Xs 6= ∅ äëÿ âñiõ

s ∈ S, ¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì, òî âñi ïðîñòîðè Xs, s ∈ S, çâ'ÿçíi çà òåîðåìîþ 3.7.5,
îñêiëüêè ïðîåêöiÿ ps : X → Xs ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X íà ïðîñòið Xs äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî äîáóòîê çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòî-
ðîì. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî äîáóòîê X × Y äâîõ çâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ X i Y . Äîâiëüíi
äâi òî÷êè (x1, y1) i (x2, y2) òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X × Y ìîæíà ç'¹äíàòè ìíîæèíîþ
(X ×{y1})∪ ({x2}× Y ). Öÿ ìíîæèíà çâ'ÿçíà, ÿê îá'¹äíàííÿ äâîõ ïçâ'ÿçíèõ ìíîæèí,
ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ. Îòæå, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X × Y çâ'ÿçíèé çà íàñëiäêîì 3.7.15.

Ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷åâi ïðÿìèìè ìiðêóâàííÿìè çà iíäóêöi¹þ, ùî äîáó-
òîê äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ ¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó ñiì'þ {Xs}s∈S íåïîðîæíiõ çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñ-
òîðiâ i çàôiêñó¹ìî ïðè êîæíîìó s ∈ S òî÷êó as ∈ Xs. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T ñiì'þ âñiõ
ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè S i äëÿ êîæíîãî T ∈ T ïîêëàäåìî

CT =
∏
s∈S

As,

äå

As =

{
{as}, ÿêùî s /∈ T ;
Xs, ÿêùî s ∈ T.
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Îñêiëüêè äîáóòîê äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ ¹ çâ'ÿçíèì
ïðîñòîðîì, òî {CT}T∈T � ñiì'ÿ çâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ. Ïîçàÿê

a = {as} ∈
⋂
T∈T

CT 6= ∅,

òî ç íàñëiäêó 3.7.12 âèïëèâà¹, ùî îá'¹äíàííÿ C =
⋃
T∈T

CT ¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì. Àëå

C �ùiëüíèé ïiäïðîñòið äîáóòêó
∏
s∈S

Xs. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè íàñëiäîê 3.7.14.

Íàñëiäîê 3.7.17. Åâêëiäîâèé n-ïðîñòið Rn i òèõîíîâñüêèé êóá Im ¹ çâ'ÿçíèìè ïðî-
ñòîðàìè.

Bïðàâà 3.7.1. Äîâåäiòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî ñêií÷åííèé äîáóòîê òî-
ïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X1×X2×· · ·×Xn, äå Xi 6= ∅ äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n, ¹ çâ'ÿçíèì
ïðîñòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè Xi, i = 1, 2, . . . , n, çâ'ÿçíi.

Î÷åâèäíî, ùî ôàêòîð-ïðîñòið çâ'ÿçíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX ¹ çàâæäè çâ'ÿç-
íèì, îñêiëüêè ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì ïðîñòîðó X.
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