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Îçíà÷åííÿ 3.6.1

Ïîêðèòòÿì ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñiì'ÿ {As}s∈S ¨ ¨ ïiäìíîæèí, ùî⋃
s∈S

As = X.

Ó âèïàäêó, êîëè X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî ïîêðèòòÿ {As}s∈S
íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì (çàìêíåíèì) ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X, ÿêùî âñi
ìíîæèíè As âiäêðèòi (çàìêíåíi) â ïðîñòîði X.

Îçíà÷åííÿ 3.6.2

Ïîêðèòòÿ B = {Bt}t∈T ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ïîäðiáíåííÿì iíøîãî
ïîêðèòòÿ A = {As}s∈S öi¹¨ æ ìíîæèíè X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî t ∈ T iñíó¹
òàêå s(t) ∈ S, ùî Bt ⊆ As(t). Ó öüîìó âèïàäêó ìè òàêîæ áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî ïîêðèòòÿ B âïèñàíî â ïîêðèòòÿ A . Ïîêðèòòÿ A ′ = {A′s}s∈S′ ìíîæèíè
X íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîêðèòòÿì ïîêðèòòÿ A = {As}s∈S ìíîæèíè X, ÿêùî
S′ ⊆ S i A′s = As äëÿ âñiõ s ∈ S′. Çîêðåìà, êîæíå ïiäïîêðèòòÿ ¹
ïîäðiáíåííÿì.
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⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃

i=1

Usi =
k⋃

i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃

i=1

Usi =
k⋃

i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =

k⋃
i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃

i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃

i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃

i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃

i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃

i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.5

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæíà
öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i {Fs}s∈S � ñiì'ÿ

çàìêíåíèõ ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí òàêèõ, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi ìíîæèíè Us = X \ Fs, s ∈ S. Îñêiëüêè⋃
s∈S

Us =
⋃
s∈S

(X \ Fs) = X \
⋂
s∈S

Fs = X \∅ = X,

òî ñiì'ÿ {Us}s∈S ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Àëå
ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ìiñòèòü
ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Us1 , Us2 , . . . , Usk}. Îòæå,

X =
k⋃

i=1

Usi =

k⋃
i=1

(X \ Fsi) = X \
k⋂

i=1

Fsi ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k⋂
i=1

Fsi = ∅. Îòîæ, ÿêùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ìíîæèí öåíòðîâàíà, òî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

(⇐=) Ïðèïóñòèìî êîæíà öåíòðîâàíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði
X ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí, àëå òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íå ¹ êîìïàêòíèì.
Òîäi iñíó¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ïðîñòîðó X, ÿêå íå ìiñòèòü ñêií÷åííå
ïiäïîêðèòòÿ. Ðîçãëÿíåìî çàìêíåíi ìíîæèíè Fs = X \ Us, s ∈ S. Ñïî÷àòêó
ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S ¹ öåíòðîâàíîþ. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨
ñêií÷åííî¨ ïiäñiì'¨ {Fs1 , Fs2 , . . . , Fsk} ó {Fs}s∈S ìà¹ìî

k⋂
i=1

Fsi =
k⋂

i=1

(X \ Usi) = X \
k⋃

i=1

Usi 6= ∅,

îñêiëüêè âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S ïðîñòîðó X íå ìiñòèòü ñêií÷åííå
ïiäïîêðèòòÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ {Fs}s∈S ¹ öåíòðîâàíîþ. Òîäi,
îñêiëüêè {Us}s∈S � ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X, òî⋂

s∈S

Fs =
⋂
s∈S

(X \ Us) = X \
⋃
s∈S

Us = X \X = ∅,

à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî X �
êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. �

Òåîðåìà 3.6.6 ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 3.6.5.

Òåîðåìà 3.6.6

Êîæåí çàìêíåíèé ïiäïðîñòið êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹
êîìïàêòíèì.
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Íåõàé U � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. ßêùî ñiì'ÿ
{Fs}s∈S çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ìiñòèòü õî÷à á
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Fs ⊆ U , òî iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî
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i=1

Fsi ⊆ U.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà Fs0 êîìïàêòíà. Çàìiíèìî òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið X éîãî ïiäïðîñòîðîì Fs0 , ìíîæèíó U � ìíîæèíîþ U ∩ Fs0 i
ñiì'þ {Fs}s∈S � ñiì'¹þ {Fs0 ∩ Fs}s∈S. Öi¹þ äi¹þ ìè çâåëè íàøó çàäà÷ó äî
âèïàäêó êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó. Îòæå, ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X êîìïàêòíèé. Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 3.6.7 äî
ìíîæèí A = X \ U òà Us = X \ Fs, ìè îòðèìó¹ìî ñêií÷åííó ìíîæèíó
{s1, s2, . . . , sn} ⊂ S ç íåîáõiäíîþ íàì âëàñòèâiñòþ. �
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U =
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Vxi

øóêàíi.
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çàñòîñóâàâøè ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ äî êîìïàêòíîãî ïiäïðîñòîðó B é
îäíîòî÷êîâî¨ ìíîæèíè {x}. �
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X, òî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè B ⊆ X \A iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ A iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ fx : X → I
òàêà, ùî fx(x) = 0 i fx(B) ⊆ {1}. Îñêiëüêè A ⊆

⋃
x∈A

f−1
x

(
[0, 1

2
)
)
, òî çà

òåîðåìîþ 3.6.7 iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà òî÷îê {x1, x2, . . . , xn} ⊆ A òàêà,

ùî A ⊆
n⋃

i−1

f−1
xi

(
[0, 1

2
)
)
. Ôóíêöiÿ g : X → I, îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ:

g(x) = min {fx1(x), fx2(x), . . . , fxn(x)} ,

¹ î÷åâèäíî íåïåðåðâíîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi äâà âêëþ÷åííÿ

A ⊆ g−1 ([0, 1
2
)
)

i g(B) ⊆ {1}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ f : X → I, îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

f(x) = 2max
{
g(x)− 1

2
, 0
}
,

ìà¹ íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi. �
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X, òî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè B ⊆ X \A iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : X → I òàêà, ùî f(x) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ A i f(x) = 1 äëÿ âñiõ x ∈ B.
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òàêà, ùî fx(x) = 0 i fx(B) ⊆ {1}. Îñêiëüêè A ⊆

⋃
x∈A

f−1
x

(
[0, 1

2
)
)
, òî çà

òåîðåìîþ 3.6.7 iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà òî÷îê {x1, x2, . . . , xn} ⊆ A òàêà,

ùî A ⊆
n⋃

i−1

f−1
xi

(
[0, 1

2
)
)
. Ôóíêöiÿ g : X → I, îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ:

g(x) = min {fx1(x), fx2(x), . . . , fxn(x)} ,

¹ î÷åâèäíî íåïåðåðâíîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi äâà âêëþ÷åííÿ

A ⊆ g−1 ([0, 1
2
)
)

i g(B) ⊆ {1}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ f : X → I, îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

f(x) = 2max
{
g(x)− 1

2
, 0
}
,

ìà¹ íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi. �
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òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Çà äðóãîþ ÷àñòèíîþ òåîðåìè 3.6.10 äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ X \A iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà V ⊆ X òàêà, ùî x ∈ V é
A ∩ V = ∅. Îòæå, ìíîæèíà X \A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. �

Ç äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 3.6.10 i òåîðåìè 3.6.6 âèïëèâà¹

Òåîðåìà 3.6.13

Êîæåí êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið íîðìàëüíèé.

Ó íàñòóïíèõ òðüîõ òåîðåìàõ ðîçãëÿäàþòüñÿ âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.
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Òåîðåìà 3.6.12

Êîæåí êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X ¹ çàìêíåíîþ â
ïðîñòîði X ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið ãàóñäîðôîâîãî
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Çà äðóãîþ ÷àñòèíîþ òåîðåìè 3.6.10 äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ X \A iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà V ⊆ X òàêà, ùî x ∈ V é
A ∩ V = ∅. Îòæå, ìíîæèíà X \A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. �

Ç äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 3.6.10 i òåîðåìè 3.6.6 âèïëèâà¹

Òåîðåìà 3.6.13

Êîæåí êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið íîðìàëüíèé.

Ó íàñòóïíèõ òðüîõ òåîðåìàõ ðîçãëÿäàþòüñÿ âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.
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Òåîðåìà 3.6.14

ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

Y . ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ
{
f−1(Us)

}
s∈S ¹

âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà
ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(f−1(B)) = B, òî ç ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f
−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f

−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. �

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç
êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðåìà 3.6.14

ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

Y . ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ
{
f−1(Us)

}
s∈S ¹

âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà
ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(f−1(B)) = B, òî ç ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f
−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f

−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. �

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç
êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðåìà 3.6.14

ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

Y . ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ
{
f−1(Us)

}
s∈S ¹

âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà
ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(f−1(B)) = B, òî ç ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f
−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f

−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. �

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç
êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðåìà 3.6.14

ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

Y . ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ
{
f−1(Us)

}
s∈S ¹

âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà
ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(f−1(B)) = B, òî ç ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f
−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f

−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. �

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç
êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðåìà 3.6.14

ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

Y . ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ
{
f−1(Us)

}
s∈S ¹

âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà
ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(f−1(B)) = B, òî ç ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f
−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f

−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. �

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç
êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðåìà 3.6.14

ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

Y . ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ
{
f−1(Us)

}
s∈S ¹

âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà
ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(f−1(B)) = B, òî ç ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f
−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f

−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. �

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç
êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðåìà 3.6.14

ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òî Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

Y . ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ
{
f−1(Us)

}
s∈S ¹

âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà
ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(f−1(B)) = B, òî ç ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f
−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f

−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. �

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç
êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
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Òåîðåìà 3.6.14

ßêùî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà
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Y . ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ñiì'ÿ
{
f−1(Us)

}
s∈S ¹

âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X. Îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà
ìíîæèíà {s1, s2, . . . , sn} ⊂ S òàêà, ùî

f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Usn) = X.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(f−1(B)) = B, òî ç ðiâíîñòåé (i) i (x) ïðèêëàäó 1.2.33 âèïëèâà¹, ùî

Y = f(X) =

= f(f−1(Us1) ∪ f
−1(Us2) ∪ · · · ∪ f

−1(Us1)) =

= f(f−1(Us1)) ∪ f(f
−1(Us2)) ∪ · · · ∪ f(f

−1(Us1))) =

= Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Us1 ,

à îòæå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. �

Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 3.6.14 ñòâåðäæó¹, ùî íåïåðåðâíèé îáðàç
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Íàñëiäîê 3.6.15

ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó â ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið Y , òî f(A) = f(A) äëÿ äîâiëüíî¨
ïiäìíîæèíè A ⊆ X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íåïåðåðâíå, òî f(A) ⊆ f(A)
çà òåîðåìîþ 3.3.4. Îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ f(A) ⊆ f(A) âèïëèâà¹ ç
îçíà÷åííÿ çàìèêàííÿ ìíîæèíè òà òåîðåì 3.6.6, 3.6.12 i 3.6.14. �

Ç íàñëiäêó 3.6.15 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹

Òåîðåìà 3.6.16

Êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ êîìïàêòíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó â
òîïîëîãi÷íèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið ¹ çàìêíåíèì.

Ç òåîðåì 3.3.4 i 3.6.16 ìè îòðèìó¹ìî òàêó âàæëèâó òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.6.17

Êîæíå íåïåðåðâíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ êîìïàêòíîãî
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó íà òîïîëîãi÷íèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið ¹
ãîìåîìîðôiçìîì.
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ãîìåîìîðôiçìîì. �

Iíøèìè ñëîâàìè, íàñëiäîê 3.6.18 ñòâåðäæó¹, ùî ñåðåä óñiõ ãàóñäîðôîâèõ

òîïîëîãié êîìïàêòíi òîïîëîãi¨ ¹ ìiíiìàëüíèìè.

Òåïåð ìè äàìî öiêàâó õàðàêòåðèñòèêó êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
ó òåðìiíàõ äåêàðòîâèõ äîáóòêiâ.
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Ëåìà 3.6.19

ßêùî A � êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i y � òî÷êà
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , òî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè W ⊆ X × Y ,
ÿêà ìiñòèòü äîáóòîê A× {y}, iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U ⊆ X i V ⊆ Y
òàêi, ùî

A× {y} ⊆ U × V ⊆W.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ A òî÷êà (x, y) ìà¹ âiäêðèòèé îêië ó
äîáóòêó X × Y âèãëÿäó Ux × Vx, ÿêèé ìiñòèòüñÿ ó âiäêðèòié ìíîæèíi W .
Î÷åâèäíî, ùî

A× {y} ⊆
k⋃

i=1

(Uxi × Vxi) ⊆W.

Ïðèéìåìî

U =

k⋃
i=1

Uxi i V =

k⋂
i=1

Vxi .

Òîäi

A× {y} ⊆ U × V ⊆

(
k⋃

i=1

Uxi

)
× V ⊆

k⋃
i=1

(Uxi × V ) ⊆
k⋃

i=1

(Uxi × Vxi) ⊆W,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. �
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Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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Òåîðåìà 3.6.20 (òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî)

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ¹ êîìïàêòíèì;

(ii) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹
çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïðîåêöiÿ
pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. (i)⇒ (ii) Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið i F � çàìêíåíà
ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y /∈ pY (F ). Îñêiëüêè
X × {y} ⊆ (X × Y ) \ F , òî ç ëåìè 3.6.19 âèïëèâà¹, ùî â òî÷êè y iñíó¹
òàêèé âiäêðèòèé îêië V , ùî (X × V ) ∩ F = ∅. Òîäi ìà¹ìî pY (F ) ∩ V = ∅,
à îòæå îáðàç pY (F ) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .
Îòîæ, ïðîåêöiÿ pY : X × Y → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Iìïëiêàöiÿ (ii)⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
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(iii)⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ
âëàñòèâiñòü (iii). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íå ¹
êîìïàêòíèì. Òîäi iñíó¹ öåíòðîâàíà ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ó

ïðîñòîði X òàêà, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó y0 /∈ X i íà

ìíîæèíi Y = X ∪ {y0} ðîçãëÿíåìî òîïîëîãiþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ïiäìíîæèí ìíîæèíè X òà âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

{y0} ∪ (Fs1 ∩ Fs2 ∩ · · · ∩ Fsk ) ∪K,

äå s1, s2, . . . , sk ∈ S i K ⊆ X.

Ç ðiâíîñòi
⋂
s∈S

Fs = ∅ âèïëèâà¹, ùî Y ¹ T1-ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè êîæíà

ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êó y0, ¹
âiäêðèòîþ â ïðîñòîði Y ìíîæèíîþ, òî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹
íîðìàëüíèì.
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(iii)⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ
âëàñòèâiñòü (iii). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íå ¹
êîìïàêòíèì. Òîäi iñíó¹ öåíòðîâàíà ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ó

ïðîñòîði X òàêà, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó y0 /∈ X i íà

ìíîæèíi Y = X ∪ {y0} ðîçãëÿíåìî òîïîëîãiþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ïiäìíîæèí ìíîæèíè X òà âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

{y0} ∪ (Fs1 ∩ Fs2 ∩ · · · ∩ Fsk ) ∪K,

äå s1, s2, . . . , sk ∈ S i K ⊆ X.

Ç ðiâíîñòi
⋂
s∈S

Fs = ∅ âèïëèâà¹, ùî Y ¹ T1-ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè êîæíà

ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êó y0, ¹
âiäêðèòîþ â ïðîñòîði Y ìíîæèíîþ, òî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹
íîðìàëüíèì.
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(iii)⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ
âëàñòèâiñòü (iii). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íå ¹
êîìïàêòíèì. Òîäi iñíó¹ öåíòðîâàíà ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ó

ïðîñòîði X òàêà, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó y0 /∈ X i íà

ìíîæèíi Y = X ∪ {y0} ðîçãëÿíåìî òîïîëîãiþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ïiäìíîæèí ìíîæèíè X òà âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

{y0} ∪ (Fs1 ∩ Fs2 ∩ · · · ∩ Fsk ) ∪K,

äå s1, s2, . . . , sk ∈ S i K ⊆ X.

Ç ðiâíîñòi
⋂
s∈S

Fs = ∅ âèïëèâà¹, ùî Y ¹ T1-ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè êîæíà

ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êó y0, ¹
âiäêðèòîþ â ïðîñòîði Y ìíîæèíîþ, òî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹
íîðìàëüíèì.
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(iii)⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ
âëàñòèâiñòü (iii). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íå ¹
êîìïàêòíèì. Òîäi iñíó¹ öåíòðîâàíà ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ó

ïðîñòîði X òàêà, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó y0 /∈ X i íà

ìíîæèíi Y = X ∪ {y0} ðîçãëÿíåìî òîïîëîãiþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ïiäìíîæèí ìíîæèíè X òà âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

{y0} ∪ (Fs1 ∩ Fs2 ∩ · · · ∩ Fsk ) ∪K,

äå s1, s2, . . . , sk ∈ S i K ⊆ X.

Ç ðiâíîñòi
⋂
s∈S

Fs = ∅ âèïëèâà¹, ùî Y ¹ T1-ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè êîæíà

ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êó y0, ¹
âiäêðèòîþ â ïðîñòîði Y ìíîæèíîþ, òî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹
íîðìàëüíèì.
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(iii)⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ
âëàñòèâiñòü (iii). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íå ¹
êîìïàêòíèì. Òîäi iñíó¹ öåíòðîâàíà ñiì'ÿ {Fs}s∈S çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ó

ïðîñòîði X òàêà, ùî
⋂
s∈S

Fs = ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó y0 /∈ X i íà
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Ïîçàÿê òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (iii), òî îáðàç ñòîñîâíî
ïðîåêöi¨ pY (F ) ìíîæèíè

F = {(x, x) | x ∈ X} ⊂ X × Y

¹ çàìêíåíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ìíîæèíîþ. Ç âêëþ÷åííÿ
X ⊆ pY (F ) âèïëèâà¹, ùî y0 ∈ pY (F ), îñêiëüêè y0 ∈ X = Y . Îòîæ, iñíó¹
òî÷êà x0 ∈ X, äëÿ ÿêî¨ (x0, y0) ∈ F . Òîäi äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U
òî÷êè x0 ó ïðîñòîði X i êîæíîãî iíäåêñà s ∈ S ìà¹ìî

(U × ({y0} ∪ Fs)) ∩ {(x, x) | x ∈ X} 6= ∅,

òîáòî U ∩ Fs 6= ∅. Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî x0 ∈ Fs äëÿ âñiõ s ∈ S, çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî
⋂
s∈S

Fs 6= ∅, ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âïëèâà¹

íàøà iìïëiêàöiÿ. �

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ñêií÷åííèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ êîìïàêòíèì.

Ïðèêëàä 3.6.21

Äèñêðåòíèé ïðîñòið D(m) ¹ êîìïàêòíèì òîäi i ëèøå òîäi êîëè êàðäèíàë m
� ñêií÷åííèé.
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Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè
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Ïðèêëàä 3.6.22

Äiéñíà ïðÿìà R çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ òà ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL)
íå ¹ êîìïàêòíèìè ïðîñòîðàìè. Ñïðàâäi, âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {(−i, i)}∞i=1

êîæíîãî ç öèõ ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Ïðèêëàä 3.6.23

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A(m) ¹ êîìïàêòíèì äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà
m > ℵ0. Íåõàé {Us}s∈S � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
Òîäi iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî ¹äèíà òî÷êà íàêîïè÷åííÿ x0 ìíîæèíè
A(m) íàëåæèòü Us0 . Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A(m) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà A(m) \ Us0 ñêií÷åííà. Íåõàé

A(m) \ Us0 = {x1, x2, . . . , xn} .

Òîäi iñíóþòü iíäåêñè s1, s2, . . . , sn ∈ S òàêi, ùî

x1 ∈ Us1 , x2 ∈ Us2 , . . . , xn ∈ Usn .

Î÷åâèäíî, ùî {Usi}
n
i=0 � ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ ïîêðèòòÿ {Us}s∈S

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó A(m).
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Ïðèêëàä 3.6.24

Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â
îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà J \A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè
J \A. Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 .
ëåãêî áà÷èòè, ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A.

Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃

i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃

i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
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Ïðèêëàä 3.6.24

Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â
îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà J \A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè
J \A. Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 .
ëåãêî áà÷èòè, ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A.

Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃

i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃

i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
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Ïðèêëàä 3.6.24

Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â
îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà J \A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè
J \A. Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 .
ëåãêî áà÷èòè, ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A.

Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃

i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃

i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè



Ëåêöiÿ 19: Êîìïàêòíi ïðîñòîðè

Ïðèêëàä 3.6.24

Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â
îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà J \A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè
J \A. Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 .
ëåãêî áà÷èòè, ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A.

Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃

i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃

i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
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Ïðèêëàä 3.6.24

Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â
îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà J \A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè
J \A. Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 .
ëåãêî áà÷èòè, ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A.

Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃

i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃

i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
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Ïðèêëàä 3.6.24

Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â
îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà J \A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè
J \A. Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 .
ëåãêî áà÷èòè, ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A.

Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃

i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃

i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
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Ïðèêëàä 3.6.24

Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â
îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà J \A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè
J \A. Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 .
ëåãêî áà÷èòè, ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A.

Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃

i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃

i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
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Ïðèêëàä 3.6.24

Êîæåí çàìêíåíèé iíòåðâàë J = [a, b] ⊂ R ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Us}s∈S òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
Íåõàé A � ìíîæèíà âñiõ òî÷îê x ∈ J òàêèõ, ùî âiäðiçîê [a, x] ìiñòèòüñÿ â
îá'¹äíàííi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ñiì'¨ {Us}s∈S. Äîñòàòíüî äîâåñòè,
ùî ìíîæèíà J \A ïîðîæíÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî J \A 6= ∅, i íåõàé x0 � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè
J \A. Çðîçóìiëî. ùî x0 ∈ J \A. Iñíó¹ iíäåêñ s0 ∈ S òàêèé, ùî x0 ∈ Us0 .
ëåãêî áà÷èòè, ùî a < x0. Òîìó äëÿ äåÿêîãî y ∈ [a, x0) âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ (y, x0] ⊆ Us0 . Ç âèçíà÷åííÿ òî÷êè x0 âèïëèâà¹, ùî y ∈ A.

Îòæå, [a, y] ⊆
n⋃

i=1

Usi äëÿ äåÿêèõ iíäåêñiâ s1, s2, . . . , sn ∈ S. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî

[a, x0] ⊆
n⋃

i=0

Usi ,

îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ êîìïàêòíiñòü
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó J .
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n⋃
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Usi ,
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Ïðèêëàä 3.6.25

Ðîçãëÿíåìî íà åâêëiäîâié ïëîùèíi R2 äâà êîíöåíòðè÷íi êîëà
C1 =

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1

}
,

C2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 2

}
,

òà ¨õ îá'¹äíàííÿ X = C1 ∪ C2 (äèâ. ðèñ.).
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Ïðèêëàä 3.6.25 (ïðîäîâæåííÿ)

Âiäîáðàæåííÿ ïðîåêòóâàííÿ êîëà C1 íà êîëî C2 ç òî÷êè (0, 0) áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç p. Íà ìíîæèíi X âèçíà÷èìî òîïîëîãiþ çà äîïîìîãîþ
ñèñòåìè îêîëiâ {B(z)}z∈X . À ñàìå ïðèéìåìî
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Ïðèêëàä 3.6.25 (ïðîäîâæåííÿ)

B(z) = {Uj(z)}∞j=1 , ÿêùî z ∈ C1,

B(z) = {{z}} , ÿêùî z ∈ C2,
äå Uj = Vj ∪ p(Vj \ {z}) i Vj � âiäêðèòà äóãà äîâæèíè 1/j êîëà C1 ç
ñåðåäèíîþ â òî÷öi z.
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Ïðèêëàä 3.6.25 (ïðîäîâæåííÿ)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñiì'ÿ {B(z)}z∈X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2),
(BP3) i (BP4). Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 3.4.11 ìíîæèíà X ç òîïîëîãi¹þ,
ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ {B(z)}z∈X , ¹ ãàóñäîðôîâèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì.
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Vj

z

z
{z}

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìà¹ íàçâà äâà êîëà Àë¹êñàíäðîâà.
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Ïðèêëàä 3.6.25 (ïðîäîâæåííÿ)

Ïiäïðîñòið C2 ⊂ X ¹ äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì ïîòóæíîñòi c, âií ¹ âiäêðèòèì òà
ùiëüíèì ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Ïiäïðîñòið C1 ⊂ X ¹ êîëîì S1 îäèíè÷íîãî
ðàäióñà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ. Ïðîñòið S1 ¹ êîìïàêòíèì, îñêiëüêè ¹
íåïåðåðâíèì îáðàçîì îäèíè÷íîãî âiäðiçêà I, ÿêèé ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.
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Ïðèêëàä 3.6.25 (ïðîäîâæåííÿ)

ßêùî ìè âiäêèíåìî òi, ÿêi ñòîÿòü ïðàâîðó÷ â öüîìó ñïiââiäíîøåííi ìíîæèíè, ÿêi
¹ îäíîòî÷êîâèìè, òî âêëþ÷åííÿ C1 ⊆ Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Usn áóäå çíîâó
âèêîíóâàòèñÿ. Îòæå, ìîæåìî ââàæàòè, ùî Usi = Uji (zi), äå zi ∈ C1 ïðè
i = 0, 1, 2, . . . , n. Îòîæ, îòðèìó¹ìî

X \ {p(z1), p(z2), . . . , p(zn)} ⊆ Us1 ∪ Us2 ∪ · · · ∪ Usn .
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Ïðèêëàä 3.6.25 (ïðîäîâæåííÿ)

Äëÿ i = 0, 1, 2, . . . , n âèáåðåìî iíäåêñ s′i ∈ S òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà
p(zi) ∈ Us′i

. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'ÿ
{Usi}

n
i=1 ∪

{
Us′i

}n

i=1
¹ ñêií÷åííèì ïiäïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X, âèáðàíèì iç ñiì'¨ {Us}s∈S, à öå äîâîäèòü
êîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó X.
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Íàäàëi êîìïàêòàìè áóäåìî íàçèâàòè êîìïàêòíi ãàóñäîðôîâi ïðîñòîðè.
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p(zi) ∈ Us′i

. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'ÿ
{Usi}

n
i=1 ∪

{
Us′i

}n

i=1
¹ ñêií÷åííèì ïiäïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X, âèáðàíèì iç ñiì'¨ {Us}s∈S, à öå äîâîäèòü
êîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó X.
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Íàäàëi êîìïàêòàìè áóäåìî íàçèâàòè êîìïàêòíi ãàóñäîðôîâi ïðîñòîðè.
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