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Îçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ¹ äóæå çàãàëüíèì ïîíÿòòÿì, a òîìó
íåìîæëèâî äîâåñòè áàãàòî öiêàâèõ òåîðåì ïðî âñi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âiäðàçó.
Ïðèðîäíî âèâ÷àòè ðiçíi êëàñè òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: âiä äîñòàòíüî çàãàëüíèõ
äî áiëüø ñïåöiàëüíèõ. Î÷åâèäíî, ùî ÷èì âóæ÷èé êëàñ ïðîñòîðiâ, òèì áiëüøå
òåîðåì ìîæíà äîâåñòè ïðî öåé êëàñ.

Îáìåæåííÿ, ÿêi ìè íàêëàäà¹ìî íà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, ìàþòü ðiçíîìàíiòíèé
õàðàêòåð. Ìè âæå îáãîâîðþâàëè àêñiîìè çëi÷åííîñòi, ÿêi îáìåæóþòü ïîòóæíîñòi
áàç. Ó öié ëåêöi¨ ìè âèâ÷èìî àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ
âiäîêðåìëåííÿ òî÷îê i çàìêíåíèõ ìíîæèí â òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Îçíà÷åííÿ 3.4.1

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T0-ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè
ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà â X, ÿêà ìiñòèòü ëèøå îäíó ç
öèõ òî÷îê.

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì íå T0-ïðîñòîðó ¹ íåîäíîòî÷êîâèé àíòèäèñêðåòíèé
ïðîñòið. Ó ïðèêëàäi 3.4.2 îïèñàíî íåàíòèäèñêðåòíèé ïðîñòið, ÿêèé íå ¹
T0-ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 3.4.2

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τ = {∅,R,Q,R \ Q} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τ) íå ¹ T0-ïðîñòîðîì, îñêiëüêè äëÿ
äîâiëüíèõ äâîõ ðàöiîíàëüíèõ (iððàöiîíàëüíèõ) òî÷îê íå iñíó¹ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
â (R, τ), ùî ìiñòèòü ëèøå îäíó ç öèõ òî÷îê.
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Íàäàëi äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà α ÷åðåç expα áóäåìî ïîçíà÷àòè
ïîòóæíiñòü ìíîæèíè P(A), äå |A| = α.

Òåîðåìà 3.4.4

ßêùî X � T0-ïðîñòið, òî |X| ⩽ expw(X).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B � òàêà áàçà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ùî
|B| = w(X), i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X íåõàé B(x) = {U ∈ B | x ∈ U}. Ç
îçíà÷åííÿ T0-ïðîñòîðó âèïëèâà¹, ùî B(x) ̸= B(y) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ
òî÷îê x, y ∈ X. Îñêiëüêè ïîòóæíiñòü óñiõ ðiçíèõ ñiìåé B íå ïåðåâèùó¹
êàðäèíàëà exp |B|, òî |X| ⩽ expw(X). ■

Âïðàâà 3.4.1
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),
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îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.
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Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .
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x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
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x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
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x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),

(
zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ 3.4.5 âèïëèâà¹, ùî â T1-ïðîñòîði iñíó¹ òàêîæ
âiäêðèòà ìíîæèíà V â X òàêà, ùî x2 ∈ V i x1 /∈ V : äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
T1-ïðîñòîðîì i T0-ïðîñòîðîì, â îñòàííüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ
òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .

Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) ¹ T0-ïðîñòîðîì (äèâ. ðèñ.),
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zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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ðîçãëÿíóòè ïàðó òî÷îê x2, x1 ∈ X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ
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x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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òî÷îê x1, x2 ìîæå iñíóâàòè àáî æ ëèøå òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî
x1 ∈ U é x2 /∈ U , àáî æ òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà V , ùî x2 ∈ V é x1 /∈ V .

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ T0-ïðîñòîðîì. Ïðèêëàä
T0-ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹ T1-ïðîñòîðîì íàâåäåíî â ïðèêëàäi 3.4.6.

Ïðèêëàä 3.4.6

Íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R îçíà÷èìî òîïîëîãiþ
τlQ = {∅,R, {(z,+∞) | z ∈ Q}} .
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zx1 x2

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî
x1 < x2, iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî z òàêå, ùî x1 ⩽ z < x2. Òîäi ìà¹ìî, ùî
x2 ∈ (z,+∞) i x1 /∈ (z,+∞). Îäíàê äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ äiéñíèõ
òî÷îê x1 i x2 òàêèõ, ùî x1 < x2, êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (R, τlQ), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x1, òàêîæ ìiñòèòü òî÷êó x2. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (R, τlQ) íå ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ iíøi õàðàêòåðèñòèêè T1-ïðîñòîðó â òåðìiíàõ
âiäêðèòèõ îêîëiâ òî÷êè òà çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 3.4.7

Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) X � T1-ïðîñòið;

(ii) êîæíà òî÷êà x ∈ X ¹ ïåðåòèíîì óñiõ ñâî¨õ âiäêðèòèõ îêîëiâ â X;

(iii) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ìíîæèíà {x} çàìêíåíà â X.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇔ (ii) Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X ÷åðåç Uy(x)
ïîçíà÷èìî äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X,
ÿêèé íå ìiñòèòü òî÷êó y. Òîäi ç òîãî, ùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì âèïëèâà¹
ðiâíiñòü

{x} =
⋂

y∈X\{x}

Uy(x).

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

{x} =
⋂

{U(x) | U(x)− âiäêðèòèé îêië òî÷êè x ∈ X} .

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ X \ {x} iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U(x) òî÷êè x â
ïðîñòîði X, ùî U(x) ̸∋ y, à îòæå òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ T1-ïðîñòîðîì.
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(i) ⇔ (iii) Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X ÷åðåç Ux(y) ïîçíà÷èìî
äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië òî÷êè y â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêèé íå
ìiñòèòü òî÷êó x. Òîäi ç òîãî, ùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì âèïëèâà¹, ùî

{x} = X \
⋃

y∈X\{x}

Ux(y)

çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â X, îñêiëüêè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði îá'¹äíàííÿ
âiäêðèòèõ ìíîæèíè ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ. Íàâïàêè, äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ
òî÷îê x, y ∈ X ìíîæèíè U(x) = X \ {y} i U(y) = X \ {x} ¹ âiäêðèòèìè
îêîëàìè òî÷îê x i y ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, âiäïîâiäíî, ùî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè îçíà÷åííÿ T1-ïðîñòîðó, îñêiëüêè {y} i {x} �
çàìêíåíi ïiäìíîæèíè â ïðîñòîði X. ■

Âïðàâà 3.4.2

Äîâåäiòü, ùî êîæåí ñêií÷åííèé òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ äèñêðåòíèì.

Âïðàâà 3.4.3

Äîâåäiòü, ùî ñiì'¨ ïiäìíîæèí ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë R, îçíà÷åíi â
ïðèêëàäàõ 3.4.2, 3.4.3 i 3.4.6 ¹ òîïîëîãiÿìè íà R.
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ïðèêëàäàõ 3.4.2, 3.4.3 i 3.4.6 ¹ òîïîëîãiÿìè íà R.
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(i) ⇔ (iii) Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X ÷åðåç Ux(y) ïîçíà÷èìî
äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië òî÷êè y â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêèé íå
ìiñòèòü òî÷êó x. Òîäi ç òîãî, ùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì âèïëèâà¹, ùî

{x} = X \
⋃

y∈X\{x}

Ux(y)

çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â X, îñêiëüêè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði îá'¹äíàííÿ
âiäêðèòèõ ìíîæèíè ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ. Íàâïàêè, äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ
òî÷îê x, y ∈ X ìíîæèíè U(x) = X \ {y} i U(y) = X \ {x} ¹ âiäêðèòèìè
îêîëàìè òî÷îê x i y ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, âiäïîâiäíî, ùî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè îçíà÷åííÿ T1-ïðîñòîðó, îñêiëüêè {y} i {x} �
çàìêíåíi ïiäìíîæèíè â ïðîñòîði X. ■
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Äîâåäiòü, ùî êîæåí ñêií÷åííèé òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið ¹ äèñêðåòíèì.

Âïðàâà 3.4.3

Äîâåäiòü, ùî ñiì'¨ ïiäìíîæèí ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë R, îçíà÷åíi â
ïðèêëàäàõ 3.4.2, 3.4.3 i 3.4.6 ¹ òîïîëîãiÿìè íà R.
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Îçíà÷åííÿ 3.4.8

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T2-ïðîñòîðîì, àáî ãàóñäîðôîâèì

ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíóþòü
âiäêðèòi ìíîæèíè U1 òà U2 â X òàêi, ùî x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí T2-ïðîñòið ¹ T1-ïðîñòîðîì, òà êîæåí äèñêðåòíèé
ïðîñòið (X, τd), ïðÿìà ç òîïîëîãi¹þ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL), à òàêîæ
ïðÿìà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (R, τu) ¹ T2-ïðîñòîðàìè.

Íàâåäåìî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî T1-ïðîñòîðó, ÿêè íå ¹ ãàóñäîðôîâèì.

Ïðèêëàä 3.4.9

Êîæíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ç êîñêií÷åííîþ òîïîëîãi¹þ i êîæíà íåçëi÷åííà
ìíîæèíà ç êîçëi÷åííîþ òîïîëîãi¹þ çà òâåðäæåííÿì 3.4.7 ¹ T1-ïðîñòîðàìè.
Îäíàê ó íåñêií÷åííié ìíîæèíi äîâiëüíi äâi êîñêií÷åííi ìíîæèíè
ïåðåòèíàþòüñÿ, à òàêîæ ó íåçëi÷åííié ìíîæèíi äîâiëüíi äâi êîçëií÷åííi
ìíîæèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, à îòæå íàâåäåíi âèùå äâà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè
íå ¹ ãàóñäîðôîâèìè.
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ïðîñòið (X, τd), ïðÿìà ç òîïîëîãi¹þ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL), à òàêîæ
ïðÿìà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (R, τu) ¹ T2-ïðîñòîðàìè.

Íàâåäåìî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî T1-ïðîñòîðó, ÿêè íå ¹ ãàóñäîðôîâèì.
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Îäíàê ó íåñêií÷åííié ìíîæèíi äîâiëüíi äâi êîñêií÷åííi ìíîæèíè
ïåðåòèíàþòüñÿ, à òàêîæ ó íåçëi÷åííié ìíîæèíi äîâiëüíi äâi êîçëií÷åííi
ìíîæèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, à îòæå íàâåäåíi âèùå äâà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè
íå ¹ ãàóñäîðôîâèìè.
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âiäêðèòi ìíîæèíè U1 òà U2 â X òàêi, ùî x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.
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ïðÿìà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (R, τu) ¹ T2-ïðîñòîðàìè.
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ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíóþòü
âiäêðèòi ìíîæèíè U1 òà U2 â X òàêi, ùî x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí T2-ïðîñòið ¹ T1-ïðîñòîðîì, òà êîæåí äèñêðåòíèé
ïðîñòið (X, τd), ïðÿìà ç òîïîëîãi¹þ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL), à òàêîæ
ïðÿìà çi çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (R, τu) ¹ T2-ïðîñòîðàìè.

Íàâåäåìî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî T1-ïðîñòîðó, ÿêè íå ¹ ãàóñäîðôîâèì.
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ìíîæèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, à îòæå íàâåäåíi âèùå äâà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè
íå ¹ ãàóñäîðôîâèìè.
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Îçíà÷åííÿ 3.4.8
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Íàâåäåìî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íîãî T1-ïðîñòîðó, ÿêè íå ¹ ãàóñäîðôîâèì.

Ïðèêëàä 3.4.9

Êîæíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ç êîñêií÷åííîþ òîïîëîãi¹þ i êîæíà íåçëi÷åííà
ìíîæèíà ç êîçëi÷åííîþ òîïîëîãi¹þ çà òâåðäæåííÿì 3.4.7 ¹ T1-ïðîñòîðàìè.
Îäíàê ó íåñêií÷åííié ìíîæèíi äîâiëüíi äâi êîñêií÷åííi ìíîæèíè
ïåðåòèíàþòüñÿ, à òàêîæ ó íåçëi÷åííié ìíîæèíi äîâiëüíi äâi êîçëií÷åííi
ìíîæèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, à îòæå íàâåäåíi âèùå äâà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè
íå ¹ ãàóñäîðôîâèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ



Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Îçíà÷åííÿ 3.4.8

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T2-ïðîñòîðîì, àáî ãàóñäîðôîâèì

ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x1, x2 ∈ X iñíóþòü
âiäêðèòi ìíîæèíè U1 òà U2 â X òàêi, ùî x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.
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Äîâåäåííÿ. (⇒) ßêùî X � ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî äëÿ
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(⇐) Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ X ¹ ïåðåòèíîì çàìèêàíü óñiõ ñâî¨õ
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y ∈ X \ {x} iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië U(x) òî÷êè x ó ïðîñòîði X, ùî
U(x) ̸∋ y. Î÷åâèäíî, ùî U(y) = X \ U(x) � âiäêðèòèé îêië òî÷êè y â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, i êðiì òîãî U(x) ∩ U(y) = ∅. ■
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Òâåðäæåííÿ 3.4.11
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çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñòi (BP1), (BP2) i (BP3). Êðiì òîãî, íåõàé äëÿ
{B(x)}x∈X âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâiñòü:

(BP4) äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíóþòü âiäêðèòi
ìíîæèíè U ∈ B(x) i V ∈ B(y) òàêi, ùî U ∩ V = ∅.

Òîäi ìíîæèíà X ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ {B(x)}x∈X , ¹
ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 3.4.4

Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ 3.4.11.
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Òåîðåìà 3.4.12

Íåõàé f : X → Y i g : X → Y � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X ó ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi ìíîæèíà

{x ∈ X | f(x) = g(x)}
çàìêíåíà â ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ìíîæèíà
A = {x ∈ X | f(x) ̸= g(x)}

¹ âiäêðèòîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ A ìà¹ìî, ùî f(x) ̸= g(x), à îòæå â ãàóñäîðôîìó ïðîñòîði Y iñíóþòü
äèç'þíêòíi âiäêðèòi îêîëè U(f(x)) i U(g(x)) òî÷îê f(x) i g(x), âiäïîâiäíî.
Çà òåîðåìîþ 3.3.4 ìíîæèíà

V (x) = f−1(U(f(x))) ∩ g−1(U(g(x)))
¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. ■

Îçíà÷åííÿ 3.4.13

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T3-ïðîñòîðîì, àáî ðåãóëÿðíèì

ïðîñòîðîì, ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òà
äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ó ïðîñòîði X, ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êè x,
iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 ó ïðîñòîði X òàêi, ùî

x ∈ U1, F ⊆ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.
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Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ



Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Òåîðåìà 3.4.12

Íåõàé f : X → Y i g : X → Y � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X ó ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi ìíîæèíà

{x ∈ X | f(x) = g(x)}
çàìêíåíà â ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ìíîæèíà
A = {x ∈ X | f(x) ̸= g(x)}

¹ âiäêðèòîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ A ìà¹ìî, ùî f(x) ̸= g(x), à îòæå â ãàóñäîðôîìó ïðîñòîði Y iñíóþòü
äèç'þíêòíi âiäêðèòi îêîëè U(f(x)) i U(g(x)) òî÷îê f(x) i g(x), âiäïîâiäíî.
Çà òåîðåìîþ 3.3.4 ìíîæèíà

V (x) = f−1(U(f(x))) ∩ g−1(U(g(x)))
¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. ■

Îçíà÷åííÿ 3.4.13

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T3-ïðîñòîðîì, àáî ðåãóëÿðíèì

ïðîñòîðîì, ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òà
äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ó ïðîñòîði X, ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êè x,
iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 ó ïðîñòîði X òàêi, ùî

x ∈ U1, F ⊆ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ



Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Çàóâàæåííÿ 3.4.14
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ùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì. Ìè æ áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ íàøèõ îçíà÷åíü òàêèõ
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Àíàëîãi÷íî ìè áóäåìî ãîâîðèòè òàêîæ i äëÿ Ti-àêñiîì ó âèïàäêó i = 3 1

2
, 4.
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Òâåðäæåííÿ 3.4.15

Òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið X ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ îêîëó V (x) ç äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ïåðåäáàçè
P iñíó¹ îêië U(x) òî÷êè x òàêèé, ùî U(x) ⊆ V (x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i P � ïåðåäáàçà
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Âèáåðåìî äåÿêó òî÷êó x ∈ X òà ¨¨ îêië
V (x) ∈ P. Çà îçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè
U1 i U2 â ïðîñòîði X òàêi, ùî

x ∈ U1, X \ V (x) ⊆ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Òîäi
U(x) = U1 ⊆ X \ U2 ⊆ V (x),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî U(x) ⊆ V (x), îñêiëüêè ìíîæèíà X \ U2 çàìêíåíà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.
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Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
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ïðîñòîði X òàê, ùîá x /∈ F . Çà îçíà÷åííÿì ïåðåäáàçè iñíóþòü
V1, V2, . . . , Vk ∈ P, ùî

x ∈
k⋂

i=1

Vi ⊆ X \ F.

Äëÿ êîæíîãî i = 1, 2, . . . , k âèáåðåìî îêië Wi(x) òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X òàê, ùîá Wi(x) ⊆ Vi. Âiäêðèòi ìíîæèíè

U1 =

k⋂
i=1

Wi(x) i U2 = X \
k⋂

i=1

Wi(x)

íå ïåðåòèíàþòüñÿ, x ∈ U1 i

F ⊆ X \
k⋂

i=1

Vi ⊆ X \
k⋂

i=1

Wi(x) = U2.

Îòæå, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ðåãóëÿðíèì. ■

Ç òâåðäæåííÿ 3.4.15 âèïëèâà¹, ùî êîæåí äèñêðåòíèé ïðîñòið (X, τd),
ïðÿìà ç òîïîëîãi¹þ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ (R, τZL), à òàêîæ ïðÿìà çi
çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ (R, τu) ¹ ðåãóëÿðíèìè ïðîñòîðàìè. Îäíàê,
àòèäèñêðåòíèé ïðîñòið çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 3.4.15, àëå íå ¹
T1-ïðîñòîðîì, à îòæå, íå ¹ T3-ïðîñòîðîì.
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Íàâåäåìî òåïåð ïðèêëàä íåðåãóëÿðíîãî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 3.4.16

Íåõàé Z � ìíîæèíà îáåðíåíèõ äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë âiäìiííèõ âiä íóëÿ,
òîáòî Z =

{
1
z
| z ∈ Z \ {0}

}
. Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà x ïðèéìåìî

Ui(x) =
(
x− 1

i
, x+ 1

i

)
i

B(x) =

{
{Ui(x)}∞i=1 , ÿêùî x ̸= 0;
{Ui(x) \ Z}∞i=1 , ÿêùî x = 0.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñiì'ÿ {B(x)}x∈R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2),
(BP3) òà (BP4). Îòæå, ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ç òîïîëîãi¹þ,
ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ îêîëiâ {B(x)}x∈R ¹ ãàóñäîðôîâèì òîïîëîãi÷íèì
ïðîñòîðîì. Ìíîæèíà Z çàìêíåíà â öüîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði R i
0 /∈ Z. Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí U1 i U2 òàêèõ, ùî
0 ∈ U1 i Z ⊆ U2 ìà¹ìî U1 ∩ U2 ̸= ∅. Îòîæ, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið R íå ¹
ðåãóëÿðíèì.

Âïðàâà 3.4.5

Äîâåäiòü, ùî ñiì'ÿ {B(x)}x∈R ç ïðèêëàäó 3.4.16 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
(BP1), (BP2), (BP3) i (BP4).
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Âïðàâà 3.4.6
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Ùå áiëüø âóçüêèé êëàñ ïðîñòîðiâ ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ òèõîíîâñüêi ïðîñòîðè.

Îçíà÷åííÿ 3.4.18

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T3 1
2
-ïðîñòîðîì, àáî òèõîíîâñüêèì

ïðîñòîðîì, àáî öiëêîì ðåãóëÿðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i äëÿ
äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F , ùî íå ìiñòèòü
òî÷êè x, iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → Ia òàêà, ùî

f(x) = 0 i f(y) = 1 äëÿ y ∈ F.

aÍàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç I ìè ïîçíà÷à¹ìî çàìêíåíèé îäèíè÷íèé iíòåðâàë [0, 1] äiéñíèõ
÷èñåë iç çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ τu.

Îñêiëüêè äëÿ âiäêðèòèõ ìíîæèíè U1 = f−1([0, 1/2)) i U2 = f−1((1/2, 1])
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

x ∈ U1, F ⊆ U2 i U1 ∩ U2 = ∅,
òî êîæåí öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið ¹ ðåãóëÿðíèì.

Â îçíà÷åííi T3 1
2
-ïðîñòîðó, êðiì òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ ïîíÿòü i ïîíÿòü, ÿêi

çâîäÿòüñÿ äî äî ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè, âèêîðèñòàíèõ äëÿ îçíà÷åííÿ

Ti-ïðîñòîðiâ ç i = 0, 1, 2, 3, âèêîðèñòàíî ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíî¨ äiéñíîçíà÷íî¨

ôóíêöi¨. Îòæå, òîïîëîãi÷íà iíâàðiàíòíiñòü êëàñó T3 1
2
-ïðîñòîðiâ ïîòðåáó¹

äîâåäåííÿ, òîäi ÿê äëÿ Ti-ïðîñòîðiâ ç i = 0, 1, 2, 3 öÿ òîïîëîãi÷íà iíâàðiàíòíiñòü ¹

áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ñïîñîáó ¨õ îçíà÷åííÿ. Îäíàê äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî

çàóâàæèòè, ùî êîìïîçèöiÿ fg ãîìåîìîðôiçìó g i íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f â

îäèíè÷íèé âiäðiçîê I ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
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Òâåðäæåííÿ 3.4.19

Òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið X ¹ òèõîíîâñüêèì ïðîñòîðîì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X i äîâiëüíîãî ¨¨ îêîëó V ç ôiêñîâàíî¨
ïåðåäáàçè P iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → I òàêà, ùî

f(x) = 0 i f(y) = 1 äëÿ y ∈ X \ V.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà
X \ V çàìêíåíà òà íå ìiñòèòü òî÷êè x.

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi âèáåðåìî òî÷êó x ∈ X i çàìêíåíó ìíîæèíó
F ̸∋ x. Çà îçíà÷åííÿì ïåðåäáàçè iñíóþòü V1, . . . , Vk ∈ P, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

x ∈
k⋂

i=1

Vi ⊆ X \ F.

Âèáåðåìî ôóíêöi¨ fi : X → I, i = 1, . . . , k, íàñòóïíèì ÷èíîì
fi(x) = 0 i fi(y) = 1 äëÿ y ∈ X \ Vi.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóêíöiÿ f = max {f1, f2, . . . , fk} ¹ íåïåðåðâíîþ, i äëÿ
íå¨ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

f(x) = 0 i f(y) = 1 äëÿ y ∈ F,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ. ■
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Ïðèêëàä 3.4.20

Íåõàé M0 � âåðõíÿ çàìêíåíà ïiâïëîùèíà äiéñíî¨ ïëîùèíè R2, òîáòî
M0 =

{
(x, y) ∈ R2 | y ⩾ 0

}
(äèâ. ðèñ.).
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Íåõàé
B(z) = {UB(z) = (A1(z) ∪A2(z)) \B | z /∈ B ⊂ M, |B| < ∞} .

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êîæíà òî÷êà z ∈ M0 \ L ¹ içîëüîâàíîþ, òîáòî B(z) = {{z}}.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Íåõàé B(z0) = {Ui(z0)}∞i=1, äå
Ui(z0) = {(x, y) ∈ M0 | x ⩾ i} .

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ñiì'ÿ {B(z)}z∈M çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2),
(BP3) òà (BP4). Îòæå ìíîæèíà M ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ
âiäêðèòèõ îêîëiâ {B(z)}z∈M ¹ ãàóñäîðôîâèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì.
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(BP3) òà (BP4). Îòæå ìíîæèíà M ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ
âiäêðèòèõ îêîëiâ {B(z)}z∈M ¹ ãàóñäîðôîâèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈ M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
M . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M ,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî
z0 /∈ F iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 ∈ U1, F ⊆ U2

i U1 ∩ U2 = ∅.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈ M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
M . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M ,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî
z0 /∈ F iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 ∈ U1, F ⊆ U2

i U1 ∩ U2 = ∅.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈ M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
M . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M ,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî
z0 /∈ F iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 ∈ U1, F ⊆ U2

i U1 ∩ U2 = ∅.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈ M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
M . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M ,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî
z0 /∈ F iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 ∈ U1, F ⊆ U2

i U1 ∩ U2 = ∅.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈ M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
M . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M ,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî
z0 /∈ F iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 ∈ U1, F ⊆ U2

i U1 ∩ U2 = ∅.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈ M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
M . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M ,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî
z0 /∈ F iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 ∈ U1, F ⊆ U2

i U1 ∩ U2 = ∅.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈ M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
M . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M ,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî
z0 /∈ F iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 ∈ U1, F ⊆ U2

i U1 ∩ U2 = ∅.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Äàëi äîâåäåìî, ùî ïðîñòið M ðåãóëÿðíèé. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè z ∈ M0 ñiì'ÿ B(z) ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
M . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðåãóëÿðíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó M ,
äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ M òàêî¨, ùî
z0 /∈ F iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U1 i U2 â ïðîñòîði M òàêi, ùî z0 ∈ U1, F ⊆ U2

i U1 ∩ U2 = ∅.

L

M0

z0

z

A1(z) A2(z)

Ui(z0)

iL10 1 Li i+1

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ



Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíè
U1 = Ui0+2(z0) i U2 = M \ (Ui0+2(z0) ∪ Li0 ∪ Li0+1) ,

äå F ∩ Ui0 (z0) = ∅, ìàþòü íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíè
U1 = Ui0+2(z0) i U2 = M \ (Ui0+2(z0) ∪ Li0 ∪ Li0+1) ,

äå F ∩ Ui0 (z0) = ∅, ìàþòü íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíè
U1 = Ui0+2(z0) i U2 = M \ (Ui0+2(z0) ∪ Li0 ∪ Li0+1) ,

äå F ∩ Ui0 (z0) = ∅, ìàþòü íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíè
U1 = Ui0+2(z0) i U2 = M \ (Ui0+2(z0) ∪ Li0 ∪ Li0+1) ,

äå F ∩ Ui0 (z0) = ∅, ìàþòü íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíè
U1 = Ui0+2(z0) i U2 = M \ (Ui0+2(z0) ∪ Li0 ∪ Li0+1) ,

äå F ∩ Ui0 (z0) = ∅, ìàþòü íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : M → I òàêó, ùî f(L1) = {0}. Äëÿ
äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M íå ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî f(z0) = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç
íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f i ç òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà

Ki = {z ∈ Li | f(z) = 0}
¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ i = 1, 2, 3, . . ., i öå ìè çáèðà¹ìîñÿ äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ.

L

M0

z0

z

A1(z) A2(z)

Ui(z0)

iL10 1 Li i+1

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ



Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : M → I òàêó, ùî f(L1) = {0}. Äëÿ
äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M íå ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî f(z0) = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç
íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f i ç òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà

Ki = {z ∈ Li | f(z) = 0}
¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ i = 1, 2, 3, . . ., i öå ìè çáèðà¹ìîñÿ äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : M → I òàêó, ùî f(L1) = {0}. Äëÿ
äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M íå ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî f(z0) = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç
íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f i ç òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà

Ki = {z ∈ Li | f(z) = 0}
¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ i = 1, 2, 3, . . ., i öå ìè çáèðà¹ìîñÿ äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : M → I òàêó, ùî f(L1) = {0}. Äëÿ
äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M íå ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî f(z0) = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç
íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f i ç òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà

Ki = {z ∈ Li | f(z) = 0}
¹ íåñêií÷åííîþ äëÿ i = 1, 2, 3, . . ., i öå ìè çáèðà¹ìîñÿ äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : M → I òàêó, ùî f(L1) = {0}. Äëÿ
äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M íå ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî f(z0) = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç
íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f i ç òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ìíîæèíà Aj(z) = X \ f−1 ((f(x0)− 1/j, f(x0) + 1/j))
¹ çàìêíåíîþ â ïðîñòîði A2(z) i íå ìiñòèòü òî÷êè z, à îòæå Aj(z) ¹ ñêií÷åííîþ
ìíîæèíîþ. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíà

A0(z) =
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Aj(z)

çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðiáíó íàì âëàñòèâiñòü.
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Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ïðîåêöiÿ ìíîæèíè A =
⋃{

A0(z) | z ∈ K′
n

}
íà ìíîæèíó L ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ. Òåïåð äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè t ∈ Ln+1 \A
ìíîæèíà A1(t) ïåðåòèíà¹ êîæíó ç ìíîæèí A2(z) \A0(z) iç z ∈ K′

n, à îòæå çà
íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ f ìà¹ìî, ùî f(t) = 0. Çâiäñè âïëèâà¹, ùî
Ln+1 \A ⊂ Kn+1, à îòæå |Kn+1| ⩾ ℵ0. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Ki ¹
íåñêií÷åííîþ äëÿ i = 1, 2, 3, . . ., i äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

L

M0

z0

z

A1(z) A2(z)

Ui(z0)

iL10 1 Li i+1

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ



Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ïðîåêöiÿ ìíîæèíè A =
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íåñêií÷åííîþ äëÿ i = 1, 2, 3, . . ., i äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

L

M0

z0

z

A1(z) A2(z)

Ui(z0)

iL10 1 Li i+1

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ



Ëåêöiÿ 14: Àêñiîìè âiäîêðåìëåííÿ

Ïðèêëàä 3.4.20 (ïðîäîâæåííÿ)

Ïðîåêöiÿ ìíîæèíè A =
⋃{

A0(z) | z ∈ K′
n

}
íà ìíîæèíó L ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ. Òåïåð äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè t ∈ Ln+1 \A
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Îçíà÷åííÿ 3.4.21

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ T4-ïðîñòîðîì, àáî íîðìàëüíèì

ïðîñòîðîì, ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè äèç'þíêòíèõ
çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊂ X iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U, V ⊂ X òàêi,
ùî

A ⊆ U, B ⊆ V i U ∩ V = ∅.

Çàóâàæèìî, ùî T1-ïðîñòið ¹ íîðìàëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ
äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ X i äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
V ⊆ X, ùî ìiñòèòü F , iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊆ X òàêà, ùî

F ⊆ U ⊆ U ⊆ V.

Î÷åâèäíî, êîæåí T4-ïðîñòið ¹ T3-ïðîñòîðîì. Òàêîæ ç ëåìè Óðèñîíà (äèâ.
òåîðåìó 3.4.24) âèïëèâà¹, ùî êîæåí T4-ïðîñòið ¹ T3 1

2
-ïðîñòîðîì, àëå öåé

ôàêò íå ¹ òàêèì âæå é î÷åâèäíèì. Óñi äèñêðåòíi ïðîñòîðè D(m) òà
ïðîñòîðè A(m) ¹ íîðìàëüíèìè äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà m ⩾ ℵ0.

Âïðàâà 3.4.7

Äîâåäiòü, ùî âñi äèñêðåòíi ïðîñòîðè D(m) òà ïðîñòîðè A(m) ¹
íîðìàëüíèìè äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà m ⩾ ℵ0.
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çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊂ X iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè U, V ⊂ X òàêi,
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Ïðèêëàä 3.4.22

Ñòðiëêà Çîð åíôðåÿ (R, τZL) ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïðàâäi, íåõàé A i B � äèç'þíêòíi çàìêíåíi ïiäìíîæèíè â
ïðîñòîði (R, τZL). Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a ∈ A âèáåðåìî íàïiâiíòåðâàë
[a, x(a)), ÿêèé íå ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó B, i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè b ∈ B
âèáåðåìî íàïiâiíòåðâàë [b, x(b)), ÿêèé íå ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó A.
Ïðèéíÿâøè

U =
⋃
a∈A

[a, x(a)) i V =
⋃
b∈B

[b, x(b)),

ìè îçíà÷èìî âiäêðèòi ìíîæèíè òàêi, ùî A ⊆ U òà B ⊆ V . Äëÿ äîâiëüíèõ
òî÷îê a ∈ A òà b ∈ B ìà¹ìî

[a, x(a)) ∩ [b, x(b)) = ∅,

îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìè á ìàëè àáî b ∈ [a, x(a)), àáî
a ∈ [b, x(b)) â çàëåæíîñòi âiä òîãî ÷è a < b, ÷è b > a. Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî
U ∩ V = ∅.
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Òåïåð ìè íàâåäåìî ïðèêëàä òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó, ÿêèé íå ¹
íîðìàëüíèì. Òàêèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì ¹ ïëîùèíà Íåìèöüêîãî.

Òâåðäæåííÿ 3.4.23

Ïëîùèíà Íåìèöüêîãî L íå ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ïîõiäíà ìíîæèíà ïiäìíîæèíè
L0 ⊂ L ¹ ïîðîæíüîþ. Çà òåîðåìîþ 3.1.26, Ad = ∅ äëÿ äîâiëüíî¨
ïiäìíîæèíè A ⊂ L0, i êîæíà òàêà ìíîæèíà A ¹ çàìêíåíîþ â ïëîùèíi
Íåìèöüêîãî L. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó C, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òî÷îê
ìíîæèíè L1 îáèäâi êîîðäèíàòè ÿêèõ ðàöiîíàëüíi. Î÷åâèäíî, ùî C �
ùiëüíà ïiäìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði L.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïëîùèíà Íåìèöüêîãî L ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì. Òîäi
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Âèñëîâëåíå âèùå çàóâàæåííÿ ïðî òå, ÷îìó â îçíà÷åííi ðåãóëÿðíîñòi
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèìàãà¹òüñÿ, ùîá âií áóâ T1-ïðîñòîðîì,
âiäíîñèòüñÿ i äî îçíà÷åííÿ òèõîíîâñüêèõ i íîðìàëüíèõ ïðîñòîðiâ. Öå
iëþñòðó¹ àíòèäèñêðåòíèé ïðîñòið.
Òåîðåìà 3.4.24 ¹ îäíi¹þ ç ôóíäàìåíòàëüíèõ ó òîïîëîãi¨. Ç iñòîðè÷íèõ
ïðè÷èí âîíà íàçèâà¹òüñÿ ëåìîþ Óðèñîíà.

Òåîðåìà 3.4.24 (ëåìà Óðèñîíà)

Äëÿ êîæíî¨ ïàðè A, B íåïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí íîðìàëüíîãî
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → I òàêà, ùî

f(x) = 0 äëÿ x ∈ A i f(x) = 1 äëÿ x ∈ B.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà r ∈ [0, 1] âèçíà÷èìî
âiäêðèòó ìíîæèíó Vr â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè: V r ⊆ Vr′ , ÿêùî r < r′; (1)

A ⊆ V0, B ⊆ X \ V1. (2)

Ìíîæèíè Vr âèçíà÷àþòüñÿ iíäóêòèâíî. Ðîçòàøó¹ìî âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà
iíòåðâàëà (0, 1) â äåÿêó íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü r3, r4, . . ., i íåõàé r1 = 0,
r2 = 1. Ïîêëàäåìî

V0 = U i V1 = X \B,

äå ìíîæèíà U ðàçîì ç âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ V çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1).
Î÷åâèäíî, ùî

A ⊆ V0 ⊆ X \ V = X \ V ⊆ V1,

à îòæå V 0 ⊆ V1.
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Óìîâà (2), àíàëîãi÷íî ÿê i óìîâà
V ri ⊆ Vrj , ÿêùî ri < rj i i, j ⩽ k, (3.2k)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k = 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíè Vrj âæå âèçíà÷åíi äëÿ ⩽ n (n ⩾ 2) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(3.2n). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç rl òà rm, âiäïîâiäíå òå ç ÷èñåë r1, r2, . . . , rn, ÿêi
íàéáëèæ÷i äî ÷èñëà rn+1 çëiâà òà ñïðàâà. Îñêiëüêè rl < rm, òî ç óìîâè (3.2n)
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ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.2n+1). Îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ òàêî¨ êîíñòðóêöi¨
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Vr1 , Vr2 , . . . , Vrn+1 , . . .

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1) òà (2).
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Ôóíêöiþ f : X → I îçíà÷èìî çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
inf {r | x ∈ Vr} , ÿêùî x ∈ V1;
1, ÿêùî x ∈ X \ V1.

Çà óìîâîþ (2), ìà¹ìî f(A) ⊆ {0} i f(B) ⊆ {1}. Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî
ôóíêöiÿ f : X → I íåïåðåðâíà. Äëÿ öüîãî çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî
äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè iíòåðâàëiâ [0, a) i (b, 1] ñòîñîâíî ôóíêöi¨ f , äå a ⩽ 1
i b ⩾ 0, � âiäêðèòi ïiäìíîæèíè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.
Íåðiâíiñòü f(x) < a âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå
ðàöiîíàëüíå ÷èñëî r < a, ùî x ∈ Vr. Îòæå, ìíîæèíà

f−1([0, a)) =
⋃

{Vr | r < a}
âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íåðiâíiñòü f(x) > b âèêîíó¹òüñÿ òîäi
i ëèøå òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî r′ > b, ùî x /∈ Vr′ .
Àëå òîäi çà óìîâîþ (1) öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî r > b,
ùî x /∈ V r. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

f−1((b, 1]) =
⋃{

X \ V r | r > b
}
= X \

⋂{
V r | r > b

}
òàêîæ âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. ■
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