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Îçíà÷åííÿ 3.3.1

Íåõàé (X, τX) i (Y, τY ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî
âiäîáðàæåííÿ f : (X, τX) → (Y, τY ) ¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó O(f(x0)) òî÷êè f(x0) ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (Y, τY ) iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V (x0) òî÷êè x0 ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), ùî f(V (x0)) ⊆ O(f(x0)) (äèâ. ðèñ.).
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Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, τX) → (Y, τY ) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi x0 ∈ X.
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Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ ó òî÷öi, à îòæå i â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïîäiáíå äî îçíà÷åííÿ
íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ: ìè ëèøå çàìiíèëè
âiäêðèòi êóëi ç öåíòðîì â òî÷öi ó âèïàäêó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ íà âiäêðèòi
îêîëè òî÷êè ó âèïàäêó òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðèêëàä 3.3.2

Íåõàé f : (X, τd) → (Y, τ) � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äèñêðåòíîãî
ïðîñòîðó (X, τd) ó äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (Y, τ). Ìè ñòâåðäæó¹ìî,
ùî âiäîáðàæåííÿ f : (X, τd) → (Y, τ) íåïåðåðâíå. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨
òî÷êè x0 ∈ (X, τd) i äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî âiäêðèòîãî îêîëó O(f(x0))
òî÷êè f(x0) ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τ) ìà¹ìî, ùî

{x0} ∈ τd i f({x0}) = {f(x0)} ⊆ O(f(x0)).
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)
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Íàøå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(X, τX) ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (Y, τY )  ðóíòó¹òüñÿ íà ëîêàëüíié
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÷àñòî êîðèñòóâàòèñÿ ìåòîäàìè ââåäåííÿ òîïîëîãié, ÿêi îïèñàíi â
ïîïåðåäíiõ ëåêöiÿõ, à òîìó çðó÷íî ìàòè êðèòåði¨ íåïåðåðâíîñòi
âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi ñôîðìóëüîâàíi ó âiäïîâiäíèõ
ïîíÿòòÿõ i òåðìiíàõ. Êðèòåði¨ òàêîãî òèïó ïåðåëi÷åíi â òåîðåìi 3.3.4.
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Òåîðåìà 3.3.4

Íåõàé (X, τX) i (Y, τY ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Òîäi äëÿ âiäîáðàæåííÿ
f : (X, τX) → (Y, τY ) òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ;

(2) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè U ∈ τY , òîáòî ïîâíèé ïðîîáðàç
äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè â (Y, τY ) ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â
ïðîñòîði (X, τX);

(3) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY òîïîëîãi¨ τY ;

(4) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U áàçè BY òîïîëîãi¨ τY ;

(5) iñíóþòü ñèñòåìè îêîëiâ {BX(x)}x∈X ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
(X, τX) i {BY (y)}y∈Y ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ) òàêi, ùî äëÿ
äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹
åëåìåíò U ∈ BX(x), ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V ;

(6) ïîâíèé ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó (Y, τY ) çàìêíåíèé â ïðîñòîði (X, τX);

(7) f
(
A
)
⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X;

(8) f−1(B) ⊆ f−1
(
B
)
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y ;

(9) f−1(IntB) ⊆ Int(f−1(B)) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y .
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äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè â (Y, τY ) ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â
ïðîñòîði (X, τX);

(3) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY òîïîëîãi¨ τY ;
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(
B
)
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y ;

(9) f−1(IntB) ⊆ Int(f−1(B)) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y .
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
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Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2). Íåõàé f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ òà U ∈ τY � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x ó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði (X, τX) òàêèé, ùî f(V ) ⊆ U , à öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà òî÷êà
ìíîæèíè f−1(U) ¹ âíóòðiøíüîþ, à îòæå f−1(U) ∈ τX .

(2) ⇒ (1). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i
äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ), ùî
ìiñòèòü îáðàç f(x), ìíîæèíà V = f−1(U) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x ó
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

f(V ) = f(f−1(U)) = U,

à îòæå f : (X, τX) → (Y, τY ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ çà
îçíà÷åííÿì 3.3.1.

Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (3) î÷åâèäíî, îñêiëüêè âñi åëåìåíòè U ïåðåäáàçè PY ¹
åëåìåíòàìè òîïîëîãi¨ τY íà Y .

(3) ⇒ (4). Íåõàé PY � òàêà ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ τY íà Y , ùî f−1(U) ∈ τX
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY . Âèáåðåìî áàçó BY

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk åëåìåíòiâ ïåðåäáàçè PY . Îñêiëüêè

f−1 (V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vk) = f−1 (V1) ∩ f−1 (V2) ∩ · · · ∩ f−1 (Vk) ,

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.
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(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.
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(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.
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Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.
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(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.
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(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ âiäêðèòèé îêië
U , ÿêèé ìiñòèòüñÿ â f−1(Y \B), òîáòî ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
f−1(Y \B). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ f−1(Y \B) ìà¹ìî

f(x) ∈ f(f−1(Y \B)) = Y \B.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ BY (f(x)), ùî V ⊆ Y \B. Çà óìîâîþ (5)
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V .
Î÷åâèäíî, ùî

x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ f−1(V ) ⊆ f−1(Y \B).

1Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäó çàìèêàííÿ ìíîæèíè A, ÿê ìè äîìîâëÿëèñÿ ðàíiøå,
áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A.
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(4) ⇒ (5). Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
W ∈ BY , ùî f(x) ∈ W ⊆ V . Îñêiëüêè ìíîæèíà f−1(W ) âiäêðèòà â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), òî iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó U ⊆ f−1(W ). Òîäi

f(U) ⊆ f(f−1(W )) ⊆ W ⊆ V.

(5) ⇒ (6). Íåõàé B = B � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
(Y, τY ).1 Îñêiëüêè

f−1(B) = X \ f−1(Y \B),

òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè Y \B ñòîñîâíî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX).
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Äëÿ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (6) ⇒ (7) çàóâàæèìî, ùî f−1
(
f(A)

)
¹

çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX), ÿêà ìiñòèòü
ìíîæèíó A, à îòæå,
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(
f(A)

)
,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
f
(
A
)
⊆ f

(
f−1

(
f(A)

))
⊆ f(A).
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(
f−1(B)

)
.
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(9) ⇒ (2). Äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
U = Int(U). Ç óìîâè (9) îòðèìó¹ìî, ùî

f−1(Int(U)) ⊆ Int
(
f−1(U)

)
.

Îòîæ,
f−1(U) = Int

(
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)
,

òîáòî f−1(U) � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX). ■

ßêùî f : X → Y i g : Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, òî î÷åâèäíî, ùî
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(gf)−1(U) = f−1(g−1(U)). (1)

Ç ðiâíîñòi (1) i òåîðåìè 3.3.4, à ñàìå ç åêâiâàëåíòíîñòi òâåðäæåíü (1) i (2)
öi¹¨ òåîðåìè, âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 3.3.5

Êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹
íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðèêëàä 3.3.6

Ç òåîðåìè 3.3.4 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äîâiëüíîãî
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó â àíòèäèñêðåòíèé ïðîñòið ¹ íåïåðåðâíèì.
Àíàëîãi÷íî ç òåîðåìè 3.3.4 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ, äîâåäåíå â
ïðèêëàäi 3.3.2, à òàêîæ, ùî âiäîáðàæåííÿ f : (R, τZL) → (R, τZL),
îçíà÷åíå â ïðèêëàäi 3.3.3, íå ¹ íåïåðåðâíèì.
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Ïðèêëàä 3.3.7

Äîâåäiòü, ÿêùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó (Y, τ) ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τX) ¹ íåïåðåðâíèì, òî
(X, τX) � àíòèäèñêðåòíèé ïðîñòið.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó (Y, τ) ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X, τX) ¹ íåïåðåðâíèì, òî çà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (Y, τ) ìîæåìî âçÿòè ìíîæèíó X ç àíòèäèñêðåòíîþ
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pr2 : L → L, (x, y) 7→ (0, y)
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âêàçàòè éîãî òî÷êè íåïåðåðâíîñòi.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïðîåêöiþ pr1 : L → L (äèâ. ðèñ.).
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Âïðàâà 3.3.1

Äîâåäiòü, ÿêùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó
äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì, òî X � äèñêðåòíèé
ïðîñòið.

Âïðàâà 3.3.2

Íàâåäiòü ïðèêëàäè âiäîáðàæåíü f : X → Y i g : Y → Z òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, ùî êîìïîçèöiÿ g ◦ f : X → Z ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì i
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) f : X → Y i g : Y → Z íå ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè;

(ii) f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, àëå g : Y → Z íå ¹
íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì;

(iii) f : X → Y íå ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì, àëå g : Y → Z �
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

Âïðàâà 3.3.3

Äîâåäiòü, ÿêùî íà ìíîæèíi X âèçíà÷åíî äâi òîïîëîãi¨ τ1 i τ2, òî òîòîæíå
âiäîáðàæåííÿ

f = idX : (X, τ1) → (X, τ2), x 7→ x

¹ íåïåðåðâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òîïîëîãiÿ τ1 ñèëüíiøà çà òîïîëîãiþ
τ2.
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îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = [x], ¹ íåïåðåðâíèì.a

aÔóíêöiÿ [x] âçÿòòÿ öiëî¨ ÷àñòèíè äiéñíîãî ÷èñëà x âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: [x] � öå
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íåïåðåðâíèì îáðàçîì ïðîñòîðó X.
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Âïðàâà 3.3.4

Íåõàé τZL � òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ íà R i τu � çâè÷àéíà
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0, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó,

¹ íåïåðåðâíèì.
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Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � íåïåðåðâíå
ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ é A � ùiëüíà ïiäìíîæèíà â X. Òîäi f(A)
ùiëüíà ïiäìíîæèíà â Y .

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) i (7) òåîðåìè 3.3.4 åêâiâàëåíòíi, îòæå
Y = f(X) = f(A) ⊆ f(A),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■
Òåîðåìà 3.3.4

Íåõàé (X, τX ) i (Y, τY ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Òîäi äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : (X, τX ) → (Y, τY ) òàêi
óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) f � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ;

(2) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè U ∈ τY , òîáòî ïîâíèé ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
â (Y, τY ) ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â ïðîñòîði (X, τX );

(3) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ïåðåäáàçè PY òîïîëîãi¨ τY ;

(4) f−1(U) ∈ τX äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà U áàçè BY òîïîëîãi¨ τY ;

(5) iñíóþòü ñèñòåìè îêîëiâ
{

BX (x)
}
x∈X ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX ) i

{
BY (y)

}
y∈Y ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ) òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
V ∈ BY (f(x)) iñíó¹ åëåìåíò U ∈ BX (x), ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V ;

(6) ïîâíèé ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó (Y, τY ) çàìêíåíèé â (X, τX );

(7) f
(
A

)
⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X;

(8) f−1(B) ⊆ f−1
(
B

)
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y ;

(9) f−1(IntB) ⊆ Int(f−1(B)) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y .
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(5) iñíóþòü ñèñòåìè îêîëiâ
{

BX (x)
}
x∈X ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (X, τX ) i

{
BY (y)

}
y∈Y ó

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (Y, τY ) òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
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)
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(
B

)
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ïðîñòîðó X, òî d(Y ) ⩽ d(X).
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Íåïåðåðâíèé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ äâîõ âàæëèâèõ êëàñiâ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: çàìêíåíèõ òà âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.12

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨
(âiäêðèòî¨) ìíîæèíè A ⊆ X îáðàç f(A) � çàìêíåíà (âiäðèòà) ìíîæèíà â
Y . Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíèì i
âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.a

aÓ ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi
âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.
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âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.a

aÓ ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi
âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.
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âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ç òâåðäæåííÿ 3.3.9 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 3.3.10

ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî d(Y ) ⩽ d(X).

Íàñëiäîê 3.3.11

Íåïåðåðâíèé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ äâîõ âàæëèâèõ êëàñiâ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: çàìêíåíèõ òà âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.12

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨
(âiäêðèòî¨) ìíîæèíè A ⊆ X îáðàç f(A) � çàìêíåíà (âiäðèòà) ìíîæèíà â
Y . Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíèì i
âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.a

aÓ ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi
âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ç òâåðäæåííÿ 3.3.9 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 3.3.10

ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî d(Y ) ⩽ d(X).

Íàñëiäîê 3.3.11

Íåïåðåðâíèé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ äâîõ âàæëèâèõ êëàñiâ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: çàìêíåíèõ òà âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.12

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨
(âiäêðèòî¨) ìíîæèíè A ⊆ X îáðàç f(A) � çàìêíåíà (âiäðèòà) ìíîæèíà â
Y . Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíèì i
âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.a

aÓ ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi
âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ç òâåðäæåííÿ 3.3.9 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 3.3.10

ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî d(Y ) ⩽ d(X).

Íàñëiäîê 3.3.11

Íåïåðåðâíèé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ äâîõ âàæëèâèõ êëàñiâ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: çàìêíåíèõ òà âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.12

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨
(âiäêðèòî¨) ìíîæèíè A ⊆ X îáðàç f(A) � çàìêíåíà (âiäðèòà) ìíîæèíà â
Y . Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíèì i
âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.a

aÓ ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi
âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.
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Ç òâåðäæåííÿ 3.3.9 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 3.3.10

ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî d(Y ) ⩽ d(X).

Íàñëiäîê 3.3.11

Íåïåðåðâíèé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ äâîõ âàæëèâèõ êëàñiâ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: çàìêíåíèõ òà âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.12

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨
(âiäêðèòî¨) ìíîæèíè A ⊆ X îáðàç f(A) � çàìêíåíà (âiäðèòà) ìíîæèíà â
Y . Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíèì i
âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.a

aÓ ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi
âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ç òâåðäæåííÿ 3.3.9 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 3.3.10

ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî d(Y ) ⩽ d(X).

Íàñëiäîê 3.3.11

Íåïåðåðâíèé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ äâîõ âàæëèâèõ êëàñiâ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: çàìêíåíèõ òà âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.12

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨
(âiäêðèòî¨) ìíîæèíè A ⊆ X îáðàç f(A) � çàìêíåíà (âiäðèòà) ìíîæèíà â
Y . Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíèì i
âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.a

aÓ ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi
âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ç òâåðäæåííÿ 3.3.9 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè:

Íàñëiäîê 3.3.10

ßêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ¹ íåïåðåðâíèì îáðàçîì òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, òî d(Y ) ⩽ d(X).

Íàñëiäîê 3.3.11

Íåïåðåðâíèé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèâ÷åííÿ äâîõ âàæëèâèõ êëàñiâ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ: çàìêíåíèõ òà âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 3.3.12

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì (âiäêðèòèì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨
(âiäêðèòî¨) ìíîæèíè A ⊆ X îáðàç f(A) � çàìêíåíà (âiäðèòà) ìíîæèíà â
Y . Âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ çàìêíåíèì i
âiäêðèòèì, íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòî-çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.a

aÓ ëiòåðàòóði iç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ äóæå ÷àñòî çàìêíåíi, âiäêðèòi òà âiäêðèòî-çàìêíåíi
âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòü ÿê íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, à ëèøå òàêi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âèùå ïåðåëi÷åíi âiäïîâiäíi óìîâè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 3.3.13

Êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäêðèòèõ (çàìêíåíèõ) âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ ¹ âiäêðèòèì (çàìêíåíèì) âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.14

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè A ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(B), iñíó¹ òàêà
âiäêðèòà ìíîæèíà C ⊆ Y , ùî ìiñòèòü B i f−1(C) ⊆ A.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y çàìêíåíå, B ⊆ Y i A �
âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â ïðîñòîði X, ÿêà ìiñòèòü f−1(B). Òîäi ìíîæèíà
C = Y \ f(X \A) âiäêðèòà â ïðîñòîði Y i ìiñòèòü ìíîæèíó B. Êðiì òîãî,

f−1(C) = f−1(Y \ f(X \A)) = X \ f−1(f(X \A)) ⊆ X \ (X \A) = A.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y çàäîâîëüíÿ¹ âèùå
ïåðåëi÷åíi óìîâè. Çàôiêñó¹ìî çàìêíåíó ïiäìíîæèíó F ⊆ X. Ìíîæèíà
A = X \ F � âiäêðèòà â ïðîñòîði X, i äëÿ B = Y \ f(F ) ìà¹ìî

f−1(B) = X \ f−1(f(F )) ⊆ X \ F = A.

Îòîæ, iñíó¹ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà C ⊆ Y òàêà, ùî Y \ f(F ) ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

òîáòî f−1(C) ∩ F = ∅. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî C ∩ f(F ) = ∅, òîáòî C ⊆ Y \ f(F ).

Îòæå, f(F )=Y \C, òîáòî ìíîæèíà f(F ) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y . ■

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 3.3.13

Êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäêðèòèõ (çàìêíåíèõ) âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ ¹ âiäêðèòèì (çàìêíåíèì) âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 3.3.14

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y i êîæíî¨
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òîáòî f−1(C) ∩ F = ∅. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî C ∩ f(F ) = ∅, òîáòî C ⊆ Y \ f(F ).

Îòæå, f(F )=Y \C, òîáòî ìíîæèíà f(F ) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y . ■
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A = X \ F � âiäêðèòà â ïðîñòîði X, i äëÿ B = Y \ f(F ) ìà¹ìî

f−1(B) = X \ f−1(f(F )) ⊆ X \ F = A.

Îòîæ, iñíó¹ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà C ⊆ Y òàêà, ùî Y \ f(F ) ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

òîáòî f−1(C) ∩ F = ∅. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî C ∩ f(F ) = ∅, òîáòî C ⊆ Y \ f(F ).

Îòæå, f(F )=Y \C, òîáòî ìíîæèíà f(F ) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y . ■

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Äëÿ âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ñïðàâäæó¹òüñÿ äóàëüíå
òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 3.3.14:

Òåîðåìà 3.3.15

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y i êîæíî¨
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(B), iñíó¹ òàêà
çàìêíåíà ìíîæèíà C ⊆ Y , ùî ìiñòèòü B i f−1(C) ⊆ A.

Âïðàâà 3.3.7

Äîâåäiòü òåîðåìó 3.3.15.
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çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(B), iñíó¹ òàêà
çàìêíåíà ìíîæèíà C ⊆ Y , ùî ìiñòèòü B i f−1(C) ⊆ A.

Âïðàâà 3.3.7

Äîâåäiòü òåîðåìó 3.3.15.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Äëÿ âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ñïðàâäæó¹òüñÿ äóàëüíå
òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 3.3.14:

Òåîðåìà 3.3.15

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ Y i êîæíî¨
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(B), iñíó¹ òàêà
çàìêíåíà ìíîæèíà C ⊆ Y , ùî ìiñòèòü B i f−1(C) ⊆ A.

Âïðàâà 3.3.7

Äîâåäiòü òåîðåìó 3.3.15.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 3.3.16

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå.
Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà,
ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y

òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ∈ BX .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 3.3.16

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå.
Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà,
ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y

òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ∈ BX .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 3.3.16

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå.
Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà,
ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y

òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ∈ BX .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 3.3.16

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå.
Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà,
ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y

òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ∈ BX .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 3.3.16

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå.
Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà,
ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y

òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ∈ BX .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 3.3.16

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå.
Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà,
ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y

òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ∈ BX .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 3.3.16

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå.
Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà,
ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y

òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ
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âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
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⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
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çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊆ X, ÿêà ìiñòèòü ïðîîáðàç f−1(y), iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè y, ùî f−1(V ) ⊆ U .

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.3.14 äîñòàòíüî äîâåñòè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f
çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíèì âèùå óìîâàì, òî âiäîáðàæåííÿ f çàìêíåíå.
Íåõàé B ⊆ Y � äåÿêà ïiäìíîæèíà é A ⊆ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òàêà,
ùî f−1(B) ⊆ A. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ B âèáåðåìî òàêèé îêië Vy ⊆ Y

òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
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âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
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òî÷êè y, ùî f−1(Vy) ⊆ A. Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè C =
⋃
y∈B

Vy

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
B ⊆ C i f−1(C) ⊆ A,

à îòæå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çàìêíåíèì çà òåîðåìîþ 3.3.14 . ■

Òåîðåìà 3.3.17 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ áàçè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3.3.17

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
âiäêðèòèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà áàçà BX òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, ùî ìíîæèíà f(U) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà U ∈ BX .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 3.3.16

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ¹
çàìêíåíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ Y i êîæíî¨
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Ïðèêëàä 3.3.18

Íåõàé íà R i I = [0, 1] âèçíà÷åíà çâè÷àéíà (åâêëiäîâà) òîïîëîãiÿ.

Âiäîáðàæåííÿ f1 : R → I, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f1(x) =


0, ÿêùî x < 0;
x, ÿêùî 0 ⩽ x ⩽ 1;
1, ÿêùî x > 1,

¹ çàìêíåíèì, àëå íå ¹ âiäêðèòèì.

Âiäîáðàæåííÿ f2 : L → R, (x, y) 7→ x ç ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L â R ¹
âiäêðèòèì, àëå íå ¹ çàìêíåíèì.

Âiäîáðàæåííÿ f3 : (R, τZL) → D2 ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ ó äèñêðåòíèé
äâîòî÷êîâèé ïðîñòið D2 = {0, 1}, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f3(x) =

{
0, ÿêùî x < 0;
1, ÿêùî x ⩾ 0,

¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèì.
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Âiäîáðàæåííÿ f1 : R → I, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f1(x) =


0, ÿêùî x < 0;
x, ÿêùî 0 ⩽ x ⩽ 1;
1, ÿêùî x > 1,

¹ çàìêíåíèì, àëå íå ¹ âiäêðèòèì.

Âiäîáðàæåííÿ f2 : L → R, (x, y) 7→ x ç ïëîùèíè Íåìèöüêîãî L â R ¹
âiäêðèòèì, àëå íå ¹ çàìêíåíèì.

Âiäîáðàæåííÿ f3 : (R, τZL) → D2 ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ ó äèñêðåòíèé
äâîòî÷êîâèé ïðîñòið D2 = {0, 1}, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ
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Ç òåîðåìè 3.3.17 âèïëèâà¹, ùî íåïåðåðâíi âiäêðèòi âiäîáðàæåííÿ
âiäîáðàæàþòü áàçó òî÷êè â áàçó òî÷êè, à â ïðèïóùåíi, ùî âîíè ¹ ùå êðiì
òîãî ñþð'¹êòèâíèìè, îòðèìó¹ìî, ùî âîíè âiäîáðàæàþòü áàçó ïðîñòîðó â
áàçó ïðîñòîðó, à îòæå âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.3.19

ßêùî f : X → Y � âiäêðèòå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ X i Y òà x ∈ X, òî

χ(f(x), Y ) ⩽ χ(x,X).

À ÿêùî êðiì òîãî f(X) = Y , òî
w(Y ) ⩽ w(X) i χ(Y ) ⩽ χ(X).

Îçíà÷åííÿ 3.3.20

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y íàçèâà¹òüñÿ
ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî:

(i) f � íåïåðåðâíå;

(ii) f � ái¹êòèâíå;

(iii) f−1 � íåïåðåðâíå.

Äâà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè X i Y íàçèâàþòüñÿ ãîìåîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹
ãîìåîìîðôiçì ïðîñòîðó X íà ïðîñòið Y .
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áàçó ïðîñòîðó, à îòæå âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.3.19

ßêùî f : X → Y � âiäêðèòå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ X i Y òà x ∈ X, òî

χ(f(x), Y ) ⩽ χ(x,X).

À ÿêùî êðiì òîãî f(X) = Y , òî
w(Y ) ⩽ w(X) i χ(Y ) ⩽ χ(X).

Îçíà÷åííÿ 3.3.20

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y íàçèâà¹òüñÿ
ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî:

(i) f � íåïåðåðâíå;

(ii) f � ái¹êòèâíå;

(iii) f−1 � íåïåðåðâíå.

Äâà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè X i Y íàçèâàþòüñÿ ãîìåîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹
ãîìåîìîðôiçì ïðîñòîðó X íà ïðîñòið Y .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
idX : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî
ãîìåîìîðôiçìó, à òàêîæ êîìïîçèöiÿ äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Îòæå, âiäíîøåííÿ �ãîìåîìîðôíîñòi

òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ� íà êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi. À òîìó òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âèâ÷àþòü ç òî÷íiñòþ äî
ãîìåîìîðôiçìó.

Òåîðåìà 3.3.21

Íåõàé f : X → Y � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(i) f � ãîìåîìîðôiçì;

(ii) f � çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ;

(iii) f � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ;

(iv) ìíîæèíà f(A) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(v) ìíîæèíà f−1(B) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ;

(vi) ìíîæèíà f(A) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(vii) ìíîæèíà f−1(B) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
idX : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî
ãîìåîìîðôiçìó, à òàêîæ êîìïîçèöiÿ äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Îòæå, âiäíîøåííÿ �ãîìåîìîðôíîñòi

òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ� íà êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi. À òîìó òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âèâ÷àþòü ç òî÷íiñòþ äî
ãîìåîìîðôiçìó.

Òåîðåìà 3.3.21

Íåõàé f : X → Y � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(i) f � ãîìåîìîðôiçì;

(ii) f � çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ;

(iii) f � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ;

(iv) ìíîæèíà f(A) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(v) ìíîæèíà f−1(B) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ;

(vi) ìíîæèíà f(A) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(vii) ìíîæèíà f−1(B) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
idX : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî
ãîìåîìîðôiçìó, à òàêîæ êîìïîçèöiÿ äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Îòæå, âiäíîøåííÿ �ãîìåîìîðôíîñòi

òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ� íà êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi. À òîìó òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âèâ÷àþòü ç òî÷íiñòþ äî
ãîìåîìîðôiçìó.

Òåîðåìà 3.3.21

Íåõàé f : X → Y � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(i) f � ãîìåîìîðôiçì;

(ii) f � çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ;

(iii) f � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ;

(iv) ìíîæèíà f(A) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(v) ìíîæèíà f−1(B) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ;

(vi) ìíîæèíà f(A) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(vii) ìíîæèíà f−1(B) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
idX : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî
ãîìåîìîðôiçìó, à òàêîæ êîìïîçèöiÿ äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Îòæå, âiäíîøåííÿ �ãîìåîìîðôíîñòi

òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ� íà êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi. À òîìó òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âèâ÷àþòü ç òî÷íiñòþ äî
ãîìåîìîðôiçìó.

Òåîðåìà 3.3.21

Íåõàé f : X → Y � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(i) f � ãîìåîìîðôiçì;

(ii) f � çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ;

(iii) f � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ;

(iv) ìíîæèíà f(A) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(v) ìíîæèíà f−1(B) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ;

(vi) ìíîæèíà f(A) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(vii) ìíîæèíà f−1(B) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
idX : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî
ãîìåîìîðôiçìó, à òàêîæ êîìïîçèöiÿ äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Îòæå, âiäíîøåííÿ �ãîìåîìîðôíîñòi

òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ� íà êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi. À òîìó òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âèâ÷àþòü ç òî÷íiñòþ äî
ãîìåîìîðôiçìó.

Òåîðåìà 3.3.21

Íåõàé f : X → Y � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(i) f � ãîìåîìîðôiçì;

(ii) f � çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ;

(iii) f � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ;

(iv) ìíîæèíà f(A) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(v) ìíîæèíà f−1(B) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ;

(vi) ìíîæèíà f(A) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(vii) ìíîæèíà f−1(B) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
idX : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî
ãîìåîìîðôiçìó, à òàêîæ êîìïîçèöiÿ äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Îòæå, âiäíîøåííÿ �ãîìåîìîðôíîñòi

òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ� íà êëàñi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi. À òîìó òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè âèâ÷àþòü ç òî÷íiñòþ äî
ãîìåîìîðôiçìó.

Òåîðåìà 3.3.21

Íåõàé f : X → Y � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(i) f � ãîìåîìîðôiçì;

(ii) f � çàìêíåíå âiäîáðàæåííÿ;

(iii) f � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ;

(iv) ìíîæèíà f(A) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(v) ìíîæèíà f−1(B) çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B çàìêíåíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y ;

(vi) ìíîæèíà f(A) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ìíîæèíà A âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X;

(vii) ìíîæèíà f−1(B) âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíà B âiäêðèòà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði Y .

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
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Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:
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(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
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äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.
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Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.22

Íåõàé X � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îäíi¹þ ç òàêèõ òîïîëîãié:

(i) äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ;

(ii) çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ;

(iii) òîïîëîãiÿ, îçíà÷åíà â ïðèêëàäi 3.1.21 ç x0 = 0;

(iv) òîïîëîãiÿ ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ;

(v) àíòèäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ.

Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a > 0 âiäîáðàæåííÿ fa : X → X, âèçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ fa(x) = ax, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. ßêùî a < 0, òî âiäîáðàæåííÿ
fa : X → X ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ âèùå ïåðåëi÷åíèõ ïðîñòîðiâ, êðiì
ñòðiëêè Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 3.1.21

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, i íåõàé x0 �
äîâiëüíà ôiêñîâàíà òî÷êà â X. Ïðèéìåìî Cl(∅) = ∅ i Cl(A) = A ∪ {x0} äëÿ
êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè A ⊆ X. Òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð çàìèêàííÿ
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (CO1)�(CO4). Ìíîæèíà {x0} � ¹äèíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â
X, çàìêíåíà ñòîñîâíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì çàìèêàííÿ. Iíøi
îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè, àëå íå ¹ çàìêíåíèìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.
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Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.23

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ ðiçíèõ ïîðiâíÿëüíèõ òîïîëîãié τ1 i τ2 íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R òàêèõ, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè (R, τ1) i (R, τ2)
ãîìåîìîðôíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî r. Òîïîëîãiþ τr íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë R âèçíà÷èìî òàê. Ñiì'ÿ {Br(x) | x, r ∈ R}, äå

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî x ⩽ r;
{Uε(x) = (x− ε, x+ ε) | ε > 0} , ÿêùî x > r,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (BP1), (BP2), (BP2) i (BP4), à îòæå
ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ τr íà R.
Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãiÿ τr1 � âëàñíà ïiäñiì'ÿ òîïîëîãi¨ τr2 äëÿ äîâiëüíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë r1 < r2. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ f : (R, τr1) → (R, τr2), îçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ f(x) = x− r1 + r2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Âïðàâà 3.3.8

Äîâåäiòü, ùî òîïîëîãi¨
τ(m) = {∅,R, {(mi,+∞) | i ∈ N}} ,
τ(n) = {∅,R, {(ni,+∞) | i ∈ N}} ,

íà R, äå m i n � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ç ïðèêëàäó 3.3.23.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Âïðàâà 3.3.9

Íåõàé f : X → R i g : X → R � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿa. Äîâåäiòü, ùî
òàêi ôóíêöi¨

|f |(x) = |f(x)|;
(f + g)(x) = f(x) + g(x);

(f − g)(x) = f(x)− g(x);

(f · g)(x) = f(x) · g(x);
min{f, g}(x) = min{f(x), g(x)};
max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)}

¹ íåïåðåðâíèìè. ßêùî êðiì òîãî ôóíêöiÿ f : X → R íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
íóëü â æîäíié òî÷öi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òî ôóíêöiÿ 1/f , äå
(1/f)(x) = 1/f(x), íåïåðåðâíà.

Äîâåäiòü, ùî àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : X → I òà g : X → I çà âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ îáìåæåíüb.

aÍàäàëi, ÿêùî íi÷îãî íå çàçíà÷åíî, òî ÷åðåç R áóäåìî ïîçíà÷àòè òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
(R, τu) (äèâ. ïðèêëàä 3.2.7).

bÍàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç I ìè ïîçíà÷à¹ìî çàìêíåíèé îäèíè÷íèé iíòåðâàë [0, 1] äiéñíèõ
÷èñåë iç çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ τu (äèâ. ïðèêëàä 3.2.8).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Âïðàâà 3.3.9

Íåõàé f : X → R i g : X → R � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿa. Äîâåäiòü, ùî
òàêi ôóíêöi¨

|f |(x) = |f(x)|;
(f + g)(x) = f(x) + g(x);

(f − g)(x) = f(x)− g(x);

(f · g)(x) = f(x) · g(x);
min{f, g}(x) = min{f(x), g(x)};
max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)}

¹ íåïåðåðâíèìè. ßêùî êðiì òîãî ôóíêöiÿ f : X → R íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
íóëü â æîäíié òî÷öi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òî ôóíêöiÿ 1/f , äå
(1/f)(x) = 1/f(x), íåïåðåðâíà.

Äîâåäiòü, ùî àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : X → I òà g : X → I çà âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ îáìåæåíüb.

aÍàäàëi, ÿêùî íi÷îãî íå çàçíà÷åíî, òî ÷åðåç R áóäåìî ïîçíà÷àòè òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
(R, τu) (äèâ. ïðèêëàä 3.2.7).

bÍàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç I ìè ïîçíà÷à¹ìî çàìêíåíèé îäèíè÷íèé iíòåðâàë [0, 1] äiéñíèõ
÷èñåë iç çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ τu (äèâ. ïðèêëàä 3.2.8).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Ïðèêëàä 3.3.24

Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, îçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 3.2.30: X �
äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà, x0 � ôiêñîâàíà òî÷êà ìíîæèíè X i τ �
ñiì'ÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X, ÿêi íå ìiñòÿòü òî÷êè
x0, à òàêîæ ç óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííå
äîïîâíåííÿ. Ìè äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
f : (X, τ) → R iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà X0 ⊂ X òàêà, ùî f(x) = f(x0) äëÿ
äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X \X0.

Ìíîæèíà
Xi = X \ f−1 ((f(x0)− 1/i, f(x0) + 1/i))

¹ çàìêíåíîþ â ïðîñòîði (X, τ) i íå ìiñòèòü òî÷êè x0, à îòæå Xi ¹
ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíà

X0 =
∞⋃
i=1

Xi

çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðiáíó íàì âëàñòèâiñòü.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Ïðèêëàä 3.3.24

Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, îçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 3.2.30: X �
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.
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Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
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Îçíà÷åííÿ 3.3.25

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ iíâàðiàíòîì êëàñó M àáî
âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê îáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ ç êëàñó M,
ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M, òîáòî ÿêùî
äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y , ïðîñòið Y
çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùå íàâåäåíó òåðìiíîëîãiþ, ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè
íàñëiäîê 3.3.10 òàê: âëàñòèâiñòü �ùiëüíiñòü ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòîì íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìó 3.3.19,
ñêàçàâøè, ùî �âàãà ⩽ m� i �õàðàêòåð ⩽ m� ¹ iíâàðiàíòàìè íåïåðåðâíèõ
âiäêðèòèõ âiäîáðàæåíü.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.26

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ îáåðíåíèì iíâàðiàíòîì

êëàñó M àáî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê ïðîîáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ

ç êëàñó M, ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M,
òîáòî ÿêùî äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y ,
ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâiñòü P.

Çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâiñòü P ¹ îáåðíåíèì iíâàðiàíòîì êëàñó M òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè âëàñòèâiñòü íå-P (òîáòî çàïåðå÷åííÿ âëàñòèâîñòi P) ¹
iíâàðiàíòîì êëàñó M. Îòîæ, ïîíÿòòÿ îáåðíåíîãî iíâàðiàíòà çâîäèòüñÿ äî
ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòà. Âîíî ââåäåíî äëÿ ñïðîùåííÿ áàãàòüîõ òâåðäæåíü.
Î÷åâèäíî, ÿêùî M1 ⊂ M2, òî êîæåí iíâàðiàíò (îáåðíåíèé iíâàðiàíò êëàñó)
M2 ¹ iíâàðiàíòîì (îáåðíåíèì iíâàðiàíòîì) êëàñó M1.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.26

Íåõàé M � êëàñ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, à P � äåÿêà âëàñòèâiñòü
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî P ¹ îáåðíåíèì iíâàðiàíòîì

êëàñó M àáî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ â áiê ïðîîáðàçó ïðè âiäîáðàæåííÿõ

ç êëàñó M, ÿêùî âëàñòèâiñòü P çáåðiãà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ç êëàñó M,
òîáòî ÿêùî äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ M, äå f : X → Y i f(X) = Y ,
ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, çà óìîâè, ùî ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹
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Iíâàðiàíòè ãîìåîìîðôiçìiâ ¹ îñîáëèâî âàæëèâèìè. Âîíè íàçèâàþòüñÿ
òîïîëîãi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè. Îñêiëüêè îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî
ãîìåîìîðôiçìó ¹ çíîâó ãîìåîìîðôiçìîì, òî ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòà é
îáåðíåíîãî iíâàðiàíòà â êëàñi ãîìåîìîðôiçìiâ çáiãàþòüñÿ. Îòîæ,
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìà¹ âëàñòèâiñòü P òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òàêó æ
âëàñòèâiñòü ìà¹ äîâiëüíèé éîìó ãîìåîìîðôíèé ïðîñòið. Îñêiëüêè
ãîìåîìîðôiçì f : X → Y âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü
ìiæ òî÷êàìè é âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè îáîõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, òî
êîæíà âëàñòèâiñòü, îçíà÷åíà â òåðìiíàõ âiäêðèòèõ ìíîæèí i â òåðìiíàõ
òåîði¨ ìíîæèí, ¹ òîïîëîãi÷íîþ âëàñòèâiñòþ.

Ïðåäìåò òîïîëîãi¨ � âèâ÷åííÿ òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Êîëè ìè
ðîçãëÿäà¹ìî îêðåìèé ïðîñòið X, ìè ðîáèìî ñïðîáó âèçíà÷èòè, ÿêèìè
òîïîëîãi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè öåé ïðîñòi âîëîäi¹. Ïðè ïîáóäîâi ÿêî¨-íåáóäü
çàãàëüíî¨ òåîði¨ çàçâè÷àé âè÷à¹òüñÿ äåÿêà êîíêðåòíà òîïîëîãi÷íà
âëàñòèâiñòü P òà ¨¨ âçà¹ìîçâ'ÿçêè ç iíøèìè òîïîëîãi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè.
Ìè ðîáèìî ñïðîáó âèçíà÷èòè, ÿêi îïåðàöi¨ íàä òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè
íå çìiíþþòü âëàñòèâiñòü P i ÿêi êëàñè âiäîáðàæåíü, ñòîñîâíî ÿêèõ
âëàñòèâiñòü P iíâàðiàíòíà. Îòîæ, ç òîïîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó äâà
ãîìåîìîðôíi ïðîñòîðè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îäèí îá'¹êò.

Ìè âæå âèçíà÷èëè äåêiëüêà òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Íàéáiëüø
âàæëèâèìè ñåðåä íèõ ¹ òàêi: �âàãà ⩽ m�, �õàðàêòåð ⩽ m� i �ùiëüíiñòü ⩽ m�.
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ìiæ òî÷êàìè é âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè îáîõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, òî
êîæíà âëàñòèâiñòü, îçíà÷åíà â òåðìiíàõ âiäêðèòèõ ìíîæèí i â òåðìiíàõ
òåîði¨ ìíîæèí, ¹ òîïîëîãi÷íîþ âëàñòèâiñòþ.

Ïðåäìåò òîïîëîãi¨ � âèâ÷åííÿ òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Êîëè ìè
ðîçãëÿäà¹ìî îêðåìèé ïðîñòið X, ìè ðîáèìî ñïðîáó âèçíà÷èòè, ÿêèìè
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âëàñòèâiñòü P òà ¨¨ âçà¹ìîçâ'ÿçêè ç iíøèìè òîïîëîãi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè.
Ìè ðîáèìî ñïðîáó âèçíà÷èòè, ÿêi îïåðàöi¨ íàä òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè
íå çìiíþþòü âëàñòèâiñòü P i ÿêi êëàñè âiäîáðàæåíü, ñòîñîâíî ÿêèõ
âëàñòèâiñòü P iíâàðiàíòíà. Îòîæ, ç òîïîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó äâà
ãîìåîìîðôíi ïðîñòîðè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îäèí îá'¹êò.

Ìè âæå âèçíà÷èëè äåêiëüêà òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Íàéáiëüø
âàæëèâèìè ñåðåä íèõ ¹ òàêi: �âàãà ⩽ m�, �õàðàêòåð ⩽ m� i �ùiëüíiñòü ⩽ m�.
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Äîâiëüíà âëàñòèâiñòü P âèçíà÷à¹ êëàñ óñiõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü öþ âëàñòèâiñòü. ßêùî P � òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü, òî
âèçíà÷åíèé íåþ êëàñ òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíèé, òîáòî ðàçîì ç äåÿêèì
ïðîñòîðîì X, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, âií ìiñòèòü âñi òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, ãîìåîìîðôíi ïðîñòîðó X. Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, ïåðåëi÷åíi â
êiíöi ïîïåðåäíüîãî àáçàöà, âèçíà÷àþòü (äëÿ m = ℵ0) âiäïîâiäíî êëàñ
ïðîñòîðiâ ç äóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi òà
ñåïàðàáåëüíèõ. Óñi öi êëàñè òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíi. Â ïîäàëüøîìó ìè
âèçíà÷èìî çíà÷íó êiëüêiñòü òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé, òîáòî òîïîëîãi÷íî
iíâàðiàíòíèõ êëàñiâ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Ââîäÿ÷è íîâèé êëàñ
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ìè çàçâè÷àé íå áóäåìî çóïèíÿòèñÿ íà éîãî
òîïîëîãi÷íié iíâàðiàíòíîñòi. Öå âèïëèâà¹, îäíàê, iç ñàìîãî îçíà÷åííÿ, ó
ÿêîìó áåðóòü ó÷àñòü ëèøå òåîðåòèêî-ìíîæèííi ïîíÿòòÿ òà ïîíÿòòÿ, ÿêi
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òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi íå ¹ òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíèìè. Ïîäiáíî ìè
áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå êëàñè òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíèõ âiäîáðàæåíü,
òîáòî òàêèõ âiäîáðàæåíü, êîìïîçèöiÿ ÿêèõ ç ãîìåîìîðôiçìàìè (ç îáîõ
áîêiâ) ¹ çíîâó â öüîìó êëàñi âiäîáðàæåíü.
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ïðîñòîðîì X, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü P, âií ìiñòèòü âñi òîïîëîãi÷íi
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ÿêîìó áåðóòü ó÷àñòü ëèøå òåîðåòèêî-ìíîæèííi ïîíÿòòÿ òà ïîíÿòòÿ, ÿêi
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òîáòî òàêèõ âiäîáðàæåíü, êîìïîçèöiÿ ÿêèõ ç ãîìåîìîðôiçìàìè (ç îáîõ
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ïðîñòîðè, ãîìåîìîðôíi ïðîñòîðó X. Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, ïåðåëi÷åíi â
êiíöi ïîïåðåäíüîãî àáçàöà, âèçíà÷àþòü (äëÿ m = ℵ0) âiäïîâiäíî êëàñ
ïðîñòîðiâ ç äóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi òà
ñåïàðàáåëüíèõ. Óñi öi êëàñè òîïîëîãi÷íî iíâàðiàíòíi. Â ïîäàëüøîìó ìè
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ïðîñòîðó Y . Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, îòðèìàíèé ÿê i â ïðèêëàäi 3.2.30, ç
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Íåõàé X i Y � äâi ìíîæèíè îäíàêîâî¨ ïîòóæíîñòi. Ðîçãëÿíåìî íà îáèäâîõ
ìíîæèíàõ äèñêðåòíó òîïîëîãiþ. Î÷åâèäíî, ùî êîæíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X íà Y ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî
äèñêðåòíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè X i Y ìàþòü ðiçíó ïîòóæíiñòü, òî âîíè íå
ìîæóòü áóòè ãîìåîìîðôíèìè. Òàêèì ÷èíîì, äèñêðåòíèé ïðîñòið íå
çàëåæèòü (ç òî÷íiñòþ äî ãîìåîìîðôiçìó) âiä ïðèðîäè òî÷îê ìíîæèíè X, à
çàëåæèòü ëèøå âiä ïîòóæíîñòi ìíîæèíè X. Äàëi äèñêðåòíèé ïðîñòið
ïîòóæíîñòi m áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç D(m).

Àíàëîãi÷íà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííèõ ìíîæèí X i Y ç
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ïðîñòîðó Y . Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, îòðèìàíèé ÿê i â ïðèêëàäi 3.2.30, ç
ìíîæèíè ïîòóæíîñòi m ⩾ ℵ0, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A(m).
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Íåõàé X i Y � äâi ìíîæèíè îäíàêîâî¨ ïîòóæíîñòi. Ðîçãëÿíåìî íà îáèäâîõ
ìíîæèíàõ äèñêðåòíó òîïîëîãiþ. Î÷åâèäíî, ùî êîæíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X íà Y ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî
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âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X íà Y ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî
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ìîæóòü áóòè ãîìåîìîðôíèìè. Òàêèì ÷èíîì, äèñêðåòíèé ïðîñòið íå
çàëåæèòü (ç òî÷íiñòþ äî ãîìåîìîðôiçìó) âiä ïðèðîäè òî÷îê ìíîæèíè X, à
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îòðèìàòè ãîìåîìîðôiçì, íåîáõiäíî âçÿòè òàêi âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi
âiäîáðàæåííÿ X íà Y , ÿêi ïåðåâîäÿòü òî÷êó x0 ó y0 � òî÷êó íàêîïè÷åííÿ
ïðîñòîðó Y . Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, îòðèìàíèé ÿê i â ïðèêëàäi 3.2.30, ç
ìíîæèíè ïîòóæíîñòi m ⩾ ℵ0, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A(m).
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Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i {fi}i∈N � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ç
ïðîñòîðó X ó R àáî I. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fi}i∈N
ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî äiéñíî âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨ f , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî |f(x)− fi(x)| < ε
äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i i ⩾ k, i öå ìè çàïèñóâàòèìåìî òàê f = lim

i∈N
fi.

Òåîðåìà 3.3.29

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {fi}i∈N íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X ó R àáî I ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f , òî f � íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ ç X ó R. ßêùî âñi fi � ôóíêöi¨ ç X â I, òî f : X → I �
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî
äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêèé îêië Ux0 òî÷êè x0 â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X, ùî |f(x0)− f(x)| < ε äëÿ âñiõ x ∈ Ux0 .
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Âèáåðåìî òàê öiëå ÷èñëî k, ùî

|f(x)− fi(x)| <
ε

3
äëÿ âñiõ x ∈ X i i ⩾ k. (2)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ fk íåïåðåðâíà äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N, òî iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië Ux0 òî÷êè x0 â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ùî

|fk(x0)− fk(x)| <
ε

3
äëÿ âñiõ x ∈ Ux0 . (3)

Îêië Ux0 òî÷êè x0 ìà¹ íåîáõiäíi íàì âëàñòèâîñòi. Ñïðàâäi, ç óìîâ (2) i (3)
âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Ux0 ìà¹ìî
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Îïèøåìî òåïåð ìåòîä ââåäåííÿ òîïîëîãié çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü.

Òâåðäæåííÿ 3.3.30

Íåõàé äàíî ìíîæèíó X, ñiì'þ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ {Yi}i∈J i ñiì'þ

âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi : X → Yi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ J. Òîäi â êëàñi âñiõ
òîïîëîãié íà ìíîæèíi X, ñòîñîâíî ÿêèõ óñi âiäîáðàæåííÿ fi : X → Yi íåïåðåðâíi,
iñíó¹ íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ τ{fi}. Òîïîëîãiÿ τ{fi} ïîðîäæåíà áàçîþ, ÿêà
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Òîïîëîãiÿ τ{fi} íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Îïèøåìî òåïåð ìåòîä ââåäåííÿ òîïîëîãié çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü.

Òâåðäæåííÿ 3.3.30

Íåõàé äàíî ìíîæèíó X, ñiì'þ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ {Yi}i∈J i ñiì'þ

âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi : X → Yi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ J. Òîäi â êëàñi âñiõ
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íåïåðåðâíèìè ñòîñîâíî òîïîëîãi¨ τ íà ìíîæèíi X, òî B{fi} ⊆ τ . Çâiäñè âèïëèâà¹
âêëþ÷åííÿ τ ⊆ τ{fi}, à öå îçíà÷à¹, ùî òîïîëîãiÿ τ{fi} ñëàáøà çà òîïîëîãiþ τ . ■
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âêëþ÷åííÿ τ ⊆ τ{fi}, à öå îçíà÷à¹, ùî òîïîëîãiÿ τ{fi} ñëàáøà çà òîïîëîãiþ τ . ■
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áàçîþ B{fi}.

Ç iíøîãî áîêó, ç òåîðåìè 3.3.4 âèïëèâà¹, ÿêùî âñi âiäîáðàæåííÿ fi : X → Yi ¹
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âêëþ÷åííÿ τ ⊆ τ{fi}, à öå îçíà÷à¹, ùî òîïîëîãiÿ τ{fi} ñëàáøà çà òîïîëîãiþ τ . ■

Òîïîëîãiÿ τ{fi} íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Îïèøåìî òåïåð ìåòîä ââåäåííÿ òîïîëîãié çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü.

Òâåðäæåííÿ 3.3.30

Íåõàé äàíî ìíîæèíó X, ñiì'þ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ {Yi}i∈J i ñiì'þ

âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi : X → Yi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ J. Òîäi â êëàñi âñiõ
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âêëþ÷åííÿ τ ⊆ τ{fi}, à öå îçíà÷à¹, ùî òîïîëîãiÿ τ{fi} ñëàáøà çà òîïîëîãiþ τ . ■
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òîïîëîãié íà ìíîæèíi X, ñòîñîâíî ÿêèõ óñi âiäîáðàæåííÿ fi : X → Yi íåïåðåðâíi,
iñíó¹ íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ τ{fi}. Òîïîëîãiÿ τ{fi} ïîðîäæåíà áàçîþ, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîæèí âèãëÿäó

k⋂
j=1

f−1
ij

(Vj),

äå i1, i2, . . . , ik ∈ J i Vj � äîâiëüíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
Yij , j = 1, 2, . . . , k.

Äîâåäåííÿ. Ñiì'ÿ B{fi}, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X âèãëÿäó

k⋂
j=1

f−1
ij

(Vj), çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (B1) i (B2), i çà òåîðåìîþ 3.3.4 âñi

âiäîáðàæåííÿ fi : X → Yi ¹ íåïåðåðâíèìè ñòîñîâíî òîïîëîãi¨ τ{fi} ïîðîäæåíî¨
áàçîþ B{fi}.

Ç iíøîãî áîêó, ç òåîðåìè 3.3.4 âèïëèâà¹, ÿêùî âñi âiäîáðàæåííÿ fi : X → Yi ¹
íåïåðåðâíèìè ñòîñîâíî òîïîëîãi¨ τ íà ìíîæèíi X, òî B{fi} ⊆ τ . Çâiäñè âèïëèâà¹
âêëþ÷åííÿ τ ⊆ τ{fi}, à öå îçíà÷à¹, ùî òîïîëîãiÿ τ{fi} ñëàáøà çà òîïîëîãiþ τ . ■

Òîïîëîãiÿ τ{fi} íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîæèí âèãëÿäó f−1

i (Vi), äå Vi � âiäêðèòà ìíîæèíà â òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði Yi. Çà òåîðåìîþ 3.3.4 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ
ïåðåäáàçè P ïðè âiäîáðàæåííi f ¹ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â
òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íàñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

f−1f−1
i (Vi) = (fif)

−1(Vi),

ùî i çàâåðøó¹ íàøå äîâåäåííÿ. ■

Îçíà÷åííÿ 3.3.32

Íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ
óùiëüíåííÿì.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 3.3.31

Âiäîáðàæåííÿ f òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ,
òîïîëîãiÿ ÿêîãî ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âiäîáðàæåíü {fi}i∈J, äå fi �
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Y â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Yi, íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîçèöiÿ fif íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íåïåðåðâíå, òî êîìïîçèöiÿ
fif íåïåðåðâíà ÿê êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íåõàé êîìïîçèöiÿ fif : X → Yi íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî i ∈ J. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ïåðåäáàçó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
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Ïðèêëàä 3.3.33

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ íåãîìåîìîðôíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
ïåðåäáàçàìè

B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}
i

B2 = {{{x} | x<0} , {[0, 1]} , {{x} | 1<x<2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,
âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨ B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (B1) i (B2), à
îòæå ¹ áàçàìè òîïîëîãié íà R.
Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idR(R, τ1) → (R, τ2), x 7→ x, ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè τ1 ⊂ τ2, à îòæå, âîíî ¹ óùiëüíåííÿì. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

g : (R, τ2) → (R, τ1), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ g(x) =
1

3
· x ¹ óùiëüíåííÿì. Ñïðàâäi,

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ (R, τ1) òàêî¨, ùî x < 0 àáî x > 1 ìà¹ìî
g−1({x}) = {3x} ∈ τ2 i g−1([0, 1]) = [0, 3] ∈ τ2, òà âðàõóâàâøè ëiíiéíiñòü
âiäîáðàæåííÿ g, îòðèìó¹ìî, ùî g ¹ óùiëüíåííÿì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîñòîðè X = (R, τ1) i Y = (R, τ2) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè.
Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ 3.3.21 ãîìåîìîðôiçì âiäîáðàæà¹ içîëüîâàíi òî÷êè ó

içîëüîâàíi òî÷êè, à íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi ìíîæèíè ó íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi

ìíîæèíè. Îäíàê òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìiñòèòü îäíó âiäêðèòó íåîäíîòî÷êîâó

ìíîæèíó [0, 1], ÿêà íå ìiñòèòü âëàñíèõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí, à

òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ìiñòèòü òàêi äâi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè [0, 1] i [2, 3].
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Ïðèêëàä 3.3.33

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ íåãîìåîìîðôíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
ïåðåäáàçàìè

B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}
i

B2 = {{{x} | x<0} , {[0, 1]} , {{x} | 1<x<2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,
âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨ B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (B1) i (B2), à
îòæå ¹ áàçàìè òîïîëîãié íà R.
Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idR(R, τ1) → (R, τ2), x 7→ x, ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè τ1 ⊂ τ2, à îòæå, âîíî ¹ óùiëüíåííÿì. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

g : (R, τ2) → (R, τ1), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ g(x) =
1

3
· x ¹ óùiëüíåííÿì. Ñïðàâäi,

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ (R, τ1) òàêî¨, ùî x < 0 àáî x > 1 ìà¹ìî
g−1({x}) = {3x} ∈ τ2 i g−1([0, 1]) = [0, 3] ∈ τ2, òà âðàõóâàâøè ëiíiéíiñòü
âiäîáðàæåííÿ g, îòðèìó¹ìî, ùî g ¹ óùiëüíåííÿì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîñòîðè X = (R, τ1) i Y = (R, τ2) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè.
Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ 3.3.21 ãîìåîìîðôiçì âiäîáðàæà¹ içîëüîâàíi òî÷êè ó

içîëüîâàíi òî÷êè, à íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi ìíîæèíè ó íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi

ìíîæèíè. Îäíàê òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìiñòèòü îäíó âiäêðèòó íåîäíîòî÷êîâó

ìíîæèíó [0, 1], ÿêà íå ìiñòèòü âëàñíèõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí, à

òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ìiñòèòü òàêi äâi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè [0, 1] i [2, 3].
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òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
ïåðåäáàçàìè

B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}
i

B2 = {{{x} | x<0} , {[0, 1]} , {{x} | 1<x<2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,
âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨ B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (B1) i (B2), à
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Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idR(R, τ1) → (R, τ2), x 7→ x, ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè τ1 ⊂ τ2, à îòæå, âîíî ¹ óùiëüíåííÿì. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

g : (R, τ2) → (R, τ1), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ g(x) =
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· x ¹ óùiëüíåííÿì. Ñïðàâäi,

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ (R, τ1) òàêî¨, ùî x < 0 àáî x > 1 ìà¹ìî
g−1({x}) = {3x} ∈ τ2 i g−1([0, 1]) = [0, 3] ∈ τ2, òà âðàõóâàâøè ëiíiéíiñòü
âiäîáðàæåííÿ g, îòðèìó¹ìî, ùî g ¹ óùiëüíåííÿì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîñòîðè X = (R, τ1) i Y = (R, τ2) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè.
Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ 3.3.21 ãîìåîìîðôiçì âiäîáðàæà¹ içîëüîâàíi òî÷êè ó

içîëüîâàíi òî÷êè, à íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi ìíîæèíè ó íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi
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Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ íåãîìåîìîðôíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
ïåðåäáàçàìè

B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}
i

B2 = {{{x} | x<0} , {[0, 1]} , {{x} | 1<x<2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,
âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨ B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (B1) i (B2), à
îòæå ¹ áàçàìè òîïîëîãié íà R.
Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idR(R, τ1) → (R, τ2), x 7→ x, ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè τ1 ⊂ τ2, à îòæå, âîíî ¹ óùiëüíåííÿì. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

g : (R, τ2) → (R, τ1), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ g(x) =
1

3
· x ¹ óùiëüíåííÿì. Ñïðàâäi,

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ (R, τ1) òàêî¨, ùî x < 0 àáî x > 1 ìà¹ìî
g−1({x}) = {3x} ∈ τ2 i g−1([0, 1]) = [0, 3] ∈ τ2, òà âðàõóâàâøè ëiíiéíiñòü
âiäîáðàæåííÿ g, îòðèìó¹ìî, ùî g ¹ óùiëüíåííÿì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîñòîðè X = (R, τ1) i Y = (R, τ2) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè.
Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ 3.3.21 ãîìåîìîðôiçì âiäîáðàæà¹ içîëüîâàíi òî÷êè ó

içîëüîâàíi òî÷êè, à íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi ìíîæèíè ó íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi

ìíîæèíè. Îäíàê òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìiñòèòü îäíó âiäêðèòó íåîäíîòî÷êîâó

ìíîæèíó [0, 1], ÿêà íå ìiñòèòü âëàñíèõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí, à

òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ìiñòèòü òàêi äâi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè [0, 1] i [2, 3].

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 13: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

Ïðèêëàä 3.3.33

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ íåãîìåîìîðôíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
ïåðåäáàçàìè

B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}
i

B2 = {{{x} | x<0} , {[0, 1]} , {{x} | 1<x<2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,
âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨ B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (B1) i (B2), à
îòæå ¹ áàçàìè òîïîëîãié íà R.
Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idR(R, τ1) → (R, τ2), x 7→ x, ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè τ1 ⊂ τ2, à îòæå, âîíî ¹ óùiëüíåííÿì. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

g : (R, τ2) → (R, τ1), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ g(x) =
1

3
· x ¹ óùiëüíåííÿì. Ñïðàâäi,

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ (R, τ1) òàêî¨, ùî x < 0 àáî x > 1 ìà¹ìî
g−1({x}) = {3x} ∈ τ2 i g−1([0, 1]) = [0, 3] ∈ τ2, òà âðàõóâàâøè ëiíiéíiñòü
âiäîáðàæåííÿ g, îòðèìó¹ìî, ùî g ¹ óùiëüíåííÿì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîñòîðè X = (R, τ1) i Y = (R, τ2) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè.
Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ 3.3.21 ãîìåîìîðôiçì âiäîáðàæà¹ içîëüîâàíi òî÷êè ó

içîëüîâàíi òî÷êè, à íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi ìíîæèíè ó íåîäíîòî÷êîâi âiäêðèòi
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òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y ìiñòèòü òàêi äâi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè [0, 1] i [2, 3].
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Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ íåãîìåîìîðôíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
ïåðåäáàçàìè

B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}
i

B2 = {{{x} | x<0} , {[0, 1]} , {{x} | 1<x<2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,
âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨ B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (B1) i (B2), à
îòæå ¹ áàçàìè òîïîëîãié íà R.
Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idR(R, τ1) → (R, τ2), x 7→ x, ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè τ1 ⊂ τ2, à îòæå, âîíî ¹ óùiëüíåííÿì. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

g : (R, τ2) → (R, τ1), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ g(x) =
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· x ¹ óùiëüíåííÿì. Ñïðàâäi,

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ (R, τ1) òàêî¨, ùî x < 0 àáî x > 1 ìà¹ìî
g−1({x}) = {3x} ∈ τ2 i g−1([0, 1]) = [0, 3] ∈ τ2, òà âðàõóâàâøè ëiíiéíiñòü
âiäîáðàæåííÿ g, îòðèìó¹ìî, ùî g ¹ óùiëüíåííÿì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîñòîðè X = (R, τ1) i Y = (R, τ2) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè.
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Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ íåãîìåîìîðôíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
ïåðåäáàçàìè

B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}
i

B2 = {{{x} | x<0} , {[0, 1]} , {{x} | 1<x<2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,
âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî ñiì'¨ B1 i B2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (B1) i (B2), à
îòæå ¹ áàçàìè òîïîëîãié íà R.
Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idR(R, τ1) → (R, τ2), x 7→ x, ¹, î÷åâèäíî, íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè τ1 ⊂ τ2, à îòæå, âîíî ¹ óùiëüíåííÿì. Òàêîæ âiäîáðàæåííÿ

g : (R, τ2) → (R, τ1), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ g(x) =
1
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· x ¹ óùiëüíåííÿì. Ñïðàâäi,

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ (R, τ1) òàêî¨, ùî x < 0 àáî x > 1 ìà¹ìî
g−1({x}) = {3x} ∈ τ2 i g−1([0, 1]) = [0, 3] ∈ τ2, òà âðàõóâàâøè ëiíiéíiñòü
âiäîáðàæåííÿ g, îòðèìó¹ìî, ùî g ¹ óùiëüíåííÿì.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïðîñòîðè X = (R, τ1) i Y = (R, τ2) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè.
Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ 3.3.21 ãîìåîìîðôiçì âiäîáðàæà¹ içîëüîâàíi òî÷êè ó
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Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ íåãîìåîìîðôíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
òàêèõ, ùî iñíóþòü óùiëüíåííÿ f : X → Y i g : Y → X.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé τ1 i τ2 � òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R, ïîðîäæåíi
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B1 = {{{x} | x < 0} , {[0, 1]} , {{x} | x > 1}}
i

B2 = {{{x} | x<0} , {[0, 1]} , {{x} | 1<x<2} , {[2, 3]} , {{x} | x > 3}} ,
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