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Îçíà÷åííÿ 2.4.1

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} â X,

ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè x0, ïîñëiäîâíiñòü {f(xn)} çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè

f(x0) â X ′.

Ïðîñòèìè ñëîâàìè íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

f : (X, d) → (X ′, d′) â òî÷öi x0 ∈ X îçíà÷à¹, ùî êîëè ïðè ïîñëiäîâíîìó

íàáëèæåííi x äî òî÷êè x0 çíà÷åííÿ f(x) òàêîæ çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè f(x0) â
X ′. Âiäîáðàæåííÿ ÿêå íå ¹ íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0 ∈ X íàçèâà¹òüñÿ

ðîçðèâíèì â öié òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ 2.4.2

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi x ∈ X.

Ïðèêëàä 2.4.3

Î÷åâèäíî, ùî êîæíå òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ç ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó â ñåáå

¹ íåïåðåðâíèì, à òàêîæ êîæíå ñòàëå âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹

íåïåðåðâíèì.
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íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0
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X âèêîíó¹òüñÿ óìîâà d′(f(x), f(x0)) < ε â X ′.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ êóëi, îçíà÷åííÿ 2.4.4 ìîæíà

ïåðåôîðìóëþâàòè òàê:
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Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
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f(Bδ(x0)) ⊆ Bε(f(x0)).

Îçíà÷åííÿ 2.4.4 i 2.4.5 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿìè íåïåðåðâíîñòi çà Êîøi,

àáî îçíà÷åííÿìè ìîâîþ ε− δ, à îçíà÷åííÿ 2.4.1 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿì

íåïåðåðâíîñòi çà Ãåéíå, àáî îçíà÷åííÿì ìîâîþ ïîñëiäîâíîñòåé.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ êóëi, îçíà÷åííÿ 2.4.4 ìîæíà
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àáî îçíà÷åííÿìè ìîâîþ ε− δ, à îçíà÷åííÿ 2.4.1 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿì

íåïåðåðâíîñòi çà Ãåéíå, àáî îçíà÷åííÿì ìîâîþ ïîñëiäîâíîñòåé.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

Iñíó¹ iíøå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ â

òî÷öi, ÿêå íå ïîâ'ÿçàíå ç ïîíÿòòÿì ïîñëiäîâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.4.4

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0
iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ d(x, x0) < δ â

X âèêîíó¹òüñÿ óìîâà d′(f(x), f(x0)) < ε â X ′.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ êóëi, îçíà÷åííÿ 2.4.4 ìîæíà

ïåðåôîðìóëþâàòè òàê:

Îçíà÷åííÿ 2.4.5

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ êóëi Bε(f(x0)) â X ′ ç

öåíòðîì â òî÷öi f(x0) iñíó¹ êóëÿ Bδ(x0) â X ç öåíòðîì â òî÷öi x0 òàêà, ùî

f(Bδ(x0)) ⊆ Bε(f(x0)).

Îçíà÷åííÿ 2.4.4 i 2.4.5 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿìè íåïåðåðâíîñòi çà Êîøi,

àáî îçíà÷åííÿìè ìîâîþ ε− δ, à îçíà÷åííÿ 2.4.1 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿì

íåïåðåðâíîñòi çà Ãåéíå, àáî îçíà÷åííÿì ìîâîþ ïîñëiäîâíîñòåé.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

Iñíó¹ iíøå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ â

òî÷öi, ÿêå íå ïîâ'ÿçàíå ç ïîíÿòòÿì ïîñëiäîâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.4.4

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0
iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ d(x, x0) < δ â

X âèêîíó¹òüñÿ óìîâà d′(f(x), f(x0)) < ε â X ′.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ êóëi, îçíà÷åííÿ 2.4.4 ìîæíà

ïåðåôîðìóëþâàòè òàê:

Îçíà÷åííÿ 2.4.5

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ êóëi Bε(f(x0)) â X ′ ç

öåíòðîì â òî÷öi f(x0) iñíó¹ êóëÿ Bδ(x0) â X ç öåíòðîì â òî÷öi x0 òàêà, ùî

f(Bδ(x0)) ⊆ Bε(f(x0)).

Îçíà÷åííÿ 2.4.4 i 2.4.5 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿìè íåïåðåðâíîñòi çà Êîøi,

àáî îçíà÷åííÿìè ìîâîþ ε− δ, à îçíà÷åííÿ 2.4.1 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿì

íåïåðåðâíîñòi çà Ãåéíå, àáî îçíà÷åííÿì ìîâîþ ïîñëiäîâíîñòåé.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

Iñíó¹ iíøå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ â

òî÷öi, ÿêå íå ïîâ'ÿçàíå ç ïîíÿòòÿì ïîñëiäîâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.4.4

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0
iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî äëÿ âñiõ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ d(x, x0) < δ â

X âèêîíó¹òüñÿ óìîâà d′(f(x), f(x0)) < ε â X ′.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ âiäêðèòî¨ êóëi, îçíà÷åííÿ 2.4.4 ìîæíà

ïåðåôîðìóëþâàòè òàê:

Îçíà÷åííÿ 2.4.5

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ êóëi Bε(f(x0)) â X ′ ç

öåíòðîì â òî÷öi f(x0) iñíó¹ êóëÿ Bδ(x0) â X ç öåíòðîì â òî÷öi x0 òàêà, ùî

f(Bδ(x0)) ⊆ Bε(f(x0)).

Îçíà÷åííÿ 2.4.4 i 2.4.5 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿìè íåïåðåðâíîñòi çà Êîøi,

àáî îçíà÷åííÿìè ìîâîþ ε− δ, à îçíà÷åííÿ 2.4.1 íàçèâàþòüñÿ îçíà÷åííÿì

íåïåðåðâíîñòi çà Ãåéíå, àáî îçíà÷åííÿì ìîâîþ ïîñëiäîâíîñòåé.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 2.4.6

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íåïåðåðâíå â
äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî íåïåðåðâíå â

òî÷öi x0 ∈ X çà Êîøi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X′, d′)
íåïåðåðâíå â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå. Ïðèïóñòèìî, ùî f íå ¹ íåïåðåðâíèì
çà Êîøi â òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 ó êîæíié êóëi
Bδ(x0), δ > 0, ìiñòèòüñÿ òàêà òî÷êà x, ùî f(x) /∈ Bε(f(x0)). Äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç xn ïîçíà÷èìî ñàìå òàêó òî÷êó ç êóëi B1/n(x0),

îáðàç ÿêî¨ íå ìiñòèòüñÿ â Bε(f(x0)). Òîäi lim
n→+∞

xn = x0, àëå ãàðàíòîâàíî

ìà¹ìî, ùî lim
n→+∞

f(xn) ̸= f(x0), ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ

f : (X, d) → (X′, d′) â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå.

Òåïåð, íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X′, d′) íåïåðåðâíå

â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Êîøi, i lim
n→+∞

xn = x0 äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}

â (X, d). Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî

äëÿ âñiõ x ∈ X, ç d(x, x0) < δ â X âèïëèâà¹, ùî d′(f(x), f(x0)) < ε â ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði X′. Çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi äëÿ öüîãî ÷èñëà δ > 0 iñíó¹

òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n0, ùî d(xn, x0) < δ äëÿ âñiõ n ⩾ n0. Îòæå,

d′(f(xn), f(x0)) < ε äëÿ âñiõ n ⩾ n0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî lim
n→+∞

f(xn) = f(x0).

Îòæå, f : (X, d) → (X′, d′) íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå ■
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çà Êîøi â òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 ó êîæíié êóëi
Bδ(x0), δ > 0, ìiñòèòüñÿ òàêà òî÷êà x, ùî f(x) /∈ Bε(f(x0)). Äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç xn ïîçíà÷èìî ñàìå òàêó òî÷êó ç êóëi B1/n(x0),

îáðàç ÿêî¨ íå ìiñòèòüñÿ â Bε(f(x0)). Òîäi lim
n→+∞

xn = x0, àëå ãàðàíòîâàíî

ìà¹ìî, ùî lim
n→+∞

f(xn) ̸= f(x0), ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ

f : (X, d) → (X′, d′) â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå.

Òåïåð, íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X′, d′) íåïåðåðâíå

â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Êîøi, i lim
n→+∞

xn = x0 äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}

â (X, d). Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî

äëÿ âñiõ x ∈ X, ç d(x, x0) < δ â X âèïëèâà¹, ùî d′(f(x), f(x0)) < ε â ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði X′. Çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi äëÿ öüîãî ÷èñëà δ > 0 iñíó¹

òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n0, ùî d(xn, x0) < δ äëÿ âñiõ n ⩾ n0. Îòæå,

d′(f(xn), f(x0)) < ε äëÿ âñiõ n ⩾ n0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî lim
n→+∞

f(xn) = f(x0).

Îòæå, f : (X, d) → (X′, d′) íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå ■
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Òâåðäæåííÿ 2.4.6

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íåïåðåðâíå â
äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî íåïåðåðâíå â
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X′, d′)
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îáðàç ÿêî¨ íå ìiñòèòüñÿ â Bε(f(x0)). Òîäi lim
n→+∞

xn = x0, àëå ãàðàíòîâàíî

ìà¹ìî, ùî lim
n→+∞

f(xn) ̸= f(x0), ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ

f : (X, d) → (X′, d′) â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå.

Òåïåð, íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X′, d′) íåïåðåðâíå

â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Êîøi, i lim
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xn = x0 äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}

â (X, d). Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî

äëÿ âñiõ x ∈ X, ç d(x, x0) < δ â X âèïëèâà¹, ùî d′(f(x), f(x0)) < ε â ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði X′. Çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi äëÿ öüîãî ÷èñëà δ > 0 iñíó¹

òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n0, ùî d(xn, x0) < δ äëÿ âñiõ n ⩾ n0. Îòæå,

d′(f(xn), f(x0)) < ε äëÿ âñiõ n ⩾ n0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî lim
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Òâåðäæåííÿ 2.4.6

Âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) íåïåðåðâíå â
äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî íåïåðåðâíå â

òî÷öi x0 ∈ X çà Êîøi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X′, d′)
íåïåðåðâíå â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå. Ïðèïóñòèìî, ùî f íå ¹ íåïåðåðâíèì
çà Êîøi â òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 ó êîæíié êóëi
Bδ(x0), δ > 0, ìiñòèòüñÿ òàêà òî÷êà x, ùî f(x) /∈ Bε(f(x0)). Äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷åðåç xn ïîçíà÷èìî ñàìå òàêó òî÷êó ç êóëi B1/n(x0),

îáðàç ÿêî¨ íå ìiñòèòüñÿ â Bε(f(x0)). Òîäi lim
n→+∞

xn = x0, àëå ãàðàíòîâàíî

ìà¹ìî, ùî lim
n→+∞

f(xn) ̸= f(x0), ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ

f : (X, d) → (X′, d′) â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå.

Òåïåð, íåõàé âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X′, d′) íåïåðåðâíå

â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X çà Êîøi, i lim
n→+∞

xn = x0 äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}

â (X, d). Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî δ > 0, ùî

äëÿ âñiõ x ∈ X, ç d(x, x0) < δ â X âèïëèâà¹, ùî d′(f(x), f(x0)) < ε â ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði X′. Çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi äëÿ öüîãî ÷èñëà δ > 0 iñíó¹

òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n0, ùî d(xn, x0) < δ äëÿ âñiõ n ⩾ n0. Îòæå,

d′(f(xn), f(x0)) < ε äëÿ âñiõ n ⩾ n0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî lim
n→+∞

f(xn) = f(x0).

Îòæå, f : (X, d) → (X′, d′) íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x0 ∈ X çà Ãåéíå ■

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ



Ëåêöiÿ 10: Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ

Òåîðåìà 2.4.7

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) òàêi óìîâè ¹

åêâiâàëåíòíèìè:

(i) f � íåïåðåðâíå;

(ii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X;

(iii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(K) çàìêíåíî¨ ìíîæèíè K â X ′ ¹ çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii) Ïðèïóñòèìî, ùî f : (X, d) → (X ′, d′) � íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ òà U âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

X ′. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ òàêà âiäêðèòà

êóëÿ Bε(f(x)) ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′, ùî Bε(f(x)) ⊆ U . Ç

íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x)
ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)) ⊆ U.

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî x � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè f−1(U), à îòæå

ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.
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Òåîðåìà 2.4.7
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Òåîðåìà 2.4.7
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ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.
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(iii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(K) çàìêíåíî¨ ìíîæèíè K â X ′ ¹ çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii) Ïðèïóñòèìî, ùî f : (X, d) → (X ′, d′) � íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ òà U âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

X ′. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ òàêà âiäêðèòà

êóëÿ Bε(f(x)) ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′, ùî Bε(f(x)) ⊆ U . Ç

íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x)
ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)) ⊆ U.

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî x � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè f−1(U), à îòæå

ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.
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Òåîðåìà 2.4.7

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) òàêi óìîâè ¹

åêâiâàëåíòíèìè:

(i) f � íåïåðåðâíå;

(ii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X;

(iii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(K) çàìêíåíî¨ ìíîæèíè K â X ′ ¹ çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii) Ïðèïóñòèìî, ùî f : (X, d) → (X ′, d′) � íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ òà U âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

X ′. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ òàêà âiäêðèòà

êóëÿ Bε(f(x)) ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′, ùî Bε(f(x)) ⊆ U . Ç

íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x)
ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)) ⊆ U.

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî x � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè f−1(U), à îòæå

ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.
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Òåîðåìà 2.4.7
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X ′. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ òàêà âiäêðèòà

êóëÿ Bε(f(x)) ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′, ùî Bε(f(x)) ⊆ U . Ç

íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x)
ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)) ⊆ U.

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî x � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè f−1(U), à îòæå
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Òåîðåìà 2.4.7

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ f : (X, d) → (X ′, d′) òàêi óìîâè ¹

åêâiâàëåíòíèìè:

(i) f � íåïåðåðâíå;

(ii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X;

(iii) ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(K) çàìêíåíî¨ ìíîæèíè K â X ′ ¹ çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.
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âiäîáðàæåííÿ òà U âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

X ′. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òàêî¨, ùî f(x) ∈ U iñíó¹ òàêà âiäêðèòà

êóëÿ Bε(f(x)) ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′, ùî Bε(f(x)) ⊆ U . Ç

íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x)
ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)) ⊆ U.

Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî x � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè f−1(U), à îòæå

ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â X ′ ¹ âiäêðèòîþ

ìíîæèíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X.
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(ii) ⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ′ ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ

â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X. Íåõàé Bε(f(x)) � äîâiëüíà

âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′. Òîäi ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹,

ùî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Bε(f(x))) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â X. Îòæå,

äëÿ òî÷êè x iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x) ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))). Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)), à
îòæå f : (X, d) → (X ′, d′) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x ∈ X.

Åêâiâàëåíòíiñòü (ii) ⇔ (iii) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.2.8. ■

Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨
äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).
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(ii) ⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ′ ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ

â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X. Íåõàé Bε(f(x)) � äîâiëüíà

âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′. Òîäi ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹,

ùî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Bε(f(x))) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â X. Îòæå,

äëÿ òî÷êè x iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x) ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))). Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)), à
îòæå f : (X, d) → (X ′, d′) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x ∈ X.

Åêâiâàëåíòíiñòü (ii) ⇔ (iii) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.2.8. ■

Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨
äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).
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(ii) ⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â
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â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X. Íåõàé Bε(f(x)) � äîâiëüíà

âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′. Òîäi ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹,

ùî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Bε(f(x))) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â X. Îòæå,

äëÿ òî÷êè x iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x) ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))). Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)), à
îòæå f : (X, d) → (X ′, d′) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x ∈ X.

Åêâiâàëåíòíiñòü (ii) ⇔ (iii) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.2.8. ■

Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨
äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).
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(ii) ⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ′ ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ

â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X. Íåõàé Bε(f(x)) � äîâiëüíà

âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′. Òîäi ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹,

ùî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Bε(f(x))) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â X. Îòæå,

äëÿ òî÷êè x iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x) ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))). Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)), à
îòæå f : (X, d) → (X ′, d′) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x ∈ X.

Åêâiâàëåíòíiñòü (ii) ⇔ (iii) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.2.8. ■

Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨
äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).
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(ii) ⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ′ ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ

â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X. Íåõàé Bε(f(x)) � äîâiëüíà

âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′. Òîäi ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹,

ùî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Bε(f(x))) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â X. Îòæå,

äëÿ òî÷êè x iñíó¹ òàêà âiäêðèòà êóëÿ Bδ(x) ç öåíòðîì â òî÷öi x â X, ùî

Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))). Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)), à
îòæå f : (X, d) → (X ′, d′) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x ∈ X.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨
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(ii) ⇒ (i) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X ′ ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(U) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ

â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X. Íåõàé Bε(f(x)) � äîâiëüíà

âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â òî÷öi f(x) â X ′. Òîäi ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹,

ùî ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(Bε(f(x))) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â X. Îòæå,
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Òåîðåìà 2.4.9

Íåõàé f : (X, d) → (X ′, d′) i g : (X ′, d′) → (X ′′, d′′) � âiäîáðàæåííÿ
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òî÷öi y0 = f(x0) ∈ X ′, òî êîìïîçèöiÿ g ◦ f : (X, d) → (X ′′, d′′) �
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷öi x0 ∈ X;

(ii) ÿêùî f i g � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, òî êîìïîçèöiÿ g ◦ f �

íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.
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òâåðäæåííÿ (i) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.4.7.

Âïðàâà 2.4.1

×è ñïðàâäæóþòüñÿ òâåðäæåííÿ îáåðíåíi äî òâåðäæåíü òåîðåìè 2.4.8.
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Âïðàâà 2.4.1

×è ñïðàâäæóþòüñÿ òâåðäæåííÿ îáåðíåíi äî òâåðäæåíü òåîðåìè 2.4.8.

Âïðàâà 2.4.2

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó â

äîâiëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ íåïåðåðâíèì.

Âïðàâà 2.4.3

Äîâåäiòü, ÿêùî (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið òàêèé, ùî äîâiëüíå

âiäîáðàæåííÿ f : (X, d) → (X ′, d′) â äîâiëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X ′, d′)
¹ íåïåðåðâíèì, òî (X, d) � äèñêðåòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið.
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Äÿêóþ çà óâàãó!!!

Äÿêóþ çà óâàãó!!!
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