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Îçíà÷åííÿ 2.2.1

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, r � äîâiëüíå äiéñíå äîäàòíå ÷èñëî òà
x � äîâiëüíà òî÷êà â (X, d). Ìíîæèíà

Br(x) = {y ∈ X | d(x, y) < r}
íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ êóëåþ ðàäióñà r â òî÷öi x, à ìíîæèíà

Br(x) = {y ∈ X | d(x, y) ⩽ r}
íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ êóëåþ ðàäióñà r â òî÷öi x.

Î÷åâèäíî, ùî â R3 ç åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ (äèâ. ïðèêëàä 2.1.2) çàìêíåíà
Br(x) òà âiäêðèòà Br(x) êóëi � öå çâè÷àéíà êóëÿ ðàäióñà r â òî÷öi x i
çâè÷àéíà êóëÿ ðàäióñà r â òî÷öi x áåç îáìåæóþ÷î¨ ¨ ¨ ñôåðè. Ó âèïàäêó
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (äèâ. ïðèêëàä 2.1.5) ìà¹ìî

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî r ⩽ 1;
X, ÿêùî r > 1

i

Br(x) =

{
{x}, ÿêùî r < 1;
X, ÿêùî r ⩾ 1.

Âïðàâà 2.2.1
Îïèøiòü âiäêðèòi òà çàìêíåíi êóëi ó âèïàäêó ìåòðèê d1, dp (p ⩾ 3), d∞ i
dπϱ íà R2.
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Îçíà÷åííÿ 2.2.2

Ïîñëiäîâíiñòü {xn} ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè
x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå
÷èñëî n0, ùî xn ∈ Bε(x0) äëÿ âñiõ n ⩾ n0. Ó öüîìó âèïàäêó ìè êàæåìî,
ùî òî÷êà x0 ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {xn} ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i
çàïèñóâàòèìåìî öå òàê lim

n→∞
xn = x0.

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) ¹ ñòàëà ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî òàêà ïîñëiäîâíiñòü {xn}, ùî
xn = x0 ∈ X äëÿ âñiõ n ∈ N.

Âïðàâà 2.2.2

Îïèøiòü âñi çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi â äèñêðåòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði.

Âïðàâà 2.2.3

Ïåðåâiðòå ÷è ïîñëiäîâíiñòü
{

1
n

}
n∈N ¹ çáiæíîþ íà iíòåðâàëi (0, 1) iç

çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ
du(x, y) = |x− y|.
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Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d), ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü â A, çáiæíà â (X, d) äî òî÷êè x0.

Òâåðäæåííÿ 2.2.4

Òî÷êà x0 ¹ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà âiäêðèòà êóëÿ Bε(x0) ç öåíòðîì ó x0 ìiñòèòü òî÷êó
ç ìíîæèíè A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî x0 � òî÷êà äîòèêó ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d), òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {xn} â A, ÿêà çáiãà¹òüñÿ â (X, d) äî òî÷êè
x0. Îòæå äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n0, ùî
xn ∈ Bε(x0) äëÿ âñiõ n ⩾ n0. Òîìó êîæíà âiäêðèòà êóëÿ Bε(x0) ç öåíòðîì
ó x0 ìiñòèòü òî÷êó ç ìíîæèíè A.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà âiäêðèòà êóëÿ Bε(x0) ç öåíòðîì ó x0 ìiñòèòü òî÷êó
ç ìíîæèíè A. ×åðåç xn ïîçíà÷èìî äîâiëüíó òî÷êó, ÿêà ëåæèòü ó êóëi
B 1

n
(x0). Òîäi î÷åâèäíî, ùî lim

n→∞
xn = x0. ■
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çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). Î÷åâèäíî, ùî A ⊆ A
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d).

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî
âîíà ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó, òîáòî A = A.

Ç îçíà÷åííÿ òî÷êè äîòèêó âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.5

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ãðàíèöÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê ç A ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.6

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî äåÿêà âiäêðèòà êóëÿ Br(x0) ç öåíòîì â òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.7

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî
âñi ¨ ¨ òî÷êè ¹ âíóòðiøíiìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹
òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A. Ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ìíîæèíè A â
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A, i íàçèâàòèìåìî
çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). Î÷åâèäíî, ùî A ⊆ A
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d).

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî
âîíà ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó, òîáòî A = A.

Ç îçíà÷åííÿ òî÷êè äîòèêó âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.5

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ãðàíèöÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê ç A ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.6

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî äåÿêà âiäêðèòà êóëÿ Br(x0) ç öåíòîì â òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.7

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî
âñi ¨ ¨ òî÷êè ¹ âíóòðiøíiìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹
òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A. Ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ìíîæèíè A â
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A, i íàçèâàòèìåìî
çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). Î÷åâèäíî, ùî A ⊆ A
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d).

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî
âîíà ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó, òîáòî A = A.

Ç îçíà÷åííÿ òî÷êè äîòèêó âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.5

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ãðàíèöÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê ç A ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.6

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî äåÿêà âiäêðèòà êóëÿ Br(x0) ç öåíòîì â òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.7

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî
âñi ¨ ¨ òî÷êè ¹ âíóòðiøíiìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹
òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A. Ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ìíîæèíè A â
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A, i íàçèâàòèìåìî
çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). Î÷åâèäíî, ùî A ⊆ A
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d).

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî
âîíà ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó, òîáòî A = A.

Ç îçíà÷åííÿ òî÷êè äîòèêó âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.5

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ãðàíèöÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê ç A ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.6

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî äåÿêà âiäêðèòà êóëÿ Br(x0) ç öåíòîì â òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.7

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî
âñi ¨ ¨ òî÷êè ¹ âíóòðiøíiìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹
òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A. Ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ìíîæèíè A â
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A, i íàçèâàòèìåìî
çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). Î÷åâèäíî, ùî A ⊆ A
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d).

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî
âîíà ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó, òîáòî A = A.

Ç îçíà÷åííÿ òî÷êè äîòèêó âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.5

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ çàìêíåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ãðàíèöÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê ç A ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.6

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî äåÿêà âiäêðèòà êóëÿ Br(x0) ç öåíòîì â òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ â A.

Îçíà÷åííÿ 2.2.7

Ìíîæèíà A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî
âñi ¨ ¨ òî÷êè ¹ âíóòðiøíiìè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
1
n

}
n∈N.
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
1
n

}
n∈N.
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
1
n

}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
1
n

}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü
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n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü
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n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
1
n

}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
1
n

}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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n

}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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n

}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü

{
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}
n∈N.
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Òâåðäæåííÿ 2.2.8

Ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîæèíà A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹ âiäêðèòîþ, òî
êîæíà ¨¨ òî÷êà x ðàçîì ç äåÿêîþ ¨¨ âiäêðèòîþ êóëåþ Br(x) ìiñòèòüñÿ â A.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà X \A ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d). À îòæå X \A ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â (X, d).

Ïðèïóñòèìî, ùî X \A � çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d). Òîäi ìíîæèíà X \A
ìiñòèòü óñi ñâî¨ òî÷êè äîòèêó â (X, d), à îòæå êîæíà òî÷êà
x ∈ X \ (X \A) = A ìà¹ âiäêðèòó êóëþ Br(x), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A. Òîìó
ìíîæèíà A ¹ âiäêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). ■

Ç àêñiîìè òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî êîæíà âiäðèòà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, à êîæíà çàìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â íüîìó. Òàêîæ, êîæíà ïiäìíîæèíà
äèñêðåòíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ¹ îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.
Òàêi ïiäìíîæèíè ìè áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âiäêðèòî-çàìêíåíèìè.
Çàóâàæèìî, ùî â ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ¹ íi
âiäêðèòèìè, íi çàìêíåíèìè. Çîêðåìà â R çi çâè÷àéíîþ ìåòðèêîþ òàêèìè ¹
ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ òî÷îê, ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê i
ïîñëiäîâíiñòü
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí:

Òâåðäæåííÿ 2.2.9

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi:

(i) ∅ i X � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d);

(ii) ïåðåòèí äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d);

(iii) îá'¹äíàííÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè. Ìíîæèíà X ¹ âiäêðèòîþ â (X, d), îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ç X ìiñòèòüñÿ ðàçîì iç âñiìà ñâî¨ìè îêîëàìè â ìíîæèíi X.

(ii) Íåõàé A i B � âiäêðèòi ìíîæèíè â (X, d) i x ∈ A ∩B. Iñíóþòü òàêi
äiéñíi ÷èñëà ε1, ε2 > 0, ùî Bε1(x) ⊆ A i Bε2(x) ⊆ B. Íåõàé
ε = min {ε1, ε2}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî Bε(x) ⊆ Bε1(x) ⊆ A i
Bε(x) ⊆ Bε2(x) ⊆ B, à îòæå Bε(x) ⊆ A ∩B.

(iii) Îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî
êîæíà òî÷êà ç îá'¹äíàííÿ âõîäèòü â îá'¹äíàííÿ ðàçîì ç òèì æ îêîëîì, ç
ÿêèì âîíà âõîäèòü â åëåìåíò îá'¹äíàííÿ, ùî ¨¨ ìiñòèòü. ■
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Ç îçíà÷åííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ
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Äîâåäåííÿ. (i) Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â (X, d), áî ∅
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(iii) ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â
(X, d).

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî êîæíà ìåòðèêà d íà ìíîæèíi X ïîðîäæó¹
ñiì'þ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí â (X, d), à òàêîæ ñiì'þ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí â
(X, d), ÿêi çà òâåðäæåííÿìè 2.2.9 i 2.2.10 ìàþòü äóàëüíi âëàñòèâîñòi
ñòîñîâíî áóëåâèõ îïåðàöié. Òàêîæ, ðiçíi ìåòðèêè íà ôiêñîâàíié ìíîæèíi X
ïîðîäæóþòü îäíàêîâi ñiì'¨ âiäêðèòèõ (à îòæå i çàìêíåíèõ) ìíîæèí.
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âiäêðèòèõ, à îòæå é îäíàêîâi ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî
ôàêòó, ùî âiäêðèòi êóëi â öèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ ¹ îáëàñòÿìè, ÿêi
îáìåæåíi âiäïîâiäíèìè êâàäðàòàìè ÷è êîëàìè.
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Âïðàâà 2.2.4
Äîâåäiòü, ÿêùî (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî:

(i) d̃1(x, y) = min{1, d(x, y)}, x, y ∈ X;

(ii) d̃2(x, y) = 2 · d(x, y), x, y ∈ X;

(iii) d̃3(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
, x, y ∈ X,

òàêîæ ìåòðèêè íà X. Ïðè÷îìó âñi öi ìåòðèêè ïîðîäæóþòü îäíàêîâi ñiì'¨
âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Ç îçíà÷åííÿ âíóòðiøíüî¨ òî÷êè ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði òà ç
òâåðäæåííÿ 2.2.9 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 2.2.12

Ìíîæèíà âíóòðiøíiõ òî÷îê ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) �
öå íàéáiëüøà âiäêðèòà ìíîæèíà â (X, d), ÿêà ìiñòèòüñÿ â A.

Íàäàëi ìíîæèíó âíóòðiøíiõ òî÷îê ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(X, d) íàçèâàòèìåìî âíóòðiøíiñòþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç Int(A). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.2.12 âèïëèâà¹
òàêà ðiâíiñòü:

Int(A) =
⋃

{B | B ⊆ A i B − âiäêðèòà ìíîæèíà â (X, d)} .
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Âïðàâà 2.2.4
Äîâåäiòü, ÿêùî (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî:

(i) d̃1(x, y) = min{1, d(x, y)}, x, y ∈ X;

(ii) d̃2(x, y) = 2 · d(x, y), x, y ∈ X;

(iii) d̃3(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
, x, y ∈ X,

òàêîæ ìåòðèêè íà X. Ïðè÷îìó âñi öi ìåòðèêè ïîðîäæóþòü îäíàêîâi ñiì'¨
âiäêðèòèõ ìíîæèí.
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Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Âïðàâà 2.2.4
Äîâåäiòü, ÿêùî (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, òî:

(i) d̃1(x, y) = min{1, d(x, y)}, x, y ∈ X;

(ii) d̃2(x, y) = 2 · d(x, y), x, y ∈ X;
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(ii) d̃2(x, y) = 2 · d(x, y), x, y ∈ X;

(iii) d̃3(x, y) =
d(x, y)
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Âïðàâà 2.2.4
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Âïðàâà 2.2.4
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Ç òâåðäæåííÿ 2.2.12 i çàêîíiâ äå Ìîðãàíà âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 2.2.13

Ìíîæèíà òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) � öå
íàéìåíøà çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó A.

Íàäàëi ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
íàçèâàòèìåìî çàìèêàííÿì ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i
ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç A, àáî Cl(A). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.2.13 âèïëèâà¹
òàêà ðiâíiñòü:

A =
⋂

{B | A ⊆ B i B − çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d)} .

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ïîçíà÷èìî

Fr(A) = A \ Int(A),

i íàçèâàòèìåìî Fr(A) ìåæåþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d).

Î÷åâèäíî, ùî â êîæíîìó äèñêðåòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìåæà êîæíî¨
éîãî ïiäìíîæèíè ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ.

Âïðàâà 2.2.5
Äîâåäiòü, ùî ìåæà êîæíî¨ ìíîæèíè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
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íàéìåíøà çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó A.

Íàäàëi ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
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Î÷åâèäíî, ùî â êîæíîìó äèñêðåòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìåæà êîæíî¨
éîãî ïiäìíîæèíè ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ.

Âïðàâà 2.2.5
Äîâåäiòü, ùî ìåæà êîæíî¨ ìíîæèíè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
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Ç òâåðäæåííÿ 2.2.12 i çàêîíiâ äå Ìîðãàíà âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 2.2.13

Ìíîæèíà òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) � öå
íàéìåíøà çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó A.

Íàäàëi ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
íàçèâàòèìåìî çàìèêàííÿì ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i
ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç A, àáî Cl(A). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.2.13 âèïëèâà¹
òàêà ðiâíiñòü:

A =
⋂

{B | A ⊆ B i B − çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d)} .

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ïîçíà÷èìî

Fr(A) = A \ Int(A),

i íàçèâàòèìåìî Fr(A) ìåæåþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d).

Î÷åâèäíî, ùî â êîæíîìó äèñêðåòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìåæà êîæíî¨
éîãî ïiäìíîæèíè ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ.

Âïðàâà 2.2.5
Äîâåäiòü, ùî ìåæà êîæíî¨ ìíîæèíè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
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Ç òâåðäæåííÿ 2.2.12 i çàêîíiâ äå Ìîðãàíà âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 2.2.13

Ìíîæèíà òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) � öå
íàéìåíøà çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó A.

Íàäàëi ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
íàçèâàòèìåìî çàìèêàííÿì ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i
ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç A, àáî Cl(A). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.2.13 âèïëèâà¹
òàêà ðiâíiñòü:

A =
⋂

{B | A ⊆ B i B − çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d)} .

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ïîçíà÷èìî

Fr(A) = A \ Int(A),

i íàçèâàòèìåìî Fr(A) ìåæåþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d).

Î÷åâèäíî, ùî â êîæíîìó äèñêðåòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìåæà êîæíî¨
éîãî ïiäìíîæèíè ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ.

Âïðàâà 2.2.5
Äîâåäiòü, ùî ìåæà êîæíî¨ ìíîæèíè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
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Ç òâåðäæåííÿ 2.2.12 i çàêîíiâ äå Ìîðãàíà âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 2.2.13

Ìíîæèíà òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) � öå
íàéìåíøà çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó A.

Íàäàëi ìíîæèíó òî÷îê äîòèêó ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
íàçèâàòèìåìî çàìèêàííÿì ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i
ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç A, àáî Cl(A). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 2.2.13 âèïëèâà¹
òàêà ðiâíiñòü:

A =
⋂

{B | A ⊆ B i B − çàìêíåíà ìíîæèíà â (X, d)} .

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ïîçíà÷èìî

Fr(A) = A \ Int(A),

i íàçèâàòèìåìî Fr(A) ìåæåþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d).

Î÷åâèäíî, ùî â êîæíîìó äèñêðåòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìåæà êîæíî¨
éîãî ïiäìíîæèíè ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ.

Âïðàâà 2.2.5
Äîâåäiòü, ùî ìåæà êîæíî¨ ìíîæèíè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
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Âïðàâà 2.2.6

Äîâåäiòü, ùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R2, d∞) ¹
âiäêðèòîþ (R2, dπϱ), àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Âïðàâà 2.2.7
Äîâåäiòü, ùî â ñêií÷åííîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà ìíîæèíà ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.8
Äîâåäiòü, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹
çàìêíåíîþ. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà
ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.9
Äîâåäiòü, ùî â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R, du), äå du � çâè÷àéíà ìåòðèêà
(äèâ. âïðàâó 2.1.2), âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ îá'¹äíàííÿ íå áiëüøå, íiæ
çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ (ïiä iíòåðâàëàìè â R
ââàæà¹ìî ìíîæèíè âèãëÿäó (a, b), (a,+∞), (−∞, b), a, b ∈ R).

Âïðàâà 2.2.10
Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñêií÷åííîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó êîæíà
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ âiäêðèòîþ.
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Âïðàâà 2.2.6

Äîâåäiòü, ùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R2, d∞) ¹
âiäêðèòîþ (R2, dπϱ), àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Âïðàâà 2.2.7
Äîâåäiòü, ùî â ñêií÷åííîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà ìíîæèíà ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.8
Äîâåäiòü, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹
çàìêíåíîþ. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà
ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.9
Äîâåäiòü, ùî â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R, du), äå du � çâè÷àéíà ìåòðèêà
(äèâ. âïðàâó 2.1.2), âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ îá'¹äíàííÿ íå áiëüøå, íiæ
çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ (ïiä iíòåðâàëàìè â R
ââàæà¹ìî ìíîæèíè âèãëÿäó (a, b), (a,+∞), (−∞, b), a, b ∈ R).

Âïðàâà 2.2.10
Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñêií÷åííîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó êîæíà
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ âiäêðèòîþ.
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Âïðàâà 2.2.6

Äîâåäiòü, ùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R2, d∞) ¹
âiäêðèòîþ (R2, dπϱ), àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Âïðàâà 2.2.7
Äîâåäiòü, ùî â ñêií÷åííîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà ìíîæèíà ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.8
Äîâåäiòü, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹
çàìêíåíîþ. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà
ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.9
Äîâåäiòü, ùî â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R, du), äå du � çâè÷àéíà ìåòðèêà
(äèâ. âïðàâó 2.1.2), âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ îá'¹äíàííÿ íå áiëüøå, íiæ
çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ (ïiä iíòåðâàëàìè â R
ââàæà¹ìî ìíîæèíè âèãëÿäó (a, b), (a,+∞), (−∞, b), a, b ∈ R).

Âïðàâà 2.2.10
Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñêií÷åííîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó êîæíà
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ âiäêðèòîþ.
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Âïðàâà 2.2.6

Äîâåäiòü, ùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R2, d∞) ¹
âiäêðèòîþ (R2, dπϱ), àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Âïðàâà 2.2.7
Äîâåäiòü, ùî â ñêií÷åííîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà ìíîæèíà ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.8
Äîâåäiòü, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹
çàìêíåíîþ. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà
ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.9
Äîâåäiòü, ùî â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R, du), äå du � çâè÷àéíà ìåòðèêà
(äèâ. âïðàâó 2.1.2), âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ îá'¹äíàííÿ íå áiëüøå, íiæ
çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ (ïiä iíòåðâàëàìè â R
ââàæà¹ìî ìíîæèíè âèãëÿäó (a, b), (a,+∞), (−∞, b), a, b ∈ R).

Âïðàâà 2.2.10
Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñêií÷åííîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó êîæíà
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ âiäêðèòîþ.
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Âïðàâà 2.2.6

Äîâåäiòü, ùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R2, d∞) ¹
âiäêðèòîþ (R2, dπϱ), àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Âïðàâà 2.2.7
Äîâåäiòü, ùî â ñêií÷åííîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà ìíîæèíà ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.8
Äîâåäiòü, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹
çàìêíåíîþ. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà
ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.9
Äîâåäiòü, ùî â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R, du), äå du � çâè÷àéíà ìåòðèêà
(äèâ. âïðàâó 2.1.2), âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ îá'¹äíàííÿ íå áiëüøå, íiæ
çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ (ïiä iíòåðâàëàìè â R
ââàæà¹ìî ìíîæèíè âèãëÿäó (a, b), (a,+∞), (−∞, b), a, b ∈ R).

Âïðàâà 2.2.10
Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñêií÷åííîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó êîæíà
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ âiäêðèòîþ.
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Âïðàâà 2.2.6

Äîâåäiòü, ùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R2, d∞) ¹
âiäêðèòîþ (R2, dπϱ), àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Âïðàâà 2.2.7
Äîâåäiòü, ùî â ñêií÷åííîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà ìíîæèíà ¹
îäíî÷àñíî âiäêðèòîþ òà çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.8
Äîâåäiòü, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹
çàìêíåíîþ. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî â äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êîæíà
ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ.

Âïðàâà 2.2.9
Äîâåäiòü, ùî â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (R, du), äå du � çâè÷àéíà ìåòðèêà
(äèâ. âïðàâó 2.1.2), âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ¹ îá'¹äíàííÿ íå áiëüøå, íiæ
çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ (ïiä iíòåðâàëàìè â R
ââàæà¹ìî ìíîæèíè âèãëÿäó (a, b), (a,+∞), (−∞, b), a, b ∈ R).

Âïðàâà 2.2.10
Íàâåäiòü ïðèêëàä íåñêií÷åííîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó êîæíà
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ¹ âiäêðèòîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 2.2.14

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî âîíà ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, âiäìiííèõ âiä x0.

Ìíîæèíà óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A′.

Âïðàâà 2.2.11

Äîâåäiòü, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié êóëi Bε(x0) ç öåíòðîì ó òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ äåÿêèé åëåìåíò a ̸= x0 ìíîæèíè A.

Âïðàâà 2.2.12

Äîâåäiòü, ùî äëÿ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Cl(A) = A ∪A′.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 2.2.14

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî âîíà ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, âiäìiííèõ âiä x0.

Ìíîæèíà óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A′.

Âïðàâà 2.2.11

Äîâåäiòü, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié êóëi Bε(x0) ç öåíòðîì ó òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ äåÿêèé åëåìåíò a ̸= x0 ìíîæèíè A.

Âïðàâà 2.2.12

Äîâåäiòü, ùî äëÿ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Cl(A) = A ∪A′.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
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Îçíà÷åííÿ 2.2.14

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî âîíà ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, âiäìiííèõ âiä x0.

Ìíîæèíà óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A′.

Âïðàâà 2.2.11

Äîâåäiòü, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié êóëi Bε(x0) ç öåíòðîì ó òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ äåÿêèé åëåìåíò a ̸= x0 ìíîæèíè A.

Âïðàâà 2.2.12

Äîâåäiòü, ùî äëÿ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Cl(A) = A ∪A′.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
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Îçíà÷åííÿ 2.2.14

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî âîíà ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, âiäìiííèõ âiä x0.

Ìíîæèíà óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A′.

Âïðàâà 2.2.11

Äîâåäiòü, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié êóëi Bε(x0) ç öåíòðîì ó òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ äåÿêèé åëåìåíò a ̸= x0 ìíîæèíè A.

Âïðàâà 2.2.12

Äîâåäiòü, ùî äëÿ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Cl(A) = A ∪A′.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
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Îçíà÷åííÿ 2.2.14

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî âîíà ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, âiäìiííèõ âiä x0.

Ìíîæèíà óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A′.

Âïðàâà 2.2.11

Äîâåäiòü, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié êóëi Bε(x0) ç öåíòðîì ó òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ äåÿêèé åëåìåíò a ̸= x0 ìíîæèíè A.

Âïðàâà 2.2.12

Äîâåäiòü, ùî äëÿ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Cl(A) = A ∪A′.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
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Îçíà÷åííÿ 2.2.14

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî âîíà ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, âiäìiííèõ âiä x0.

Ìíîæèíà óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A′.

Âïðàâà 2.2.11

Äîâåäiòü, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié êóëi Bε(x0) ç öåíòðîì ó òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ äåÿêèé åëåìåíò a ̸= x0 ìíîæèíè A.

Âïðàâà 2.2.12

Äîâåäiòü, ùî äëÿ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Cl(A) = A ∪A′.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 2.2.14

Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (X, d), ÿêùî âîíà ¹ ãðàíèöåþ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, âiäìiííèõ âiä x0.

Ìíîæèíà óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d)
íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A′.

Âïðàâà 2.2.11

Äîâåäiòü, ùî x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
(X, d) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié êóëi Bε(x0) ç öåíòðîì ó òî÷öi x0

ìiñòèòüñÿ äåÿêèé åëåìåíò a ̸= x0 ìíîæèíè A.

Âïðàâà 2.2.12

Äîâåäiòü, ùî äëÿ ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Cl(A) = A ∪A′.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Âïðàâà 2.2.13

Íåõàé ρ � îäíà ç ìåòðèê d1, dp (p ⩾ 3), d∞ i dπϱ íà R2. Çíàéäiòü
âíóòðiøíiñòü, çàìèêàííÿ, ìåæó òà ïîõiäíó ìíîæèíó òàêèõ ïiäìíîæèí
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (R2, ρ):

(i) A1 =
{
(x, y) ∈ R2 | x > −1

}
;

(ii) A2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x ⩾ −1

}
;

(iii) A3 =
{
(x, y) ∈ R2 | x = 0

}
;

(iv) A4 =
{
(x, y) ∈ R2 | y = 2

}
;

(v) A5 =
{
(x, y) ∈ R2 | |y| ⩽ 2

}
;

(vi) A6 =
{
(x, y) ∈ R2 | x · y = 0

}
;

(vii) A7 =
{
(x, y) ∈ R2 | |x| = 3 i |y| ⩽ 3

}
.

Âïðàâà 2.2.14
Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(X, d) âèêîíó¹òüñÿ âèñëîâëåííÿ: x ∈ Int(A) àáî x ∈ Cl(X \A).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Âïðàâà 2.2.13

Íåõàé ρ � îäíà ç ìåòðèê d1, dp (p ⩾ 3), d∞ i dπϱ íà R2. Çíàéäiòü
âíóòðiøíiñòü, çàìèêàííÿ, ìåæó òà ïîõiäíó ìíîæèíó òàêèõ ïiäìíîæèí
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (R2, ρ):

(i) A1 =
{
(x, y) ∈ R2 | x > −1

}
;

(ii) A2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x ⩾ −1

}
;

(iii) A3 =
{
(x, y) ∈ R2 | x = 0

}
;

(iv) A4 =
{
(x, y) ∈ R2 | y = 2

}
;

(v) A5 =
{
(x, y) ∈ R2 | |y| ⩽ 2

}
;

(vi) A6 =
{
(x, y) ∈ R2 | x · y = 0

}
;

(vii) A7 =
{
(x, y) ∈ R2 | |x| = 3 i |y| ⩽ 3

}
.

Âïðàâà 2.2.14
Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(X, d) âèêîíó¹òüñÿ âèñëîâëåííÿ: x ∈ Int(A) àáî x ∈ Cl(X \A).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Âïðàâà 2.2.13

Íåõàé ρ � îäíà ç ìåòðèê d1, dp (p ⩾ 3), d∞ i dπϱ íà R2. Çíàéäiòü
âíóòðiøíiñòü, çàìèêàííÿ, ìåæó òà ïîõiäíó ìíîæèíó òàêèõ ïiäìíîæèí
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (R2, ρ):

(i) A1 =
{
(x, y) ∈ R2 | x > −1

}
;

(ii) A2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x ⩾ −1

}
;

(iii) A3 =
{
(x, y) ∈ R2 | x = 0

}
;

(iv) A4 =
{
(x, y) ∈ R2 | y = 2

}
;

(v) A5 =
{
(x, y) ∈ R2 | |y| ⩽ 2

}
;

(vi) A6 =
{
(x, y) ∈ R2 | x · y = 0

}
;

(vii) A7 =
{
(x, y) ∈ R2 | |x| = 3 i |y| ⩽ 3

}
.

Âïðàâà 2.2.14
Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(X, d) âèêîíó¹òüñÿ âèñëîâëåííÿ: x ∈ Int(A) àáî x ∈ Cl(X \A).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

Âïðàâà 2.2.15

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A i B ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:

(i) Cl(A ∪B) = Cl(A) ∪ Cl(B);

(ii) Int(A ∩B) = Int(A) ∩ Int(B);

(iii) Cl(A ∩B) ⊆ Cl(A) ∩ Cl(B);

(iv) Int(A) ∪ Int(B) ⊆ Int(A ∪B).

Íàâåäiòü ïðèêëàäè, ùî âêëþ÷åííÿ â òâåðäæåííÿõ (iii) i (iv) íå ìîæíà
çàìiíèòè íà ðiâíîñòi.

Âïðàâà 2.2.16

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ äèç'þíêòíèõ ìíîæèíè A i B â R çi çâè÷àéíîþ
ìåòðèêîþ, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü Fr(A) = Fr(B).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
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Âïðàâà 2.2.15

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A i B ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:

(i) Cl(A ∪B) = Cl(A) ∪ Cl(B);

(ii) Int(A ∩B) = Int(A) ∩ Int(B);

(iii) Cl(A ∩B) ⊆ Cl(A) ∩ Cl(B);

(iv) Int(A) ∪ Int(B) ⊆ Int(A ∪B).

Íàâåäiòü ïðèêëàäè, ùî âêëþ÷åííÿ â òâåðäæåííÿõ (iii) i (iv) íå ìîæíà
çàìiíèòè íà ðiâíîñòi.

Âïðàâà 2.2.16

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ äèç'þíêòíèõ ìíîæèíè A i B â R çi çâè÷àéíîþ
ìåòðèêîþ, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü Fr(A) = Fr(B).
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Âïðàâà 2.2.15

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A i B ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:

(i) Cl(A ∪B) = Cl(A) ∪ Cl(B);

(ii) Int(A ∩B) = Int(A) ∩ Int(B);

(iii) Cl(A ∩B) ⊆ Cl(A) ∩ Cl(B);

(iv) Int(A) ∪ Int(B) ⊆ Int(A ∪B).

Íàâåäiòü ïðèêëàäè, ùî âêëþ÷åííÿ â òâåðäæåííÿõ (iii) i (iv) íå ìîæíà
çàìiíèòè íà ðiâíîñòi.

Âïðàâà 2.2.16

Íàâåäiòü ïðèêëàä äâîõ äèç'þíêòíèõ ìíîæèíè A i B â R çi çâè÷àéíîþ
ìåòðèêîþ, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü Fr(A) = Fr(B).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 8: Òîïîëîãiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó



Äÿêóþ çà óâàãó!!!

Äÿêóþ çà óâàãó!!!
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