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Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äâi ìíîæèíè A i B ¹ ðiâíîïîòóæíèìè, i öå
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äîðiâíþ¹ êîíòèíóóì òà çàïèñóâàòèìåìî öå òàê |A| = c. Ìíîæèíà
íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííîþ, ÿêùî âîíà àáî ñêií÷åííà, àáî æ ìà¹ ïîòóæíiñòü ℵ0.
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çàïèñóâàòèìåìî öå òàê |A| = ℵ0, à ó âèïàäêó |A| = |[0, 1]|, äå
[0, 1] = {x ∈ R | 0 ⩽ x ⩽ 1}, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A
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Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äâi ìíîæèíè A i B ¹ ðiâíîïîòóæíèìè, i öå
çàïèñóâàòèìåìî òàê |A| = |B|, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ
f : A → B. Ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî �ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A
äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi ìíîæèíè B�. Êîæíié ìíîæèíi X ñòàâèòüñÿ ó
âiäïîâiäíiñòü äåÿêå êàðäèíàëüíå ÷èñëî (êàðäèíàë), ÿêå íàçèâà¹òüñÿ
ïîòóæíiñòþ ìíîæèíè X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç |X|. Ðiâíiñòü |X| = |Y |
âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíè X i Y ðiâíîïîòóæíi. Äëÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X ¨ ¨ ïîòóæíiñòü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ¨ ¨ åëåìåíòiâ. ßêùî
|A| = |N|, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A çëi÷åííà òà
çàïèñóâàòèìåìî öå òàê |A| = ℵ0, à ó âèïàäêó |A| = |[0, 1]|, äå
[0, 1] = {x ∈ R | 0 ⩽ x ⩽ 1}, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A
äîðiâíþ¹ êîíòèíóóì òà çàïèñóâàòèìåìî öå òàê |A| = c. Ìíîæèíà
íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííîþ, ÿêùî âîíà àáî ñêií÷åííà, àáî æ ìà¹ ïîòóæíiñòü ℵ0.

Çàïèñ |A| ⩽ |B| îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : A → B. À
çàïèñ |A| < |B| îçíà÷à¹, ùî |A| ⩽ |B| i |A| ≠ |B|.
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Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äâi ìíîæèíè A i B ¹ ðiâíîïîòóæíèìè, i öå
çàïèñóâàòèìåìî òàê |A| = |B|, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ
f : A → B. Ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî �ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A
äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi ìíîæèíè B�. Êîæíié ìíîæèíi X ñòàâèòüñÿ ó
âiäïîâiäíiñòü äåÿêå êàðäèíàëüíå ÷èñëî (êàðäèíàë), ÿêå íàçèâà¹òüñÿ
ïîòóæíiñòþ ìíîæèíè X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç |X|. Ðiâíiñòü |X| = |Y |
âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíè X i Y ðiâíîïîòóæíi. Äëÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X ¨ ¨ ïîòóæíiñòü äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ¨ ¨ åëåìåíòiâ. ßêùî
|A| = |N|, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A çëi÷åííà òà
çàïèñóâàòèìåìî öå òàê |A| = ℵ0, à ó âèïàäêó |A| = |[0, 1]|, äå
[0, 1] = {x ∈ R | 0 ⩽ x ⩽ 1}, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A
äîðiâíþ¹ êîíòèíóóì òà çàïèñóâàòèìåìî öå òàê |A| = c. Ìíîæèíà
íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííîþ, ÿêùî âîíà àáî ñêií÷åííà, àáî æ ìà¹ ïîòóæíiñòü ℵ0.
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Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi íà êëàñi âñiõ ìíîæèí ¹
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, à òîìó íàäàëi êàðäèíàëîì áóäåìî íàçèâàòè
êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi çà âiäíîøåííÿì ðiâíîïîòóæíîñòi íà êëàñi âñiõ
ìíîæèí. Òîäi âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà ðàçîì ç íóëåì, ℵ0 i c ¹ êàðäèíàëàìè.

Äëÿ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë âèçíà÷åíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ. Ñóìà
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i X ∩ Y = ∅. Äîáóòîê êàðäèíàëiâ m i n äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi ìíîæèíè
X × Y , äå |X| = m i |Y | = n. Ñóìà êàðäèíàëiâ m i n ïîçíà÷à¹òüñÿ m+ n, à
äîáóòîê êàðäèíàëiâ m i n ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç m · n àáî mn.

Äëÿ êîæíîãî êàðäèíàëà m êàðäèíàëüíå ÷èñëî 2m, ÿêå ìè òàêîæ áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç expm, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïîòóæíiñòü ñiì'¨ âñiõ ïiäìíîæèí
äåÿêî¨ ìíîæèíè X ïîòóæíîñòi |X| = m. Äîáðå âiäîìî, ùî 2ℵ0 = c. Ó áiëüø
çàãàëüíîìó âèïàäêó îçíà÷èìî êàðäèíàë nm ÿê ïîòóæíiñòü ìíîæèíè âñiõ
âiäîáðàæåíü ç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó Y , äå |X| = m i |Y | = n. Ìîæíà
äîâåñòè, i ìè öå ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî äëÿ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

nm1+m2 = nm1nm2 , (n1n2)
m = nm1 n

m
2 i (nm1)

m2 = nm1m2 .
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Äëÿ êîæíîãî êàðäèíàëà m êàðäèíàëüíå ÷èñëî 2m, ÿêå ìè òàêîæ áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç expm, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïîòóæíiñòü ñiì'¨ âñiõ ïiäìíîæèí
äåÿêî¨ ìíîæèíè X ïîòóæíîñòi |X| = m. Äîáðå âiäîìî, ùî 2ℵ0 = c. Ó áiëüø
çàãàëüíîìó âèïàäêó îçíà÷èìî êàðäèíàë nm ÿê ïîòóæíiñòü ìíîæèíè âñiõ
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Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
íå ìåíøîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîáóòêó äîâiëüíèõ
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Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
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Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
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m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,
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Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî
|f(X)| ⩽ |X| äëÿ äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
íå ìåíøîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîáóòêó äîâiëüíèõ
äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî

m+m = m ·m = m äëÿ m ⩾ ℵ0.
ßêùî m ⩽ n i m ̸= n, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êàðäèíàë m ìåíøå çà

êàðäèíàë n, àáî, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî n áiëüøå çà êàðäèíàëüíå ÷èñëî n, i
â öüîìó âèïàäêó öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: m < n àáî n > m. Ìîæíà
äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi, ùî

m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,

çîêðåìà, ℵ0 < c.

Íàéìåíøà (òî÷íà) âåðõíÿ ãðàíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {ms}s∈S êàðäèíàëiâ
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøèé êàðäèíàë m òàêèé, ùî m ⩾ ms äëÿ âñiõ s ∈ S i
ïîçíà÷à¹òüñÿ sup

s∈S
ms, ïðè÷îìó ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêèé êàðäèíàë çàâæäè

iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî
|f(X)| ⩽ |X| äëÿ äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
íå ìåíøîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîáóòêó äîâiëüíèõ
äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî

m+m = m ·m = m äëÿ m ⩾ ℵ0.
ßêùî m ⩽ n i m ̸= n, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êàðäèíàë m ìåíøå çà

êàðäèíàë n, àáî, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî n áiëüøå çà êàðäèíàëüíå ÷èñëî n, i
â öüîìó âèïàäêó öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: m < n àáî n > m. Ìîæíà
äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi, ùî

m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,

çîêðåìà, ℵ0 < c.

Íàéìåíøà (òî÷íà) âåðõíÿ ãðàíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {ms}s∈S êàðäèíàëiâ
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøèé êàðäèíàë m òàêèé, ùî m ⩾ ms äëÿ âñiõ s ∈ S i
ïîçíà÷à¹òüñÿ sup

s∈S
ms, ïðè÷îìó ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêèé êàðäèíàë çàâæäè

iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî
|f(X)| ⩽ |X| äëÿ äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
íå ìåíøîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîáóòêó äîâiëüíèõ
äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî

m+m = m ·m = m äëÿ m ⩾ ℵ0.
ßêùî m ⩽ n i m ̸= n, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êàðäèíàë m ìåíøå çà

êàðäèíàë n, àáî, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî n áiëüøå çà êàðäèíàëüíå ÷èñëî n, i
â öüîìó âèïàäêó öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: m < n àáî n > m. Ìîæíà
äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi, ùî

m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,

çîêðåìà, ℵ0 < c.

Íàéìåíøà (òî÷íà) âåðõíÿ ãðàíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {ms}s∈S êàðäèíàëiâ
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøèé êàðäèíàë m òàêèé, ùî m ⩾ ms äëÿ âñiõ s ∈ S i
ïîçíà÷à¹òüñÿ sup

s∈S
ms, ïðè÷îìó ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêèé êàðäèíàë çàâæäè

iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî
|f(X)| ⩽ |X| äëÿ äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
íå ìåíøîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîáóòêó äîâiëüíèõ
äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî

m+m = m ·m = m äëÿ m ⩾ ℵ0.
ßêùî m ⩽ n i m ̸= n, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êàðäèíàë m ìåíøå çà

êàðäèíàë n, àáî, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî n áiëüøå çà êàðäèíàëüíå ÷èñëî n, i
â öüîìó âèïàäêó öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: m < n àáî n > m. Ìîæíà
äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi, ùî

m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,

çîêðåìà, ℵ0 < c.

Íàéìåíøà (òî÷íà) âåðõíÿ ãðàíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {ms}s∈S êàðäèíàëiâ
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøèé êàðäèíàë m òàêèé, ùî m ⩾ ms äëÿ âñiõ s ∈ S i
ïîçíà÷à¹òüñÿ sup

s∈S
ms, ïðè÷îìó ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêèé êàðäèíàë çàâæäè

iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî
|f(X)| ⩽ |X| äëÿ äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
íå ìåíøîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîáóòêó äîâiëüíèõ
äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî

m+m = m ·m = m äëÿ m ⩾ ℵ0.
ßêùî m ⩽ n i m ̸= n, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êàðäèíàë m ìåíøå çà

êàðäèíàë n, àáî, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî n áiëüøå çà êàðäèíàëüíå ÷èñëî n, i
â öüîìó âèïàäêó öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: m < n àáî n > m. Ìîæíà
äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi, ùî

m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,

çîêðåìà, ℵ0 < c.

Íàéìåíøà (òî÷íà) âåðõíÿ ãðàíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {ms}s∈S êàðäèíàëiâ
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøèé êàðäèíàë m òàêèé, ùî m ⩾ ms äëÿ âñiõ s ∈ S i
ïîçíà÷à¹òüñÿ sup

s∈S
ms, ïðè÷îìó ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêèé êàðäèíàë çàâæäè

iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî
|f(X)| ⩽ |X| äëÿ äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
íå ìåíøîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîáóòêó äîâiëüíèõ
äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî

m+m = m ·m = m äëÿ m ⩾ ℵ0.
ßêùî m ⩽ n i m ̸= n, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êàðäèíàë m ìåíøå çà

êàðäèíàë n, àáî, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî n áiëüøå çà êàðäèíàëüíå ÷èñëî n, i
â öüîìó âèïàäêó öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: m < n àáî n > m. Ìîæíà
äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi, ùî

m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,

çîêðåìà, ℵ0 < c.

Íàéìåíøà (òî÷íà) âåðõíÿ ãðàíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {ms}s∈S êàðäèíàëiâ
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøèé êàðäèíàë m òàêèé, ùî m ⩾ ms äëÿ âñiõ s ∈ S i
ïîçíà÷à¹òüñÿ sup

s∈S
ms, ïðè÷îìó ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêèé êàðäèíàë çàâæäè

iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.
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Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî
|f(X)| ⩽ |X| äëÿ äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.

Ñóìà äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íåñêií÷åííå, äîðiâíþ¹
íå ìåíøîìó ç íèõ. Ñõîæå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äîáóòêó äîâiëüíèõ
äâîõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî

m+m = m ·m = m äëÿ m ⩾ ℵ0.
ßêùî m ⩽ n i m ̸= n, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êàðäèíàë m ìåíøå çà

êàðäèíàë n, àáî, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî n áiëüøå çà êàðäèíàëüíå ÷èñëî n, i
â öüîìó âèïàäêó öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: m < n àáî n > m. Ìîæíà
äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi, ùî

m < 2m äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà m,

çîêðåìà, ℵ0 < c.

Íàéìåíøà (òî÷íà) âåðõíÿ ãðàíü äîâiëüíî¨ ìíîæèíè {ms}s∈S êàðäèíàëiâ
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøèé êàðäèíàë m òàêèé, ùî m ⩾ ms äëÿ âñiõ s ∈ S i
ïîçíà÷à¹òüñÿ sup

s∈S
ms, ïðè÷îìó ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêèé êàðäèíàë çàâæäè

iñíó¹.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.
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Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî çðîáèòè ÷èòà÷åâi, ùî
|f(X)| ⩽ |X| äëÿ äîâiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ f , âèçíà÷åíîãî íà ìíîæèíi X.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí ïîòóæíîñòi ⩽ m
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi n ⩾ m ìà¹ ïîòóæíiñòü ⩽ nm.
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Ïðèêëàä 1.2.38
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ìíîæèíà.
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ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bk} , äå k ∈ N ∪ {0}.

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = b1, c2 = b2, . . . ck = bk,
ck+1 = a1, ck+2 = a2, . . . ck+n = an, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.
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Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.38

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ òà ñêií÷åííî¨ ìíîæèí çëi÷åííà
ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| < ∞, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bk} , äå k ∈ N ∪ {0}.

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = b1, c2 = b2, . . . ck = bk,
ck+1 = a1, ck+2 = a2, . . . ck+n = an, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.38

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ òà ñêií÷åííî¨ ìíîæèí çëi÷åííà
ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| < ∞, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bk} , äå k ∈ N ∪ {0}.

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = b1, c2 = b2, . . . ck = bk,
ck+1 = a1, ck+2 = a2, . . . ck+n = an, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.39

Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0, |B| = ℵ0, i íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:

c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ñõåìàòè÷íî çàïðîïîíîâàíó íóìåðàöiþ îá'¹äíàííÿ A ∪B íàòóðàëüíèìè
÷èñëàìè çîáðàæåíî íà ðèñ.
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Iíøó ñõåìó íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ A ∪B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî
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Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ
A ∪B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà îñòàííüîìó ðèñóíêó.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ñõåìàòè÷íî çàïðîïîíîâàíó íóìåðàöiþ îá'¹äíàííÿ A ∪B íàòóðàëüíèìè
÷èñëàìè çîáðàæåíî íà ðèñ.
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Iíøó ñõåìó íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ A ∪B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî
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Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ
A ∪B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà îñòàííüîìó ðèñóíêó.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè
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Îäíó ç íóìåðàöié äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè
çîáðàæåíî íà ðèñ.

(a1,b1) (a1,b2) (a1,b3) (a1,b4) (a1,b5) · · ·

(a2,b1) (a2,b2) (a2,b3) (a2,b4) (a2,b5) · · ·

(a3,b1) (a3,b2) (a3,b3) (a3,b4) (a3,b5) · · ·

(a4,b1) (a4,b2) (a4,b3) (a4,b4) (a4,b5) · · ·

(a5,b1) (a5,b2) (a5,b3) (a5,b4) (a5,b5) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ìè ïðîïîíó¹ìî ñëóõà÷àì çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ äåêàðòîâîãî
äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà öüîìó ðèñóíêó.
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(a5,b1) (a5,b2) (a5,b3) (a5,b4) (a5,b5) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ìè ïðîïîíó¹ìî ñëóõà÷àì çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ äåêàðòîâîãî
äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà öüîìó ðèñóíêó.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Îäíó ç íóìåðàöié äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè
çîáðàæåíî íà ðèñ.

(a1,b1) (a1,b2) (a1,b3) (a1,b4) (a1,b5) · · ·

(a2,b1) (a2,b2) (a2,b3) (a2,b4) (a2,b5) · · ·

(a3,b1) (a3,b2) (a3,b3) (a3,b4) (a3,b5) · · ·

(a4,b1) (a4,b2) (a4,b3) (a4,b4) (a4,b5) · · ·

(a5,b1) (a5,b2) (a5,b3) (a5,b4) (a5,b5) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ìè ïðîïîíó¹ìî ñëóõà÷àì çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ äåêàðòîâîãî
äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà öüîìó ðèñóíêó.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Îäíó ç íóìåðàöié äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè
çîáðàæåíî íà ðèñ.

(a1,b1) (a1,b2) (a1,b3) (a1,b4) (a1,b5) · · ·

(a2,b1) (a2,b2) (a2,b3) (a2,b4) (a2,b5) · · ·

(a3,b1) (a3,b2) (a3,b3) (a3,b4) (a3,b5) · · ·

(a4,b1) (a4,b2) (a4,b3) (a4,b4) (a4,b5) · · ·

(a5,b1) (a5,b2) (a5,b3) (a5,b4) (a5,b5) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ìè ïðîïîíó¹ìî ñëóõà÷àì çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ äåêàðòîâîãî
äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà öüîìó ðèñóíêó.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ≠ ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ≠ ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ≠ ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ≠ ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ≠ ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ≠ ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ≠ ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ≠ ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.17

Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.2.42

Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
a1 ∈ A0. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî A1 = A0 \ {a1} ̸= ∅. Âèáåðåìî
äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî
A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} ̸= ∅, i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè
A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè
òî÷êó an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1} òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} ̸= ∅
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îòæå iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.18

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè A çíàéäiòü íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó B ⊆ A, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.2.43

Íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà òà B � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí � ñêií÷åííà
ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .
Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.38 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à
îòæå iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.18

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè A çíàéäiòü íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó B ⊆ A, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.2.43

Íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà òà B � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí � ñêií÷åííà
ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .
Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.38 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à
îòæå iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.18

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè A çíàéäiòü íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó B ⊆ A, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.2.43

Íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà òà B � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí � ñêií÷åííà
ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .
Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.38 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à
îòæå iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.18

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè A çíàéäiòü íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó B ⊆ A, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.2.43

Íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà òà B � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí � ñêií÷åííà
ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .
Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.38 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à
îòæå iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.18

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè A çíàéäiòü íåñêií÷åííó
ïiäìíîæèíó B ⊆ A, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.2.43

Íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà òà B � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí � ñêií÷åííà
ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .
Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.38 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à
îòæå iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.19

Äëÿ ìíîæèíè A ç |A| = c çíàéäiòü ïiäìíîæèíó B ⊆ A ç |B| = c, äëÿ ÿêî¨
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0;

(iv) |A \B| = c.

Ïðèêëàä 1.2.44

Íåõàé A � íåçëi÷åííà ìíîæèíà òà B � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.39 îá'¹äíàííÿ äâîõ
çëi÷åííèõ ìíîæèí � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåçëi÷åííà
ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó
íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó C = {a1, a2, . . . , an, . . .} . Çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.39 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.19

Äëÿ ìíîæèíè A ç |A| = c çíàéäiòü ïiäìíîæèíó B ⊆ A ç |B| = c, äëÿ ÿêî¨
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0;

(iv) |A \B| = c.

Ïðèêëàä 1.2.44

Íåõàé A � íåçëi÷åííà ìíîæèíà òà B � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.39 îá'¹äíàííÿ äâîõ
çëi÷åííèõ ìíîæèí � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåçëi÷åííà
ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó
íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó C = {a1, a2, . . . , an, . . .} . Çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.39 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.19

Äëÿ ìíîæèíè A ç |A| = c çíàéäiòü ïiäìíîæèíó B ⊆ A ç |B| = c, äëÿ ÿêî¨
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0;

(iv) |A \B| = c.

Ïðèêëàä 1.2.44

Íåõàé A � íåçëi÷åííà ìíîæèíà òà B � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.39 îá'¹äíàííÿ äâîõ
çëi÷åííèõ ìíîæèí � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåçëi÷åííà
ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó
íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó C = {a1, a2, . . . , an, . . .} . Çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.39 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Âïðàâà 1.2.19

Äëÿ ìíîæèíè A ç |A| = c çíàéäiòü ïiäìíîæèíó B ⊆ A ç |B| = c, äëÿ ÿêî¨
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0;

(iv) |A \B| = c.

Ïðèêëàä 1.2.44

Íåõàé A � íåçëi÷åííà ìíîæèíà òà B � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.39 îá'¹äíàííÿ äâîõ
çëi÷åííèõ ìíîæèí � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåçëi÷åííà
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Íåõàé A � íåçëi÷åííà ìíîæèíà òà B � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.39 îá'¹äíàííÿ äâîõ
çëi÷åííèõ ìíîæèí � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåçëi÷åííà
ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó
íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó C = {a1, a2, . . . , an, . . .} . Çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.39 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè
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Âïðàâà 1.2.19

Äëÿ ìíîæèíè A ç |A| = c çíàéäiòü ïiäìíîæèíó B ⊆ A ç |B| = c, äëÿ ÿêî¨
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
(i) |A \B| = 0;

(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0;

(iv) |A \B| = c.

Ïðèêëàä 1.2.44

Íåõàé A � íåçëi÷åííà ìíîæèíà òà B � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.
Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.39 îá'¹äíàííÿ äâîõ
çëi÷åííèõ ìíîæèí � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî A0 = A \B � íåçëi÷åííà
ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.42 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó
íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó C = {a1, a2, . . . , an, . . .} . Çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.2.39 ìíîæèíè C i C ∪B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
f : A \B → A çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî |A \B| = |A|.
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Âïðàâà 1.2.20

ßêi ç íèæ÷å ïåðåëi÷åíèõ ìíîæèí ¹ ïîïàðíî ðiâíîïîòóæíèìè?

(i) R;
(ii) R \ N;
(iii) R \ Z;
(iv) R \Q;
(v) R \ {5};
(vi) R \ {1, 2, 3, 4, 5};
(vii) R \ (0, 1);

(viii) R \ [0, 1);
(ix) R \ [0, 1];
(x) R \ ([0, 1] ∪ (3, 4));

(xi) R \ ([0, 1] ∪ {3, 4});
(xii) R \

⋃
i∈Z

[2i, 2i+ 1];

(xiii) R \
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1];

(xiv) R \
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1);

(xv)
⋃
i∈Z

[2i, 2i+ 1];

(xvi)
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1];

(xvii)
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1).

Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.
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Âïðàâà 1.2.20

ßêi ç íèæ÷å ïåðåëi÷åíèõ ìíîæèí ¹ ïîïàðíî ðiâíîïîòóæíèìè?

(i) R;
(ii) R \ N;
(iii) R \ Z;
(iv) R \Q;
(v) R \ {5};
(vi) R \ {1, 2, 3, 4, 5};
(vii) R \ (0, 1);

(viii) R \ [0, 1);
(ix) R \ [0, 1];
(x) R \ ([0, 1] ∪ (3, 4));

(xi) R \ ([0, 1] ∪ {3, 4});
(xii) R \

⋃
i∈Z

[2i, 2i+ 1];

(xiii) R \
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1];

(xiv) R \
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1);

(xv)
⋃
i∈Z

[2i, 2i+ 1];

(xvi)
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1];

(xvii)
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1).

Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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Ïðèêëàä 1.2.45

Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i g < h
ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.43 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a < b, c < d âiäðiçêè

[a, b], i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [c, d], îçíà÷åíå çà
ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a− b < c− d. Âiäêëàäåìî
âiäðiçêè [a, b] i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ.)
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÷åðåç òî÷êó M òà ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê [a, b], ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê [c, d], i
íàâïàêè äîâiëüíà ïðÿìà l, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M òà ïåðåòèíà¹
âiäðiçîê [c, d], ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê [a, b]. Öå âèçíà÷à¹ ái¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ ìiæ âiäðiçêàìè [a, b] i [c, d] (äèâ. ðèñ.).

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.46

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1]
ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.2.45 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2) → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(x) = tg x ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2)
i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ
ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.47

Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò
[0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî êîæíå äiéñíå
÷èñëî a ∈ [0, 1] ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî
äðîáó:

a = 0,a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10 · · · anan+1 · · · ,

äå ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Îçíà÷èìî ÷èñëà
b, c ∈ [0, 1] çà ôîðìóëàìè

b = 0,a1a3a5a7a9 · · · a2n−1a2n+1 · · · ,
c = 0,a2a4a6a8a10 · · · a2na2n+2 · · · .

Îòæå, ìè âèçíà÷èëè âiäîáðàæåííÿ F : [0, 1] → [0, 1]× [0, 1], a 7→ (b, c), ÿêå,
î÷åâèäíî, ¹ ái¹êòèâíèì. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò [0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.47

Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò
[0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî êîæíå äiéñíå
÷èñëî a ∈ [0, 1] ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî
äðîáó:

a = 0,a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10 · · · anan+1 · · · ,

äå ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Îçíà÷èìî ÷èñëà
b, c ∈ [0, 1] çà ôîðìóëàìè

b = 0,a1a3a5a7a9 · · · a2n−1a2n+1 · · · ,
c = 0,a2a4a6a8a10 · · · a2na2n+2 · · · .

Îòæå, ìè âèçíà÷èëè âiäîáðàæåííÿ F : [0, 1] → [0, 1]× [0, 1], a 7→ (b, c), ÿêå,
î÷åâèäíî, ¹ ái¹êòèâíèì. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò [0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.47

Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò
[0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî êîæíå äiéñíå
÷èñëî a ∈ [0, 1] ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî
äðîáó:

a = 0,a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10 · · · anan+1 · · · ,

äå ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Îçíà÷èìî ÷èñëà
b, c ∈ [0, 1] çà ôîðìóëàìè

b = 0,a1a3a5a7a9 · · · a2n−1a2n+1 · · · ,
c = 0,a2a4a6a8a10 · · · a2na2n+2 · · · .

Îòæå, ìè âèçíà÷èëè âiäîáðàæåííÿ F : [0, 1] → [0, 1]× [0, 1], a 7→ (b, c), ÿêå,
î÷åâèäíî, ¹ ái¹êòèâíèì. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò [0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.47

Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò
[0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî êîæíå äiéñíå
÷èñëî a ∈ [0, 1] ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî
äðîáó:

a = 0,a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10 · · · anan+1 · · · ,

äå ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Îçíà÷èìî ÷èñëà
b, c ∈ [0, 1] çà ôîðìóëàìè

b = 0,a1a3a5a7a9 · · · a2n−1a2n+1 · · · ,
c = 0,a2a4a6a8a10 · · · a2na2n+2 · · · .

Îòæå, ìè âèçíà÷èëè âiäîáðàæåííÿ F : [0, 1] → [0, 1]× [0, 1], a 7→ (b, c), ÿêå,
î÷åâèäíî, ¹ ái¹êòèâíèì. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà
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Âïðàâà 1.2.21

Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî n-èé äåêàðòîâèé ñòåïiíü

[0, 1]n = [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]︸ ︷︷ ︸
n−ðàçiâ

� ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2.

Âïðàâà 1.2.22

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà ¨¨ n-èé äåêàðòîâèé ñòåïiíü

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n−ðàçiâ

� ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2.

Çàâåðøèìî íàøi âèêëàäêè iëþñòðàöi¹þ ìåòîäó äàiãîíàëiçàöi¨ Êàíòîðà äëÿ
äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi ℵ0 < c.
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Ïðèêëàä 1.2.48

Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] � íåçëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: [0, 1] � çëi÷åííà ìíîæèíà. Íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî iñíó¹ íóìåðàöiÿ îäèíè÷íîãî
âiäðiçêà

[0, 1] = {a1, a2, a3, . . . , an, . . .} ,

äå

a1 = 0,a1,1a1,2a1,3a1,4 · · · a1,n · · · ,
a2 = 0,a2,1a2,2a2,3a2,4 · · · a2,n · · · ,
a3 = 0,a3,1a3,2a3,3a3,4 · · · a3,n · · · ,
a4 = 0,a4,1a4,2a4,3a4,4 · · · a4,n · · · ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an = 0,an,1an,2an,3an,4 · · · an,n · · · ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

ïðè÷îìó ai,j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i
òà j.

Òîïîëîãiÿ Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè



Ëåêöiÿ 4: Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè. Êàðäèíàëè

Ïðèêëàä 1.2.48
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çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî iñíó¹ íóìåðàöiÿ îäèíè÷íîãî
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Ïðèêëàä 1.2.48 (ïðîäîâæåííÿ)

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i âèáåðåìî bi ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
çà ïðàâèëîì: bi ̸= ai,i äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Ïðèéìåìî

b = 0,b1b2b3b4b5 · · · bn · · · .
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íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ç îòðèìàíîãî
ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî [0, 1] � íåçëi÷åííà ìíîæèíà.
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