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Ñòèñíåííÿ çîáðàæåíü. Ïåðåòâîðåííÿ Êàðóíåíà�Ëîåâå

Ïåðåòâîðåííÿ Êàðóíåíà-Ëîåâå (KLT, Karhunen-Lo�eve transform) (éîãî ùå
íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿì Ãîòåëëiíãà (Hotelling transform)) ìà¹ íàéêðàùó
åôåêòèâíiñòü ó ñåíñi êîíöåíòðàöi¨ åíåðãi¨ çîáðàæåííÿ, àëå iç çàçíà÷åíèõ
âèùå ïðè÷èí, âîíî ìà¹ ñêîðiøå òåîðåòè÷íå, íiæ ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Äàíå
çîáðàæåííÿ ñëiä ðîçäiëèòè íà k áëîêiâ ïî n ïiêñåëiâ ó êîæíîìó, çàçâè÷àé,
n = 64, àëå äîïóñêàþòüñÿ é iíøi çíà÷åííÿ, à ÷èñëî k çàëåæèòü âiä ðîçìiðó

çîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ âåêòîðè áëîêiâ, ùî ïîçíà÷àþòüñÿ b⃗
(i)

ïðè

i = 1, 2, . . . , k. Ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âåêòîðiâ b⃗
(i)

(i = 1, 2, . . . , k)
äîðiâíþ¹

b⃗ =

∑
i b⃗

(i)

k
.

Ââîäèòüñÿ íîâà ñiì'ÿ âåêòîðiâ{
v⃗ (i) = b⃗

(i)
− b⃗ | i = 1, 2, . . . , k

}
,

äëÿ ÿêî¨ ñåðåäíüî àðèôìåòè÷íèé âåêòîð

∑
i v⃗

(i)

k
äîðiâíþ¹ íóëþ. Ìàòðèöþ

ïåðåòâîðåííÿ (KLT) ðîçìiðó n× n ÿêó ìè áóäóâàòèìåìî, ïîçíà÷èìî ÷åðåç
A. Ðåçóëüòàòîì ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðà v⃗ (i) áóäå âàãîâèé âåêòîð
w⃗(i) = Av⃗ (i). Ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âåêòîðiâ w⃗(i) òàêîæ äîðiâíþ¹ íóëþ.
Ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ V , ñòîâïöÿìè ÿêî¨ ñëóæèòèìóòü âåêòîðè v⃗ (i).
Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ìàòðèöþ W çi ñòîâïöÿìè w⃗(i):

V =
(
v⃗ (1), v⃗ (2), . . . , v⃗ (k)),

W =
(
w⃗(1), w⃗(2), . . . , w⃗(k)).
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âèùå ïðè÷èí, âîíî ìà¹ ñêîðiøå òåîðåòè÷íå, íiæ ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Äàíå
çîáðàæåííÿ ñëiä ðîçäiëèòè íà k áëîêiâ ïî n ïiêñåëiâ ó êîæíîìó, çàçâè÷àé,
n = 64, àëå äîïóñêàþòüñÿ é iíøi çíà÷åííÿ, à ÷èñëî k çàëåæèòü âiä ðîçìiðó

çîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ âåêòîðè áëîêiâ, ùî ïîçíà÷àþòüñÿ b⃗
(i)

ïðè

i = 1, 2, . . . , k. Ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âåêòîðiâ b⃗
(i)

(i = 1, 2, . . . , k)
äîðiâíþ¹

b⃗ =

∑
i b⃗

(i)

k
.

Ââîäèòüñÿ íîâà ñiì'ÿ âåêòîðiâ{
v⃗ (i) = b⃗

(i)
− b⃗ | i = 1, 2, . . . , k

}
,

äëÿ ÿêî¨ ñåðåäíüî àðèôìåòè÷íèé âåêòîð

∑
i v⃗

(i)

k
äîðiâíþ¹ íóëþ. Ìàòðèöþ

ïåðåòâîðåííÿ (KLT) ðîçìiðó n× n ÿêó ìè áóäóâàòèìåìî, ïîçíà÷èìî ÷åðåç
A. Ðåçóëüòàòîì ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðà v⃗ (i) áóäå âàãîâèé âåêòîð
w⃗(i) = Av⃗ (i). Ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âåêòîðiâ w⃗(i) òàêîæ äîðiâíþ¹ íóëþ.
Ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ V , ñòîâïöÿìè ÿêî¨ ñëóæèòèìóòü âåêòîðè v⃗ (i).
Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ìàòðèöþ W çi ñòîâïöÿìè w⃗(i):

V =
(
v⃗ (1), v⃗ (2), . . . , v⃗ (k)),

W =
(
w⃗(1), w⃗(2), . . . , w⃗(k)).
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Ìàòðèöi V i W ìàþòü n ðÿäêiâ i k ñòîâïöiâ. Ç îçíà÷åííÿ âåêòîðiâ w⃗(i)

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî W = A · V .

Óñi n âåêòîðiâ êîåôiöi¹íòiâ c⃗ (j) ïåðåòâîðåííÿ Êàðóíåíà-Ëîåâå
âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

c⃗ (j) =
(
w⃗

(1)
j , w⃗

(2)
j , . . . , w⃗

(k)
j

)
, j = 1, 2, . . . , n.

Îòæå, âåêòîð c⃗ (j) ñêëàäà¹òüñÿ ç j-õ åëåìåíòiâ âàãîâèõ âåêòîðiâ w⃗(i) ïðè
i = 1, 2, . . . , k.
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Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ-äîáóòîê W ·W T . Åëåìåíò ðÿäêà a òà ñòîâïöÿ b öi¹¨
ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ

(
W ·W T )

ab
=

k∑
i=1

w(i)
a w

(i)
b =

k∑
i=1

c
(a)
i c

(b)
i = c⃗ (a) ·⃗c (b), äëÿ a, b ∈ [1, n]. (1)

Òîé ôàêò, ùî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âåêòîðiâ w⃗(i) äîðiâíþ¹ íóëþ îçíà÷à¹,
ùî êîæåí äiàãîíàëüíèé åëåìåíò

(
W ·W T

)
jj

ìàòðèöi-äîáóòêó ¹

äèñïåðñi¹þ (ç ìíîæíèêîì k) j-o åëåìåíòà (àáî j-¨ êîîðäèíàòè) âåêòîðà
w⃗(i). Ñïðàâäi, ç ðiâíÿííÿ (1) âèïëèâà¹, ùî

(
W ·W T )

jj
=

k∑
i=1

w
(i)
j w

(i)
j =

k∑
i=1

(
w

(i)
j −0

)2
=

k∑
i=1

(
c
(j)
i −0

)2
= k ·var

(
c⃗ (j)).

Ïîçàäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi W ·W T ¹ êîâàðiàöiÿìè âåêòîðiâ w⃗(i)

òîáòî, åëåìåíò
(
W ·W T

)
ab

äîðiâíþ¹ êîâàðiàöi¨ êîîðäèíàò a i b âåêòîðiâ

w⃗(i). Ç ðiâíÿííÿ (1) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî öi âåëè÷èíè äîðiâíþþòü
ñêàëÿðíèì äîáóòêàì c⃗ (a) · c⃗ (b) âåêòîðiâ c⃗ (a) i c⃗ (b). Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ
çàäà÷ ïåðåòâîðåííÿ çîáðàæåííÿ ¹ çâåäåííÿ éîãî äî äåêîðåëüîâàíî¨ ôîðìè
êîîðäèíàò âåêòîðiâ. Òåîðiÿ éìîâiðíîñòi ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî äâi êîîðäèíàòè
¹ äåêîðåëüîâàíèìè, ÿêùî ¨õíÿ êîâàðiàöiÿ äîðiâíþ¹ íóëþ (iíøà ìåòà � öå
êîíöåíòðàöiÿ åíåðãi¨, àëå öi çàâäàííÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíi). Îòæå, íåîáõiäíî
çíàéòè òàêó ìàòðèöþ A, ùî äîáóòîê W ·W T áóâ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.
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0 λ2 0 · · · 0 0
0 0 λ3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λn−1 0
0 0 0 · · · 0 λn


.

Çà òàêîãî âèáîðó ìàòðèöi A ìàòðèöÿ W ·W T áóäå äiàãîíàëüíîþ,
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Áàçèñíi âåêòîðè KLT îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiêñåëiâ âèõiäíîãî
çîáðàæåííÿ, òîáòî, âîíè çàëåæàòü âiä âèõiäíèõ äàíèõ. Ó êîíêðåòíîìó
ìåòîäi ñòèñíåííÿ öi âåêòîðè ñëiä çàïèñóâàòè â ñòèñëèé ôàéë äëÿ
âèêîðèñòàííÿ äåêîäåðîì. Êðiì òîãî, íå âiäîìèé øâèäêèé ìåòîä
îá÷èñëåííÿ öèõ âåêòîðiâ. Âñi öi ôàêòè ðîáëÿòü ìåòîä KLT ñóòî
òåîðåòè÷íèì áåç ðåàëüíèõ äîäàòêiâ.
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