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Ñòèñíåííÿ çîáðàæåíü. Ïåðåòâîðåííÿ çîáðàæåíü

Ïîíÿòòÿ ïåðåòâîðåííÿ øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ ó ìàòåìàòèöi. Ç éîãî
äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ áàãàòî çàâäàíü ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè. Îñíîâíà
iäåÿ ïîëÿãà¹ ó çìiíi ìàòåìàòè÷íî¨ âåëè÷èíè (÷èñëà, âåêòîðà, ôóíêöi¨ àáî
iíøîãî îá'¹êòà) ç ìåòîþ íàäàííÿ ¨é iíøî¨ ôîðìè, â ÿêié âîíà ìà¹,
ìîæëèâî, íåçâè÷íèé âèãëÿä, àëå ìà¹ êîðèñíi âëàñòèâîñòi. Ïåðåòâîðåíà
âåëè÷èíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i àáî ïðè çäiéñíåííi
äåÿêèõ îá÷èñëåíü, ïiñëÿ ÷îãî äî ðåçóëüòàòó çàñòîñîâó¹òüñÿ îáåðíåíå
ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ïîâåðíåííÿ äî ïî÷àòêîâî¨ ôîðìè.

Ïðîñòèì iëþñòðàòèâíèì ïðèêëàäîì ìîæóòü áóòè àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨
íàä ÷èñëàìè, çàïèñàíèìè â ðèìñüêié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Ñòàðîäàâíi
ðèìëÿíè, ìàáóòü, çíàëè, ÿê îïåðóâàòè ç òàêèìè ÷èñëàìè, îäíàê, ÿêùî
ïîòðiáíî, ñêàæiìî, ïåðåìíîæèòè äâà ÷èñëà, çàïèñàíi â ðèìñüêié ñèñòåìi
÷èñëåííÿ, òî çðó÷íiøå ïåðåòâîðèòè ¨õ ó ñó÷àñíó (àðàáñüêó) ôîðìó,
ïåðåìíîæèòè, à ïîòiì çîáðàçèòè ðåçóëüòàò ó âðèìñüêié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ.
Îñü ïðîñòèé ïðèêëàä:

XCV I ×XII → 96× 12 = 1152 → MCLII.
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iíøîãî îá'¹êòà) ç ìåòîþ íàäàííÿ ¨é iíøî¨ ôîðìè, â ÿêié âîíà ìà¹,
ìîæëèâî, íåçâè÷íèé âèãëÿä, àëå ìà¹ êîðèñíi âëàñòèâîñòi. Ïåðåòâîðåíà
âåëè÷èíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i àáî ïðè çäiéñíåííi
äåÿêèõ îá÷èñëåíü, ïiñëÿ ÷îãî äî ðåçóëüòàòó çàñòîñîâó¹òüñÿ îáåðíåíå
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íàä ÷èñëàìè, çàïèñàíèìè â ðèìñüêié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ. Ñòàðîäàâíi
ðèìëÿíè, ìàáóòü, çíàëè, ÿê îïåðóâàòè ç òàêèìè ÷èñëàìè, îäíàê, ÿêùî
ïîòðiáíî, ñêàæiìî, ïåðåìíîæèòè äâà ÷èñëà, çàïèñàíi â ðèìñüêié ñèñòåìi
÷èñëåííÿ, òî çðó÷íiøå ïåðåòâîðèòè ¨õ ó ñó÷àñíó (àðàáñüêó) ôîðìó,
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âiäçíà÷èìî ¨õ íà ãðàôiêó. Âiäîìî, ùî òî÷êè âèãëÿäó (x, x) ëåæàòü íà
ïðÿìié ç íàõèëîì 45◦, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä y = x, a òîìó î÷iêó¹òüñÿ,
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ëèøå äåÿêi òî÷êè ëåæèòü äàëåêî âiä äiàãîíàëi.
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Öå ðîáèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî ïåðåòâîðåííÿ

(x∗, y∗) = (x, y)

(
cos 45◦ − sin 45◦

sin 45◦ cos 45◦

)
=

= (x, y)
1√
2

(
1 −1
1 1

)
=

= (x, y)R,

(1)

äå ìàòðèöÿ ïîâîðîòó R ¹ îðòîãîíàëüíîþ1. Îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì
ñëóæèòü ïîâîðîò íà 45◦ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, ÿêèé çàïèøåòüñÿ ó
âèãëÿäi:2

(x, y) = (x∗, y∗)R−1 = (x∗, y∗)RT = (x∗, y∗)
1√
2

(
1 1
−1 1

)
. (2)

1Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî äîáóòîê ¨¨ îäíàêîâèõ ðÿäêiâ
(ñòîâïöiâ) äîðiâíþ¹ 1, à ðiçíèõ � 0.

2Âçÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi äî îðòîãîíàëüíî¨ ðîáèòüñÿ, ÿê âiäîìî ç êóðñó ëiíiéíî¨
àëãåáðè, çà äîïîìîãîþ ïðîñòî¨ îïåðàöi¨ òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöü.
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Î÷åâèäíî, ùî áiëüøiñòü òî÷îê ïåðåòâîðåíî¨ �õìàðè� ìàòèìóòü êîîðäèíàòó
y, áëèçüêó äî íóëÿ, à êîîðäèíàòà x çìiíèòüñÿ äóæå ñèëüíî. Ðèñ. (a),(b)
çîáðàæóþòü ðîçïîäië êîîðäèíàò x i y (òîáòî ïiêñåëiâ ç ïàðíèìè òà
íåïàðíèìè íîìåðàìè) òèïîâîãî 128× 128× 8 íàïiâòîíîâîãî çîáðàæåííÿ
äî îáåðòàííÿ. Çðîçóìiëî, ùî öi ðîçïîäiëè âiäðiçíÿþòüñÿ íå íàäòî.
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Îñêiëüêè êîîðäèíàòè òî÷îê âiäîìi äî òà ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ, òî ëåãêî

îá÷èñëèòè çìåíøåííÿ êîðåëÿöi¨. Ñóìà
∑
i

xiyi íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõðåñíîþ

êîðåëÿöi¹þ òî÷îê (xi, yi).

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîÿñíþ¹ çìiñò öi¹¨ âåëè÷èíè. Ïîâåðíåìî òî÷êè

(5, 5), (6, 7), (12.1, 13.2), (23, 25) òà (32, 29)

çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ íà êóò 45◦ i îá÷èñëèìî ïåðåõðåñíó êîðåëÿöiþ
äî òà ïiñëÿ ïîâîðîòó. Íà ðèñ. íàâåäåíî ïðîãðàìó Matlab, ÿêà îá÷èñëþ¹
êîîðäèíàòè ïîâåðíóòèõ òî÷îê.

Âîíè äîðiâíþþòü

(7.071, 0), (9.19, 0.7071), (17.9, 0.78), (33.9, 1.41), (43.13,−2.12)

(çâåðíiòü óâàãó, ùî êîîðäèíàòè y ñòàëè ìàëèìè ÷èñëàìè). Âèäíî, ùî
çíà÷åííÿ ïåðåõðåñíî¨ êîðåëÿöi¨ çìåíøèëîñÿ ç 1729.72 äî ïîâîðîòó äî
−23.0846 ïiñëÿ ïîâîðîòó. ×óäîâå ñêîðî÷åííÿ!
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Òåïåð ìîæíà ñòèñíóòè îáðàç ïðîñòî çàïèñàâøè ïåðåòâîðåíi êîîðäèíàòè ó
âèõiäíèé ôàéë. ßêùî äîïóñòèìà äåÿêà âòðàòà iíôîðìàöi¨, òî ìîæíà
çðîáèòè êâàíòóâàííÿ âñiõ ïiêñåëiâ, ùî äàñòü ìàëi çíà÷åííÿ ïiêñåëiâ.
Ìîæíà òàêîæ çàïèñóâàòè â ñòèñëèé ôàéë óñi íåïàðíi ïiêñåëi (òi, ÿêi ¹ x
êîîðäèíàòàìè â ïàðàõ), à çà íèìè çàïèñàòè âñi ïàðíi ïiêñåëi. Öi äâi
ïîñëiäîâíîñòi íàçèâàþòüñÿ âåêòîðàìè êîåôiöi¹íòiâ ïåðåòâîðåííÿ. Äðóãà
ïîñëiäîâíiñòü ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàëèõ ÷èñåë, i, ìîæëèâî, ïiñëÿ ¨¨ êâàíòóâàííÿ
âèíèêíóòü ñåði¨ íóëiâ, ÿêi ìîæíà áóäå ùå êðàùå ñòèñíóòè.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî ïîâíà äèñïåðñiÿ ïiêñåëiâ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñóìîþ∑
i

(x2
i + y2

i ), íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè ïîâîðîòi, îñêiëüêè ìàòðèöÿ öüîãî

ïåðåòâîðåííÿ ¹ îðòîãîíàëüíîþ. Ïðîòå äèñïåðñiÿ íîâèõ êîîðäèíàò ñòàëà
ìàëîþ, òîìó çðîñëà äèñïåðñiÿ êîåôiöi¹íòiâ x. Äèñïåðñiþ iíîäi íàçèâàþòü
åíåðãi¹þ ðîçïîäiëó ïiêñåëiâ. Òîìó ìè ìîæåìî ñêàçàòè, ùî ïîâîðîò
êîíöåíòðó¹ åíåðãiþ â êîîðäèíàòàõ x, çà äîïîìîãîþ ÷îãî äîñÿãà¹òüñÿ
ñòèñíåííÿ çîáðàæåííÿ.
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Ñòèñíåííÿ çîáðàæåíü. Ïåðåòâîðåííÿ çîáðàæåíü
Êîíöåíòðóâàííÿ åíåðãi¨ â îäíié êîîðäèíàòi ìà¹ é iíøó ïåðåâàãó. Ìîæíà
ðîáèòè êâàíòóâàííÿ öi¹¨ êîîðäèíàòè òî÷íiøèì, íiæ êâàíòóâàííÿ äðóãî¨
êîîðäèíàòè. Òàêèé ñïîñiá êâàíòóâàííÿ ïðèçâîäèòü äî êðàùîãî ñòèñêó.

Íàñòóïíèé ïðîñòèé ïðèêëàä iëþñòðó¹ ìîæëèâîñòi öüîãî îðòîãîíàëüíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Ïî÷íåìî ç òî÷êè (4, 5) ç áëèçüêèìè êîîðäèíàòàìè. Çà
äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ (1) öÿ òî÷êà ïåðåõîäèòü ó

(4, 5)R = (9, 1)/
√
2 ≈ (6.36396, 0.7071).

Åíåðãi¨ öèõ òî÷îê äîðiâíþþòü:

42 + 52 = 41 = (92 + 12)/2.

ßêùî âèäàëèòè êîîðäèíàòó (4) âèõiäíî¨ òî÷êè, òî îòðèìà¹ìî ïîìèëêó
42/41 = 0.39. Îäíàê, ÿêùî âèäàëèòè ìåíøó ç äâîõ êîîðäèíàò ïåðåòâîðåíî¨
òî÷êè (0.7071), òî ïîìèëêà áóäå âñüîãî-íàâñüîãî äîðiâíþâàòè
0.70712/41 = 0.012. Öþ ïîìèëêó ìîæíà òàêîæ îá÷èñëèòè, âèõîäÿ÷è ç
ðåêîíñòðóéîâàíî¨ òî÷êè. Çàñòîñó¹ìî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ (ðiâíÿííÿ (2))
äî òî÷êè (9, 1)/

√
2. Îòðèìà¹ìî, çâiñíî, âèõiäíó òî÷êó (4, 5). Çðîáèâøè òå

ñàìå äëÿ òî÷êè (9, 0)/
√
2, îòðèìà¹ìî ïiñëÿ çàîêðóãëåííÿ òî÷êó (4.5, 4.5).

Ðiçíèöÿ åíåðãié âèõiäíî¨ òà ðåêîíñòðóéîâàíî¨ òî÷îê äîðiâíþâàòèìå òié æå
ìàëié âåëè÷èíi[

(42 + 52)− (4.52 + 4.52)
]

42 + 52
=

41− 40.5

41
= 0.012.
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Öå ïðîñòå ïåðåòâîðåííÿ ëåãêî óçàãàëüíèòè ó âèïàäêó áóäü-ÿêîãî âèìiðó
ïðîñòîðó. Çàìiñòü ïàð ìîæíà âèáèðàòè òðiéêè òî÷îê, òðèïëåòè. Êîæåí
òðèïëåò ñòà¹ òî÷êîþ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó, à âñi òî÷êè óòâîðþþòü
�õìàðó� íàâêîëî ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïiä êóòîì
45◦ äî êîæíî¨ êîîðäèíàòíî¨ îñi. ßêùî öþ ïðÿìó ïîâåðíóòè òàê, ùî âîíà
ëÿæå íà âiñü x òî êîîðäèíàòè y i z òî÷îê �õìàðè� ñòàíóòü ìàëèìè
÷èñëàìè. Òàêå ïåðåòâîðåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìíîæåííÿ êîæíî¨
òî÷êè íà äåÿêó ìàòðèöþ ðîçìiðó 3× 3 ÿêà, çâè÷àéíî, ¹ îðòîãîíàëüíîþ.
Äðóãà òà òðåòÿ êîìïîíåíòè êîîðäèíàò ïåðåòâîðåíèõ òî÷îê áóäóòü ìàëèìè
÷èñëàìè, a òîìó êîîðäèíàòè âñiõ òî÷îê ñëiä ðîçäiëèòè íà òðè âåêòîðè
êîåôiöi¹íòiâ. Äëÿ êðàùîãî ñòèñíåííÿ íåîáõiäíî, ùîá êâàíòóâàííÿ öèõ
âåêòîðiâ êîåôiöi¹íòiâ ðîáèëîñÿ ç ðiçíèì ñòóïåíåì òî÷íîñòi.
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Öåé ìåòîä ëåãêî ïîøèðèòè íà áiëüø âèñîêi âèìiðè, ç òi¹þ ðiçíèöåþ, ùî
ïðîñòîðè, ùî âèõîäÿòü, âæå íå ìîæíà áóäå óÿâèòè âiçóàëüíî. Îäíàê
âiäïîâiäíi ìàòðèöi ïåðåòâîðåíü ëåãêî âèïèñóþòüñÿ. �äèíå, ùî äîâîäèòüñÿ
âðàõîâóâàòè, öå òå, ùî âèìið íå ïîâèíåí áóòè íàäòî âåëèêèì, îñêiëüêè
ðåçóëüòàò ñòèñíåííÿ íà îñíîâi ïîâîðîòó çàëåæèòü âiä êîðåëÿöi¨ áëèçüêèõ
ïiêñåëiâ. Íàïðèêëàä, ÿêùî îá'¹äíóâàòè ïî 24 ñóñiäíi ïiêñåëi â îäíó òî÷êó
24-âèìiðíîãî ïðîñòîðó, òî îòðèìàíi òî÷êè, âçàãàëi êàæó÷è, íå ëåæàòèìóòü
ó ìàëîìó îêîëi �ïðÿìî¨ ïiä êóòîì 45◦ äî îñåé êîîðäèíàò�, îñêiëüêè íå áóäå
êîðåëÿöi¨ ìiæ ïiêñåëåì òà éîãî äàëåêèì ñóñiäîì. Òîìó ïiñëÿ ïîâîðîòó
îñòàííi 23 êîîðäèíàòè ïåðåòâîðåíèõ òî÷îê âæå íå áóäóòü ìàëèìè.
Ñïîñòåðåæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî êîðåëÿöiÿ ïiêñåëiâ çáåðiãà¹òüñÿ äî âèìiðó
âiñiì, àëå ðiäêî äàëi.
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