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ñïðîùåííÿ âèêëàäó ïiä àëãîðèòìîì ìè áóäåìî ðîçóìiòè ñóêóïíiñòü ïðàâèë
äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïåâíîãî êëàñó çàäà÷, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ïî÷àòêîâèìè
äàíèìè. Ïî÷àòêîâi äàíi � öå âõiäíà iíôîðìàöiÿ àáî âõiäíi äàíi äëÿ
àëãîðèòìó. Îñêiëüêè ÷àñ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó çàëåæèòü âiä ðîçìiðó
ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, òî éîãî ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ôóíêöiþ âiä îáñÿãó âõiäíî¨
iíôîðìàöi¨. Öå äîáðå iëþñòðóþòü çàäà÷i ñîðòóâàííÿ. Ó öèõ çàäà÷àõ âõiäíi
äàíi � öå ñïèñîê åëåìåíòiâ, ÿêi ïiäëÿãàþòü ñîðòóâàííþ, à ðåçóëüòàò � òi
ñàìi åëåìåíòè, âiäñîðòîâàíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, ÷è ñïàäàííÿ. Íàïðèêëàä,
âõiäíèé ñïèñîê

4, 14, 8, 1, 6, 1, 13, 11, 4

ó âèïàäêó ñîðòóâàííÿ çà çðîñòàííÿì, áóäå ïåðåòâîðåíî ó âèõiäíèé ñïèñîê

1, 1, 4, 4, 6, 8, 11, 13, 14.

ßê ìiðó îáñÿãó âõiäíî¨ iíôîðìàöi¨ äëÿ àëãîðèòìó ñîðòóâàííÿ ïðèðîäíî
âèáèðàòè êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ÿêi ïiäëÿãàþòü ñîðòóâàííþ, àáî, iíøèìè
ñëîâàìè, äîâæèíó âõiäíîãî ñïèñêó. Çàãàëîì äîâæèíà âõiäíèõ äàíèõ �
ïðèäàòíà ìiðà ¨õíüîãî îá'¹ìó.
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ßê ñèíîíiì òåðìiíó �âõiäíi äàíi� ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü òåðìií �âõîäè�.
Îçíà÷èìî ÷àñîâó ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ÿêó ïîäàëüøå áóäåìî ïðîñòî
íàçèâàòè ñêëàäíiñòþ àëãîðèòìó, ÿê ôóíêöiþ f , ÿêà ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó íåâiä'¹ìíîìó öiëîìó ÷èñëó n ÷àñ ðîáîòè f(n)
àëãîðèòìó â íàéãiðøîìó âèïàäêó íà âõîäàõ äîâæèíè n. Iíøèìè ñëîâàìè,
f(n) � ìàêñèìàëüíèé ÷àñ ðîáîòè àëãîðèòìó ïî âñiõ âõîäàõ äîâæèíè n.
Äîâæèíà âõîäó, ÿê âæå áóëî ñêàçàíî, õàðàêòåðèçó¹ ðîçìið çàäà÷i. ×àñ
ðîáîòè àëãîðèòìó âèìiðþþòü ó êðîêàõ (îïåðàöiÿõ), ùî âèêîíó¹òüñÿ íà
iäåàëiçîâàíîìó êîìï'þòåði.

Àíàëiç åôåêòèâíîñòi àëãîðèòìiâ ïîëÿãà¹ â ç'ÿñóâàííi òàêîãî ïèòàííÿ: ÿê
øâèäêî çðîñòà¹ ôóíêöiÿ f(n) çi çáiëüøåííÿì ÷èñëà n? Äëÿ ïîðiâíÿííÿ
øâèäêîñòi çðîñòàííÿ äâîõ ôóíêöié f(n) i g(n) âèêîðèñòîâóþòü òàêå
ïîíÿòòÿ.

Íåõàé f i g � ôóíêöi¨ ç ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë Z (÷è ç ìíîæèíè äiéñíèõ
÷èñåë R) â ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë R. Áóäåìî ïèñàòè, ùî

f(x) = O(g(x)),

ÿêùî iñíóþòü òàêi ñòàëi C i k, ùî

|f(x)| ⩽ C · |g(x)|, äëÿ âñiõ x > k.

Ó öüîìó âèïàäêó ïèøóòü òàêîæ, ùî f(x) ∈ O(g(x)) i ÷èòàþòü �f(x) ¹
î-âåëèêå âiä g(x)� , i íàçèâàþòü O-îöiíêîþ.
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Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ ïîíÿòòÿ O(g(x)) ôóíêöiþ g ó ñïiââiäíîøåííi
f(x) = O(g(x)) âèáèðàþòü íàñòiëüêè ìàëîþ (ó ðîçóìiííi ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ),
íàñòiëüêè öå ìîæëèâî. Çäåáiëüøîãî ôóíêöiþ g âèáèðàþòü ç ìíîæèíè ôóíêöié,
ÿêi ââàæàþòüñÿ åòàëîííèìè, ÿê, íàïðèêëàä, xm, äå m ∈ N, ÷è log x.

Ó ïîäàëüøîìó ìè ìàéæå çàâæäè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äîäàòíî âèçíà÷åíèìè
ôóíêöiÿìè. Âñi ïîçíà÷åííÿ àáñîëþòíèõ âåëè÷èí â îöiíêàõ äëÿ òàêèõ ôóíêöié
ìîæíà îïóñòèòè. Íà ðèñ. ïðîiëþñòðîâàíî ñïiââiäíîøåííÿ f(x) = O(g(x)).
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Ïðèêëàä 1.10.1

Çíàéäiòü îöiíêó äëÿ ôóíêöié

f1(n) = n! i f2(n) = logn!,

äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n ⩽ n · n · n · . . . · n︸ ︷︷ ︸
n−ðàçiâ

= nn.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

n! = O(nn).

Âçÿâøè ëîãàðèôì âiä îáîõ ÷àñòèí íåðiâíîñòi n! ⩽ nn, îòðèìó¹ìî

logn! ⩽ lognn = n logn,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
logn! = O(n logn).
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Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî
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⩽ C1 · |g(x)|+ C2 · |g(x)| ⩽
⩽ (C1 + C2) · |g(x)| =
= C|g(x)|,

äå g(x) = max{g1(x), g2(x)} i C = C1 + C2.
Îòîæ,
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ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■
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Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1
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Òîäi, î÷åâèäíî, ùî
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Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Òåîðåìà 1.10.3

Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi
f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1,
C2, k1 i k2, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| ⩽ C1 · |g1(x)| i |f2(x)| ⩽ C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| ⩽ |f1(x)| · |f2(x)| ⩽
⩽ C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| ⩽
⩽ C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| ⩽ C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Ïðèêëàä 1.10.4

Çíàéäiòü îöiíêó äëÿ ôóíêöié
f(n) = 5n log(n!) + (n3 + 2n2 + 3) logn,

äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçîê. Îöiíèìî ñïî÷àòêó ôóíêöiþ 5n log(n!). Ç âèâåäåíî¨ â ïðèêëàäi 1.10.1
îöiíêè ôóíêöi¨ logn! ìà¹ìî

logn! = O(n logn).
Áåðó÷è äî óâàãè öþ îöiíêó i òîé ôàêò, ùî

5n = O(n),
ç òåîðåìè 1.10.3 âèïëèâà¹, ùî

5n log(n!) = O(n2 logn).
Îöiíèìî òåïåð ôóíêöiþ (n3 + 2n2 + 3) logn. Îñêiëüêè

n3 + 2n2 + 3 < 3n3 äëÿ n > 3,

òî ìà¹ìî, ùî
n3 + 2n2 + 3 = O(n3).

Ç òåîðåìè 1.10.3 âèïëèâà¹, ùî
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Ïîëiíîìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îöiíîê çðîñòàííÿ ôóíêöié. Íàâåäåìî
òâåðäæåííÿ, ÿêå çàâæäè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíêè çðîñòàííÿ ïîëiíîìà.

Òåîðåìà 1.10.5

Íåõàé
p(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0,

äå am, am−1, . . . , a1, a0 � äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

p(x) = O(xm).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü, ùî ìîäóëü ñóìè íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ìîäóëiâ
äiéñíèõ ÷èñåë, òî ìà¹ìî

|p(x)| =
∣∣amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
∣∣ ⩽

⩽ |am|xm + |am−1|xm−1 + · · ·+ |a1|x+ |a0| =

= xm

(
|am|+

|am−1|
x

+ · · ·+
|a1|
xm−1

+
|a0|
xm

)
⩽

⩽ xm (|am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)

äëÿ x > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|p(x)| ⩽ Cxm,

äå C = |am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| i x > 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî äëÿ

ïîëiíîìó p(x) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà p(x) = O(xm). ■
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äëÿ x > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|p(x)| ⩽ Cxm,

äå C = |am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| i x > 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî äëÿ

ïîëiíîìó p(x) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà p(x) = O(xm). ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Ïîëiíîìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îöiíîê çðîñòàííÿ ôóíêöié. Íàâåäåìî
òâåðäæåííÿ, ÿêå çàâæäè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíêè çðîñòàííÿ ïîëiíîìà.

Òåîðåìà 1.10.5

Íåõàé
p(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0,

äå am, am−1, . . . , a1, a0 � äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

p(x) = O(xm).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü, ùî ìîäóëü ñóìè íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ìîäóëiâ
äiéñíèõ ÷èñåë, òî ìà¹ìî

|p(x)| =
∣∣amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
∣∣ ⩽

⩽ |am|xm + |am−1|xm−1 + · · ·+ |a1|x+ |a0| =

= xm

(
|am|+

|am−1|
x

+ · · ·+
|a1|
xm−1

+
|a0|
xm

)
⩽

⩽ xm (|am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)

äëÿ x > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|p(x)| ⩽ Cxm,

äå C = |am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| i x > 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî äëÿ

ïîëiíîìó p(x) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà p(x) = O(xm). ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Ïîëiíîìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îöiíîê çðîñòàííÿ ôóíêöié. Íàâåäåìî
òâåðäæåííÿ, ÿêå çàâæäè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíêè çðîñòàííÿ ïîëiíîìà.

Òåîðåìà 1.10.5

Íåõàé
p(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0,

äå am, am−1, . . . , a1, a0 � äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

p(x) = O(xm).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü, ùî ìîäóëü ñóìè íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ìîäóëiâ
äiéñíèõ ÷èñåë, òî ìà¹ìî

|p(x)| =
∣∣amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
∣∣ ⩽

⩽ |am|xm + |am−1|xm−1 + · · ·+ |a1|x+ |a0| =

= xm

(
|am|+

|am−1|
x

+ · · ·+
|a1|
xm−1

+
|a0|
xm

)
⩽

⩽ xm (|am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)

äëÿ x > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|p(x)| ⩽ Cxm,

äå C = |am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| i x > 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî äëÿ

ïîëiíîìó p(x) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà p(x) = O(xm). ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Ïîëiíîìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îöiíîê çðîñòàííÿ ôóíêöié. Íàâåäåìî
òâåðäæåííÿ, ÿêå çàâæäè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíêè çðîñòàííÿ ïîëiíîìà.

Òåîðåìà 1.10.5

Íåõàé
p(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0,

äå am, am−1, . . . , a1, a0 � äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

p(x) = O(xm).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü, ùî ìîäóëü ñóìè íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ìîäóëiâ
äiéñíèõ ÷èñåë, òî ìà¹ìî

|p(x)| =
∣∣amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
∣∣ ⩽

⩽ |am|xm + |am−1|xm−1 + · · ·+ |a1|x+ |a0| =

= xm

(
|am|+

|am−1|
x

+ · · ·+
|a1|
xm−1

+
|a0|
xm

)
⩽

⩽ xm (|am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)

äëÿ x > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|p(x)| ⩽ Cxm,

äå C = |am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| i x > 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî äëÿ

ïîëiíîìó p(x) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà p(x) = O(xm). ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Ïîëiíîìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îöiíîê çðîñòàííÿ ôóíêöié. Íàâåäåìî
òâåðäæåííÿ, ÿêå çàâæäè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíêè çðîñòàííÿ ïîëiíîìà.

Òåîðåìà 1.10.5

Íåõàé
p(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0,

äå am, am−1, . . . , a1, a0 � äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

p(x) = O(xm).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü, ùî ìîäóëü ñóìè íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ìîäóëiâ
äiéñíèõ ÷èñåë, òî ìà¹ìî

|p(x)| =
∣∣amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
∣∣ ⩽

⩽ |am|xm + |am−1|xm−1 + · · ·+ |a1|x+ |a0| =

= xm

(
|am|+

|am−1|
x

+ · · ·+
|a1|
xm−1

+
|a0|
xm

)
⩽

⩽ xm (|am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)

äëÿ x > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|p(x)| ⩽ Cxm,

äå C = |am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| i x > 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî äëÿ

ïîëiíîìó p(x) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà p(x) = O(xm). ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Ïîëiíîìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îöiíîê çðîñòàííÿ ôóíêöié. Íàâåäåìî
òâåðäæåííÿ, ÿêå çàâæäè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíêè çðîñòàííÿ ïîëiíîìà.

Òåîðåìà 1.10.5

Íåõàé
p(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0,

äå am, am−1, . . . , a1, a0 � äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

p(x) = O(xm).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü, ùî ìîäóëü ñóìè íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ìîäóëiâ
äiéñíèõ ÷èñåë, òî ìà¹ìî

|p(x)| =
∣∣amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
∣∣ ⩽

⩽ |am|xm + |am−1|xm−1 + · · ·+ |a1|x+ |a0| =

= xm

(
|am|+

|am−1|
x

+ · · ·+
|a1|
xm−1

+
|a0|
xm

)
⩽

⩽ xm (|am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)

äëÿ x > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|p(x)| ⩽ Cxm,

äå C = |am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| i x > 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî äëÿ

ïîëiíîìó p(x) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà p(x) = O(xm). ■

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.
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Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.
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Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.
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Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.
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Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.
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Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.
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Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.
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Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
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Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.
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Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))�
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)).
Òóò n � äîâæèíà âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ
âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, logn, n, n logn, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó
íå çàëåæèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü
ëiíiéíèì. Òàêèé àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì
(çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàäíîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì,
íàçèâàþòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m �
ñòàëà. Îñîáëèâó ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ
�ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì� òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ
ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæèìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨
ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ



Ëåêöiÿ 13: Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ

Çàäà÷à â äèñêðåòíié ìàòåìàòèöi íàçèâà¹òüñÿ âàæêî ðîçâÿ'çóâàíîþ, ÿêùî
äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó íå iñíó¹ ïîëiíîìiàëüíîãî àëãîðèòìó. Àëãîðèòìè, ÷àñîâà
ñêëàäíiñòü ÿêèõ íå ïiääà¹òüñÿ ïîäiáíié îöiíöi, íàçèâàþòüñÿ
åêñïîíåíöiàëüíèìè. Áiëüøiñòü åêñïîíåíöiàëüíèõ àëãîðèòìiâ � öå ïðîñòî
âàðiàíòè �ïîâíîãî ïåðåáîðó�, òîäi ÿê ïîëiíîìiàëüíi àëãîðèòìè çäåáiëüøîãî
ìîæíà ïîáóäóâàòè ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè ìîæíà çàãëèáèòèñÿ â
ñóòíiñòü çàäà÷i.

Âïðàâà 1.10.1

Íåõàé F (x), g(x) i h(x) � òàêi ôóíêöi¨, ùî f(x) = O(g(x)) i
g(x) = O(h(X)). Äîâåäiòü, ùî f(x) = O(h(x)).

Âïðàâà 1.10.2

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k äîâåäiòü îöiíêó
1n + 2n + . . .+ nk = O(nk+1).

Âïðàâà 1.10.3

Äëÿ íàâåäåíèõ íèæ÷å ôóíêöié äàéòå íàéêðàùó O-îöiíêó, íàñêiëüêè öå
ìîæëèâî:

1) (n2 + 8)(n+ 12);

2) (n logn+ n2)(n2 + 3);
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