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Íåõàé (X,⩽) òà (Y,≦) � äâi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.
Âiäîáðàæåííÿ f : (X,⩽) → (Y,≦) íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì ÷àñòêîâî

âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí (X,⩽) òà (Y,≦), ÿêùî f � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ
òà a ⩽ b â (X,⩽) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f(a) ≦ f(b) â (Y,≦). Ó öüîìó
âèïàäêó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíè (X,⩽) òà (Y,≦) íàçèâàþòüñÿ
ïîðÿäêîâî içîìîðôíèìè.

Íåõàé (X,⩽) òà (Y,≦) � äâi içîìîðôíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.
Ïðî òàêi ìíîæèíè ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âîíè ìàþòü îäèí i òîé æå
ïîðÿäêîâèé òèï. Ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè � öå ÷àñòêîâèé âèïàäîê
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, à òîìó ìîæíà òàêîæ ãîâîðèòè ïðî ¨õ
ïîðÿäêîâèé òèï.

Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N çi çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì ⩽ ¹
íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì íåñêií÷åííî¨ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè. �¨
ïîðÿäêîâèé òèï ïîçíà÷àþòü ÷åðåç ω. Î÷åâèäíî, ùî ïîðÿäêîâèé òèï ω
ìàþòü òàêîæ òàêi ïiäìíîæèíè â R çi çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì ⩽:

ìíîæèíà âñiõ íåïàðíèé íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 2N+ 1 = {2n+ 1 | n ∈ N};
ìíîæèíà âñiõ ïàðíèé íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 2N = {2n | n ∈ N};
êîæíà ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë {xn}:

x1 < x2 < · · · < xn < · · · .
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ïîðÿäêîâèé òèï.

Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N çi çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì ⩽ ¹
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ïîðÿäêîâèé òèï ïîçíà÷àþòü ÷åðåç ω. Î÷åâèäíî, ùî ïîðÿäêîâèé òèï ω
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òà a ⩽ b â (X,⩽) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f(a) ≦ f(b) â (Y,≦). Ó öüîìó
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Î÷åâèäíî, ÿêùî äâi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ìàþòü îäíàêîâèé
ïîðÿäêîâèé òèï, òî âîíè ðiâíîïîòóæíi. Îäíàê îáåðíåíå òâåðäæåííÿ õèáíå.
Òàê, çîêðåìà ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ i ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çi
çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì ⩽ ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü, à ñàìå âîíè
çëi÷åííi, òîáòî |N| = |Z| = |Q| = ℵ0, àëå âîíè íå ¹ ïîïàðíî ïîðÿäêîâî
içîìîðôíèìè, à îòæå ¨õíi ïîðÿäêîâi òèïè ïîïàðíî ðiçíi.

Ëèøå ïîðÿäêîâèé òèï ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X
âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì |X| = n éîãî åëåìåíòiâ i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêîæ ÷åðåç n.

Íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iñíóþòü iíøi ïîðÿäêîâi òèïè, âiäìiííi âiä
ω. Òàêèì ¹, çîêðåìà, ïîðÿäêîâèé òèï ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç òàêèì
ëiíiéíèì ïîðÿäêîì:

1<4<7< · · ·<3n+1< · · ·<2<5<8< · · ·<3n+2< · · ·<3<6<9< · · ·<3n+3< · · · .

Ïîðÿäêîâèé òèï òàêî¨ ìíîæèíè ω · 3 = ω + ω + ω.

Âïðàâà 1.9.29

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ òèïiâ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîòóæíîñòi ℵ0 ¹
íåçëi÷åííîþ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ
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Âïðàâà 1.9.29

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ òèïiâ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîòóæíîñòi ℵ0 ¹
íåçëi÷åííîþ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Î÷åâèäíî, ÿêùî äâi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ìàþòü îäíàêîâèé
ïîðÿäêîâèé òèï, òî âîíè ðiâíîïîòóæíi. Îäíàê îáåðíåíå òâåðäæåííÿ õèáíå.
Òàê, çîêðåìà ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ i ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çi
çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì ⩽ ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü, à ñàìå âîíè
çëi÷åííi, òîáòî |N| = |Z| = |Q| = ℵ0, àëå âîíè íå ¹ ïîïàðíî ïîðÿäêîâî
içîìîðôíèìè, à îòæå ¨õíi ïîðÿäêîâi òèïè ïîïàðíî ðiçíi.

Ëèøå ïîðÿäêîâèé òèï ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X
âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì |X| = n éîãî åëåìåíòiâ i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêîæ ÷åðåç n.

Íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iñíóþòü iíøi ïîðÿäêîâi òèïè, âiäìiííi âiä
ω. Òàêèì ¹, çîêðåìà, ïîðÿäêîâèé òèï ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç òàêèì
ëiíiéíèì ïîðÿäêîì:

1<4<7< · · ·<3n+1< · · ·<2<5<8< · · ·<3n+2< · · ·<3<6<9< · · ·<3n+3< · · · .

Ïîðÿäêîâèé òèï òàêî¨ ìíîæèíè ω · 3 = ω + ω + ω.

Âïðàâà 1.9.29

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ òèïiâ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîòóæíîñòi ℵ0 ¹
íåçëi÷åííîþ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ
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Î÷åâèäíî, ÿêùî äâi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ìàþòü îäíàêîâèé
ïîðÿäêîâèé òèï, òî âîíè ðiâíîïîòóæíi. Îäíàê îáåðíåíå òâåðäæåííÿ õèáíå.
Òàê, çîêðåìà ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ i ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çi
çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì ⩽ ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü, à ñàìå âîíè
çëi÷åííi, òîáòî |N| = |Z| = |Q| = ℵ0, àëå âîíè íå ¹ ïîïàðíî ïîðÿäêîâî
içîìîðôíèìè, à îòæå ¨õíi ïîðÿäêîâi òèïè ïîïàðíî ðiçíi.

Ëèøå ïîðÿäêîâèé òèï ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X
âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì |X| = n éîãî åëåìåíòiâ i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêîæ ÷åðåç n.

Íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iñíóþòü iíøi ïîðÿäêîâi òèïè, âiäìiííi âiä
ω. Òàêèì ¹, çîêðåìà, ïîðÿäêîâèé òèï ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç òàêèì
ëiíiéíèì ïîðÿäêîì:

1<4<7< · · ·<3n+1< · · ·<2<5<8< · · ·<3n+2< · · ·<3<6<9< · · ·<3n+3< · · · .

Ïîðÿäêîâèé òèï òàêî¨ ìíîæèíè ω · 3 = ω + ω + ω.

Âïðàâà 1.9.29

Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ òèïiâ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîòóæíîñòi ℵ0 ¹
íåçëi÷åííîþ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ
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Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè: öå òàêà ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ùî êîæíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìà¹
íàéìåíøèé åëåìåíò. Ñåðåä íåñêií÷åííèõ ìíîæèí íàòóðàëüíi ÷èñëà çi
çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ. Òàêîæ íà êîæíié
ñêií÷åííié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé ïîðÿäîê.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ⩽
¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, àëå íå ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, à ¨¨ ïîðÿäêîâèé
òèï çàïèñóþòü ω∗.
Î÷åâèäíî, òàêîæ, ùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ¹ òàêîæ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è íà êîæíié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé

ïîðÿäîê? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, óìîâà, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì
âïîðÿäêóâàòè åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó, i öå äîâiâ Öåðìåëî íà ïî÷àòêó
ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Àêñiîìó âèáîðó ÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ àêñiîìîþ
Öåðìåëî, îñêiëüêè ñàìå âií ¨¨ ââiâ.

Àêñiîìà âèáîðó.

Íåõàé M = {Mi | i ∈ J } � ìíîæèíà äèç'þíêòíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí.
Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà M , êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ mi ¹ åëåìåíòîì äåÿêî¨
ìíîæèíè Mi i M ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Mi ïî îäíîìó åëåìåíòó mi.
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Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè: öå òàêà ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ùî êîæíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìà¹
íàéìåíøèé åëåìåíò. Ñåðåä íåñêií÷åííèõ ìíîæèí íàòóðàëüíi ÷èñëà çi
çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ. Òàêîæ íà êîæíié
ñêií÷åííié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé ïîðÿäîê.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ⩽
¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, àëå íå ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, à ¨¨ ïîðÿäêîâèé
òèï çàïèñóþòü ω∗.
Î÷åâèäíî, òàêîæ, ùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ¹ òàêîæ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è íà êîæíié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé

ïîðÿäîê? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, óìîâà, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì
âïîðÿäêóâàòè åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó, i öå äîâiâ Öåðìåëî íà ïî÷àòêó
ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Àêñiîìó âèáîðó ÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ àêñiîìîþ
Öåðìåëî, îñêiëüêè ñàìå âií ¨¨ ââiâ.

Àêñiîìà âèáîðó.

Íåõàé M = {Mi | i ∈ J } � ìíîæèíà äèç'þíêòíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí.
Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà M , êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ mi ¹ åëåìåíòîì äåÿêî¨
ìíîæèíè Mi i M ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Mi ïî îäíîìó åëåìåíòó mi.
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Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè: öå òàêà ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ùî êîæíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìà¹
íàéìåíøèé åëåìåíò. Ñåðåä íåñêií÷åííèõ ìíîæèí íàòóðàëüíi ÷èñëà çi
çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ. Òàêîæ íà êîæíié
ñêií÷åííié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé ïîðÿäîê.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ⩽
¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, àëå íå ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, à ¨¨ ïîðÿäêîâèé
òèï çàïèñóþòü ω∗.
Î÷åâèäíî, òàêîæ, ùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ¹ òàêîæ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è íà êîæíié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé

ïîðÿäîê? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, óìîâà, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì
âïîðÿäêóâàòè åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó, i öå äîâiâ Öåðìåëî íà ïî÷àòêó
ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Àêñiîìó âèáîðó ÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ àêñiîìîþ
Öåðìåëî, îñêiëüêè ñàìå âií ¨¨ ââiâ.

Àêñiîìà âèáîðó.

Íåõàé M = {Mi | i ∈ J } � ìíîæèíà äèç'þíêòíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí.
Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà M , êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ mi ¹ åëåìåíòîì äåÿêî¨
ìíîæèíè Mi i M ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Mi ïî îäíîìó åëåìåíòó mi.
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Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè: öå òàêà ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ùî êîæíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìà¹
íàéìåíøèé åëåìåíò. Ñåðåä íåñêií÷åííèõ ìíîæèí íàòóðàëüíi ÷èñëà çi
çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ. Òàêîæ íà êîæíié
ñêií÷åííié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé ïîðÿäîê.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ⩽
¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, àëå íå ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, à ¨¨ ïîðÿäêîâèé
òèï çàïèñóþòü ω∗.
Î÷åâèäíî, òàêîæ, ùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ¹ òàêîæ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è íà êîæíié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé

ïîðÿäîê? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, óìîâà, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì
âïîðÿäêóâàòè åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó, i öå äîâiâ Öåðìåëî íà ïî÷àòêó
ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Àêñiîìó âèáîðó ÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ àêñiîìîþ
Öåðìåëî, îñêiëüêè ñàìå âií ¨¨ ââiâ.

Àêñiîìà âèáîðó.

Íåõàé M = {Mi | i ∈ J } � ìíîæèíà äèç'þíêòíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí.
Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà M , êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ mi ¹ åëåìåíòîì äåÿêî¨
ìíîæèíè Mi i M ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Mi ïî îäíîìó åëåìåíòó mi.
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Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè: öå òàêà ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ùî êîæíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìà¹
íàéìåíøèé åëåìåíò. Ñåðåä íåñêií÷åííèõ ìíîæèí íàòóðàëüíi ÷èñëà çi
çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ. Òàêîæ íà êîæíié
ñêií÷åííié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé ïîðÿäîê.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ⩽
¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, àëå íå ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, à ¨¨ ïîðÿäêîâèé
òèï çàïèñóþòü ω∗.
Î÷åâèäíî, òàêîæ, ùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ¹ òàêîæ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è íà êîæíié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé

ïîðÿäîê? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, óìîâà, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì
âïîðÿäêóâàòè åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó, i öå äîâiâ Öåðìåëî íà ïî÷àòêó
ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Àêñiîìó âèáîðó ÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ àêñiîìîþ
Öåðìåëî, îñêiëüêè ñàìå âií ¨¨ ââiâ.

Àêñiîìà âèáîðó.

Íåõàé M = {Mi | i ∈ J } � ìíîæèíà äèç'þíêòíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí.
Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà M , êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ mi ¹ åëåìåíòîì äåÿêî¨
ìíîæèíè Mi i M ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Mi ïî îäíîìó åëåìåíòó mi.
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âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ¹ òàêîæ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è íà êîæíié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé

ïîðÿäîê? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, óìîâà, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì
âïîðÿäêóâàòè åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó, i öå äîâiâ Öåðìåëî íà ïî÷àòêó
ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Àêñiîìó âèáîðó ÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ àêñiîìîþ
Öåðìåëî, îñêiëüêè ñàìå âií ¨¨ ââiâ.

Àêñiîìà âèáîðó.

Íåõàé M = {Mi | i ∈ J } � ìíîæèíà äèç'þíêòíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí.
Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà M , êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ mi ¹ åëåìåíòîì äåÿêî¨
ìíîæèíè Mi i M ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Mi ïî îäíîìó åëåìåíòó mi.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ïîðÿäêîâèé òèï öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè íàçèâà¹òüñÿ îðäèíàëîì,
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âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí íàçèâàþòüñÿ òðàíñôiíiòàìè (ëàò. trans � çà, ÷åðåç
+ �nitio � êðàé, ìåæà) àáî òðàíñôiíiòíèìè ÷èñëàìè. Îðäèíàëè âiäiãðàþòü
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ìíîæèòè òà ïiäíîñèòè äî ñòåïåíÿ. Ïîðÿäêîâi òèïè íåñêií÷åííèõ öiëêîì
âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí íàçèâàþòüñÿ òðàíñôiíiòàìè (ëàò. trans � çà, ÷åðåç
+ �nitio � êðàé, ìåæà) àáî òðàíñôiíiòíèìè ÷èñëàìè. Îðäèíàëè âiäiãðàþòü
âàæëèâó ðîëü ó äîâåäåííi áàãàòüîõ òåîðåì òåîði¨ ìíîæèí � çîêðåìà,
çàâäÿêè ïîâ'ÿçàíîìó ç íèìè ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨.

Ïîðÿäêîâi ÷èñëà áóëè ââåäåíi Ãåîðãîì Êàíòîðîì (Georg Cantor) ó 1883 ð.
ÿê ñïîñiá îïèñàííÿ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à òàêîæ êëàñèôiêàöi¨
ìíîæèí, íà ÿêèõ âèçíà÷åíà âïîðÿäêîâàíà ñòðóêòóðà. Âií âèïàäêîâî
âiäêðèâ âïîðÿäêîâàíi ÷èñëà, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó, ÿêà ñòîñóâàëàñÿ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ïîðÿäêîâèé òèï öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè íàçèâà¹òüñÿ îðäèíàëîì,
àáî îðäèíàëüíèì ÷èñëîì. Îðäèíàëè ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ îäíå ç
ðîçøèðåíü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêå âiäðiçíÿ¹òüñÿ ÿê âiä öiëèõ, òàê i âiä
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë. ßê é iíøi ðiçíîìàíiòíîñòi ÷èñåë, ¨õ ìîæíà äîäàâàòè,
ìíîæèòè òà ïiäíîñèòè äî ñòåïåíÿ. Ïîðÿäêîâi òèïè íåñêií÷åííèõ öiëêîì
âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí íàçèâàþòüñÿ òðàíñôiíiòàìè (ëàò. trans � çà, ÷åðåç
+ �nitio � êðàé, ìåæà) àáî òðàíñôiíiòíèìè ÷èñëàìè. Îðäèíàëè âiäiãðàþòü
âàæëèâó ðîëü ó äîâåäåííi áàãàòüîõ òåîðåì òåîði¨ ìíîæèí � çîêðåìà,
çàâäÿêè ïîâ'ÿçàíîìó ç íèìè ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨.

Ïîðÿäêîâi ÷èñëà áóëè ââåäåíi Ãåîðãîì Êàíòîðîì (Georg Cantor) ó 1883 ð.
ÿê ñïîñiá îïèñàííÿ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à òàêîæ êëàñèôiêàöi¨
ìíîæèí, íà ÿêèõ âèçíà÷åíà âïîðÿäêîâàíà ñòðóêòóðà. Âií âèïàäêîâî
âiäêðèâ âïîðÿäêîâàíi ÷èñëà, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó, ÿêà ñòîñóâàëàñÿ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.
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Ïîðÿäêîâèé òèï öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè íàçèâà¹òüñÿ îðäèíàëîì,
àáî îðäèíàëüíèì ÷èñëîì. Îðäèíàëè ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ îäíå ç
ðîçøèðåíü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêå âiäðiçíÿ¹òüñÿ ÿê âiä öiëèõ, òàê i âiä
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë. ßê é iíøi ðiçíîìàíiòíîñòi ÷èñåë, ¨õ ìîæíà äîäàâàòè,
ìíîæèòè òà ïiäíîñèòè äî ñòåïåíÿ. Ïîðÿäêîâi òèïè íåñêií÷åííèõ öiëêîì
âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí íàçèâàþòüñÿ òðàíñôiíiòàìè (ëàò. trans � çà, ÷åðåç
+ �nitio � êðàé, ìåæà) àáî òðàíñôiíiòíèìè ÷èñëàìè. Îðäèíàëè âiäiãðàþòü
âàæëèâó ðîëü ó äîâåäåííi áàãàòüîõ òåîðåì òåîði¨ ìíîæèí � çîêðåìà,
çàâäÿêè ïîâ'ÿçàíîìó ç íèìè ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨.

Ïîðÿäêîâi ÷èñëà áóëè ââåäåíi Ãåîðãîì Êàíòîðîì (Georg Cantor) ó 1883 ð.
ÿê ñïîñiá îïèñàííÿ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à òàêîæ êëàñèôiêàöi¨
ìíîæèí, íà ÿêèõ âèçíà÷åíà âïîðÿäêîâàíà ñòðóêòóðà. Âií âèïàäêîâî
âiäêðèâ âïîðÿäêîâàíi ÷èñëà, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó, ÿêà ñòîñóâàëàñÿ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.
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Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.
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Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.
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Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.
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Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
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òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
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ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
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óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå
íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì
÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè,
ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø
òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õíi
óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ
íåñêií÷åííà òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωωω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå
¹ êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω ̸= ω + 1; àíàëîãi÷íî
2 · ω = ω ̸= ω · 2. Ìíîæèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå
íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1

(íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0). Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi
÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õíiìè ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîáòî
ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i
êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áàãàòî äî îäíîãî�.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ
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áiëüø âåëèêi ïîðÿäêîâi ÷èñëà, îäíàê ïî ìiði ¨õ ðîñòó ¨õí¹ îïèñàííÿ
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Ïîðÿäêîâi ÷èñëà ÿê ðîçøèðåííÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

Íàòóðàëüíi ÷èñëà (äî ÿêèõ ó äàíîìó âèïàäêó âiäíîñèòüñÿ i ÷èñëî 0) ìàþòü äâà
îñíîâíèõ çàñòîñóâàííÿ: îïèñàííÿ ïîòóæíîñòi äåÿêî¨ ìíîæèíè òà îïèñàííÿ ïîçèöi¨
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Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî âèçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïîïåðåäíiõ îðäèíàëiâ:
ôàêòè÷íî íàéáiëüø ïîøèðåíå îçíà÷åííÿ ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà îòîòîæíþ¹
éîãî ç ìíîæèíîþ ïîïåðåäíiõ îðäèíàëiâ. Òàê çîêðåìà, îðäèíàë 142
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîðÿäêîâèé òèï ìíîæèíè ïîïåðåäíiõ îðäèíàëiâ, òîáòî
îðäèíàëiâ âiä 0 (íàéìåíøèé îðäèíàë) äî 141 (áåçïîñåðåäíié ïîïåðåäíèê
142), i çàçâè÷àé îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ

{0, 1, 2, . . . , 141}.
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{0, 1, 2, . . . , 141}.
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Âèêîíó¹òüñÿ é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: äîâiëüíà çàìêíåíà âíèç ìíîæèíà
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Äàëi, ìè íå õî÷åìî ðîçðiçíÿòè äâi öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, ÿêùî
âîíè ðîçðiçíÿþòüñÿ ëèøå �ìàðêóâàííÿì ñâî¨õ åëåìåíòiâ�, àáî, êàæó÷è
áiëüø ôîðìàëüíîþ ìîâîþ, ÿêùî åëåìåíòè ïåðøî¨ ìíîæèíà ìîæíà òàê
ñïiâñòàâèòè ç åëåìåíòàìè äðóãî¨ ìíîæèíè, ùî â äîâiëüíî âçÿòié ïàði
åëåìåíòiâ îäíî¨ ìíîæèíè ïåðøèé ìåíøå äðóãîãî òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òå
æ ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ìiæ ¨õíiìè âiäïîâiäíèìè ïàðòíåðàìè ç
äðóãî¨ ìíîæèíè. Òàêà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü íàçèâà¹òüñÿ
içîìîðôiçìîì, ùî çáåðiãà¹ ïîðÿäîê, àáî ïîðÿäêîâèì içîìîðôiçìîì, à äâi
öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, àáî æ
ïîäiáíèìè. Òàêà ïîäiáíiñòü, î÷åâèäíî, ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.
ßêùî äâi öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ïîðÿäêîâî içîìîðôíi, òî
âiäïîâiäíèé içîìîðôiçì ¹äèíèé: öÿ îáñòàâèíà äîçâîëÿ¹ ñïðèéìàòè ïîäiáíi
öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ÿê ïðàêòè÷íî iäåíòè÷íi òà ñëóæèòü îñíîâîþ
äëÿ ïîøóêó �êàíîíi÷íîãî� çîáðàæåííÿ òèïiâ içîìîðôiçìó (êëàñiâ).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà íå ëèøå ãðàþòü ðîëü òàêîãî çîáðàæåííÿ, àëå êðiì òîãî
äàþòü íàì êàíîíi÷íå ìàðêóâàííÿ åëåìåíòiâ äîâiëüíî¨ öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè.
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Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ. Îäíàê, öÿ ñêëàäíiñòü íå ñòâîðþ¹ ñåðéîçíèõ ïðîáëåì.
Îðäèíàëîì ìè áóäåìî íàçèâàòè ïîðÿäêîâèé òèï äîâiëüíî¨ ìíîæèíè â
òàêîìó êëàñi.

Îçíà÷åííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ÿê êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

Ó ïî÷àòêîâîìó îçíà÷åííi ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà, ïiä ïîðÿäêîâèì òèïîì
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âïîðÿäêóâàíü, ïîäiáíèõ éîìó (içîìîðôíèõ çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó):
iíàêøå êàæó÷è, ïîðÿäêîâå ÷èñëî íàñïðàâäi ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ êëàñ
åêâiâàëåíòíîñòi öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè. Ó ZFC-òåîði¨ òà
ïîâ'ÿçàíèõ ñ íåþ àêñiîìàòè÷íèõ ñèñòåì òåîði¨ ìíîæèí òàêå îçíà÷åííÿ
íåïðèéíÿòíî, îñêiëüêè âiäïîâiäíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi äîñòàòíüî âåëèêi,
ùîá ¨õ ìîæíà áóëî ââàæàòè ìíîæèíàìè. Îäíàê, öå îçíà÷åííÿ ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè â òåîði¨ òèïiâ i àêñiîìàòè÷íié òåîði¨ ìíîæèí Êóàéíà, à
òàêîæ iíøèõ ïîäiáíèõ ñèñòåìàõ.
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íåïðèéíÿòíî, îñêiëüêè âiäïîâiäíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi äîñòàòíüî âåëèêi,
ùîá ¨õ ìîæíà áóëî ââàæàòè ìíîæèíàìè. Îäíàê, öå îçíà÷åííÿ ìîæíà
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Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ. Îäíàê, öÿ ñêëàäíiñòü íå ñòâîðþ¹ ñåðéîçíèõ ïðîáëåì.
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Çàìiñòü òîãî, ùîá îçíà÷èòè îðäèíàë ÿê êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi öiëêîì
âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ìè îòîòîæíþ¹ìî éîãî ç êîíêðåòíîþ ìíîæèíîþ,
ÿêà ñëóæèòü êàíîíi÷íèì çîáðàæåííÿì öüîãî êëàñó. Îòîæ, îðäèíàë áóäå
çîáðàæàòè ñîáîþ äåÿêó öiëêîì âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó, à êîæíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà áóäå ïîðÿäêîâî ïîäiáíîþ ðiâíî îäíîìó
ïîðÿäêîâîìó ÷èñëó.

Ñòàíäàðòíó îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíå ôîí Íîéìàíîì (John von Neumann)
ó 1923 p., âèãëÿäà¹ òàê: êîæåí îðäèíàë ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ
ìíîæèíîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îðäèíàëiâ, ìåíøèõ çà íüîãî. Ó
ñèìâîëi÷íîìó çàïèñi: λ = [0, λ). Âèñëîâëþþ÷èñü áiëüø ôîðìàëüíîþ
ìîâîþ,

Ìíîæèíà S ¹ îðäèíàëîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ñòðîãî öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà âiäíîøåííÿì ∈ i êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè S îäíî÷àñíî
¹ éîãî ïiäìíîæèíîþ.

Çàóâàæèìî, øî ó âiäïîâiäíîñòi ç öèì îçíà÷åííÿì íàòóðàëüíi ÷èñëà ¹
îðäèíàëàìè. Òàê, çîêðåìà 2 íàëåæèòü ìíîæèíi 4 = {0, 1, 2, 3} i â òîé æå
÷àñ äîðiâíþ¹ {0, 1}, òîáòî ¹ ïiäìíîæèíîþ â {0, 1, 2, 3}.
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Çàìiñòü òîãî, ùîá îçíà÷èòè îðäèíàë ÿê êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi öiëêîì
âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ìè îòîòîæíþ¹ìî éîãî ç êîíêðåòíîþ ìíîæèíîþ,
ÿêà ñëóæèòü êàíîíi÷íèì çîáðàæåííÿì öüîãî êëàñó. Îòîæ, îðäèíàë áóäå
çîáðàæàòè ñîáîþ äåÿêó öiëêîì âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó, à êîæíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà áóäå ïîðÿäêîâî ïîäiáíîþ ðiâíî îäíîìó
ïîðÿäêîâîìó ÷èñëó.

Ñòàíäàðòíó îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíå ôîí Íîéìàíîì (John von Neumann)
ó 1923 p., âèãëÿäà¹ òàê: êîæåí îðäèíàë ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ
ìíîæèíîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îðäèíàëiâ, ìåíøèõ çà íüîãî. Ó
ñèìâîëi÷íîìó çàïèñi: λ = [0, λ). Âèñëîâëþþ÷èñü áiëüø ôîðìàëüíîþ
ìîâîþ,

Ìíîæèíà S ¹ îðäèíàëîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ñòðîãî öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà âiäíîøåííÿì ∈ i êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè S îäíî÷àñíî
¹ éîãî ïiäìíîæèíîþ.

Çàóâàæèìî, øî ó âiäïîâiäíîñòi ç öèì îçíà÷åííÿì íàòóðàëüíi ÷èñëà ¹
îðäèíàëàìè. Òàê, çîêðåìà 2 íàëåæèòü ìíîæèíi 4 = {0, 1, 2, 3} i â òîé æå
÷àñ äîðiâíþ¹ {0, 1}, òîáòî ¹ ïiäìíîæèíîþ â {0, 1, 2, 3}.
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Îçíà÷åííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë çà ôîí Íîéìàíîì

Çàìiñòü òîãî, ùîá îçíà÷èòè îðäèíàë ÿê êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi öiëêîì
âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ìè îòîòîæíþ¹ìî éîãî ç êîíêðåòíîþ ìíîæèíîþ,
ÿêà ñëóæèòü êàíîíi÷íèì çîáðàæåííÿì öüîãî êëàñó. Îòîæ, îðäèíàë áóäå
çîáðàæàòè ñîáîþ äåÿêó öiëêîì âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó, à êîæíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà áóäå ïîðÿäêîâî ïîäiáíîþ ðiâíî îäíîìó
ïîðÿäêîâîìó ÷èñëó.

Ñòàíäàðòíó îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíå ôîí Íîéìàíîì (John von Neumann)
ó 1923 p., âèãëÿäà¹ òàê: êîæåí îðäèíàë ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ
ìíîæèíîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îðäèíàëiâ, ìåíøèõ çà íüîãî. Ó
ñèìâîëi÷íîìó çàïèñi: λ = [0, λ). Âèñëîâëþþ÷èñü áiëüø ôîðìàëüíîþ
ìîâîþ,

Ìíîæèíà S ¹ îðäèíàëîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ñòðîãî öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà âiäíîøåííÿì ∈ i êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè S îäíî÷àñíî
¹ éîãî ïiäìíîæèíîþ.

Çàóâàæèìî, øî ó âiäïîâiäíîñòi ç öèì îçíà÷åííÿì íàòóðàëüíi ÷èñëà ¹
îðäèíàëàìè. Òàê, çîêðåìà 2 íàëåæèòü ìíîæèíi 4 = {0, 1, 2, 3} i â òîé æå
÷àñ äîðiâíþ¹ {0, 1}, òîáòî ¹ ïiäìíîæèíîþ â {0, 1, 2, 3}.
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Çà äîïîìîãîþ òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè, ùî äîâiëüíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâî ïîäiáíà ëèøå îäíîìó îðäèíàëó �
iíøèìè ñëîâàìè, ìiæ íèìè ìîæíà ñòàíîâèòè ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü, ùî
çáåðiãà¹ ïîðÿäîê.

Áiëüøå òîãî, åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà ñàìi ¹ îðäèíàëàìè. ßêùî S i
T � äîâiëüíi îðäèíàëè, òî S íàëåæèòü T òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ¹
âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ â T . Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ S i T
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíî ç ñïiââiäíîøåíü: àáî S ∈ T , àáî T ∈ S, àáî S = T .
Îòîæ, äîâiëüíà ìíîæèíà îðäèíàëiâ ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ i, êðiì òîãî, ¹
öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ. Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ óçàãàëüíåííÿì öiëêîì
âïîðÿäêîâàíîñòi ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà S â
òî÷íîñòi çáiãàþòüñÿ ç îðäèíàëàìè, ñòðîãî ìåíøèìè çà S. Êîæíà ìíîæèíà
îðäèíàëiâ, íàïðèêëàä, ìiñòèòü ñóïðåìóì, ÿêèé ¹ îðäèíàëîì, ùî äîðiâíþ¹
îá'¹äíàííþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â öié ìíîæèíi. Ç àêñiîìè
îá'¹äíàííÿ àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí âèïëèâà¹, ùî òàêèé îðäèíàë iñíó¹
çàâæäè, íåçàëåæíî âiä ïîòóæíîñòi ïî÷àòêîâî¨ ìíîæèíè.
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Çà äîïîìîãîþ òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè, ùî äîâiëüíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâî ïîäiáíà ëèøå îäíîìó îðäèíàëó �
iíøèìè ñëîâàìè, ìiæ íèìè ìîæíà ñòàíîâèòè ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü, ùî
çáåðiãà¹ ïîðÿäîê.

Áiëüøå òîãî, åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà ñàìi ¹ îðäèíàëàìè. ßêùî S i
T � äîâiëüíi îðäèíàëè, òî S íàëåæèòü T òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ¹
âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ â T . Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ S i T
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíî ç ñïiââiäíîøåíü: àáî S ∈ T , àáî T ∈ S, àáî S = T .
Îòîæ, äîâiëüíà ìíîæèíà îðäèíàëiâ ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ i, êðiì òîãî, ¹
öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ. Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ óçàãàëüíåííÿì öiëêîì
âïîðÿäêîâàíîñòi ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà S â
òî÷íîñòi çáiãàþòüñÿ ç îðäèíàëàìè, ñòðîãî ìåíøèìè çà S. Êîæíà ìíîæèíà
îðäèíàëiâ, íàïðèêëàä, ìiñòèòü ñóïðåìóì, ÿêèé ¹ îðäèíàëîì, ùî äîðiâíþ¹
îá'¹äíàííþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â öié ìíîæèíi. Ç àêñiîìè
îá'¹äíàííÿ àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí âèïëèâà¹, ùî òàêèé îðäèíàë iñíó¹
çàâæäè, íåçàëåæíî âiä ïîòóæíîñòi ïî÷àòêîâî¨ ìíîæèíè.
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Çà äîïîìîãîþ òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè, ùî äîâiëüíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâî ïîäiáíà ëèøå îäíîìó îðäèíàëó �
iíøèìè ñëîâàìè, ìiæ íèìè ìîæíà ñòàíîâèòè ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü, ùî
çáåðiãà¹ ïîðÿäîê.

Áiëüøå òîãî, åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà ñàìi ¹ îðäèíàëàìè. ßêùî S i
T � äîâiëüíi îðäèíàëè, òî S íàëåæèòü T òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ¹
âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ â T . Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ S i T
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíî ç ñïiââiäíîøåíü: àáî S ∈ T , àáî T ∈ S, àáî S = T .
Îòîæ, äîâiëüíà ìíîæèíà îðäèíàëiâ ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ i, êðiì òîãî, ¹
öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ. Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ óçàãàëüíåííÿì öiëêîì
âïîðÿäêîâàíîñòi ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà S â
òî÷íîñòi çáiãàþòüñÿ ç îðäèíàëàìè, ñòðîãî ìåíøèìè çà S. Êîæíà ìíîæèíà
îðäèíàëiâ, íàïðèêëàä, ìiñòèòü ñóïðåìóì, ÿêèé ¹ îðäèíàëîì, ùî äîðiâíþ¹
îá'¹äíàííþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â öié ìíîæèíi. Ç àêñiîìè
îá'¹äíàííÿ àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí âèïëèâà¹, ùî òàêèé îðäèíàë iñíó¹
çàâæäè, íåçàëåæíî âiä ïîòóæíîñòi ïî÷àòêîâî¨ ìíîæèíè.
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Çà äîïîìîãîþ òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè, ùî äîâiëüíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâî ïîäiáíà ëèøå îäíîìó îðäèíàëó �
iíøèìè ñëîâàìè, ìiæ íèìè ìîæíà ñòàíîâèòè ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü, ùî
çáåðiãà¹ ïîðÿäîê.

Áiëüøå òîãî, åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà ñàìi ¹ îðäèíàëàìè. ßêùî S i
T � äîâiëüíi îðäèíàëè, òî S íàëåæèòü T òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ¹
âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ â T . Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ S i T
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíî ç ñïiââiäíîøåíü: àáî S ∈ T , àáî T ∈ S, àáî S = T .
Îòîæ, äîâiëüíà ìíîæèíà îðäèíàëiâ ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ i, êðiì òîãî, ¹
öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ. Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ óçàãàëüíåííÿì öiëêîì
âïîðÿäêîâàíîñòi ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà S â
òî÷íîñòi çáiãàþòüñÿ ç îðäèíàëàìè, ñòðîãî ìåíøèìè çà S. Êîæíà ìíîæèíà
îðäèíàëiâ, íàïðèêëàä, ìiñòèòü ñóïðåìóì, ÿêèé ¹ îðäèíàëîì, ùî äîðiâíþ¹
îá'¹äíàííþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â öié ìíîæèíi. Ç àêñiîìè
îá'¹äíàííÿ àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí âèïëèâà¹, ùî òàêèé îðäèíàë iñíó¹
çàâæäè, íåçàëåæíî âiä ïîòóæíîñòi ïî÷àòêîâî¨ ìíîæèíè.
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Çà äîïîìîãîþ òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè, ùî äîâiëüíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâî ïîäiáíà ëèøå îäíîìó îðäèíàëó �
iíøèìè ñëîâàìè, ìiæ íèìè ìîæíà ñòàíîâèòè ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü, ùî
çáåðiãà¹ ïîðÿäîê.

Áiëüøå òîãî, åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà ñàìi ¹ îðäèíàëàìè. ßêùî S i
T � äîâiëüíi îðäèíàëè, òî S íàëåæèòü T òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ¹
âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ â T . Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ S i T
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíî ç ñïiââiäíîøåíü: àáî S ∈ T , àáî T ∈ S, àáî S = T .
Îòîæ, äîâiëüíà ìíîæèíà îðäèíàëiâ ¹ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ i, êðiì òîãî, ¹
öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ. Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ óçàãàëüíåííÿì öiëêîì
âïîðÿäêîâàíîñòi ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà S â
òî÷íîñòi çáiãàþòüñÿ ç îðäèíàëàìè, ñòðîãî ìåíøèìè çà S. Êîæíà ìíîæèíà
îðäèíàëiâ, íàïðèêëàä, ìiñòèòü ñóïðåìóì, ÿêèé ¹ îðäèíàëîì, ùî äîðiâíþ¹
îá'¹äíàííþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â öié ìíîæèíi. Ç àêñiîìè
îá'¹äíàííÿ àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí âèïëèâà¹, ùî òàêèé îðäèíàë iñíó¹
çàâæäè, íåçàëåæíî âiä ïîòóæíîñòi ïî÷àòêîâî¨ ìíîæèíè.
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Çà äîïîìîãîþ òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè, ùî äîâiëüíà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâî ïîäiáíà ëèøå îäíîìó îðäèíàëó �
iíøèìè ñëîâàìè, ìiæ íèìè ìîæíà ñòàíîâèòè ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü, ùî
çáåðiãà¹ ïîðÿäîê.

Áiëüøå òîãî, åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà ñàìi ¹ îðäèíàëàìè. ßêùî S i
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Êëàñ óñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë íå ¹ ìíîæèíîþ. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
ìîæíà áóëî á äîâåñòè, ùî òàêà ìíîæèíà ñàìà ¹ ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì, à,
îòæå, ¹ ñâî¨ì âëàñíèì åëåìåíòîì, ùî ñóïåðå÷èòü ñòðîãié
∈-âïîðÿäêîâàíîñòi. Öå òâåðäæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïàðàäîêñîì Áóðàëi-Ôîðòi.
Êëàñ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ ðiçíèìè ñïîñîáàìè: Ord, ON, àáî
∞.

Ïîðÿäêîâå ÷èñëî ñêií÷åííå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî öiëêîì
âïîðÿäêîâàíå íå ëèøå çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì, àëå é îáåðíåíèìè (äóàëüíèì)
ïîðÿäêîì � öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ â òîìó i ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè
êîæíà ç éîãî ïiäìíîæèí ìiñòèòü íàéáiëüøèé åëåìåíò.

Îðäèíàë α íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì, ÿêùî íå iñíó¹ îðäèíàëà β òàêîãî, ùî
α = β + 1. Ãðàíè÷íèìè îðäèíàëàìè ¹ ω, ω2, ω3, ω4, ωω, ωω2

, ωω3

.

Òðàíñôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü

ßêùî α � ãðàíè÷íèé îðäèíàë òà X � äåÿêà ìíîæèíà, òî α-iíäåêñîâàíîþ
ïîñëiäîâíiñòþ åëåìåíòiâ ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ ç α â X.
Ââåäåíå òàê îçíà÷åííÿ òðàíñôiíiòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi àáî ïîñëiäîâíîñòi,
iíäåêñîâàíî¨ îðäèíàëàìè, ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ ïîñëiäîâíîñòi.
Çâè÷àéíó ïîñëiäîâíiñòü îòðèìó¹ìî ó âèïàäêó α = ω.
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Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
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Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
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÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
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Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
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⋃
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åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
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Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
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âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå
÷èñëî.
Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ
ñïiââiäíîøåíü: α ∈ β, α = β, β ∈ α

Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíîøåííÿì ∈, ïðè
öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå ÷èñëî,

áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè
(âèñëîâëåííÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.
Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî, içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié
ìíîæèíi).
Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë, ìåíøèõ, çà α.
Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹
åëåìåíòîì äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).
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Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
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Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
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Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
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äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
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i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
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ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
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äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
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äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
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ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
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Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
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2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
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ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî
äîðiâíþ¹ ∅, àáî iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ
íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β,
i çàïèñóþòü öå òàê: α = β ∔ 1 (iíêîëè ïðîñòî α = β + 1, ùî
âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè

ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).
α∔ 1 = α ∪ {α}.
Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, i äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ
ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü
ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïåðøèõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
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3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
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ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ,
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Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ ω. Âîíà ¹
íàéìåíøèì ãðàíè÷íèì ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì i íàéìåíøèì
íåñêií÷åííèì (à ñàìå çëi÷åííèì) ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì. Íàñòóïíèì çà
íèì ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì ¹ ω ∔ 1 = ω ∪ {ω}.
Óìîâó ñêií÷åííîñòi ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà α ìîæíà çàïèñàòè ÿê α < ω
àáî, ùî öå æ ñàìå, α ∈ ω.
Iñíó¹ íåñêií÷åííà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë, îäíàê íå iñíó¹ ìíîæèíè
âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë. Iíøèìè ñëîâàìè, ñóêóïíiñòü óñiõ ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë ¹ âëàñíå êëàñîì.
Êîæíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë A îáìåæåíà çâåðõó òà ìà¹ òî÷íó
âåðõíþ ãðàíü, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ supA. Ïðè öüîìó A ⊆ supA.
ßêùî α � ãðàíè÷íå ïîðÿäêîâå ÷èñëî àáî ∅, òî supα = α, iíøèìè
ñëîâàìè supα < α.
Òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü çëi÷åííî¨ ìíîæèíè çëi÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë
çëi÷åííà.
Êîæíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ â íîðìàëüíié ôîðìi

Êàíòîðà ωβ1c1 + ωβ2c2 + · · ·+ ωβkck,
äå k ∈ N, c1, c2, . . . , ck ∈ N, i β1 > β2 > . . . > βk ≥ 0 � ïîðÿäêîâi
÷èñëà. Ôîðìà äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè ðîçêëàäè ñõîæi íà òàêèé

ω

(
ω(ω

7·16+ω+412)·122729+ω9+818

)
· 3 + ω(ωω) · 51 + 61235537.
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Âëàñòèâîñòi îïåðàöié íà ïîðÿäêîâèõ ÷èñëàõ

Äîäàâàííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë � íåêîìóòàòèâíà îïåðàöiÿ; çîêðåìà,
1 + ω = ω ̸= ω + 1.

Äîäàâàííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë � àñîöiàòèâíà îïåðàöiÿ:
α+ (β + γ) = (α+ β) + γ, à öå äîçâîëÿ¹ çàïèñóâàòè ñóìó äåêiëüêîõ äîäàíêiâ
áåç äóæîê.
Ñóìà çðîñòà¹ ïðè çðîñòàííi ïðàâîãî äîäàíêà i íå ñïàäà¹ ïðè çðîñòàííi
ëiâîãî äîäàíêà: ç β1 > β2 âèïëèâà¹ α+ β1 > α+ β2 i β1 + α ⩾ β2 + α.
ßêùî α ⩾ β, òî iñíó¹ ¹äèíèé îðäèíàë γ, äëÿ ÿêîãî β + γ = α.
Ìíîæåííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë � íåêîìóòàòèâíà îïåðàöiÿ; çîêðåìà,

2 · ω = ω ̸= ω · 2.
Ìíîæåííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë � àñîöiàòèâíà îïåðàöiÿ:

α · (β · γ) = (α · β) · γ,
à öå äîçâîëÿ¹ çàïèñóâàòè äîáóòîê äåêiëüêîõ ñïiâìíîæíèêiâ áåç äóæîê.
Äëÿ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü:
α · (β + γ) = α · β + α · γ.
α+ 0 = 0 + α = α.
α+ 1 = α ∔ 1.
α ∈ ω ⇐⇒ α+ ω = ω.
α · 0 = 0 · α = 0.
α · 1 = 1 · α = α.
α ∈ ω ∧ α ̸= 0 ⇐⇒ α · ω = ω.
α+ β = 0 ⇐⇒ α = 0 ∧ β = 0.
α · β = 0 ⇐⇒ α = 0 ∨ β = 0.
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α0 = 1.
α1 = α.
α ̸= 0 ⇐⇒ 0α = 0.
1α = 1.
α ∈ ω ∧ α > 1 ⇐⇒ αω = ω.
αβ · αγ = αβ+γ .
(αβ)γ = αβ·γ .
α > 1 ∧ β > γ ⇐⇒ αβ > αγ .
β ∈ ω =⇒ α+ β = α∔1∔1∔ . . .∔1︸ ︷︷ ︸

β

.

β ∈ ω =⇒ α · β = 0+α+ α+ · · ·+ α︸ ︷︷ ︸
β

.

β ∈ ω =⇒ αβ = 1 ·α · α · · · · · α︸ ︷︷ ︸
β

.

Ó âèïàäêó ñêií÷åííîñòi àðãóìåíòiâ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ
â ñòåïiíü ïåðåõîäÿòü ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë (çi
ñêií÷åííèìè ðåçóëüòàòàìè).
Ó âèïàäêó çëi÷åííîñòi àðãóìåíòiâ ðåçóëüòàòè äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà
ïiäíåñåííÿ äî ñòåïiíÿ òàêîæ ¹ çëi÷åííèìè.
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Êîæåí åëåìåíò a ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (A,⩽) âèçíà÷à¹
ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê

Ha = {x ∈ A | x < a}.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëà α ìà¹ìî, ùî Hα = [0, α).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ ïîðÿäêîâèõ òèïiâ α i β ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ
ìíîæèí A i B, âiäïîâiäíî, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

1) α < β, ÿêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà A ïîðÿäêîâî içîìîðôíà
äåÿêîìó ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè B;

2) α > β, ÿêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà B ïîðÿäêîâî içîìîðôíà
äåÿêîìó ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè A.

Ç äîâåäåíî¨ Öåðìåëîì òåîðåìè, ÿêà åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó òà
ñòâåðäæó¹, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ïîâíèì ïîðÿäêîì,
âèïëèâà¹:

Ïðèíöèï òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨

ßêùî äåÿêå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïåðøîãî åëåìåíòà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè X, i ÿêùî âîíî iñòèííå äëÿ ïî÷àòêîâîãî âiäðiçêà
Ha ⊂ X, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ åëåìåíòîì a ∈ X, òî öå òâåðäæåííÿ iñòèííå
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè X.
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äåÿêîìó ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè A.

Ç äîâåäåíî¨ Öåðìåëîì òåîðåìè, ÿêà åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó òà
ñòâåðäæó¹, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ïîâíèì ïîðÿäêîì,
âèïëèâà¹:

Ïðèíöèï òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨

ßêùî äåÿêå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïåðøîãî åëåìåíòà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè X, i ÿêùî âîíî iñòèííå äëÿ ïî÷àòêîâîãî âiäðiçêà
Ha ⊂ X, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ åëåìåíòîì a ∈ X, òî öå òâåðäæåííÿ iñòèííå
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè X.
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Êîæåí åëåìåíò a ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (A,⩽) âèçíà÷à¹
ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê

Ha = {x ∈ A | x < a}.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëà α ìà¹ìî, ùî Hα = [0, α).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ ïîðÿäêîâèõ òèïiâ α i β ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ
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Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Êîæåí åëåìåíò a ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (A,⩽) âèçíà÷à¹
ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê

Ha = {x ∈ A | x < a}.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëà α ìà¹ìî, ùî Hα = [0, α).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ ïîðÿäêîâèõ òèïiâ α i β ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ
ìíîæèí A i B, âiäïîâiäíî, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

1) α < β, ÿêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà A ïîðÿäêîâî içîìîðôíà
äåÿêîìó ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè B;

2) α > β, ÿêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà B ïîðÿäêîâî içîìîðôíà
äåÿêîìó ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè A.

Ç äîâåäåíî¨ Öåðìåëîì òåîðåìè, ÿêà åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó òà
ñòâåðäæó¹, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ïîâíèì ïîðÿäêîì,
âèïëèâà¹:

Ïðèíöèï òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨

ßêùî äåÿêå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïåðøîãî åëåìåíòà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè X, i ÿêùî âîíî iñòèííå äëÿ ïî÷àòêîâîãî âiäðiçêà
Ha ⊂ X, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ åëåìåíòîì a ∈ X, òî öå òâåðäæåííÿ iñòèííå
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè X.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Êîæåí åëåìåíò a ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (A,⩽) âèçíà÷à¹
ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê

Ha = {x ∈ A | x < a}.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëà α ìà¹ìî, ùî Hα = [0, α).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ ïîðÿäêîâèõ òèïiâ α i β ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ
ìíîæèí A i B, âiäïîâiäíî, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

1) α < β, ÿêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà A ïîðÿäêîâî içîìîðôíà
äåÿêîìó ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè B;

2) α > β, ÿêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà B ïîðÿäêîâî içîìîðôíà
äåÿêîìó ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè A.

Ç äîâåäåíî¨ Öåðìåëîì òåîðåìè, ÿêà åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó òà
ñòâåðäæó¹, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ïîâíèì ïîðÿäêîì,
âèïëèâà¹:

Ïðèíöèï òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨

ßêùî äåÿêå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïåðøîãî åëåìåíòà öiëêîì
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè X, i ÿêùî âîíî iñòèííå äëÿ ïî÷àòêîâîãî âiäðiçêà
Ha ⊂ X, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ åëåìåíòîì a ∈ X, òî öå òâåðäæåííÿ iñòèííå
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè X.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðàçîì ç
òåîðåìîþ Öåðìåëî, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì
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÷åðåç êîæíó òî÷êó ïëîùèíè ïðîõîäèëî ðiâíî äâà êîëà. Öå òâåðäæåííÿ
ìîæíà äîâåñòè, ïîáóäóâàâøè ÿâíó êîíñòðóêöiþ. Îäíàê äëÿ âèïàäêó òðüîõ
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Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
ìîæíà âèáðàòè òàêîþ, ùîá âîíà ìiñòèëà ìíîæèíó êië äëÿ òî÷êè y. ßêùî
x � ìiíiìàëüíà òî÷êà, òîäi âiçüìåìî áóäü-ÿêi 2-a ðiçíi êîëà, ÿêi ïðîõîäÿòü
÷åðåç öþ òî÷êó. Òâåðäæåííÿ P (x) äëÿ ìiíiìàëüíîãî x äîâåäåíî. Íåõàé
òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè êië äëÿ
áiëüøèõ òî÷îê âêëþ÷àþòü ìíîæèíè êië äëÿ ìåíøèõ òî÷îê, òîìó îòðèìàíà
ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.
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áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
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÷åðåç öþ òî÷êó. Òâåðäæåííÿ P (x) äëÿ ìiíiìàëüíîãî x äîâåäåíî. Íåõàé
òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
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ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
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áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.
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ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
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òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
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ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
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îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
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ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
ìîæíà âèáðàòè òàêîþ, ùîá âîíà ìiñòèëà ìíîæèíó êië äëÿ òî÷êè y. ßêùî
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òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
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ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
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áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
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òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè êië äëÿ
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ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
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ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
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áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè êië äëÿ
áiëüøèõ òî÷îê âêëþ÷àþòü ìíîæèíè êië äëÿ ìåíøèõ òî÷îê, òîìó îòðèìàíà
ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
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îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
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òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
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Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
ìîæíà âèáðàòè òàêîþ, ùîá âîíà ìiñòèëà ìíîæèíó êië äëÿ òî÷êè y. ßêùî
x � ìiíiìàëüíà òî÷êà, òîäi âiçüìåìî áóäü-ÿêi 2-a ðiçíi êîëà, ÿêi ïðîõîäÿòü
÷åðåç öþ òî÷êó. Òâåðäæåííÿ P (x) äëÿ ìiíiìàëüíîãî x äîâåäåíî. Íåõàé
òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè êië äëÿ
áiëüøèõ òî÷îê âêëþ÷àþòü ìíîæèíè êië äëÿ ìåíøèõ òî÷îê, òîìó îòðèìàíà
ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.
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Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
ìîæíà âèáðàòè òàêîþ, ùîá âîíà ìiñòèëà ìíîæèíó êië äëÿ òî÷êè y. ßêùî
x � ìiíiìàëüíà òî÷êà, òîäi âiçüìåìî áóäü-ÿêi 2-a ðiçíi êîëà, ÿêi ïðîõîäÿòü
÷åðåç öþ òî÷êó. Òâåðäæåííÿ P (x) äëÿ ìiíiìàëüíîãî x äîâåäåíî. Íåõàé
òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè êië äëÿ
áiëüøèõ òî÷îê âêëþ÷àþòü ìíîæèíè êië äëÿ ìåíøèõ òî÷îê, òîìó îòðèìàíà
ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.
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Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
ìîæíà âèáðàòè òàêîþ, ùîá âîíà ìiñòèëà ìíîæèíó êië äëÿ òî÷êè y. ßêùî
x � ìiíiìàëüíà òî÷êà, òîäi âiçüìåìî áóäü-ÿêi 2-a ðiçíi êîëà, ÿêi ïðîõîäÿòü
÷åðåç öþ òî÷êó. Òâåðäæåííÿ P (x) äëÿ ìiíiìàëüíîãî x äîâåäåíî. Íåõàé
òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè êië äëÿ
áiëüøèõ òî÷îê âêëþ÷àþòü ìíîæèíè êië äëÿ ìåíøèõ òî÷îê, òîìó îòðèìàíà
ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.
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Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
ìîæíà âèáðàòè òàêîþ, ùîá âîíà ìiñòèëà ìíîæèíó êië äëÿ òî÷êè y. ßêùî
x � ìiíiìàëüíà òî÷êà, òîäi âiçüìåìî áóäü-ÿêi 2-a ðiçíi êîëà, ÿêi ïðîõîäÿòü
÷åðåç öþ òî÷êó. Òâåðäæåííÿ P (x) äëÿ ìiíiìàëüíîãî x äîâåäåíî. Íåõàé
òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè êië äëÿ
áiëüøèõ òî÷îê âêëþ÷àþòü ìíîæèíè êië äëÿ ìåíøèõ òî÷îê, òîìó îòðèìàíà
ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.
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Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê,
ìåíøèõ x áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî
áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåíøèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x)
âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó
ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹ ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x
áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðèòèìè íå
áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
ìîæíà âèáðàòè òàêîþ, ùîá âîíà ìiñòèëà ìíîæèíó êië äëÿ òî÷êè y. ßêùî
x � ìiíiìàëüíà òî÷êà, òîäi âiçüìåìî áóäü-ÿêi 2-a ðiçíi êîëà, ÿêi ïðîõîäÿòü
÷åðåç öþ òî÷êó. Òâåðäæåííÿ P (x) äëÿ ìiíiìàëüíîãî x äîâåäåíî. Íåõàé
òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ
áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x.
Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè êië äëÿ
áiëüøèõ òî÷îê âêëþ÷àþòü ìíîæèíè êië äëÿ ìåíøèõ òî÷îê, òîìó îòðèìàíà
ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà
îá'¹äíàíà ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ
áóäå ìàòè ìåíøó ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå
âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè, ìåíøi çà x.
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Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
P (n) iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n+ 1) iñòèííà äëÿ
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ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
P (n) iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n+ 1) iñòèííà äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Òóò ôîðìóëó P (n) íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨. Çàâåðøåííÿ îáîõ êðîêiâ
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà P (n) iñòèííà äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òîáòî ôîðìóëà ∀nP (n) iñòèííà.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ
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Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
P (n) iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n+ 1) iñòèííà äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Òóò ôîðìóëó P (n) íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨. Çàâåðøåííÿ îáîõ êðîêiâ
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà P (n) iñòèííà äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òîáòî ôîðìóëà ∀nP (n) iñòèííà.
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Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
P (n) iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n+ 1) iñòèííà äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Òóò ôîðìóëó P (n) íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨. Çàâåðøåííÿ îáîõ êðîêiâ
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà P (n) iñòèííà äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òîáòî ôîðìóëà ∀nP (n) iñòèííà.
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Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
P (n) iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n+ 1) iñòèííà äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Òóò ôîðìóëó P (n) íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨. Çàâåðøåííÿ îáîõ êðîêiâ
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà P (n) iñòèííà äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òîáòî ôîðìóëà ∀nP (n) iñòèííà.

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ



Ëåêöiÿ 12: Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
P (n) iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n+ 1) iñòèííà äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Òóò ôîðìóëó P (n) íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨. Çàâåðøåííÿ îáîõ êðîêiâ
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà P (n) iñòèííà äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òîáòî ôîðìóëà ∀nP (n) iñòèííà.
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Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
P (n) iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n+ 1) iñòèííà äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Òóò ôîðìóëó P (n) íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨. Çàâåðøåííÿ îáîõ êðîêiâ
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà P (n) iñòèííà äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òîáòî ôîðìóëà ∀nP (n) iñòèííà.
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Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
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Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì
êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ
íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ,
ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà
ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië, íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê,
ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä êiëüêîñòi
êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé
íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà
P (n) iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n+ 1) iñòèííà äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Òóò ôîðìóëó P (n) íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨. Çàâåðøåííÿ îáîõ êðîêiâ
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà P (n) iñòèííà äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, òîáòî ôîðìóëà ∀nP (n) iñòèííà.
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íå áiëüøå, íiæ â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè,
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Òàêó òåõíiêó äîâåäåííÿ òåîðåì ìîæíà ïîäàòè ÿê òàêå ïðàâèëî âèâåäåííÿ,
ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà òàâòîëîãi¨:

[P (1) ∧ ∀n (P (n) ⇒ P (n+ 1))] ⇒ ∀nP (n).

Â iíøîìó âàðiàíòi ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ â êðîöi iíäóêöi¨ ïðèïóñêàþòü, ùî
òâåðäæåííÿ P (k) iñòèííå äëÿ k = 1, 2, . . . , n− 1 i äîâîäÿòü, ùî òâåðäæåííÿ
P (n) ìà¹ áóòè iñòèííèì ó öüîìó ïðèïóùåííi.

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ

[P (1) ∧ P (2) ∧ · · · ∧ P (n− 1)] ⇒ P (n)

iñòèííà äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
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Ç ìåòîäîì òðàíñôiíiòíî¨ (ìàòåìàòè÷íî¨) iíäóêöi¨ òiñíî ïîâ'ÿçàíi òàê çâàíi
òåîðåìè iñíóâàííÿ. Áàãàòî òåîðåì ñòâåðäæóþòü ïðî iñíóâàííÿ ïåâíîãî
îá'¹êòà. Òåîðåìè òàêîãî òèïó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ∃xP (x), äå P �
ïðåäèêàò. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ó ôîðìi ∃xP (x) íàçèâàþòü äîâåäåííÿì

iñíóâàííÿ. � ðiçíi ñïîñîáè äîâåäåííÿ òåîðåì öüîãî òèïó. Iíîäi äîâåñòè
iñíóâàííÿ ìîæíà çíàéøîâøè òàêèé åëåìåíò a, ùî òâåðäæåííÿ P (a)
iñòèííå. Òàêå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíèì. ×àñòî
âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ íåêîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ. Ó öüîìó
âèïàäêó íå øóêàþòü òàêèé åëåìåíò a, ùî òâåðäæåííÿ P (a) iñòèííå, à
äîâîäÿòü, ùî ∃xP (x) iñòèííå iíøèì ñïîñîáîì. Çàãàëüíèé ìåòîä äîâåäåííÿ
iñíóâàííÿ � äîâåäåííÿ âiä ïðîòèëåæíîãî, à ñàìå â öüîìó âèïàäêó
äîâîäÿòü, ùî ïðèïóùåííÿ

∃xP (x) = ∀xP (x)

ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
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