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Ó ëîãiöi àòîì, ÷è ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ íàçèâàþòü ôîðìóëîþ. Âèâ÷àþ÷è
ôîðìóëè, ðîçãëÿäàþòü äâà àñïåêòè � ñèíòàêñèñ i ñåìàíòèêó.

Ñèíòàêñèñ � öå ñóêóïíiñòü ïðàâèë, ÿêi äàþòü çìîãó áóäóâàòè ôîðìóëè òà
ðîçïiçíàâàòè ïðàâèëüíi ôîðìóëè ñåðåä ïîñëiäîâíîñòåé ñèìâîëiâ. Ôîðìóëè
â ëîãiöi âèñëîâëåíü âèçíà÷àþòü çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

àòîì � öå ôîðìóëà;

ÿêùî α � ôîðìóëà, òî α � òàêîæ ôîðìóëà;

ÿêùî α i β � ôîðìóëè, òî α ∧ β, α ∨ β, α ⇒ β, α ⇔ β � ôîðìóëè;

ôîðìóëè óòâîðþþòüñÿ ëèøå ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ çàñòóñóâàíü âèùå
íàâåäåíèõ ïðàâèë.

Ñåìàíòèêà � öå ñóêóïíiñòü ïðàâèë, çà ÿêèìè ôîðìóëàì íàäàþòü çíà÷åíü
iñòèííîñòi. Ñåìàíòèêó ëîãi÷íèõ îïåðàöié çðó÷íî çàäàâàòè ó âèãëÿäi
òàáëèöü iñòèííîñòi, ÿê öå ìè âèçíà÷àëè ðàíiøå äëÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié.

Ëîãi÷íèì çàêîíîì íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî-iñòèííà ëîãi÷íà ôîðìóëà, òîáòî
òàêà ôîðìóëà, ÿêà iñòèííà çàâæäè, òîáòî ïðè áóäü-ÿêîìó íàáîði çíà÷åíü
iñòèííîñòi.

Ëîãi÷íi çàêîíè, i ëèøå âîíè ñòàíîâëÿòü çàãàëüíi ôîðìè ïðàâèëüíîãî
ìèñëåííÿ. Òîìó âîíè íàéáiëüø öiêàâi äëÿ ëîãiêè.
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Ëåêöiÿ 2. Ëîãi÷íi çàêîíè

Îñíîâíi ëîãi÷íi çàêîíè:

1. Çàêîí òîòîæíîñòi: X → X (�ÿêùî X, òî X�).
Äîâåäåííÿ:

X X X → X

0 0 1

1 1 1

2. Çàêîí ñóïåðå÷íîñòi: X ∧X (�íå ìîæóòü áóòè îäíî÷àñíî iñòèííèìè

âèñëîâëåííÿ X i X�).
Äîâåäåííÿ:

X X X ∧X X ∧X
0 1 0 1

1 0 0 1

3. Çàêîí âèëó÷åííÿ òðåòüîãî: X ∨X (�ç âèñëîâëåíü X i X ïðèíàéìíi

îäíå iñòèííå�).
Äîâåäåííÿ:

X X X ∨X
0 1 1

1 0 1
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Ëåêöiÿ 2. Ëîãi÷íi çàêîíè

ßê ïîáà÷èìî äàëi, ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íå íåçàëåæíi, îäíi ç íèõ ìîæíà
âèðàçèòè ÷åðåç iíøi. Íàïðèêëàä:

a) X ∨ Y = X ∧ Y ;

á) X ∧ Y = X ∨ Y ;

â) X → Y = X ∨ Y ;

ã) X → Y = X ∧ Y ;

 ) X ∼ Y = (X → Y ) ∧ (Y → X).

Îòæå, äèç'þíêöiÿ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîí'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ à);
êîí'þíêöiÿ � ÷åðåç äèç'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ á); iìïëiêàöiÿ � ÷åðåç
äèç'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ â), àáî � ÷åðåç êîí'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ ã);
åêâiâàëåíöiþü � ÷åðåç iìïëiêàöiþ òà êîí'þíêöiþ. Ìè ïðîïîíó¹ìî
ñàìîñòiéíî äîâåñòè âèùå ïåðåëi÷åíi ëîãi÷íi ðiâíîñòi.
Îòîæ, âñi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç

à) äèç'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ;

àáî

á) êîí'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ.
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4. Çàêîí êîíòðàïîçèöi¨:

X → Y = Y → X

Äîâåäåííÿ:

X Y X → Y Y X Y → X

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 1
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Âïðàâà 1.1.7

Äîâåäiòü òàêi çàêîíè:

(i) çàêîíè iäåìïîòåíòíîñòi:

(i1) X ∨X = X;
(i2) X ∧X = X;

(ii) çàêîíè ïîãëèíàííÿ:

(ii1) (X ∨ Y ) ∨X = X;
(ii2) (X ∧ Y ) ∨X = X;

(iii) çàêîíè òîòîæíîñòi:

(iii1) X ∨ 0 = X;
(iii2) X ∧ 1 = X;

(iii) çàêîíè äîìiíóâàííÿ:

(iii1) X ∨ 1 = 1;
(iii2) X ∧ 0 = 0.
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(iii2) X ∧ 1 = X;

(iii) çàêîíè äîìiíóâàííÿ:

(iii1) X ∨ 1 = 1;
(iii2) X ∧ 0 = 0.
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Ëåêöiÿ 2. Ëîãi÷íi çàêîíè

Âiäïîâiäíî äî âàðiàíòiâ iìïëiêàöi¨ â ìàòåìàòèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ çâ'ÿçêè ìiæ
òåîðåìàìè. ßêùî X → Y � äàíà òåîðåìà, òî ¨¨ êîíâåðñiÿ Y → X
íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ òåîðåìîþ.

Êîíâåðñiÿ êîíòðàïîçèöi¨ X → Y íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ òåîðåìîþ. Ç
íàøîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëþâàííÿ îáåðíåíî¨ òåîðåìè ìîæíà
îòðèìàòè, ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè óìîâó òà âèñíîâîê.

Òåîðåìà 1.1.3

ßêùî ¹ X, òî ¹ Y .

Òåîðåìà 1.1.4 (îáåðíåíà äî òåîðåìè 1.1.3)

ßêùî ¹ Y , òî ¹ X.

Òåîðåìà 1.1.5 (ïðîòèëåæíà äî òåîðåìè 1.1.3)

ßêùî íåìà¹ X, òî íåìà¹ Y .

Çà çàêîíîì êîíòðàïîçèöi¨, äîâiâøè ÿêó-íåáóäü òåîðåìó, ìè äîâåëè äëÿ íå¨
îáåðíåíó äî ïðîòèëåæíî¨ (êîíòðàïîçèöiþ). Îòæå, ç òåîðåìè �ßêùî òî÷êà

ëåæèòü íà áiñåêòðèñi êóòà, òî âîíà îäíàêîâî âiääàëåíà âiä ñòîðií êóòà�
àâòîìàòè÷íî âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ: �ßêùî òî÷êà íå îäíàêîâî âiääàëåíà

âiä ñòîðií êóòà, òî âîíà íå ëåæèòü íà éîãî áiñåêòðèñi�.
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî iñòèííi òàêi ôîðìóëè:

C1) X → Y = X ∧ Y → X;
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C3) X → Y = X ∧ Y → 0.

Öi ðiâíîñòi îçíà÷àþòü òàêå: ùîá äîâåñòè, ùî ç X âèïëèâà¹ Y , äîñèòü
äîâåñòè, ùî êîëè X ïðàâèëüíå, à Y íåïðàâèëüíå, òî C1) � íåïðàâèëüíå;
C2) Y � ïðàâèëüíå; C3) ïðèéäåìî äî ñóïåðå÷íîñòi.
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî iñòèííi òàêi ôîðìóëè:

C1) X → Y = X ∧ Y → X;

C2) X → Y = X ∧ Y → Y ;

C3) X → Y = X ∧ Y → 0.

Öi ðiâíîñòi îçíà÷àþòü òàêå: ùîá äîâåñòè, ùî ç X âèïëèâà¹ Y , äîñèòü
äîâåñòè, ùî êîëè X ïðàâèëüíå, à Y íåïðàâèëüíå, òî C1) � íåïðàâèëüíå;
C2) Y � ïðàâèëüíå; C3) ïðèéäåìî äî ñóïåðå÷íîñòi.

Âïðàâà 1.1.8

Äîâåäiòü ëîãi÷íi ðiâíîñòi C1) � C3).
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Äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî
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Âïðàâà 1.1.8

Äîâåäiòü ëîãi÷íi ðiâíîñòi C1) � C3).
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Ïðèêëàä 1.1.6

Äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî òàêi òåîðåìè:

1. ßêùî äâi ïðÿìi, ÿêi ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, â ïåðåòèíi ç òðåòüîþ
óòâîðþþòü ðiâíi âiäïîâiäíi êóòè, òî öi ïðÿìi ïàðàëåëüíi (X → Y ).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè íå ïàðàëåëüíi (Y ), õî÷ i óòâîðþþòü ðiâíi

âiäïîâiäíi êóòè (X), òîáòî, ùî (X ∧ Y ). Òîäi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ é
óòâîðþþòü òðèêóòíèê, ó ÿêîìó îäèí ç âiäïîâiäíèõ êóòiâ áóäå âíóòðiøíiì, à
äðóãèé � çîâíiøíiì, íå ñóìiæíèì ç íèì. ßê âiäîìî, òàêi êóòè íå îäíàêîâi
(X). Îòæå, ìè äîâåëè, ùî X ∧ Y → X, à îòæå X → Y .

2. Äîâåäåìî êëàñè÷íó òåîðåìó Åâêëiäà ïðî íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ
÷èñåë. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ òàê: ÿêùî n � ïðîñòå ÷èñëî (X), òî iñíó¹ áiëüøå çà
íüîãî ïðîñòå ÷èñëî q (Y ). Òîáòî X → Y .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � íàéáiëüøå ïðîñòå ÷èñëî, òîáòî íå iñíó¹ áiëüøîãî çà
íüîãî (X ∧ Y ). Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî Q = 2 · 3 · 5 · . . . · p+ 1. ×èñëî Q àáî
ïðîñòå, àáî ñêëàäåíå. ßêùî âîíî ïðîñòå, òî, îñêiëüêè âîíî áiëüøå çà p,
òâåðäæåííÿ Y âiðíå, òîáòî X ∧ Y → Y . ßêùî æ Q ñêëàäåíå, òî âîíî
äiëèòüñÿ íà ÿêåñü ïðîñòå ÷èñëî q. Àëå íà ïðîñòi ÷èñëà 2, 3, 5, . . . , p ÷èñëî Q
íå äiëèòüñÿ, áî ïðè äiëåííi íà êîæíå ç íèõ îòðèìó¹òüñÿ îñòà÷à 1. Îòæå,
÷èñëî q âiäìiííå âiä óñiõ ïðîñòèõ 2, 3, 5, . . . , p, òîáòî Q > p. I â öüîìó
âèïàäêó iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî, áiëüøå çà p: X ∧ Y → Y . Îòîæ, çàâæäè âiðíà
iìïëiêàöiÿ X → Y . Öå é îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë íåñêií÷åííà.

Íàäàëi ìè ÷àñòî êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ìåòîäîì äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.
Ïðîàíàëiçóâàâøè õiä íàøèõ ìiðêóâàíü, çàâæäè ìîæíà áóäå ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìè
êîðèñòóâàëèñü îäíèì iç ïðàâèë: C1), C2) àáî C3).

Äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà Ëåêöiÿ 2: Ëîãi÷íi çàêîíè
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Ïðèêëàä 1.1.6

Äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî òàêi òåîðåìè:

1. ßêùî äâi ïðÿìi, ÿêi ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, â ïåðåòèíi ç òðåòüîþ
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âiäïîâiäíi êóòè (X), òîáòî, ùî (X ∧ Y ). Òîäi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ é
óòâîðþþòü òðèêóòíèê, ó ÿêîìó îäèí ç âiäïîâiäíèõ êóòiâ áóäå âíóòðiøíiì, à
äðóãèé � çîâíiøíiì, íå ñóìiæíèì ç íèì. ßê âiäîìî, òàêi êóòè íå îäíàêîâi
(X). Îòæå, ìè äîâåëè, ùî X ∧ Y → X, à îòæå X → Y .

2. Äîâåäåìî êëàñè÷íó òåîðåìó Åâêëiäà ïðî íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ
÷èñåë. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ òàê: ÿêùî n � ïðîñòå ÷èñëî (X), òî iñíó¹ áiëüøå çà
íüîãî ïðîñòå ÷èñëî q (Y ). Òîáòî X → Y .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � íàéáiëüøå ïðîñòå ÷èñëî, òîáòî íå iñíó¹ áiëüøîãî çà
íüîãî (X ∧ Y ). Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî Q = 2 · 3 · 5 · . . . · p+ 1. ×èñëî Q àáî
ïðîñòå, àáî ñêëàäåíå. ßêùî âîíî ïðîñòå, òî, îñêiëüêè âîíî áiëüøå çà p,
òâåðäæåííÿ Y âiðíå, òîáòî X ∧ Y → Y . ßêùî æ Q ñêëàäåíå, òî âîíî
äiëèòüñÿ íà ÿêåñü ïðîñòå ÷èñëî q. Àëå íà ïðîñòi ÷èñëà 2, 3, 5, . . . , p ÷èñëî Q
íå äiëèòüñÿ, áî ïðè äiëåííi íà êîæíå ç íèõ îòðèìó¹òüñÿ îñòà÷à 1. Îòæå,
÷èñëî q âiäìiííå âiä óñiõ ïðîñòèõ 2, 3, 5, . . . , p, òîáòî Q > p. I â öüîìó
âèïàäêó iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî, áiëüøå çà p: X ∧ Y → Y . Îòîæ, çàâæäè âiðíà
iìïëiêàöiÿ X → Y . Öå é îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë íåñêií÷åííà.

Íàäàëi ìè ÷àñòî êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ìåòîäîì äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.
Ïðîàíàëiçóâàâøè õiä íàøèõ ìiðêóâàíü, çàâæäè ìîæíà áóäå ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìè
êîðèñòóâàëèñü îäíèì iç ïðàâèë: C1), C2) àáî C3).
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÷èñåë. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ òàê: ÿêùî n � ïðîñòå ÷èñëî (X), òî iñíó¹ áiëüøå çà
íüîãî ïðîñòå ÷èñëî q (Y ). Òîáòî X → Y .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � íàéáiëüøå ïðîñòå ÷èñëî, òîáòî íå iñíó¹ áiëüøîãî çà
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óòâîðþþòü òðèêóòíèê, ó ÿêîìó îäèí ç âiäïîâiäíèõ êóòiâ áóäå âíóòðiøíiì, à
äðóãèé � çîâíiøíiì, íå ñóìiæíèì ç íèì. ßê âiäîìî, òàêi êóòè íå îäíàêîâi
(X). Îòæå, ìè äîâåëè, ùî X ∧ Y → X, à îòæå X → Y .

2. Äîâåäåìî êëàñè÷íó òåîðåìó Åâêëiäà ïðî íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ
÷èñåë. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ òàê: ÿêùî n � ïðîñòå ÷èñëî (X), òî iñíó¹ áiëüøå çà
íüîãî ïðîñòå ÷èñëî q (Y ). Òîáòî X → Y .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � íàéáiëüøå ïðîñòå ÷èñëî, òîáòî íå iñíó¹ áiëüøîãî çà
íüîãî (X ∧ Y ). Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî Q = 2 · 3 · 5 · . . . · p+ 1. ×èñëî Q àáî
ïðîñòå, àáî ñêëàäåíå. ßêùî âîíî ïðîñòå, òî, îñêiëüêè âîíî áiëüøå çà p,
òâåðäæåííÿ Y âiðíå, òîáòî X ∧ Y → Y . ßêùî æ Q ñêëàäåíå, òî âîíî
äiëèòüñÿ íà ÿêåñü ïðîñòå ÷èñëî q. Àëå íà ïðîñòi ÷èñëà 2, 3, 5, . . . , p ÷èñëî Q
íå äiëèòüñÿ, áî ïðè äiëåííi íà êîæíå ç íèõ îòðèìó¹òüñÿ îñòà÷à 1. Îòæå,
÷èñëî q âiäìiííå âiä óñiõ ïðîñòèõ 2, 3, 5, . . . , p, òîáòî Q > p. I â öüîìó
âèïàäêó iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî, áiëüøå çà p: X ∧ Y → Y . Îòîæ, çàâæäè âiðíà
iìïëiêàöiÿ X → Y . Öå é îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë íåñêií÷åííà.

Íàäàëi ìè ÷àñòî êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ìåòîäîì äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.
Ïðîàíàëiçóâàâøè õiä íàøèõ ìiðêóâàíü, çàâæäè ìîæíà áóäå ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìè
êîðèñòóâàëèñü îäíèì iç ïðàâèë: C1), C2) àáî C3).
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Ïðèêëàä 1.1.6

Äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî òàêi òåîðåìè:

1. ßêùî äâi ïðÿìi, ÿêi ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, â ïåðåòèíi ç òðåòüîþ
óòâîðþþòü ðiâíi âiäïîâiäíi êóòè, òî öi ïðÿìi ïàðàëåëüíi (X → Y ).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè íå ïàðàëåëüíi (Y ), õî÷ i óòâîðþþòü ðiâíi
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äðóãèé � çîâíiøíiì, íå ñóìiæíèì ç íèì. ßê âiäîìî, òàêi êóòè íå îäíàêîâi
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íüîãî (X ∧ Y ). Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî Q = 2 · 3 · 5 · . . . · p+ 1. ×èñëî Q àáî
ïðîñòå, àáî ñêëàäåíå. ßêùî âîíî ïðîñòå, òî, îñêiëüêè âîíî áiëüøå çà p,
òâåðäæåííÿ Y âiðíå, òîáòî X ∧ Y → Y . ßêùî æ Q ñêëàäåíå, òî âîíî
äiëèòüñÿ íà ÿêåñü ïðîñòå ÷èñëî q. Àëå íà ïðîñòi ÷èñëà 2, 3, 5, . . . , p ÷èñëî Q
íå äiëèòüñÿ, áî ïðè äiëåííi íà êîæíå ç íèõ îòðèìó¹òüñÿ îñòà÷à 1. Îòæå,
÷èñëî q âiäìiííå âiä óñiõ ïðîñòèõ 2, 3, 5, . . . , p, òîáòî Q > p. I â öüîìó
âèïàäêó iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî, áiëüøå çà p: X ∧ Y → Y . Îòîæ, çàâæäè âiðíà
iìïëiêàöiÿ X → Y . Öå é îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë íåñêií÷åííà.

Íàäàëi ìè ÷àñòî êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ìåòîäîì äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.
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êîðèñòóâàëèñü îäíèì iç ïðàâèë: C1), C2) àáî C3).
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÷èñëî q âiäìiííå âiä óñiõ ïðîñòèõ 2, 3, 5, . . . , p, òîáòî Q > p. I â öüîìó
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