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Ðîçäië 1

Òðiøêè ëiíiéíî¨ àëãåáðè

1.1 Âñòóï

Öåé ðîçäië ïåðåäáà÷à¹ áàçîâi çíàííÿ òà çíàéîìñòâî ç ëiíiéíîþ àëãåáðîþ, ùî ïðè-
áëèçíî åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî âè îòðèìàëè á iç âñòóïíîãî êóðñó ç öi¹¨ òåìè. Äèâiòüñÿ
äîäàòêè B i C äëÿ íåîáõiäíîãî äîâiäêîâîãî ìàòåðiàëó. Çîêðåìà, ìè ââàæà¹ìî, ùî
÷èòà÷ó çíàéîìà ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó n-ìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn,
éîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òà ïîâ'ÿçàíî¨ ç íèì ôóíêöi¨ âiäñòàíi. Ìåòà öüîãî ðîçäiëó
� îáãîâîðèòè äåÿêi âàæëèâi òåìè, ÿêi, ìîæëèâî, íå áóëè ïiäêðåñëåíi àáî íàâiòü âè-
ñâiòëåíi ó âñòóïíîìó êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Òi ÷èòà÷i, ÿêi ìàþòü ñëàáêèé äîñâiä ç
àáñòðàêòíî¨ ëiíiéíî¨ àëãåáðè, i ÿêi ìàëè ñïðàâó ç âåêòîðàìè, ïåðåâàæíî â êîíòåêñòi
àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ àáî òåìàòèêè îá÷èñëåííÿ â R2 àáî R3, òàêîæ îòðèìàþòü àðî-
ìàò êðàñè áåçêîîðäèíàòíîãî ïiäõîäó äî âåêòîðiâ. Äîâåäåííÿ íå âàðòó¹ ïðîïóñêàòè,
îñêiëüêè âîíè íàäàþòü áiëüøå ïðàêòèêè òà ðîçóìiííÿ ãåîìåòði¨ âåêòîðiâ. Ñïðàâà â
òîìó, ùî õîðîøå ðîçóìiííÿ (àáñòðàêòíî¨) ëiíiéíî¨ àëãåáðè òà âìiííÿ çàñòîñîâóâàòè ¨¨
¹ âàæëèâèì äëÿ âèðiøåííÿ áàãàòüîõ çàâäàíü êîìï'þòåðíî¨ ãðàôiêè (òà ìàòåìàòèêè).

ßê i â iíøèõ ìiñöÿõ öi¹¨ êíèãè, ìè íàìàãàëèñÿ óíèêàòè çàãàëüíîñòi çàðàäè çàãàëü-
íîñòi. Çà âåëèêèì ðàõóíêîì, ÷èòà÷ ìîæå iíòåðïðåòóâàòè âñå â êîíòåêñòi ïiäïðîñòî-
ðiâ Rn. Îäíàê ó öüîìó ðîçäiëi ¹ ÷àñòèíè, äå âàðòî áóëî á áiëüø çàãàëüíî âèñëîâèòè
îáãîâîðåííÿ. Ìè iíîäi ãîâîðèìî ïðî âíóòðiøíi äîáóòêè ïðîñòîðiâ, à íå ïðîñòî äîòðè-
ìóþ÷èñü Rn òà éîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, à òàêîæ ãîâîðèìî ïðî âåêòîðíi ïðîñòîðè
íàä iíøèìè ïîëÿìè, çîêðåìà ïðî êîìïëåêñíi ÷èñëà C. Öå áóëî çðîáëåíî äëÿ òîãî,
ùîá ïiäêðåñëèòè çàãàëüíó ñóòíiñòü àñïåêòó, ùî ñòîñó¹òüñÿ, ùîá íåâiäïîâiäíi äåòàëi
íå ïðèõîâóâàëè âàæëèâîãî. Âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè áóäóòü
âàæëèâèìè â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Ãåîìåòðiÿ ñòîñó¹òüñÿ áåçëi÷i ïðîñòîðiâ ðiçíèõ òèïiâ. Ó öié ãëàâi éäåòüñÿ ïðî íàé-
ïðîñòiøi ç íèõ, à ñàìå ïðî ëiíiéíi òà äåÿêi ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ïðîñòîðè. Ñïîäiâà¹ìîñü,
çíà÷íà ÷àñòèíà âèñâiòëåíîãî ìàòåðiàëó ¹ îãëÿäîì, çà âèíÿòêîì òîãî, ùî ìè áóäåìî
ïiäõîäèòè äî öi¹¨ òåìè, ÿê i â áàãàòüîõ iíøèõ ìiñöÿõ, âåêòîðíèì ïiäõîäîì. Ó ïiäðîç-
äiëàõ 1.4�1.7 ðîçãëÿäà¹òüñÿ îçíà÷åííÿ òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi k-âèìiðíèõ ïëîùèí ó
Rn. Ìè òàêîæ ðîçãëÿäà¹ìî àáñòðàêòíå âèçíà÷åííÿ êóòà òà äåÿêi âàæëèâi ïîíÿòòÿ,
ïîâ'ÿçàíi ç îðòîãîíàëüíiñòþ òàêi, ÿê îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà. Äàëi, ó ïiäðîç-
äiëàõ 1.8 i 1.9 ìè îáãîâîðþ¹ìî íàäçâè÷àéíî âàæëèâi ïîíÿòòÿ îði¹íòàöi¨ òà îïóêëîñòi.
Äåÿêi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äiàãîíàëiçàöi¨ âiäîáðàæåíü i ìàòðèöü ó ïiäðîçäiëi 1.13 ïðè-
çâîäÿòü äî îáãîâîðåííÿ áiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü i êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ó ïiäðîçäiëi
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1.14. Ïiäðîçäië 1.15 îïèñó¹ çàãàëüíó âåðñiþ òðèâèìiðíîãî âåêòîðíîãî äîáóòêó. Íà-
ðåøòi, ó ïiäðîçäië 1.16 âèçíà÷åíî óçàãàëüíåíå îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ òà ìàòðèöþ
ðàçîì ç áàãàòüìà çàñòîñóâàííÿìè.
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1.2 Åëåìåíòè àëãåáðè

1.2.1 Åëåìåíòè òåîði¨ ÷èñåë

Iç ñàìîãî ïî÷àòêó íàâ÷àííÿ àðèôìåòèêè â øêîëi, ÷è íà ïiäãîòîâöi äî øêîëè, ìè
ïî÷èíàëè ðàõóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñëà

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, . . . .

Òàêi ÷èñëà, à ñàìå ÷èñëà, ÿêi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî äî ëi÷áè (ðàõóíêó) ïåâíèõ îá'¹êòiâ,
íàçèâàþòüñÿ íàòóðàëüíèìè. Ó ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç N, i ìè íàäàëi áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ öèì ïîçíà÷åííÿì. Íàïðèê-
ëàä òå, ùî ÷èñëî a ¹ íàòóðàëüíèì çàïèñóâàòèìåìî òàê a ∈ N, à â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ïèñàòèìåìî a /∈ N. Îòæå, ìà¹ìî

N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, . . .}.

Îá'¹äíàâøè íóëü 0 ç ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìè îòðèìó¹ìî ìíîæèíó íå-
âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêó ìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç N0. Ôîðìàëüíî öå ìîæíà çàïè-
ñàòè òàê N0 = N ∪ {0}.

Ç êóðñó øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè íàì âiäîìî, ùî ìíîæèíè N i N0 çàìêíåíi ñòîñîâíî
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, òîáòî:

(i) ÿêùî a, b ∈ N, òî a+ b ∈ N i a · b ∈ N;
(ii) ÿêùî a, b ∈ N0, òî a+ b ∈ N0 i a · b ∈ N0.

Îäíàê, ç a, b ∈ N0 íå âèïëèâà¹, ùî a − b ∈ N0, íàïðèêëàä 1 − 2 /∈ N0. Òîáòî ìíî-
æèíè N i N0 íå ¹ çàìêíåíèìè ñòîñîâíî îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ. Ðîçøèðèâøè ìíîæèíó
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N äî ìíîæèíè N0 çà äîïîìîãîþ äi¨

n− n = 0 äëÿ âñiõ n ∈ N,

ìè ìîæåìî ðîçøèðèòè ìíîæèíó N0 äî ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë, ââiâøè âiä'¹ìíi öiëi
÷èñëà òàê:

−n = 0− n äëÿ âñiõ n ∈ N.

Ìè ââåëè ìíîæèíó

{. . . ,−11,−10,−9,−8,−7,−6,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, . . .},

ÿêó áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ öiëèõ ÷èñåë i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ òàê Z. Î÷åâèäíî, ùî
ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë çàìêíåíà ñòîñîâíî îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ ÷èñåë.

Îäíàê ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë íå ¹ çàìêíåíîþ ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äiëåííÿ. Çàóâàæè-
ìî, øî â ìàòåìàòèöi ìîæíà äiëèòè ëèøå íà ÷èñëî, âiäìiííå âiä íóëÿ. Òîìó ðîçøèðèìî
ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë Z äî ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë

Q =
{

m
n
| m ∈ Z, n ∈ N

}
.

Ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ äiéñíîãî ÷èñëà ¹ äîñòàòíüî ñêëàäíèì i ãðîìiçäêèì, òîìó ìè
ïðîñòî ïðèãàäà¹ìî çi øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè, ÿê òàì ââîäèòüñÿ äiéñíå ÷èñëî.
Íàî÷íî ïîíÿòòÿ äiéñíîãî ÷èñëà ìîæíà óÿâèòè çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨. ßêùî
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Ðèñ. 1.1: Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ äiéñíîãî ÷èñëà: ÷èñëîâà ïðÿìà

íà ïðÿìié îáðàòè íàïðÿì, ïî÷àòêîâó òî÷êó òà îäèíèöþ äîâæèíè äëÿ âèìiðþâàííÿ
âiäðiçêiâ, òî êîæíîìó äiéñíîìó ÷èñëó ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíó òî÷êó
íà öié ïðÿìié, i íàâïàêè, êîæíà òî÷êà ïðåäñòàâëÿòèìå ¹äèíå äiéñíå ÷èñëî. ×åðåç öþ
âiäïîâiäíiñòü, òåðìií ÷èñëîâà ïðÿìà çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê ñèíîíiì ìíîæèíè
äiéñíèõ ÷èñåë (äèâ. ðèñ. 1.1).

Ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë ñòàíäàðòíî ïîçíà÷àþòü R.
Ç ïîãëÿäó ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè, ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë óòâîðþ¹ íåïåðåðâíå âïî-

ðÿäêîâàíå ïîëå. Öå îçíà÷à¹, ùî äiéñíi ÷èñëà ìîæíà äîäàâàòè, âiäíiìàòè, ìíîæèòè
òà äiëèòè (îêðiì äiëåííÿ íà íóëü), i äëÿ íèõ ñïðàâäæóþòüñÿ âñi çâè÷íi âëàñòèâîñòi
àðèôìåòè÷íèõ äié (êîìóòàòèâíiñòü i àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, äèñòðè-
áóòèâíiñòü äîäàâàííÿ òà âiäíiìàííÿ âiäíîñíî ìíîæåííÿ òîùî), ¨õ ìîæíà ïîðiâíþâàòè
ìiæ ñîáîþ (âiäîìî êîòðå ç äâîõ äiéñíèõ ÷èñåë áiëüøå, à êîòðå ìåíøå ÷è âîíè ðiâ-
íi ìiæ ñîáîþ), à òàêîæ, ùî íà ÷èñëîâié ïðÿìié íåìà¹ �äiðîê� � ìiæ áóäü-ÿêèìè
äiéñíèìè ÷èñëàìè çíàéäåòüñÿ äiéñíå ÷èñëî.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R çàìêíåíà ñòîñîâíî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü, òîáòî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

a · x = b,

äå a, b ∈ R i a ̸= 0, ¹ äiéñíèì ÷èñëî. Îäíàê âæå ðîçâ'ÿçêè êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

ax2 + bx+ c = 0, a ̸= 0,

ìîæóòü i íå áóòè äiéñíèìè ÷èñëàìè. Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0 íå ìà¹ äiéñíèõ
êîðåíiâ. Áiëüøó ìíîæèíó ÷èñåë, íàä ÿêîþ âñi êâàäðàòíi ðiâíÿííÿ ìàþòü ðîçâ'ÿçêè,
à ñàìå ìíîæèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìè ââåäåìî â ïiäðîçäiëi 1.2.5.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. ßêùî a i b � öiëi ÷èñëà, b ̸= 0, i ÿêùî a = kb äëÿ äåÿêîãî öiëîãî
÷èñëà k, òî ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî b äiëèòü a i, ùî b ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà a. Ó öüîìó
âèïàäêó ìè ïèñàòèìåìî b|a.

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Íàòóðàëüíå ÷èñëî p áiëüøå çà 1, öiëèìè äiëüíèêàìè ÿêîãî ¹ ±1
àáî ±p íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííèì ÷èñëîì1. Äâà öiëèõ ÷èñëà a i b íàçèâàþòüñÿ âçà¹ì-
íî ïåðâèííèìè, ÿêùî ±1 � ¹äèíi ¨õíi ñïiëüíi äiëüíèêè. Äëÿ ôiêñîâàíèõ íåíóëüîâèõ
öiëèõ ÷èñåë n1, n2, . . . , nk, íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì öèõ ÷èñåë, ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç gcd(n1, n2, . . . , nk) àáî ïðîñòî (n1, n2) ó âèïàäêó k = 2, íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëü-
øå öiëå ÷èñëî, ÿêå äiëèòü âñi ÷èñëà n1, n2, . . . , nk, i íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå öèõ
÷èñåë, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç lcm(n1, n2, . . . , nk), âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøå íåâiä'¹ìíå
öiëå ÷èñëî m òàêå, ùî êîæíå ç n1, n2, . . . , nk äiëèòü m.

1Ïåðâèííi ÷èñëà â òåîði¨ ÷èñåë òàêîæ íàçèâàþòüñÿ ïðîñòèìè.
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Òåîðåìà 1.2.3. ßêùî a i b � öiëi ÷èñëà òà d � ¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê,
òî iñíóþòü öiëi ÷èñëà s i t òàêi, ùî

sa+ tb = d.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2.3 âèïëèâà¹ ç àëãîðèòìó Åâêëiäà äëÿ öiëèõ ÷èñåë.
Ñïðàâäi, àëãîðèòì Åâêëiäà äi¹ çíàõîäæåííÿì ïîñëiäîâíîñòi ëèøêiâ r1, r2, r3, i

ò.ä., àæ ïîêè îäíå ç öèõ ÷èñåë ñòàíå íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a i b. Ìè
äîâåäåìî ìàòåìàòè÷íîþ iíäóêöi¹þ, ùî êîæåí ëèøîê ri ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ÷èñåë
a i b. Ïðèïóñòèìî, ùî a > b i íåõàé r0 = a i r1 = b. Òîäi r0 i r1 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
÷èñåë a i b, ùî ¹ áàçîþ íàøî¨ iíäóêöi¨. Ïîâòîðíèé êðîê ó àëãîðèòìi Åâêëiäà âèçíà÷à¹
rn+2 òàê, ùî rn = qrn+1 + rn+2 àáî rn+2 = rn − qrn+1. Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ rn i rn+1

¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ÷èñåë a i b, à îòæå ÷èñëî rn+2 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ÷èñåë
a i b.

Îçíà÷åííÿ 1.2.4. Íåõàé m � öiëå ÷èñëî. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äâà öiëi ÷èñëà a i b ¹
êîíãðóåíòíèìè çà ìîäóëåì m, àáî çà mod m, ÿêùî ÷èñëî m äiëèòü ðiçíèöþ a− b,
ùî åêâiâàëåíòíî ðiâíîñòi a = b + km äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà k. Ó öüîìó âèïàäêó
ìè ïèñàòèìåìî

a ≡ b(modm).

Îçíà÷åííÿ 1.2.5. Íåõàé a im � öiëi ÷èñëà. ßêùî (a,m) = 1, òî ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ
êâàäðàòè÷íî çàëèøêîâèì çà ìîäóëåì m, ÿêùî ðiâíÿííÿ

x2 ≡ a(modm)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, à â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êâàäðàòè÷íî íåçàëèøêîâèì çà ìîäóëåì
m.
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1.2.2 Åëåìåíòè òåîði¨ ìíîæèí

Îçíà÷åííÿ 1.2.6. Âiäíîøåííÿì ìiæ ìíîæèíàìè X i Y íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà
S äåêàðòîâîãî (Êàðòåçiàíñüêîãî) äîáóòêó X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }. ßêùî
X = Y , òî áóäåìî íàçèâàòè S áiíàðíèì âiäíîøåííÿì íà X. Çàïèñ xSy ÷àñòî âèêî-
ðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ ïîçíà÷åííÿ òîãî, ùî (x, y) ∈ S.

Îçíà÷åííÿ 1.2.7. Íåõàé S � âiäíîøåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè X i Y . Âèçíà÷èìî ïiä-
ìíîæèíè dom(S) i range(S), ÿêi íàçèâàþòüñÿ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòþ çíà-
÷åíü âiäíîøåííÿ S, âiäïîâiäíî, òàê

dom(S) = {x ∈X | xSy äëÿ äåÿêîãî y ∈ Y }

i
range(S) = {y ∈ Y | xSy äëÿ äåÿêîãî x ∈X} .

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âiäíîøåííÿ S ¹:

� âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì, ÿêùî ç x1Sy i x2Sy âèïëèâà¹, ùî x1 = x2;
� âiäíîøåííÿì �íà�, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ Y iñíó¹ åëåìåíò x ∈ X
òàêèé, ùî xSy;

� êîðåêòíî âèçíà÷åíèì, ÿêùî xSy1 i xSy2 âèïëèâà¹, ùî y1 = y2.

Îçíà÷åííÿ 1.2.8. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ S íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ:

� ðåôëåêñèâíèì, ÿêùî (x, x) ∈ S äëÿ âñiõ x ∈X;
� ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî ç (x, y) ∈ S âèïëèâà¹ (y, x) ∈ S, x, y ∈X;
� àíòèñèìåòðè÷íèì, ÿêùî ç (x, y), (y, x) ∈ S âèïëèâà¹ x = y, x ∈X;
� òðàíçèòèâíèì, ÿêùî ç (x, y), (y, z) ∈ S âèïëèâà¹ (x, z) ∈ S, x, y, z ∈X;
� âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (åêâiâàëåíòíiñòþ, åêâiâàëåíöi¹þ), ÿêùî S �
îäíî÷àñíî ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå òà òðàíçèòèâíå âiäíîøåííÿ íà X.

Ïðèêëàä 1.2.9. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi ìíî-
æèí íà äåÿêié ìíîæèíi ìíîæèí, åëåìåíòiâ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè, ÷èñåë íà ìíîæèíi
÷èñåë, i âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi ≡ íà ìíîæèíi öiëèõ ÷èñåë, ¹ âiäíîøåííÿìè åêâi-
âàëåíòíîñòi.

Ïðè÷èíà òîãî, ùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âiäiãðàþòü òàêó âàæëèâó ðîëü ó
ìàòåìàòèöi, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíè îõîïëþþòü ôóíäàìåíòàëüíå ïîíÿòòÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2.10 î÷åâèäíå, i òîìó ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ¨¨ ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 1.2.10. Íåõàé X � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà.

(1) Äëÿ âiäíîøåííÿ S íà X òà x ∈X âèçíà÷èìî

Sx = {y ∈X | xSy} .

ßêùî S âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, òî êîæíà ìíîæèíà Sx íåïîðîæíÿ, à
òàêîæ ìíîæèíà X ¹ îá'¹äíàííÿì òàêèõ ìíîæèí.
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(2) Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíàX ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì ñiì'¨ {Aα}
íåïîðîæíiõ ìíîæèí. Âèçíà÷èìî âiäíîøåííÿ S íà X óìîâîþ, ùî (x, y) ∈ S
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáèäâà åëåìåíòà x òà y íàëåæàòü äî Aα äëÿ äåÿêîãî
iíäåêñà α. Òîäi S ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.2.11. Íåõàé S � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi X. ßêùî
x ∈X, òî êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòà x, ïîçíà÷à¹òüñÿ [x], âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

[x] = {y ∈X | xSy} .

Ôàêòîð-ìíîæèíà ìíîæèíè X çà âiäíîøåííÿì S, ïîçíà÷à¹òüñÿ X/S, âèçíà÷à¹òüñÿ
òàê

X/S = {[x] | x ∈X} .

Îçíà÷åííÿ 1.2.12. Íåõàé S � âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi X. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíò-
íîñòi íà X iíäóêîâàíå âiäíîøåííÿì S, àáî iíäóêîâàíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ,
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïåðåòèí âñiõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi íà X, ùî ìiñòÿòü âiäíîøåí-
íÿ S.

Ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, iíäóêîâàíå âiäíîøåííÿì,
¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, i éîãî ìîæíà ââàæàòè �íàéìåíøèì� âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêå ìiñòèòü âiäíîøåííÿ S.

Îçíà÷åííÿ 1.2.13. Êîðåêòíî âèçíà÷åíå âiäíîøåííÿ S ìiæ äâîìà ìíîæèíàìèX i Y
íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì àáî ôóíêöi¹þ ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ S â Y .
Âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ií'¹êòèâíèì àáî ïðîñòî ií'¹êöi¹þ.
Âiäîáðàæåííÿ �íà� íàçèâà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíèì àáî ïðîñòî ñþð'¹êöi¹þ.

Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ

f : X → Y

ÿêå îçíà÷àòèìå, ùî f ¹ âiäîáðàæåííÿì ìiæ ìíîæèíàìè X i Y , ÷è¨ì îáëàñòþ âè-
çíà÷åííÿ ¹ ìíîæèíà X i íàçèâàòèìåìî f ¹ âiäîáðàæåííÿì ç X â Y .Äëÿ òàêîãî
âiäîáðàæåííÿ, ñòàíäàðòíèì ïîçíà÷åííÿì äëÿ åëåìåíòà y, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ xfy, ¹
f(x), i çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ y = f(x), êîëè ìîâà éäå ïðî âiäîáðà-
æåííÿ f . Iíêîëè íàçèâàþòü îáëàñòü çíà÷åíü âiäîáðàæåííÿ f òî÷êàìè, ÿêi ñòàâëÿòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü âiäîáðàæåííÿì f .

Îçíà÷åííÿ 1.2.14. Äëÿ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíèX, âèçíà÷èìî äiàãîíàëüíå âiäîáðàæåí-
íÿ

d : X →X ×X × · · · ×X

çà ôîðìóëîþ
d(x) = (x, x, . . . , x).

Îçíà÷åííÿ 1.2.15. Äëÿ ñiì'¨ âiäîáðàæåíü {fi : X i → Y i} îçíà÷èìî äîáóòîê âiäîáðà-
æåíü

f1 × f2 × · · · × fn : X1 ×X2 × · · · ×Xn → Y 1 × Y 2 × · · · × Y n

çà ôîðìóëîþ

(f1 × f2 × · · · × fn)(x1, x2, . . . , xn) = (f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn)) .
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Îçíà÷åííÿ 1.2.16. Ãðàôiê âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , ïîçíà÷à¹òüñÿ graph(f), öå
ìíîæèíà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

graph(f) = {(x, f(x)) | x ∈X} ⊆X × Y .

Îçíà÷åííÿ 1.2.17. Äëÿ âiäîáðàæåíü f : X → Y i g : Y → Z, ñêëàäåíå âiäîáðàæåí-
íÿ

g ◦ f : X → Z

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), x ∈X.

Îçíà÷åííÿ 1.2.18. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , ÿêå îäíîçíà÷íî ¹ ií'¹êòèâíèì i ñþð'¹ê-
òèâíèì, íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíèì àáî ái¹êöi¹þ. Ó öüîìó âèïàäêó, îáåðíåíå âiäîáðà-
æåííÿ äî f , ïîçíà÷à¹òüñÿ f−1, öå âiäîáðàæåííÿ

f−1 : Y →X,

ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ, ùî f−1(y) = x òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f(x) = y.

ßêùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y iñíó¹ îáåðíåíå, òî î÷åâèäíî, ùî f−1 ◦ f i
f ◦ f−1 � òîòîæíi âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí X i Y , âiäïîâiäíî. Âèêîíó¹òüñÿ é îáåðíåíå
òâåðäæåííÿ, äîâåäåííÿ ÿêîãî î÷åâèäíå.

Òåîðåìà 1.2.19. ßêùî f : X → Y i g : Y → X � äâà âiäîáðàæåííÿ, ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü òàêó âëàñòèâiñòü, ùî g ◦ f i f ◦ g � òîòîæíi âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí X i
Y , âiäïîâiäíî, òî g = f−1.

Õàðàêòåðèçàöiÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ â òåîðåìi 1.2.19 ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
äëÿ âèçíà÷åííÿ òîãî, ÷è ¹ âiäîáðàæåííÿ îáåðíåíèì äî iíøîãî.

Îçíà÷åííÿ 1.2.20. Íåõàé f : X → Y i A ⊆ X. Ïîâíèé ïðîîáðàç ìíîæèíè A ñòî-
ñîâíî âiäîáðàæåííÿ f , ïîçíà÷à¹òüñÿ f−1(A), âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

f−1(A) = {x ∈X | f(x) ∈ A} .

Íàïðèêëàä äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : R → R, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ f(x) =
x2, ìà¹ìî, ùî f−1([9, 25]) = [−5,−3] ∪ [3, 5].

Îçíà÷åííÿ 1.2.21. Íåõàé f : X →X. Äîâiëüíà òî÷êà x ∈X ç âëàñòèâiñòþ f(x) = x
íàçèâà¹òüñÿ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f . ßêùî A ⊆X i ÿêùî f(a) ∈ A äëÿ
âñiõ a ∈ A, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà A iíâàðiàíòíà ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ
f , àáî, ùî ìíîæèíà A ¹ iíâàðiàíòîì àáî íåðóõîìà ìíîæèíà äëÿ âiäîáðàæåííÿ f .

Çàóâàæèìî, ùî íåðóõîìà ìíîæèíà íå ¹ îáîâ'ÿçêîâî ìíîæèíîþ íåðóõîìèõ òî÷îê.
Íàïðèêëàä, âiäîáðàæåííÿ f : R2 → R2, îçíà÷åíå f(x, y) = (x+1, y+1), ìà¹ ìíîæèíó
∆ = {(x, x) | x ∈ R2} ÿê íåðóõîìó ìíîæèíó, îäíàê æîäíà òî÷êà öi¹¨ ìíîæèíè íå ¹
íåðóõîìîþ òî÷êîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.22. Ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííîþ, ÿêùî âîíà ñêií÷åííà, àáî
iñíó¹ ái¹êöiÿ ìiæ X i ìíîæèíîþ äîäàòíèõ öiëèõ (íàòóðàëüíèõ) ÷èñåë.
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Ìè çàâåðøèìî äåÿêèìè îçíà÷åííÿìè âïîðÿäêóâàííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.2.23. Íåõàé X � ìíîæèíà. ×àñòêîâèé ïîðÿäîê íà X � öå ðåô-
ëåêñèâíå, àíòèñèìåòðè÷íå òà òðàíçèòèâíå âiëíîøåííÿ íà X. Ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà
ìíîæèíi X � öå ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê ≤ íà X ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ: äëÿ äîâiëüíèõ
x, y ∈ X âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ x ≤ y àáî y ≤ x. Ïîâíèé ïîðÿäîê (ïîâíå
âïîðÿäêóâàííÿ) íà ìíîæèíiX � öå òàêèé ëiíiéíèé ïîðÿäîê ≤ íàX, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó: êîæíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíàA âX ìiñòèòü íàéìåíøèé åëåìåíò óA, òîáòî
iñíó¹ åëåìåíò a ∈ A òàêèé, ùî a ≤ b äëÿ âñiõ b ∈ A.

Äëÿ ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ≤ íà ìíîæèíi X ÷åðåç < ïîçíà÷èìî âiäíîøåííÿ íà X,
îçíà÷åíå x < y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x ≤ y i x ̸= y. Çàóâàæèìî, ùî âiäíîøåííÿ <,
îòðèìàíå òàêèì ÷èíîì íå ¹ ëiíiéíèì ïîðÿäêîì, îñêiëüêè âîíî íå ¹ ðåôëåêñèâíèì,
àëå ìè ìîæåìî ïîâåðíóòèñÿ äî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ≤ ïðîñòî äîäàâøè âiäíîøåííÿ
x ≤ x. Âïðîäîâæ âñüîãî òåêñòó öi¹¨ êíèæêè, ÷åðåç âiäíîøåííÿ ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç �<� i íàçèâàòèìåìî öå ïîðÿäêîì, ìè çàâæäè áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíî ïîõîäèòü
âiä ÿêîãîñü ïîâ'ÿçàíîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ≤. Âèñëîâëåííÿ �ëiíiéíèé ïîðÿäîê <� àáî
�ïîâíèé ïîðÿäîê <� ìàþòü íà óâàçi �ëiíiéíèé ïîðÿäîê ≤� àáî �ïîâíèé ïîðÿäîê ≤�,
âiäïîâiäíî.

Ñòàíäàðòíèì ïðèêëàäîì çàãàëüíîãî ïîðÿäêó ¹ çâè÷àéíå âiäíîøåííÿ ≤ äëÿ ÷è-
ñåë, ùî ïîÿñíþ¹ íàø âèáið çàïèñó äëÿ òàêîãî âiäíîøåííÿ. Çâè÷àéíå âiäíîøåííÿ ≤ ¹
ïîâíèì óïîðÿäêóâàííÿì ìíîæèíè öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë. Ç iíøîãî áîêó, çâè÷àéíå
âiäíîøåííÿ < íå ¹ ëiíiéíèì ïîðÿäêîì íà ìíîæèíi ÷èñåë ÷èñåë ñàìå ïî ñîái, îñêiëüêè
âîíî íå ¹ ðåôëåêñèâíèì. ßêùî âè áàæà¹òå ìàòè îêðåìi âèçíà÷åííÿ äëÿ ïðèðîäíèõ
óïîðÿäêóâàíü, òàêèõ ÿê <, ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ñòðîãèõ ÷àñòêîâèõ ïîðÿäêiâ (ùî
â îñíîâíîìó óñóâà¹ âëàñòèâiñòü ðåôëåêñèâíîñòi), ñòðîãèõ ëiíiéíèõ ïîðÿäêiâ i âiä-
ïîâiäíó âåðñiþ ïîâíî¨ âïîðÿäêîâàíîñòi òà íàéìåíøîãî åëåìåíòà. Ó öié êíèçi öå íå
áóäå ïîòðiáíî. Ñëiä òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî ¹ äåÿêi íåçíà÷íi âiäìiííîñòi ó âèçíà÷åííÿõ
óïîðÿäêóâàííÿ â ëiòåðàòóði, i ÷èòà÷àì, ìîæëèâî, äîâåäåòüñÿ áóòè îáåðåæíèìè, êîëè
âîíè áà÷àòü öi òåðìiíè. Îäíàê áóäü-ÿêi âiäìiííîñòi íîñÿòü ëèøå òåõíi÷íèé õàðàêòåð
i íå çìiíþþòü ñóòò¹âi êîíöåïöi¨, ÿêi âîíè íàìàãàþòüñÿ îõîïèòè.
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1.2.3 Ïiäñòàíîâêè

Îçíà÷åííÿ 1.2.24. Ïiäñòàíîâêîþ (ïåðåñòàíîâêîþ) ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ái¹ê-
öiÿ σ : X →X. Ìíîæèíà âñiõ ïiäñòàíîâîê íà ìíîæèíi X ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç S(X).
Äëÿ äâîõ ïiäñòàíîâîê σ i τ ìíîæèíè X âèçíà÷èìî ¨õ äîáóòîê σ ◦ τ ÿê êîìïîçèöiþ
äâîõ âiäîáðàæåíü, à ñàìå

(σ ◦ τ )(x) = σ(τ (x)) äëÿ x ∈X.

Îïåðàöiÿ ◦ íàñïðàâäi ïåðåòâîðþ¹ ìíîæèíó S(X) ó (íåêîìóòàòèâíó) ãðóïó (äèâ.
ïiäðîçäië 1.2.4 äëÿ îçíà÷åííÿ ãðóïè), àëå öå íå âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ïîòî÷íîìó
îáãîâîðåííi.

Îçíà÷åííÿ 1.2.25. Ìíîæèíà ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè {1, 2, . . . , n} ðàçîì ç îïåðàöi¹þ
◦ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó n i ïîçíà÷à¹òüñÿ Sn.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çiáðàíî äåêiëüêà îñíîâíèõ ôàêòiâ ïðî Sn.

Îçíà÷åííÿ 1.2.26. Ïiäñòàíîâêà τ â Sn íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîçèöi¹þ, ÿêùî âîíà ìi-
íÿ¹ ìiñöÿìè äâà ÷èñëà i çàëèøà¹ âñi iíøi ÷èñëà íåðóõîìèìè (ôiêñîâàíèìè), òîá-
òî ÷èñëà i, j ∈ {1, 2, . . . , n} ç i ̸= j òàêi, ùî τ (i) = j, τ (j) = i, i τ (k) = k, äëÿ
k ∈ {1, 2, . . . , n} \ {i, j}.

Ëåìà 1.2.27. Êîæíó ïiäñòàíîâêó σ â Sn, n ≥ 2, ìîæíà çàïèñàòè ÿê äîáóòîê
òðàíñïîçèöié, òîáòî

σ = τ 1 ◦ τ 1 ◦ · · · ◦ τ n,

äå τ 1, τ 1, . . . , τ n � òðàíñïîçèöi¨.

Äîâåäåííÿ. Ìè âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ ïî n. Òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíå ó âèïàäêó
n = 2. Çàóâàæèìî, ùî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ¹ êîìïîçèöi¹þ τ ◦ τ äëÿ äîâiëüíî¨
òðàíñïîçèöi¨ τ . Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n − 1, n ≤ 3, i
íåõàé σ � ïiäñòàíîâêà â Sn.

Âèïàäîê 1. σ(n) = n. Ó öüîìó âèïàäêó, σ ìîæíà ââàæàòè, ùî íàëåæèòü Sn−1.
Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹, ùî σ ¹ äîáóòêîì òðàíïîçèöié â Sn−1. Îñêiëüêè
òðàíñïîçèöi¨ ìíîæèíè {1, 2, . . . , n − 1} ìîæíà ââàæàòè ÿê òðàíñïîçèöi¨ ìíîæèíè
{1, 2, . . . , n− 1, n}, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ öüîãî âèïàäêó.

Âèïàäîê 2. σ(n) = i, i ̸= n. Íåõàé τ 1 � òðàíñïîçèöiÿ â Sn, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê
τ 1(n) = i i τ 1(i) = n. Òîäi

(τ 1 ◦ σ)(n) = τ 1(σ(n)) = τ 1(i) = n.

Ç âèïàäêó 1 âèïëèâà¹, ùî τ 1 ◦ σ = τ 2 ◦ τ 3 ◦ · · · ◦ τ k äëÿ äåÿêèõ òðàíñïîçèöié
τ 2, τ 3, . . . , τ k ∈ Sn. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

σ = τ 1 ◦ τ 1 ◦ σ = τ 1 ◦ τ 2 ◦ τ 3 ◦ · · · ◦ τ k,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âèïàäêó 2, à îòæå, i ëåìè.

Ñïîñiá, ÿêèì ïåðåñòàíîâêó ìîæíà çàïèñàòè ÿê äîáóòîê òðàíñïîçèöié, íå ¹ ¹äèíèì,
îäíàê âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.2.28. Íåõàé σ � ïiäñòàíîâêà â Sn i ïðèïóñòèìî, ùî

σ = τ 1 ◦ τ 2 ◦ τ 3 ◦ · · · ◦ τ s =

= η1 ◦ η2 ◦ η3 ◦ · · · ◦ ηt,

äå τ 1, τ 2, τ 3, . . . , τ s,η1,η2,η3, · · · ,ηt � òðàíñïîçèöi¨ â Sn. Òîäi ÷èñëà s i t ¹ îäíî÷àñ-
íî àáî ïàðíi, àáî íåïàðíi.

Ñõåìà äîâåäåííÿ. ßêùî f : Rn → R � âiäîáðàæåííÿ òà σ ∈ Sn, òî îçíà÷èìî âiäîá-
ðàæåííÿ fσ : Rn → R çà ôîðìóëîþ

fσ(x1, x2, . . . , xn) = fσ(σ(x1),σ(x2), . . . ,σ(xn)). (1.1)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ∆: Rn → R, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

∆(x1, x2, . . . , xn) =
∏
i<j

(xj − xi).

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ôóíêöi¨ ∆ i ∆σ (ÿê âèçíà÷åíî ðiâíiñòþ (1.1)) çàäîâîëüíÿþòü òàêi
äâi âëàñòèâîñòi:

(1) ÿêùî σ, τ ∈ Sn, òî ∆σ◦τ = (∆τ )σ;
(2) ∆τ = −∆ äëÿ äîâiëüíî¨ òðàíñïîçèöi¨ ∆τ ∈ Sn.

Âèêîðèñòàâøè âëàñòèâîñòi (1) i (2) áà÷èìî, ùî äëÿ ïiäñòàíîâêè σ ∈ Sn â òåîðåìi
ìà¹ìî

∆σ = ∆τ1◦τ2◦τ3◦···◦τ s = (−1)s∆;

∆σ = ∆η1◦η2◦η3◦···◦ηt
= (−1)t∆.

Iíøèìè ñëîâàìè, îòðèìó¹ìî, ùî (−1)s = (−1)t, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ç òåîðåìè 1.2.28 âèïëèâà¹, ùî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíå.

Îçíà÷åííÿ 1.2.29. Ïiäñòàíîâêà σ â Sn íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ, ÿêùî ¨¨ ìîæíà çàïèñà-
òè ÿê äîáóòîê ïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïiäñòàíîâêà
σ íàçèâà¹òüñÿ íåïàðíîþ.

Î÷åâèäíî, ùî äîáóòîê äâîõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ¹ ïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ. Òàêîæ,
ïiäñòàíîâêà σ â Sn ïàðíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïiäñòàíîâêà σ−1 ïàðíà. Îòæå, ÿêùî
ìè âèçíà÷èìî σ ∼ τ ÿêùî êîìïîçèöiÿ σ ◦ τ−1 ïàðíà ïiäñòàíîâêà, òî âiäíîøåííÿ ∼ ¹
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà Sn i Sn ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi
âiäíîøåííÿì ∼, à ñàìå, ïàðíi òà íåïàðíi ïiäñòàíîâêè.

Îçíà÷åííÿ 1.2.30. Çíàê ïiäñòàíîâêè σ â Sn, ïîçíà÷à¹òüñÿ sign(σ), âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

sign(σ) =

{
+1, ÿêùî σ ïàðíà;
−1, ÿêùî σ ïàðíà.

Îçíà÷åííÿ 1.2.31. Âiäîáðàæåííÿ f : Xn → Y íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî

f(x1, x2, . . . , xn) = f(σ(x1),σ(x2), . . . ,σ(xn)),

äëÿ âñiõ x1, x2, . . . , xn ∈X i ïiäñòàíîâêè σ ìíîæèíè {1, 2, . . . , n}.
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1.2.4 Ãðóïè

Ñëîâî �ãðóïà� çóñòði÷à¹òüñÿ â êiëüêîõ ìiñöÿõ ó öié êíèçi. Êîíöåïöiÿ ñïðàâäi âà-
æëèâà ëèøå â ðîçäiëàõ 7 i 8, ÿêi âêëþ÷àþòü àëãåáðà¨÷íó òîïîëîãiþ, àëå âîíà êîðèñíà
â iíøèõ ìiñöÿõ, îñêiëüêè âîíà ôiêñó¹ äåÿêi âàæëèâi âëàñòèâîñòi â îäíîìó ñëîâi. Ó öüî-
ìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå òi îçíà÷åííÿ òà ðåçóëüòàòè, ÿêi íåîáõiäíi â öié êíèçi.
Áiëüøå íåïîòðiáíî. Ôàêòè÷íî, çà âèíÿòêîì ôóíäàìåíòàëüíî¨ ãðóïè òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó, ÿêà âêëþ÷à¹ âiëüíi ãðóïè i ïîñèëà¹òüñÿ íà ïîíÿòòÿ êîìóòàòîðíî¨ ïiäãðóïè,
óñi ãðóïè áóäóòü àáåëåâèìè. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè, êðiì íàäàííÿ íåîáõiäíèõ îçíà÷åíü, áiëü-
øiñòü îáãîâîðåíü i ïðèêëàäiâ áóäå çîñåðåäæåíî íà àáåëåâèõ ãðóïàõ. Çàöiêàâëåíîãî
÷èòà÷à ìè ñêåðîâó¹ìî äî êíèã ç ñó÷àñíî¨ àëãåáðè äëÿ áiëüø  ðóíòîâíîãî îáãîâîðåííÿ
ãðóï, çîêðåìà, äî ïîñèëàíü ó áiáëiîãðàôi¨.

Íåõàé G � ìíîæèíà òà �·� � áiíàðíà îïåðàöiÿ íà G, òîáòî, �·� � öå âiäîáðàæåííÿ

· : G×G→ G.

Çàçâè÷àé ó öüîìó âèïàäêó, ÿêùî g1 i g2 � åëåìåíòè ìíîæèíè G, òî ìè áóäåìî ïèñàòè
g1 · g2 çàìiñòü ôóíêöiîíàëüíîãî âèãëÿäó ·(g1, g2).

Îçíà÷åííÿ 1.2.32. Ïàðà (G, ·) íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêùî áiíàðíà îïåðàöiÿ �·� çà-
äîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(1) (àñîöiàòèâíiñòü): g1 · (g2 · g3) = (g1 · g2) · g3 äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g1, g2 i g3
ìíîæèíè G;

(2) (iñíóâàííÿ îäèíèöi): iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ∈ G, ùî íàçèâà¹òüñÿ îäèíèöåþ,
àáî îäèíè÷íèì åëåìåíòîì â G, ùî

e · g = g · e = g,

äëÿ âñiõ g ∈ G;
(3) (iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî åëåìåíòà): äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g â G iñíó¹ åëå-

ìåíò g−1 â G, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äî g, òàêèé, ùî

g · g−1 = g−1 · g = e.

Ïðèêëàä 1.2.33. Ñèìåòðè÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n Sn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîáóòêó ïiä-
ñòàíîâîê ◦, ÿêó ìè îáãîâîðþâàëè â ïiäðîçäiäi 1.2.3, ¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ ç n! åëå-
ìåíòàìè.

Íå ñêëàäíî äîâåñòè, ùî â ãðóïi iñíó¹ ëèøå îäíà îäèíèöÿ, à òàêîæ äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà ãðóïè iñíó¹ ¹äèíèé îáåðíåíèé åëåìåíò. Çâiäñè âèïëèâà¹, äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà g ãðóïè G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü(

g−1
)−1

= g.

Íàéïðîñòiøîþ ãðóïîþ ¹ òàêà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî îäèíè÷íîãî åëåìåíòà.

Îçíà÷åííÿ 1.2.34. Ãðóïà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî îäèíè÷íîãî åëåìåíòà íà-
çèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.35. Ãðóïà (G, ·) íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ àáî êîìóòàòèâíîþ, ÿêùî
âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:
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(4) (êîìóòàòèâíiñòü): g1 · g2 = g2 · g1 äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g1 i g2 ç G.

Ïðèêëàä 1.2.36. Ñòàíäàðòíèìè ïðèêëàäàìè àáåëåâèõ ãðóï ¹ ìíîæèíè Z, Q, R i C
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ (÷èñåë). Ìíîæèíè Q \ {0}, R \ {0} i C \ {0} ¹ ãðóïàìè
ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ (÷èñåë). Ìíîæèíè Zn, Qn, Rn i Cn ñòàþòü àáåëåâèìè
ãðóïàìè ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).

Ïðèêëàä 1.2.37. Äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà n ïîêëàäåìî

Zn = {0, 1, 2, . . . , n− 1}

i âèçíà÷èìî áiíàðíó îïåðàöiþ +n íà Zn òàê: ÿêùî a, b ∈ Zn, òî

a+n b = d,

äå
a+ b = kn+ d,

òà k i d � öiëi ÷èñëà òàêi, ùî 0 ⩽ d < n. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî (Zn,+n) (àáî Zn

êîðîòêî) ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n.

Ïðèêëàä 1.2.38. Íåõàé p� ïåðâèííå ÷èñëî iX = {1, 2, . . . , p−1}. Îçíà÷èìî áiíàðíó
îïåðàöiþ �·� íà X = {1, 2, . . . , p−1} íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé a, b ∈X. Âèáåðåìî öiëi
÷èñëà k i r òàê, ùîá

ab = kp+n r, äå 0 < r < p,

i ïðèéìåìî
a · b = r.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî (X, ·) � êîðåêòíî âèçíà÷åíà àáåëåâà ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà.
Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî îñêiëüêè áóäü-ÿêå öiëå ÷èñëî â X ¹ âiäíîñíî ïåðâèííèì äî
p, òî ç òåîðåìè 1.2.3 âèïëèâà¹, ùî âîíî ìà¹ îáåðíåíå ñòîñîâíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ �·�.

Çàóâàæåííÿ 1.2.39. Íàäàëi, ìàþ÷è ñïðàâó ç ãðóïîþ (G, ·), äëÿ ÿêî¨ îïåðàöiÿ �·�
î÷åâèäíà ç êîíòåêñòó, ìè áóäåìî ïðîñòî ïîñèëàòèñÿ íà �ãðóïó �G�.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ãðóïè çàçâè÷àé ãðóïîâó îïåðàöiþ ðîçãëÿäàþòü ÿê îïåðà-
öiþ ìíîæåííÿ (ìóëüòèïëiêàòèâíó îïåðàöiþ) i âèêîðèñòîâóþòü ñèìâîë �1� â ÿêîñòi
îäèíèöi ãðóïè. Òðèâiàëüíi ãðóïè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, ïîçíà÷à-
òèìóòüñÿ �1�. Òàêîæ ïðîñòî çàïèñóâàòèìåìî �gh� äëÿ äîáóòêó ãðóïîâèõ åëåìåíòiâ g
i h, à íå �g · h�. ßêùî g ¹ ãðóïîâèì åëåìåíòîì, òî ÷åðåç gk áóäå ïîçíà÷àòè åëåìåíò

g · g · . . . · g︸ ︷︷ ︸
k−ðàçiâ

.

Ó âèïàäêó àáåëåâî¨ ãðóïè ñòàíäàðòíîþ óìîâîþ ¹ âèêîðèñòàííÿ àäèòèâíîãî ïîçíà-
÷åííÿ, òîìó ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñèìâîë �+� äëÿ ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨, �0� áóäå
(àäèòèâíîþ) îäèíèöåþ, à ÷åðåç �−g� áóäåìî ïîçíà÷àòè îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëå-
ìåíòà g. Òðèâiàëüíi àáåëåâi ãðóïè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç îäíîãî åëåìåíòà, áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç 0. ßêùî k ∈ N, òî ÷åðåç kg áóäå ïîçíà÷àòè åëåìåíò

g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
k−ðàçiâ

.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.40. Íåõàé (G, ·)� ãðóïà. ÏiäìíîæèíàH óG íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ
â (G, ·), ÿêùî ìíîæèíà çàìêíåíà ñòîñîâíî ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ �·� òà îïåðàöi¨ âçÿòòÿ
îáåðíåíîãî åëåìåíòà â (G, ·), òîáòî g · h ∈H i g−1 ∈H äëÿ äîâiëüíèõ g, h ∈H .

Ïðèêëàä 1.2.41. Êîæíà íåòðèâiàëüíà ãðóïà G ìiñòèòü õî÷à á äâi ïiäãðóïè, öå ñàìà
ãðóïà G òà ¨¨ îäèíèöÿ 1, ÿê ïiäìíîæèíà â G.

Ïðèêëàä 1.2.42. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà k ìíîæèíà

kZ = {kn | n ∈ Z}

¹ ïiäãðóïîþ àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë (Z,+), i áiëüøå òîãî êîæíà ïiäãðóïà â
(Z,+) ìà¹ òàêèé âèãëÿä.

Ïðèêëàä 1.2.43. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíîæèíà Zn ¹ ïiäãðóïîþ â
Rn (ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ).

Ïðèêëàä 1.2.44. Ìíîæèíà {0, 3, 6} ¹ ïiäãðóïîþ â Z9.

Ïðèêëàä 1.2.45. Ìíîæèíà 3Z ∪ {5} íå ¹ ïiäãðóïîþ â àäèòèâíié ãðóïi öiëèõ ÷èñåë
Z (òîáòî â (Z,+)).

Íàñòóïíà ëåìà äà¹ ïðîñòèé êðèòåðié, êîëè ïiäìíîæèíà ãðóïè ¹ ïiäãðóïîþ. Äîâå-
äåííÿ ëåìè 1.2.46 î÷åâèäíå.

Ëåìà 1.2.46. (1) Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ó ãðóïi G ¹ ïiäãðóïîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè åëåìåíò h1h

−1
2 ∈H äëÿ äîâiëüíèõ h1, h2 ∈H

(2) Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïiäãðóï ó ãðóïi ¹ ïiäãðóïîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.47. ÏiäãðóïàH ó ãðóïiG íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
G ÿêùî ghg−1 ∈H äëÿ âñiõ g ∈ G i âñiõ h ∈H .

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ïiäãðóïà êîìóòàòèâíî¨ ãðóïè ¹ íîðìàëüíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.48. Íåõàé G i H � ãðóïè. Âiäîáðàæåííÿ f : G → G íàçèâà¹òüñÿ
ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî

f(g1g2) = f(g1)f(g2)

äëÿ âñiõ g1g2 ∈ G. Ãîìîìîðôiçì ãðóï íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, ÿêùî âií ¹ ái¹êòèâ-
íèì âiäîáðàæåííÿì. Ó öüîìó âèïàäêó ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ãðóïà G içîìîðôíà
ãðóïi H , i öå ìè çàïèñóâàòèìåìî òàê G ≈H .
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1.2.5 Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîñòî âèçíà÷èìî ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíi
÷èñëà âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü â áàãàòüîõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

Îòîòîæíèìî òî÷êó (a, b) ∈ R2 ç ôîðìàëüíèì çàïèñîì a + ib, ïðè÷îìó äëÿ ñïðî-
ùåííÿ âèêëàäîê ôîðìàëüíèé çàïèñ 0 + ib áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç ib, à çàïèñ i1 �
ç i. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ïîíÿòòÿ âèçíà÷èìî àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ �+� i
ìíîæåííÿ �·� íà R2 íàñòóïíèì ÷èíîì:

(a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d),

(a+ ib) · (c+ id) = (ac− bd) + i(ad+ bc).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2.49 ¹ î÷åâèäíèì.

Òåîðåìà 1.2.49. (R2,+, ·) ¹ ïîëåì, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç C, ÿêå ìiñòèòü ìíî-
æèíó R ÿê ïiäïîëå ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ îòîòîæíåííÿ åëåìåíòà a ç òî÷êîþ ç
êîîðäèíàòàìè (a, 0).

Ðîçãëÿäàþ÷è ÿê åëåìåíòè ïîëÿ, åëåìåíòè ïîëÿ C íàçèâàþòüñÿ êîìïëåêñíèìè ÷èñ-
ëàìè. Ç îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèïëèâà¹ äîáðå âiäîìà
ðiâíiñòü

i2 = −1,
iíøèìè ñëîâàìè, êîðiíü êâàäðàòíèé ç ìiíóñ îäèíèöi −1 äîðiâíþ¹ i. Òîìó íàäàëi
ñèìâîë i áóäåìî íàçèâàòè óÿâíîþ îäèíèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.50. Íåõàé z = a+ib ∈ C. Òîäi ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z i äiéñíå ÷èñëî b íàçèâà¹òüñÿ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z. Îçíà÷èìî ôóíêöi¨ Re(z) i Im(z) çà ôîðìóëàìè

Re(z) = a i Im(z) = b.

Êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå (àáî ïðîñòî ñïðÿæåíå) ÷èñëî äî êîìïëåñíîãî ÷èñëà z, ïîçíà-
÷à¹òüñÿ z, i ìîäóëü ÷èñëà z, ïîçíà÷à¹òüñÿ |z|, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

z = a− ib i |z| =
√
a2 + b2.

Ç îçíà÷åííÿ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C âèïëèâà¹, ùî éîãî ìîæíà îòîòîæíèìî ç
òî÷êàìè äåêàðòîâî¨ ïëîùèíè íàñòóïíèì ÷èíîì:

êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = a + ib ∈ C ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó ç êîîðäè-
íàòàìè (a, b) íà äåêàðòîâié ïëîùèíi.

Òàêå îòîòîæíåííÿ íàäàëi áóäåìî íàçèâàòè ãåîìåòðè÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ êîìïëåêñ-
íèõ ÷èñåë, i âîíà çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.2. Òàêîæ, â òàêié iíòåðïðåòàöi¨ ìè êîìïëåêñíå
÷èñëî z = a+ ib ∈ C îòîòîæíþ¹ìî ç âåêòîðîì ç êîîðäèíàòàìè (a, b), i íåâàæêî äîâåñ-
òè, ùî ñóìó äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìè ìîæåìî iíòåðïðåòóâàòè ç ñóìîþ âåêòîðiâ, ÿêi
¨ì âiäïîâiäàþòü, i öå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî. Òàêîæ, ó òàêîìó
çîáðàæåííi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âiñü Ox áóäåìî íàçèâàòè äiéñíîþ âiññþ, à âiñü Oy �
óÿâíîþ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + ib äîðiâíþ¹ äîâæèíi
âåêòîðà ç êîîðäèíàòàìè (a, b) äåêàðòîâî¨ ïëîùèíè (äèâ. ðèñ. 1.2).

Îñü òðè ïðîñòi ôàêòè, ÿêi ëåãêî ïåðåâiðèòè:
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y i

x0

z = a+ ib

(a, b)

z = a− ib
(a,−b)

Ðèñ. 1.2: Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

(1) ìîäóëü äîáóòêó äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ ìîäóëiâ:

|z1 · z2| = |z1| · |z2| ;

(2) äîáóòîê êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà éîãî ñïðÿæåíå äîðiâíþ¹ êâàäðàòó éîãî ìîäóëÿ:

z · z = |z|2;

(3) îáåðíåíå äî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ ib îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

1

z
=

a

a2 + b2
− i b

a2 + b2
=

z

|z|2
.

Ç öèõ òà âèùå ñôîðìóëüîâàíèõ âëàñòèâîñòåé äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êîìïëåêñ-
íèõ ÷èñåë âèïëèâàþòü òàêi ¨õ âëàñòèâîñòi:

(4) ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹ ìîäóëþ éîãî êîìïëåêñíî ñïðÿæåíîãî:

|z| = |z| ;

(5) ðiçíèöÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 = a+ ib i z2 = c+ id îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

(a+ ib)− (c+ id) = (a− c) + i(b− d);

(6) ÷àñòêà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 = a+ ib i z2 = c+ id îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

z1
z2

=
a+ ib

c+ id
=

(ac+ bd) + i(bc− ad)
c2 + d2

=
z1 · z2
|z2|2

.

Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè òâåðäæåííÿ (1)− (6) ñàìîñòiéíî.
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Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Êîæíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñ-
ëó z = a + ib âiäïîâiäà¹ äåÿêèé âåêòîð íà ïëîùèíi, à ñàìå ðàäióñ-âåêòîð

−→
OA òî÷êè

A(a, b) (äèâ. ðèñ. 1.3). Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíèé âåêòîð (íà ïëîùèíi, ÷è â ïðîñòîði)

y i

x0

z = a+ ib

A(a, b)

φ

Ðèñ. 1.3: Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

âèçíà÷à¹òüñÿ äîâæèíîþ òà íàïðÿìêîì. Òàê, çîêðåìà, âåêòîð íà ïëîùèíi ìîæíà âè-
çíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî éîãî äîâæèíîþ òà êóòîì ÿêèé öåé âåêòîð óòâîðþ¹ ç äîäàòíiì
íàïðÿìêîì îñi Ox. Äîìîâèìîñÿ, ùî íàäàëi âñi êóòè âiäðàõîâóþòüñÿ âiä îñi Ox ïðîòè
ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

ßêùî âåêòîð
−→
OA âiäïîâiäà¹ êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = a+ ib, òî ÷åðåç r ïîçíà÷èìî

äîâæèíó âåêòîðà
−→
OA (òîáòî ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + ib), à ÷åðåç φ êóò,

ÿêèé óòâîðþ¹ öåé âåêòîð ç äîäàòíiì íàïðÿìêîì îñi Ox. Òîäi

r =
√
a2 + b2,

a = r cosφ,

b = r sinφ,

à îòæå
z = a+ ib = r cosφ+ ir sinφ = r(cosφ+ i sinφ).

Ó öüîìó âèïàäêó êóò φ áóäåìî íàçèâàòè àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ ib.
Íàäàëi àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ ib áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç arg z. ßêùî
|z| = 0, òî àðãóìåíò arg z ÷èñëà z íåâèçíà÷åíèé. Òàêîæ àðãóìåíò êîæíîãî íåíó-
ëüîâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî 2π. Î÷åâèäíî, ùî àðãóìåíò
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ ib âèçíà÷à¹òüñÿ ç ñèñòåìè ðiâíÿíü

cosφ =
a√

a2 + b2
;

sinφ =
b√

a2 + b2
.

(1.2)
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Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ ib âèãëÿäi

z = r(cosφ+ i sinφ) (1.3)

íàçèâà¹òüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî φ ¹ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ ib òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ îáèäâi ðiâíîñòi (1.2). Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ àðãóìåíòó êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + ib íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü (1.2). Öÿ ñèñòåìà
ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ, i âñi öi ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

φ = φ0 + 2πk, k ∈ Z,

äå φ0 � îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.2). Òàêèì ÷èíîì àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
âèçíà÷à¹òüñÿ íåîäíîçíà÷íî, òîáòî

arg z = φ0 + 2πk, k ∈ Z. (1.4)

Òîìó ìè íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî 0 ≤ φ < 2π.
Ìîäóëü äîáóòêó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìîäóëiâ, ìîäóëü ÷àñòêè �

÷àñòöi ìîäóëiâ, à àðãóìåíò � àðãóìåíòó ñóìè (ðiçíèöi) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, òîáòî

|z1 · z2| = |z1| · |z2|;∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = |z1||z2| ;

arg (z1 · z2) = arg z1 + arg z2;

arg

(
z1
z2

)
= arg z1 − arg z2.

Òîáòî, ÿêùî êîìïëåêñíi ÷èñëà çàäàíî ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi

z1 = r1(cosφ1 + i sinφ1);

z2 = r2(cosφ2 + i sinφ2),

òî

z1 · z2 = r1 · r2(cos (φ1 + φ2) + i sin (φ1 + φ2));
z1
z2

=
r1
r2
(cos (φ1 − φ2) + i sin (φ1 − φ2)).

Öi ôîðìóëè ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî.

Ïðèêëàä 1.2.51. Êîìïëåêñíi ÷èñëà z1 = −1 + i, z2 =
√
3 + i çàïèñàòè â òðèãîíîìå-

òðè÷íié ôîðìi i çíàéòè z1 · z2 i
z1
z2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàõîäèìî |z1| =
√

(−1)2 + (1)2 =
√
2. Ç ñèñòåìè

cosφ =
−1√
2

.

sinφ =
1√
2
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ìà¹ìî φ =
3π

4
. Îòæå,

z1 =
√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
.

Òîäi

|z2| =
√(√

3
)2

+ 12 = 2;

cosφ =

√
3

2
, sinφ =

1

2
, φ =

π

6
.

Òàêèì ÷èíîì,

z2 = 2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
.

Òîäi

z1 · z2 =
√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
· 2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
=

= 2
√
2

(
cos

(
3π

4
+
π

6

)
+ i sin

(
3π

4
+
π

6

))
=

= 2
√
2

(
cos

11π

12
+ i sin

11π

12

)
,

z1
z2

=

√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

) =

=

√
2

2

(
cos

(
3π

4
− π

6

)
+ i sin

(
3π

4
− π

6

))
=

=
1√
2

(
cos

7π

12
+ i sin

7π

12

)
.

Áåçïîñåðåäíüî ç âëàñòèâîñòåé îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ïîäàíèõ ó
òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, îòðèìó¹ìî ôîðìóëó Ìóàâðà:

[r(cosφ+ i sinφ)]n = rn(cosnφ+ i sinnφ).

Ïðèêëàä 1.2.52. Îá÷èñëèòè (−1 + i)20.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè (−1 + i) =
√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
, òî çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà

[√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)]20
=
(√

2
)20(

cos
60π

4
+ i sin

60π

4

)
=

= 1024(cos 15π + i sin 15π) = 1024(−1 + 0i) = −1024.
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Ðîçãëÿíåìî îïåðàöiþ äîáóâàííÿ êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà çàïè-
ñàíîãî â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi

z = r(cosφ+ i sinφ).

Ïðèïóñòèìî, ùî n
√
z = ρ(cosψ + i sinψ). Òîäi çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà ìà¹ìî, ùî

ρn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosφ+ i sinφ).

Çâiäñè ρn = r i nψ = φ+ 2πk, äå k ∈ Z. Îòæå,

r = n
√
ρ i ψ =

φ+ 2πk

n
,

äå k = 0, 1, . . . , n−1. Òàêèì ÷èíîì, êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z (z ̸= 0)
ìà¹ n ðiçíèõ çíà÷åíü.

Ïðèêëàä 1.2.53. Çíàéäiòü 3
√
−1 + i.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè (−1 + i) =
√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
, òî

3
√
−1 + i =

3

√√
2

(
cos

3π/4 + 2πk

3
+ i sin

3π/4 + 2πk

3

)
, k = 0, 1, 2,

çâiäêè

z1 =
6
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
;

z2 =
6
√
2

(
cos

11π

12
+ i sin

11π

12

)
;

z3 =
6
√
2

(
cos

19π

12
+ i sin

19π

12

)
.
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1.2.6 Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ìåòîäè ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ëåæàòü â îñíîâi ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi
ìè ðîçãëÿíåìî îñíîâíèé ìåòîä ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ � ìåòîä Ãàóññà.

Ïîíÿòòÿ ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.54. Ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì ç n íåâiäîìèìè x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì k

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ, ÿêå ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b, (1.5)

äå a1, a2, . . . , an, b � åëåìåíòè ïîëÿ k.

Ïðèêëàä 1.2.55. Ðiâíÿííÿ 4x1 − 5x2 + 2 = x1 i x2 = 2(
√
6 − x1) + x3 ¹ ëiíiéíèìè,

õî÷à i íå çàïèñàíi ó âèãëÿäi (1.5), à ðiâíÿííÿ x1x2 = 6 + x1 + x2 íå ¹ ëiíiéíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.2.56. Ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ íàáið ç îäíîãî ÷è áiëü-
øå ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ìíîæèíè çìiííèõ (íàïðèêëàä, x1, x2, . . . ,
xn).

Ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòèòü m ðiâíÿíü ç n íåâi-
äîìèìè, ìà¹ âèãëÿä 

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(1.6)

Îçíà÷åííÿ 1.2.57. Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1.6) íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿä-
êîâàíà ìíîæèíà ÷èñåë (s1, s2, . . . , sn), ÿêà ïðè ïiäñòàíîâöi â äàíó ñèñòåìó âiäïîâiäíî
çàìiñòü x1, x2, . . . , xn ïåðåòâîðþ¹ êîæíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà ïðàâèëüíó ÷èñëîâó ðiâ-
íiñòü.

Íàïðèêëàä, ïàðà ÷èñåë (3,−1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè{
x1 + x2 = 2,
x1 − x2 = 4.

ßêùî iñíó¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1.6), òî ñèñòåìà (1.6)
íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ, â iíøîìó âèïàäêó � íåñóìiñíîþ. Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê; à ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü, ÿêà ìà¹ áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêà íàçèâà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíîþ.

Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � îçíà÷à¹ çíàéòè ìíîæèíó ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0
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íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ. Îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàâæäè ñóìiñíà, îñêiëü-
êè âïîðÿäêîâàíèé íàáið (0, 0, . . . , 0) ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì. Ðàçîì ç öèì âîíà ìîæå áó-
òè ÿê âèçíà÷åíîþ, òàê i íåâèçíà÷åíîþ. ßêùî âïîðÿäêîâàíèé íàáið (0, 0, . . . , 0) íå
¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ íåîäíîðiäíîþ.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè âèâ÷àþòüñÿ â øêiëü-
íîìó êóðñ àëãåáðè (ìåòîäè ïiäñòàíîâêè i äîäàâàííÿ). Äëÿ äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ ñó-
ìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìîæíà âèêîðèñòàòè ãðàôi÷íèé ìåòîä.

Ïðèêëàä 1.2.58. Äîñëiäèòè íà ñóìiñíiñòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü{
x− 2y = −1,
−x+ 3y = 3.

Ðîçãëÿíåìî ãðàôiêè îáîõ ðiâíÿíü ñèñòåìè â ïðÿìîêóòíèé äåêàðòîâié ñèñòåìi êî-
îðäèíàò. Äîáðå âiäîìî, ùî öå ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ (äèâ. ðèñ. 1.4). Îòæå, ñèñòåìà

y

xO 3

2

Ðèñ. 1.4: Ïðÿìi çàäàíi ðiâíÿííÿìè x− 2y = −1 i −x+ 3y = 3

ñóìiñíà, ïðè÷îìó (3, 2) � ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 1.2.59. Äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëü-
íèìè), ÿêùî ìíîæèíè ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨
ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì äðóãî¨ i, íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ïåðøî¨.

Îñíîâíà iäåÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü � çàìiíà äàíî¨ ñèñòåìè
íà åêâiâàëåíòíó äî äàíî¨, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ÿêèõîñü ìiðêóâàíü ïðîñòiøå.

Íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðiâíÿíü ó ñèñòåìi;
2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò ïîëÿ k;
3) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóäü-ÿêîãî iíøîãî ðiâíÿííÿ, ïîìíî-

æåíîãî íà äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ k;
4) âèëó÷åííÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿííÿ âèäó 0 = 0 àáî ïðèïèñóâàííÿ äî ñèñòåìè òàêîãî

ðiâíÿííÿ.
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Òåîðåìà 1.2.60. Åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ êîæíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïå-
ðåâîäèòü ¨¨ ó åêâiâàëåíòíó ñèñòåìó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü S2 îòðèìó¹òüñÿ ç ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü S1 øëÿõîì ïåâíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî êîæíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè S1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè S2 i íàâïàêè. Äëÿ ïåðåòâîðåíü 1, 2, 4 öå î÷åâèäíî.
Äîâåäåìî öå äëÿ òðåòüîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Àëå ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
îáîðîòíi. Öå îçíà÷à¹, ÿêùî ìè ç äåÿêî¨ ñèñòåìè S1 øëÿõîì åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåí-
íÿ îòðèìàëè ñèñòåìó S2, òî iñíó¹ åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïåðåâîäèòü ñèñòåìó
S2 íàçàä â ñèñòåìó S1.

Íåõàé òåïåð ñèñòåìà S1 ìà¹ âèãëÿä (1.6), à ñèñòåìà S2 âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèñòåìè
S1 ëèøå i-ì ðiâíÿííÿì, ÿêå ìà¹ âèãëÿä

(ai1 + caj1)x1 + (ai2 + caj2)x2 + . . .+ (ain + cajn)xn = bi + cbj.

Òîäi ÿêùî (s1, s2, . . . , sn) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè S1, òîáòî
a11s1 + a12s2 + . . . + a1nsn = b1,

a21s1 + a22s2 + . . . + a2nsn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1s1 + am2s2 + . . .+ amnsn = bm,

òî âïîðÿäêîâàíèé íàáið (s1, s2, . . . , sn) çàäîâîëüíÿ¹ i ðiâíiñòü

(ai1 + caj1)s1 + (ai2 + caj2)s2 + . . .+ (ain + cajn)sn = bi + cbj,

à îòæå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè S2. Îñêiëüêè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ îáîðîòíi, òî i,
íàâïàêè, êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè S2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè S1, òîáòî ñèñòåìè S1 i
S2 åêâiâàëåíòíi.

Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1.6). Âèïèøåìî êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ñèñòåìè
â òàêó òàáëèöþ, ÿêó íàçèâàòèìåìî ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ (ãîëîâíîþ ìàòðèöåþ)
öi¹¨ ñèñòåìè: 

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 .
Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè âiäðiçíÿ¹òüñÿ âàä ãîëîâíî¨ òèì, ùî äîäàòêîâî âèïè-

ñàíèé òàêîæ i ñòîâïåöü âiëüíèõ ÷ëåíiâ. Ñòîâïåöü âiëüíèõ ÷ëåíiâ ïðèéíÿòî âiäîêðåì-
ëþâàòè âàä ãîëîâíî¨ ìàòðèöü âåðòèêàëüíîþ ðèñêîþ:

a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

 .
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Ïðèêëàä 1.2.61. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:
x− y − z = 2,

y + 3z = 5,

5z = 10.

Ðîçâ'ÿçîê. Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ îäíîçíà÷íî çíàõîäèìî, ùî z = 2. Òîäi ç äðóãîãî
ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî, ùî y = 5− 3z = −1, à ç ïåðøîãî � x = 2 + y + z = 3.

Âiäïîâiäü. {(3,−1, 2)}.

Ïðèêëàä 1.2.62. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:
x− y − z = 2,

3x− 3y + 2z = 16,

2x− y + z = 9.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïðîáó¹ìî çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü çâåñòè äàíó ñèñ-
òåìó äî òàê çâàíîãî �òðèêóòíîãî âèãëÿäó�, òîáòî òàêîãî âèãëÿäó, ÿê ó ïðèêëàäi 1.2.61.
Âiä äðóãîãî ðÿäêà âiäíiìåìî ïîòðî¹íèé ïåðøèé ðÿäîê, à âiä òðåòüîãî ðÿäêà � ïî-
äâî¹íèé ïåðøèé ðÿäîê 

x− y − z = 2,

3x− 3y + 2z = 16,

2x− y + z = 9,

i îòðèìó¹ìî 
x− y − z = 2,

5z = 10,

y + 3z = 5.

Äàëi ïîìiíÿ¹ìî äðóãèé òà òðåòié ðÿäêè ìiñöÿìè:
x− y − z = 2,

y + 3z = 5,

5z = 10.

Âiäïîâiäü. {(3,−1, 2)}.

Ñõiä÷àòà ôîðìà ìàòðèöü. Ìåòîä Ãàóññà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.63. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ ìà¹ ñõiä÷àòó ôîðìó (àáî ðÿäêîâî
ñõiä÷àòó ôîðìó), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) óñi íåíóëüîâi ðÿäêè çíàõîäÿòüñÿ âèùå âñiõ íóëüîâèõ ðÿäêiâ;
2) ó êîæíîìó íåíóëüîâîìó ðÿäêó ïåðøèé íåíóëüîâèé åëåìåíò (âií íàçèâà¹òüñÿ âå-

äó÷èì åëåìåíòîì ðÿäêà) ðîçòàøîâàíèé ó ñòîâïöi ñïðàâà âiä âåäó÷îãî åëåìåíòà
ó ðÿäêó íàä íèì.
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Ïðèêëàä 1.2.64. Íàñòóïíi ìàòðèöi ìàþòü ñõiä÷àòó ôîðìó:

 2 4 1

0 1 2
0 0 0

 ,
 1 4 1 1

0 0 -1 2
0 0 0 0

 ,

0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
0 0 0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
0 0 0 0 ⋆ ⋆ ⋆
0 0 0 0 0 0 ⋆

 .
Òóò âåäó÷i åëåìåíòè êîæíîãî ðÿäêà îáâåäåíi â ðàìêó; ⋆ � äîâiëüíèé åëåìåíò, ⋆ �
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò.

Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ ìàòðèöi íàçèâàòèìåìî òàêi:

1) ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðÿäêiâ ìiñöÿìè;
2) ìíîæåííÿ ðÿäêà ìàòðèöi íà íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ k;
3) äîäàâàííÿ äî îäíîãî ðÿäêà iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà äåÿêå ÷èñëî ç ïîëÿ k;
4) âèëó÷åííÿ ç ìàòðèöi íóëüîâîãî ðÿäêà (ÿêùî âií iñíó¹) àáî ïðèïèñóâàííÿ äî

ìàòðèöi íóëüîâîãî ðÿäêà.

Äâi ìàòðèöi íàçèâàþòüñÿ ðÿäêîâî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü åëå-
ìåíòàðíèõ ðÿäêîâèõ îïåðàöié, ÿêi ïåðåâîäÿòü îäíó ìàòðèöþ â iíøó.

Êîæíó ìàòðèöþ øëÿõîì åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà çâåñòè äî ñõiä÷àòî¨
ôîðìè (ìîæëèâî, àëå íå ¹äèíèì ñïîñîáîì).

Ïðèêëàä 1.2.65. Çâåñòè äî ñõiä÷àòî¨ ôîðìè ìàòðèöþ:
1 2 −4 −4 5
2 4 0 0 2
2 3 2 1 5
−1 1 3 6 5

 .
Àëãîðèòì íàñòóïíèé. Ïðàöþ¹ìî çâåðõó âíèç, çëiâà íàïðàâî. Ñïî÷àòêó ïîìi-

÷à¹ìî, ùî åëåìåíò ïåðøîãî ðÿäêà òà ïåðøîãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1, ùî ¹
çðó÷íèì äëÿ òîãî, ùîá ó ïåðøîìó ñòîâïöi çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðå-
ííÿ �çàìiùåííÿ� (òðåò¹ åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ) óòâîðèòè íóëi â iíøèõ ïîçèöiÿõ.
Îòæå, ïåðøèì êðîêîì îáèðà¹ìî �îïîðíèé åëåìåíò� � òîé, ÿêèé ñòàíå âåäó÷èì ó
ñõiä÷àòié ôîðìi ìàòðèöi òà óòâîðþ¹ìî íóëi ïiä öèì îïîðíèì åëåìåíòîì.

1 2 −4 −4 5
2 4 0 0 2
2 3 2 1 5
−1 1 3 6 5

 .
Âiäíiìåìî âiä äðóãîãî òà òðåòüîãî ðÿäêiâ ïîäâî¹íèé ïåðøèé ðÿäîê, à òàêîæ äî-

äàìî äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà ïåðøèé ðÿäîê. Ó ðåçóëüòàòi öèõ äié îòðèìó¹ìî:
1 2 −4 −4 5
0 0 8 8 −8
0 −1 10 9 −5
0 3 −1 2 10

 .
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Òåïåð ïîìi÷à¹ìî, ùî, ïî-ïåðøå, óñi åëåìåíòè äðóãîãî ðÿäêà äiëÿòüñÿ íà 8, i, ïî-
äðóãå, â öüîìó ðÿäêó íà äðóãié ïîçèöi¨ ðîçòàøîâàíèé 0, òîäi ÿê ó òðåòüîìó òà ÷åòâåð-
òîìó ðÿäêàõ � âiäìiííi âiä íóëÿ åëåìåíòè. Òîìó äàëi âèêîíà¹ìî äiëåííÿ åëåìåíòiâ
äðóãîãî ðÿäêà íà 8 i ïîìiíÿ¹ìî éîãî ìiñöåì ç òðåòiì ðÿäêîì, âåäó÷èì åëåìåíòîì
ÿêîãî ¹ −1. 

1 2 −4 −4 5

0 -1 10 9 −5
0 0 1 1 −1
0 3 −1 2 10

 .
Òåïåð îáèðà¹ìî îïîðíèé åëåìåíò (−1 ó äðóãîìó ðÿäêó) i óòâîðþ¹ìî íóëi íà âñiõ

ïîçèöiÿõ ïiä íèì. Äîäàìî äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà ïîòðî¹íèé äðóãèé ðÿäîê:
1 2 −4 −4 5
0 −1 10 9 −5
0 0 1 1 −1
0 0 29 29 −5

 .
Ïåðåõîäèìî äî òðåòüîãî ðÿäêà. Îïîðíèé åëåìåíò äîðiâíþ¹ 1.

1 2 −4 −4 5
0 −1 10 9 −5
0 0 1 1 −1
0 0 29 29 −5

 .
Âiäíiìåìî âiä ÷åòâåðòîãî ðÿäêà òðåòié ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà 29, i îñòàòî÷íî îòðè-

ìó¹ìî: 
1 2 −4 −4 5
0 −1 10 9 −5
0 0 1 1 −1
0 0 0 0 24

 .
Áà÷èìî, ùî îäåðæàíà ìàòðèöÿ ìà¹ ñõiä÷àòó ôîðìó òà âîíà ðÿäêîâî åêâiâàëåíòíà

ïî÷àòêîâié ìàòðèöi.

Ìåòîä Ãàóññà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (ìåòîä ïîñëiäîâíîãî âè-
êëþ÷åííÿ íåâiäîìèõ) ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:

1) âèïèñàòè ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü;
2) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìàòðèöi çâåñòè ¨¨ äî ñõiä÷àòî¨

ôîðìè;
3) ïîâåðíóòèñü âiä îäåðæàíî¨ ìàòðèöü äî ñèñòåìè òà ðîçâ'ÿçàòè ¨¨.

Çàóâàæèìî, ùî çâåñòè ìàòðèöþ äî ñõiä÷àòî¨ ôîðìè ìîæíà ðiçíèìè ñïîñîáàìè.
Âiäçíà÷èìî äåÿêi ïîðàäè òîãî, ÿê öüîãî ìîæíà äîñÿãíóòè.

� Îáðàòè êðàéíié çëiâà ñòîâïåöü, íå âñi åëåìåíòè ÿêîãî äîðiâíþþòü íóëþ. Ñòâî-
ðèòè âåäó÷èé åëåìåíò ïåðøîãî ðÿäêà (âií ïîâèíåí áóòè íåíóëüîâèì, àëå áàæà-
íî, ÿêùî âåäó÷èé åëåìåíò äîðiâíþ¹ 1), âèêîðèñòîâóþ÷è åëåìåíòàðíå ïåðåòâî-
ðåííÿ �ïåðåñòàíîâêà ðÿäêiâ�.
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� Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé âåäó÷èé åëåìåíò, ñòâîðèòè â ñòîâïöi ïiä íèì íóëü. Öüîãî
çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè, äîäàþ÷è äî êîæíîãî ðÿäêà ïåðøèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé
íà âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò.

� Ïîâòîðèòè îïèñàíi âèùå äi¨ äëÿ ïiäìàòðèöi, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç äàíî¨ ìàòðèöi
ïiñëÿ �âèêðåñëåííÿ� ïåðøîãî ðÿäêà òà ïåðøîãî (íåíóëüîâîãî) ñòîâïöÿ.

Ïðèêëàä 1.2.66. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:
2x2 + 3x3 = 8,

2x1 + 3x2 + x3 = 5,

x1 − x2 − 2x3 = −5.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä 0 2 3 8
2 3 1 5
1 −1 −2 −5

 .
Çâåäåìî ¨¨ äî ñõiä÷àòî¨ ôîðìè. Ïåðøèé íåíóëüîâèé ñòîâïåöü � êðàéíié çëiâà. Ïåðå-
ñòàâèâøè ìiñöÿìè ïåðøèé i òðåòié ðÿäêè ìàòðèöü, ìè äîñÿãíåìî òîãî, ùî âåäó÷èé
åëåìåíò ïåðøîãî ðÿäêà áóäå äîðiâíþâàòè 1, ùî ¹ çðó÷íèì äëÿ ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü: 1 −1 −2 −5

2 3 1 5
0 2 3 8

 .
Äàëi óòâîðþ¹ìî íóëi ïiä âåäó÷èì åëåìåíòîì. Äëÿ öüîãî äî äðóãîãî ðÿäêà äîäà¹ìî

ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −2. Ó ðåçóëüòàòi öüîãî îòðèìó¹ìî: 1 −1 −2 −5
0 5 5 15
0 2 3 8

 .
Òåïåð �çàáóâà¹ìî� ïðî ïåðøèé ðÿäîê i ïîâòîðþ¹ìî îïèñàíi äi¨ äëÿ îäåðæàíî¨

ïiäìàòðèöi. Åëåìåíòè äðóãîãî ðÿäêà ïîìíîæèìî íà
1

5
: 1 −1 −2 −5

0 1 1 3
0 2 3 8

 .
Óòâîðèìî íóëü íà äðóãié ïîçèöi¨ òðåòüîãî ðÿäêà (äîäà¹ìî äî òðåòüîãî ðÿäêà äðó-

ãèé, ïîìíîæåíèé íà −2):  1 −1 −2 −5
0 1 1 3
0 0 1 2

 .
Îòðèìàëè ìàòðèöþ ó ñõiä÷àòié ôîðìi. Òåïåð ïîâåðòà¹ìîñü äî ñèñòåìè

x1 − x2 − 2x3 = −5,
x2 + x3 = 3,

x3 = 2,
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i ðîçâ'ÿçó¹ìî ¨¨ �çíèçó âãîðó�:

x3 = 2,

x2 = 3− x3 = 3− 2 = 1,

x1 = −5 + x2 + 2x3 = −5 + 1 + 2 · 2 = 0.

Âiäïîâiäü. {(0, 1, 2)}.

Ïðèêëàä 1.2.67. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:
x1 − x2 − x3 + 2x4 = 8,

2x1 − 2x2 − x3 + 3x4 = 3,

−x1 + x2 − x3 = −3.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä 1 −1 −1 2 1
2 −2 −1 3 3
−1 1 −1 0 −3

 .
Çâåäåìî ¨¨ äî ñõiä÷àòî¨ ôîðìè. Äëÿ öüîãî äîäàìî äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé ðÿäîê,
ïîìíîæåíèé íà −2, à òàêîæ äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé ðÿäîê. Ó ðåçóëüòàòi
öüîãî îòðèìó¹ìî òàêó ìàòðèöþ: 1 −1 −1 2 1

0 0 1 −1 1
0 0 −2 2 −2

 .
Òåïåð äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà äðóãèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà 2: 1 −1 −1 2 1

0 0 1 −1 1
0 0 0 0 0

 .
Ñèñòåìà, ùî âiäïîâiäà¹ îñòàííié ìàòðèöi, ìà¹ âèãëÿä{

x1 − x2 − x3 + 2x4 = 8,

x3 − x4 = 1.

Öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ. Iñíó¹ äåêiëüêà ñïîñîáiâ ââå-
äåííÿ ïàðàìåòðiâ äëÿ îïèñó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè. Ìè áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè òàêèé: âèðàæåííÿ çìiííèõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü âåäó÷èì åëåìåíòàì ðÿäêiâ
ñõiä÷àòî¨ ôîðìè ìàòðèöü (öi çìiííi íàçèâàþòüñÿ îñíîâíèìè) ÷åðåç iíøi çìiííi (âîíè
íàçèâàþòüñÿ âiëüíèìè). Ó íàøîìó ïðèêëàäi îñíîâíèìè ¹ çìiííi x1 i x3, à âiëüíèìè
� x2 i x4.

Ìà¹ìî:

x3 = x4 + 1,

x1 = x2 + x3 − 2x4 + 1 = x2 − x4 + 2.

Äëÿ çàïèñó âiäïîâiäi ââåäåìî ïàðàìåòðè a = x2, b = x4.
Âiäïîâiäü. {(a− b+ 2, a, b+ 1, b) : a, b ∈ R}.
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Çàóâàæèìî òàêîæ, ÿêùî îñòàííié íåíóëüîâèé ðÿäîê ñõiä÷àòî¨ ôîðìè ìàòðèöi ìiñ-
òèòü ëèøå îäèí âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò (îñòàííié), òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
¹ íåñóìiñíîþ, à â iíøîìó âèïàäêó � ñóìiñíîþ. ßêùî êiëüêiñòü ðÿäêiâ ó ñõiä÷àòié
ôîðìi ìàòðèöü çáiãà¹òüñÿ ç êiëüêiñòþ íåâiäîìèõ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè, òî âîíà ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê; ÿêùî æ ¨õ ìåíøå � òî áåçëi÷.

Çâåäåíà ñõiä÷àòà ôîðìà ìàòðèöü òà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ìåòîäîì Éîðäàíà�Ãàóññà.

Îçíà÷åííÿ 1.2.68. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ ìà¹ çâåäåíó ñõiä÷àòó ôîðìó ,
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ òàêi óìîâè:

1) âîíà ìà¹ ñõiä÷àòó ôîðìó;
2) âåäó÷i åëåìåíòè êîæíîãî íåíóëüîâîãî ðÿäêà äîðiâíþþòü 1;
3) êîæíèé ñòîâïåöü, ÿêèé ìiñòèòü âåäó÷ó îäèíèöþ ÿêîãîñü ðÿäêà, ìiñòèòü â óñiõ

iíøèõ ïîçèöiÿõ íóëi.

Ïðèêëàä 1.2.69. Íàñòóïíi ìàòðèöi ìàþòü ñõiä÷àòó ôîðìó:
1 2 0 0 3 0 0

0 0 1 0 2 0 0

0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

 ,

0 1 ⋆ 0 0 ⋆ 0

0 0 0 1 0 ⋆ 0

0 0 0 0 1 ⋆ 0

0 0 0 0 0 0 1

 .

Òóò ⋆ � äîâiëüíi ÷èñëà, 1 � âåäó÷èé åëåìåíò âiäïîâiäíîãî ðÿäêà.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîæíà ìàòðèöÿ ðÿäêîâî åêâiâàëåíòíà ëèøå îäíié ìàòðèöi ó çâå-
äåíèé ñõiä÷àòié ôîðìi.

Ìåòîä Éîðäàíà�Ãàóññà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïîëÿãà¹ â íà-
ñòóïíîìó.

1) Çàïèñó¹ìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
2) Çâîäèìî ìàòðèöþ äî ñõiä÷àòî¨ ôîðìè òà âñòàíîâëþ¹ìî, ÷è ñóìiñíà ñèñòåìà.

ßêùî ñóìiñíà, òî ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî ïóíêòó.
3) Óòâîðþþ÷è íóëü ó ñòîâïöÿõ ç âåäó÷èìè åëåìåíòàìè ðÿäêiâ ìàòðèöü, ïðèâîäèìî

¨¨ äî çâåäåíî¨ ñõiä÷àòî¨ ôîðìè.
4) Ïîâåðòà¹ìîñü âiä ìàòðèöü äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òi çìiííi, ÿêi âiäïî-

âiäàþòü âåäó÷èì îäèíèöÿì, íàçâåìî îñíîâíèìè, à âñi iíøi (ÿêùî âîíè ¹) �
âiëüíèìè. Âèðàæà¹ìî îñíîâíi çìiííi ÷åðåç âiëüíi òà çàïèñó¹ìî âiäïîâiäü.

Ïðèêëàä 1.2.70. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ç ïðèêëàäó 1.2.67 ìåòîäîì Éîðäàíà�Ãàóññà.
ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, ñõiä÷àòîþ ôîðìîþ ìàòðèöü öi¹¨ ñèñòåìè ¹ òàêà ìàòðèöÿ 1 −1 −1 2 1

0 0 1 −1 1
0 0 0 0 0

 . (1.7)

Âiäçíà÷èìî, ùî öÿ ñèñòåìà ñóìiñíà, îñêiëüêè ìè íå îòðèìàëè ðÿäêà âèãëÿäó[
0 0 0 0 1

]
.
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Ïðèâåäåìî ìàòðèöþ (1.7) äî çâåäåíî¨ ñõiä÷àòî¨ ôîðìè. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî óòâîðèòè
íóëi â ïåðøié òà òðåòié ïîçèöiÿõ òðåòüîãî ñòîâïöÿ. Öüîãî ìîæíà äîñÿãòè, äîäàâøè
äî ïåðøîãî ðÿäêà äðóãèé:  1 −1 0 0 2

0 0 1 −1 1
0 0 0 0 0

 .
Îòðèìàëè ìàòðèöþ ó çâåäåíié ñõiä÷àòié ôîðìi. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà ¨é

âiäïîâiäà¹ ìà¹ âèãëÿä: {
x1 − x2 + 2x4 = 2,

x3 − x4 = 1.

Çìiííi x1 i x3 ¹ îñíîâíèìè, à x2 i x4 � âiëüíèìè. Âèðàæà¹ìî îñíîâíi çìiííi ÷åðåç
âiëüíi:

x1 = x2 − x4 + 2,

x3 = x4 + 1,

i çàïèñó¹ìî îñòàòî÷íó âiäïîâiäü: {(a− b+ 2, a, b+ 1, b) : a, b ∈ R}.
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1.2.7 Âåêòîðíi ïðîñòîðè

Âåêòîðíi ïðîñòîðè áiëüø äåòàëüíî ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïîäàëüøèõ ïiäðîçäiëàõ öüî-
ãî ðîçäiëó. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ëèøå ¨õ îçíà÷à¹ìî òà ïåðåðàõîâó¹ìî òi îñíîâíi
âëàñòèâîñòi, ÿêi áóäóòü íàì ïîòðiáíi â ïîäàëüøèõ âèêëàäåííÿõ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.71. Âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì k (àáî ëiíiéíèì ïðîñòîðîì
íàä ïîëåì k) íàçèâà¹òüñÿ òðiéêà (V ,+, ·), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèíè V îá'¹êòiâ,
ÿêi íàçèâàþòüñÿ âåêòîðàìè, ðàçîì ç äâîìà îïåðàöiÿìè + i ·, ÿêi íàçèâàþòüñÿ äîäà-
âàííÿì âåêòîðiâ i ìíîæåííÿì íà ñêàëÿð, âiäïîâiäíî, òàêèìè, ùî (V ,+) ¹ àáåëåâîþ
(êîìóòàòèâíîþ) ãðóïîþ, òîáòî u+ v ∈ V äëÿ âñiõ u,v ∈ V , i âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(1) (u+ v) +w = u + (v +w) äëÿ áóäü-ÿêèõ u,v,w ∈ V (àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ âåêòîðiâ);

(2) u + v = v + u äëÿ áóäü-ÿêèõ u,v ∈ V (êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
âåêòîðiâ);

(3) iñíó¹ íóëü-âåêòîð 0: 0+u = u+0 = u äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà u ∈ V (iñíóâàííÿ
íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ);

(4) äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà u ∈ V iñíó¹ îáåðíåíèé äî íüîãî âåêòîð −u ∈ V : u +
(−u) = 0 (iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî åëåìåíòà ñòîñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòî-
ðiâ);

i a · v ∈ V äëÿ âñiõ a ∈ k i v ∈ V , i êðiì òîãî, âèêîíóþòüñÿ òàêi òîòîæíîñòi äëÿ âñiõ
a, b ∈ k i u,v ∈ V :

(5) a · (u+ v) = a · u+ a · v (äèñòðèáóòèâíiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ);
(6) (a+ b) · u = a · u+ b · u (äèñòðèáóòèâíiñòü îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð);
(7) (ab) · u = a · (b · u) (àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð);
(8) 1 · u = u (iñíóâàííÿ îäèíèöi).

Çàçâè÷àé äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ñèìâîë · îïóñêà¹òüñÿ, i ïèøóòü au çàìiñòü a · u.
Êðiì òîãî, ÿêùî ïîëå òà îïåðàöi¨ çðîçóìiëi ç êîíòåêñòó, òî âåêòîðíèé ïðîñòið (V ,+, ·)
áóäå ïîçíà÷àòèñÿ ïðîñòî ÿê âåêòîðíèé ïðîñòið V . Ëåãêî äîâåñòè, ùî

−u = (−1)u.

Ñïðàâäi,
u+ (−1)u = 1 · u+ (−1)u = (1− 1)u = 0u = 0,

i îñêiëüêè (V ,+) � àáåëåâà ãðóïà, òî ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî (−1)u �
îáåðíåíèé åëåìåíò äî u. Ç ¹äèíîñòi îáåðíåíîãî åëåìåíòà â ãðóïi âèïëèâà¹, ùî −u =
(−1)u. Ç äîâåäåíî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî êîðèñíî âèçíà÷èòè îïåðàòîð âiäíiìàííÿ
äëÿ âåêòîðiâ íàñòóïíèì ÷èíîì:

u− v = u+ (−v).

n-âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið Rn ¹ íàéáiëüø âiäîìèì ïðèêëàäîì âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó, îñêiëüêè âií ¹ áiëüøå ÷èì ìíîæèíà òî÷îê, ÿêà äîïóñêà¹ äîáðå âiäîìó ñòðóê-
òóðó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä R. À ñàìå, íåõàé u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn,
c ∈ R, i îçíà÷èìî

u+ v = (u1 + v1, . . . , un + vn),
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cu = (cu1, . . . , cun).

Ìîæíà ââàæàòè åëåìåíòè ìíîæèíè Rn àáî �òî÷êàìè�, àáî �âåêòîðàìè�, çàëåæíî âiä
êîíòåêñòó. Áiëüø çàãàëüíî, ëåãêî áà÷èòè, ÿêùî k � ïîëå, òî k

n � âåêòîðíèé ïðîñòið
íàä k.

Ïðîñòið ôóíêöié � ùå îäèí âàæëèâèé êëàñ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé k � ïîëå
é A � ïiäìíîæèíà â k

n. Òîäi ìíîæèíà ôóíêöié ç A â k � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä k ç
îïåðàöiÿìè ïîòî÷êîâîãî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð. Òî÷íiøå, ÿêùî f, g : A→
k i c ∈ k, òî âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

f + g, cf : A→ k

çà ôîðìóëàìè

(f + g)(x) = f(x) + g(x) i (cf)(x) = c(f(x)).

Îçíà÷åííÿ 1.2.72. Ïiäïðîñòîðîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì k íàçèâà¹òüñÿ
ïiäìíîæèíà â V , ÿêà ñòîñîâíî îïåðàöié iíäóêîâàíèõ ç V ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì k.

Äëÿ ïðèêëàäó, ñòîñîâíî ïðèðîäíèõ âêëþ÷åíü, âåêòîði ïðîñòîðè Rm, m ⩽ n, ¹ âñi
ïiäïðîñòîðàìè â Rn.

Îçíà÷åííÿ 1.2.73. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k. Äëÿ ôiêñîâàíî¨ íå-
ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè âåêòîðiâ S = {u1, . . . ,un} â V , âèçíà÷èìî ëiíiéíó îáîëîíêó ìíî-
æèíè, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî span(S), àáî ëiíiéíó îáîëîíêó âåêòîðiâ â S, span(u1, . . . ,un),
ÿê ìíîæèíó âñiõ âåêòîðiâ, ùî ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè öèõ âåêòîðiâ, òîáòî

span(S) = span(u1, . . . ,un) = {c1u1 + . . .+ cnun | c1, . . . , cn ∈ k} .

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà S ïîðîäæó¹ ïiäïðîñòið X i âåêòîðè u1, . . . ,un ïî-
ðîäæóþòü ïiäïðîñòið X, ÿêùî

X = span(S) = span(u1, . . . ,un).

Çðó÷íî âèçíà÷èòè span(∅) = {0}.

Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî span(u1, . . . ,un) ¹ âåêòîðíèì ïiäïðîñòîðîì â V äëÿ äî-
âiëüíî¨ ïiäìíîæèíè âåêòîðiâ S = {u1, . . . ,un} â V .

Îçíà÷åííÿ 1.2.74. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k. Íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà âåêòîðiâ S = {u1,u2, . . . ,un} â V íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî

c1u1 + c2u2 + . . .+ cnun = 0

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ c1, . . . , cn ïîëÿ k, ç ÿêèõ íå âñi äîðiâíþþòü íóëåâi. Ìíîæèíà S i
âåêòîðè {u1,u2, . . . ,un} íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, ÿêùî âîíè íå ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè. Çðó÷íî âèçíà÷àòè ïîðîæíþ ìíîæèíó ÿê ëiíiéíî íåçàëåæíó ìíîæèíó
âåêòîðiâ.
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Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, ÿêùî æîäíà íåòðèâiàëüíà ëiíié-
íà êîìáiíàöiÿ ¨õ íå äîðiâíþ¹ íóëü-âåêòîðó. Äâà ëiíiéíî çàëåæíi âåêòîðè íàçèâàþòüñÿ
êîëiíåàðíèìè. Äâà íåíóëüîâi âåêòîðè u1 i u2 ¹ êîëiíåàðíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
îäèí ç íèõ ¹ êðàòíèì iíøîìó, òîáòî span(u1) = span(u2).

Îçíà÷åííÿ 1.2.75. Íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Ìíîæèíà âåêòî-
ðiâ S íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ (áàçèñîì) ïðîñòîðóX, ÿêùî S � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà
âåêòîðiâ i X = span(S).

Çàóâàæåííÿ 1.2.76. Îçíà÷åííÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ìíîæèí âåêòîðiâ, ëiíiéíî çàëå-
æíèõ ìíîæèí âåêòîðiâ, ëiíiéíèõ îáîëîíîê i áàç, ÿêi íàâåäåíi âèùå ñòîñóâàëèñÿ ëèøå
ñêií÷åííèõ ìíîæèí âåêòîðiâ, ùîá çðîáèòè îçíà÷åííÿ ÷iòêiøèìè i çàñòîñîâóâàòè äî
áiëüøîñòi íàøèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ íàì, ìîæëèâî, äîâåäåòüñÿ
ìàòè ñïðàâó ç �íåñêií÷åííî âèìiðíèìè� âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè, i òîìó íåîáõiäíî
âêàçàòè, ÿêi çìiíè ïîâèííi áóòè âíåñåíi äëÿ ¨õ óðàõóâàííÿ. Âñå, ùî ïîòðiáíî çðîáèòè
� öå áóòè òðîõè áiëüø óâàæíèì ùîäî òîãî, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ
âåêòîðiâ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó, ìîæëèâî íåñêií÷åííó, ìíîæèíó âåêòîðiâ {vα}α∈I ó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði, âèçíà÷èìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ öèõ âåêòîðiâ ÿê ñóìó∑

α∈I

cαvα,

äå âñi, êðiì ìîæëèâî ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîåôiöi¹íòiâ cα äîðiâíþþòü íóëþ. Ç öi-
¹þ êîíöåïöi¹þ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ îçíà÷åííÿ âèêëàäåíå âèùå òà íàñòóïíà
òåîðåìà çàñòîñîâóâàòèìóòüñÿ äî âñiõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

Äîáðå âiäîìà íàñòóïíà òåîðåìà ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè:

Òåîðåìà 1.2.77. Áóäü-ÿêèé âåêòîðíèé ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ìà¹ áàçó
òà êiëüêiñòü âåêòîðiâ áàçè îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì. Êîæíó ìíî-
æèíó ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ìîæíà äîïîâíèòè äî
áàçè öüîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 1.2.77 îá ðóíòîâó¹ òàêå îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ 1.2.78. Âèìiðîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàçèâà¹òüñÿ êiëüêiñòü âåêòîðiâ
áàçè öüîãî ïðîñòîðó òà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç dimV . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî m-âèìiðíèé
ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ìà¹ êîâèìið n−m.

Çàóâàæåííÿ 1.2.79. Çà íàøèìè îçíà÷åííÿìè, âèêëàäåíèìè âèùå, ìà¹ìî, ùî âåê-
òîðíèé ïðîñòið, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëüîâîãî âåêòîðà, ìà¹ âèìiðíiñòü 0, à
ïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ éîãî áàçîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.80. Íåõàé V i W � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì k. Âiäîáðàæåííÿ
T : V → W íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì (ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì), ÿêùî T
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

T (av + bw) = aT (v) + bT (w),

äëÿ âñiõ v,w ∈ V i a, b ∈ k.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì.
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Òåîðåìà 1.2.81. Îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêùî âîíî iñ-
íó¹, ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, à òàêîæ êîìïîçèöiÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ëiíié-
íèì âiäîáðàæåííÿì.

Îçíà÷åííÿ 1.2.82. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ íåñèí-
ãóëÿðíèì, ÿêùî äëÿ íüîãî iñíó¹ îáåðíåíå, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ëiíiéíå âiäîá-
ðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíèì. Íåñèíãóëÿðíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ
ïðîñòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì.

Îçíà÷åííÿ 1.2.83. Íåõàé V i W � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì k. ßêùî T : V →
W � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, òî îçíà÷èìî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T , ÿêå íàäàëi
ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ker(T ), òà îáðàç ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T , íàäàëi ïîçíà÷àòè-
ìåìî ÷åðåç im(T ), íàñòóïíèì ÷èíîì

ker(T ) = {v ∈ V | T (v) = 0} ⊆ V

i
im(T ) = {T (v) | v ∈ V } ⊆W .

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà, äîâåäåííÿ ÿêî¨ î÷åâèäíå.

Òåîðåìà 1.2.84. ßêùî T : V → W � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ
V i W íàä ïîëåì k, òî ÿäðî òà îáðàç âiäîáðàæåííÿ T ¹ âåêòîðíèìè ïiäïðîñòîðàìè
âåêòîðíèì ïðîñòîðiâ V i W , âiäïîâiäíî. Áiëüøå òîãî,

dimV = dim im(T ) + dimker(T ).
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1.2.8 Ìàòðèöi. Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Äî öüîãî ìîìåíòó ìè âèêîðèñòîâóâàëè ìàòðèöi äëÿ ñïðîùåíîãî çàïèñó ñèñòåì ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìàòðèöi ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ ÿê ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè,
à ìíîæèíà âñiõ ìàòðèöü áóäå íàäiëåíà ñòðóêòóðîþ øëÿõîì ââåäåííÿ íà íié îïåðàöié
äîäàâàííÿ ìàòðèöü, ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Äîöiëüíiñòü
òàêèõ îçíà÷åíü áóäå çðîçóìiëîþ ç ïîäàëüøèõ ïiäðîçäiëiâ, äå ìè ïîáà÷èìî ÿê ìàòðèöi
áóäóòü âèêîíóâàòè ðîëü çðó÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ îäíîãî òèïó âiäîáðàæåíü. Âèÿâè-
òüñÿ, ùî âîíè ñëóãóþòü íå ïðîñòî iíñòðóìåíòîì äëÿ çðó÷íîãî çàïèñó òà ïîäàííÿ
iíôîðìàöi¨, à íàñïðàâäi ïðåäñòàâëÿþòü ïåâíèé òèï ôóíêöié, ùî âiäîáðàæàþòü îäíi
âåêòîðè â iíøi. Òåîðiÿ ìàòðèöü ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ.

Ïîíÿòòÿ ìàòðèöi. Òèïè ìàòðèöü

Îçíà÷åííÿ 1.2.85. Ìàòðèöåþ íàä ïîëåì k íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíà òàáëèöÿ åëå-
ìåíòiâ öüîãî ïîëÿ

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 , aij ∈ k, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Ìàòðèöi çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè. Iíîäi äëÿ òîãî,
ùîá ïiäêðåñëèòè, ùî ìàòðèöÿ A ñêëàäà¹òüñÿ ç m ðÿäêiâ i n ñòîâï÷èêiâ, ìè ïîçíà÷à-
òèìåìî ¨¨ òàê: Am×n àáî [aij]m×n. Ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè aij ïîçíà÷àþòü [aij], à ÷åðåç
(aij) � åëåìåíò i-ãî ðÿäêà i j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A:

Am×n = [aij]m×n =


a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

am1 · · · amj · · · amn

←− i-é ðÿäîê

x
j-é ñòîï÷èê

Äâi ìàòðèöi íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî ¨õ ðîçìiðè îäíàêîâi òà âiäïîâiäíi åëå-
ìåíòè îäíàêîâi.

ßêùî îêðåìî íå çàóâàæåíî, òî íàäàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ìàòðèöü íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë R.

Ñòîâïöi ìàòðèöi A ¹ m-âèìiðíèìè âåêòîðàìè, ïîçíà÷èìî ¨õ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîäi

A =
[⃗
a1 a⃗2 · · · a⃗n

]
.

ßêùî m = n (êiëüêiñòü ðÿäêiâ çáiãà¹òüñÿ ç êiëüêiñòþ ñòîâïöiâ), òî òàêà ìàòðèöÿ íà-
çèâà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n. Íàáið åëåìåíòiâ a11, a22, . . . , ann óòâîðþ¹
ãîëîâíó äiàãîíàëü, à íàáið åëåìåíòiâ an1, a2,n−1, . . . , a1n � äðóãó äiàãîíàëü ìàòðèöi.
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Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, óñi åëåìåíòè ÿêî¨ íèæ÷å (âèùå) âiä ãîëîâíî¨ äiàãîíàëü äî-
ðiâíþþòü íóëþ, íàçèâàþòü âåðõíüîþ (íèæíüîþ) òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ:

a11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 a23 · · · a2n
0 0 a23 · · · a2n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ann

 ,

a11 0 0 · · · 0
a21 a22 0 · · · 0
a31 a32 a23 · · · 0
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 · · · ann

 .

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, óñi åëåìåíòè ÿêî¨, êðiì, ìîæëèâî, åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãî-
íàëi, äîðiâíþþòü íóëþ, íàçèâàþòü äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ:

a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0
0 0 a33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ann

 .

Äiàãîíàëüíó ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè a11, . . . , ann íà ãîëîâíié äiàãîíàëi çàïèñóþòü òàê:

diag{a11, . . . , ann}.

Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.86. Ñóìîþ äâîõm×n-ìàòðèöüA =
[⃗
a1 a⃗2 · · · a⃗n

]
òàB =

[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗n

]
íàçèâà¹òüñÿm×n-ìàòðèöÿ A+B, ñòîâïöi ÿêî¨ ¹ ñóìàìè âiäïîâiäíèõ ñòîâïöiâ ìàòðèöü
A òà B:

A+B =
[
a⃗1 + b⃗1 a⃗2 + b⃗2 · · · a⃗n + b⃗n.

]
Îçíà÷åííÿ 1.2.87. Äîáóòêîì m× n-ìàòðèöi A =

[⃗
a1 a⃗2 · · · a⃗n

]
íà ÷èñëî λ ∈ R

íàçèâà¹òüñÿ m× n-ìàòðèöÿ

λA =
[
λa⃗1 λa⃗2 · · · λa⃗n

]
.

Ïðèêëàä 1.2.88. Íåõàé

A =

[
1 2 3
4 1 2

]
, B =

[
2 1 0
−1 3 2

]
, C =

1 2 3
4 1 2
4 5 2

 .
Òîäi

A+B =

[
1 + 2 2 + 1 3 + 0

4 + (−1) 1 + 3 2 + 2

]
=

[
3 3 3
3 4 4

]
,

4A =

[
4 8 12
16 4 8

]
, −B =

[
−2 −1 0
1 −3 −2

]
Ñóìè A+C i B+C íåâèçíà÷åíi, îñêiëüêè ìàòðèöü A i C, B i C ìàþòü ðiçíi ðîçìiðè.
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Ðiçíèöåþ äâîõ ìàòðèöü A i B îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

A−B = A+ (−1)B.

Ìàòðèöÿ, óñi åëåìåíòè ÿêî¨ äîðiâíþþòü íóëþ (íóëüîâîìó åëåìåíòó ïîëÿ k), íà-
çèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ 0 (àáî 0m×n ùîá ïiäêðåñëèòè ¨¨ ðîçìiðè).

Åëåìåíòè a11, a22, . . . , ann ìàòðèöi

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · ann


íàçèâàþòüñÿ äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 1.2.89 (âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ îïåðàöié íàä ìàòðèöÿìè). Íåõàé A, B,
C � ìàòðèöi îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ íàä ïîëåì k, α, β ∈ k. Òîäi:

1) (A+B) + C = A+ (B + C) (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ ìàòðèöü);
2) A+B = B + A (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ ìàòðèöü);
3) A+ 0 = A (âëàñòèâiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi);
4) A+ (−A) = 0 (âëàñòèâiñòü ïðîòèëåæíî¨ ìàòðèöü);
5) α(A + B) = αA + αB (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî ñòî-

ñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);
6) (α + β)A = αA + βB (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà ÷èñëî ñòî-

ñîâíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ÷èñåë);
7) α(βA) = (αβ)A (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà ÷èñëî);
8) 1 · A = A.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.89 âèïëèâàþòü ç òîãî ôàêòó, ùî óñi ìàòðèöi ìàþòü îäíà-
êîâi ðîçìiðè, òà ïåðåâiðêà êîæíî¨ ç âîñüìè óìîâ çâîäèòüñÿ äî ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ
îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà åëåìåíò ïîëÿ k íà ìíîæèíi k, à îñêiëüêè (k,+, ·)
¹ ïîëåì, òî óñi óìîâè âèêîíóþòüñÿ çà îçíà÷åííÿì ïîëÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçMm×n(k) ìíîæèíó âñiõ m×n-ìàòðèöü, åëåìåíòè ÿêèõ íàëåæàòü
ïîëþ k. Ç òåîðåìè 1.2.89 i îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèïëèâà¹, ùî Mm×n(k) ¹
ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì k ñòîñîâíî îïåðàöié äîäàâàííÿ ìàòðèöü i ìíîæåííÿ
ìàòðèöü íà ñêàëÿð ç ïîëÿ k.

Îçíà÷åííÿ 1.2.90. Íåõàé

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 , x⃗ =


x1
x2
...
xn

 .
Òîäi äîáóòêîì ìàòðèöi A íà âåêòîð x⃗ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð

Ax⃗ =


a11x1 + a12x2 + · · · a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · · a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + · · · amnxn

 .
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Òàê îçíà÷åíå ìíîæåííÿ ìàòðèöi ðîçìiðíîñòim×n íà n-âèìiðíèé âåêòîð-ñòîâïåöü
(ìàòðèöþ ðîçìiðíîñòi m × 1) ôàêòè÷íî çàäà¹ ïåâíå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó Rn ó
ïðîñòið Rm.

Îçíà÷åííÿ 1.2.91. Äîáóòêîì ìàòðèöi Am×n íà ìàòðèöþ Bn×p íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

A ·B = A ·
[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗p

]
=
[
A⃗b1 A⃗b2 · · · A⃗bp

]
Ðåçóëüòàòîì ìíîæåííÿ ¹ ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m× p.

Ïðèêëàä 1.2.92. Îá÷èñëèòè A ·B òà B · A, ÿêùî

A =

[
2 3
1 −5

]
, B =

[
4 3 6
1 −2 3

]
.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ðîçìiðíîñòi 2×2, à ìàòðèöÿ B ðîçìiðíîñòi 2×3,
òî ìíîæåííÿ ìàòðèöü A ·B âèçíà÷åíå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç b⃗1, b⃗2, b⃗3 ñòîâïöi ìàòðèöü B.
Òîäi ôîðìó¹ìî ç âåêòîðiâ A⃗b1, A⃗b2, A⃗b3 ìàòðèöþ A ·B:

A⃗b1 =

[
11
−1

]
, A⃗b2 =

[
0
13

]
, A⃗b1 =

[
21
−9

]
,

A ·B =

[
11 0 21
−1 13 −9

]
.

Ìíîæåííÿ B · A íåâèçíà÷åíå, îñêiëüêè ðîçìiðè ìàòðèöü B i A íå óçãîäæóþòüñÿ ç
îçíà÷åííÿì ìíîæåííÿì ìàòðèöü (îçíà÷åííÿ 1.2.91).

Çàóâàæåííÿ 1.2.93. Äîáóòîê äâîõ ìàòðèöü íå çàâæäè iñíó¹, à ñàìå: äîáóòîê ìà-
òðèöü ðîçìiðíîñòi m× n íà ìàòðèöþ ðîçìiðíîñòi k × p iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
n = k. Ðàçîì ç öèì äîáóòîê äâîõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü îäíîãî é òîãî æ ïîðÿäêó
çàâæäè iñíó¹.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äîáóòêó ìàòðèöü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ çðó÷íå ïðàâèëî ìíî-
æåííÿ �ðÿäîê íà ñòîâïåöü�. Âîíî áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi äîáóòêó ðÿäêà îäíi¹¨ ìàòðèöi
íà ñòîâïåöü iíøî¨.

Íåõàé ìà¹ìî äâi ìàòðèöü Am×n òà Bn×p. Ïiä äîáóòêîì i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà
j-é ñòîâï÷èê ìàòðèöi B ðîçóìiþòü ÷èñëî

ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj.

Òîäi äîáóòêîì ìàòðèöi Am×n íà ìàòðèöþ Bn×p ¹ ìàòðèöÿ C ðîçìiðíîñòi m × p,
êîæíèé åëåìåíò cij ÿêî¨ äîðiâíþ¹ äîáóòêó i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A íà j-é ñòîâï÷èê
ìàòðèöi B.

Íàïðèêëàä,[
2 3
1 −5

]
·
[
4 3 6
1 −2 3

]
=

[
2 · 4 + 3 · 1 2 · 3 + 3 · (−2) 2 · 6 + 3 · 3

1 · 4 + (−5) · 1 1 · 3 + (−5) · (−2) 1 · 6 + (−5) · 3

]
=

=

[
11 0 21
−1 13 −9

]
.
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Ëåìà 1.2.94. Íåõàé äàíî ìàòðèöi A ∈Mm×n, B ∈Mn×p i âåêòîð x⃗ ∈ Rp. Òîäi

A · (Bx⃗) = (AB)x⃗.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B =
[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗n

]
i x⃗ =


x1
x2
...
xn

. Òîäi ìà¹ìî
A · (Bx⃗) = A · (x1⃗b1 + x2⃗b2 + · · ·+ xp⃗bp) =

= A(x1⃗b1) + A(x2⃗b2) + · · ·+ A(xp⃗bp) =

= x1(A⃗b1) + x2(A⃗b2) + · · ·+ xp(A⃗bp) =

= (A⃗b1)x1 + (A⃗b2)x2 + · · ·+ (A⃗bp)xp =

=
[
A⃗b1 A⃗b2 · · · A⃗bn

]
·


x1
x2
...
xn

 =

= (AB)x⃗,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 1.2.95. Íåõàé A, B, C � ìàòðèöi òàêèõ ðîçìiðiâ, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi
îïåðàöi¨, ùî íàâåäåíi íèæ÷å; α ∈ R. Òîäi:

(1) (AB)C = A(BC) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü);
(2) A(B + C) = AB + AC (ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi ñòîñîâíî

îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);
(3) (A+B)C = AC+BC (ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi ñòîñîâíî

îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü);
(4) α(AB) = (αA)B = A(αB).

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p òà C = Cp×q =
=
[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗q

]
. Òîäi çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü (îçíà÷åííÿ 1.2.91) ìà-

¹ìî, ùî
B · C =

[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
.

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1.2.94, îòðèìó¹ìî:

(AB)C = A
[
Bc⃗1 Bc⃗2 · · · Bc⃗q

]
=

=
[
A(Bc⃗1) A(Bc⃗2) · · · A(Bc⃗q)

]
=

=
[
(AB)c⃗1 (AB)c⃗2 · · · (AB)c⃗q

]
=

= (AB)C.

(2) Íåõàé ìà¹ìî òðè ìàòðèöi A = Am×n, B = Bn×p =
[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗p

]
i C =

Cn×p =
[
c⃗1 c⃗2 · · · c⃗p

]
. Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 1.2.91 ìíîæåííÿ ìàòðèöü i

âëàñòèâîñòi ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà âåêòîð, çíàõîäèìî:

A(B + C) = A
[⃗
b1 + c⃗1 b⃗2 + c⃗2 · · · b⃗p + c⃗p

]
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=
[
A(⃗b1 + c⃗1) A(⃗b2 + c⃗2) · · · A(⃗bp + c⃗p)

]
=

=
[
A⃗b1 + Ac⃗1 A⃗b2 + Ac⃗2 · · · A⃗bp + Ac⃗p

]
=

=
[
A⃗b1 A⃗b2 · · · A⃗bp

]
+
[
Ac⃗1 Ac⃗2 · · · Ac⃗p

]
=

= AB + AC.

(3) Íåõàé ìàòðèöi A,B ∈ Mm×n i ìàòðèöÿ C ∈ Mn×p. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìà-
òðèöi (A+B)C i AC +BC ìàþòü îäíàêîâi ðîçìiðè n× p. Äîâåäåìî òåïåð, ùî âiäïî-
âiäíi åëåìåíòè öèõ ìàòðèöü îäíàêîâi. Åëåìåíò i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi
(A+B)C äîðiâíþ¹

n∑
k=1

(aik + bik)ckj,

à åëåìåíò i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi AC +BC äîðiâíþ¹

n∑
k=1

aikckj +
n∑

k=1

bikckj,

òîáòî âîíè îäíàêîâi, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
(4) Íåõàé äàíî ìàòðèöi Am×n = [aij] i Bn×p = [bij] i ÷èñëî α ∈ R. Î÷åâèäíî, ùî

ìàòðèöi α(AB), (αA)B i A(αB) ¹ îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâï÷èêà öèõ ìàòðèöü:

(α(AB))ij = α ·
n∑

k=1

aikbkj;

((αA)B)ij =
n∑

k=1

(αaik)bkj;

(A(αB))ij =
n∑

k=1

aik(αbkj).

Î÷åâèäíî, âîíè îäíàêîâi, a, îòæå, óñi âêàçàíi ìàòðèöi ðiâíi.

Çàóâàæåííÿ 1.2.96. Ïðî ìàòðèöi âàðòî çàïàì'ÿòàòè òàêå:

� âçàãàëi êàæó÷è, AB ̸= BA;
� ìàòðè÷íå ìíîæåííÿ íå äîïóñêà¹ ñêîðî÷åíü: ÿêùî AC = BC (àáî CA = CB),
òî öå íå îçíà÷à¹, ùî A = B;

� ÿêùî äîáóòîê ìàòðèöü AB ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, òî íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè,
ùî A = 0 àáî B = 0.

Ìàòðèöþ A ìîæíà ïîìíîæèòè ñàìó íà ñåáå ëèøå òîäi, êîëè öÿ ìàòðèöÿ êâàä-
ðàòíà. Íàòóðàëüíèé ñòåïiíü k ìàòðèöi A ðîçóìiþòü ÿê

Ak = A · A · . . . · A︸ ︷︷ ︸
k ìíîæíèêiâ

.
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Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

.
Íåõàé Mn(R) � ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó, çàäàíèõ íàä

ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R. Ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 =
[
e⃗1 e⃗2 · · · e⃗n

]
,

äå

e⃗1 =


1
0
...
0

 , e⃗2 =


0
1
...
0

 , . . . , e⃗n =


0
0
...
1


� îäèíè÷íi âåêòîðè (îðòè), íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ. Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç I (àáî
In, ùîá ïiäêðåñëèòè ðîçìiðíiñòü). Íàçâà öi¹¨ ìàòðèöi çóìîâëåíà òèì, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
êâàäðàòíî¨ ìàòðèöü A âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

A · I = I · A = A.

Îçíà÷åííÿ 1.2.97. Ìàòðèöÿ A′ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A, ÿêùî âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü

A · A′ = A′ · A = I.

Òåîðåìà 1.2.98. ßêùî äî ìàòðèöi iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ, òî ëèøå ¹äèíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi A iñíó¹ äâi ðiçíà îáåðíåíi ìàòðèöi
A′ i A′′. Òîäi

A′ = A′ · I = A′ · (A · A′′) = (A′ · A) · A′′ = I · A′′ = A′′,

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

Ïðèêëàä 1.2.99. Äîâåäåìî, ùî ìàòðèöÿ A =

[
1 1
3 2

]
íå ìà¹ îáåðíåíî¨.

Íåõàé

[
a b
c d

]
� ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî ìàòðèöi A. Òîäi

[
1 1
3 2

]
·
[
a b
c d

]
=

[
a+ c b+ d

2(a+ c) 2(b+ d)

]
=

[
1 0
0 1

]
,

Çàïèøåìî îñòàííþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi ñèñòåìè
a+ c = 1;

2(a+ c) = 0;

b+ d = 0;

2(b+ d) = 1.

Öÿ ñèñòåìà ¹ íåñóìiñíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ A îáåðíåíî¨ íå ìà¹.
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Îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi A ïîçíà÷àòèìåìî A−1. Ìàòðèöÿ, äî ÿêî¨ iñíó¹
îáåðíåíà, íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíîþ.

Òåîðåìà 1.2.100 (îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó). ßêùî A =[
a b
c d

]
i ad− bc ̸= 0, òî ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ, ïðè÷îìó

A−1 =
1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
.

ßêùî æ ad = bc, òî äî ìàòðèöi A íå iñíó¹ îáåðíåíî¨.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè. Áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëèìî

A · A−1 =

[
a b
c d

]
· 1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
=

1

ad− bc

[
ad− bc ab− ba
cd− dc ad− bc

]
=

[
1 0
0 1

]
= I.

Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî, ùî

A−1 · A =
1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
·
[
a b
c d

]
=

1

ad− bc

[
da− bc db− bd
−ac+ ca −cb+ ad

]
=

[
1 0
0 1

]
= I.

Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè íàâîäèòè íå áóäåìî, îñêiëüêè öå òâåðäæåííÿ
çãîäîì (òåîðåìà 1.2.107) áóäå äîâåäåíî â áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi.

Çàçíà÷èìî, ùî âèðàç ad−bc íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíàíòîì (àáî âèçíà÷íèêîì) ìàò-
ðèöi

A =

[
a b
c d

]
.

Òåîðåìà 1.2.101 (âëàñòèâîñòi îáîðîòíèõ ìàòðèöü). 1. ßêùî A � îáîðîòíà
ìàòðèöÿ, òî ìàòðèöÿ A−1 òàêîæ îáîðîòíà, ïðè÷îìó (A−1)−1 = A.

2. ßêùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ, c ̸= 0, òî ìàòðèöÿ cA òàêîæ îáîðîòíà, ïðè-
÷îìó (cA)−1 = 1

c
A−1.

3. ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ïîðÿäêó A òà B ¹ îáîðîòíèìè, òî ìà-
òðèöÿ AB òàêîæ îáîðîòíà, ïðè÷îìó

(AB)−1 = B−1A−1.

Äîâåäåííÿ. 1. Ùîá çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi A−1, ïîòðiáíî çíàéòè òàêó
ìàòðèöþ X, ùî A−1X = XA−1 = I. Àëå ÿêùî X = A, òî öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ, à
îñêiëüêè îáåðíåíà ìàòðèöÿ ëèøå ¹äèíà, òî öå i ¹ ìàòðèöÿ A.

2. Ìà¹ìî:
cA · 1

c
A−1 = c · 1

c
A · A−1 = A · A−1 = I

i
1
c
A−1 · cA = 1

c
· c · A−1 · A = A−1 · A = I.

3. Ùîá çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi AB ïîòðiáíî çíàéòè òàêó ìàòðèöþ
X, ùî (AB)X = X(AB) = I. Àëå ÿêùî ïiäñòàâèòè X = B−1A−1, òî âðàõîâóþ÷è
àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü îòðèìó¹ìî:

ABB−1A−1 = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I,

B−1A−1AB = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.102. Ðàíãîì ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ ó ¨¨
ñõiä÷àòié ôîðìi.

Ìè ïîçíà÷àòèìåìî ðàíã ìàòðèöi A ÷åðåç r(A) àáî rank(A).

Ïðèêëàä 1.2.103. Çíàéòè ðàíã ìàòðèöi

A =


1 2 3 4 5
2 1 3 3 1
2 1 1 2 −1
−2 −1 −1 −2 1

 .
Ðîçâ'ÿçîê. Çâåäåìî äàíó ìàòðèöþ äî ñõiä÷àòî¨ ôîðìè:

A =


1 2 3 4 5
2 1 3 3 1
2 1 1 2 −1
−2 −1 −1 −2 1

 ∼
äîäàìî äî äðóãîãî òà òðåòüîãî ðÿäêiâ ïåðøèé ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà −2, à äî ÷åòâåð-
òîãî � ïåðøèé ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà 2:

∼


1 2 3 4 5
0 −3 −3 −5 −9
0 −3 −5 −6 −11
0 3 5 6 11

 ∼
äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà äðóãèé ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà −1, à äî ÷åòâåðòîãî � òðåòié
ðÿäîê:

∼


1 2 3 4 5
0 −3 −3 −5 −9
0 0 −2 −1 −2
0 0 0 0 0

 ∼
âèëó÷èìî ÷åòâåðòèé ðÿäîê:

∼

1 2 3 4 5
0 −3 −3 −5 −9
0 0 −2 −1 −2

 .
Îòæå, rank(A) = 3.

Ç îçíà÷åííÿ ðàíãó ìàòðèöi rank(A) âèïëèâà¹, ùî âií äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ëiíié-
íî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi, îñêiëüêè ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ êiëüêiñòü
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ. Òàêèé ðàíã ìè íàçèâàòèìåìî ðÿä-
êîâèì ðàíãîì ìàòðèöi . Àíàëîãi÷íî ìîæåìî ââåñòè ñòîâïöåâèé ðàíã ìàòðèöi � öå
êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Ëåìà 1.2.104. ßêùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ïîðiâíþ¹ p, òî iñíó¹ ñèñòåìà ç
p ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, ÷åðåç ÿêi ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ êîæíèé
âåêòîð-ñòîâïåöü öi¹¨ ìàòðèöi.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ v⃗1, . . . , v⃗m ìàòðèöi

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


äîðiâíþ¹ p. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñ öi¹¨ ñèñòåìè ìiñòèòü p âåêòîðiâ. Íå çìåíøóþ÷è çà-
ãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî áàçèñ óòâîðþþòü âåêòîðè v⃗1, . . . , v⃗p. Êîæíèé ç ðåøòè
âåêòîðiâ ðÿäêiâ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç íèõ:

v⃗p+1 = cp+1,1v⃗1 + cp+1,2v⃗2 + · · ·+ cp+1,pv⃗p,

v⃗p+2 = cp+2,1v⃗1 + cp+2,2v⃗2 + · · ·+ cp+2,pv⃗p,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
v⃗m = cm,1v⃗1 + cm,2v⃗2 + · · ·+ cm,pv⃗p.

Çàïèøåìî öi ðiâíîñòi â êîîðäèíàòàõ:

ap+1,1 = cp+1,1a11 + cp+1,2a21 + · · ·+ cp+1,pap1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ap+1,n = cp+1,1a1n + cp+1,na21 + · · ·+ cp+1,papn,

ap+2,1 = cp+2,1a11 + cp+2,2a21 + · · ·+ cp+2,pap1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ap+2,n = cp+2,1a1n + cp+2,na21 + · · ·+ cp+2,papn,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am,1 = cm,1a11 + cm,2a21 + · · ·+ cm,pap1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am,n = cm,1a1n + cm,na21 + · · ·+ cm,papn.

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè

u⃗1 = (

p︷ ︸︸ ︷
1, 0, 0, . . . , 0, cp+1,1, cp+1,1, . . . , cm,1),

u⃗2 = (0, 1, 0, . . . , 0, cp+1,2, cp+1,2, . . . , cm,2),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
u⃗p = (0, 0, 0, . . . , 1, cp+1,p, cp+1,p, . . . , cm,p).

Öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà (ïîäóìàéòå ÷îìó). Ç iíøîãî áîêó, j-é ñòîâïåöü
ìàòðèöi A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ¨õíüî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨:

a⃗j = a1ju⃗1 + a2ju⃗2 + · · ·+ apju⃗p,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 1.2.105. Ðÿäêîâèé i ñòîâïöåâèé ðàíãè ìàòðèöi çáiãàþòüñÿ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ðîçìiðó m × n, ðÿäêîâèé ðàíã ÿêî¨ äîðiâíþ¹ p, à
ñòîâïöåâèé � s. Íåõàé áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ óòâîðþþòü âåêòîðè v⃗1, . . . , v⃗p,
à âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ � âåêòîðè a⃗1, . . . , a⃗s.

Çà äîâåäåíîþ âèùå ëåìîþ êîæíèé ç âåêòîðiâ ñèñòåìè a⃗1, . . . , a⃗s ëiíiéíî âèðàæà-
¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè v⃗1, . . . , v⃗p (òàêi âåêòîðè v⃗1, . . . , v⃗p iñíóþòü i âîíè ëiíiéíî íåçà-
ëåæíi). Òîäi s ⩽ p (â iíøîìó âèïàäêó ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗s áóëà á ëiíiéíî
çàëåæíîþ, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè âîíà ¹ áàçèñîì).

Ðîçãëÿíåìî òàê çâàíó òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöþ

AT =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

...
. . .

...
a1m a2n · · · amn


äî ìàòðèöi A. �¨ ðÿäêîâèé ðàíã äîðiâíþ¹ s, à ñòîâïöåâèé � r. Ïîâòîðèâøè ïîïåðåäíi
ìàðêóâàííÿ ñòîñîâíî ìàòðèöü AT îòðèìó¹ìî, ùî p ⩽ s. Òàêèì ÷èíîì, p = s.

Òàêèì ÷èíîì, íàìè äîâåäåíî òàêèé ôàêò:

Íàñëiäîê 1.2.106. Ðàíã äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ðàíãó òðàíñïîíîâàíî¨ ìà-
òðèöi AT :

rankA = rankAT .

À îòæå, ìè òåïåð ïðîñòî ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî ðàíã ìàòðèöi, ðîçãëÿäàþ÷è éîãî
ÿê ðÿäêîâèé àáî ñòîâïöåâèé ðàíã.

Òåîðåìà 1.2.107. Äëÿ òîãî, ùîá äî ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó iñíóâàëà îáåðíåíà, íåîá-
õiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþâàâ n.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî îáîðîòíó ìàòðèöþ

A =
[⃗
a1 a⃗2 · · · a⃗n

]
.

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ

X =
[
x⃗1 x⃗2 · · · x⃗n

]
,

ùî AX = XA = I. Ìà¹ìî:

AX = A ·
[
x⃗1 x⃗2 · · · x⃗n

]
=
[
Ax⃗1 Ax⃗2 · · · Ax⃗n

]
,

çâiäêè

Ax⃗1 = x11a1 + · · ·+ xn1an = e⃗1;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ax⃗n = x1na1 + · · ·+ xnnan = e⃗n.

Òàêèì ÷èíîì, óñi âåêòîðè e⃗1, . . . , e⃗n ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âåêòîðè-ñòîâïöi ìàò-
ðèöi A. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗n ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî ëi-
íiéíî çàëåæíîþ ìàëà á áóòè é ñèñòåìà âåêòîðiâ e⃗1, . . . , e⃗n, ùî íåâiðíî. Îòæå, ñèñòåìà
âåêòîðiâ a⃗1, . . . , a⃗n ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, à öå îçíà÷à¹, ùî ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ n.
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Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äàíî ìàòðèöþ n-ãî ïîðÿäêó A, ðàíã ÿêî¨ äîðiâíþ¹ n. Øó-
êàòèìåìî ìàòðèöþ

B =
[⃗
b1 b⃗2 · · · b⃗n

]
òàêó, ùî AB = I. Ìà¹ìî: [

A⃗b1 A⃗b2 · · · A⃗bn

]
= I,

çâiäêè

A⃗b1 = b11a1 + · · ·+ bn1an = e⃗1;

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
A⃗bn = b1na1 + · · ·+ bnnan = e⃗n.

Öå ¹ n ñèñòåì, ÿêi çàïèñàíi â ìàòðè÷íî-âåêòîðíié ôîðìi. Îñêiëüêè ðàíã îñíîâíî¨
ìàòðèöi öèõ ñèñòåì äîðiâíþ¹ n, à ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi áiëüøå çà n áóòè íå ìîæå
(i ìåíøå òåæ), òî çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà�Êàïåëëi (òåîðåìà 1.2.116) óñi âîíè ñóìiñíi,
à îòæå iñíó¹ ìàòðèöÿ B.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
Bx⃗ = 0⃗

ÿê ìàòðè÷íó ðiâíiñòü. Ïîìíîæèìî ¨¨ çëiâà íà A:

ABx⃗ = A0⃗.

Ìà¹ìî:
(AB)x⃗ = Ix⃗ = x⃗, A0⃗ = 0⃗.

Òîáòî x⃗ = 0⃗ i ñèñòåìà Bx⃗ = 0⃗ ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Öå îçíà÷à¹, ùî ðàíã
ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ n. Òîäi çà äîâåäåíèì âèùå iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ C, ùî BC = I.

Íàðåøòi ðîçãëÿíåìî äîáóòêè:

ABC = A(BC) = AI = A

ABC = (AB)C = IC = C,

çâiäêè C = A. Îòæå, AB = BA = I, à öå é îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ B ¹ îáåðíåíîþ äî
ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 1.2.108 (îñíîâíà òåîðåìà îáîðîòíèõ ìàòðèöü). Íåõàé A ∈ Mn(R).
Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1) ìàòðèöÿ A � îáîðîòíà;
2) ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ n;
3) ñòîâïöi ìàòðèöi A ëiíiéíî íåçàëåæíi;
4) ñèñòåìà Ax⃗ = b⃗ ¹ âèçíà÷åíîþ äëÿ êîæíîãî b⃗ ∈ Rn;
5) îäíîðiäíà ñèñòåìà Ax⃗ = 0⃗ ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê;
6) çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi I.
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Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíàMn(R) êâàäðàòíèõ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó ðàçîì ç îïåðà-
öiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ìàòðèöü óòâîðþ¹ êiëüöå. Âîíî íåêîìóòàòèâíå (îñêiëü-
êè ìíîæåííÿ ìàòðèöü íåêîìóòàòèâíå), àëå ¹ êiëüöåì ç îäèíèöåþ (ðîëü îäèíè÷íîãî
åëåìåíòà âèêîíó¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I).

Ìíîæèíà îáîðîòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì R ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ìàò-
ðèöü óòâîðþ¹ ãðóïó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ (àáî ïîâíîþ ëiíié-
íîþ ãðóïîþ) i ïîçíà÷à¹òüñÿ GLn(R). Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî:

� äîáóòîê äâîõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ (òðåòÿ ÷àñòèíà òåîðå-
ìè 1.2.101);

� ìíîæåííÿ ìàòðèöü àñîöiàòèâíå;
� îäèíè÷íèì åëåìåíòîì ãðóïè ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I;
� äî êîæíî¨ åëåìåíòà A ç öi¹¨ ìíîæèíè iñíó¹ îáåðíåíèé A−1 (îáåðíåíà ìàòðèöÿ).

Åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 1.2.109. Ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòàðíîþ, ÿêùî âîíà
îòðèìàíà ç âiäïîâiäíî¨ îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi øëÿõîì îäíîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåí-
íÿ íàä ¨¨ ðÿäêàìè.

Îñêiëüêè ¹ òðè òèïè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìàòðèöi, òî âiäïîâiäíî
iñíó¹ òðè òèïè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Ðîçãëÿíåìî ¨õ íà ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 1.2.110. Âñòàíîâèòè, ÷è ¹ åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöi

E1 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , E2 =

1 0 0
0 3 0
0 0 1

 , E3 =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1


i îá÷èñëèòè äîáóòêè E1A, E2A, E3A, äå

A =

a b c
d e f
g h i

 .
Ðîçâ'ÿçîê. Ìàòðèöi E1, E2, E3 ¹ åëåìåíòàðíèìè, îñêiëüêè ìàòðèöÿ E1 îòðèìó¹òüñÿ
ç îäèíè÷íî¨ ïåðåñòàíîâêîþ ïåðøîãî òà òðåòüîãî ðÿäêiâ, E2 � ìíîæåííÿì äðóãîãî
ðÿäêà íà 3, à E3 � äîäàâàííÿì äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøîãî, ïîìíîæåíîãî íà 2. Äàëi
çíàõîäèìî: 0 0 1

0 1 0
1 0 0

 ·
a b c
d e f
g h i

 =

g h i
d e f
a b c

 ;

1 0 0
0 3 0
0 0 1

 ·
a b c
d e f
g h i

 =

 a b c
3d 3e 3f
g h i

 ;

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 ·
a b c
d e f
g h i

 =

 a b c
3d 3e 3f

g − 2a h− 2b i− 2c

 .
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Îñòàííié ïðèêëàä íàâîäèòü íà äóìêó, ùî ìíîæåííÿ ìàòðèöi çëiâà íà åëåìåíòàðíó
ìàòðèöþ, ÿêó îòðèìàíî ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi øëÿõîì äåÿêîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ ¨¨ ðÿäêiâ, çäiéñíþ¹ ç âèõiäíîþ ìàòðèöåþ òàêå æ ñàìå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåí-
íÿ ¨¨ ðÿäêiâ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öå íå âèïàäêîâî òà âèêîíó¹òüñÿ çàãàëüíå òâåðäæåííÿ,
äîâåäåííÿ ÿêîãî ìè îïóñêà¹ìî.

Òåîðåìà 1.2.111. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó, ÿêó îäåðæàíî ç
îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi In ç äîïîìîãîþ ïåâíîãî ðÿäêîâîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.
ßêùî æ öå ñàìå ïåðåòâîðåííÿ çàñòîñóâàòè äî ìàòðèöi A, òî ðåçóëüòàòîì áóäå
ìàòðèöÿ EA.

Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ îáîðîòíèõ ìàòðèöü (òåîðåìà 1.2.108) êîæíó îáîðîòíó ìàò-
ðèöþ A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà çâåñòè äî îäèíè÷íî¨. Ç òåî-
ðåìè 1.2.111 âèïëèâà¹, ùî òîäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

EkEk−1 . . . E2E1A = I

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü Ek, Ek−1, . . . , E2, E1. Ïîìíîæèâøè îñòàííþ ðiâ-
íiñòü ñïðàâà íà A−1, îòðèìó¹ìî:

EkEk−1 . . . E2E1 = EkEk−1 . . . E2E1I = EkEk−1 . . . E2E1AA
−1 = A−1.

Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ ïðèâîäèòü äî ñïîñîáó âiäøóêàííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöü, ÿêèé
ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Âèïèøåìî ïîðó÷ çàäàíó ìàòðèöþ A, ¨¨ îäèíè÷íó ìàòðèöþ
I òà îòðèìà¹ìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ [A|I]. Çà äîïîìîãîþ ðÿäêîâèõ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü çâåäåìî öþ ìàòðèöþ äî âèãëÿäó [I|B]. Òîäi ìàòðèöÿ B i ¹ îáåðíåíîþ
ìàòðèöåþ äî ìàòðèöi A:

[A|I] ∼ . . . ∼ [I|A−1].

Ïðèêëàä 1.2.112. Çíàéòè ìàòðèöþ, îáåðíåíó äî ìàòðèöi

A =

1 0 1
6 2 1
5 1 3

 .
Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ìàòðèöþ [A|I] i ç äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ïðè-
âåäåìî ¨¨ äî âèäó [I|A−1]: 1 0 1 1 0 0

6 2 1 0 1 0
5 1 3 0 0 1

 ∼
 1 0 1 1 0 0

0 2 −5 −6 1 0
0 1 −2 −5 0 1

 ∼
∼

 1 0 1 1 0 0
0 1 −2 −5 0 1
0 2 −5 −6 1 0

 ∼
∼

 1 0 1 1 0 0
0 1 −2 −5 0 1
0 0 −1 4 1 −2

 ∼
∼

 1 0 0 5 1 −2
0 1 0 −13 −2 5
0 0 −1 4 1 −2

 ∼
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∼

 1 0 0 5 1 −2
0 1 0 −13 −2 5
0 0 1 −4 −1 2

 .
Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî

A−1 =

 5 1 −2
−13 −2 5
−4 −1 2

 .
Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì Éîðäàíà-Ãóàññà çíàõîäæåííÿ îáåð-

íåíî¨ ìàòðèöi.

Ìàòðè÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

.
Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = b⃗, äå A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ n-ãî

ïîðÿäêó. Öþ ñèñòåìó ìîæíà ñïðèéìàòè ÿê ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ ç íåâiäîìîþ ìàòðèöåþ
x⃗ ðîçìiðîì n× 1. Ïðèïóñòèìî, ùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

A−1(Ax⃗) = A−1⃗b

Àëå çâiäñè çíàõîäèìî:
A−1(Ax⃗) = (A−1A)x⃗ = Ix⃗ = x⃗,

à òîìó
x⃗ = A−1⃗b.

Òàêèé ìåòîä âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ìàò-
ðè÷íèì.

Ïðèêëàä 1.2.113. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
x2 + 2x3 = −4,

x1 + 3x3 = −5,
4x1 − 3x2 + 8x3 = −12.

Ðîçâ'ÿçîê. Äàíà ñèñòåìà ìîæå áóòè çàïèñàíà â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîìó âèãëÿäi òàê:

Ax⃗ = b⃗,

äå

A =

0 1 2
1 0 3
4 −3 8

 , x⃗ =

x1x2
x3

 , b⃗ =

 −4−5
−12

 .
Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ìàòðèöÿ A ìà¹ îáåðíåíó (çðîáiòü ïåðåâiðêó ñàìî-
ñòiéíî), ïðè÷îìó:

A−1 =


−9

2
7 −3

2
−2 4 −4
3

2
−2 1

2

 .
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Òîäi

x⃗ =


−9

2
7 −3

2
−2 4 −4
3

2
−2 1

2

 ·
 −4−5
−12

 =

 1
0
−2

 .
Âiäïîâiäü. {(1, 0,−2)}.
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1.2.9 Ùå ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà âåêòîð i ìàòðè÷íî-âåêòîðíà ôîðìà çàïèñó ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 1.2.114. ßêùî A ¹ m × n-ìàòðèöåþ ç âåêòîð-ñòîâïöÿìè a⃗1, . . . , a⃗n i
x⃗ ∈ Rn, òî äîáóòêîì ìàòðèöi A íà âåêòîð x⃗ (ïîçíà÷à¹òüñÿ A · x⃗ àáî Ax⃗) íàçèâà¹-
òüñÿ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ñòîâïöiâ ìàòðèöi A ç âèêîðèñòàííÿì âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò
âåêòîðà x⃗ ÿê âàã:

Ax⃗ =
[⃗
a1 a⃗2 · · · a⃗n

]

x1
x2
...
xn

 = x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n.

Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(1.8)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

a⃗1 =


a11
a21
...
am1

 , a⃗2 =


a12
a22
...
am2

 , . . . , a⃗n =


a1n
a2n
...

amn

 , b⃗ =


b1
a2
...
am

 .
Òîäi ñèñòåìó (1.8) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗. (1.9)

Îñòàííþ ðiâíiñòü íàçèâàòèìåìî âåêòîðíîþ ôîðìîþ çàïèñó ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1.8).

ßêùî æ ãîëîâíó ìàòðèöþ ñèñòåìè (1.8) ïîçíà÷èòè ÷åðåç A i ââåñòè âåêòîð íåâi-
äîìèõ

x⃗ =


x1
x2
...
xn

 ,
òî ñèñòåìó (1.8) ìîæíà ïîäàòè ó òàê çâàíîìó ìàòðè÷íî-âåêòîðíîìó âèãëÿäi

Ax⃗ = b⃗. (1.10)

Îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ìàòðè÷íî-âåêòîðíié ôîðì, î÷åâèäíî, íà-
áóâà¹ âèãëÿä

Ax⃗ = 0⃗.

Âëàñòèâîñòi ââåäåíî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà âåêòîð âèêëàäåíi â íàñòóïíié
òåîðåìi, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷àì âèêîíàòè ñàìîñòiéíî.
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Òåîðåìà 1.2.115. Íåõàé A � m× n-ìàòðèöÿ, u⃗, v⃗ ∈ Rn, c ∈ R. Òîäi:

1) A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+ Av⃗;
2) A(cu⃗) = c · Au⃗.

Êðiì öüîãî, çàçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàòîì äîáóòêó ìàòðèöi A íà âåêòîð ej (âåêòîð,
j-òà êîîðäèíàòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, à ðåøòà � 0) ¹ j-èé ñòîâïåöü ìàòðèöi A.

Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðàíã ìàòðèöi äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè íà ñóìiñíiòü äîâiëüíó ñèñòåìó
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 1.2.116 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi). Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü áóëà ñóìiñíîþ, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ãîëîâíî¨ ìàòðèöi öi¹¨
ñèñòåìè çáiãàâñÿ ç ðàíãîì ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âåêòîðíà
ôîðìà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ xna⃗n = b⃗.

Iç ¨¨ ñóìiñíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

òîáòî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Îòæå, ñèñòåìè âå-
êòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n òà a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗ ¹ åêâiâàëåíòíèìè, òîáòî ¨õíi ëiíiéíi îáîëîíêè
çáiãàþòüñÿ, à òîìó ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã.

Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè (ñòîâïöåâi) ðàíãè ãîëîâíî¨ òà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöü çáiãà-
þòüñÿ, òî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n äîðiâíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n, b⃗.
Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n. Òîìó iñíó-
þòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, ùî

α1a⃗1 + α2a⃗2 + · · ·+ αna⃗n = b⃗,

à öå i îçíà÷à¹, ùî (α1, α2, . . . , αn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, òîáòî âîíà ¹ ñóìiñíîþ.

Ïiäïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Îçíà÷åííÿ 1.2.117. Íåõàé A � m×n-ìàòðèöÿ. Ïðîñòîðîì ðÿäêiâ ìàòðèöi A íàçè-
âà¹òüñÿ ïiäïðîñòið row(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ðÿäêàìè ìàòðèöi
A; ïðîñòîðîì ñòîâïöiâ ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið col(A) ïðîñòîðó Rm, ùî
ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè-ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ax⃗ = 0⃗,

äå A � m× n-ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 1.2.118. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗
óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé u⃗ òà v⃗ � äåÿêi äâà ðîç'âÿçêè ñèñòåìè Ax⃗ = 0⃗. Öå îçíà÷à¹, ùî

Au⃗ = Av⃗ = 0⃗.

Àëå òîäi çà òåîðåìîþ 1.2.115 ïðî âëàñòèâîñòi äîáóòêó ìàòðèöü íà âåêòîð

A(u⃗+ v⃗) = Au⃗+ Av⃗ = 0⃗

i äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R ìà¹ìî

A(cu⃗) = c · Au⃗ = 0⃗.

Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàìêíåíà âiäíîñíî
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, à òîìó ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó Rn.

Îçíà÷åííÿ 1.2.119. Íåõàé A � m × n-ìàòðèöÿ. Íóëü-ïðîñòîðîì ìàòðèöi A íàçè-
âà¹òüñÿ ïiäïðîñòið null(A) ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = 0⃗.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A ¹ ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó
ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöü dim(row(A)), ñòîâïöåâèé ðàíã � ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó ñòîâïöiâ
dim(col(A)). Ðîçìiðíiñòü íóëü-ïðîñòîðó ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì ìàòðèöi òà
ïîçíà÷à¹òüñÿ nullity(A) = dim(null(A)).

Çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè íåîäíîðiäíî¨ òà îäíîðiäíî¨ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü

Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ax⃗ = b⃗, (1.11)

i âiäïîâiäíó äî íå¨ îäíîðiäíó ñèñòåìó

Ax⃗ = 0⃗. (1.12)

Òåîðåìà 1.2.120. ßêùî x⃗ � äåÿêèé ÷àñòêîâèé (ôiêñîâàíèé) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
(1.11), Z � ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.12), òî

{z⃗ + x⃗ : z⃗ ∈ Z}

� ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.11).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z⃗ � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.12). Òîäi

A(x⃗+ z⃗) = Ax⃗+ Az⃗ = b⃗+ 0⃗ = b⃗,

òîáòî z⃗+ x⃗ � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.11). Ç iíøîãî áîêó, ðiçíèöÿ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (1.11) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.12):

A(x⃗1 − x⃗2) = Ax⃗1 − Ax⃗2 = b⃗− b⃗ = 0⃗.

Òîáòî äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó x⃗1 ñèñòåìè (1.11) ìîæíà âêàçàòè òàêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñ-
òåìè (1.12), ùî x⃗1 = z⃗ + x⃗. Îòæå, ìíîæèíà

{z⃗ + x⃗ : z⃗ ∈ Z}

çáiãà¹òüñÿ ç óñi¹þ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.11).
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Ç îñòàííüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1.11):

1) ïiäiáðàòè îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè;
2) çíàéòè óñi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü;
3) äî çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (1.11) äîäàòè ïî ÷åðçi óñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè

(1.12), i â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî óñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1.11).

Îçíà÷åííÿ 1.2.121. Íåõàé U � äîâiëüíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn, a⃗ ∈ Rn. Ìíîæè-
íà

M = a⃗+ U = {x⃗ ∈ Rn : x⃗ = a⃗+ u⃗, u⃗ ∈ U}

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ìíîãîâèäîì ïðîñòîðó Rn, ÿêèé óòâîðåíèé ïàðàëåëüíèì ïåðå-
íåñåííÿì ïiäïðîñòîðó U íà âåêòîð a⃗.

Îòæå, ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâi-
äîìèìè ¹ ëiíiéíèé ìíîãîâèä a⃗+ U ïðîñòîðó Rn, äå a⃗ � äåÿêèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, U � ïiäïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ ¨é îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê i ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñ-
òåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

.
Ìè ïîêàçàëè, ùî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü óòâî-

ðþ¹ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Rn. Öåé ïiäïðîñòið ìà¹ ñâié áàçèñ. Òi ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨
ñèñòåìè, ÿêi óòâîðþþòü áàçèñ, íàçèâàþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ.

Òåîðåìà 1.2.122. Íåõàé A � m × n-ìàòðèöÿ; r � ¨¨ ðàíã. Òîäi ôóíäàìåíòàëüíà
ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

Ax⃗ = 0⃗

ìiñòèòü ðiâíî n− r âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïðèâåñòè ìàòðèöþ A äî çâåäåíî¨ ñõiä÷àñòî¨ ôîðìè, òî âîíà ìiñòè-
òèìå r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, à îòæå r îñíîâíèõ çìiííèõ, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç n − r
âiëüíèõ çìiííèõ. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî îñíîâíèìè ¹ çìiííi
x1, . . . , xr, à ðåøòà � âiëüíi, òîäi

x1 = γ11xr+1 + γ12xr+2 + · · ·+ γ1,n−rxn,

x2 = γ21xr+1 + γ22xr+2 + · · ·+ γ2,n−rxn,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xr = γr1xr+1 + γr2xr+2 + · · ·+ γr,n−rxn.

ßêùî âiëüíèì çìiííèì íàäàòè çíà÷åíü αr+1, αr+2, . . . , αn, òî îòðèìà¹ìî äåÿêèé
ðîçâ'ÿçîê (α1, α2, . . . , αn) ñèñòåìè:

α1 = γ11αr+1 + γ12αr+2 + · · ·+ γ1,n−rαn,

α2 = γ21αr+1 + γ22αr+2 + · · ·+ γ2,n−rαn,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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αr = γr1αr+1 + γr2αr+2 + · · ·+ γr,n−rαn.

Íàäàìî âiëüíèì çìiííèì ïîñëiäîâíî òàêèõ çíà÷åíü:

1, 0, 0, . . . , 0;

0, 1, 0, . . . , 0;

· · ·
0, 0, 0, . . . , 1.

Îòðèìà¹ìî n− r ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè:

s⃗1 = (γ11, γ21, . . . , γr1, 1, 0, 0, . . . , 0),

s⃗2 = (γ12, γ22, . . . , γr2, 0, 1, 0, . . . , 0),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
s⃗n−r = (γ1,n−r, γ2,n−r, . . . , γr,n−r, 0, 0, 0, . . . , 1).

Öåé íàáið ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. Îêðiì öüîãî, êîæíèé
iíøèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç öi ðîçâ'ÿçêè. Ñïðàâäi, íåõàé

s⃗ = (α1, α2, . . . , αn)

� äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè. Ìà¹ìî:

αr+1s⃗1 + αr+2s⃗2 + · · ·+ αns⃗n−r = (α1, α2, . . . , αn) = s⃗,

òîáòî âåêòîð s⃗ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè s⃗1, s⃗2, . . . , s⃗n−r. Òîìó ñèñòåìà âåê-
òîðiâ s⃗1, s⃗2, . . . , s⃗n−r � áàçèñ ïiäïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Ax⃗ = 0⃗.

Íàñëiäîê 1.2.123. ßêùî A � m×n-ìàòðèöÿ, òî ñóìà ðàíãó òà ÿäðà öi¹¨ ìàòðèöi
äîðiâíþ¹ n.
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1.2.10 Äåòåðìiíàíòè (âèçíà÷íèêè) ìàòðèöü i ¨õ çàñòîñóâàííÿ

Äåòåðìiíàíòè (âèçíà÷íèêè) n-ãî ïîðÿäêó

Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A = [aij] n-ãî ïîðÿäêó. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü
äàíié ìàòðèöi äåÿêå ÷èñëî, ÿêå ïåâíèì ÷èíîì áóäå õàðàêòåðèçóâàòè ¨¨ âëàñòèâîñòi.
Öå ÷èñëî íàçèâàòèìåìî äåòåðìiíàíòîì (âèçíà÷íèêîì) ìàòðèöi.

Iñíó¹ äåêiëüêà ðiçíèõ ïiäõîäiâ äî ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ âèçíà÷íèêà, çîêðåìà êîìáiíà-
òîðíèé (âèðàæåííÿ äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi ÷åðåç ¨¨ åëåìåíòè), iíäóêòèâíèé (äåòåðìi-
íàíò ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó îçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç äåòåðìiíàíò ìàòðèöü n−1-ãî ïîðÿäêó),
àêñiîìàòè÷íèé (âèçíà÷íèê ÿê iíäèêàòîð ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ñèñòåìè âåêòîðiâ). Iñòî-
ðè÷íî ïîíÿòòÿ äåòåðìiíàíòà âèíèêëî íàáàãàòî ðàíiøå, íiæ áóëà ðîçðîáëåíà òåîðiÿ
ìàòðèöü. Ìè çóïèíèìîñü íà iíäóêòèâíîìó ïiäõîäi.

Îçíà÷åííÿ 1.2.124. Äåòåðìiíàíòîì 1× 1-ìàòðèöi A = [a11] íàçâåìî ÷èñëî a11. Äå-
òåðìiíàíòîì (âèçíà÷íèêîì) n× n-ìàòðèöi, n > 1 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

n∑
k=1

a1k(−1)1+kM1k,

äå M1k � äåòåðìiíàíò ìàòðèöi ïîðÿäêó n − 1, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç çàäàíî¨ øëÿõîì
âèêðåñëåííÿ ïåðøîãî ðÿäêà òà k-ãî ñòîâïöÿ.

Ïîçíà÷àòèìåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ÷åðåç detA àáî |A|.
Iíîäi, ùîá íå ãîâîðèòè �äåòåðìiíàíò ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó�, ìè âæèâàòèìåìî

òåðìií �äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó�.
Ïåðåä òèì, ÿê ïåðåéòè äî ôîðìóë äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà äðóãîãî òà òðåòüîãî

ïîðÿäêiâ ñôîðìóëþ¹ìî äåêiëüêà äîïîìiæíèõ îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.2.125. Ìiíîðîì åëåìåíòà aij ìàòðèöi A = [aij] íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìi-
íàíò ìàòðèöi, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ.
Ïîçíà÷à¹òüñÿ Mij.

Îçíà÷åííÿ 1.2.126. Àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì åëåìåíòà aij ìàòðèöi A = [aij] íà-
çèâà¹òüñÿ ÷èñëî (−1)i+jMij. Ïîçíà÷à¹òüñÿ Aij.

Âiäïîâiäíî äî âêàçàíèõ îçíà÷åíü ìîæíà â òàêèé ñïîñiá ïåðåôîðìóëþâàòè îçíà-
÷åííÿ 1.2.124.

Îçíà÷åííÿ 1.2.127. Äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi A = [aij] n-ãî ïîðÿäêó (n > 1) íàçè-
âà¹òüñÿ ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâ-
íåííÿ:

detA = a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n.
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Ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ ìàòðèöü äðóãîãî òà òðåòüîãî ïîðÿä-
êiâ

Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèê äðóãîãî ïîðÿäêó:∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 =

= a11(−1)1+1a22 + a12(−1)1+2a21 =

= a11a22 − a12a21.

Ñõåìàòè÷íî îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà äðóãîãî ïîðÿäêó ìîæíà çîáðàçèòè â òàêèé ñïî-
ñiá: ∣∣∣∣• ◦◦ •

∣∣∣∣− ∣∣∣∣◦ •• ◦
∣∣∣∣ .

Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi òðåòüîãî ïîðÿäêó:∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13 =

= a11

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12 ∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ =
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−
− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Ñõåìàòè÷íî çàïàì'ÿòàòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòó òðåòüîãî ïîðÿäêó
äîïîìàãà¹ íàñòóïíà ñõåìà:∣∣∣∣∣∣

• ◦ ◦
◦ • ◦
◦ ◦ •

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
◦ • ◦
◦ ◦ •
• ◦ ◦

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
◦ ◦ •
• ◦ ◦
◦ • ◦

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
◦ ◦ •
◦ • ◦
• ◦ ◦

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
◦ • ◦
• ◦ ◦
◦ ◦ •

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
• ◦ ◦
◦ ◦ •
◦ • ◦

∣∣∣∣∣∣ .
Òåîðåìà Ëàïëàñà

Îçíà÷åííÿ 1.2.127 äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi, òîáòî ïîäàííÿ éîãî ÷åðåç ñóìó äîáó-
òêiâ åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà íà âiäïîâiäíi àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ, ùå íàçèâàþòü
ðîçêëàäîì âèçíà÷íèêà çà ïåðøèì ðÿäêîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ
äîâiëüíîãî iíøîãî ðÿäêà (àáî íàâiòü ñòîâïöÿ) ìàòðèöi íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
òàêîæ äîðiâíþþòü âèçíà÷íèêó ìàòðèöi. Öåé ôóíäàìåíòàëüíèé ôàêò òåîði¨ äåòåðìi-
íàíòiâ ìà¹ íàçâó �òåîðåìà Ëàïëàñà�, äîâåäåííÿ ÿêîãî ìè íàâåäåìî ïiçíiøå.

Òåîðåìà 1.2.128 (òåîðåìà Ëàïëàñà ïðî ðîçêëàä âèçíà÷íèêà). Äåòåðìiíàíò
ìàòðèöi A = [aij] äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ:

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ai,nAi,n, i = 1, . . . , n,

detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ an,jAn,j, j = 1, . . . , n.



64 Ðîçäië 1. Òðiøêè ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ïðèêëàä 1.2.129. Îá÷èñëèòè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 7 1 −1 4
0 2 −2 5 3
0 0 8 1 0
0 0 3 3 −1
0 0 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ñòîâïöåì:

∆ = 3 · A11 + 0 · A21 + 0 · A31 + 0 · A41 + 0 · A51 = 3 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 5 3
0 8 1 0
0 3 3 −1
0 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Îòæå, îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çâåëîñÿ äî îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. Ðîçêëàäåìî i éîãî çà ïåðøèì ñòîâïöåì:

∆ = 3 · 2 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣
8 1 0
3 3 −1
0 2 0

∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàíèé âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó îá÷èñëèìî, ðîçêëàâøè éîãî çà òðåòiì ðÿä-
êîì. Âðåøòi-ðåøò îòðèìó¹ìî:

∆ = 2 · 6 · (−1)2+3 ·
∣∣∣∣8 0
3 −1

∣∣∣∣ = 12 · (−1) · (−8) = 96.

Âiäïîâiäü. ∆ = 96.

Òåîðåìà 1.2.130. Äåòåðìiíàíò òðèêóòíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòiâ,
ÿêi ðîçòàøîâàíi íà ãîëîâíié äiàãîíàëi öi¹¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè äëÿ âèïàäêó âåðõíüî¨ òðèêóòíî¨ ìàò-
ðèöi. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî ðîçìiðó ìàòðèöi. Áàçà iíäóêöi¨∣∣∣∣a11 a12

0 a22

∣∣∣∣ = a11a22

âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äåòåðìiíàíò êîæíî¨ âåðõíüî¨ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi n-ãî
ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ äîáóòêó äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíó ìàòðèöþ
D (n+1)-ãî ïîðÿäêó. Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò öi¹¨ ìàòðèöi çà îñòàííiì ðÿäêîì îòðè-
ìó¹ìî, ùî âií äîðiâíþ¹ äîáóòêó åëåìåíòà îñòàííüîãî ðÿäêà é îñòàííüîãî ñòîâï-
÷èêà íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ, ÿêå çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì äîðiâíþ¹
a11a22 . . . an,n. Îòæå,

detD = an+1,n+1 · (−1)2n+2a11a22 . . . an,n = a11a22 . . . an,nan+1,n+1
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè Ëàïëàñà

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè Ëàïëàñà âèêîðèñòà¹ìî äâà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Ïåðøå
ç íèõ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà íà âiäïîâiäíi àëãå-
áðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ïåðøîãî ñòîâïöÿ íà âiäïîâiäíi
àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Ëåìà 1.2.131. Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ. Òîäi

a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n = detA = a11A11 + a21A21 + · · ·+ an1An1. (1.13)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî n. Äëÿ n = 1 òâåðäæåííÿ î÷å-
âèäíå. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü (n−1)-ãî ïîðÿäêó
(ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨). Íåõàé A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Çàçíà÷èìî, ùî
ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1.13) ìiñòÿòü äîäàíîê a11A11, à òîìó íèì ìîæíà
çíåõòóâàòè.

Ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.13) i-èé äîäàíîê ai1Ai1 äîðiâíþ¹ ai1 · (−1)i+1Mi1, äå

Mi1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 a13 · · · a1j · · · a1n
...

...
. . .

...
. . .

...
ai−1,2 ai−1,3 · · · ai−1,j · · · ai−1,n

ai+1,2 ai+1,3 · · · ai+1,j · · · ai+1,n
...

...
. . .

...
. . .

...
an2 an3 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì. j-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âè-
ãëÿä a1j · (−1)1+j−1M1i,ij, äå ïîçíà÷åííÿMkl,rs îçíà÷à¹ äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ùî îòðè-
ìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A âèêðåñëåííÿì ðÿäêiâ k òà l i ñòîâïöiâ r òà s. Òîäi äîäàíîê ïðàâî¨
÷àñòèíè ðiâíîñòi (1.13), ùî ìiñòèòü ai1 · a1j íàáóâà¹ âèãëÿäó

ai1 · (−1)i+1 · a1j · (−1)1+j−1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij.

Òåïåð çíàéäåìî äîäàíîê, ùî ìiñòèòü ai1 ·a1j ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.13). Ìíîæ-
íèê a1j ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå â j-ìó äîäàíêó a1jA1j = a1j(−1)1+jM1j, äå

M1j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n
a31 · · · a3,j−1 a3,j+1 · · · a3n
...

. . .
...

...
. . .

...
ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain
...

. . .
...

...
. . .

...
an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìè ìîæåìî çäiéñíèòè ðîçêëàä âèçíà÷íèêà M1j çà ïåðøèì
ñòîâïöåì. i-é äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹ ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,1j, òîìó äîäàíîê,
ùî ìiñòèòü ìíîæíèê ai1 · a1j ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1.13) äîðiâíþ¹

a1j · (−1)1+j · ai1 · (−1)(i−1)+1M1i,ij = (−1)i+j+1ai1 · a1jM1i,ij,

çâiäêè çíàõîäèìî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi (1.13) îäíàêîâi.
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Ëåìà 1.2.132. Íåõàé A � n × n-ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
ïåðåñòàíîâêè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A. Òîäi

detB = − detA.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ðîçìiðîì
ìàòðèöi. Òâåðäæåííÿ ëåìè ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äëÿ n = 2. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðä-
æåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìàòðèöü ðîçìiðiâ (n−1)×(n−1). Äîâåäåìî, ùî òîäi
i äëÿ ìàòðèöü n-ãî ïîðÿäêó âîíî âèêîíó¹òüñÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî öå äëÿ âèïàäêó,
êîëè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ äâà ñóñiäíi ðÿäêè ìàòðèöi A (íåõàé öå r-é òà (r+1)-é ðÿäêè).

Çà ëåìîþ 1.2.131 äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç ðîçêëàä çà ïåð-
øèì ñòîâïöåì. i-èé äîäàíîê öüîãî ðîçêëàäó ìà¹ âèãëÿä (−1)i+1bilMil(B) (ïîçíà÷åííÿ
Mil(B) îçíà÷à¹ ìiíîð åëåìåíòà i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B). ßêùî i ̸= r
òà i ̸= r + 1, òî bi1 = ai1 i Mil(B) ¹ äåòåðìiíàíòîì (n − 1)-ãî ïîðÿäêó, ùî çáiãà¹òüñÿ
ç ìiíîðîì Mil(A) çà âèíÿòêîì äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ, ùî ïåðåñòàâëåíî. Àëå òîäi çà
ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ Mil(B) = −Mil(A) ïðè i ̸= r òà i ̸= r + 1.

ßêùî i = r, òî bi1 = ar+1,1 iMi1(B) =Mr+1,1(A). Òîäi r-é äîäàíîê ó ðîçêëàäi detB
ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

(−1)r+1br1Mr1(B) = (−1)r+1ar+1,1Mr+1,1(A) = −(−1)(r+1)+1ar+1,1Mr+1,1(A).

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî i = r + 1, òî bi1 = ar,1 i Mi1(B) = Mr,1(A) i r + 1-èé äîäàíîê â
ðîçêëàäi detB äîðiâíþ¹

(−1)(r+1)+1br+1,1Mr+1,1(B) = (−1)rar,1Mr,1(A) = −(−1)r+1ar1Mr1(A).

Iíøèìè ñëîâàìè, r-é òà (r + 1)-é äîäàíêè â ðîçêëàäi detB çà ïåðøèì ñòîâïöåì ïðî-
òèëåæíi çà çíàêîì òà ðiâíi çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ âiäïîâiäíî ç (r + 1)-ì òà r-ì
äîäàíêàìè ðîçêëàäó detA çà ïåðøèì ñòîâïöåì.

Ïiäñòàâèìî óñi öi ðåçóëüòàòè â detB i çíîâó çàñòîñó¹ìî ëåìó 1.2.131:

detB =
n∑

i=1

(−1)i+1bi1Mi1(B) =

=
n∑

i=1
i ̸=r,r+1

(−1)i+1bi1Mi1(B) + (−1)r+1br1Mr1(B)+

+ (−1)(r+1)+1br+1,1Mr+1,1(B) =

=
n∑

i=1
i ̸=r,r+1

(−1)i+1bi1(−Mi1(A))− (−1)(r+1)+1br+1,1Mr+1,1(A)−

− (−1)r+1br1(−Mr1(A)) =

= −
n∑

i=1

(−1)i+1bi1Mi1(A) =

= − detA.

Îòæå, ìè äîâåëè òâåðäæåííÿ ëåìè äëÿ âèïàäêó, êîëè çäiéñíþ¹òüñÿ ïåðåñòàíîâêà
äâîõ ñóñiäíiõ ðÿäêiâ. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî âîíî ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ ïåðåñòàíîâêè
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äâîõ äîâiëüíèõ ðÿäêiâ ëèøå âiäçíà÷èìî, ùî ïåðåñòàíîâêó äâîõ ðÿäêiâ ç íîìåðàìè,
ñêàæåìî, r òà s (r < s) ìîæíà çäiéñíèòè øëÿõîì 2(s − r) − 1 ïåðåñòàíîâîê ñóñiäíiõ
ðÿäêiâ. Îñêiëüêè öÿ êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê íåïàðíà òà êîæíà ç íèõ çìiíþ¹ çíàê
äåòåðìiíàíòà íà ïðîòèëåæíèé, çðåøòîþ äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B áóäå ïðîòèëåæíèì
çà çíàêîì iç äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi A.

Òåïåð ìîæåìî ïåðåéòè äî äîâåäåííÿ òåîðåìè Ëàïëàñà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè Ëàïëàñà. Íåõàé ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A øëÿ-
õîì ïåðåìiùåííÿ i-ãî ðÿäêà âãîðó íà ïåðøå ìiñöå ç äîïîìîãîþ i − 1 ïåðåñòàíîâêè
ñóñiäíiõ ðÿäêiâ ìàòðèöi. Çà ëåìîþ 1.2.132

detB = (−1)i−1 detA.

Àëå bij = aij i M1j(B) =Mij(A) äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n.
Òîäi

detA = (−1)i−1 detB =

= (−1)i−1

n∑
j=1

(−1)1+jb1jM1j(B) =

= (−1)i−1

n∑
j=1

(−1)1+jaijMij(A) =

=
n∑

j=1

(−1)i+jaijMij(A),

òîáòî ìè îäåðæàëè ôîðìóëó ðîçêëàäó äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi A çà i-ì ðÿäêîì.
Äîâåäåííÿ ðîçêëàäó äåòåðìiíàíòà çà ñòîâïöåì àíàëîãi÷íå ç óðàõóâàííÿì ëåìè

1.2.131.

Âèðàæåííÿ äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi ÷åðåç ¨¨ åëåìåíòè

Iíäóêòèâíå îçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó ïîðîäæó¹ çàïèòàííÿ: à ÷è
iñíó¹ ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi ÷åðåç ¨¨ åëåìåíòè? Äëÿ âiäïîâiäi
íà öå çàïèòàííÿ ââåäåìî äåÿêi íîâi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.133. Ïåðåñòàíîâêîþ åëåìåíòiâ íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà óïîðÿäêîâàíà
ìíîæèíà öèõ åëåìåíòiâ.

Ïåðåñòàíîâêè âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ ëèøå ïîðÿäêîì åëåìåíòiâ. Êiëüêiñòü óñiõ
ìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹

Pn = 1 · 2 · . . . · n = n!.

ßêùî åëåìåíòàìè ïåðåñòàíîâêè ¹ ÷èñëà 1, 2, . . . , n, òî òó ç n! ïåðåñòàíîâîê öèõ åëå-
ìåíòiâ, â ÿêié âîíè ðîçìiùåíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, íàçèâàòèìåìî íîðìàëüíî âïî-
ðÿäêîâàíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.134. Iíâåðñi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òàêå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ÷èñåë â ïåðå-
ñòàíîâöi, êîëè áiëüøå ÷èñëî ñòî¨òü ïîïåðåäó (ëiâiøå) ìåíøîãî.
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Íàïðèêëàä, ïåðåñòàíîâêà 2, 4, 3, 1 ìà¹ ÷îòèðè iíâåðñi¨: 2, 4, 3 ðîçòàøîâàíi ëiâîðó÷
âiä 1; 4 � ëiâîðó÷ âiä ÷èñëà 3. Ïåðåñòàíîâêà, â ÿêié êiëüêiñòü iíâåðñié ¹ ïàðíèì
÷èñëîì íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ, â iíøîìó âèïàäêó � íåïàðíîþ.

Òåîðåìà 1.2.135. Íåõàé A = [aij] � ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi

detA =
∑
n!

(−1)N(α1,...,αn)a1α1a2α2 . . . anαn , (1.14)

äå N(α1, . . . , αn) � êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi α1, . . . , αn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Íåõàé n = 2. Òîäi ôîðìóëà (1.14) íàáóâà¹ âèãëÿäó

detA = (−1)N(1,2)a11a22 + (−1)N(2,1)a12a21 = a11a22 − a12a21,

ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç ðàíiøå ââåäåíîþ ôîðìóëîþ.
Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè n = k − 1. Öå îçíà÷à¹,

ùî äåòåðìiíàíò äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A = [aij] ïîðÿäêó k − 1 äîðiâíþ¹ ñóìi∑
(n−1)!

(−1)N(α1,...,αn−1)a1α1a2α2 . . . an−1,αn−1 ,

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó ìàòðèöþ A = [aij] k-ãî ïîðÿäêó. Òîäi

detA = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1kA1k =

=
k∑

i=1

a1iA1i =

=
k∑

i=1

a1i · (−1)i+1
∑
(k−1)!

(−1)N
(
α
(i)
1 ,...,α

(i)
k−1

)
a
2α

(i)
1
a
3α

(i)
2
. . . a

k,α
(i)
k−1

 ,

äå âíóòðiøíÿ ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ïåðåñòàíîâêàì
(
α
(i)
1 , . . . , α

(i)
k−1

)
÷èñåë

1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , k.
Âíåñåìî ìíîæíèê a1i · (−1)i+1 ïiä çíàê âíóòðiøíüî¨ ñóìè. Òîäi

detA =
k∑

i=1

∑
(k−1)!

(−1)(i+1)+N
(
α
(i)
1 ,...,α

(i)
k−1

)
a1ia2α(i)

1
a
3α

(i)
2
. . . a

k,α
(i)
k−1

 .

Âiäçíà÷èìî, ÿêùî â ïåðåñòàíîâöi
(
α
(i)
1 , . . . , α

(i)
k−1

)
áóëî N iíâåðñié, òî â ïåðåñòàíîâöi(

i, α
(i)
1 , . . . , α

(i)
k−1

)
áóäå ðiâíî i− 1 +N iíâåðñié. Àëå

(−1)(i+1)+N
(
α
(i)
1 ,...,α

(i)
k−1

)
= (−1)(i−1)+N

(
α
(i)
1 ,...,α

(i)
k−1

)
= (−1)N

(
i,α

(i)
1 ,...,α

(i)
k−1

)
,

çâiäêè

detA =
k∑

i=1

∑
(k−1)!

(−1)N
(
α
(i)
1 ,...,α

(i)
k−1

)
a1ia2α(i)

1
a
3α

(i)
2
. . . a

k,α
(i)
k−1

 ,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ

Ìè ñôîðìóëþ¹ìî âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ ìàòðèöü ó âèãëÿäi òâåðäæåíü.
Äàëi, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, òî ââàæàòèìåìî, ùî A = [aij] � ìàòðèöÿ n-ãî

ïîðÿäêó.

Òâåðäæåííÿ 1.2.136. ßêùî ìàòðèöÿ A ìàñòèòü íóëüîâèé ðÿäîê (ñòîâïåöü), òî

detA = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé óñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ. Òîäi
ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A çà öèì ðÿäêîì çíàéäåìî:

detA = 0 · Ai1 + . . .+ 0 · Ain = 0.

Îçíà÷åííÿ 1.2.137. Ìàòðèöÿ AT = [aji] íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi
A = [aij].

Íàïðèêëàä, ÿêùî A =

a b c
d e f
g h i

, òî AT =

a d g
b e h
c f i

.
Òâåðäæåííÿ 1.2.138. Ïðè òðàíñïîíóâàííi äåòåðìiíàíò ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ:

detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ n = 2 òâåðä-
æåííÿ, âî÷åâèäü, ñïðàâäæó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi A k-ãî ïî-
ðÿäêó detA = detAT . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìàòðèöþ B = [aij] (k + 1)-ãî ïîðÿäêó òà
òðàíñïîíîâàíó äî íå¨ ìàòðèöþ BT . Ðîçêëàâøè äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà ïåðøèì
ðÿäêîì, à äåòåðìiíàíò ìàòðèöi BT çà ïåðøèì ñòîâïöåì, îòðèìó¹ìî:

detB = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1,k+1A1,k+1,

detBT = a11A
T
11 + a12A

T
12 + . . .+ a1,k+1A

T
1,k+1.

À îñêiëüêè äëÿ âñiõ j = 1, . . . , n ìà¹ìî detAij = detAT
ij çà iíäóêöiéíèì ïðèïóùåííÿì,

òî detB = detBT .

Íàñëiäîê 1.2.139. Êîæíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà, âèêî-
íó¹òüñÿ i äëÿ ñòîâïöiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.140. ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ïåðåñòàâëåí-
íÿì äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ), òî

detB = − detA.

Öÿ âëàñòèâiñòü íàìè âæå äîâåäåíà ó ëåìi 1.2.132.

Òâåðäæåííÿ 1.2.141. ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî

detA = 0.
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè öi äâà ðÿäêè òàêî¨ ìàòðèöi, òî, ç îäíîãî áîêó,
ìàòðèöÿ (à çíà÷èòü i äåòåðìiíàíò) íå çìiíèòüñÿ, à ç iíøîãî � çà òâåðäæåííÿì 1.2.140
çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé, ùî ìîæëèâî ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè detA = 0.

Òâåðäæåííÿ 1.2.142. ßêùî ìàòðèöÿ B îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì
äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi A íà ÷èñëî k, òî

detB = k · detA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =


a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , B =


a11 · · · a1n
...

. . .
...

kai1 · · · kain
...

. . .
...

an1 · · · ann

 .

Òîäi ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöi B çà i-èì ðÿäêîì, çíàõîäèìî:

detB = kai1Ai1 + . . .+ kainAin = k · detA.

Òâåðäæåííÿ 1.2.143. ßêùî êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B, C îäíàêîâi çà âèíÿòêîì
åëåìåíòiâ i-ãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïðè÷îìó i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi C äîðiâíþ¹
ñóìi i-èõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A òà B, òî

detC = detA+ detB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =


a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj · · · ann

 , B =


a11 · · · b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · bnj · · · ann

 ,

C =


a11 · · · a1j + b1j · · · a1n
...

. . .
...

. . .
...

ai1 · · · aij + bij · · · ain
...

. . .
...

. . .
...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

 .
Òîäi

detC = (a1j + b1j)A1j + . . .+ (anj + bnj)Anj =

= a1jA1j + . . .+ anjAnj + b1jA1j + . . .+ bnjAnj =

= detA+ detB.
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Òâåðäæåííÿ 1.2.144. ßêùî äî äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi äîäàòè áóäü-ÿêèé
iíøèé ðÿäîê (ñòîâïåöü), ïîìíîæåíèé íà äîâiëüíå ÷èñëî, òî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi
íå çìiíèòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

aj1 · · · ajn
...

. . .
...

an1 · · · ann


, B =



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

aj1 + kai1 · · · ajn + kain
...

. . .
...

an1 · · · ann


.

Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî detB = detA. Ðîçêëàäàþ÷è äåòåðìiíàíò ìàòðèöü B çà j-ì
ðÿäêîì, îòðèìó¹ìî ïiñëÿ ñïðîùåíü

detB = detA+ k · det



a11 · · · a1n
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

ai1 · · · ain
...

. . .
...

an1 · · · ann


= detA

çà òâåðäæåííÿì 1.2.141.

Ðîçãëÿíóòi âëàñòèâîñòi äàþòü åôåêòèâíèé iíñòðóìåíò äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íè-
êiâ. Ðîçãëÿíåìî öå íà ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 1.2.145. Îá÷èñëèòè detA, ÿêùî

A =

 2 3 −1
2 5 3
−4 −6 2

 .
Ðîçâ'ÿçîê. Ïîñëiäîâíî âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.2.142 i 1.2.141, îòðèìó¹ìî

detA =

∣∣∣∣∣∣
2 3 −1
2 5 3
−4 −6 2

∣∣∣∣∣∣ = −2 ·
∣∣∣∣∣∣
2 3 −1
2 5 3
2 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ïðèêëàä 1.2.146. Îá÷èñëèòè detA, ÿêùî

A =


0 2 −4 5
3 0 −3 6
2 4 5 7
5 −1 −3 1

 .
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Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó çà òâåðäæåííÿì 1.2.142 âèíåñåìî òðiéêó ç äðóãîãî ðÿäêà âè-
çíà÷íèêà:

detA = 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −4 5
1 0 −1 2
2 4 5 7
5 −1 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äàëi ïåðåñòàâèìî ìiñöÿìè ïåðøèé òà äðóãèé ðÿäêè (ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì
1.2.140):

detA = −3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1 2
0 2 −4 5
2 4 5 7
5 −1 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çà òâåðäæåííÿì 1.2.144 äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ùî ïîìíîæåíèé íà −2, à
äî ÷åòâåðòîãî ïåðøèé, ùî ïîìíîæåíèé íà −5:

detA = −3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1 2
0 2 −4 5
0 4 7 3
0 −1 2 −9

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçêëàäåìî äåòåðìiíàíò çà ïåðøèì ñòîâïöåì:

detA = −3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −4 5
4 7 3
−1 2 −9

∣∣∣∣∣∣ .
Çà òâåðäæåííÿì 1.2.144 äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà òðåòié, ïîìíîæåíèé íà 2, à äî
äðóãîãî � òðåòié, ïîìíîæåíèé íà 4:

detA = −3 ·

∣∣∣∣∣∣
0 0 13
0 15 −33
−1 2 −9

∣∣∣∣∣∣ = 3 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −9
0 0 13
0 15 −33

∣∣∣∣∣∣ = 3 · (−1) · 15 · (−13) = 585.

Äåòåðìiíàíòè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. Êðèòåðié îáîðîòíîñòi ìàòðèöü

Òåîðåìà 1.2.147. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

1. ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ, òî
detE = −1.

2. ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà íà äåÿêå ÷èñëî
k ̸= 0, òî detE = k.

3. ßêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî ðÿäêà ÿêî-
ãîñü iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.2.147 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç òâåðäæåíü 1.2.140, 1.2.142
i 1.2.144, âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 1.2.148. Äåòåðìiíàíò åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi âiäìiííèé âiä íóëÿ.
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Ëåìà 1.2.149. Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ
òîãî æ ïîðÿäêó. Òîäi

det(EA) = detE · detA.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ EA � öå ìàòðèöÿ, ùî îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ç äîïîìîãîþ òîãî
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ïåðåâîäèòü îäèíè÷íó ìàòðèöþ I â E. Òîäi, âðàõî-
âóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ, îòðèìó¹ìî:

1) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàâëåííÿì äâîõ ðÿäêiâ, òî

det(EA) = − detA = detE · detA;

2) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ìíîæåííÿì ðÿäêà ìàòðèöi I íà äåÿêå
÷èñëî k ̸= 0, òî detE = k i

det(EA) = k detA = detE · detA;

3) ÿêùî E îòðèìó¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äîäàâàííÿì äî äåÿêîãî ðÿäêà ÿêîãîñü
iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà ïåâíå ÷èñëî, òî detE = 1 i

det(EA) = detA = detE · detA.

Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 1.2.150. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A îáîðîòíà òîäi i òàëüêè òîäi, êîëè

detA ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó. Òîäi çà òåîðå-
ìàìè 1.2.107 òà 1.2.108 ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ n, à çâåäåíîþ ñõiä÷àñòîþ ôîðìîþ ìàòðèöi
A ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. À öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü åëåìåíòàðíi ìàò-
ðèöi E1, . . . , Em òàêi, ùî Em · . . . · E1 · A = I, çâiäêè, ïåðåõîäÿ÷è äî äåòåðìiíàíòiâ,
îòðèìó¹ìî, ùî

1 = det I = det(Em · . . . · E1 · A) = det(Em) · . . . · det(E1) · det(A),

à îòæå, detA ̸= 0.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Äîâåäåìî, ùî äî íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà. ßêùî ìàòðèöþ A ïðèâåñòè äî çâåäåíî¨ ñõiä÷àñòî¨
ôîðìè, òî ìîæëèâi òàêi äâà âèïàäêè:

1. Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ I. Òîäi rankA = n, à òîìó
âîíà îáîðîòíà çà òåîðåìîþ 1.2.108.

2. Çâåäåíà ñõiä÷àñòà ôîðìà B ìàòðèöi A ìà¹ íóëüîâi ðÿäêè. Òîäi detB = 0. Àëå
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = Em · . . . · E1 · A äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü
E1, . . . , Em. Òîäi ïåðåõîäÿ÷è äî âèçíà÷íèêiâ i âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.2.149, çíà-
õîäèìî det(Em) · . . . ·det(E1) ·det(A) = 0, çâiäêè çà íàñëiäêîì 1.2.148 îòðèìó¹ìî,
ùî det(A) = 0. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ, à òîìó öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îçíà÷åííÿ 1.2.151. Ìàòðèöÿ A, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ íóëþ, íàçèâà¹òüñÿ âè-
ðîäæåíîþ (îñîáëèâîþ), â iíøîìó âèïàäêó � íåâèðîäæåíîþ (íåîñîáëèâîþ).

Îòæå, òåðìiíè �îáîðîòíà ìàòðèöÿ� òà �íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ� (�íåîñîáëèâà ìàò-
ðèöÿ�) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
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Äåòåðìiíàíòè òà îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè

Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâèé çâ'ÿçîê ìiæ äåòåðìiíàíòàìè é îñíîâíèìè îïå-
ðàöiÿìè íàä ìàòðèöÿìè, çîêðåìà íàøîþ ìåòîþ áóäå âñòàíîâëåííÿ ôîðìóë äëÿ detAT ,
det(A+B), det(k · A), det(AB), detA−1 â òåðìiíàõ detA òà detB.

1. Çà òâåðäæåííÿì 1.2.138 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü äëÿ êîæíî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi
A:

detAT = detA.

2. Iíòó¨òèâíî ìîæå ñêëàñòèñÿ âðàæåííÿ, ùî det(A + B) = detA + detB. Îäíàê,
öå íåïðàâèëüíî. Òàê, íàïðèêëàä, ÿêùî

A =

[
1 0
0 0

]
, B =

[
0 0
0 1

]
,

òî detA = detB = 0, àëå det(A+B) = det I = 1.

3. Âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 1.2.152. ßêùî A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n i k ∈ R, òî

det(k · A) = kn · detA.

Òåîðåìà 1.2.152 âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.2.142.

4. Íàñòóïíå ôóíäàìåíòàëüíå òâåðäæåííÿ òåîði¨ äåòåðìiíàíòiâ âïåðøå îá ðóíòó-
âàâ Êîøi.

Òåîðåìà 1.2.153. ßêùî A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi îäíàêîâèõ ðîçìiðiâ, òî

det(AB) = detA · detB.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäêè, êîëè ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ, i êîëè íåîáî-
ðîòíîþ.

à) Íåõàé A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ. Òîäi

Em · . . . · E1 · A = I ⇒ Em · . . . · E1 = A−1 ⇒
⇒ (Em · . . . · E1)

−1 = A⇒
⇒ A = E−1

1 . . . E−1
m ⇒

⇒ A = E ′
1 . . . E

′
m,

äå E1, . . . , Em � åëåìåíòàðíi ìàòðèöi, îñêiëüêè îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî åëåìåíòàðíî¨,
âî÷åâèäü, ¹ åëåìåíòàðíîþ.

Òîäi

det(AB) = det(E ′
1 . . . E

′
mB) =

= detE ′
1 · . . . · detE ′

m · detB =

= det(E ′
1 . . . E

′
m) · detB =

= detA · detB.

á) Íåõàé ìàòðèöÿ A íåîáîðîòíà. Òîäi AB òàêîæ íåîáîðîòíà ìàòðèöÿ.
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Ñïðàâäi, äîâåäåìî òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ìàòðèöÿ AB îáîðîòíà, òî
ìàòðèöi A òà B òàêîæ îáîðîòíi.

ßêùî ìàòðèöÿ AB îáîðîòíà, òî öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ C, ùî (AB)C =
C(AB) = I. Ç àñîöiàòèâíîñòi îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü çíàõîäèìî:

A(BC) = I, à òîìó A−1 = BC,
(CA)B = I, à òîìó B−1 = CA,

òîáòî ìàòðèöi A òà B îáîðîòíi.
Òîäi ìà¹ìî detA = 0, det(AB) = 0, à òîìó det(AB) = detA · detB.

5. Çâ'ÿçîê ìiæ äåòåðìiíàíòîì ìàòðèöi i îáåðíåíî¨ äî íå¨ îïèñó¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.2.154. ßêùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ, òî

det(A−1) =
1

detA
.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî: A·A−1 = I. Òîäi det(A·A−1) = det I = 1, ùî åêâiâàëåíòíî ðiâíîñòi
detA · detA−1 = 1, çâiäêè é îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ìè ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè, ùî ïîâ'ÿçóþòü äåòåðìiíàíòè ç ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåì ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ax⃗ = b⃗,

äå A =
[⃗
a1 a⃗2 · · · a⃗n

]
. ×åðåç Ai(⃗b) ïîçíà÷àòèìåìî ìàòðèöþ, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç

ìàòðèöi A çàìiíîþ ¨¨ i-îãî ñòîâïöÿ íà b⃗:

Ai(⃗b) =
[
a⃗1 a⃗2 · · · b⃗ · · · a⃗n

]
.x

i-é ñòîâï÷èê

Òåîðåìà 1.2.155 (ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü). ßêùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
Ax⃗ = b⃗ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

xi =
detAi(⃗b)

detA
, i = 1, 2, . . . , n. (1.15)

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî:

AIi(x⃗) = A
[
e⃗1 e⃗2 · · · x⃗ · · · e⃗n

]
=

=
[
Ae⃗1 Ae⃗2 · · · Ax⃗ · · · Ae⃗n

]
=

=
[
a⃗1 a⃗2 · · · b⃗ · · · a⃗n

]
=

= Ai(⃗b).
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Çà òåîðåìîþ 1.2.153:

detA · det Ii(x⃗) = det(AIi(x⃗)) = detAi(⃗b).

Ðàçîì ç òèì

det(Ii(x⃗)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · x1 · · · 0 0
0 1 · · · x2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 · · · xi · · · 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 · · · xn−1 · · · 1 0
0 0 · · · xn · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xi,

ùî âèïëèâà¹ ç ðîçêëàäó öüîãî âèçíà÷íèêà çà i-èì ðÿäêîì. Òàêèì ÷èíîì,

detA · xi = detAi(⃗b),

çâiäêè äiëåííÿì íà detA (detA ̸= 0 îñêiëüêè ìàòðèöÿ A îáîðîòíà) çàâåðøó¹òüñÿ
äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ïðèêëàä 1.2.156. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:{
3x1 + 2x2 = 2,
−5x1 − x2 = 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi ñèñòåìè:

∆ =

∣∣∣∣ 3 2
−5 −1

∣∣∣∣ = −3 + 10 = 7.

Îñêiëüêè ∆ ̸= 0, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Çíàõîäèìî äàëi

∆1 =

∣∣∣∣2 2
1 −1

∣∣∣∣ = −2− 2 = −4,

∆2 =

∣∣∣∣ 3 2
−5 1

∣∣∣∣ = 3− (−10) = 13.

Îòæå, x1 = −
4

7
i x2 =

13

7
.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ ôîðìóë
(1.15) (âîíè íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè Êðàìåðà) â çàãàëüíîìó âèïàäêó íååôåêòèâ-
íî. Öi ôîðìóëè çðó÷íi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì äðóãîãî ÷è òðåòüîãî ïîðÿäêó, äëÿ
ñèñòåì âèùèõ ïîðÿäêiâ çðó÷íiøå âèêîðèñòàòè ìåòîä Ãàóñà. Íåçâàæàþ÷è íà öå, ôîð-
ìóëè Êðàìåðà ìàþòü âåëèêó òåîðåòè÷íó öiííiñòü.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî çà äîïîìîãîþ âèçíà÷íèêiâ detA, detAi(⃗b), i = 1, 2, . . . , n,
ìîæíà âèçíà÷èòè êîëè ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = b⃗ ¹ íåñóìiñíîþ, àáî ìà¹ áåçëi÷
ðîçâ'ÿçêiâ. Ó äâîõ öèõ âèïàäêàõ detA = 0, ïðè÷îìó óñi äåòåðìiíàíòè detAi(⃗b), i =
1, 2, . . . , n, îäíî÷àñíî àáî ðiâíi íóëþ, àáî æ âiäìiííi âiä íóëÿ. Îòîæ, ìà¹ìî:
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(1) ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = b⃗ ¹ íåñóìiñíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè detA = 0

i detAi(⃗b) ̸= 0 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n;

(2) ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ax⃗ = b⃗ ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
detA = 0 i detAi(⃗b) = 0 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n.

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó (2) çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà íå ìîæíà îïèñàòè ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè Ax⃗ = b⃗.

Ïðè¹äíàíà ìàòðèöÿ. Ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 1.2.157. Íåõàé An×n = [aij]. Îá÷èñëèìî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ âñiõ
åëåìåíòiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Ìàòðèöÿ

C∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
...

...
. . .

...
A1n A2n · · · Ann


íàçèâà¹òüñÿ ïðè¹äíàíîþ ìàòðèöåþ.

Ëåìà 1.2.158 (ïðî ôàëüøèâèé ðîçêëàä âèçíà÷íèêà). Ñóìà äîáóòêiâ åëåìåí-
òiâ áóäü-ÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ iíøîãî ðÿäêà
(ñòîâïöÿ) ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìà¹ìî ìàòðèöþ An×n = [aij]. Äîâåäåìî, ùî

ak1Al1 + . . .+ aknAln = 0

äëÿ äîâiëüíèõ iíäåêñiâ k ̸= l. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêà îòðèìó¹-
òüñÿ ç ìàòðèöi A çàìiíîþ éîãî l-ãî ðÿäêà k-èì. Òîäi ç îäíîãî áîêó âií äîðiâíþ¹ íóëþ,
îñêiëüêè ìà¹ äâà îäíàêîâèõ ðÿäêè, à ç iíøîãî � ðîçêëàäàþ÷è éîãî çà l-èì ðÿäêîì
çíàõîäèìî:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

. . .
...

ak1 · · · akn
...

. . .
...

ak1 · · · akn
...

. . .
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ak1Al1 + . . .+ aknAln.

Îòæå,
ak1Al1 + . . .+ aknAln = 0,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 1.2.159. ßêùî ìàòðèöÿ An×n = [aij] � îáîðîòíà, òî

A−1 =
1

detA
·


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
...

...
. . .

...
A1n A2n · · · Ann

 =
1

detA
· C∗.
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Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëèìî äîáóòîê

A · 1

detA
· C∗.

Íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A ·C∗ çà ëåìîþ ïðî ôàëüøèâèé ðîçêëàä âèçíà÷íèêà
äîðiâíþþòü íóëþ, à äiàãîíàëüíi � âèçíà÷íèêó ìàòðèöi, îñêiëüêè ¹ ñóìàìè åëåìåíòiâ
ïåâíîãî ðÿäêà íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ òîãî æ ðÿäêà. Òàêèì ÷èíîì,

A · 1

detA
· C∗ = I,

à öå i îçíà÷à¹, ùî

A−1 =
1

detA
· C∗.

Îòæå, äîâåäåíà òåîðåìà ôàêòè÷íî ñòâåðäæó¹, ùî îáåðíåíà äî ìàòðèöi A ¹ òðàíñ-
ïîíîâàíîþ ìàòðèöåþ àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, ÿêi ïîäiëåíî íà
âèçíà÷íèê ìàòðèöi A.
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1.3 Åëåìåíòè ëiíiéíî¨ àëãåáðè

1.3.1 Ùå ïðî ëiíiéíó çàëåæíiñòü

Âåêòîðíi ïðîñòîðè áóëè âæå âèçíà÷åíi ó ïiäðîçäiëi 1.2.7. Äàíèé ïiäðîçäië äà¹
ïiäñóìîê óñiõ âàæëèâèõ ôàêòiâ ïðî âåêòîðíi ïðîñòîðè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ëåê-
öiÿõ. Äëÿ îòðèìàííÿ áiëüø äåòàëüíî¨ iíôîðìàöi¨ çàöiêàâëåíèé ÷èòà÷ çâåðòà¹òüñÿ äî
áóäü-ÿêîãî ïiäðó÷íèêà ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè, íàïðèêëàä, äî ïåðåëi÷åíèõ ìîíîãðàôié ó
áiáëiîãðàôi¨ öüîãî êóðñó. Äëÿ ïðîñòîòè, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, âñi âåêòîðíi ïðîñ-
òîðè ìè ââàæà¹ìî ñêií÷åííî âèìiðíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè íàä ïîëåì äiéñíèõ
÷èñåë.

Òiñíî ïîâ'ÿçàíå ç ïîíÿòòÿì ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ � öå ïîíÿòòÿ ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ òî÷îê.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Åëåìåíòè p0,p1, . . . ,pk âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî
íåçàëåæíèìè òî÷êàìè, ÿêùî

p1 − p0,p2 − p0, . . . ,pk − p0

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ÿê âåêòîðè, i â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó öi åëåìåíòè íàçèâà-
þòüñÿ ëiíiéíî çàëåæíèìè òî÷êàìè.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ î÷åâèäíîþ i ìè çàëèøà¹ìî ¨¨ äîâåäåííÿ ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 1.3.2. Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü ÷è çàëåæíiñòü òî÷îê íå çàëåæàòü âiä ïî-
ðÿäêó, â ÿêîìó âîíè ïåðåðàõîâàíi.

Íà ðèñ. 1.5(a) òî÷êè p0,p1 i p2 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè òî÷êàìè, àëå íà ðèñ. 1.5(b)

p1

p0

p2

p1 − p0

p2 − p0

(a)

p0

p1

p2

p1 − p0

p2 − p0

(b)

Ðèñ. 1.5: Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü òà çàëåæíiñòü òî÷îê
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òî÷êè p0,p1 i p2 ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè òî÷êàìè. Iíòó¨òèâíî êàæó÷è, òî÷êè ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíèìè, ÿêùî âîíè ïîðîäæóþòü ìàêñèìàëüíèé âèìiðíèé ïðîñòið (ìàêñèìàëü-
íèé ùîäî êiëüêîñòi çàëó÷åíèõ òî÷îê). Íà ðèñ. 1.5(a) òà 1.5(b) òî÷êè ïîðîäæóþòü,
âiäïîâiäíî, äâî- òà îäíîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè. ×åðåç òå, ùî òðè òî÷êè ìîæóòü ïîðîä-
æóâàòè äâîâèìiðíèé ïðîñòið, òî òî÷êè íà ðèñ. 1.5(b) íàçèâàþòü ëiíiéíî çàëåæíèìè.

Iíîäi õî÷åòüñÿ ðîçêëàñòè âåêòîðíèé ïðîñòið íà ñóìó éîãî ïiäïðîñòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.3.3. ÍåõàéX i Y � ïiäìíîæèíè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Ñóìà X+Y
ìíîæèí X i Y âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

−→x + Y =
{−→x +−→y | −→x ∈X i −→y ∈ Y

}
.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè î÷åâèäíå.

Òåîðåìà 1.3.4. ßêùî X i Y � ïiäïðîñòîðè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , òî X + Y ¹
ïiäïðîñòîðîì â V .

Îçíà÷åííÿ 1.3.5. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ
ïiäïðîñòîðiâ X i Y , i ìè öå ïîçíà÷àòèìåìî V = X ⊕ Y , ÿêùî

V = X + Y i X ∩ Y = {−→0 }.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.3.6. Íåõàé X i Y � ïiäïðîñòîðè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Òîäi V =
X ⊕ Y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæåí âåêòîð −→v ∈ V ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ ó
âèãëÿäi −→v = −→x +−→y , äå −→x ∈X i −→y ∈ Y .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî V = X ⊕ Y i íåõàé −→a = −→x 1 +
−→y 1 = −→x 2 +

−→y 2 äëÿ
äåÿêîãî âåêòîðà −→a ∈ V , äå −→x 1,

−→x 2 ∈X i −→y 1,
−→y 2 ∈ Y . Òîäi

−→
0 = −→a −−→a = (−→x 1 +

−→y 1)− (−→x 2 +
−→y 2) = (−→x 1 −−→x 2) + (−→y 1 −−→y 2).

Ïðèïóñòèìî, ùî −→x 1 − −→x 2 ̸=
−→
0 àáî −→y 1 − −→y 2 ̸=

−→
0 . Òîäi, îñêiëüêè −→x 1 − −→x 2 =

−(−→y 1 − −→y 2),
−→x 1 − −→x 2 ∈ X i −→y 1 − −→y 2 ∈ Y , òî −→x 1 − −→x 2,

−→y 1 − −→y 2 ∈ X ∩ Y . À öå
ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî X ∩ Y = {−→0 }.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîæåí âåêòîð −→v ∈ V ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi −→v =
−→x +−→y , äå −→x ∈ X i −→y ∈ Y . ßêùî X ∩ Y ̸= {−→0 }, òî âçÿâøè äîâiëüíèé íåíóëüîâèé
âåêòîð −→a ∈ X ∩ Y , ìè îòðèìó¹ìî, ùî −→a ∈ X i −→a ∈ Y , òîáòî −→a = −→a +

−→
0 , äå

−→a ∈ X i
−→
0 ∈ Y , i −→a =

−→
0 + −→a , äå −→0 ∈ X i −→a ∈ Y . Îòðèìàíå ñóïåðå÷èòü íàøîìó

ïðèïóùåííþ, ùî êîæåí âåêòîð −→v ∈ V ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi −→v = −→x +−→y ,
äå −→x ∈X i −→y ∈ Y .

Îçíà÷åííÿ 1.3.7. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ (ïåðåòâîðåííÿ). ßêùî T 2 = T , òî âiäîáðàæåííÿ T íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì
ïðîåêòóâàííÿ íà V .

Ó öüîìó îçíà÷åííi ïiä çàïèñîì T 2 = T , äå T : V → V � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
(ïåðåòâîðåííÿ) âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V áóäåìî ðîçóìiòè, ùî T 2(−→x ) = T (T (−→x )) =
T (−→x ) äëÿ êîæíîãî −→x ∈ V .



1.3. Åëåìåíòè ëiíiéíî¨ àëãåáðè 81

Òåîðåìà 1.3.8. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. ßêùî T : V → V � îïåðàòîð
ïðîåêòóâàííÿ íà V , òî

V = im(T )⊕ ker(T ).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì òîãî ôàêòó, ùî
êîæåí âåêòîð −→v ∈ V ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

−→v = T (−→v ) + (−→v − T (−→v ))

i î÷åâèäíî, ùî ðiçíèöÿ −→v − T (−→v ) íàëåæèòü ÿäðó ker(T ) îïåðàòîðà ïðîåêòóâàííÿ
T : V → V .

ßêùî V = im(T )⊕ ker(T ), òî âiäîáðàæåííÿ V → X : −→x +−→y = −→x , äëÿ −→x ∈ X i
−→y ∈ Y , ¹ î÷åâèäíî îïåðàòîðîì ïðîåêòóâàííÿ. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ âiäïîâiäíiñòþ ìiæ îïåðàòîðàìè ïðîåêöi¨ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði
òà ïðÿìèìè éîãî ñóìàìè.
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1.3.2 Ñêàëÿðíi äîáóòêè

Îçíà÷åííÿ 1.3.9. Íåõàé V i, i = 1, . . . , n, i W � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì k.
Âiäîáðàæåííÿ

f : V 1 × V 2 × · · · × V n →W

íàçèâà¹òüñÿ ïîëiëiíiéíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî iíäåêñó i = 1, . . . , n âèêîíóþòüñÿ òàêi
äâi âëàñòèâîñòi:

f(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v i +
−→v ′

i, . . . ,
−→v n) = f(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v i, . . . ,

−→v n)+

+ f(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v ′
i, . . . ,

−→v n),

f(−→v 1,
−→v 2, . . . , c

−→v i, . . . ,
−→v n) = cf(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v i, . . . ,

−→v n),

äëÿ âñiõ −→v j ∈ V j i c ∈ k.

Åêâiâàëåíòíî, âiäîáðàæåííÿ f ¹ ïîëiëiíiéíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî iíäåêñà i =
1, . . . , n i äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v i−1,

−→v i+1, . . . ,
−→v n ç

−→v j ∈ V j âiäîáðàæåííÿ
ç V i â W âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

−→v 7→ f(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v i−1,
−→v i,
−→v i+1, . . . ,

−→v n)

¹ ëiíiéíèì. ßêùî n = 2, òî â öüîìó âèïàäêó âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ áiëiíiéíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.3.10. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k = C (àáî k = R).
Áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

⟨ , ⟩ : V × V → k : (−→u ,−→v ) 7→
〈−→u ,−→v 〉 ,

íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì ÷è âíóòðiøíiì äîáóòêîì íà V , ÿêùî öå âiäîáðàæåííÿ çà-
äîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi äâi óìîâè äëÿ âñiõ −→u ,−→v ∈ V :

(1) ⟨−→u ,−→v ⟩ = ⟨−→v ,−→u ⟩ (ÿêùî k = R òî ⟨−→u ,−→v ⟩ = ⟨−→v ,−→u ⟩, òîáòî ôóíêöiÿ ⟨ , ⟩ ¹
ñèìåòðè÷íîþ);

(2) ⟨−→u ,−→u ⟩ > 0 äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→u .

Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî êâàäðàòó ⟨−→u ,−→u ⟩ âåêòîðà −→u ¹ çàâæäè äiéñ-
íèì ÷èñëîì çà óìîâîþ (1), à îòæå âëàñòèâiñòü (2) ìà¹ çìiñò. Ëåãêî äîâåñòè, ùî â
çàãàëüíîìó âèïàäêó ñêàëÿðíèé äîáóòîê òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè

⟨−→0 ,−→u ⟩ = 0, äëÿ âñiõ −→u ∈ V ,

i
⟨−→u ,−→u ⟩ = 0, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè −→u =

−→
0 .

Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi â ÿêîñòi âïðàâè äîâåñòè öi äâi ðiâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.3.11. Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

−→u • −→v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Îçíà÷åííÿ 1.3.12. Ñòàíäàðòíèé òî÷êîâèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Cn âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

−→u • −→v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.
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Òåîðåìà 1.3.13. Òî÷êîâi äîáóòêè íà Rn i Cn ¹ ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî òî÷êîâi äîáóòêè íà Rn i Cn çàäîâîëü-
íÿþòü âëàñòèâîñòi (1) i (2) ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó
äîâåñòè òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.3.13.

ßêùî âñå, ùî õî÷åòüñÿ çðîáèòè, öå ìàòè òî÷êîâèé äîáóòîê íà Rn, ìè ìîãëè á
âiäìîâèòèñÿ âiä îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i ïðîñòî äîâåëè, ùî òî÷êîâèé äîáó-
òîê çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi, ïåðåëi÷åíi â éîãî îçíà÷åííi. Îäíàê ñåíñ àáñòðàãóâàííÿ
îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé â îçíà÷åííi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíî âèîêðåìëþ¹ ñóòò¹âi âëàñ-
òèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i íå ìîæå áóòè âiäõèëåíèì äåòàëÿìè. Âåêòîðíi ïðîñòîðè
äîïóñêàþòü áàãàòî ðiçíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóò-
êó.

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði äîçâîëÿ¹ íàì äàòè ïðîñòå îçíà÷åííÿ
äîâæèíè âåêòîðà ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.3.14. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ⟨ , ⟩ i
−→v ∈ V . Îçíà÷èìî äîâæèíó |−→v | âåêòîðà −→v çà ôîðìóëîþ

|−→v | =
√〈−→v ,−→v 〉.

Âåêòîð äîâæèíè 1 íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì âåêòîðîì.

ßêùî âèïèñàòè öå îçíà÷åííÿ äîâæèíè âåêòîðà äëÿ ñòàíäàðòíîãî òî÷êîâîãî äî-
áóòêó íà Rn çà éîãî êîîðäèíàòàìè, âèäíî, ùî öå ïðîñòî çâè÷àéíà åâêëiäîâà äîâæèíà;
îäíàê öå íå äóæå âàæëèâèé ìîìåíò. Ñàìå âëàñòèâiñòü (2) â îçíà÷åííi òî÷êîâîãî äî-
áóòêó ãàðàíòó¹, ùî íàøå îçíà÷åííÿ äîâæèíè âåêòîðà êîðåêòíî âèçíà÷åíå. Öÿ òà
iíøi âëàñòèâîñòi òàêîæ ãàðàíòóþòü, ùî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà áóäå âèêîíóâàòèñÿ
(äèâ. òåîðåìó 1.3.16 íèæ÷å), à îòæå ìè ìàëè õîðîøå îçíà÷åííÿ äîâæèíè âåêòîðà ó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Íà öåé àñïåêò ïîòðiáíî íàãîëîñèòè. Òå,
ùî ðîáèòü ëiíiéíó àëãåáðó êðàñèâîþ, öå ñàìå òå, ùî âîíà äîçâîëÿ¹ íàì ðîçâ'ÿçóâàòè
çàäà÷i åëåãàíòíèì, ÷èñòèì ñïîñîáîì, íå âòðó÷àþ÷èñü ó áðóäíi îá÷èñëåííÿ ç êîîðäè-
íàòàìè. Äîêè ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ëèøå çàãàëüíi (i ñóòò¹âi) âëàñòèâîñòi, òàêi, ÿê â
îçíà÷åííi äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîäóêòó, ìè çìîæåìî äàòè ïðîñòi äîâåäåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.3.15. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ òî÷îê p, q ∈
V îçíà÷èìî âåêòîð ç p äî q, ÿêèé áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç −→pq, çà ôîðìóëîþ

−→pq = q − p.

ßêùî íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V âèçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê, òî âiäñòàíü âiä p äî
q, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç dist(p, q), âèçíà÷àòèìåìî çà ôîðìóëîþ

dist(p, q) = |−→pq|.

Iñíóþòü äâi äóæå âàæëèâi íåðiâíîñòi, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó: öå íå-
ðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà (íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî) òà íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà,
ÿêi äîâåäåíî â òåîðåìi 1.3.16.
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Òåîðåìà 1.3.16. Íåõàé −→u i −→v � âåêòîðè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì ⟨ , ⟩. Òîäi:

(1)
∣∣〈−→u ,−→v 〉∣∣ ⩽ ∣∣−→u ∣∣ · ∣∣−→v ∣∣ (íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà)2, i öÿ íåðiâíiñòü ïåðå-
òâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè −→u i −→v ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè;

(2)
∣∣−→u +−→v

∣∣ ⩽ ∣∣−→u ∣∣+∣∣−→v ∣∣ (íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà), i öÿ íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ-
¹òüñÿ â ðiâíiñòü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè −→u i −→v ¹ ëiíiéíî çàëåæíè-
ìè.

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé c ∈ k � äîâiëüíèé ñêàëÿð. Òîäi

−→
0 ⩽

〈−→u − c−→v ,−→u − c−→v 〉 =
=
〈−→u ,−→u 〉− 2c

〈−→u ,−→v 〉+ c2
〈−→v ,−→v 〉 =

=
∣∣−→u ∣∣2 − 2c

〈−→u ,−→v 〉+ c2
∣∣−→v ∣∣2 . (1.16)

ßêùî ìè ðîçãëÿíåìî êðàéíþ ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòåé (1.16) ÿê êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ
âiäíîñíî çìiííî¨ c, òî ìîæíà âèêîðèñòàòè âëàñòèâiñòü äèñêðèìiíàíòà äëÿ êâàäðàòè÷-
íî¨ ôóíêöi¨, ùî íåðiâíiñòü ∣∣−→u ∣∣2 − 2c

〈−→u ,−→v 〉+ c2
∣∣−→v ∣∣2 < 0

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè(
−2
〈−→u ,−→v 〉)2 − 4

∣∣−→u ∣∣2 ∣∣−→v ∣∣2 < 0,

çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü
∣∣〈−→u ,−→v 〉∣∣ ⩽ ∣∣−→u ∣∣ · ∣∣−→v ∣∣.

Çàóâàæèìî, ëåãêî áà÷èòè, ùî íåðiâíiñòü (1.16) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè −→u = c−→v àáî −→u = −→v =

−→
0 , òîáòî âåêòîðè −→u i −→v ¹ ëiíiéíî

çàëåæíèìè.

Àëüòåðíàòèâíèé ñïîñiá äîâåñòè íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà � öå ïðîñòî âñòàíîâèòè
çíà÷åííÿ

c =
1∣∣−→v ∣∣2 〈−→u ,−→v 〉

â íåðiâíîñòi (1.16) i ñïðîñòèòè îòðèìàíèé âèðàç.

Òâåðäæåííÿ (2) òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi Êîøi-Øâàðöà, îñêiëüêè∣∣−→u +−→v
∣∣2 = 〈−→u +−→v ,−→u +−→v

〉
=

=
∣∣−→u ∣∣2 + 2

〈−→u ,−→v 〉+ ∣∣−→v ∣∣2 ⩽
⩽
∣∣−→u ∣∣2 + 2

∣∣−→u ∣∣ · ∣∣−→v ∣∣+ ∣∣−→v ∣∣2 =
=
(∣∣−→u ∣∣+ ∣∣−→v ∣∣)2 ,

i öÿ íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü çà óìîâè, êîëè âåêòîðè −→u i −→v ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè.
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p

q

r

∣∣−→pq∣∣
∣∣−→qr∣∣

∣∣−→pr∣∣

Ðèñ. 1.6: Íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñóìà äîâæèí äâîõ
ñòîðií òðèêóòíèêà áiëüøà çà äîâæèíó òðåòüî¨ ñòîðîíè (äèâ. ðèñ. 1.6) i éîãî ñôîðìó-
ëüîâàíî â íàñòóïíîìó íàñëiäêó.

Íàñëiäîê 1.3.17. ßêùî p, q, r ∈ Rn, òî∣∣−→pr∣∣ < ∣∣−→pq∣∣+ ∣∣−→qr∣∣
çà óìîâè, ùî òî÷êè p, q i r íå ¹ êîëiíåàðíèìè.

2Ó ìàòåìàòè÷íi ëiòåðàòóði öÿ íåðiâíiñòü òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî.
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1.4 Ïðÿìi

Íàøà ïåðøà ìåòà â öüîìó ðîçäiëi � îõàðàêòåðèçóâàòè ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè åâ-
êëiäîâîãî ïðîñòîðó òà óçàãàëüíèòè äåÿêi îñíîâíi ôàêòè ïðî íèõ. Ïðî òî÷êè, òîáòî
0-âèìiðíi ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè, íå ìîæíà ñêàçàòè áàãàòî, àëå îäíîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè,
à ñàìå �ïðÿìi� ëiíi¨ � öå îñîáëèâèé âèïàäîê, íà ÿêèé âàðòî çâåðíóòè óâàãó îêðåìî.

Ïåðø çà âñå, ðîçãëÿíåìî ïðÿìi íà ïëîùèíi. Çâè÷àéíå âèçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ â äàíîìó
âèïàäêó � öå ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.1 (ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi). Äîâiëüíà ìíîæèíà L â R2

âèãëÿäó
{(x, y) | ax+ by = c} , (1.17)

äå a, b i c � äîâiëüíi ôiêñîâàíi äiéñíi êîíñòàíòè (÷èñëà) òàêi, ùî a i b îäíî÷àñíî
âiäìiííi âiä íóëÿ, íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ (äèâ. ðèñ. 1.7(a)). ßêùî a = 0, òî ïðÿìà

y

xO

c
b

c
a

(a)

y

xO

c
b

(b)

y

xO c
a

(c)

Ðèñ. 1.7: Ïðÿìà

íàçèâà¹òüñÿ ãîðèçîíòàëüíîþ (äèâ. ðèñ. 1.7(b)). ßêùî b = 0, òî ïðÿìà íàçèâà¹òüñÿ
âåðòèêàëüíîþ (äèâ. ðèñ. 1.7(c)). ßêùî b ̸= 0, òî ÷èñëî −a/b íàçèâà¹òüñÿ êóòîâèì
êîåôiöi¹íòîì ïðÿìî¨.

Õî÷à ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ ¹äèíó ïðÿìó, ñàìå ðiâíÿííÿ íå âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷-
íî ïðÿìîþ. Ìîæíà ïîìíîæèòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà áóäü-ÿêó íåíóëüîâó êîíñòàíòó, i
îòðèìàíå ðiâíÿííÿ, ÿêå âñå îäíî âèçíà÷àòèìå òó æ ñàìó ïðÿìó (äèâ. âïðàâó 1.17.22).

Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç êóòîâèé êîåôiöi¹íò i âiäðiçîê : ïðÿìà ç êóòîâèì êîåôiöi-
¹íòîì m i y-âiäðiçêîì (0, b) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

y = mx+ b. (1.18)

Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç òî÷êó òà êóòîâèé êîåôiöi¹íò: ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó (x1, y1) ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì m âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

y − y1 = m(x− x1). (1.19)
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Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç äâi òî÷êè: ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíÿ òî÷êè
(x1, y1) i (x2, y2) (äèâ. ðèñ. 1.8) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1). (1.20)

y

xO

(x2, y2)

(x1, y1)

Ðèñ. 1.8: Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç äâi òî÷êè

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (1.18)�(1.20) ìîæíà çàñòîñóâàòè ëèøå äëÿ íåâåðòèêàëü-
íèõ ïðÿìèõ, òîáòî öi ðiâíÿííÿ âèçíà÷àþòü ëèøå íåâåðòèêàëüíi ïðÿìi.

Êîëè ¹ ïîòðåáà âèçíà÷èòè ïðÿìi â áiëüø âèñîêèõ âèìiðàõ, òîäi âæå íå ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ¹äèíå ðiâíÿííÿ, i äàëi ìè äàìî àëüòåðíàòèâíå îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨,
ÿêå ïðàöþ¹ ó âñiõ âèìiðàõ. Íà îñíîâi iíòó¨òèâíî çðîçóìiëî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ iäå¨ ëiíiÿ
âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êîþ òà íàïðÿìêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.4.2 (ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç òî÷êó òà íàïðÿìíèé âåêòîð). Äî-
âiëüíà ìíîæèíà L â Rn âèãëÿäó {

p+ t−→v | t ∈ R
}
, (1.21)

äå p � ôiêñîâàíà òî÷êà i −→v � ôiêñîâàíèé íåíóëüîâèé âåêòîð â Rn, íàçèâà¹òüñÿ
ïðÿìîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó p. Âåêòîð −→v íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì âåêòîðîì
ïðÿìî¨ L (äèâ. âèïàäîê n = 3 íà ðèñ. 1.9). Ðîçãëÿäàþ÷è îêðåìî êîìïîíåíòè òèïîâî¨
òî÷êè x = p + t−→v íà ïðÿìié L, òîáòî ðîçêëàâøè ïîêîîðäèíàòíî ðiâíiñòü âåêòîðiâ
x = p+ t−→v , îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

x1 = p1 + tv1,
x2 = p2 + tv2,
· · · · · ·

xn = pn + tvn, t ∈ R.

(1.22)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨.
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y

z

x

O
−→v

−→v

p

Ðèñ. 1.9: Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç òî÷êó òà íàïðÿìíèé âåêòîð

Ó âèïàäêó ïëîùèíè ëåãêî áà÷èòè, ùî âèùå îïèñàíi îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ óçãîäæó-
þòüñÿ (äèâ. âïðàâó 1.17.23). Îçíà÷åííÿ, çàñíîâàíå íà ðiâíÿííi ôîðìóëè (1.17), ¹ íå-
ÿâíèì îçíà÷åííÿì, òîáòî îá'¹êò áóâ âèçíà÷åíèé ðiâíÿííÿì, òîäi ÿê îçíà÷åííÿ çà
äîïîìîãîþ ôîðìóëè (1.21) ¹ ÿâíèì îçíà÷åííÿì, òîáòî îá'¹êò âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷êè
çîðó ïàðàìåòðèçàöi¨. Ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè t ÿê ÷àñîâèé ïàðàìåòð i ïðî òå, ùî
éäåìî ïî ïðÿìié, ïåðåáóâàþ÷è â òî÷öi p+ t−→v â ìîìåíò ÷àñó t.

Çàóâàæèìî, ùî íàïðÿìíèé âåêòîð äëÿ ïðÿìî¨ íå ¹ ¹äèíèì. Áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé
âåêòîð êðàòíèé âåêòîðó −→v áóäå âèçíà÷àòè òó æ ñàìó ïðÿìó. Íàïðÿìíi âåêòîðè ¹
àíàëîãàìè êóòîâèõ êîåôiöi¹íòiâ ó âèùèõ âèìiðàõ.

Ïðèêëàä 1.4.3. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè p = (0, 2, 3)
i q = (−2, 1,−1).
Ðîçâ'ÿçîê. Âåêòîð −→pq = (−2,−1,−4) ¹ íàïðÿìíèì âåêòîðîì ïðÿìî¨ L, à îòæå ïà-
ðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ L ¹

x = −2t,
y = 2− t,
z = 3− 4t.

Ïðèêëàä 1.4.4. Âèçíà÷èòè ÷è ïåðåòèíàþòüñÿ ïðÿìi L1 i L2, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ïà-
ðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè:

L1 : x = 1− t
y = 2 + t
z = −1 + t

L2 : x = 2 + t
y = 1− 2t
z = −2 + t.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

1− t = 2 + s
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2 + t = 1− 2s

−1 + t = −2 + s

äëÿ çìiííèõ s i t. Äîäàâøè ïåðøå òà äðóãå ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ìî, ùî

3 = 3− s,

à îòæå s = 0. Ïiäñòàâèâøè s = 0 â ïåðøå ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî t = −1. Îñêiëüêè
äâà çíà÷åííÿ t = −1 i s = 0 çìiííèõ çàäîâîëüíÿþòü òðåò¹ ðiâíÿííÿ, òî ïiäñòàâèâøè
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t = −1 â ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ L1 ìà¹ìî, ùî ïðÿìi L1

i L2 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi (2, 1,−2). Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ìè îòðèìà¹ìî, ÿêùî
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà s = 0 ïiäñòàâèìî â ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ L2 çàìiñòü
ïàðàìåòðà t.

Çàóâàæåííÿ 1.4.5. Ïîøèðåíà ïîìèëêà ïðè ñïðîái ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó, ïîäiáíó äî
ïðèêëàäó 1.4.4, � âèêîðèñòîâóâàòè îäíó i òó æ çìiííó äëÿ s i t. Òiëüêè òîìó, ùî
ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ, öå íå îçíà÷à¹, ùî ëþäè, ÿêi �éäóòü� ïî ïðÿìèõ, ïîòðàïëÿòü äî
òî÷êè ïåðåòèíó öèõ ïðÿìèõ â òîé æå �÷àñ�.

Îçíà÷åííÿ 1.4.6. Òî÷êè íàçèâàþòüñÿ êîëiíåàðíèìè, ÿêùî âîíè ëåæàòü íà îäíié
ïðÿìié òà íåêîëiíåàðíèìè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Îçíà÷åííÿ 1.4.7. Íåõàé p, q ∈ Rn. Ìíîæèíà{
p+ t−→pq | t ∈ [0, 1]

}
(1.23)

íàçèâà¹òüñÿ âiäðiçêîì âiä òî÷êè p äî òî÷êè q (äèâ. ðèñ. 1.10), i íàäàëi áóäå ïî-

y

z

x

O
t−→pq

p+ t−→pq

p

q

Ðèñ. 1.10: Âiäðiçîê âiä òî÷êè p äî òî÷êè q

çíà÷àòèñÿ ÷åðåç [p, q]. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî òî÷êè âiäðiçêà [p, q] ëåæàòü
(ðîçòàøîâàíi) ìiæ p i q.
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Çàóâàæèìî, ùî [p, q] = [q,p] (äèâ. âïðàâó 1.17.34). Âiäðiçîê â îñíîâíîìó óçàãàëü-
íþ¹ ïîíÿòòÿ çàìêíåíîãî iíòåðâàëó äiéñíî¨ ïðÿìî¨, ùî ïîÿñíþ¹ ïîçíà÷åííÿ, àëå öi äâà
ïîíÿòòÿ íå çîâñiì îäíàêîâi, ó âèïàäêó n = 1 (âïðàâà 1.17.34). Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ
äà¹ äóæå êîðèñíó àëüòåðíàòèâíó õàðàêòåðèñòèêó âiäðiçêà.

Òâåðäæåííÿ 1.4.8. Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi

[p, q] =
{
x ∈ Rn | |−→px|+ |−→xq| = |−→pq|

}
. (1.24)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
S =

{
x ∈ Rn | |−→px|+ |−→xq| = |−→pq|

}
.

Äëÿ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ [p, q] ⊆ S çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå òî÷êó x ∈ [p, q]. Òîäi
x = p+ t−→pq äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà t òàêîãî, ùî 0 ⩽ t ⩽ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|−→px|+ |−→xq| = |t| · |−→pq|+ |1− t| · |−→pq| = |−→pq|,

à îòæå x ∈ S.

Äëÿ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ S ⊆ [p, q] çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå òî÷êó x ∈ S. Îñêiëüêè

|−→px|+ |−→xq| = |−→pq| = |−→px+−→xq|,

òî ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè −→px i −→xq ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî −→px = t · −→xq. Òîäi

|t| · |−→xq|+ |−→xq| = |t · −→xq +−→xq|.

Iíøèìè ñëîâàìè,
|t|+ 1 = |t+ 1|. (1.25)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.25) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü 0 ⩽ t. Àëå
ðiâíiñòü −→px = t · −→xq ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê

x = p+
1

1 + t
· −→pq.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî x ∈ [p, q], îñêiëüêè 0 ⩽
t

1 + t
⩽ 1.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòü ùå îäèí äîñèòü êîðèñíèé ôàêò. Âîíî òàêîæ âiäi-
ãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü ó äîâåäåííi ðÿäó ìàéáóòíiõ òåîðåì.

Òâåðäæåííÿ 1.4.9. Íåõàé p � òî÷êà íà ïðÿìié L. ßêùî c > 0, òî iñíó¹ äâi òà
ëèøå äâi òî÷êè x íà L òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü |−→px| = c.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé q � òî÷êà íà ïðÿìié L, âiäìiííà âiä òî÷êè p. Òîäi êîæíà òî÷êà
x íà ïðÿìié L ìà¹ âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì x = p+ s · −→pq, à îòæå c = |−→px| =
|s| · |−→pq|. Òîäi ëèøå s = ±t ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ |s| = c

|−→pq|
, äå t =

c

|−→pq|
. Iíøèìè

ñëîâàìè,
x = p+ t · −→pq àáî x = p− t · −→pq,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ íàøîãî òâåðäæåííÿ.
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y

z

x

O
−→v

p

q

Ðèñ. 1.11: Ïðîìiíü ç òî÷êè â íàïðÿìêó âåêòîðà

Íà çàâåðøåííÿ îçíà÷èìî ïîíÿòòÿ ïðîìåíÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.10. Íåõàé p, q,−→v ∈ Rn. ßêùî −→v ̸= −→0 , òî ïðîìåíåì ç òî÷êè p â
íàïðÿìêó −→v (äèâ. ðèñ. 1.11), ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ray(p,−→v ), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìó-
ëîþ

ray(p,−→v ) =
{
p+ t · −→v | 0 ⩽ t

}
.

ßêùî p ̸= q, òî ïðîìiíü ç òî÷êè p ÷åðåç òî÷êó q, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç [pq⟩,
âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

[pq⟩ = ray(p,−→pq).
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1.5 Êóòè

Iíòó¨òèâíå ïîíÿòòÿ êóòà ìiæ äâîìà âåêòîðàìè � öå òå, ùî ìîæíà ïî÷óòè ðàíiøå,
éìîâiðíî, âèâ÷àþ÷è åâêëiäîâó ãåîìåòðiþ â ñåðåäíié øêîëi. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîêà-
çó¹ìî, ùî iñíó¹ äóæå ïðîñòå ñòðîãå îçíà÷åííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ, ÿêå òàêîæ äóæå ëåãêî
îá÷èñëèòè. Âñå, ùî ìè ðîáèìî â öüîìó ïiäðîçäiëi, ñòîñó¹òüñÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòîðó iç âíóòðiøíiì äîáóòêîì, àëå, çàðàäè êîíêðåòíîñòi, ìè îáìåæó¹ìî
âèâ÷åííÿ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì iç éîãî ñòàíäàðòíèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.5.1. Íåõàé −→u ,−→v ∈ Rn. Îçíà÷èìî êóò θ ìiæ âåêòîðàìè −→u i −→v , ÿêèé
áóäåìî ïîçíà÷àòè ∠

(−→u ,−→v ), íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî îäèí ç âåêòîðiâ −→u àáî −→v ¹
íóëü-âåêòîðîì, òî θ = 0, â iíøîìó âèïàäêó θ ¹ äiéñíèì ÷èñëîì òàêèì, ùî

cos θ =
−→u • −→v∣∣−→u ∣∣ · ∣∣−→v ∣∣ i 0 ⩽ θ ⩽ π. (1.26)

Âiäçíà÷èìî ñóòî ôîðìàëüíèé àñïåêò öüîãî îçíà÷åííÿ i, ùî íàì ïîòðiáíà íåðiâ-
íiñòü Êîøi-Øâàðöà, ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî àáñîëþòíå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè â ðiâíîñòi
óìîâè (1.26) íå áiëüøå çà 1, iíàêøå òàêîãî êóòà íå iñíóâàëî á. Ìîòèâàöiÿ îçíà÷åí-
íÿ êóòà ìiæ âåêòîðàìè � öå òåîðåìà êîñèíóñiâ ç åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨, çîáðàæåíà íà
ðèñ. 1.12. Ùîá ïîáà÷èòè öå, íåîáõiäíî çàìiíèòè çíà÷åííÿ

∣∣−→p ∣∣, ∣∣−→q ∣∣, òà ∣∣−→p −−→q ∣∣ íà a,

a

−→p

b
−→q

c

θ

a2 + b2 − 2ab cos θ = c2

Ðèñ. 1.12: Òåîðåìà êîñèíóñiâ

b i c, âiäïîâiäíî, i ñïðîñòèòè ðåçóëüòàò.

Òåïåð, ÿêùî
∣∣−→u ∣∣ = 1, òî î÷åâèäíî, ùî

−→u • −→v =
∣∣−→v ∣∣ cos θ,
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i öÿ ôîðìóëà âèçíà¹ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ äîâæèíîþ ãiïîòåíóçè ïðÿìîêóòíîãî òðè-
êóòíèêà ç ãiïîòåíóçîþ −→v òà éîãî êàòåòîì ó íàïðÿìêó áàçèñíîãî âåêòîðà −→u (äèâ.
ðèñ. 1.13). Öå îçíà÷à¹, ùî ìè ìîæåìî äàòè íàñòóïíó êîðèñíó iíòåðïðåòàöiþ ñêàëÿð-

−→u∣∣−→v ∣∣ cos θ

−→v ∣∣−→v ∣∣
θ

∣∣−→u ∣∣ = 1 =⇒ −→u • −→v =
∣∣−→v ∣∣ cos θ

Ðèñ. 1.13: Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

íîãî äîáóòêó:

ÿêùî
∣∣−→u ∣∣ = 1, òî âåëè÷èíà −→u • −→v äîðiâíþ¹ äîâæèíi îðòîãîíàëüíî¨ ïðî¹êöi¨

âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u .

Îçíà÷åííÿ 1.5.2. Íåõàé −→u ,−→v ∈ Rn. ßêùî ∠
(−→u ,−→v ) = π/2, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî

öi âåêòîðè ïåðåïåíäèêóëÿðíi òà çàïèñóâàòèìåìî öå òàê: −→u ⊥ −→v . ßêùî ∠
(−→u ,−→v ) = 0

àáî ∠
(−→u ,−→v ) = π, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðè −→u i −→v ïàðàëåëüíi òà çàïèñóâà-

òèìåìî öå òàê: −→u ∥ −→v .

Îçíà÷åííÿ 1.5.3. Äâà âåêòîðè −→u i −→v ó äîâiëüíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði çi ñêà-
ëÿðíèì äîáóòêîì • íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî −→u • −→v = 0.

Òåîðåìà 1.5.4. Íåõàé −→u ,−→v ∈ Rn. Òîäi:

(i) −→u ⊥ −→v òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè −→u i −→v ¹ îðòîãîíàëüíèìè;
(ii) −→u ∥ −→v òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè −→u i −→v ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (i) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ.
(ii) ßêùî −→u ∥ −→v , òî çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî ∠

(−→u ,−→v ) = 0 àáî ∠
(−→u ,−→v ) = π. Òîäi

âåêòîðè −→u i −→v ¹ êîëiíåàðíèìè, òîáòî ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè.
Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè −→u i −→v ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Òîäi çà íåðiâíiñòþ

Êîøi-Øâàðöà (äèâ. òåîðåìà 1.3.16(1)) ìà¹ìî, ùî |⟨u,v⟩| = |u| · |v|, i ç îçíà÷åííÿ
ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî ∠

(−→u ,−→v ) = 0 àáî ∠
(−→u ,−→v ) = π, à îòæå−→u ∥ −→v .
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Õî÷à ñëîâà �îðòîãîíàëüíèé� i �ïåðïåíäèêóëÿðíèé� ìàþòü ðiçíi ïîíÿòiéíi îçíà-
÷åííÿ, òåîðåìà 1.5.4 ñòâåðäæó¹, ùî âîíè îçíà÷àþòü îäíå i òå æ ñàìå, i ìè ìà¹ìî
íàäçâè÷àéíî ïðîñòèé òåñò íà öþ âëàñòèâiñòü, à ñàìå íàì ïîòðiáíî ëèøå ïåðåâiðè-
òè, ÷è òî÷êîâèé äîáóòîê âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåâiðêà òîãî, ÷è äâà âåêòîðè
ïàðàëåëüíi, ¹ òðîõè ñêëàäíiøîþ. Ìè ïîâèííi ïåðåâiðèòè, ÷è îäèí ç íèõ ¹ êðàòíèì
iíøîìó.

Íà çâàâåðøåííi çàóâàæèìî, ÿêùî −→u = (u1, u2, . . . , un) ¹ îäèíè÷íèì âåêòîðîì,
òî ui = −→u • −→e i = cos θi, äå θi � êóò ìiæ âåêòîðîì −→u i áàçîâèì âåêòîðîì −→e i. Öå
îá ðóíòîâó¹ òàêó òåðìiíîëîãiþ:

Îçíà÷åííÿ 1.5.5. ßêùî −→v � íåíóëüîâèé âåêòîð, òî i-à êîìïîíåíòà îäèíè÷íîãî
âåêòîðà íàçèâà¹òüñÿ i-èì íàïðÿìíèì êîñèíóñîì âåêòîðà −→v .



1.6. Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi áàçè 95

1.6 Ïðîñòîðè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì: îðòîíîðìîâàíi

áàçè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi äóæå âàæëèâi ïîíÿòòÿ, ïîâ'ÿçàíi ç äî-
âiëüíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Ìè íàäàëi áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ • äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. ×èòà÷ ìîæå, çàäëÿ
êîíêðåòíîñòi, ïîäóìêè çàìiíèòè êîæíó ôðàçó �âåêòîðíèé ïðîñòið� ôðàçîþ �âåêòîð-
íèé ïiäïðîñòið Rn� àáî �âåêòîðíèé ïiäïðîñòið Cn�, àëå ïîâèíåí óñâiäîìèòè, ùî âñå,
ùî ìè ðîáèìî òóò, âèêîíó¹òüñÿ â áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó.

Íàïåâíî, ¹äèíèì íàéâàæëèâiøèì àñïåêòîì ïðîñòîðiâ çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹
iñíóâàííÿ îñîáëèâî õîðîøîãî òèïó áàç.

Îçíà÷åííÿ 1.6.1. Âåêòîðè −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì íàçèâàþòüñÿ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî −→v i • −→v j = 0 äëÿ i ̸= i. Ìíî-
æèíó âåêòîðiâ áóäåìî íàçèâàòè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíîþ ìíîæèíîþ, ÿêùî âîíà ¹ àáî
ïîðîæíüîþ, àáî ¨¨ âåêòîðè ¹ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè.

Îçíà÷åííÿ 1.6.2. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i B � áàçà
ïðîñòîðó V . ßêùî B � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíà ìíîæèíà âåêòîðiâ, òî B íàçèâà¹òüñÿ
îðòîãîíàëüíîþ áàçîþ â V , i ÿêùî, êðiì òîãî, âåêòîðè áàçè B ¹ îäèíè÷íèìè, òî
B íàçèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ. Ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó, êîëè âåêòîðíèé
ïðîñòið V ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëü-âåêòîðà, òî çðó÷íî íàçèâàòè ïîðîæíþ ìíîæèíó
îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ â V .

Îðòîíîðìîâàíi áàçè ÷àñòî áóâàþòü äóæå êîðèñíèìè, îñêiëüêè âîíè ìîæóòü çíà÷-
íî ñïðîñòèòè îá÷èñëåííÿ. Íàïðèêëàä, ÿêáè ìè õîòiëè âèðàçèòè âåêòîð −→v ÷åðåç áàçèñ
−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n, òî íàì çàçâè÷àé äîâåäåòüñÿ ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíå ðiâíÿííÿ

−→v = a1
−→v 1 + a2

−→v 2 + . . .+ an
−→v n

äëÿ êîåôiöi¹íòiâ a1, a2, . . . , an. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó áàçó, òî
öå äóæå ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ai =

−→v •−→v i òà íå ìà¹, ùî ðîçâ'ÿçóâàòè. Íàøèì ïåðøèì
êðîêîì áóäå îïèñàííÿ àëãîðèòìó, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ àëãîðèòìîì Ãðàìà-Øìiäòà, ùî
ïåðåòâîðþ¹ äîâiëüíó áàçó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó â îðòîíîðìîâàíó.

Àëãîðèòì Ãðàì-Øìiäòà � öå àëãîðèòì, ÿêèé ôàêòè÷íî ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé
äî áóäü-ÿêîãî íàáîðó âåêòîðiâ i ñòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíó áàçó äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñ-
òîðó, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ öèõ âåêòîðiâ. Ìè ïðîiëþñòðó¹ìî, ÿê ïðàöþ¹ öåé
àëãîðèòì ó âèïàäêó äâîõ i òðüîõ âåêòîðiâ.

Íåõàé −→v 1 i −→v 2 � äâà íåíóëüîâi âåêòîðè. Òîäi −→u 1 =
1

|−→v 1|
−→v 1 ¹ îäèíè÷íèì âåê-

òîðîì. Ìè õî÷åìî çíàéòè îäèíè÷íèé âåêòîð −→u 2, ùî ¹ îðòîãîíàëüíèì äî âåêòîðà
−→u 1, à îòæå ëiíiéíi îáîëîíêè âåêòîðiâ −→u 1 i

−→u 2 i âåêòîðiâ
−→v 1 i

−→v 2 çáiãàþòüñÿ (äèâ.
ðèñ. 1.14). ßêùî á ìè ìîãëè çíàéòè îðòîãîíàëüíèé âåêòîð −→w äî âåêòîðà −→u 1, òî âñå,
ùî íàì ïîòðiáíî ùîá îòðèìàòè âåêòîð −→u 2, öå çðîáèòè âåêòîð −→w îäèíè÷íî¨ äîâæè-
íè, çà óìîâè, ùî âåêòîð −→w íå ¹ íóëüîâèì. Àëå âåêòîð −→w ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè ç
�îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨� −→v âåêòîðà −→v 2 íà âåêòîð

−→u 1, i ÿê ìè âêàçóâàëè â ïiäðîçäi-
ëi 1.5, ùî âåêòîð −→v ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ òî÷êîâîãî äîáóòêó. Íàâåäåíi íèæ÷å
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−→v 2

−→v 1

−→w

−→u 1

−→v

−→u 2

Ðèñ. 1.14: Ïðîñòà ãåîìåòðè÷íà ïðîåêöiÿ

ðiâíÿííÿ ïiäñóìîâóþòü, ÿê ìîæíà îá÷èñëèòè îðòîíîðìîâàíó áàçó −→u 1,
−→u 2:

−→u 1 =
1

|−→v 1|
−→v 1,

−→u 2 =
1

|−→w |
−→w ,

(1.27)

äå

−→w = −→v 2 −−→v ,
−→v =

(−→v 2 • −→u 1

)−→u 1.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî öi îá÷èñëåííÿ ñïðàâäi äàþòü ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè îðòîãî-
íàëüíi âåêòîðè, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî òî÷êîâèé äîáóòîê âåêòîðiâ −→w i −→u 1 äîðiâíþ¹
íóëþ. Ñïðàâäi, ìà¹ìî

−→w • −→u 1 =
(−→v 2 −

((−→v 2 • −→u 1

)−→u 1

))
• −→u 1 =

= −→v 2 • −→u 1 −
((−→v 2 • −→u 1

)−→u 1

)
• −→u 1 =

= −→v 2 • −→u 1 −
(−→v 2 • −→u 1

) (−→u 1 • −→u 1

)
=

= −→v 2 • −→u 1 −
(−→v 2 • −→u 1

)
· 1 =

= −→v 2 • −→u 1 −−→v 2 • −→u 1 =

= 0.

Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî÷åìî ïîáóäóâàòè îðòîíîðìîâàíó áàçó äëÿ ïðîñòîðó,
ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ òðüîõ âåêòîðiâ −→v 1,

−→v 2 i
−→v 3 (äèâ. ðèñ. 1.15). Ñïî÷àòêó, ìè

çàñòîñó¹ìî êîíñòðóêöiþ âèêëàäåíó âèùå äëÿ çíàõîäæåííÿ îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè äëÿ
ïðîñòîðó, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ −→v 1 i −→v 2. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè
−→u 1 i

−→u 2 óòâîðþþòü òàêèé áàçèñ. Òåïåð çíàéäåìî òðåòié âåêòîð −→u 3, ñïðîåêòóâàâøè
âåêòîð −→v 3 íà âåêòîð −→x ó ïiäïðîñòîði X, ùî ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ −→u 1 i
−→u 2. Ðiçíèöÿ

−→w = −→v 3 −−→x ¹ âåêòîðîì îðòîãîíàëüíèì äî ïiäïðîñòîðó X, ÿêèé ïîòið
íîðìàëiçó¹òüñÿ ùîá ìàòè îäèíè÷íó äîâæèíó, ïðèïóñêàþ÷è ïðè öüîìó, ùî âií íå ¹
íóëü-âåêòîðîì. Öå çàëèøà¹ îäíå ïèòàííÿ áåç âiäïîâiäi, à ñàìå ÿê îá÷èñëèòè âåêòîð
−→x ? Ïðèêëàä íà ðèñ. 1.16 ìîòèâó¹ âiäïîâiäü. Ìè áà÷èìî, ùî ïðîåêöiÿ âåêòîðà (3, 2, 3)
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−→v 3

−→x

−→w

−→u 3

−→v 1

−→u 1

−→v 2
−→u 2

X

Ðèñ. 1.15: Áiëüøå îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêöié

íà ïëîùèíó ¹ âåêòîðîì (3, 2, 0). Öåé âåêòîð ¹ ñóìîþ äâîõ âåêòîðiâ (3, 0, 0) i (0, 2, 0),
ÿêi ¹ îðòîãîíàëüíèìè ïðîåêöiÿìè âåêòîðà (3, 2, 3) íà âåêòîðè −→e 1 i −→e 2, âiäïîâiäíî.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ¹äèíîþ âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ âåêòîðiâ −→e 1 i

−→e 2 ¹ òå, ùî öi âåêòîðè
ñêëàäàþòü îðòîíîðìîâàíó áàçó äëÿ ïëîùèíè. Çàðàç ìè íàêðåñëèëè êëþ÷îâi iäå¨,
íåîáõiäíi äëÿ çàãàëüíî¨ âèïàäêó. Öå ïðèçâîäèòü äî ðåêóðñèâíî¨ ïîáóäîâè, îïèñàíî¨ â
àëãîðèòìi Ãðàìà-Øìiäòà ç íàñòóïíîãî ïðèêëàäó.

Ïðèêëàä 1.6.3 (àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà). *

Ââiä: ìíîæèíà âåêòîðiâ S =
{−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k

}
Âèâiä: îðòîíîðìîâàíà áàçà B =

{−→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→um

}
ßêùî S = ∅, òî ïîâåðòà¹ìîñÿ äî B = ∅.

Íåõàé s = 1, B = ∅ i m = 0.

Êðîê 1: ßêùî s > k, òî ïîâåðòà¹ìîñÿ äî B.
Êðîê 2: Íåõàé

−→w = −→v s − (−→v s • −→u 1)
−→u 1 − (−→v s • −→u 2)

−→u 2 − . . .− (−→v s • −→um)
−→um.

ßêùî −→w ̸= −→0 , òî äîäà¹ìî −→um+1 = (1/|−→w |)−→w äî B i ïðèðiñò m.
Ïðèðiñò s.
Éòè äî êðîêó 1.
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(3,0,0)

(3,2,0)
(0,2,0)

(3,2,3)

Ðèñ. 1.16: Áiëüøå îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêöié

Òåîðåìà 1.6.4. Àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà äà¹ ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò.

Äîâåäåííÿ. Iñíó¹ äâi ÷àñòèíè äîâåäåííÿ òîãî, ùî àëãîðèòì ïðàöþ¹. Ìè ìà¹ìî äîâåñ-
òè, ùî

(1) âåêòîðè −→u i óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíó ìíîæèíó,
(2) âîíè ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ òîãî æ ïðîñòîðó, ùî i ¹ âåêòîðè −→v i.

Äëÿ äîâåäåííÿ ìè âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ â îáîõ âèïàäêàõ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî −→w • −→u i = 0, äå i =
1, 2, . . . ,m, ùî ðîáèòüñÿ áåçïîñåðåäíüî. Öå ïîêàçó¹, ùî îðòîãîíàëüíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ,
êîëè ìè éäåìî äàëi ðîáëÿ÷è êðîê.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî çà iíäóêöi¹þ, ùî íà ïî÷àòêó êðîêó 2
ìà¹ìî

span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v s−1

)
= span

(−→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→um

)
. (1.28)

Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (1.28) âèïëèâà¹, ùî âåêòîð −→w íàëåæèòü äî ëiíiéíî¨ îáîëîíêè
span

(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v s

)
, à îòæå öå âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âåêòîðà −→um+1. Ç öüîãî òà óìîâè

(1.28) âèïëèâà¹, ùî

span
(−→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→um+1

)
⊆ span

(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v s

)
. (1.29)

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âåêòîðà −→w â êðîöi 2 àëãîðèòìó äëÿ âåêòîðà −→v s.
Âèêîðèñòàâøè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (1.28), áà÷èìî, ùî âåêòîð −→v s ëåæèòü ó ëiíiéíié
îáîëîíöi span

(−→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u s−1,
−→um

)
, à îòæå öå òà iíøå âèêîðèñòàííÿ ïðèïóùåííÿ

iíäóêöi¨ (1.28) äîâîäÿòü, ùî

span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v s

)
⊆ span

(−→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→um+1

)
. (1.30)

Ç âêëþ÷åíü (1.29) i (1.30) âèïëèâà¹, ùî íàñïðàâäi ìà¹ìî ðiâíiñòü ìíîæèí, ùî äîâî-
äèòü òâåðäæåííÿ (2).
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Çàóâàæèìî, ùî äîâåäåííÿ ïîâíå, ÿêùî âåêòîð −→w â êðîöi 2 âiäìiííèé âiä íóëü-
âåêòîðà. ßêùî æ −→w =

−→
0 , òî öå òà iíøå âèêîðèñòàííÿ ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (1.28)

äîâîäÿòü, ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ (1.30). Òàêîæ, âåêòîð −→w íàëåæèòü äî ëiíiéíî¨
îáîëîíêè span

(−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v s

)
, à îòæå öå âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âåêòîðà −→um+1. Ç öüîãî

òà óìîâè (1.28) âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ (1.30). Öå ïîâíiñòþ çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.6.4 ëåãêî áà÷èòè, ùî m = k â àëãîðèòìi Ãðàìà-Øìiäòà
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Ó íàéãiðøîìó

âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà âåêòîðiâ S ¹ ïîðîæíüîþ àáî −→v 1 = −→v 2 = . . . = −→v k =
−→
0 , òî

m = 0.
Ç àëãîðèòìó Ãðàìà-Øìiäòà òà òåîðåìè 1.6.4 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 1.6.5. Êîæåí ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì
ìà¹ îðòîíîðìîâàíó áàçó.

Ïðèêëàä 1.6.6. Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíó áàçó −→u 1 i −→u 2 äëÿ ïiäïðîñòîðó X â R3,
ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ −→v 1 = (2,−1, 1) i −→v 2 = (−1, 4, 0).
Ðîçâ'ÿçîê. Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà ìè îòðèìó¹ìî

−→u 1 =
1

|−→v 1|
−→v 1 =

1√
6
· (2,−1, 1).

Äëÿ îòðèìàííÿ âåêòîðà −→u 2 ïîêëàäåìî

−→v =
(−→v 2 • −→u 1

)−→u 1 =
6√
6
· 1√

6
· (2,−1, 1) = (2,−1, 1),

−→w = −→v 2 −−→v = (1, 3, 1).

Òîäi
−→u 2 =

1

|−→w |
−→w =

1√
11
· (1, 3, 1).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|−→u 1| =
1√
6
·
√
1 + 4 + 1 = 1, |−→u 2| =

1√
11
·
√
1 + 9 + 1 = 1 i

−→u 1 • −→u 2 =

(
1√
6
· (2,−1, 1)

)
•
(

1√
11
· (1, 3, 1)

)
=

=
1√
6
· 1√

11
(2 · 1 + (−1) · 3 + 1 · 1) =

=
1√
6
· 1√

11
(2− 3 + 1) =

= 0.

Îçíà÷åííÿ 1.6.7. Íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äî-
áóòêîì. Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X ó V , ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç X⊥,
âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

X⊥ =
{−→v ∈ V | −→v • −→w = 0 äëÿ âñiõ −→w ∈X

}
.

Êîæåí âåêòîð ó ïiäïðîñòîðiX⊥ íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äëÿ ïiäïðîñòîðó
X.
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Òåîðåìà 1.6.8. ßêùî X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äî-
áóòêîì, òî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ïðîñòîðó X ¹ ïiäïðîñòîðîì ó V i

V = X ⊕X⊥.

Íàâïàêè, ÿêùî
V = X ⊕ Y ,

äå Y � ïiäïðîñòið ç âëàñòèâiñòþ, ùî êîæåí âåêòîð ç Y ¹ íîðìàëüíèì äî X, òî
Y = X⊥.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî X⊥ � ïiäïðîñòið ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì. Ñïðàâäi, ÿêùî −→x ,−→y ∈X⊥, òî äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà −→z ∈X i äîâiëüíîãî
ñêàëÿðà α ìà¹ìî

(−→x +−→y ) • −→z = −→x • −→z +−→y • −→z = 0 + 0 = 0,

(α−→x ) • −→z = α(−→x • −→z ) = α · 0 = 0,

à îòæå X⊥ � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V .
Äàëi äîâåäåìî, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ X òà X⊥.

Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u k � îðòîíîðìîâàíà áàçà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó X. Âèçíà÷èìî
ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V íàñòóïíèì ÷èíîì:

T (−→v ) =
(−→v • −→u 1

)−→u 1 +
(−→v • −→u 2

)−→u 2 + . . .+
(−→v • −→u k

)−→u k

i T (−→v ) =
−→
0 ÿêùî k = 0. Ç îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà T : V → V âèïëèâà¹, ùî

T (−→v ) =
−→
0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè −→v ∈X⊥, à îòæå ker(T ) = X⊥ i −→w−T (−→w) ∈ ker(T )

äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà −→w ∈ V . Ìè òàêîæ ìà¹ìî, ùî

−→v = T (−→v ) + (−→v − T (−→v )).

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî
V = X ⊕X⊥.

Ïðèïóñòèìî, ùî
V = X ⊕ Y ,

äå Y � ïiäïðîñòið ç âëàñòèâiñòþ, ùî êîæåí âåêòîð ç Y ¹ íîðìàëüíèì äî X. Çà-
ôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âåêòîð −→y ∈ Y . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà −→x ∈ X ìà¹ìî,
ùî −→x • −→y = 0, à îòæå −→y ∈ X⊥. Íàâïàêè, ÿêùî −→y ∈ X⊥ i −→y ̸= −→0 , òî îñêiëüêè
X ∩X⊥ =

{−→
0
}
, âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü V = X ⊕ Y , îòðèìó¹ìî, ùî Y = X⊥.

Îçíà÷åííÿ 1.6.9. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì
¹ îðòîãîíàëüíîþ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , ÿêùî âií ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ
ïðîñòîðiâ X i Y òà êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó X ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîæíîãî âåêòîðó
ïðîñòîðó Y .

Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ÿêùî âåêòîðíèé ïðîñòið V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ¹ îðòîãîíàëü-
íîþ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ X i Y , òî Y = X⊥. Iíøèì íàñëiäêîì òåîðåìè 1.6.8
¹ òå, ùî ïiäïðîñòîðè ìîæíà âèçíà÷àòè íåÿâíî.
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Òåîðåìà 1.6.10. Íåõàé X � k-âèìiðíèé ïiäïðîñòið n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñ-
òîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi iñíóþòü n − k îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ
−→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n n−k òàêi, ùî

X =
{−→u ∈ V | −→n i • −→u = 0 äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n− k

}
.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî âåêòîðè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n n−k, ÿê îðòîíîðìîâàíó áàçó äëÿ îðòîãî-
íàëüíîãî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó X.

Òåïåð, íåõàé X � ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i
−→v ∈ V . Îñêiëüêè V = X ⊕X⊥, òî ìè ìîæåìî ðîçêëàñòè âåêòîð −→v îäíîçíà÷íî ó
âèãëÿäi −→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈X i −→y ∈X⊥.

Îçíà÷åííÿ 1.6.11. Âèùå îçíà÷åíèé âåêòîð −→x ∈ X, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ∥
X ,

íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v ∈ V íà ïiäïðîñòið X, à âåêòîð
−→y ∈ X⊥, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç −→v ⊥

X , íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì
âåêòîðà −→v ∈ V ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X.3

Çàóâàæèìî, âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ îïåðàöi¨ ïðÿìî¨ ñóìè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó çi
ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, òî â îçíà÷åííi 1.6.11 îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ −→v ⊥

X âåêòîðà −→v
ïî âiäíîøåííþ äî ïiäïðîñòîðó X ¹ òàêîæ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v íà
ïiäïðîñòið X⊥. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹ ÿê îá÷èñëþâàòè îðòîãîíàëüíi ïðîåêöi¨ òà
îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ âåêòîðiâ.

Òåîðåìà 1.6.12. Íåõàé −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó
X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (k ⩾ 1) i −→v ∈ V . ßêùî −→v ∥ �
îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið X i −→v ⊥ � i îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ âåêòîðà
−→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, òî

−→v ∥ =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k (1.31)

i
−→v ⊥ = −→v −

(−→v • −→n 1

)−→n 1 −
(−→v • −→n 2

)−→n 2 − . . .−
(−→v • −→n k

)−→n k. (1.32)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.6.8 ìà¹ìî, ùî V = X ⊕X⊥. Îñêiëüêè −→n 1,
−→n 2, . . . ,

−→n k �
îðòîíîðìîâàíà áàçà ïiäïðîñòîðó X, òî âèçíà÷èâøè ëiíiéíèé îïåðàòîð T : V → V ,
ÿêèé ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïiäïðîñòið X, çà ôîðìóëîþ:

T (−→v ) =
(−→v • −→n 1

)−→n 1 +
(−→v • −→n 2

)−→n 2 + . . .+
(−→v • −→n k

)−→n k,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (1.31). Òàêîæ ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðà −→v ∈ V ó âèãëÿäi
−→v = −→x ⊕−→y , äå −→x ∈X i −→y ∈X⊥, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (1.32).

Çàóâàæèìî, ùî ó òåîðåìi 1.6.12 ñóòò¹âî, ùî ìè ìà¹ìî îðòîíîðìîâàíó áàçó, iíàêøå
ëåãêî çíàéòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ðiâíîñòi (1.31) i (1.32) ¹ õèáíèìè. Òàêi
ïðèêëàäè ó âèïàäêó íåîðòîíîðìîâàíèõ áàç íàâåäåíî ó âïðàâi 1.17.46.

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ ôîðìàëiçó¹ äåÿêó ñïiëüíó òåðìiíîëîãiþ.

3Çàóâàæèìî, ó âèïàäêó, êîëè âiäîìî ïðî ÿêèé ïiäïðîñòið X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V éäå ìîâà, òî
÷åðåç −→v ∥ i −→v ⊥, âiäïîâiäíî, ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà −→v íà ïiäïðîñòið
X i îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X, âiäïîâiäíî.
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Îçíà÷åííÿ 1.6.13. Íåõàé −→u ̸= −→0 i −→v � äîâiëüíi äâà âåêòîðè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Òîäi îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u , ÿêó
ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç −→v ∥

−→u , àáî ïðîñòî ÷åðåç −→v ∥, i îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ
âåêòîðà −→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u , ÿêå áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç −→v ⊥−→u , àáî ïðîñòî ÷åðåç
−→v ⊥, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

−→v ∥
−→u = −→v ∥ =

(
−→v •

−→u
|−→u |

) −→u
|−→u |

(1.33)

i
−→v ⊥−→u = −→v ⊥ = −→v −−→v ∥ = −→v −

(
−→v •

−→u
|−→u |

) −→u
|−→u |

. (1.34)

Î÷åâèäíî, ùî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà âåêòîð −→u ¹ òàêîþ æ, ÿê îðòî-
ãîíàëüíà ïðîåêöiÿ −→v íà ïiäïðîñòið, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðà −→u , à, îòæå,
öÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íàñïðàâäi ¹ ëèøå îñîáëèâèì âèïàäêîì îçíà÷åííÿ, ââåäå-
íîãî ðàíiøå. Àíàëîãi÷íèé êîìåíòàð ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ âåêòîðà
−→v ñòîñîâíî âåêòîðà −→u . Iíøèé ñïîñiá ïîãëÿäó íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî, äëÿ äàíîãî ïiäïðîñòîðó X âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
êîæåí âåêòîð −→v ìîæå áóòè ðîçêëàäåíèé íà äâi ÷àñòèíè, îäíà �ïàðàëåëüíà� ïðîñòîðó
X, à äðóãà îðòîãîíàëüíà ¨é (äèâ. ðèñ. 1.17).

v

v∥

v⊥

X

Ðèñ. 1.17: Ðîçêëàä âåêòîðà ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó

Ìè çàâåðøó¹ìî öåé ïiäðîçäië ïîãëÿäîì íà äåÿêi äóæå âàæëèâi êëàñè ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.14. Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ, ÿêùî

AAT = ATA = I,

òîáòî îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ òðàíñïîíîâàíà äî íå¨ ìàòðèöÿ.
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Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü íàñòóïíî¨ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè îçíà÷åííÿ îð-
òîãîíàëüíèõ ìàòðèöü i îïåðàöi¨ çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Ëåìà 1.6.15. (1) Òðàíñïîíîâàíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ.

(2) Îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó óòâîðþþòü ãðóïó ñòîñîâíî îïåðà-
öi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

(3) Äåòåðìiíàíò îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ±1.
(4) Ìíîæèíà âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ðîçìiíó ç äåòåðìiíàíòîì

+1 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.16. Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ äiéñíèõ n × n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïåðà-
öi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (äiéñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
GL(n,R). Ïiäãðóïà îðòîãîíàëüíèõ n×n-ìàòðèöü ëiíiéíî¨ ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ îðòîãî-
íàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç O(n). Îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ÿêî¨
äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â ãðóïi
O(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñïåöiàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ n×n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SO(n).

Ãðóïè SO(n) i O(n) âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè,
i ïðî íèõ òà ïðî ¨õ ñòðóêòóðó âiäîìî áàãàòî. Îñü äâi êîðèñíi õàðàêòåðèçàöi¨ îðòîãî-
íàëüíèõ ìàòðèöü.

Òåîðåìà 1.6.17. Iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ îðòîãîíàëüíèìè
ìàòðèöÿìè òà îðòîãîíàëüíèìè áàçàìè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó çi ñêàëÿðíèì äîáóò-
êîì.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ââàæàòè ðÿäêè ìàòðèöi âåêòîðàìè, òî îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíiñòü ïî-
ñòàâèâøè êîæíié îðòîãîíàëüíié n×n-ìàòðèöi áàçèñ â ïðîñòîði Rn, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ
ç ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Ïîäiáíó âiäïîâiäíiñòü îòðèìó¹ìî ç âèêîðèñòàííÿì ñòîâï÷èêiâ
ìàòðèöi. Ç îçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi âèïëèâà¹, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê îäíà-
êîâèõ ðÿäêiâ (ñòîâï÷èêiâ) îðòîãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1, à äîáóòîê ðiçíèõ � 0.
Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî òàê âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü êîæíié îðòîãî-
íàëüíié ìàòðèöi îðòîíîðìîâàíó áàçó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn. Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî
òàêå âiäîáðàæåííÿ ¹ ái¹êòèâíèì.

Òåîðåìà 1.6.18. Íåõàé n ⩾ 1, −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n i −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n � îðòîíîðìîâàíi
áàçè â äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. ßêùî

−→v i =
n∑

j=1

aij
−→u j, aij ∈ R, (1.35)

òî A = (aij) ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Íàâïàêè, íåõàé A = (aij) � îðòîãîíàëüíà
ìàòðèöÿ. ßêùî −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n � îðòîíîðìîâàíà áàçà i ÿêùî −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n �

âåêòîðè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (1.35), òî âåêòîðè −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n ¹ òàêîæ
îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V .
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Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi4

δst =
−→v s • −→v t =

(
n∑

j=1

asj
−→u j

)
•

(
n∑

j=1

atj
−→u j

)
=

n∑
j=1

asjatj.

Iñíó¹ êîìïëåêñíèé àíàëîã îðòîãîíàëüíî¨ äiéñíî¨ ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.6.19. Êîìïëåêñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ, ÿêùî

AAT = AT A = I,

òîáòî îáåðíåíîþ äî òàêî¨ ìàòðèöi ¹ ñàìå êîìïëåêñíî ñïðÿæåíà òðàíñïîíîâàíà äî íå¨
ìàòðèöÿ.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.6.15 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ìè çàìiíèìî âèñëiâ �îð-
òîãîíàëüíà ìàòðèöÿ� íà �óíiòàðíà ìàòðèöÿ�. Çîêðåìà, óíiòàðíi ìàòðèöi óòâîðþþòü
ãðóïó ïîäiáíî äî îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.20. Ãðóïà íåâèðîäæåíèõ êîìïëåêñíèõ n× n-ìàòðèöü ñòîñîâíî îïå-
ðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü íàçèâà¹òüñÿ (êîìïëåêñíîþ) ëiíiéíîþ ãðóïîþ, i öÿ ãðóïà
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç GL(n,C). Ïiäãðóïà óíiòàðíèõ n × n-ìàòðèöü ëiíiéíî¨ ãðóïè íà-
çèâà¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç U(n). Óíiòàðíà ìàòðèöÿ, äåòåðìi-
íàíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ +1 íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ. Ïiäãðóïà â
ãðóïi U(n), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñïåöiàëüíèõ óíiòàðíèõ n×n-ìàòðèöü, íàçèâà¹òüñÿ
ñïåöiàëüíîþ óíiòàðíîþ ãðóïîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SU(n).

Àíàëîãè òåîðåì 1.6.17 i 1.6.18 ñïðàâäæóþòüñÿ â êîìïëåêñíîìó âèïàäêó. Ìè îïó-
ñêà¹ìî öi äåòàëi. Äèâ. íàïðèêëàä [?].

Ïðèêëàä 1.6.21. Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíó áàçó äëÿ ïiäïðîñòîðó X â R4, ÿêèé ¹
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ

−→
b 1 = (1, 2, 3, 4),

−→
b 2 = (0, 5, 0, 5),

−→
b 3 = (8, 10,−8, 14).

Ðîçâ'ÿçîê. Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà, îòðèìó¹ìî

−→u 1 =
1∣∣−→b 1

∣∣−→b 1 =
1√

12 + 22 + 32 + 42
· (1, 2, 3, 4) = 1√

30
· (1, 2, 3, 4).

Äëÿ îòðèìàííÿ âåêòîðà −→u 2 ïîêëàäåìî

−→
b =

(−→
b 2 • −→u 1

)−→u 1 =
0 · 1 + 5 · 2 + 0 · 3 + 5 · 4√

30
· 1√

30
· (1, 2, 3, 4) =

=
10 + 20√

30
· 1√

30
· (1, 2, 3, 4) =

= (1, 2, 3, 4),

4Ñèìâîë Êðîíåêåðà δst âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: δst =

{
1, ÿêùî s = t;
0, ÿêùî s ̸= t.
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−→w =
−→
b 2 −

−→
b = (0− 1, 5− 2, 0− 3, 5− 4) = (−1, 3,−3, 1).

Òîäi

−→u 2 =
1∣∣−→w∣∣−→w =

1√
(−1)2 + 32 + (−3)2 + 12

· (−1, 3,−3, 1) = 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1).

Äëÿ îòðèìàííÿ âåêòîðà −→u 3 ïîêëàäåìî

−→
b =

(−→
b 3 • −→u 1

)−→u 1 +
(−→
b 3 • −→u 2

)−→u 2 =

=
8 · 1 + 10 · 2 + (−8) · 3 + 14 · 4√

30
· 1√

30
· (1, 2, 3, 4)+

+
8 · (−1) + 10 · 3 + (−8) · (−3) + 14 · 1

2
√
5

· 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1) =

=
8 + 20− 24 + 56

30
· (1, 2, 3, 4) + −8 + 30 + 24 + 14

20
· (−1, 3,−3, 1) =

=
60

30
· (1, 2, 3, 4) + 60

20
· (−1, 3,−3, 1) =

= 2 · (1, 2, 3, 4) + 3 · (−1, 3,−3, 1) =
= (2, 4, 6, 8) + (−3, 9,−9, 3) =
= (−1, 13,−3, 11),

−→w =
−→
b 3 −

−→
b = (8, 10,−8, 14)− (−1, 13,−3, 11) = (9,−3,−5, 3).

Òîäi

−→u 3 =
1∣∣−→w∣∣−→w =

1√
81 + 9 + 25 + 9

· (9,−3,−5, 3) =

=
1√
124
· (9,−3,−5, 3) =

=
1

2
√
31
· (9,−3,−5, 3).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ∣∣−→u 1

∣∣ = 1√
30
·
√
1 + 4 + 9 + 16 = 1,∣∣−→u 2

∣∣ = 1

2
√
5
·
√
1 + 9 + 9 + 1 = 1,∣∣−→u 3

∣∣ = 1

2
√
31
·
√
81 + 9 + 25 + 9 = 1,

−→u 1 • −→u 2 =

(
1√
30
· (1, 2, 3, 4)

)
•
(

1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1)

)
=

=
1√
30
· 1

2
√
5
(1 · (−1) + 2 · 3 + 3 · (−3) + 4 · 1) =

=
1√
30
· 1

2
√
5
(−1 + 6− 9 + 4) =

= 0,
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−→u 1 • −→u 3 =

(
1√
30
· (1, 2, 3, 4)

)
•
(

1

2
√
31
· (9,−3,−5, 3)

)
=

=
1√
30
· 1

2
√
31

(1 · 9 + 2 · (−3) + 3 · (−5) + 4 · 3) =

=
1√
30
· 1

2
√
31

(9− 6− 15 + 12) =

= 0

i

−→u 2 • −→u 3 =

(
1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1)

)
•
(

1

2
√
31
· (9,−3,−5, 3)

)
=

=
1

2
√
5
· 1

2
√
31

((−1) · 9 + 3 · (−3) + (−3) · (−5) + 1 · 3) =

=
1

2
√
5
· 1

2
√
31

(−9− 9 + 15 + 3) =

= 0.

Ïðèêëàä 1.6.22. Íåõàé âåêòîðíèé ïðîñòið X ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ

−→
b 1 = (1, 2, 3, 4),

−→
b 2 = (0, 5, 0, 5),

−→
b 3 = (8, 10,−8, 14),

â R4 (äèâ. ïðèêëàä 1.6.21) i −→u = (4, 3, 2, 1).

(1) Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíó áàçó îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ äî ïiäïðîñòîðó
X â R4.

(2) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ −→u ∥
−→
b 1

âåêòîðà −→u íà âåêòîð
−→
b 1.

(3) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíà äîïîâíåííÿ −→u⊥−→
b 1

âåêòîðà −→u ñòîñîâíî âåêòîðà
−→
b 1.

(4) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ −→u ∥
X âåêòîðà −→u íà ïiäïðîñòið X.

(5) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíà äîïîâíåííÿ −→u⊥
X âåêòîðà −→u ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó X.

Ðîçâ'ÿçîê. (1) Ç ïðèêëàäó 1.6.21 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X â R4 ìà¹ áàçó, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ âåêòîðiâ

−→u 1 =
1√
30
· (1, 2, 3, 4),

−→u 2 =
1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→u 3 =
1

2
√
31
· (9,−3,−5, 3),

à, îòæå, îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ X⊥ ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ó R4. Òîìó
êîæåí âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïàðàëåëüíèé äåÿêîìó âåêòîðó −→a =
(a, b, c, d). Îñêiëüêè âåêòîð −→a îðòîãîíàëüíèé äî åëåìåíòiâ áàçè −→u 1,

−→u 2,
−→u 3, òî

−→u 1 • −→a = −→u 2 • −→a = −→u 3 • −→a = 0.
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Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ òî÷êîâîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi
ðiâíîñòi:

1√
30
· (1a+ 2b+ 3c+ 4d) = 0;

1

2
√
5
· (−1a+ 3b− 3c+ 1d) = 0;

1

2
√
31
· (9a− 3b− 5c+ 3d) = 0.

Îòæå, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:
a+ 2b+ 3c+ 4d = 0;
−a+ 3b− 3c+ d = 0;
9a− 3b− 5c+ 3d = 0.

Äî äðóãîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè äîäàìî ïåðøå ðiâíÿííÿ òà çàïèøåìî öþ ñóìó çà-
ìiñòü äðóãîãî ðiâíÿííÿ: 

a+ 2b+ 3c+ 4d = 0;
5b+ 5d = 0;

9a− 3b− 5c+ 3d = 0,

à îòæå ìà¹ìî, ïðîâiâøè ïîñëiäîâíi îá÷èñëåííÿ, ùî
a+ 2b+ 3c = −4d;

b = −d;
9a− 3b− 5c = −3d,
a− 2d+ 3c = −4d;

b = −d;
9a+ 3d− 5c = −3d,

a+ 3c = −2d;
b = −d;

9a− 5c = −6d.
Ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà 9 òà ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äðóãå òà òðåò¹ ðiâíÿííÿ

9a+ 27c = −18d;
9a− 5c = −6d;

b = −d,

i âiä äðóãîãî ðiâíÿííÿ âiäíiìåìî ïåðøå
9a+ 27c = −18d;
−32c = 12d;

b = −d,

à îòæå ìà¹ìî 
a+ 3c = −2d;

c = −12

32
d = −3

8
d;

b = −d,
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a− 9

8
d = −2d;

c = −3

8
d;

b = −d,
a = −7

8
d;

c = −3

8
d;

b = −d.

Òàêèì ÷èíîì, âåêòîð

(
−7

8
d,−d,−3

8
d, d

)
, äå d � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ¹ ðîçâ'ÿçêîì

íàøî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òîäi êîæåí åëåìåíò ç ëiíiéíî¨ îáîëîíêè öüîãî âåêòî-
ðà ¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì íàøî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹,
ùî äëÿ çíà÷åííÿ d = −8, öÿ ëiíiéíà îáîëîíêà çáiãà¹òüñÿ ç ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåê-
òîðà −→r = (7, 8, 3,−8). Îòæå, X⊥ = span

(−→r ). Òîäi îäèíè÷íèé âåêòîð

−→r 1 =
1∣∣−→r ∣∣−→r =

1√
72 + 82 + 32 + (−8)2

(7, 8, 3,−8) = 1√
186

(7, 8, 3,−8)

¹ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ ïðîñòîðó X.

(2) Çà ôîðìóëîþ (1.33) ìà¹ìî, ùî

−→u ∥
−→
b 1

=

(
−→u •

−→
b 1∣∣−→b 1

∣∣
) −→

b 1∣∣−→b 1

∣∣ =
=

(
(4, 3, 2, 1) •

(
1√

12 + 22 + 32 + 42
· (1, 2, 3, 4)

))
1√

12 + 22 + 32 + 42
· (1, 2, 3, 4) =

=
4 · 1 + 3 · 2 + 2 · 3 + 1 · 4√

30
· 1√

30
· (1, 2, 3, 4) =

=
20

30
· (1, 2, 3, 4) =

=
2

3
· (1, 2, 3, 4) =

=

(
2

3
,
4

3
, 2,

8

3

)
.

(3) Çà ôîðìóëîþ (1.34) ìà¹ìî, ùî

−→u⊥−→
b 1

= −→u −−→u ∥
−→
b 1

= (4, 3, 2, 1)−
(
2

3
,
4

3
, 2,

8

3

)
=

(
10

3
,
5

3
, 0,−5

3

)
.

(4) Çà ôîðìóëîþ (1.31) ç òåîðåìè 1.6.12 ìà¹ìî, ùî

−→u ∥
X =

(−→u • −→n 1

)−→n 1 +
(−→u • −→n 2

)−→n 2 +
(−→u • −→n k

)−→n 3,
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äå−→n 1,
−→n 2,
−→n 3 � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà âX. Âðàõîâóþ÷è çàäà÷ó (1) ïðèêëàäó,

ïîêëàäåìî

−→n 1 =
−→u 1 =

1√
30
· (1, 2, 3, 4),

−→n 2 =
−→u 2 =

1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1),

−→n 3 =
−→u 3 =

1

2
√
31
· (9,−3,−5, 3).

Âðàõîâóþ÷è öå, îòðèìó¹ìî

−→u ∥
X =

1√
30
· (1 · 4 + 2 · 3 + 3 · 2 + 4 · 1) · 1√

30
· (1, 2, 3, 4)+

+
1

2
√
5
· (−1 · 4 + 3 · 3 + (−3) · 2 + 1 · 1) · 1

2
√
5
· (−1, 3,−3, 1)+

+
1

2
√
31
· (9 · 4 + (−3) · 3 + (−5) · 2 + 3 · 1) · 1

2
√
31
· (9,−3,−5, 3) =

=
20

30
· (1, 2, 3, 4) + 0

20
· (−1, 3,−3, 1) + 20

124
· (9,−3,−5, 3) =

=
2

3
· (1, 2, 3, 4) + 5

31
· (9,−3,−5, 3) =

=

(
2

3
+

45

31
,
4

3
− 15

31
, 2− 25

31
,
8

3
+

15

31

)
=

=

(
2 · 31 + 45 · 3

3 · 31
,
4 · 31− 15 · 3

3 · 31
,
2 · 31− 25

31
,
8 · 31 + 15 · 3

3 · 31

)
=

=

(
197

93
,
79

93
,
37

31
,
293

93

)
.

(5) Çà ôîðìóëîþ (1.32) ç òåîðåìè 1.6.12 ìà¹ìî, ùî

−→u⊥
X = −→u −

(−→u • −→n 1

)−→n 1 −
(−→u • −→n 2

)−→n 2 −
(−→u • −→n 3

)−→n 3,

äå −→n 1,
−→n 2,
−→n 3 � äîâiëüíà îðòîíîðìîâàíà áàçà â X. À îòæå

−→u⊥
X = −→u −−→u ∥

X =

= (4, 3, 2, 1)−
(
197

93
,
79

93
,
37

31
,
293

93

)
=

=

(
4 · 93− 197

93
,
3 · 93− 79

93
,
2 · 31− 37

31
,
93− 293

93

)
=

=

(
175

93
,
200

93
,
25

31
,
200

93

)
.
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1.7 Ïëîùèíè

Äàëi ìè âèçíà÷èìî ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè áiëüø âèñîêèõ âèìiðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñ-
òîðó. Áåçóìîâíî, ùî âåêòîðíi ïiäïðîñòîðè â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn

ïîâèííi áóòè òàêèìè ïðîñòîðàìè, àëå �çñóâè� öèõ ïðîñòîðiâ òàêîæ ïîâèííi âðàõîâó-
âàòèñÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.7.1. Äîâiëüíà ïiäìíîæèíà X n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn

âèãëÿäó
X =

{
p+ t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}
, (1.36)

äå p � ôiêñîâàíà òî÷êà i −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v k � ôiêñîâàíi ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè â
Rn, íàçèâà¹òüñÿ k-âèìiðíîþ ïëîùèíîþ (ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó p). ×èñëî k íà-
çèâà¹òüñÿ âèìiðîì ïëîùèíè X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç dimX. Âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k

íàçèâàþòüñÿ áàçîþ ïëîùèíè X.

Çðîçóìiëî, ùî àëüòåðíàòèâíèì îçíà÷åííÿì k-âèìiðíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó p, ìîæíà áóëî á íàçâàòè äîâiëüíó ìíîæèíó X âèãëÿäó

X =
{−→p +−→v | −→v ∈ V

}
, (1.37)

äå V � k-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïiäïðîñòið â Rn. Êðiì òîãî, ïiäïðîñòið V îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòîðîì X (äèâ. âïðàâó 1.17.47).

Îñîáëèâî öiêàâèìè ¹ (n− 1)-âèìiðíi ïëîùèíè â Rn.

Îçíà÷åííÿ 1.7.2. Äîâiëüíà ïiäìíîæèíà X â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn

âèãëÿäó
X =

{−→p | −→n • −→p = d
}
, (1.38)

äå −→n � ôiêñîâàíèé íåíóëüîâèé âåêòîð ó Rn i d � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî, íàçèâà¹òüñÿ
ãiïåðïëîùèíîþ.

Çàóâàæèìî, ÿêùî −→n = (a1, a2, . . . , an) i
−→p = (x1, x2, . . . , xn) ó Rn, òî ðiâíiñòü (1.38)

åêâiâàëåíòíà çâè÷àéíié ôîðìi

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = d (1.39)

ðiâíÿííÿ äëÿ ãiïåðïëîùèíè. Çàóâàæèìî òàêîæ, ÿêùî âåêòîð −→p 0 íàëåæèòü äî ãi-
ïåðïëîùèíè, òî çà îçíà÷åííÿì d = −→n • −→p 0 i ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ
ãiïåðïëîùèíè ó âèãëÿäi

−→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0. (1.40)

Ðiâíiñòü (1.38) ñòâåðäæó¹, ùî ãiïåðïëîùèíàX ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ òî÷îê−→p ç âëàñòè-
âiñòþ, ùî âåêòîð −→p −−→p 0 ¹ îðòîãîíàëüíèì äî âåêòîðà −→n ó n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði Rn (äèâ. ðèñ. 1.18).

Îçíà÷åííÿ 1.7.3. Ðiâíÿííÿ (1.40) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-
íîðìàëüíîìó âèãëÿäi âèçíà÷åíî¨ ðiâíÿííÿì (1.38) àáî (1.39). Âåêòîð −→n íàçèâà¹òüñÿ
íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî ãiïåðïëîùèíè.
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−→p

−→p 0

−→n

X

Ðèñ. 1.18: Òî÷êîâî-íîðìàëüíå îçíà÷åííÿ ãiïåðïëîùèíè

Ïðèêëàä 1.7.4. Ðîçãëÿíåìî ãiïåðïëîùèíó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

z = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè òàêîæ ó òàêîìó âèãëÿäi

0(x− 0) + 0(y − 0) + 1(z − 0) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî (0, 0, 0) ¹ òî÷êîþ íà ãiïåðïëîùèíi, à (0, 0, 1) ¹ íîðìàëüíèì âåêòîðîì
äî öi¹¨ ãiïåðïëîùèíè.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïðàâäîâó¹ ñëîâîñïîëó÷åííÿ �ïëîùèíà� ó ñëîâi �ãiïåðïëî-
ùèíà�.

Òâåðäæåííÿ 1.7.5. (1) ÃiïåðïëîùèíàX ó Rn ¹ (n−1)-âèìiðíîþ ïëîùèíîþ. ßêùî
ãiïåðïëîùèíà X âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì −→n • −→p = d, òî êîæíà áàçà äëÿ âåê-
òîðíîãî ïiäïðîñòîðó

K =
{
p ∈ Rn | −→n • −→p = 0

}
¹ áàçîþ äëÿ X.

(2) Íàâïàêè, êîæíà (n− 1)-âèìiðíà ïëîùèíà â Rn ¹ ãiïåðïëîùèíîþ.

Äîâåäåííÿ. (1) Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî K ¹ âåêòîðíèì ïiäïðîñòîðîì ó Rn. Öå ìîæíà
çðîáèòè àáî ïðÿìèì äîâåäåííÿì, àáî æ íàñïðàâäi öå âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî K �
ÿäðî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

T : Rn → R,

îçíà÷åíîãî çà ôîðìóëîþ
T (−→p ) = −→n • −→p .

Áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 1.2.84 âèïëèâà¹, ùî K ¹ (n − 1)-âèìiðíèì âåêòîðíèì ïiä-
ïðîñòîðîì ó Rn. ßêùî p0 � äîâiëüíà òî÷êà ãiïåðïëîùèíè X, òî íåâàæêî äîâåñòè
òàêó ðiâíiñòü

X =
{−→p 0 +

−→q | −→q ∈K
}
,
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çâiäêè âèïëèâà¹ ïåðøå òâåðäæåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî −→x ∈X, òî

−→n • −→x = d,

i îñêiëüêè −→p 0 ∈X, òî àíàëîãi÷íî ìà¹ìî, ùî

−→n • −→p 0 = d.

Îòæå,
−→n • −→x −−→n • −→p 0 =

−→n •
(−→x −−→p 0

)
= d− d = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî −→q = −→x −−→p 0 ∈ K. Íàâïàêè, íåõàé −→x ∈ K. Îñêiëüêè −→p 0 ∈ X,
òî

−→n • −→p 0 = d.

Òîäi
−→n •

(−→x +−→p 0

)
= −→n • −→x +−→n • −→p 0 = 0 + d = d,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî −→x +−→p 0 ∈X.

Âèñëîâëåííÿ (2) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.6.10.

Ïðèêëàä 1.7.6. Çíàéäiòü áàçó äëÿ ãiïåðïëîùèíè X â R3, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿí-
íÿì

2x+ y − 3z = 6.

Ðîçâ'ÿçîê. Áóäå äâà âåêòîðà −→v 1 i −→v 2 â íàøié áàçi. Ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåí-
íÿì 1.7.5(1). Âåêòîð −→n = (2, 1,−3) ¹ íîðìàëüíèì äî íàøî¨ ïëîùèíè. Òàêèì ÷èíîì,
çíàéòè âåêòîðè −→v 1 i −→v 2 ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî çíàéòè áàçó äëÿ ÿäðà K ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà

−→p 7→ −→n • −→p .
Áåçïîñåðåäíié ïiäõiä ïîëÿãà¹ ó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ −→n • −→p = 0, òîáòî ðiâíÿííÿ

2x+ y − 3z = 0,

äëÿ äâîõ íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ −→v 1 i
−→v 2. ßê âàðiàíò, îá÷èñëèìî òðè íåêîëiíåàðíi

òî÷êè p0,p1,p2 ∈ X i ïîêëàäåìî −→v 1 = −−→p0p1 i −→v 2 = −−→p0p2. Äëÿ ïðèêëàäó âiçüìåìî
p0 = (1, 1,−1), p1 = (3, 0, 0) i p2 = (0, 6, 0), òî ç íèõ îòðèìó¹ìî −→v 1 = (2,−1, 1) i
−→v 2 = (−1, 5, 1). Çà ïîáóäîâîþ öi âåêòîðè −→v 1 òà

−→v 2, òàêîæ áóäóòü áàçîþ äëÿ ÿäðà
K. Ïåðøèé ïiäõiä, ÿêèé ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ ëèøå äëÿ äâîõ òî÷îê, à íå
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ 2x+ y − 3z = 6 äëÿ òðüîõ òî÷îê ¹ î÷åâèäíî ïðîñòiøèì. Îäíàê, â
iíøèõ çàäà÷àõ ïëîùèíó íå ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿì.

Ó ïðèêëàäi 1.7.6 ïîêàçàíî, ÿê ìîæíà çíàéòè áàçó äëÿ ïëîùèíè, ÿêùî â íié âiäîìi
äåÿêi òî÷êè. Ïèòàííÿ, ùî ñòîñó¹òüñÿ ãiïåðïëîùèí, ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá çíàéòè äëÿ
íüîãî ðiâíÿííÿ ç óðàõóâàííÿì äåÿêèõ òî÷îê. Äëÿ âiäïîâiäi íà öå çàïèòàííÿ â R3

ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ âåêòîðíèì äîáóòêîì.

Îçíà÷åííÿ 1.7.7. Íåõàé −→v ,−→w ∈ R3. Îçíà÷èìî âåêòîðíèé äîáóòîê −→v ×−→w ∈ R3 çà
ôîðìóëîþ

−→v ×−→w = (v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1) , (1.41)

äå −→v = (v1, v2, v3) i
−→w = (w1, w2, w3).
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Äëÿ çàïàì'ÿòîâóâàííÿ ôîðìóëà (1.41) ¹ äîñòàòíüî ñêëàäíîþ. Íàñòóïíà ôîðìó-
ëà ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ áiëüø ïðîñòiøèé âàðiàíò äëÿ îá÷èñëåííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó
âåêòîðiâ

−→v ×−→w =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣ .
Ó öié ôîðìóëi ÷åðåç

−→
i ,
−→
j i
−→
k ïîçíà÷àþòüñÿ x-, y- i z-êîìïîíåíòè âåêòîðíîãî äîáóòêó

−→v ×−→w .

Ìè ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé äîáóòîê i éîãî âëàñòèâîñòi áiëüø äåòàëüíî ïiçíiøå ó
ïiäðîçäiëi 1.15. Çàðàç ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëèøå òèì, ùî âåêòîðíèé äîáóòîê äâîõ âåê-
òîðiâ öå � âåêòîð, ÿêèé îðòîãîíàëüíèé îáîì öèì âåêòîðàì, ùî ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ
ç ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó.

Ïðèêëàä 1.7.8. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ãiïåðïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êè p = (1, 0, 1),
q = (1, 2, 0) i r = (0, 0, 3).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìà¹ìî, ùî

−→pq = (1− 1, 2− 0, 0− 1) = (0, 2,−1),
−→pr = (0− 1, 0− 0, 3− 1) = (−1, 0, 2)

i

−→pq ×−→pr =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

0 2 −1
−1 0 2

∣∣∣∣∣∣ =
= 2 · 2·

−→
i + 0 · 0·

−→
k + (−1) · (−1)·

−→
j − (−1) · 2·

−→
k − 0 · 2·

−→
j − 0 · (−1)·

−→
i =

= 4
−→
i + 0 ·

−→
k +

−→
j + 2

−→
k + 0 ·

−→
j + 0 ·

−→
i =

= 4
−→
i +
−→
j + 2

−→
k =

= (4, 1, 2).

Òîäi ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó p = (1, 0, 1) i ìà¹ íîðìàëüíèé
âåêòîð −→n = (4, 1, 2) ìà¹ âèãëÿä

(4, 1, 2) • ((x, y, z)− (1, 0, 1)) = 0.

Ïðîâiâøè îá÷èñëåííÿ:

(4, 1, 2) • (x− 1, y − 0, z − 1) = 0,

4(x− 1) + 1(y − 0) + 2(z − 1) = 0,

4x− 4 + y + 2z − 2 = 0,

4x+ y + 2z − 6 = 0,

îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ øóêàíî¨ ïëîùèíè:

4x+ y + 2z = 6.
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ßêùî ïîðiâíþâàòè äîâiëüíi k-âèìiðíi ïëîùèíè òà ãiïåðïëîùèíè, òî ìè áà÷èìî,
ùî ïåðøi ìàþòü ïîêè ëèøå ÷iòêå îçíà÷åííÿ ç òî÷êè çîðó ïàðàìåòðèçàöi¨, òîäi ÿê
îñòàííi òàêîæ ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi íåÿâíî çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ-
÷è íîðìàëüíèé âåêòîð. Âëàñíå, òåîðåìà 1.6.10 âèïðàâëÿ¹ öþ ñèòóàöiþ òà ñòâåðäæó¹,
ùî äîâiëüíó k-âèìiðíó ïëîùèíó X ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè çà äîïîìîãîþ íîðìàëü-
íèõ âåêòîðiâ, à îòæå, i ðiâíÿííÿ â òàêîìó çíà÷åííi: ÿêùî p0 � äîâiëüíà òî÷êà ïëî-
ùèíè, òî iñíóþòü n− k îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðè −→n 1,

−→n 2, . . . ,
−→n n−k òàêi, ùî

X =
{−→p | −→n i •

(−→p −−→p 0

)
= 0 äëÿ i = 1, . . . , n− k

}
. (1.42)

Îçíà÷åííÿ 1.7.9. Ðiâíÿííÿ (1.42) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè â òî÷êîâî-íîð-
ìàëüíîìó âèãëÿäi .

Íîðìàëüíi âåêòîðè äëÿ ãiïåðïëîùèí íå ¹ ¹äèíèìè, îñêiëüêè áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé
êðàòíèé äî íîðìàëüíîãî âåêòîð âèçíà÷àòèìå òó ñàìó ãiïåðïëîùèíó.

Ëåìà 1.7.10. ßêùî −→n 1 i −→n 2 � äâà íîðìàëüíi âåêòîðè äëÿ ãiïåðïëîùèíè X, òî
−→n 1 i

−→n 2 ïàðàëåëüíi.

Äîâåäåííÿ. Çà ïðèïóùåííÿì ãiïåðïëîùèíà X âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè

−→n 1 • −→p = d1 i −→n 2 • −→p = d2.

Çàìiíèâøè âåêòîð −→n 2 êðàòíèì äî íüîãî âåêòîðîì, ÿêùî öå ïîòðiáíî, òî ìè ìîæåìî
ââàæàòè, ùî d1 = d2. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

−→n 1 • −→p = −→n 2 • −→p

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→p ∈X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ

−→n 1 • −→p = 0

i
−→n 2 • −→p = 0

âèçíà÷àþòü îäíó i òó æ ñàìó ãiïåðïëîùèíó Y . Àëå ãiïåðïëîùèíà Y ¹ (n−1)-âèìiðíèé
âåêòîðíèé ïiäïðîñòið ó Rn, à îòæå çà òåîðåìîþ 1.6.8 ãiïåðïëîùèíà Y ìà¹ ¹äèíå
îäíî-âèìiðíå îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ ó Rn. Îñêiëüêè íîðìàëüíi âåêòîðè −→n 1 i

−→n 2

íàëåæàòü äî öüîãî äîïîâíåííÿ, òî âîíè ìàþòü áóòè êðàòíèìè îäèí îäíîìó, ùî i
çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Õî÷à ìè òóò öüîãî ðîáèòè íå áóäåìî (çà âèíÿòêîì âèïàäêiâ �îði¹íòîâàíèõ� ãiïåð-
ïëîùèíó çãîäîì), íàñïðàâäi ìîæíà âèçíà÷èòè êóò ìiæ äîâiëüíèìè ïëîùèíàìè. Òîäi
ìîæíà áóëî á âèçíà÷èòè ïàðàëåëüíi òà îðòîãîíàëüíi ïëîùèíè ç òî÷êè çîðó êóòà,
ÿê ìè öå çðîáèëè äëÿ âåêòîðiâ. Ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó, çà íàøèì îçíà÷åííÿì, ìè
íàçèâà¹ìî áóäü-ÿêi äâi ãiïåðïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿìè

−→n • −→p = d1 i −→n • −→p = d2,

âiäïîâiäíî, ïàðàëåëüíèìè. Âîíè òàêîæ ìàþòü îäíàêîâi áàçè. Öi îçíà÷åííÿ êîðèñíî
óçàãàëüíèòè.
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Îçíà÷åííÿ 1.7.11. ÍåõàéX i Y � s- i t-âèìiðíi ïëîùèíè, âiäïîâiäíî, ç s ⩽ t. ßêùî
Y ìà¹ áàçó −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v t òàêó, ùî

−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v s ¹ áàçîþ äëÿ X, òî ìè áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî ïëîùèíà X ¹ ïàðàëåëüíîþ äî Y i ïëîùèíà Y ¹ ïàðàëåëüíîþ äî X.

Ëåìà 1.7.12. Ó âèïàäêó ãiïåðïëîùèí äâà ïîíÿòòÿ ïàðàëåëüíîñòi ïëîùèí çáiãà-
þòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéX i Y � ïàðàëåëüíi ãiïåðïëîùèíè â Rn. Òîäi âîíè ìàþòü îäíàêîâi
áàçè, à îòæå çà îçíà÷åííÿì ¹ ïàðàëåëüíèìè, ÿê (n− 1)-âèìiðíi ïëîùèíè.

Íåõàé X i Y � ïàðàëåëüíi ãiïåðïëîùèíè â Rn, ÿê (n− 1)-âèìiðíi ïëîùèíè. Òîäi
êîæíà ç íèõ ìà¹ (n−1)-åëåìåíòíó áàçó, i çà îçíà÷åííÿì ïàðàëåëüíèõ (n−1)-âèìiðíèõ
ïëîùèí ¨õ áàçè çáiãàþòüñÿ, à îòæå ìàþòü îäíàêîâå îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ â Rn,
ÿêå ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äåÿêîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà −→n . Òîäi çà ôîðìóëîþ (1.42)
ìà¹ìî, ùî

X =
{−→p | −→n • (−→p −−→pX

)
= 0
}

i
Y =

{−→p | −→n • (−→p −−→p Y

)
= 0
}

äëÿ äåÿêèõ ðàäióñ-âåêòîðiâ òî÷îê −→pX ∈ X i −→p Y ∈ Y . Òîäi ãiïåðïëîùèíè X i Y
âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿìè

−→n • −→p = d1 =
−→n • −→pX i −→n • −→p = d2 =

−→n • −→p Y ,

âiäïîâiäíî, à îòæå ¹ ïàðàëåëüíèìè.

Äàëi ìè õî÷åìî ðîçøèðèòè ïîíÿòòÿ îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨ òà îðòîãîíàëüíîãî äî-
ïîâíåííÿ âåêòîðiâ äî ïëîùèí. ÍåõàéX � k-âèìiðíà ïëîùèíà ç áàçîþ−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k.

Íåõàé X0 � âåêòîðíèé ïiäïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v k, òîáòî

X0 = span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k

)
.

Çàóâàæèìî, ùî X0 � öå ïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i ïàðà-
ëåëüíà äî ïëîùèíè X.

Ëåìà 1.7.13. Ïëîùèíà X0 íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçè ïëîùèíè X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

X =
{
p+ t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}
,

i
X =

{
p′ + s1

−→w1 + s2
−→w2 + . . .+ sm

−→wm | s1, s2, . . . , sm ∈ R
}
,

äå p i p′ � ôiêñîâàíi òî÷êè ïëîùèíè X, −→v 1, . . . ,
−→v k i −→w1, . . . ,

−→wm � ôiêñîâàíi ëi-
íiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè â Rn. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíóþòü
t1, t2, . . . , tk, s1, s2, . . . , sm ∈ R òàêi, ùî

p+ t1
−→v 1 + t2

−→v 2 + . . .+ tk
−→v k = x = p′ + s1

−→w1 + s2
−→w2 + . . .+ sm

−→wm.

Îñêiëüêè òî÷êè p i p′ âèáðàíî äîâiëüíèì ÷èíîì ó X, òî âçÿâøè p = p′, îòðèìó¹ìî,
ùî

span
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v k

)
= span

(−→w1,
−→w2, . . . ,

−→wm

)
,

à îòæå k = m. Òîäi ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ñèñòåì âåêòîðiâ−→v 1, . . . ,
−→v k òà

−→w1, . . . ,
−→wm

âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.



116 Ðîçäië 1. Òðiøêè ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Îçíà÷åííÿ 1.7.14. Íåõàé −→v � âåêòîð. Îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà −→v íà
ïëîùèíó X íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà −→v íà ïëîùèíó X0. Îðòî-
ãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïëîùèíè X íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïëîùèíè X0.

Çà ëåìîþ 1.7.13 îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà ïëîùèíó òà ¨¨ îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíi. Ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåìó 1.6.12 äëÿ ¨õ
îá÷èñëåíü.

Ïîâ'ÿçàíèì ç öèì ¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.7.15. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âåêòîð ¹ ïàðàëåëüíèì äî ïëîùèíè, ÿêùî
âií ëåæèòü ó ïiäïðîñòîði, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ äîâiëüíî¨ áàçè íà ïëîùèíi.
Òàêîæ êàçàòèìåìî, ùî âåêòîð ¹ îðòîãîíàëüíèì äî ïëîùèíè, ÿêùî âií ¹ îðòîãî-
íàëüíèì äî âñiõ âåêòîðiâ äîâiëüíî¨ áàçè öi¹¨ ïëîùèíè. Áiëüø çàãàëüíî, ïëîùèíà X
íàçèâà¹òüñÿ ïàðàëåëüíîþ äî ïëîùèíè Y , ÿêùî êîæåí âåêòîð áàçè ïðîñòîðó X ¹ ïà-
ðàëåëüíèé äî ïëîùèíè Y i ïëîùèíà X íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ äî ïëîùèíè Y ,
ÿêùî êîæåí âåêòîð áàçè ïðîñòîðó X ¹ îðòîãîíàëüíèì äî ïëîùèíè Y .

Íåâàæêî äîâåñòè, ùî ïîíÿòòÿ âåêòîðà ÷è ïëîùèíè, ïàðàëåëüíèõ àáî îðòîãîíàëü-
íèõ iíøié ïëîùèíi, íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàç äëÿ ïëîùèí. Çàóâàæèìî, ùî, ÿê
îñîáëèâèé âèïàäîê, âåêòîð áóäå ïàðàëåëüíèé ïðÿìié òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií ïà-
ðàëåëüíèé áóäü-ÿêîìó íàïðÿìíîìó âåêòîðó öi¹¨ ïðÿìî¨. Ùå îäíå êîðèñíå ñïîñòåðå-
æåííÿ óçàãàëüíþ¹ òà ðîáèòü áiëüø òî÷íèì êîìåíòàð â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi (äèâ.
ðèñ. 1.17). Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ïëîùèíè X ó Rn, áóäü-ÿêèé âåêòîð −→v ó Rn ìîæå
áóòè ðîçêëàäåíèé íà ÷àñòèíó, ïàðàëåëüíó ïëîùèíi X, i ÷àñòèíó, îðòîãîíàëüíó ¨é.

Ïðèêëàä 1.7.16. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ äëÿ ïëîùèíè X ó Rn, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó p0 = (1, 3, 2), ïàðàëåëüíà ïðÿìié

x = 2 + 3t,

y = −t,
z = 7

i îðòîãîíàëüíà ïëîùèíi x− z = 2.

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî −→n = (a, b, c) � íîðìàëü äî ïëîùèíè X, òî âåêòîð −→n ìà¹ áóòè
îðòîãîíàëüíèì äî íàïðÿìíîãî âåêòîðà (3,−1, 0) âçÿòî¨ ïðÿìî¨ i ¹ îðòîãîíàëüíèì äî
íîðìàëi (1, 0,−1) äëÿ âçÿòî¨ ïëîùèíè, òîáòî ìà¹ìî, ùî

(a, b, c) • (3,−1, 0) = (a, b, c) • (1, 0,−1) = 0,

à îòæå,
3a− b = 0 i a− c = 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè öi äâà ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî, ùî b = 3a i c = a. Iíøèìè ñëîâà, âåêòîð
(a, 3a, a) ¹ íîðìàëüíèì äî ïëîùèíè X. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(1, 3, 1) • ((x, y, z)− (1, 3, 2)) = 0.
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Ïðîâiâøè çâè÷àéíi ðîçðàõóíêè, îòðèìó¹ìî:

(1, 3, 1) • (x− 1, y − 3, z − 2) = 0,

1 · (x− 1) + 3 · (y − 3) + 1 · (z − 2) = 0,

x− 1 + 3y − 9 + z − 2 = 0,

à îòæå
x+ 3y + z = 12

¹ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè X.

Çàâåðøó¹ìî öåé ïiäðîçäië ùå äâîìà îçíà÷åííÿìè. Ïåðøå óçàãàëüíþ¹ íàïiâïëî-
ùèíè Rn

+ i Rn
−.

Îçíà÷åííÿ 1.7.17. Íåõàé −→p 0,
−→n ∈ Rn ç −→n ̸= −→0 . Ìíîæèíè{−→p ∈ Rn | −→n •

(−→p −−→p 0

)
⩾ 0
}

i {−→p ∈ Rn | −→n •
(−→p −−→p 0

)
⩽ 0
}

íàçèâàþòüñÿ ïiâïëîùèíàìè, âèçíà÷åíèìè ãiïåðïëîùèíîþ −→n •
(−→p −−→p 0

)
= 0. Ïiâ-

ïðÿìà � öå ïiâïëîùèíà â R.

Ãiïåðïëîùèíà â Rn äiëèòü ïðîñòið Rn íà òðè ÷àñòèíè: ¨¨ ñàìó òà äâi ïiâïëîùèíè ç
äâîõ ¨¨ �áîêiâ�. Íà ðèñ. 1.19 çîáðàæåíî äâi ïiâïëîùèíè íà ïëîùèíi, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
ïðÿìîþ (ãiïåðïëîùèíîþ)

x+ 2y − 2 = 0.

Iíîäi ïîòðiáíî ãîâîðèòè ïðî íàéìåíøó ïëîùèíó, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ìíî-
æèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.7.18. Íåõàé X � ïiäìíîæèíà â Rn. Àôiííà îáîëîíêà àáî àôiííå çà-
ìèêàííÿ ìíîæèíè X, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç aff(X), âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

aff(X) =
⋂
{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

Íàñòóïíà ëåìà âèïðàâäîâó¹ îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè:

Ëåìà 1.7.19. (1) Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ïëîùèí ¹ ïëîùèíîþ.
(2) ßêùî X � ïëîùèíà, òî aff(X) = X.

Äîâåäåííÿ. (1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí
⋂
X i íàáîðó ïëîùèíX i ¹ íåïîðîæíiì. Òîäi

iñíó¹ òî÷êà p0 ∈
⋂

X i. Òîäi çà îçíà÷åííÿì
⋂
X i0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì äëÿ êîæíî¨

ïëîùèíè
⋂

X i. Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðíèõ ïiäïðîñòîðiâ ó Rn ¹
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, òî

⋂
X i0 ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi áàçó

−→v 1, . . . ,
−→v k â

⋂
X i0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 1.7.1 ìà¹ìî, ùî⋂
X i =

{
p0 + t1

−→v 1 + t2
−→v 2 + . . .+ tk

−→v k | t1, t2, . . . , tk ∈ R
}

¹ ïëîùèíîþ.
(2) Îñêiëüêè ñåðåä åëåìåíòiâ ïåðåòèíó⋂

{P | P − ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü X} .

¹ ñàìà ïëîùèíà X, òî aff(X) ⊆X. Âêëþ÷åííÿ X ⊆ aff(X) î÷åâèäíå.
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x+ 2y − 2 = 0

x+ 2y − 2 ⩾ 0

x+ 2y − 2 ⩽ 0

Ðèñ. 1.19: Ïiâïëîùèíè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïðÿìîþ x+ 2y − 2 = 0

Ç ëåìè 1.7.19 âèïëèâà¹, ùî àôiííi îáîëîíêè � öå íàñïðàâäi ïëîùèíè. Ìîæíà
òàêîæ ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî aff(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié ïëîùèíi, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó
X, à òîìó ñëiä âiäíîñèòüñÿ äî aff(X) ÿê äî �íàéìåíøî¨� òàêî¨ ïëîùèíè.

Òåîðåìà 1.7.20. Íåõàé −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k ∈ Rn. Òîäi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
=
{−→p 0 + t1

−−→p0p1 + . . .+ tk
−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R

}
.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.7.19 àôiííà îáîëîíêà aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
¹ äåÿêîþ ïëîùè-

íîþ X. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî òî÷êè −→p 0,
−→p 1, . . . ,

−→p k

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè â Rn, à îòæå i â X. Çâiäñè òà îçíà÷åííÿ 1.7.1 âèïëèâàþòü
íàñòóïíi äâi ðiâíîñòi

aff
(−→p 0,

−→p 1, . . . ,
−→p k

)
= aff(X) =

{−→p 0 + t1
−−→p0p1 + . . .+ tk

−−→p0pk | t1, . . . , tk ∈ R
}
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íåõàé X i Y � äâi ïëîùèíè â Rn. Òîäi ç îçíà÷åííÿ ïëîùèíè âèïëèâà¹, ùî X i
Y ¹ çñóâàìè ¹äèíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ V i W , âiäïîâiäíî, òîáòî

X =
{−→p +−→v | −→v ∈ V

}
i Y =

{−→q +−→w | −→w ∈W
}

äëÿ äåÿêèõ −→p ,−→q ∈ Rn.
Iíòó¨òèâíî äâi ïëîùèíè ¹ ïîïåðå÷íèìè (îñüîâèìè), ÿêùî ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ïiä-

ïðîñòîðè V iW ¹ ëiíiéíèìè îáîëîíêàìè ìàêñèìàëüíî âèìiðíîãî ïðîñòîðó, ÿê òiëüêè
ìîæëèâîãî âçÿòîãî ¨õ âèìiðó. Iíàêøå êàæó÷è, ïåðåòèí V i W ïîâèíåí áóòè ÿêîìîãà
ìåíøèì. Iíîäi öi ïëîùèíè íàçèâàþòü ïëîùèíàìè, ùî ðîçòàøîâàíi â çàãàëüíîìó ïî-
ëîæåííi. Íàïðèêëàä, îñi x i y ¹ ïîïåðå÷íèìè â Rn, àëå âiñü x i ïàðàëåëüíà ¨é ïðÿìà,
îçíà÷åíà y = 1, íå ¹ òàêèìè. Ïëîùèíè xy i yz ¹ ïîïåðå÷íèìè â R3, àëå íå ¹ â R4.
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1.8 Îði¹íòàöiÿ

Öåé ïiäðîçäië � öå âñòóï äî ïîíÿòòÿ îði¹íòàöi¨. Õî÷à öÿ iíòó¨òèâíà êîíöåïöiÿ
çíàéîìà âñiì, íàïåâíî, ìàëî õòî çàìèñëþâàâñÿ íàä òèì, ùî öå îçíà÷à¹ òà ÿê ìîæíà
äàòè òî÷íå îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ îði¹íòàöi¨.

Ïîíÿòòÿ îði¹íòàöi¨ ïðîÿâëÿ¹ ñåáå ó áàãàòüîõ ðiçíèõ ðîçóìiííÿõ i çíà÷åííÿõ. Ó ùî-
äåííié ðîçìîâi ìîæíà çóñòðiòè òàêi ôðàçè, ÿê �ëiâîðó÷ âiä�, �ïðàâîðó÷ âiä�, �çà ãîäèí-
íèêîâîþ ñòðiëêîþ� àáî �ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè�. Ôiçèêè ãîâîðÿòü ïðî ïðàâèëî
ïðàâîãî ÷è ëiâîãî ñâåðäëèêà, àáî ïðî ïðàâi ÷è ëiâi ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ó êîìï'þòåðíié
ãðàôiöi, ìîæëèâî, ïîòðiáíî âèáèðàòè íîðìàëi äî ïëîñêî¨ êðèâî¨ ïîñëiäîâíî òàê, ùîá
óñi âîíè, ñêàæiìî, âêàçóâàëè �âñåðåäèíó� (÷è �ççîâíi�) êðèâî¨ (äèâ. ðèñ. 1.20). Àíà-

p1

p2

p3

p4

p5

p6

p7

p8

N1

N2

N3 N4 N5

N6

N7

Ðèñ. 1.20: Îäíîðiäíî îði¹íòîâàíi íîðìàëi

ëîãi÷íå çàïèòàííÿ ìîæå áóòè çàäàíî äëÿ íîðìàëåé ó âèïàäêó ïîâåðõîíü. ßê ìîæíà
ñèñòåìàòè÷íî ñêàçàòè, ùî íàø âèáið íîðìàëåé ¹ �ñóìiñíèì�? Ùî öå íàñïðàâäi îçíà-
÷à¹?

Íàïåâíî, íàéïðîñòiøèé ñïîñiá ïðîäåìîíñòðóâàòè âëàñòèâiñòü îði¹íòóâàííÿ äëÿ
ïîâåðõîíü � öå â òåðìiíàõ êiëüêîñòi �ñòîðií�, ÿêi âîíè ìàþòü. Ðîçãëÿíåìî öèëiíäð
íà ðèñ. 1.21(a). Öÿ ïîâåðõíÿ ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî ÿêáè õòîñü áóâ æóêîì, òî ¹äèíèì
ñïîñîáîì ïðîíèêíóòè iç �çîâíiøíüîãî áîêó� ó �âíóòðiøíié� òðåáà áóëî á ïîâçàòè ÷åðåç
êðàé ïîâåðõíi. Ìè âèñëîâëþ¹ìî öå êàæó÷è, ùî öèëiíäð ¹ �äâîái÷íèì� àáî îði¹íòîâà-
íèì. Î÷åâèäíî, ùî öèëiíäð ìîæíà îòðèìàòè iç ñìóæêè ïàïåðó, ñêëå¨âøè äâà êiíöi
çâè÷àéíèì ÷èíîì. ßêùî, íàâïàêè, ìè âiçüìåìî òó æ ñàìó ñìóæêó ïàïåðó òà ñïî÷àòêó
ïîâåðíåìî ¨¨ íà 180◦, ïåðø íiæ ñêëå¨òè êiíöi, òî îòðèìà¹ìî ïîâåðõíþ, ÿêà íàçèâà¹-
òüñÿ ñòði÷êîþ Ìüîáióñà (äèâ. ðèñ. 1.21(b)). Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ñòði÷êà Ìüîáióñà
ìà¹ äâi ñòîðîíè â áóäü-ÿêié òî÷öi, ìè ìîæåìî äiñòàòèñÿ ç îäíîãî áîêó íà iíøèé, ïðî-
éøîâøè âñþ ñòði÷êó, ïàðàëåëüíî ìåðèäiàíó. Ñòði÷êà Ìüîáióñà � öå �îäíîái÷íà� àáî
íåîði¹íòîâàíà ïîâåðõíÿ. Âçàãàëi, ïðîñòå îçíà÷åííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êàæóòü, ùî
ïîâåðõíÿ S ¹ îði¹íòîâàíîþ (íåîði¹íòîâàíîþ), ÿêùî íåìîæëèâî (ìîæëèâî) äiñòàòèñÿ
ç îäíîãî áîêó ïîâåðõíÿ S â òî÷öi íà iíøèé áiê, ïðîõîäÿ÷è âçäîâæ ïîâåðõíi.

Ìîæíà âèçíà÷èòè îði¹íòîâàíiñòü òàêîæ ç òî÷êè çîðó âëàñòèâîñòåé, ÿêi áåçïîñåðå-
äíüî ïîâ'ÿçàíi ç iíòó¨òèâíèì ðîçóìiííÿì ïîíÿòòÿ �îði¹íòàöiÿ�. Íàïðèêëàä, îði¹íòîâà-
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(a) (b)

Ðèñ. 1.21: Iíäóêîâàíi îði¹íòàöi¨ âçäîâæ øëÿõiâ

íà ïîâåðõíÿ � öå òàêà, äå ìîæíà âèçíà÷èòè óçãîäæåíå ïîíÿòòÿ ëiâîðó÷ òà ïðàâîðó÷
àáî ðóõ çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ òà ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Àëå ùî îçíà÷à¹
�óçãîäæåíèé�? ßêùî äâî¹ ëþäåé ñòîÿòü ó ðiçíèõ òî÷êàõ ïîâåðõíi, i êîæåí ç íèõ âè-
ðiøèâ, ùî íàçèâàòè çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ, ÿê âîíè ìîæóòü âèçíà÷èòè, ÷è ¹ ¨õ
âèáið óçãîäæåíèì (ïðèïóñêàþ÷è, ùî âîíè íå ìîæóòü áà÷èòè îäèí îäíîãî)? Îäèí iç
ñïîñîáiâ âiäïîâiñòè íà öå çàïèòàííÿ � ïîïðîñèòè îäíîãî ç íèõ ïiäiéòè òóäè, äå ñòî¨òü
äðóãèé, à ïîòiì ïîðiâíÿòè ñâî¨ óÿâëåííÿ ïðî ãîäèííèêîâó ñòðiëêó. Öå ïðèçâîäèòü
äî íàñòóïíîãî ïiäõîäó äî âèçíà÷åííÿ óçãîäæåíî¨ îði¹íòàöi¨ â êîæíié òî÷öi ïîâåðõíi
S. Ïî÷èíàþ÷è ç òî÷êè p íà ïîâåðõíi, âèáèðàþòü îði¹íòàöiþ â òî÷öi p, âèðiøóþ÷è,
ÿêå ç äâîõ ìîæëèâèõ îáåðòàíü íàâêîëî öi¹¨ òî÷êè òðåáà âèçíà÷èòè ÿê îáåðòàííÿ çà
ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ. Òåïåð, íåõàé q � äîâiëüíà iíøà òî÷êà ïîâåðõíi S, ïðè÷îìó
òî÷êà q ìîæå çáiãàòèñÿ ç òî÷êîþ p. Ðóõà¹ìîñÿ äî òî÷êè q âçäîâæ ÿêîãîñü øëÿõó,
âåñü ÷àñ ïàì'ÿòàþ÷è, ÿêå îáåðòàííÿ áóëî âèçíà÷åíî, ÿê îáåðòàííÿ çà ãîäèííèêîâîþ
ñòðiëêîþ. Öå ïðèçâåäå äî óÿâëåííÿ ïðî îáåðòàííÿ çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ â òî-
÷öi q, à îòæå, é îði¹íòàöi¨ â òî÷öi q. Íà æàëü, iñíó¹ áàãàòî øëÿõiâ âiä òî÷êè p äî
òî÷êè q (i âçàãàëi íå iñíó¹ ¹äèíîãî íàéêîðîòøîãî øëÿõó), i, õî÷à öå ìîæå çäàòèñÿ íå
îäðàçó î÷åâèäíèì, ðiçíi øëÿõè ìîæóòü iíäóêóâàòè ðiçíi îði¹íòàöi¨. ßêùî îði¹íòàöiÿ
â òî÷öi p çàâæäè iíäóêó¹ îäíàêîâó îði¹íòàöiþ â êîæíié òî÷öi ïîâåðõíi, íåçàëåæíî
âiä òîãî, ÿêèì øëÿõîì ìè ïðîõîäèìî äî öi¹¨ òî÷êè, òîäi ïîâåðõíÿ S íàçèâà¹òüñÿ
îði¹íòîâàíîþ. Ç ðèñ. 1.21(b) âèäíî, ùî îáõiä ìåðèäiàíà ñòði÷êè Ìüîáióñà ïðèçâåäå
äî çâîðîòíî¨ (îáåðíåíî¨) îði¹íòàöi¨ ó âèõiäíié òî÷öi, ÿêà ¹ ïðîòèëåæíîþ âèáðàíié íà
ïî÷àòêó. Òîìó ìè íàçâàëè á ñòði÷êó Ìüîáióñà íåîði¹íòîâíîþ, i íàøå íîâå îçíà÷åííÿ
ïîíÿòòÿ îði¹íòàöi¨ ñóìiñíå ç ïîïåðåäíiì.

Îði¹íòîâàíiñòü � öå âëàñòèâiñòü ïîâåðõîíü. Ôåëiêñ Êëÿéí (Felix Klein) áóâ ïåð-
øèì, õòî ÷iòêî âèçíà÷èâ öåé ôàêò ó 1876 ð. Ñôåðà ¹ îði¹íòîâàíà ïîâåðõíÿ, ÿê i òîð
(ïîâåðõíÿ áóáëèêà), òàê i ïîäâiéíèé òîð (ïîâåðõíÿ òâåðäî¨ âiñiìêè), ÿêi çîáðàæåíi íà
ðèñ. 1.22. Íàñïðàâäi, îñêiëüêè òîð áóäå ÷àñòèì ïðèêëàäîì, òî íàñòàâ ÷àñ äàòè òðîõè
òî÷íiøå éîãî îçíà÷åííÿ. Öå îêðåìèé âèïàäîê áiëüø çàãàëüíîãî òèïó ïîâåðõíi.

Îçíà÷åííÿ 1.8.1. Ïîâåðõíåþ îáåðòàííÿ â R3 íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòið S, îòðèìàíèé
îáåðòàííÿì ïëîñêî¨ êðèâî¨ íàâêîëî ïðÿìî¨ â ïëîùèíi, ÿêà íàçèâàþòüñÿ âiññþ îáåð-
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Ðèñ. 1.22: Òîð i ïîäâiéíèé òîð � îði¹íòîâàíi ïîâåðõíi

òàííÿ. Ìåðèäiàí ïîâåðõíi S � öå çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ïåðåòèíó ïîâåðõíi S i ïëî-
ùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü îáåðòàííÿ. Ïàðàëåëi àáî êîëà øèðîò ïîâåðõíi îáåð-
òàííÿ S � öå çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ïåðåòèíó ïîâåðõíi S i ïëîùèíè, îðòîãîíàëüíî¨ îñi
îáåðòàííÿ (äèâ. ðèñ. 1.23).

axis of revolution

meridiancircle of latitude

axis of revolution − âiñü îáåðòàííÿ
circle of latitude − ïàðàëåëü

meridian − ìåðèäiàí

Ðèñ. 1.23: Ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ

Òîð � öå ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ, äå êðèâà, ùî îáåðòà¹òüñÿ, � öå êîëî, ÿêå íå ïåðå-
òèíà¹ âiñü îáåðòàííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ìåðèäiàíè ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ ïåðåòèíàþòüñÿ ç êîëàìè øèðîòè
â îäíié òî÷öi, à òàêîæ, ùî ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ íàñïðàâäi ìîæå íå áóòè �ïîâåðõíåþ�,
ÿêùî êðèâà, ùî îáåðòà¹òüñÿ, íå âèáèðà¹òüñÿ ðåòåëüíî, íàïðèêëàä, ÿêùî âîíà ïåðå-
òèíà¹ âiñü. Ïîâåðõíi îáåðòàííÿ òàêîæ ¹ îði¹íòîâàíèìè.
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Iñíóþòü ïîâåðõíi áåç ìåæi (áåç êðàþ), ÿêi íå ìîæíà îði¹íòóâàòè, i ÷èòà÷åâi ïðî-
ïîíó¹òüñÿ çíàéòè ¨õ ñàìîñòiéíî (àáî ïî÷åêàòè, ïîêè íå ç'ÿâèòüñÿ ïiçíiøå â öüîìó
êóðñi ëåêöié). Íåîáõiäíî çâåðíóòè óâàãó íà òàêå: íåîði¹íòîâàíi ïîâåðõíi áåç ìåæi
(áåç êðàþ) íå iñíóþòü ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R3. Ïîòðiáåí ÷åòâåðòèé
âèìið.

Çàâåðøèìî öå iíòó¨òèâíå îáãîâîðåííÿ îði¹íòîâàíîñòi. Ïåðåéäåìî äî ìàòåìàòè÷-
íèõ îçíà÷åíü. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèçíà÷à¹ìî íàéãîëîâíiøå ïîíÿòòÿ, à ñàìå òå,
ùî ìà¹òüñÿ íà óâàçi ïiä îði¹íòàöi¹þ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó. Âîíî âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ
ëîêàëüíîãî ïîíÿòòÿ, òîáòî ïîíÿòòþ îði¹íòàöi¨ â òî÷öi.

Ðîçãëÿíåìî ñïðîáó âèçíà÷èòè îði¹íòàöiþ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ó R2. Íåõàé
(−→v 1,

−→v 2) � âïîðÿäêîâàíà áàçà â R2 (äèâ. ðèñ. 1.24). Ìè ìîãëè á âèêîðèñòàòè öþ

−→v 1

−→v 2

−→w1
−→w2

Ðèñ. 1.24: Âèêîðèñòàííÿ âïîðÿäêîâàíèõ áàçèñiâ äëÿ âèçíà÷åííÿ îði¹íòàöi¨

âïîðÿäêîâàíó ïàðó, ùîá çàïðîïîíóâàòè iäåþ ðóõó ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Ïðîá-
ëåìà ïîëÿãà¹ ëèøå â òîìó, ùî iñíó¹ áàãàòî âïîðÿäêîâàíèõ áàçèñiâ äëÿ R2. Íàïðèêëàä,
ïàðà (−→w1,

−→w2) íà ðèñ. 1.24 òàêîæ âiäïîâiäà¹ ðóõó ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Îòæå,
íàì ïîòðiáíå âiäïîâiäíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Êëþ÷åì äî âèçíà÷åííÿ öüîãî
âiäíîøåííÿ ¹ ìàòðèöÿ, ùî ñòîñó¹òüñÿ äâîõ âïîðÿäêîâàíèõ áàçèñiâ.

Íåõàé (−→v 1,
−→v 2) i (

−→w1,
−→w2) � äâà âïîðÿäêîâàíi áàçèñè â R2. Ïðèïóñòèìî, ùî

−→v 1 = a11
−→w1 + a12

−→w2,
−→v 2 = a21

−→w1 + a22
−→w2,

äëÿ aij ∈ R. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âïîðÿäêîâàíi áàçèñè (−→v 1,
−→v 2) i (

−→w1,
−→w2) åêâiâà-

ëåíòíi , ÿêùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi

A = (aij) =

(
a11 a12
a21 a22

)
äîäàòíèé. Îñêiëüêè ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç áàçàìè, òî çíà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè aij iñíóþòü
òà ¹äèíi, à ìàòðèöÿ A = (aij) � íåîñîáëèâà. Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî òàêå âiäíîøåí-
íÿ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi i, ùî ìè ìà¹ìî ñàìå äâà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi,
îñêiëüêè íåíóëüîâèé äåòåðìiíàíò ¹ àáî äîäàòíèì, àáî âiä'¹ìíèì. Ìè ìîãëè á âèçíà-
÷èòè îði¹íòàöiþ ïðîñòîðó R2 áóòè îäíèì ç òàêèõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi. ßê øâèäêà
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ïåðåâiðêà òîãî, ùî ìè îòðèìó¹ìî òå, ÷îãî õî÷åìî, çâåðíiòü óâàãó, ÿêùî −→w1 = −→v 2 i−→w2 =
−→v 1, òî

A = (aij) =

(
0 1
1 0

)
.

Î÷åâèäíî, ùî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ −1, à îòæå âïîðÿäêîâàíi áàçèñè
(−→v 1,

−→v 2) i (
−→v 2,
−→v 1) âèçíà÷àþòü ðiçíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi.

Îñêiëüêè ìè âèêîðèñòîâóâàëè ëèøå êîíöåïöi¨ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, òî ëåãêî óçà-
ãàëüíèòè òå, ùî ìè ùîéíî çðîáèëè.

Îçíà÷åííÿ 1.8.2. Íåõàé B1 = (−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n) i B2 = (−→w1,
−→w2, . . . ,

−→wn) � âïîðÿä-
êîâàíi áàçèñè äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V i íåõàé

−→w i =
n∑

j=1

aij
−→v j, äå aij ∈ R,

äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âïîðÿäêîâàíi áàçèñè B1 i B2 åêâiâàëåíòíi ,
i çàïèñóâàòèìåìî öå B1 ∼ B2, ÿêùî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi (aij) äîäàòíèé.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè î÷åâèäíå.

Ëåìà 1.8.3. ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âïîðÿäêîâàíèõ áàçèñiâ
äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V ç ðiâíî äâîìà êëàñàìè åêâiâàëåíòíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.8.4. Îði¹íòàöi¹þ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàçèâà¹òüñÿ êëàñ åêâiâà-
ëåíòíîñòi âïîðÿäêîâàíîãî áàçèñó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V ñòîñîâíî âiäíîøåííÿ ∼.
Äëÿ îäíi¹¨ ôiêñîâàíî¨ îði¹íòàöi¨ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V iíøà éîãî îði¹íòàöiÿ íà-
çèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ îði¹íòàöi¹þ. Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi âïîðÿäêîâàíîãî áàçèñó
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n) çà âiäíîøåííÿì ∼ áóäåìî ïîçíà÷àòè [−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n]. Ó öüîìó âè-

ïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âïîðÿäêîâàíèé áàçèñ (−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n) iíäóêó¹ àáî âèçíà-
÷à¹ îði¹íòàöiþ [−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n] âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Îði¹íòîâàíèé âåêòîðíèé

ïðîñòið � öå ïàðà (V ,σ), äå V � âåêòîðíèé ïðîñòið, à σ � éîãî îði¹íòàöiÿ.

Ïðèêëàä 1.8.5. Äîâåäiòü, ùî îði¹íòîâàíi áàçèñè ((1, 3), (2, 1)) i ((1, 1), (2, 0)) âèçíà-
÷àþòü îäíó îði¹íòàöiþ ïëîùèíè.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

(1, 1) =
1

5
(1, 3) +

2

5
(2, 1),

(2, 0) = −2

5
(1, 3) +

6

5
(2, 1)

(äèâ. ðèñ. 1.25) i

det


1

5

2

5

−2

5

6

5

 =
6

25
+

4

25
=

10

25
=

2

5
> 0.

Ïðèêëàä 1.8.6. Äîâåäiòü, ùî îði¹íòîâàíi áàçèñè ((1, 3), (2, 1)) i ((3,−1), (−1, 3)) âè-
çíà÷àþòü ðiçíi îði¹íòàöi¨ ïëîùèíè.
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(3,−1)

(2, 0)

(2, 1)
(1, 1)

(1, 3)(−1, 3)

Ðèñ. 1.25: Îði¹íòàöi¨ áàçèñiâ

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

(3,−1) = −(1, 3) + 2(2, 1),

(−1, 3) = 7

5
(1, 3)− 6

5
(2, 1)

(äèâ. ðèñ. 1.25) i

det

(
−1 2
7

5
−6

5

)
=

6

5
− 14

5
= −8

5
< 0.

Îñêiëüêè äîâiëüíi âåêòîðíi ïðîñòîðè íå ìàþòü æîäíèõ ñïåöiàëüíèõ áàçèñiâ, òî
çàçâè÷àé íå ìîæíà ãîâîðèòè ïðî �ñòàíäàðòíó� îði¹íòàöiþ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, à
ìîæíà ëèøå ïîðiâíþâàòè óïîðÿäêîâàíi áàçècè, âèçíà÷àþ÷è, ÷è îäíàêîâi ¨õíi îði¹í-
òàöi¨, ÷è íi. Ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn ìè ìà¹ìî
ñòàíäàðòíèé áàçèñ (−→e 1,

−→e 2, . . . ,
−→e n), äå

−→e 1 = (1, 0, . . . , 0), −→e 2 = (0, 1, . . . , 0), . . . −→e n = (0, 0, . . . , 1).

Îçíà÷åííÿ 1.8.7. Îði¹íòàöiÿ [−→e 1,
−→e 2, . . . ,

−→e n] íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíîþ îði¹íòà-
öi¹þ n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn.

Ñòàíäàðòíà îði¹íòàöiÿ âiäïîâiäà¹ òîìó, ùî íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëî ïðàâîãî ñâåðäëè-
êà, i ïðîòèëåæíà îði¹íòàöiÿ � ïðàâèëî ëiâîãî ñâåðäëèêà.

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî íàñïðàâäi âàæëèâèì ïîíÿòòÿì ¹ íå ôîðìàëüíå âèçíà-
÷åííÿ îði¹íòàöi¨, à ïîâ'ÿçàíà ç öèì òåðìiíîëîãiÿ. ×èòà÷ ïîâèíåí ðîçóìiòè ñàìå òàêi
ôðàçè, ÿê �öi äâi âïîðÿäêîâàíi áàçè âèçíà÷àþòü îäíàêîâi àáî ïðîòèëåæíi îði¹íòàöi¨�
àáî �öÿ áàçà iíäóêó¹ ñòàíäàðòíó àáî íåñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Rn�.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìîæå áóòè íóäíèì, i òîìó ïðè¹ìíî çíàòè, ùî
iñíó¹ íàáàãàòî ïðîñòiøèé ìåòîä äëÿ âèçíà÷åííÿ, ÷è âïîðÿäêîâàíi áàçèñè âèçíà÷àþòü
îäíàêîâó îði¹íòàöiþ ÷è íi ó âèïàäêó n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn.

Ëåìà 1.8.8. Äâà âïîðÿäêîâàíi áàçèñè (−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n) i (
−→w1,
−→w2, . . . ,

−→wn) n-âèìið-
íîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn âèçíà÷àþòü îäíàêîâi îði¹íòàöi¨ òîäi i ëèøå òîäi,
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êîëè âèçíà÷íèêè

det


−→v 1−→v 2
...
−→v n

 i det


−→w1−→w2
...
−→wn


ìàþòü îäíàêîâèé çíàê.

Iäåÿ äîâåäåííÿ ëåìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âèðàçèòè îáèäâà áàçèñè ÷åðåç ñòàí-
äàðòíèé âïîðÿäêîâàíèé áàçèñ (−→e 1,

−→e 2, . . . ,
−→e n), à äàëi ñêîðèñòàòèñÿ âëàñòèâîñòÿìè

âèçíà÷íèêiâ i ëåìîþ 1.8.3.

Ïðèêëàä 1.8.9. Ðîçâ'ÿçêè ïðèêëàäiâ 1.8.5 i 1.8.6 ¹ íàáàãàòî ïðîñòiøi çà äîïîìîãîþ
ëåìè 1.8.8. Íå ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè æîäíi ëiíiéíi ðiâíÿííÿ, à ïðîñòî îá÷èñëèòè òàêi
äåòåðìiíàíòè:

det

(
1 3
2 1

)
= −5, det

(
1 1
2 0

)
= −5, det

(
3 −1
−1 3

)
= 8.

Îçíà÷åííÿ 1.8.10. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íåâèðî-
äæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, ÿêùî âïîðÿäêîâàíi
áàçèñè (−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n) i (T (−→v 1), T (

−→v 2), . . . , T (
−→v n)) âèçíà÷àþòü îäíàêîâó îði¹í-

òàöiþ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . ßêùî ¹ ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V íå çáåði-
ãà¹ îði¹íòàöiþ, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âîíî ðîçâåðòà¹ îði¹íòàöiþ. Áiëüø çàãàëü-
íî, ÿêùî (V ,σ) i (W , τ ) � äâà îði¹íòîâàíi n-âèìiðíi âåêòîðíi ïðîñòîðè i ÿêùî
T : V →W � íåâèðîäæåíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ (î÷åâèäíî, ùî âîíî ¹ içîìîðôiçìîì
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ), òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî T : V →W çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, ÿêùî
τ = [T (−→v 1), T (

−→v 2), . . . , T (
−→v n)] äëÿ âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ áàçèñiâ (

−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n) âåê-
òîðíîãî ïðîñòîðó V ç âëàñòèâiñòþ σ = [−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n], i â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó

áóäåìî ãîâîðèòè, ùî T ðîçâåðòà¹ îði¹íòàöiþ.

Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, î÷åâèäíî, çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ.

Íàñòóïíà òåîðåìà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 1.8.11. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � íåâèðîäæåíå ëi-
íiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Ïåðåòâîðåííÿ T çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
det(T ) > 0.

Òåîðåìà 1.8.12. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T, T1, T2, . . . , Tk : V → V � íåâè-
ðîäæåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ.

1. Ïåðåòâîðåííÿ T çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè T−1 çáåðiãà¹ îði-
¹íòàöiþ.

2. Íåõàé T = T1 ◦T2 ◦ . . . ◦Tk : V → V . Ïåðåòâîðåííÿ T çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè êiëüêiñòü ïåðåòâîðåíü Ti ÿêi ðîçâåðòàþòü îði¹íòàöiþ, ¹
ïàðíà.

Òåîðåìà 1.8.12 ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 1.8.11 òà òàêèõ ðiâíîñòåé:

det(T−1) =
1

det(T )
i det(T ) = det(T1) · det(T2) · . . . · det(Tk).
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Îçíà÷åííÿ 1.8.13. Íåõàé X � ïëîùèíà n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn ç
áàçèñîì −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n. Îði¹íòàöi¹þ ïëîùèíè X íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòàöiÿ ëiíiéíî-

ãî ïiäïðîñòîðó aff({−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n}) (ÿêèé ¹ ïåðåíåñåííÿì ïëîùèíè X äî ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò) ïðîñòîðó Rn. Îði¹íòîâàíà ïëîùèíà öå ïàðà (X,σ), äå X � ïëî-
ùèíà, à σ � îði¹íòàöiÿ ïëîùèíè X. Âèðàç �ïëîùèíà X îði¹íòîâàíà âïîðÿäêî-
âàíèì áàçèñîì (−→w1,

−→w2, . . . ,
−→wk)� áóäå îçíà÷àòè, ùî ìà¹ìî îði¹íòîâàíó ïëîùèíó

(X, [−→w1,
−→w2, . . . ,

−→wk]). Îði¹íòîâàíó ïðÿìó ÷àñòî íàçèâàþòü íàïðÿìëåíîþ ïðÿìîþ.

Îði¹íòîâàíó ïëîùèíó (X,σ) ÷àñòî íàçèâàþòü ïðîñòî �îði¹íòîâàíîþ ïëîùèíîþ
X�. Ó öüîìó âèïàäêó îði¹íòàöiÿ σ ââàæà¹òüñÿ çàäàíîþ, àëå ïðîñòî íå âêàçó¹òüñÿ
ÿâíî, ïîêè öå íå áóäå ïîòðiáíî. Îði¹íòàöiÿ îði¹íòîâàíî¨ ïðÿìî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì
îäèíè÷íèì âåêòîðîì íàïðÿìêó.

Çàçâè÷àé, õî÷à âîíè, çäà¹òüñÿ, ìàþòü ñåíñ, òàêi âèðàçè, ÿê �êóò ìiæ äâîìà ïðÿ-
ìèìè� àáî �êóò ìiæ äâîìà ïëîùèíàìè â R3�, ¹ íåîäíîçíà÷íèìè, îñêiëüêè öå ìîæå
îçíà÷àòè îäèí iç äâîõ êóòiâ. Ó îði¹íòîâàíîìó âèïàäêó òàêi êóòè âèçíà÷àþòüñÿ îäíî-
çíà÷íî.

Îçíà÷åííÿ 1.8.14. Íåõàé (X,σ) i (Y , τ )� îði¹íòîâàíi ãiïåðïëîùèíè â n-âèìiðíîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Íåõàé σ = [−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n−1] i τ = [−→w1,

−→w2, . . . ,
−→wn−1] �

íîðìàëüíi âåêòîðè äëÿ X i Y , âiäïîâiäíî, ç âëàñòèâiñòþ, ùî âïîðÿäêîâàíi áàçèñè
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n) i (

−→w1,
−→w2, . . . ,

−→wn) iíäóêóþòü ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ ïðîñòîðó Rn,
òîäi êóò ìiæ âåêòîðàì −→v n i −→wn íàçèâà¹òüñÿ êóòîì ìiæ îði¹íòîâàíèìè ãiïåðïëî-
ùèíàìè (X,σ) i (Y , τ ).

Çàóâàæèìî, ùî êóò ìiæ îði¹íòîâàíèìè ãiïåðïëîùèíàìè êîðåêòíî âèçíà÷åíèé.

Îçíà÷åííÿ 1.8.15. Íåõàé L � îði¹íòîâàíà ïðÿìà i íåõàé −→u � îäèíè÷íèé âåêòîð,
ÿêèé âèçíà÷à¹ îði¹íòàöiþ ïðÿìî¨ L. Íåõàé p i q � äâi òî÷êè íà ïðÿìié L. Îði¹íòîâà-
íà âiäñòàíü âiä òî÷êè p äî òî÷êè q, ïîçíà÷à¹òüñÿ ∥−→pq∥, âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∥−→pq∥ = −→pq • −→u .

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ÿêùî p ̸= q, òî ∥−→pq∥ � öå ïðîñòî çâè÷àéíà âiäñòàíü (äîâ-
æèíà âåêòîðà) |−→pq| ÿêùî âåêòîð −→pq iíäóêó¹ òó ñàìó îði¹íòàöiþ íà ïðÿìié L, ùî i
âåêòîð −→u , òà −|−→pq| � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Êóò ìiæ äâîìà âåêòîðàìè, ÿê âèçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 1.5, çàâæäè ¹ íåâiä'¹ìíîþ
âåëè÷èíîþ, àëå iíîäi çðó÷íî ãîâîðèòè ïðî çíàêîâèé êóò, äå çíàê êóòà âèçíà÷à¹òüñÿ
íàïðÿìêîì (ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè àáî çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ), ùî êóò �îõî-
ïëþ¹�.

Îçíà÷åííÿ 1.8.16. Íåõàé −→u òà −→v � äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè íà ïëîùèíi R2.
ßêùî θ � êóò ìiæ âåêòîðàì u òà −→v , òî âèçíà÷èìî çíàêîâèé êóò ìiæ −→u òà −→v ,
ÿêèé ïîçíà÷àòèìåìî ∠s(

−→u ,−→v ), òàê:

∠s(
−→u ,−→v )=


θ, ÿêùî âïîðÿäêîâàíà áàçà (−→u ,−→v )

iíäóêó¹ ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ â R2;
−θ, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Íà öüîìó íàøå îáãîâîðåííÿ ëîêàëüíî¨ òåîði¨ îði¹íòàöi¨ çàêií÷ó¹òüñÿ. Ìè ïîâåð-
íåìîñÿ äî òåìè îði¹íòàöi¨ â ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ, â ðîçóìiííi ïiä îði¹íòàöi¨ â òî÷öi
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ïðîñòîðó êðèâèõ. Ìè òàêîæ ðîçãëÿíåìî ãëîáàëüíi àñïåêòè îði¹íòàöi¨ òà òå, ùî ìîæå
îçíà÷àòè ñêàçàòè, ùî îði¹íòîâàíèé öiëèé ïðîñòið. Îäíàê, ùîá íå çàëèøàòè ÷èòà÷à â
ïåâíié ìiði ùîäî òîãî, ÿê âèçíà÷åííÿ öüîãî ðîçäiëó âïèñóþòüñÿ â öiëó êàðòèíó, êî-
ðèñíî äàòè êîðîòêèé îïèñ òîãî, ùî ìà¹ áóòè. Õîðîøèì ïðèêëàäîì ìîæóòü ñëóæèòè
ïîâåðõíi.

Íåõàé S � ãëàäêà ïîâåðõíÿ. Ïiä öèì ïîíÿòòÿì ìè ìà¹ìî íà óâàçi òå, ùî S ìà¹
õîðîøó äîòè÷íó ïëîùèíó Tp â êîæíié òî÷öi p, ÿêà ïîñòiéíî çìiíþ¹òüñÿ, êîëè ìè
ðóõà¹ìîñÿ âiä òî÷êè äî òî÷êè. Íàçâåìî òî÷êó, äå äîòè÷íà ïëîùèíà òîðêà¹òüñÿ ïî-
âåðõíi, ñâî¨ì �ïî÷àòêîì�. Îñêiëüêè êîæíà äîòè÷íà ïëîùèíà Tp ¹ äâîâèìiðíèì âåê-
òîðíèì ïðîñòîðîì, òî ìè çàâæäè çíà¹ìî, êîëè öå îçíà÷à¹ ìàòè îði¹íòàöiþ σp äëÿ
êîæíî¨ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè Tp îêðåìî. Ñiì'ÿ îði¹íòàöié O = σp íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòà-
öi¹þ äëÿ ïîâåðõíi S, ÿêùî îði¹íòàöi¨ σp ïîñòiéíî çìiíþþòüñÿ âiä òî÷êè äî òî÷êè.
Ùîá ïîÿñíèòè, ùî ìà¹òüñÿ íà óâàçi ïiä ïîíÿòòÿì ïîñòiéíî çìiíè îði¹íòàöi¨, çâåðíiòü
óâàãó, ùî iñíó¹ ÷iòêî âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íà ïðîåêöiÿ πp îêîëó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ó
äîòè÷íié ïëîùèíi Tp íà îêië òî÷êè p íà ïîâåðõíi. Ðèñ. 1.26 ïîêàçó¹ öþ âiäïîâiäíiñòü

Tp
p

x

πp
q

Tq

y = πq
−1πp(x)

πq

Ðèñ. 1.26: Âèçíà÷åííÿ ïîñòiéíî çìiíþâàíèõ îði¹íòàöié

ó âèïàäêó êðèâî¨. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî äâi òî÷êè p i q áëèçüêi, òî âiäîáðàæåííÿ

πp,q = πq
−1πp

¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ ái¹êöi¹þ ìiæ îêîëîì ïî÷àòêó êîîðäèíàò ó äîòè÷íié ïëîùèíi
Tp òà îêîëîì ïî÷àòêó êîîðäèíàò ó äîòè÷íié ïëîùèíi Tq. Ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâà-
òè öå âiäîáðàæåííÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ âiäïîâiäíîñòi ìiæ óïîðÿäêîâàíèìè áàçèñàìè â
äâîõ äîòè÷íèõ ïðîñòîðàõ. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî ïîðiâíþâàòè îði¹íòàöi¨, i ìè ãîâî-
ðèìî, ùî îði¹íòàöi¨ â O ïîñòiéíî çìiíþþòüñÿ, ÿêùî áëèçüêié òî÷êè σp i σq ïîâ'ÿçàíi
âiäîáðàæåííÿì πp,q. Îði¹íòîâàíà ïîâåðõíÿ � öå ïàðà (S,O), äå S � ïîâåðõíÿ, à O
¨ ¨ îði¹íòàöiÿ.
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1.9 Îïóêëi ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ 1.9.1. Ïiäìíîæèíà X ó n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn íàçè-
âà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè òî÷îê p, q ∈ X âiäðiçîê [p, q] ïîâíiñòþ
ìiñòèòüñÿ â X, à â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ íåîïóêëîþ.

Ïðèêëàäè îïóêëèõ òà íåîïóêëèõ ìíîæèí ó 2-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2

íàâåäåíi íà ðèñ. 1.27(a) i (b), âiäïîâiäíî. Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ïåðåëi÷åíî äåÿêi

(a) (b) (c)

Ðèñ. 1.27: Îïóêëi, íåîïóêëi ìíîæèíè òà îïóêëà îáîëîíêà

îñíîâíi ôàêòè ïðî îïóêëi ìíîæèíè.

Òâåðäæåííÿ 1.9.2. (i) Ïîðîæíà ìíîæèíà òà Rn îïóêëi ìíîæèíè.
(ii) Êîæíà ïiâïëîùèíà â Rn îïóêëà ìíîæèíà.
(iii) Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi îïóêëèõ ìíîæèí ó Rn îïóêëà ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Âèñëîâëåííÿ (i) î÷åâèäíå, à äîâåäåííÿ âèñëîâëåíü (ii) i (iii) ìè çàëèøà-
¹ìî ÷èòà÷åâi (äèâ. âïðàâè 1.17.67 i 1.17.68).

Îñêiëüêè îïóêëi ìíîæèíè ìàþòü áàãàòî õîðîøèõ âëàñòèâîñòåé, òî áóëî á çðó÷íî
ââåñòè ïîíÿòòÿ íàéìåíøî¨ îïóêëî¨ ìíîæèíè, ùî ìiñòèòü äàíó ìíîæèíó.

Îçíà÷åííÿ 1.9.3. Íåõàé X ⊆ Rn. Îïóêëà îáîëîíêà àáî îïóêëå çàìèêàííÿ ìíîæèíè
X ó Rn, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç conv(X), âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

conv(X) =
⋂
{C : C − îïóêëà â Rn i X ⊆ C} .

Îçíà÷åííÿ îïóêëî¨ îáîëîíêè ïîäiáíå äî îçíà÷åííÿ àôiííî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè.
Öå ïiäòâåðäæóþòü òàêi äâà ôàêòè. Ïî-ïåðøå, îñêiëüêè êîæåí n-âèìiðíèé åâêëiäîâèé
ïðîñòið Rn îïóêëèé, òî ìè íiêîëè íå îòðèìó¹ìî ïîðîæíüîãî ïåðåòèíó. Ïî-äðóãå, çà
òâåðäæåííÿì 1.9.2(iii) îïóêëi îáîëîíêè íàñïðàâäi ¹ îïóêëèìè ìíîæèíàìè. Òàêîæ
ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî conv(X) ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêié îïóêëié ìíîæèíi, ÿêà ìiñòèòü X,
i ñàìå òîìó ¨¨ íàçèâàþòü �íàéìåíøîþ� òàêîþ ìíîæèíîþ (äèâ. ðèñ 1.27(ñ)).

Òâåðäæåííÿ 1.9.4. ßêùî X � îïóêëà ïiäìíîæèíà â Rn, òî conv(X) = X.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1.9.4 çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó (äèâ. âïðàâó 1.17.69).
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Îçíà÷åííÿ 1.9.5. Îáìåæåíà ïiäìíîæèíà â Rn, ÿêà ¹ ïåðåòèíîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
ïiâïëîùèí íàçèâà¹òüñÿ îïóêëèì ëiíiéíèì ìíîãîãðàííèêîì.

Òåðìií �îáìåæåíèé� îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ìiñòèòüñÿ â ÿêîìóñü çàìêíåíîìó äèñ-
êó ôiêñîâàíîãî ðàäióñà ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íàïðèêëàä, ìè íå õî÷åìî
íàçèâàòè ñàì n-âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið Rn îïóêëèì ëiíiéíèì ìíîãîãðàííèêîì.
Îïóêëèé ëiíiéíèé ìíîãîãðàííèê � öå îêðåìèé âèïàäîê ëiíiéíîãî ìíîãîãðàííèêà,
ÿêèé áóäå âèçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi ??. Âèãëÿäà¹ ïðèðîäíî äàâàòè òóò îçíà÷åííÿ äëÿ
òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî ïåðåòèí íàïiâïëîùèí óòâîðþ¹ áàãàòî öiêàâèõ i äîñèòü çà-
ãàëüíèõ ìíîæèí i îäíî÷àñíî äîâîäèòü, ùî öi ìíîæèíè îïóêëi (äèâ. ðèñ 1.28).

H1H2

H3

H4

X

Ðèñ. 1.28: Îïóêëèé ëiíiéíèé ìíîãîãðàííèê X

Äåÿêi îïóêëi ëiíiéíi ìíîãîãðàííèêè îñîáëèâî öiêàâi.

Îçíà÷åííÿ 1.9.6. Íåõàé k ⩾ 0. k-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, àáî ïðîñòî k-ñèìïëåêñîì,
íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà σ (k + 1)-¨ ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ òî÷êè v0,v1, . . . ,vk â
n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn. Ó öüîìó âèïàäêó ìè çàïèñóâàòèìåìî öå òàê
σ = v0v1 · · ·vk. Òî÷êè v0,v1, . . . ,vk íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè k-ñèìïëåêñà σ. ×àñ-
òî ïèøóòü σk, ùîá ïiäêðåñëèòè âèìið ñèìïëåêñà σ. ßêùî âèìið ñèìïëåêñà σ íå-
âàæëèâbq, òî σ áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòî ñèìïëåêñîì. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷å-
ííÿ {w0,w1, . . . ,wj} ⊆ {v0,v1, . . . ,vk}, òî ñèìïëåêñ τ = w0w1 · · ·wj íàçèâà¹òüñÿ
j-âèìiðíîþ ãðàííþ ñèìïëåêñà σ, i ìè â öüîìó âèïàäêó ïèñàòèìåìî τ ≺ σ.

Íà ðèñ. 1.29 íàâåäåíî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ñèìïëåêñiâ i ïîêàçàíî, ùî íàøå âæè-
âàííÿ òåðìiíà �k-âèìiðíèé ñèìïëåêñ� ¹ âèïðàâäàíèì. Çâåðíiòü óâàãó íà òå, ùî 2-
âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið R2 íå ìiñòèòü æîäíîãî òðèâèìiðíîãî ñèìïëåêñó. Ó
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v0

σ0 = v0

(a)

v0

v1

σ1 = v0v1

(b)

v0

v2

v1

σ2 = v0v1v2

(c)

v0

v3

v2

v1

σ2 = v0v1v2v3

(d)

σ0 = v0 − òî÷êà
σ1 = v0v1 − âiäðiçîê âiä òî÷êè v0 äî òî÷êè v1

σ2 = v0v1v2 − ïîâíiñòþ âåñü òðèêóòíèê
σ3 = v0v1v2v3 − ïîâíiñòþ âåñü òåòðàåäð

Ðèñ. 1.29: Äåÿêi ñèìïëåêñè

çàãàëüíîìó âèïàäêó, n-âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið Rn íå ìiñòèòü áiëüøèõ çà n-
âèìiðíi ñèìïëåêñè, îñêiëüêè íåìîæëèâî çíàéòè j ëiíiéíî íåçàëåæíèõ òî÷îê ó Rn ïðè
j > n+1. Êðiì òîãî, ñèìïëåêñ çàëåæèòü ëèøå âiä ìíîæèíè âåðøèí, à íå âiä ¨õ ïîðÿä-
êó çàïèñó. Íàïðèêëàä, v0v1 = v1v0. k-ñèìïëåêñè � öå íàéïðîñòiøèé âèä áóäiâåëüíèõ
áëîêiâ äëÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ, ùî íàçèâàþòüñÿ ñèìïëiöèàëüíèìè êîìïëåêñàìè, ÿêi
áóäóòü âèçíà÷åíi â ãëàâi ??, i âîíè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü â àëãåáðà¨÷íié òîïîëîãi¨.
Âîíè ìàþòü òåõíi÷íi ïåðåâàãè ïåðåä iíøèìè ôiãóðàìè ðåãóëÿðíî¨ ôîðìè, çîêðåìà
òàêèìè ÿê êóáè. Çîêðåìà, ¨õ òî÷êè ìàþòü ãàðíå çîáðàæåííÿ, ÿê ìè öå íåçàáàðîì
äîâåäåìî â òåîðåìi 1.9.9.

Ëåìà 1.9.7. (i) Ìíîæèíà aff({v0,v1, . . . ,vk}) ñêëàäàþòüñÿ ç òî÷îê w, ÿêi ìîæ-
íà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

w =
k∑

i=0

aivi, äå
k∑

i=0

ai = 1. (1.43)

(ii) Ìíîæèíà conv({v0,v1, . . . ,vk}) ñêëàäàþòüñÿ ç òî÷îê w, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

w =
k∑

i=0

aivi, äå ai ∈ [0, 1] i
k∑

i=0

ai = 1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) ïîêëàäåìî

S =

{
k∑

i=0

aivi :
k∑

i=0

ai = 1

}
.



1.9. Îïóêëi ìíîæèíè 131

ßêùî òî÷êà w íàëåæèòü ìíîæèíi aff({v0,v1, . . . ,vk}), òî çà òåîðåìîþ 1.6.8 âiäîìî,
ùî

w = v0 + t1v0v1 + · · ·+ tkv0vk,

äëÿ äåÿêèõ t1, . . . , tk ∈ R. Öþ ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

w = (1− t1 − . . .− tk)v0 + t1v1 + . . .+ tkvk,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî òî÷êàw íàëåæèòü ìíîæèíi S. Íàâïàêè, ÿêùî òî÷êàw íàëåæèòü
ìíîæèíi S, òî

w =
k∑

i=0

aivi, äå ÷èñëà a0, a1, . . . , ak òàêi, ùî
k∑

i=0

ai = 1.

Öþ ðiâíiñòü ìîæíå ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

w = v0 + a1v0v1 + · · ·+ akv0vk,

à öå äîâîäèòü âèñëîâëåííÿ (i).

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (ii) ïîêëàäåìî

S =

{
k∑

i=0

aivi : a0, a1, . . . , ak ∈ [0, 1] i
k∑

i=0

ai = 1

}
.

Íàì òðåáà äîâåñòè, ùî S ¹ íàéìåíøà îïóêëà ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó òî÷îê
{v0,v1, . . . ,vk}. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî S � îïóêëà ìíîæèíà. Ðîçãëÿíåìî äâi òî÷êè

w =
k∑

i=0

aivi i w′ =
k∑

i=0

bivi

â S i íåõàé t ∈ [0, 1]. Òîäi

p = tw + (1− t)w′ =

= t ·

(
k∑

i=0

aivi

)
+ (1− t) ·

(
k∑

i=0

bivi

)
=

=
k∑

i=0

(tai + (1− t)bi)vi.

Î÷åâèäíî, ùî 0 ⩽ tai + (1− t)bi äëÿ âñiõ i = 0, 1, . . . , k. Êðiì òîãî,

k∑
i=0

(tai + (1− t)bi) = t ·

(
k∑

i=0

ai

)
+ (1− t)

(
k∑

i=0

bi

)
= t · 1 + (1− t) · 1 = 1

Öå òàêîæ äîâîäèòü, ùî tai + (1 − t)bi ⩽ 1 äëÿ âñiõ i = 0, 1, . . . , k. Îòæå, òî÷êà p
íàëåæèòü ìíîæèíi S, çâiäêè âèïëèâà¹ îïóêëiñòü ìíîæèíè S, îñêiëüêè p ¹ òèïîâîþ
òî÷êîþ íà âiäðiçêó âiä òî÷êè w äî òî÷êè w′.
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Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà S íàëåæèòü êîæíié îïóêëié ìíîæèíi C, ÿêà
ìiñòèòü òî÷êè v0,v1, . . . ,vk. Âèïàäîê k = 0 ¹ òðèâiàëüíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî k ⩾ 1 i,
ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî äëÿ âñiõ çíà÷åíü, ìåíøèõ çà k. Íåõàé òî÷êà

w =
k∑

i=0

aivi

íàëåæèòü ìíîæèíi S. Îñêiëüêè íå âñi ai äîðiâíþþòü íóëþ, òî íå âòðà÷àþ÷è çàãàëü-
íîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî a0 ̸= 0. Âèïàäîê a0 = 1 òðèâiàëüíèé, i òîìó ïðèïóñòèìî,
ùî a0 < 1. Îòîæ, ìè ìîæåìî çàïèñàòè

w = a0v0 + (1− a0)

(
k∑

i=1

ai
1− a0

vi

)
.

Îäíàê,
k∑

i=1

ai
1− a0

=
1

1− a0

k∑
i=1

ai =
1

1− a0
· (1− a0) = 1

i 0 ⩽
ai

1− a0
⩽ 1. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ òî÷êà

u =
k∑

i=1

ai
1− a0

vi

íàëåæèòü êîæíié îïóêëié ìíîæèíi, ÿêà ìiñòèòü òî÷êè v1,v2, . . . ,vk. Çîêðåìà òî÷êà
u íàëåæèòü ìíîæèíi C. Ïîçàÿê òî÷êà v0 íàëåæèòü ìíîæèíi C, òî òî÷êà

w = a0v0 + (1− a0)u

òàêîæ íàëåæèòü ìíîæèíi C. Îòîæ,

S = conv({v0,v1, . . . ,vk}),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âèñëîâëåííÿ (ii).

Öiêàâèì íàñëiäêîì ëåìè 1.9.7(i) ¹ òå, ùî âîíà äà¹ íàì îäíîðiäíèé ñïîñiá âèçíà-
÷åííÿ ïëîùèíè. Ìè ìîãëè á âèçíà÷èòè k-âèìiðíó ïëîùèíó ÿê ìíîæèíó, âèçíà÷åíó
(k + 1) ëiíiéíî íåçàëåæíîþ òî÷êîþ v0,v1, . . . ,vk, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (1.43)

w =
k∑

i=0

aivi, äå
k∑

i=0

ai = 1 (1.43)

çàìiñòü òîãî îçíà÷åííÿ, ÿêå ìè ñôîðìóëþâàëè â ïiäðîçäiëi 1.7, ùî ñòîñó¹òüñÿ òî÷êè
òà áàçèñó.

Ëåìà 1.9.7(ii) ìîòèâó¹ òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.9.8. Âèðàç âèãëÿäó

k∑
i=0

aivi, äå a0, a1, . . . , ak ∈ [0, 1] i
k∑

i=0

ai = 1,

i äå v0,v1, . . . ,vk � äîâiëüíi îá'¹êòè, äëÿ ÿêèõ âèðàç ìà¹ ñåíñ, íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ
êîìáiíàöi¹þ öèõ îá'¹êòiâ v0,v1, . . . ,vk.
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Òåîðåìà 1.9.9. Íåõàé v0,v1, . . . ,vk � (k + 1) ëiíiéíî íåçàëåæíà òî÷êà. Òîäi:

(i) êîæíó òî÷êó w ∈ aff({v0,v1, . . . ,vk}) ìîæíà çàïèñàòè ¹äèíèì ÷èíîì ó âè-
ãëÿäi

w =
k∑

i=0

aivi, äå
k∑

i=0

ai = 1;

(ii) êîæíó òî÷êó w ñèìïëåêñà σ = v0v1 · · ·vk ìîæíà çàïèñàòè ¹äèíèì ÷èíîì ó
âèãëÿäi

w =
k∑

i=0

aivi, äå ai ∈ [0, 1] i
k∑

i=0

ai = 1.

Äîâåäåííÿ. Ëåìà 1.9.7 ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà òî÷êà w ìà¹ çîáðàæåííÿ, ÿê ïîêàçàíî
â (i) òà (ii). Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî öå çîáðàæåííÿ ¹äèíå. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî
äâà çîáðàæåííÿ òî÷êè w âèãëÿäó

w =
k∑

i=0

aivi =
k∑

i=0

a′ivi.

Òîäi

0 = w −w =

=
k∑

i=0

aivi −
k∑

i=0

a′ivi =

=
k∑

i=0

(ai − a′i)vi =

=
k∑

i=0

(ai − a′i) (vi − v0) +
k∑

i=0

(ai − a′i)v0 =

=
k∑

i=0

(ai − a′i) (vi − v0) =

=
k∑

i=1

(ai − a′i) (vi − v0) .

Ïåðåäîñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

k∑
i=0

(ai − a′i) =
k∑

i=0

ai −
k∑

i=0

a′i = 1− 1 = 0.

Àëå æ âåêòîðè v1−v0,v2−v0, . . . ,vk−v0 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, à îòæå a1 = a′1, a2 =
a′2, . . . , ak = a′k, ùî òàêîæ îçíà÷à¹, ùî a0 = a′0. Öå äîâîäèòü, ùî çîáðàæåííÿ äëÿ òî÷êè
w ¹äèíå.

Iíøó ÷àñòèíó (ii) çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.
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Îçíà÷åííÿ 1.9.10. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ â òåîðåìi 1.9.9(i), ÷èñëà a0, a1, . . . , ak
íàçèâàòèìåìî áàðèöåíòðè÷íèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êèw ñòîñîâíî òî÷îê v0,v1, . . . ,vk.
Òî÷êà

1

k + 1
(v0 + v1 + . . .+ vk)

íàçèâà¹òüñÿ áàðèöåíòðîì ñèìïëåêñà σ = v0v1 · · ·vk.

Ïðèêëàä 1.9.11. Íåõàé v0 = (1, 0), v1 = (4, 0) v2 = (3, 5). Ìè õî÷åìî çíàéòè áàðè-
öåíòðè÷íi êîîðäèíàòè (a0, a1, a2) òî÷êè w = (3, 1) ñòîñîâíî öèõ âåðøèí.

Ðîçâ'ÿçîê. Ìè ïîâèííi ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

a0(1, 0) + a1(4, 0) + a2(3, 3) = (3, 1)

äëÿ a0, a1 òà a2. Îñêiëüêè a2 = 1− a0− a1, òî íàì íàñïðàâäi äîâåäåòüñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè

ëèøå äâà ðiâíÿííÿ ç äâîìà íåâiäîìèìè. �äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè öèõ ¹ a0 =
4

15
,

a1 =
8

15
òà a2 =

1

5
. Áàðèöåíòðîì ñèìïëåêñà σ = v0v1v2 ¹ òî÷êà

(
8

3
,
5

3

)
.

Òåîðåìà 1.9.9 ñòâåðäæó¹, ùî áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè ¹ ùå îäíèì ñïîñîáîì ïà-
ðàìåòðèçàöi¨ òî÷îê, i ñàìå òîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêà òåðìiíîëîãiÿ. Âîíè ¹ ñâîãî
ðîäó çâàæåíîþ ñóìîþ òà äóæå êîðèñíi â çàäà÷àõ, ùî ñòîñóþòüñÿ îïóêëèõ ìíîæèí.
Ó áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ òî÷êà w â îçíà÷åííi áóäå ïðåäñòàâëåíà âïîðÿäêîâà-
íèì íàáîðîì (a0, a1, . . . , ak). Áàðèöåíòð ìàâ áè çîáðàæåííÿ(

1

k + 1
,

1

k + 1
, . . . ,

1

k + 1

)
.

Áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè äàþòü iíôîðìàöiþ ïðî ñïiââiäíîøåííÿ îá'¹ìiâ (àáî
ïëîù ó âèìiði 2). Ðîçãëÿíåìî ñèìïëåêñ σ = v0v1 · · ·vk i òî÷êó w â íüîìó. Íåõàé
(a0, a1, . . . , ak) � áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè òî÷êè w. Íåõàé ∆ � îá'¹ì ñèìïëåêñà σ,
à ∆i � îá'¹ì ñèìïëåêñà ç âåðøèíàìè v0,v1, . . . ,vi−1,w,vi+1, . . . ,vk (äèâ. ðèñ. 1.30).

Âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ, ÿêå ìè ïðèéìåìî áåç äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.9.12. ai =
∆i

∆
, äå i = 0, . . . , k, äëÿ ñèìïëåêñà σ = v0v1 · · ·vk i

äîâiëüíî¨ òî÷êè w â íüîìó.

Íàðåøòi, áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñàííÿ ëiíiéíèõ
âiäîáðàæåíü ìiæ ñèìïëåêñàìè. Íåõàé f � âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæèíè âåðøèí ñèì-
ïëåêñó σ íà ìíîæèíó âåðøèí iíøîãî ñèìïëåêñó τ . Íåõàé σ = v0v1 · · ·vk i τ =
w0w1 · · ·ws. ßêùî ìè âèðàçèìî òî÷êè ñèìïëåêñó σ ÷åðåç (¹äèíi) áàðèöåíòðè÷íi
êîîðäèíàòè ñòîñîâíî éîãî âåðøèí, òî âiäîáðàæåííÿ f iíäóêó¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíå
âiäîáðàæåííÿ

|f | : σ → τ ,

ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

|f |

(
k∑

i=0

aivi

)
=

k∑
i=0

aif(vi).
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v0

v2

v1

w

∆1

∆2

∆0

Ðèñ. 1.30: Áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè òà êîåôiöi¹íòè îá'¹ìó

Îçíà÷åííÿ 1.9.13. Âiäîáðàæåííÿ |f | íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ç ñèìïëåêñà σ â
ñèìïëåêñ τ , iíäóêîâàíèì âiäîáðàæåííÿì âåðøèí f .

Ó ðîçäiëi ?? ìè ïîáà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì ñàìå òîãî
âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ñèìïëiöiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì ìiæ ñèìïëiöiàëüíèìè
êîìïëåêñàìè òà |f | � iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ íà ¨õ áàçîâi ïðîñòîðè. Îñíîâíèé ìî-
ìåíò, íà ÿêèé ñëiä çâåðíóòè óâàãó, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäîáðàæåííÿ f âåðøèí iíäóêó¹
âiäîáðàæåííÿ |f | íà âåñü ñèìïëåêñ. (Öå äóæå ñõîæå íà òå, ÿê âiäîáðàæåííÿ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði iíäóêó¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
âñüîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó). Öå äà¹ íàì ïðîñòèé àáñòðàêòíèé ñïîñiá âèçíà÷åííÿ
ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ìiæ ñèìïëåêñàìè, õî÷à ôîðìóëà äëÿ öüîãî âiäîáðàæåííÿ â
äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ íå òàêà âæå é ïðîñòà.
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1.10 Ìàòðèöi ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè íàãàäà¹ìî äåÿêi âàæëèâi ïîíÿòòÿ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Ìàòå-
ðiàë öüîãî ïiäðîçäiëó ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó ïiäðó÷íèêó ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Äèâ.
òàêîæ ïiäðîçäië 1.2.8.

Îçíà÷åííÿ 1.10.1. n× n-ìàòðèöÿ (aij) íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè íàçèâà¹òüñÿ ñèìåò-
ðè÷íîþ, ÿêùî aij = aji äëÿ âñiõ i òà j. n×n-ìàòðèöÿ (aij) íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè
íàçèâà¹òüñÿ åðìiòîâîþ, ÿêùî aij = aji äëÿ âñiõ i òà j. Äîâiëüíà n× n-ìàòðèöÿ (aij)
íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ, ÿêùî aij = 0 äëÿ âñiõ i ̸= j.

Ñôîðìóëþ¹ìî áiëüøå àáñòðàêòíå îçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi (äèâ.
îçíà÷åííÿ 1.2.124).

Îçíà÷åííÿ 1.10.2. Íåõàé A = (aij) � n×n-ìàòðèöÿ. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A âèçíà-
÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

det(A) =
∑
σ∈Sn

(sign(σ)) · a1σ(1) · a2σ(2) · . . . · anσ(n),

äå ÷åðåç Sn ïîçíà÷åíî âñi âñåìîæëèâi ïiäñòàíîâêè ìíîæèíè ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç n
åëåìåíòiâ. ×åðåç Mij ïîçíà÷èìî (n− 1)× (n− 1)-ìàòðèöþ, îòðèìàíó ç ìàòðèöi A âè-
ëó÷åííÿì i-ãî ðÿäêó òà j-ãî ñòîâïöÿ. Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi Mij íàçèâà¹òüñÿ ìiíîðîì
ìàòðèöi A. ij-òå àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ Aij âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

Aij = (−1)i+j det(Mij).

n × n-ìàòðèöÿ (Aij), åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ïðè¹ä-
íàíîþ ìàòðèöåþ äî ìàòðèöi A òà ïîçíà÷à¹òüñÿ adj(A).

Ñôîðìóëþ¹ìî âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêà ìàòðèöi ó âèãëÿäi òåîðåìè áåç äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 1.10.3. Âèçíà÷íèê êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) det(A) = det(AT );
(2) ÿêùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà ç ìàòðèöi A ïåðåñòàíîâêîþ äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâï-

öiâ), òî det(B) = − det(A);
(3) ÿêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè (ñòîâïöi), òî det(A) = 0;
(4) ÿêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íóëüîâèé ðÿäîê (ñòîâï÷èê), òî det(A) = 0;
(5) ÿêùî ìàòðèöi A, A′ òà A′′ îäíàêîâi, çà âèíÿòêîì i-õ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) Ai, A′

i

òà A′′
i , âiäïîâiäíî, i ÿêùî Ai = aA′

i + bA′′
i , òî

det(A) = a · det(A′) + b · det(A′′);

(6) det(AB) = det(A) · det(B);

(7) det(A−1) =
1

det(A)
;

(8) âèçíà÷íèê ìàòðèöi ìîæíà ðîçêëàñòè ÷åðåç åëåìåíòè ìàòðèöi òà ¨¨ ìiíîðè
òàê:

det(A) =
n∑

j=1

aijAij =
n∑

i=1

aijAij;
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(9) îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1 äî ìàòðèöi A âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ

AA−1 = A−1A = I,

i âîíà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

A−1 =
1

det(A)
· adj(A);

(10) Ìàòðèöÿ ÿêà ìà¹ îáåðíåíó, i â öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ íåîñîáëèâîþ, òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ìà¹ íåíóëüîâèé âèçíà÷íèê. Ìàòðèöÿ, äëÿ ÿêî¨ íå
iñíó¹ îáåðíåíî¨ íàçèâà¹òüñÿ îñîáëèâîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.10.4. Íåõàé A = (aij) � n×n-ìàòðèöÿ. Ñëiä ìàòðèöi A ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç tr(A) i âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

tr(A) =
n∑

i=1

aii.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.10.5. Ñëiä ìàòðèöi ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) tr(aA+ bB) = a tr(A) + b tr(B);
(2) tr(AB) = tr(BA);
(3) tr(A) = tr(P−1·A·P ) äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi P .

Îçíà÷åííÿ 1.10.6. Íåõàé A = (aij) � n × m-ìàòðèöÿ. Ðÿäêè ìàòðèöi A ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê âåêòîðè â ïðîñòîði Rm. Ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi A � öå âèìið ïiä-
ïðîñòîðó â Rm, ÿêèé ïîðîäæóþòü öi âåêòîðè. Ïîäiáíèì ÷èíîì ñòîâïöi ìàòðèöi A
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âåêòîðè â ïðîñòîði Rn. Ñòîâïöåâèé ðàíã ìàòðèöi A � öå
âèìið ïiäïðîñòîðó â Rn, ÿêèé ïîðîäæóþòü öi âåêòîðè.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ðÿäêîâèé ðàíã i ñòîâïöåâèé ðàíã ìàòðèöi çáiãàþòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.10.7. Ðàíã ìàòðèöi � öå ñïiëüíå çíà÷åííÿ ðÿäêîâîãî ðàíãó àáî ñòîâ-
ïöåâîãî ðàíãó ìàòðèöi. Ìàòðèöÿ n×m ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã, ÿêùî ¨¨ ðàíã ìåíøèé
çà n àáî m.

Òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.10.8. Ðàíã ìàòðèöi � öå âèìið ¨¨ íàéáiëüøî¨ íåîñîáëèâî¨ êâàäðàòíî¨
ïiäìàòðèöi. Ìàòðèöÿ âèìiðó n× n ¹ íåîñîáëèâîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ìà¹
ðàíã n.

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ÷èòà÷åâi âiäîìî, ÿê ìàòðèöi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

AxT = bT ,

çîêðåìà ìåòîäîì Ãóññà5. Ìè íå áóäåìî îïèñóâàòè ìåòîä Ãóññà òóò, àëå ¹ ïåâíà òåðìi-
íîëîãiÿ, ç ÿêîþ ìè ñòèêà¹ìîñü, êîëè îáãîâîðþ¹òüñÿ ìåòîä, ÿêó ìè õî÷åìî çàïèñàòè

5Íàì ïîòðiáíî òðàíñïîíóâàòè âåêòîðè, îñêiëüêè â öüîìó êóðñi ëåêöié âåêòîðè â Rn òðàêòóþòüñÿ
ÿê 1× n-ìàòðèöi.
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çàäëÿ ïîâíîòè. Íàãàäà¹ìî, ÿêùî ìåòîä Ãàóñà, çàñòîñîâàíèé äî ìàòðèöi A äëÿ îòðè-
ìàííÿ âåðõíüîòðèêóòíî¨ ìàòðèöi U , íå ïåðåäáà÷à¹ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ, òî ìàòðèöþ
A ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

A = LU,

äå L � íèæíüîòðèêóòíà ìàòðèöÿ, à U � âåðõíüîòðèêóòíà ìàòðèöÿ. Öå çâîäèòü íàøó
ñèñòåìó ðiâíÿíü äî äâîõ ñèñòåì

LyT = bT

i
UxT = yT ,

ÿêi ëåãêî ðîçâ'ÿçóþòüñÿ. ßêùî çàäiÿíi ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ, òî âñòóïà¹ â äiþ ùå îäèí
ìíîæíèê, i ìàòðèöþ A ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

A = PLU,

äå P � ìàòðèöÿ ïåðåñòàíîâîê, òîáòî ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïîñëi-
äîâíiñòþ ïåðåñòàíîâêè ñòîâïöiâ òà/àáî ðÿäêiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.10.9. Çîáðàæåííÿ A = LU àáî A = PLU íàçèâàþòüñÿ LU-ðîçêëàäàìè
ìàòðèöi A.

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið, T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ òà ïðèïóñòèìî,
ùî −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n � áàçèñ â V . ßêùî −→v ∈ V , òî

T (−→v ) =
n∑

j=1

aij
−→v j.

Ç òîãî, ùî âåêòîðè −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n óòâîðþþòü áàçèñ ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V âè-
ïëèâà¹, ùî êîåôiöi¹íòè aij âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî.

Îçíà÷åííÿ 1.10.10. Ìàòðèöÿ A = (aij) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ T : V → V ñòîñîâíî áàçèñó −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n.

Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çàëåæèòü âiä áàçèñó âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â îçíà÷åííi ìàòðèöi. Îïèñàòè öþ çàëåæíiñòü äî-
ñòàòíüî ëåãêî.

Îçíà÷åííÿ 1.10.11. Äâi n × n-ìàòðèöi A i B íàçèâàþòüñÿ ïîäiáíèìè, ÿêùî iñíó¹
íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ P òàêà, ùî

B = P−1·A·P.

Ïîäiáíiñòü ìàòðèöü � öå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.10.12. Íåõàé A � ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî ôiê-
ñîâàíîãî áàçèñó. Ìàòðèöÿ B ïðåäñòàâëÿ¹ ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî iíøîãî
áàçèñó òîäi i òiëüêè òîäi ìàòðèöi A i B ïîäiáíi.
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Îäíi¹þ ç ïðè÷èí âèçíà÷åííÿ ìàòðèöi äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ òå, ùî âîíà
äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè öå ïåðåòâîðåííÿ çà äîïîìîãîþ ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Äóæå âàæ-
ëèâî, ùîá âèêîðèñòîâóâàâàòè ïðàâèëüíó ìàòðèöþ, à íå ¨¨ òðàíñïîíîâàíó. Ç íàøèì
âèáîðîì i òèì ôàêòîì, ùî íàøi âåêòîðè â Rn ¹ âåêòîðàìè ðÿäêiâ (1×n-ìàòðèöÿìè),
îòðèìàâøè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ

T : Rn → Rn, (1.44)

òî
T (p) = pA. (1.45)

ßêáè ìè âèáðàëè òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöþ ìàòðèöi A, òî

T (p) = (ApT )T .

Òîìó ðiçíèöÿ ìiæ âèáîðîì ìàòðèöi A àáî ¨¨ òðàíñïîíîâàíî¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ÷è õî÷åìî
ìè ïîïåðåäíüî àáî ïîòiì ïîìíîæèòè âåêòîðè íà ìàòðèöi. Íåìà¹ çíà÷åííÿ, ùî ç íèõ
âèáèðàòè, ãîëîâíå, ùîá áóëî âñå ñóìiñíèì. Ùîá äîáóòîê ìàòðèöü óçãîäæóâàâñÿ ç
äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ, ìè ïîâèííi âçÿòè äî óâàãè òàêå:

Íàø âèáið ìàòðèöü òàêèé, ùî çàâæäè ïîòðiáíî ïîïåðåäíüî ïåðåìíî-
æóâàòè âåêòîðè!

Òàêèì ÷èíîì ìè óíèêà¹ìî íàäìiðíèõ îïåðàöié òðàíñïîíóâàííÿ ïðè íàïèñàííi ôîð-
ìóë. Âîíè áóëè á ïîòðiáíi, îñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèöÿ ìiæ âåêòîðîì-ðÿäêîì i âåêòîðîì-
ñòîâïöåì. Íàøi âåêòîðè ¹ âåêòîðàìè-ðÿäêàìè.

Âàæëèâå çàóâàæåííÿ! ßêùî íå âêàçàíî iíøå, ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ T : V → V çàâæäè áóäå âèçíà÷àòèñÿ ùîäî ñòàíäàðòíî¨ áàçè. Êðiì òîãî, ç öèì
ïðèïóùåííÿì ìîæíà ïîòiì âèêîðèñòîâóâàòè ðiâíÿííÿ (1.45), ùîá âèçíà÷èòè ái¹êòèâ-
íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìàòðèöÿìè òà òàêèìè ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Öÿ âiäïîâiä-
íiñòü, ÿêó ìè ìàòèìåìî íà óâàçi, íàì áóäå ïîòðiáíà äëÿ ïåðåõîäó âiä ìàòðèöü äî
ïåðåòâîðåíü i íàâïàêè.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ âèïëèâà¹ òàêà òåîðå-
ìà:

Òåîðåìà 1.10.13. Íåõàé T, T1, T2 : V → V ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ òà ïðèïóñòèìî,
ùî A,A1, A2 � ìàòðèöi äëÿ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü T, T1, T2, âiäïîâiäíî, ñòîñîâíî
äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V . Òîäi:

(1) A−1 � ìàòðèöÿ äëÿ ïåðåòâîðåííÿ T−1;
(2) A2A1 � ìàòðèöÿ äëÿ ïåðåòâîðåííÿ T1T2.

Îçíà÷åííÿ 1.10.14. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T : V → V . Òîäi:

� äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíàíòîì ïåðåòâîðåííÿ T i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ det(T );

� ñëiä ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ïåðåòâîðåííÿ T i ïîçíà÷à¹òüñÿ tr(T );
� ðàíã ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ðàíãîì ïåðåòâîðåííÿ T i ïîçíà÷à¹òüñÿ rank(T ).

Äîâåäåííÿ íàñòóïíèõ äâîõ òåîðåì íåñêëàäíå, îäíàê ìè ¨õ îïóñêà¹ìî.
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Òåîðåìà 1.10.15. Äåòåðìiíàíò, ñëiä i ðàíã ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T : V → V
çàëåæèòü ëèøå âiä âiäîáðàæåííÿ T i íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñ-
òîðó V .

Òåîðåìà 1.10.16. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V ¹ íåâèðîäæåíèì òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè det(T ) ̸= 0.6

6Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî ìàòðèöÿ,
ÿêà éîìó âiäïîâiäà¹ íåâèðîäæåíà (âèðîäæåíà).
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1.11 Âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.11.1. Ñêàëÿð λ ïîëÿ k íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ T : V → V , ÿêùî iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð −→v ∈ V òàêèé, ùî

T (−→v ) = λ−→v . (1.46)

Êîæåí âåêòîð −→v ∈ V , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.46) íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âå-
êòîðîì äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ. Ìíîæèíà âëàñíèõ âåêòîðiâ äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ
λ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ. ßêùî A � n×n-ìàòðèöÿ
íàä ïîëåì k, òî âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè
òà âëàñíèìè âåêòîðàìè, âiäïîâiäíî, ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T : kn → k

n ïîâ'ÿçàíîãî
ç ìàòðèöåþ A.

Íàñòóïíà ëåìà î÷åâèäíà.

Ëåìà 1.11.2. Âëàñíèé ïiäïðîñòið âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ
T : V → V ¹ ÿäðîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T − λI : V → V , à îòæå ¹ ïiäïðîñ-
òîðîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V .

Îçíà÷åííÿ 1.11.3. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , ÿêå
ìîæíà çîáðàçèòè äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ïðîñòîðó V áó-
äåìî íàçèâàòè äiàãîíàëiçîâàíèì àáî çâåäåíèì äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó , àáî ïðîñòî
äiàãîíàëiçîâíèì. n× n-ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëiçîâíîþ, ÿêùî âiäïîâiäíå ¨¨ ëi-
íiéíå ïåðåòâîðåííÿ íà k

n ¹ äiàãîíàëiçîâíå.

Î÷åâèäíî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.11.4. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V ¹ äiàãî-
íàëiçîâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âåêòîðíèé ïðîñòið V ìà¹ áàçèñ ç âëàñíèõ âåê-
òîðiâ ïåðåòâîðåííÿ T . Òîäi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi ñòîñîâíî áàçèñó, ÿêèé
äiàãîíàëiçó¹ ïåðåòâîðåííÿ T , ¹ éîãî âëàñíèìè çíà÷åííÿìè.

Òåîðåìà 1.11.5. Íåõàé T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
V . ßêùî −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v m � íåíóëüîâi âëàñíi âåêòîðè ïåðåòâîðåííÿ T , ÿêi âiäïîâiä-

àþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì λ1, λ2, . . . , λm, òî âåêòîðè
−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v m ëiíiéíî
íåçàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó iíäóêöi¹þ ïîm. Âèïàäîêm = 1 î÷åâèäíèé. Äîâåäåìî,
ùî ç òîãî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðàâèëüíå äëÿm−1 âèïëèâà¹, ùî âîíî âiðíå i äëÿ
m. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ m âëàñíèõ âåêòîðiâ −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v m âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

a1
−→v 1 + a2

−→v 2 + · · ·+ am
−→v m =

−→
0 , (1.47)

äëÿ äåÿêèõ a1, a2, . . . , am ∈ k. Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿì íà îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi
(1.47), îòðèìó¹ìî

−→
0 = T (

−→
0 ) =

= T (a1
−→v 1 + a2

−→v 2 + · · ·+ am
−→v m) =

= a1 T (
−→v 1) + a2 T (

−→v 2) + · · ·+ am T (
−→v m) =

= a1 λ1
−→v 1 + a2 λ1

−→v 2 + · · ·+ am λm
−→v m.

(1.48)
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Ç ðiâíîñòi (1.47) ìà¹ìî, ùî

am
−→v m = −(a1−→v 1 + a2

−→v 2 + · · ·+ am−1
−→v m−1)

i ïiäñòàâèâøè öå çíà÷åííÿ ó ðiâíiñòü (1.48), îòðèìó¹ìî

−→
0 = a1 λ1

−→v 1 + a2 λ2
−→v 2 + · · ·+ am−1 λm−1

−→v m−1−
− λm(a1−→v 1 + a2

−→v 2 + · · ·+ am−1
−→v m−1) =

= a1 (λ1 − λm)−→v 1 + a2 (λ2 − λm)−→v 2 + · · ·+ am−1 (λm−1 − λm)−→v m−1

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ âåêòîðè −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v m−1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíi, à, îòæå,

a1 = a2 = · · · = am−1 = 0,

îñêiëüêè æîäåí ç âèðàçiâ λ1 − λm, λ2 − λm, . . . , λm−1 − λm íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Çâiä-
ñè òà ðiâíîñòi (1.47) âèïëèâà¹, ùî am = 0, à îòæå âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v m ëiíiéíî

íåçàëåæíi.

Íàñëiäîê 1.11.6. Íåõàé V � n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið. ßêùî ëiíiéíå ïåðå-
òâîðåííÿ T : V → V ìà¹ ðiçíi âëàñíi çíà÷åííÿ, òî âîíî ¹ äiàãîíàëiçîâíèì.

Ç òåîðåìè 1.11.4 âèïëèâà¹, ùî çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ âåêòîðiâ
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ âàæëèâîþ çàäà÷îþ äëÿ äiàãîíàëiçàöi¨ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.11.7. Ñêàëÿð λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T : V → V
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòâîðåííÿ T − λI âèðîäæåíå.

Îçíà÷åííÿ 1.11.8. Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ. Ìíîãî÷ëåí

det(λIn − A), (1.49)

äå In � îäèíè÷íà n×n-ìàòðèöÿ, íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàò-
ðèöiA. ßêùî T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V iA� ìàòðè-
öÿ, ùî éîãî çîáðàæà¹ ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó â V , òî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí
ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T .

Ç òåîðåìè 1.10.12 òà âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêà ìàòðèöi âèïëèâà¹

Ëåìà 1.11.9. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîðåêòíî âè-
çíà÷åíèé i âií íå çàëåæèòü âiä ìàòðèöi, ÿêà âèáðàíà äëÿ éîãî çîáðàæåííÿ.

Ç òåîðåìè 1.11.7 i òåîðåìè 1.10.3(10) âèïëèâà¹

Òåîðåìà 1.11.10. Íåõàé T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
V . Ñêàëÿð λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ïåðåòâîðåííÿ T òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ ¹
êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T .
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Ïðèêëàä 1.11.11. Ïðîàíàëiçóâàòè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : R2 → R2, ÿêå âèçíà÷à-
¹òüñÿ ìàòðèöåþ

A =

(
1 3
1 −1

)
â òåðìiíàõ âëàñíèõ çíà÷åíü, âëàñíèõ âåêòîðiâ i âëàñíèõ ïðîñòîðiâ.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàì íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

|λI − A| =
∣∣∣∣λ− 1 3

1 λ− (−1)

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ+ 1)− 3 = λ2 − 4 = 0

ñòîñîâíî çìiííî¨ λ. Ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ λ = 2 i λ = −2, ÿêi ¹ âëàñíèìè
çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T . Äàëi, äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ, íàì
ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (

x y
)
A = λ

(
x y

)
,

òîáòî ñèñòåìó ðiâíÿíü

(1− λ)x+ y = 0,

3x− (1 + λ)y = 0.

ßêùî λ = 2, òî ìà¹ìî ñèñòåìó

−x+ y = 0,

3x− 3y = 0,

ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ ¹ x = y. Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîð (1, 1) ¹ âëàñíèì âåêòîðîì, ÿêèé
âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = 2, ¹ i áàçèñîì âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó äëÿ öüîãî
âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Àíàëîãi÷íî, ó âèïàäêó λ = −2 ìà¹ìî ñèñòåìó

3x+ y = 0,

3x+ y = 0,

ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ ¹−3x = y. Îòæå, âåêòîð (1,−3) ¹ âëàñíèì âåêòîðîì, ÿêèé âiäïîâiäà¹
âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = −2, ¹ i áàçèñîì âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó äëÿ öüîãî âëàñíîãî
çíà÷åííÿ.

Ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè òåîðåìó 1.11.10, ùîá ïîêàçàòè, ùî íå êîæíå ëiíiéíå ïåðå-
òâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ¹ äiàãîíàëiçîâíèì (çâîäèòüñÿ
äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó). Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó R2, ÿêå
çîáðàæà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

A =

(
0 −1
1 0

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì öi¹¨ ìàòðèöi ¹ λ2+1, ÿêèé, î÷åâèäíî, íåìà¹ äiéñíèõ
êîðåíiâ. Çâè÷àéíî, íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè êîæåí ïîëiíîì ìà¹ êîðiíü, à îòæå, ëi-
íiéíi ïåðåòâîðåííÿ íàä êîìïëåêñíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè çàâæäè ìàþòü âëàñíi
çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïåðåëi÷ó¹ äâi âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà,
ÿêi iíîäi ñòàþòü ó íàãîäi, îñîáëèâî ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó, êîëè âîíè ïîâíiñòþ
õàðàêòåðèçóþòü õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí.
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Òâåðäæåííÿ 1.11.12. Íåõàé A = (aij) � n× n-ìàòðèöÿ i

p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0

� ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Òîäi:

(1) an−1 = − tr(A);
(2) a0 = (−1)n det(A);
(3) ÿêùî n = 2, òî

p(λ) = λ2 − (tr(A)λ+ det(A)).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêà, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

p(λ) = (λ− a11) · (λ− a22) · . . . · (λ− ann)

¹ ìíîãî÷ëåíîì âiä çìiííî¨ λ ñòåïåíÿ n. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi òà îçíà÷åííÿ ñëiäó ìàòðèöi
âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (1). Ùîá äîâåñòè ðiâíiñòü (2), ïðîñòî ïiäñòàâèìî 0 çàìiñòü λ ó
ôîðìóëó (1.49). Òâåðäæåííÿ (3) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü (1) i (2).

Îñü ôóíäàìåíòàëüíà òåîðåìà ïðî äiàãîíàëiçàöiþ ïåðåòâîðåíü.

Òåîðåìà 1.11.13. Íåõàé T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
V . Ïðèïóñòèìî, ùî λ1, λ2, . . . , λm � ðiçíi âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ
T i d1, d2, . . . , dm � âèìiðè âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ. Íåõàé p(λ) � õàðàêòå-
ðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ïåðåòâîðåííÿ T . Òîäi ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T äiàãîíàëiçîâíå
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

p(λ) = (λ− λ1)d1 · (λ− λ2)d2 · . . . · (λ− λm)dm .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.11.13 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåì 1.11.4 i 1.11.10.
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1.12 Äóàëüíèé ïðîñòið

Íåõàé V i W � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì k. Îçíà÷èìî

L(V ,W ) = {T : V →W | T − ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ} .

ßêùî S, T ∈ L(V ,W ) i a ∈ k, òî âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

S + T : V →W i aS : V →W

çà ôîðìóëàìè

(S + T )(−→v ) = S(−→v ) + T (−→v );

(aS)(−→v ) = a · (S(−→v )).

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.12.1. Âiäîáðàæåííÿ

S + T : V →W i aS : V →W

¹ ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, i òàêi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð
ïåðåòâîðþþòü ìíîæèíó L(V ,W ) íà âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k.

Îçíà÷åííÿ 1.12.2. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåí-
íÿ T : V → k íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà V . Âåêòîðíèé ïðîñòið ëiíiéíèõ
ôóíêöiîíàëiâ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàçèâà¹òüñÿ äóàëüíèì ïðîñòîðîì âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó V i ïîçíà÷à¹òüñÿ V ∗.

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k i −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n � áàçèñ ó V . Îçíà-
÷èìî ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè

−→v ∗
i : V → k

çà ôîðìóëîþ
−→v ∗

i (
−→v j) = δij =

{
1, ÿêùî i = j;
0, ÿêùî i ̸= j.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.12.3 î÷åâèäíå.

Òåîðåìà 1.12.3. Âiäîáðàæåííÿ ç V ó V ∗, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü áàçèñíîìó
âåêòîðó −→v i âåêòîð

−→v ∗
i ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.

Içîìîðôiçì ó òåîðåìi 1.12.3 ìiæ ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè V i V ∗, î÷åâèäíî, çàëå-
æèòü âiä áàçèñó ïðîñòîðó V .

Îçíà÷åííÿ 1.12.4. Áàçèñ −→v ∗
1,
−→v ∗

2, . . . ,
−→v ∗

n íàçèâà¹òüñÿ äóàëüíèì áàçèñîì äî áàçèñó
−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .

Çàóâàæèìî, ÿêùî

−→w =
n∑

i=1

ai
−→v i,

òî −→v ∗
i (
−→w) = ai, à îòæå, i-é åëåìåíò äóàëüíîãî áàçèñó ïðîñòî âèäiëÿ¹ i-ó êîìïîíåíòó

êîåôiöi¹íòà ðîçêëàäó âåêòîðà −→w ÷åðåç áàçèñíèé âåêòîð −→v i.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.12.5 î÷åâèäíå.
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Òåîðåìà 1.12.5. Íåõàé V i W � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì k i T : V →W �
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ

T ∗ : W ∗ → V ∗,

âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

T ∗(α)(−→v ) = α(T (−→v )), äëÿ −→v ∈ V ,

¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Îçíà÷åííÿ 1.12.6. Âiäîáðàæåííÿ T ∗, îçíà÷åíå â òåîðåìi 1.12.5, íàçèâà¹òüñÿ äóàëü-
íèì âiäîáðàæåííÿì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T .

Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà −→v ∈ V îçíà÷èìî âåêòîð −→v ∗∗ ∈ V ∗∗ = (V ∗)∗ òàê

−→v ∗∗(α) = α(−→v ), äëÿ α ∈ V ∗.

Íàñòóïíà òåîðåìà î÷åâèäíà.

Òåîðåìà 1.12.7. Âiäîáðàæåííÿ V → V ∗∗ : −→v 7→ −→v ∗∗ ¹ içîìîðôiçìîì âåêòîðíèõ
ïðîñòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.12.8. Âiäîáðàæåííÿ V → V ∗∗ : −→v 7→ −→v ∗∗ íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì
içîìîðôiçìîì ìiæ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì V òà éîãî äâi÷i äóàëüíèì V ∗∗.

Çàóâàæèìî, ùî, õî÷à içîìîðôiçì ìiæ ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè V i V ∗ çàëåæàâ âiä
âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V , îäíàê içîìîðôiçì ìiæ ëiíiéíèìè ïðîñòîðîì V
òà éîãî äðóãèì äóàëüíèì V ∗∗ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Öå äîçâîëÿ¹ íàì îòîòîæíþâàòè ëiíiéíi ïðîñòîðè V i V ∗∗ ïðèðîäíèì øëÿõîì, i äóæå
÷àñòî íà ïðàêòèöi âîíè îòîòîæíþþòüñÿ.
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1.13 Òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Ìåòà öüîãî ïiäðîçäiëó � ñôîðìóëþâàòè óìîâè, çà ÿêèõ ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåê-
òîðíîãî ïðîñòîðó ìîæå áóòè äiàãîíàëiçîâàíèì, òîáòî çà ÿêèõ óìîâ ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ â äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi ¹ äiàãîíàëüíîþ. Ìè ìàòèìåìî ñïðà-
âó ç âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè àáî íàä äiéñíèìè, àáî íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè. Ìè
íàçèâà¹ìî îñíîâíi òåîðåìè öüîãî ðîçäiëó �òåîðåìàìè ïðî ãîëîâíi îñi�, îñêiëüêè ¨õ
ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ñèñòåì êîîðäèíàò (êîîðäè-
íàòíèõ îñåé), ùîäî ÿêèõ ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ îñîáëèâî ïðîñòå îïèñàííÿ. Òàêi òåîðåìè
ïðî äiàãîíàëiçàöiþ � öå ñïåöiàëüíi âèïàäêè òîãî, ùî â ëiòåðàòóði çàçâè÷àé íàçèâàþòü
�ñïåêòðàëüíèìè òåîðåìàìè�, îñêiëüêè âîíè ñòîñóþòüñÿ âëàñíèõ çíà÷åíü (�ñïåêòðiâ�)
ïåðåòâîðåííÿ.

Çðåøòîþ, âèÿâèòüñÿ, ùî ïåðåòâîðåííÿ äiàãîíàëiçó¹òüñÿ, ÿêùî ìàòðèöÿ, ïîâ'ÿçàíà
ç íèì, ¹ ñèìåòðè÷íà àáî åðìiòîâà. Íà æàëü, öi âëàñòèâîñòi ìàòðèöi íå çàëåæàòü âiä
áàçèñó, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ìàòðèöi. Íàïðèêëàä, ìîæíà çíàéòè
ïåðåòâîðåííÿ òà äâà áàçèñè, ùîá ìàòðèöÿ áóëà ñèìåòðè÷íîþ ùîäî îäíîãî áàçèñó, i íå
áóëà ñèìåòðè÷íîþ ùîäî iíøîãî. Îçíà÷åííÿ, ÿêå ôiêñó¹ ñóòü íåîáõiäíî¨ íàì ñèìåòði¨,
� öå �ñïðÿæåíå� ïåðåòâîðåííÿ.

Ëåìà 1.13.1. Íåõàé V � n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì k. ßêùî α : V →
k � íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, òî

dimker(α) = n− 1.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë α � íåíóëüîâèé, òî dim im(α) = 1, i òîäi
òâåðäæåííÿ ëåìè ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìà 1.2.84.

ßêùî íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V âèçíà÷åíî âíóòðiøíié äîáóòîê •, òî ëåãêî ïåðå-
âiðÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà −→u ∈ V âiäîáðàæåííÿ

u∗ : V → k,

îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ
u∗(−→v ) = −→v • −→u

¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ é
îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.13.2. Íåõàé α : V → k � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà n-âèìiðíîìó âåêòîð-
íîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì k ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð
−→u ∈ V òàêèé, ùî

α(−→v ) = −→u • −→v

äëÿ âñiõ −→v ∈ V .

Äîâåäåííÿ. ßêùî α � íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ, òî î÷åâèäíî, ùî −→u ¹ íóëü-âåêòîð. Îò-
æå, íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî α íå ¹ íóëüîâèì âiäîáðàæåííÿì. Çà ëåìîþ 1.13.1 âèìið
ïiäïðîñòîðó X = ker(α) äîðiâíþ¹ n− 1. Íåõàé −→u 0 � äîâiëüíèé îäèíè÷íèé âåêòîð â
îäíîâèìiðíîìó îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííi X⊥ ïiäïðîñòîðó X. Ìè ïîêàæåìî, ùî

−→u = α(−→u 0)
−→u 0
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� øóêàíèé âåêòîð7. ßêùî −→v � äîâiëüíèé âåêòîð âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , òî ç ðiâ-
íîñòi V = X⊕X⊥ âèïëèâà¹, ùî −→v = −→x +c−→u , äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà −→x ∈X i äåÿêîãî
ñêàëÿðà c ∈ k. Àëå òîäi ìà¹ìî, ùî

α(−→v ) = α(−→x + c−→u ) = α(c−→u ) = c |α(−→u 0)|2

i
−→u • −→v = −→u • (−→x + c−→u ) = c−→u • −→u = c |α(−→u 0)|2.

Îòæå, äîâåäåíî iñíóâàííÿ òàêîãî âåêòîðà −→u ∈ V .

Ùîá äîâåñòè ¹äèíiñòü, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ùå îäèí âåêòîð −→u ′ ∈ V òàêèé, ùî
α(−→v ) = −→u ′ • −→v . Òîäi

(−→u −−→u ′) • −→v = 0

äëÿ âñiõ −→v ∈ V . Çîêðåìà, ïðèéíÿâøè −→v = −→u −−→u ′, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

(−→u −−→u ′) • (−→u −−→u ′) = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî −→u = −→u ′, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Äàëi, ïðèïóñòèìî, ùî V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåí-
íÿ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî âåêòîðà −→v ∈ V âèçíà÷èìî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë T−→v çà ôîðìó-
ëîþ

T−→v (
−→w) = T (−→w) • −→v .

Çà òåîðåìîþ 1.13.2 iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð −→v ∗ ∈ V òàêèé, ùî

T−→v (
−→w) = −→v ∗ • −→w .

Îçíà÷åííÿ 1.13.3. Ïåðåòâîðåííÿ T ∗ : V → V , îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

T ∗(−→v ) = −→v ∗

íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T : V → V .

Ëåìà 1.13.4. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ.
Òîäi äëÿ ñïðÿæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w)

äëÿ âñiõ −→v ,−→w ∈ V .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

T (−→v ) • −→w = T−→v (
−→w) = −→w∗ • −→v = −→v • T ∗(−→w),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ëåìà 1.13.5. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ.
Òîäi ñïðÿæåíå ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

7Îïåðàöiÿ ñïðÿæåííÿ ïîòðiáíà, ÿêùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè íàä ïîëåì
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 1.13.4 òà ëiíiéíiñòü òî÷êîâîãî äîáóòêó, îòðèìó¹ìî,
ùî

−→u • T ∗(a−→v + b−→w) = T (−→u ) • (a−→v + b−→w) =

= a T (−→u ) • −→v + b T (−→u ) • −→w =

= a−→u • T ∗(−→v ) + b−→u • T ∗(−→w) =

= −→u • (a T ∗(−→v )) +−→u • (b T ∗(−→w)) =

= −→u • (a T ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)).

Îñêiëüêè öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→u ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V , òî
ìà¹ìî, ùî

T ∗(a−→v + b−→w) = (a T ∗(−→v ) + b T ∗(−→w)),

à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Îçíà÷åííÿ 1.13.6. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì,
ÿêùî T = T ∗.

Ç ëåìè 1.13.4 âèïëèâà¹, ÿêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V → V ¹ ñàìîñïðÿæåíèì,
òî

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w)

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Ìîæíà äîâåñòè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, à ñàìå

Ëåìà 1.13.7. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið. ßêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T : V →
V çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

T (−→v ) • −→w = −→v • T (−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V , òî T ¹ ñàìîñïðÿæåíèì.

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1.13.7 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî

−→v • T (−→w) = T (−→v ) • −→w = −→v • T ∗(−→w),

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→v ,−→w ∈ V .

Òåîðåìà 1.13.8. Íåõàé V � äiéñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið i T : V → V � ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî M � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ T ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áà-
çèñó, òî MT � ìàòðèöÿ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∗ ñòîñîâíî öüîãî æ
áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V . Ç
îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà âëàñòèâîñòåé îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó
âèïëèâà¹, ùî íà (i, j) ìiñöi ìàòðèöü T i T ∗ ¹ åëåìåíòè T (−→u i) • −→u j i T ∗(−→u i) • −→u j,
âiäïîâiäíî. Îäíàê, ìà¹ìî, ùî

T (−→u i) • −→u j =
−→u i • T ∗(−→u j) = T ∗(−→u j) • −→u i,

çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Ç òåîðåìè 1.13.8 âèïëèâà¹
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Íàñëiäîê 1.13.9. Ìàòðèöÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íà äiéñíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Íàâïà-
êè, ÿêùî ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä äiéñíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì
ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ñèìåòðè÷íà, òî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ñàìî-
ñïðÿæåíèì.

Ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó iíîäi íàçèâàþòü ñè-
ìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ÷åðåç íàñëiäîê 1.13.9. Êîìïëåêñíi àíàëîãè òåîðåìè
1.13.8 i íàñëiäêó 1.13.9 ïðîñòî çàìiíþþòü òðàíñïîíóâàííÿ êîìïëåêñíèì ñïðÿæåíèì
òðàíñïîíóâàííÿì, i ñàìîñïðÿæåíi ïåðåòâîðåííÿ â öüîìó âèïàäêó iíîäi íàçèâàþòü
åðìiòîâèìè.

Òåïåð ìè ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè äiàãîíà-
ëiçîâàíå. Ìè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äiéñíèìè òà êîìëåêñíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè
îêðåìî. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íî-
ãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Õî÷à ìíîãî÷ëåíè çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà
ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, öå íå çàâæäè ìîæå âèêîíóâàòèñÿ íàä
äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæå âçàãàëi íå ìàòè êîðåíiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 1.13.10. Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T
íà êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì • ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T i
−→u � íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ λ. Òîäi

λ(−→u • −→u ) = λ−→u • −→u = T (−→u ) • −→u = −→u • T ∗(−→u ) = −→u • T (−→u ) = −→u • λ−→u = λ(−→u • −→u ).

Ïîçàÿê −→u • −→u ̸= 0 i λ = λ, òî ìà¹ìî, ùî ÷èñëî λ ¹ äiéñíèì.

Ëåìà 1.13.11. Íåõàé T � ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèçíà÷åíå íà äiéñ-
íîìó n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V , n ⩾ 1, ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì •. Òîäi

(1) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ¹ äîáóòêîì ëiíiéíèõ
ìíîæíèêiâ;

(2) âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì îðòîãîíàëüíi.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòðèöi A äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T , òâåðäæåííÿ (1)
áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.13.10, îñêiëüêè ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ A
âèçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ïåðåòâîðåííÿ íà Cn i êîæåí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ðîçêëàäà¹òüñÿ
íà ëiíiéíi ìíîæíèêè íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2), ïðèïóñòèìî, ùî T (−→u ) = λ−→u i T (−→v ) = µ−→v äëÿ
λ ̸= µ. Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

λ(−→u • −→v ) = λ−→u • −→v = T (−→u ) • −→v = −→u • T (−→v ) = −→u • µ−→v = µ(−→u • −→v ).

Îñêiëüêè λ ̸= µ, òî çâiäñè âèïèâà¹, ùî −→u •−→v = 0, à îòæå âåêòîðè −→u òà −→v îðòîãîíàëü-
íi.

Òåîðåìà 1.13.12 (òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi ñàìîñïðÿ-
æåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó). Íåõàé T � ñà-
ìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V ,
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n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→u n, ñêëàäåíèé ç
âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî

T (−→u i) = λi
−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî n. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè î÷å-
âèäíå ó âèïàäêó n = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âèìiðó n − 1, n > 1.
Ðåøòó äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ó äâà åòàïè.

Ïî-ïåðøå, íàì íåîáõiäíî çíàòè, ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T íàñïðàâäi ìà¹ ïðè-
íàéìíi îäíå äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ. Öå áóëî äîâåäåíî â ëåìi 1.13.11(1). Íåõàé −→v �

íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ i íåõàé −→u 1 =
−→v
|−→v |

.

Äðóãèé êðîê, ùîá âèêîðèñòàòè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äîâåñòè,
ùî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿW⊥ ïiäïðîñòîðóW =

〈−→v 〉 = 〈−→u 1

〉
¹ iíâàðiàíòíèì ïiä-

ïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . Öå âèïëèâà¹
ç òîãî, ÿêùî −→w ∈W⊥, òî

−→v • T (−→w) = −→v • T ∗(−→w) = T (−→v ) • −→w = λ−→v • −→w = 0,

à îòæå T (−→w) ∈W⊥. Î÷åâèäíî, çâóæåííÿ S = T |W⊥ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ïåðåòâîðåííÿì
(n−1)-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðóW⊥. Çàñòîñóâàâøè ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ äî ëi-
íiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S, îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ −→u 2,

−→u 3, . . . ,
−→u n

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó W⊥, ùî ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ S
(à îòæå, i äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T ). Î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n ¹

øóêàíèìè, à öå i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.12 ¹

Òåîðåìà 1.13.13. ßêùî A � äiéñíà ñèìåòðè÷íà n × n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ îðòî-
ãîíàëüíà ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà,
êîæíà äiéñíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ P äóæå ïðîñòî: ñòîâïöÿìè ìàòðèöi P áóäóòü âåêòî-
ðè, ÿêi óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 1.13.13 äà¹ ëèøå äîñòàòíi óìîâè, ùîá ìàòðèöÿ áóëà ïî-
äiáíîþ äî äiàãîíàëüíî¨. Íåñèìåòðè÷íi ìàòðèöi òàêîæ ìîæóòü áóòè ïîäiáíèìè äî
äiàãîíàëüíèõ.

Ó òåîðåìi 1.13.13 êiëüêiñòü s äîäàòíèõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi D îäíî-
çíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ A. Ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî äiàãîíàëü ìàòðèöi
D ìà¹ ñïî÷àòêó s äîäàòíèõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ, çà ÿêèìè éäóòü r − s âiä'¹ìíi
åëåìåíòè, à ïîòiì n− r � íóëiâ.

Ïðèêëàä 1.13.14. Íåõàé

A =

(
2 −1
−1 2

)
.

Çíàéòè îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ P òàêó, ùîá P−1AP áóëà äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ââàæàòèìåìî, ùî A ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R2. Òîäi êîðåíÿìè õàðàêòåðíîãî ìíîãî÷ëåíà

det(tI2 − A) =
∣∣∣∣t− 2 1

1 t− 2

∣∣∣∣ = (t− 2)2 − 1 = t2 − 4t+ 3

¹ t1 = 1 i t2 = 3, ÿêi ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T . Äëÿ çíàõîä-
æåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ(

x y
)
(1 · I2 − A) = 0

i (
x y

)
(3 · I2 − A) = 0.

Öå çâîäèòüñÿ äî äâîõ ïàð ðiâíÿíü

−x+ y = 0,

x− y = 0

i

x+ y = 0,

x+ y = 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, âåêòîðè −→v 1 = (1, 1) i −→v 2 = (1,−1) ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè, ÿêi
âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì t1 = 1 i t2 = 3, âiäïîâiäíî. Íåõàé

−→u 1 =

(
1√
2
,
1√
2

)
i −→u 2 =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

ßêùî ìàòðèöÿ P ñêëàäåíà ç âåêòîðiâ −→u 1 i
−→u 2 ÿê iç ñòîâïöiâ, òî

P =


1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

 i P−1 = −1 ·

−
1√
2
− 1√

2

− 1√
2

1√
2

 =


1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

P−1 · A · P =


1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

 · ( 2 −1
−1 2

)
·


1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

 =

(
1 0
0 3

)
.

Ïðèêëàä 1.13.15. Íåõàé

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

Çíàéòè îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ P òàêó, ùîá P−1AP áóëà äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ââàæàòèìåìî, ùî A ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó R3. Òîäi êîðåíÿìè õàðàêòåðíîãî ìíîãî÷ëåíà

det(tI3 − A) =

∣∣∣∣∣∣
t− 2 −1 −1
−1 t− 2 −1
−1 −1 t− 2

∣∣∣∣∣∣ =
= (t− 2)3 − 1− 1− (t− 2)− (t− 2)− (t− 2) =

= t3 − 6t2 + 12t− 8− 2− 3t+ 6 =

= (t− 1)2(t− 4)

¹ t1,2 = 1 i t3 = 4, ÿêi ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T . Äëÿ çíà-
õîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ 1, ìè
ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (

x y z
)
(1 · I3 − A) = 0,

òîáòî ñèñòåìó ðiâíÿíü

−x− y − z = 0,

−x− y − z = 0,

−x− y − z = 0.

Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ X ìà¹ âèãëÿä

{(−y − z, y, z) : y, z ∈ R} = {y(−1, 1, 0) + z(−1, 0, 1) : y, z ∈ R} .

Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ãðàìà�Øìiäòà äëÿ áàçèñó (−1, 1, 0), (−1, 0, 1), îòðèìó¹ìî
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ

−→u 1 =

(
− 1√

2
,
1√
2
, 0

)
, −→u 2 =

(
− 1√

6
,− 1√

6
,
2√
6

)
äëÿ ìíîæèíè X. Äàëi äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíîãî âåêòîðà, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó
çíà÷åííþ 4, ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ(

x y z
)
(4 · I3 − A) = 0,

òîáòî ñèñòåìó ðiâíÿíü

2x− y − z = 0,

−x+ 2y − z = 0,

−x− y + 2z = 0.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä (1, 1, 1). Íåõàé

−→u 3 =

(
1√
3
,
1√
3
,
1√
3

)
.
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Íàðåøòi, ÿêùî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi P ¹ âëàñíi âåêòîðè −→u 1,
−→u 2,
−→u 3, òî

P =


− 1√

2
− 1√

6

1√
3

1√
2
− 1√

6

1√
3

0
2√
6

1√
3

 i P−1 =


1√
2

1√
2

0

− 1√
6
− 1√

6

2√
6

1√
3

1√
3

1√
3

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

P−1·A·P =


1√
2

1√
2

0

− 1√
6
− 1√

6

2√
6

1√
3

1√
3

1√
3

 ·
2 1 1
1 2 1
1 1 2

 ·

− 1√

2
− 1√

6

1√
3

1√
2
− 1√

6

1√
3

0
2√
6

1√
3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 4

 .

Îçíà÷åííÿ 1.13.16. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ T âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ íîð-
ìàëüíèì, ÿêùî âîíî êîìóòó¹ çi ñâî¨ì ñïðÿæåíèì, òîáòî TT ∗ = T ∗T .

Äëÿ êîìïëåêñíîãî âèïàäêó ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.13.17 (òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ êîìïëåñíîçíà÷íî¨ ìàòðèöi íîð-
ìàëüíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó). Íåõàé T �
íîðìàëüíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V ,
n ⩾ 1. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u n, ñêëàäåíèé ç

âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ T òàêèõ, ùî

T (−→u i) = λi
−→u i, i = 1, 2, . . . , n,

äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn.

Ìàòðè÷íîþ ôîðìîþ òåîðåìè 1.13.17 ¹

Òåîðåìà 1.13.18. ßêùî A � êîìïëåêñíà íîðìàëüíà n× n-ìàòðèöÿ, òî iñíó¹ óíi-
òàðíà ìàòðèöÿ P òàêà, ùî D = P−1AP ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çîêðåìà, êîæíà
êîìïëåêñíà íîðìàëüíà ìàòðèöÿ ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 1.13.17 i 1.13.18 ìîæíà çíàéòè â êîæíîìó àêàäåìi÷íîìó êóðñi
ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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1.14 Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi îïèñàíi äåÿêi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi äîñòàòíüî ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ â
ìàòåìàòèöi. Îäíàê íàñ öiêàâèòü íå ëèøå çàãàëüíà òåîðiÿ. Êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ
òà êâàäðàòè÷íi ôîðìè, çîêðåìà, ìàþòü âàæëèâå çàñòîñóâàííÿ â áàãàòüîõ îáëàñòÿõ
ãåîìåòði¨ òà òîïîëîãi¨. Íàïðèêëàä, êîíiêè, ÿêi ¹ âàæëèâèì êëàñîì ïðîñòîðiâ ó ãåî-
ìåòði¨, òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç êâàäðàòíèìè ôîðìàìè. Iíøi çàñòîñóâàííÿ ìîæíà çíàéòè ó
ðîçäiëàõ ?? òà ??.

Îçíà÷åííÿ 1.14.1. Áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïî-
ëåì k íàçèâà¹òüñÿ òàêå âiäîáðàæåííÿ f : V × V → k, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(1) f(a−→v + b−→v ′,−→w) = a f(−→v ,−→w) + b f(−→v ′,−→w);
(1) f(−→v , a−→w + b−→w ′) = a f(−→v ,−→w) + b f(−→v ,−→w ′),

äëÿ âñiõ −→v ,−→v ′,−→w ,−→w ′ ∈ V i a, b ∈ k.

Ïðèêëàä 1.14.2. Òî÷êîâèé äîáóòîê íà n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn ¹ áiëi-
íiéíèì âiäîáðàæåííÿì. Áiëüø çàãàëüíî, âíóòðiøíié äîáóòîê íà n-âèìiðíîìó åâêëi-
äîâîìó ïðîñòîði Rn ¹ áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðèêëàä 1.14.3. ßêùî ââàæàòè, ùî ðÿäêè àáî ñòîâï÷èêè 2×2-ìàòðèöü ¹ âåêòîðàìè
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2, òî ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷à¹ âèçíà÷íèê íà R2, ¹ áiëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì.

Ïðèêëàä 1.14.4. Íåõàé A � n × n-ìàòðèöÿ íàä ìíîæèíîþ äiéñíèõ ÷èñåë R. Òîäi
âiäîáðàæåííÿ f : Rn × Rn → R, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = −→v · A · −→wT ,

¹ áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðèêëàä 1.14.5. Íåõàé T � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íà n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñ-
òîði Rn. Òîäi âiäîáðàæåííÿ f : Rn × Rn → R, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = −→v • T (−→w),

¹ áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.

Îçíà÷åííÿ 1.14.6. Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V .
Íåõàé B = (−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n) � âïîðÿäêîâàíèé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V i aij =

f(−→v i,
−→v j). Ìàòðèöÿ A = (aij) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî áàçè-

ñó B. Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ äèñêðèìiíàíòîì âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî
áàçèñó B.

Åëåìåíòè aij ìàòðèöi A íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f
â áàçèñi B = (−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n). ßêùî

−→x =
n∑

i=1

xi
−→v i = x1

−→v 1 + x2
−→v 2 + · · ·+ xn

−→v n,
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−→y =
n∑

i=1

yi
−→v i = y1

−→v 1 + y2
−→v 2 + · · ·+ yn

−→v n,

ç áiëiíiéíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî

f(−→x ,−→y ) = f
( n∑

i=1

xi
−→v i,

n∑
j=1

yj
−→v j

)
=

=
n∑

i=1

xi

n∑
j=1

yjf(
−→v i,
−→v j) =

=
n∑

i,j=1

aijxiyj,

òîáòî,

f(−→x ,−→y ) =
n∑

i,j=1

aijxiyj.

Îñòàííþ ðiâíiñòü ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

f(−→x ,−→y ) =
n∑

i=1

xi

( n∑
j=1

aijyj

)
,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

f(−→x ,−→y ) = (x1, x2, . . . , xn)A(y1, y2, . . . , yn)
T .

Ìàòðèöÿ áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ î÷åâèäíî çàëåæèòü âiä îáðàíî¨ áàçè. Îäíàê
âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1.14.7. Íåõàé B = (−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n) i B′ = (−→v ′
1,
−→v ′

2, . . . ,
−→v ′

n) âïî-
ðÿäêîâàíi áàçèñè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . ßêùî A òà A′ � ìàòðèöi áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî áàçèñiâ B i B′, âiäïîâiäíî, òî

A′ = CACT ,

äå C = (cij) � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó B äî áàçèñó B′, òîáòî

−→v ′
1 =

n∑
j=1

c1j
−→v j;

· · · · · · · · · · · · · · ·

−→v ′
n =

n∑
j=1

cnj
−→v j.

Äîâåäåííÿ. ßêùî

−→x =
n∑

i=1

xi
−→v i = x1

−→v 1 + x2
−→v 2 + · · ·+ xn

−→v n,
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−→y =
n∑

i=1

yi
−→v i = y1

−→v 1 + y2
−→v 2 + · · ·+ yn

−→v n

â áàçèñi B = (−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n) i

−→x =
n∑

i=1

x′i
−→v ′

i = x′1
−→v ′

1 + x′2
−→v ′

2 + · · ·+ x′n
−→v ′

n,

−→y =
n∑

i=1

y′i
−→v ′

i = y′1
−→v ′

1 + y′2
−→v ′

2 + · · ·+ y′n
−→v ′

n

â áàçèñi B′ = (−→v ′
1,
−→v ′

2, . . . ,
−→v ′

n). Òîäi

(x1, x2, . . . , xn) = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n)C i (y1, y2, . . . , yn)

T = CT (y′1, y
′
2, . . . , y

′
n)

T .

Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

(x′1, x
′
2, . . . , x

′
n)A

′(y′1, y
′
2, . . . , y

′
n)

T = f(−→x ,−→y ) =

= (x1, x2, . . . , xn)A(y1, y2, . . . , yn)
T =

= (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n)CAC

T (y′1, y
′
2, . . . , y

′
n)

T ,

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü A′ = CACT .

Îçíà÷åííÿ 1.14.8. Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíòíîþ, àáî ïîäiá-
íîþ, äî äiéñíî¨ n× n-ìàòðèöi B, ÿêùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà n× n-ìàòðèöÿ C òàêà, ùî
A = CBCT .

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi n× n-ìàòðèöü ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ n × n-ìàòðèöü. Ìè ìîæåìî ïåðåôîðìóëþ-
âàòè òâåðäæåííÿ 1.14.7.

Íàñëiäîê 1.14.9. Ìàòðèöÿ áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹äèíà òî÷íiñòþ äî ïîäiá-
íîñòi ìàòðèöü, à îòæå âèâ÷åííÿ áiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü åêâiâàëåíòíî âèâ÷åííþ
êëàñiâ êîíãðóåíòíîñòi ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.14.10. Ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f � öå ðàíã áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi
âiäîáðàæåííÿ f . Áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði íàçè-
âà¹òüñÿ âèðîäæåíèì àáî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî ðàíã ìåíøå çà n, àáî äîðiâíþ¹
n, âiäïîâiäíî.

Ç òâåðäæåííÿ 1.14.7 âèïëèâà¹, ùî ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ êîðåêòíî âèçíà-
÷åíèé.

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷åâi ÿê âïðà-
âó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11. Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðà-
æåííþ ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.
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Îçíà÷åííÿ 1.14.12. Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä
ïîëåì k íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó âè-
ãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó öüîìó âè-
ïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíî-
ìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âè-
ðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì
(âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñ-
êðèìiíàíò áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
V . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ äîäàòíî
âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Ïðèêëàä 1.14.13. Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2,
âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = a11v1w1 + a12v1w2 + a21v2w1 + a22v2w2,

äå −→v = (v1, v2) i
−→w = (w1, w2). Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ âiäîáðà-

æåííþ f ìà¹ âèãëÿä

q(−→v ) = a11v
2
1 + (a12 + a21)v1v2 + a22v

2
2.

Ìè áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ q ¹ â òî÷íîñòi îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ 2 âiä
çìiííèõ v1 i v2.

ßêùî ïîëå k íå ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 28 i ÿêùî f � ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íîìó âiäîáðàæåííþ q, òî

f(−→v ,−→w) =
1

2

(
q(−→v +−→w)− q(−→v )− q(−→w)

)
.

Iíøèìè ñëîâàìè, çíàííÿ ëèøå ïðî êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q äîçâîëÿþòü ðåêîí-
ñòðóþâàòè (âiäíîâèòè) áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f , òàê ùî ïîíÿòòÿ �ñèìåòðè÷íå áiëiíié-
íå âiäîáðàæåííÿ� i �êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ� íàñïðàâäi ¹ ëèøå äâîìà ñïîñîáàìè
ïîãëÿäó íà îäíå i òå æ.

Âèãëÿä êâàäðàòíîãî âiäîáðàæåííÿ â ïðèêëàäi 1.14.13 òà iíøi ïîäiáíi éîìó ïðèê-
ëàäè ìîòèâóþòü âèçíà÷èòè òå, ÿêi ïîíÿòòÿ ¹ iíøîþ àëüòåðíàòèâíîþ òåðìiíîëîãi¹þ
äëÿ êâàäðàòè÷íèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 1.14.14. d-àäè÷íîþ ôîðìîþ íàä ïîëåì k íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèé ìíî-
ãî÷ëåí íàä k ñòåïåíÿ d ç âiäïîâiäíîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ. Ëiíiéíà àáî êâàäðàòè÷íà
ôîðìà öå � d-àäè÷íà ôîðìà, äå d äîðiâíþ¹ 1 àáî 2, âiäïîâiäíî.

Íàïðèêëàä, âèðàç 2x+ 3y ¹ ëiíiéíîþ ôîðìîþ ñòîñîâíî çìiííèõ x i y, à âèðàç

x2 + 5y2 − 2z2 + 3xy + yz

8Õàðàêòåðèñòèêîþ ïîëÿ k íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî ñóìà n ìóëüòè-
ïëiêàòèâíèõ íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ äîðiâíþ¹ àäèòèâíîìó íåéòðàëüíîìó åëåìåíòó ïîëÿ. ßêùî
òàêîãî n íå iñíó¹, òî k íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.
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¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ñòîñîâíî çìiííèõ x, y i z. Çàóâàæèìî, ùî öþ êâàäðàòè÷íó
ôîðìó ìîæíà ïåðåïèñàòè ñèìåòðè÷íèìè ïåðåõðåñíèìè ÷ëåíàìè ó âèãëÿäi

x2 + 5y2 − 2z2 +
3

2
xy +

3

2
yx+

1

2
yz +

1

2
zy

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî öié ôîðìi ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ
1

3

2
0

3

2
5

1

2

0
1

2
−2

 .

Áiëüø çàãàëüíî, ÿêùî ïîëå k íå ìà¹ õàðàêòåðèñòèêè 2, òàêèìè ïîëÿìè ¹, íàïðèêëàä,
R àáî C, òî ìè ìîæåìî çðîáèòè ïåðåõðåñíi ÷ëåíè ñèìåòðè÷íèìè ç òðþêîì, ïîêàçàíèì
ó ïðèêëàäi âèùå. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî â öüîìó âèïàäêó êîæíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà
ç n çìiííèõ ¹ ïðîñòî âèðàçîì âèãëÿäó

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj,

äå A = (aij) � ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî êîæíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà
âèçíà÷à¹ ¹äèíå êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ

q : V → k

íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V âèùå îïèñàíèì ÷èíîì. Âèáèðà¹ìî âïîðÿäêîâàíèé áàçèñ
B = (−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n) ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V . Íåõàé −→v ∈ V i ïðèïóñòèìî, ùî

−→v =
n∑

i=1

xi
−→v i.

Òîäi

q(−→v ) = −→xA−→x T =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj,

äå −→x = (x1, x2, . . . , xn). Ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó
âiäîáðàæåííþ � öå ïðîñòî ìàòðèöÿ A. Çâè÷àéíî, ùîá óñå öå ìàëî ñåíñ, ìè ðîçãëÿäà-
¹ìî xi ÿê çíà÷åííÿ, à íå çìiííi, àëå ìè ìîæåìî áà÷èòè, ùî ç òåîðåòè÷íî¨ òî÷êè çîðó
íåìà¹ ðiçíèöi ìiæ òåîði¹þ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì i êâàäðàòè÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè.
Öå ïîÿñíþ¹, ÷îìó â ëiòåðàòóði òåðìiíè �êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ� òà �êâàäðàòè÷-
íà ôîðìà� ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê âçà¹ìîçàìiííi. Çîêðåìà, âèêîðèñòîâóþòüñÿ
îäíàêîâi òåðìiíè, òàêi ÿê �âèðîäæåíèé�, �íåâèðîäæåíèé�, �äîäàòíî âèçíà÷åíèé� àáî
�äèñêðèìiíàíò� äëÿ îáèäâîõ. Iíîäi òàêîæ ìîæíà çóñòðiòè òåðìií �áiëiíiéíà ôîðìà�,
ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàìiñòü òåðìiíó �áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ�.

Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìîæå áóòè äîñèòü ñêëàäíîþ. Êëþ-
÷îâèì äëÿ ¨¨ ðîçóìiííÿ ¹ òîé ôàêò, ùî çàâæäè ìîæíà âèáðàòè áàçèñ âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó, ùîá ñòîñîâíî öüîãî áàçèñó êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìàëà õîðîøó ïðîñòó ñòðóê-
òóðó.
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Òåîðåìà 1.14.15 (òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó). Íåõàé
q � êâàäðàòè÷íà ôîðìà, âèçíà÷åíà íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn. Òîäi iñíó¹ îðòîãî-
íàëüíèõ áàçèñ ó ïðîñòîði Rn, ñòîñîâíî ÿêîãî êâàäðàòè÷íà ôîðìà q ìà¹ âèãëÿä

q(x1, x2, . . . , xn) = λ1x
2
1 + · · ·+ λsx

2
s − λs+1x

2
s+1 − . . .− λs+tx

2
s+t, äå λi > 0.

Ðiçíèöÿ s− t íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè àáî ïîâ'ÿçàíîþ ç íåþ
ñèìåòðè÷íîãî áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.14.15. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðå-
ìè 1.13.13. Öiëi ÷èñëà s i t, à îòæå, i ñèãíàòóðà, íå çàëåæàòü âiä áàçèñó, à çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî âîíè ¹ iíâàðiàíòàìè êâàäðàòíî¨ ôîðìè.

ßêùî íå íàïîëÿãàòè íà îðòîíîðìàëüíîìó áàçèñi äëÿ äiàãîíàëiçàöi¨ êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè, òî iñíó¹ ñëàáøà âåðñiÿ òåîðåìè 1.14.15. Öå ¹ öiêàâî, îñêiëüêè iñíó¹ ïðîñòiøèé
àëãîðèòì ïîøóêó äiàãîíàëiçóþ÷îãî áàçèñó äëÿ êâàäðàòíî¨ ôîðìè. Éîãî ìàòðè÷íà
ôîðìà âèêëàäåíà â òåîðåìi 1.14.16.

Òåîðåìà 1.14.16. Äiéñíà ñèìåòðè÷íà n×n-ìàòðèöÿ A ðàíãó k ïîäiáíà ¹äèíié äià-
ãîíàëüíié ìàòðèöi, ïåðøi s äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ÿêî¨ äîðiâíþþòü +1, íàñòóïíi
r − s äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ äîðiâíþþòü −1, à âñi iíøi äîðiâíþþòü íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íàâåäåìî ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî A íå ¹ íóëüîâîþ
ìàòðèöåþ, iíàêøå äîâîäèòè íi÷îãî.

Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹ íåíóëüîâèé äià-
ãîíàëüíèé åëåìåíò.

ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A. ßêùî
âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé íåíó-
ëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäè-
íèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET .
Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî
¨¨ i-ãî ðÿäêà ç ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íå-
âàæêî ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij, à îòæå, ¹
íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹ íåíóëüîâèé åëå-
ìåíò a11.

Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî

òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.

Êðîê 3. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A3 ïîäiáíó äî ìàòðèöi A2, â ÿêié ¹äèíèì
íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ó ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi ¹ a11.
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Êðîê 3 âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü, ÿê i ó âèïàäêó êðîêó 1,
ïîñëiäîâíî äîäàþòü êðàòíi ïåðøîãî ðÿäêà äî âñiõ iíøèõ ðÿäêiâ âiä 2 äî n i îäíàêîâi
êðàòíi ïåðøîãî ñòîâïöÿ äî iíøèõ ñòîâïöiâ.

Ïiñëÿ êðîêó 3 ìàòðèöÿ A3 ìàòèìå âèãëÿä(
a11 0
0 B

)
,

äå B � ñèìåòðè÷íà (n − 1) × (n − 1)-ìàòðèöÿ. Ïîâòîðèâøè êðîêè 1�3 íà ìàòðèöi
B i òàê äàëi ïîêàæå, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ç ïåðøèìè
r äiàãîíàëüíèìè íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè. Çìiíþþ÷è äiàãîíàëüíi åëåìåíòè, ÿê íà
êðîöi 2, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî âñi äîäàòíi åëåìåíòè ñòîÿòü
íà ïåðøèõ ìiñöÿõ. Öå äîâîäèòü, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äiàãîíàëüíié ìàòðèöi

G = diag(d1, . . . , ds,−ds+1, . . . ,−dr, 0, . . . , 0),

äå di > 0. ßêùî

H = diag

(
1√
d1
, . . . ,

1√
dr
, 0, . . . , 0

)
,

òî ìàòðèöÿ HGHT ìà¹ øóêàíó ôîðìó.

Îäíi¹þ ïðè¹ìíîþ âëàñòèâiñòþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.14.16 ¹ ¨¨ êîíñòðóêòèâíiñòü.

Ïðèêëàä 1.14.17. Ïîêàæiòü, ùî ìàòðèöÿ
1 0 0

0 5 −1

2

0 −1

2
0

 .

ïîäiáíà äiàãîíàëüíié ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ±1 i 0 íà äiàãîíàëi.
Ðîçâ'ÿçîê. Ìè âèêîíó¹ìî êðîêè, âèêëàäåíi â äîâåäåííi òåîðåìè 1.14.16. ßêùî

åëåìåíòàðíi ìàòðèöi E, F i G âèçíà÷åíi òàê

E =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

 , F =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 i G =

1 0 1
0 1 0

0
1

2
1

 ,

òî

A1 = GFEAETF TGT =

1 0 0
0 −4 0
0 0 −2

 .

Íàðåøòi, âèçíà÷èìî åëåìåíòàðíó äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ H òàê:

H =


1 0 0

0
1

2
0

0 0
1√
2
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i çàóâàæèìî, ùî

A2 = HA1H
T =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Îòæå, ÿêùî M = HGFE, òî MAMT = A2 ¹ øóêàíîþ ìàòðèöåþ, i ìè çàâåðøèëè.

Âàðòî âêàçàòè íà îäèí íàñëiäîê òåîðåìè 1.14.15.

Íàñëiäîê 1.14.18. Äîäàòíî âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ¹ íåâèðîäæåíîþ, i âñi
¨¨ äèñêðèìiíàíòè ¹ äîäàòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið çáiãà¹òüñÿ ç åâêëiäîâèì ïðîñ-
òîðîì Rn i òîäi â òåîðåìi 1.14.15 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü s = n. Äèñêðèìiíàíò, áåçóìîâ-
íî, äîäàòíèé ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó, ãàðàíòîâàíîãî òåîðåìîþ. Ïðè÷èíîþ
òîãî, ùî äèñêðèìiíàíò çàâæäè ¹ äîäàòíèì, ¹ òå, ùî äåòåðìiíàíòè ïîäiáíèõ ìàòðèöü
âiäðiçíÿ¹òüñÿ íà ìíîæíèê, ÿêèé ¹ êâàäðàòîì äiéñíîãî ÷èñëà.
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1.15 Ùå òðiøêè ïðî âåêòîðíèé äîáóòîê

Ó ïiäðîçäiëi 1.7 ìè ñïîñòåðiãàëè, ùî íà òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R3

âèçíà÷åíî íå òiëüêè òî÷êîâèé äîáóòîê, àëå é âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ. Çàóâàæè-
ìî, ùî âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ ¹ iíøèì âåêòîðîì, òîäi ÿê òî÷êîâèé äîáóòîê áóâ
äiéñíèì ÷èñëîì. Âiäîìi ðiçíi òîòîæíîñòi, ùî ñòîñóþòüñÿ îçíà÷åíü òî÷êîâîãî òà âåê-
òîðíîãî äîáóòêiâ. Âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ � öå �äîáóòîê�, ÿêèé ïîâîäèòü ñåáå
ïîäiáíî ÿê ó âèïàäêó äîáóòîê äiéñíèõ ÷èñåë, çà âèíÿòêîì òîãî, ùî âií íå ¹ êîìóòàòèâ-
íèì. Äâi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ òà âåêòîðíîãî äîáóòêó ïåðåòâîðþþòü ëiíiéíèé
ïðîñòið R3 ó (íåêîìóòàòèâíå) êiëüöå. ×è iñíó¹ ïîäiáíèé äîáóòîê â iíøèõ âèìiðàõ?
Íà æàëü, íi, àëå âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ âèïëèâà¹ iç çàãàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨, ÿêà
çàñòîñîâó¹òüñÿ äî âñiõ âèìiðiâ, i íà ÿêó âàðòî çâåðíóòè óâàãó, îñêiëüêè öå äàñòü íàì
äîäàòêîâå óÿâëåííÿ ïðî âåêòîðíèé äîáóòîê.

Òåîðåìà 1.15.1. Íåõàé −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n−1 ∈ Rn. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ T : Rn → R
çà ôîðìóëîþ

T (−→w) = det


−→v 1
...

−→v n−1−→w

 .

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð −→u ∈ Rn òàêèé, ùî T (−→w) = −→u • −→w äëÿ âñiõ −→w ∈ Rn.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1.15.1 ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 1.13.2, îñêiëüêè ç
âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ âèçíà÷íèêà âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ T ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiî-
íàëîì.

Îçíà÷åííÿ 1.15.2. Â òåðìiíàõ ïîíÿòü òåîðåìè 1.15.1 âåêòîð −→u ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ
(óçàãàëüíåíèì) âåêòîðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n−1 ∈ Rn, i ïîçíà÷à¹òü-

ñÿ −→v 1 ×−→v 2 × · · · × −→v n−1.

Òâåðäæåííÿ 1.15.3. Óçàãàëüíåíèé âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
âëàñòèâîñòi:

(1) óçàãàëüíåíèé âåêòîðíèé äîáóòîê ¹ êîìóòàòèâíèì ç òî÷íiñòþ äî çíàêó, òîá-
òî

−→v σ(1) ×−→v σ(2) × · · · × −→v σ(n−1) = sign(σ)−→v 1 ×−→v 2 × · · · × −→v n−1

äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ ìíîæèíè {1, 2, . . . , n− 1};
(2) óçàãàëüíåíèé âåêòîðíèé äîáóòîê ¹ ïîëiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, òîáòî

−→v 1 × · · · × a · −→v i × · · · × −→v n−1 = a(−→v 1 × · · · × −→v i × · · · × −→v n−1)
−→v 1 × · · · × (−→v i +

−→v ′
i)× · · · ×

−→v n−1 = (−→v 1 × · · · × −→v i × · · · × −→v n−1)+

+ (−→v 1 × · · · × −→v ′
i × · · · ×

−→v n−1);

(3) (−→v 1 ×−→v 2 × · · · × −→v n−1) • −→v i = 0 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n− 1;
(4) ÿêùî âåêòîðè −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n−1 ∈ Rn ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, òî âïîðÿäêîâà-

íèé áàçèñ
(−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n−1,

−→v 1 ×−→v 2 × · · · × −→v n−1)

iíäóêó¹ ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ íà n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn.
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Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi (1) i (2) ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè îçíà÷åííÿ óçàãàëüíå-
íîãî âåêòîðíîãî äîáóòêó, ùî âèâëèâàþòü ç âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêiâ ìàòðèöü.

Âëàñòèâîñòi (3) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, ÿêà ìà¹ äâà îäíàêîâi
ðÿäêè äîðiâíþ¹ íóëþ, à îòæå êîæåí âåêòîð −→v i ëåæèòü ó ÿäði ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ
T : Rn → R, ÿêå âèçíà÷åíå â óìîâi òåîðåìè 1.15.1.

Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi (4), çàóâàæèìî, ùî çà îçíà÷åííÿì óçàãàëüíåíîãî âåê-
òîðíîãî äîáóòêó ðiâíiñòü

(−→v 1 ×−→v 2 × · · · × −→v n−1) • −→w = det


−→v 1
...

−→v n−1−→w

 (1.50)

ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→w ∈ Rn. Êîëè âåêòîð −→w çáiãà¹òüñÿ ç âåêòîðîì −→v 1×−→v 2× · · ·×−→v n−1, òî ëåãêî áà÷èòè, ùî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (1.50) ¹ äîäàòíîþ, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî äåòåðìiíàíò òàêîæ ¹ äîäàòíèì. Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 1.8.8.

Òâåðäæåííÿ 1.15.4 ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî.

Òâåðäæåííÿ 1.15.4. Ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R3 óçàãàëüíåíèé âåê-
òîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ çáiãà¹òüñÿ çi çâè÷àéíèì âåêòîðíèì äîáóòêîì −→v × −→w ∈
R3, âèçíà÷åíèì çà ôîðìóëîþ (1.41):

−→v ×−→w = (v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1) , (1.41)

äå −→v = (v1, v2, v3) i
−→w = (w1, w2, w3).

Ó òâåðäæåííi 1.15.5 ïåðåëi÷åíî äåÿêi äîáðå âiäîìi âëàñòèâîñòi âåêòîðíîãî äîáóò-
êó â îñîáëèâîìó âèïàäêó òðèâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R3. Ìè ïðîïîíó¹ìî
÷èòà÷åâi äîâåñòè öi âëàñòèâîñòi ñàìîñòiéíî.

Òâåðäæåííÿ 1.15.5. Óçàãàëüíåíèé âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ ó òðèâèìiðíîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R3 çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) |−→u ×−→v | = |−→u | · |−→v | · sin θ, äå θ � êóò ìiæ âåêòîðàìè −→u òà −→v ;
(2) −→u × (−→v ×−→w) = (−→u •−→w)−→v − (−→u •−→v )−→w i (−→u ×−→v )×−→w = (−→u •−→w)−→v − (−→v •−→w)−→u ;
(3) |−→u ×−→v |2 = |−→u |2 · |−→v |2 − (−→u • −→v )2;
(4) (−→u 1 ×−→u 2) • (−→v 1 ×−→v 2) = (−→u 1 • −→v 1)(

−→u 2 • −→v 2)− (−→u 1 • −→v 2)(
−→u 2 • −→v 1),

äå −→u ,−→v ,−→w ,−→u 1,
−→u 2,
−→v 1,
−→v 2 � äîâiëüíi âåêòîðè â R3.

Îäíà ç ãåîìåòðè÷íèõ iíòåðïðåòàöié ðiâíîñòi (3) ó òâåðäæåííi 1.15.5 ïîëÿãà¹ â òî-
ìó, ùî âåêòîðíèé äîáóòîê âèìiðþ¹ âiäõèëåííÿ âiä ðiâíîñòi íåðiâíîñòi Êîøi�Øâàðöà
ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R3.

Ïðèêëàä 1.15.6. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (1, 0, 3) i
ìà¹ áàçèñ −→v 1 = (1, 1, 0) i −→v 2 = (0, 1, 1).

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì 1.15.3(3) âåêòîð

−→u = −→v 1 ×−→v 2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −→i +
−→
k −

−→
j = (1,−1, 1)



1.15. Ùå òðiøêè ïðî âåêòîðíèé äîáóòîê 165

¹ íîðìàëüíèì âåêòîðîì äî øóêàíî¨ ïëîùèíè. Îòæå, ðiâíÿííÿ ïëîùèíè âèçíà÷à¹òüñÿ
ç ðiâíîñòi

(1,−1, 1) • ((x, y, z)− (1, 0, 3)) = 0.

Ðîçïèñàâøè öþ ðiâíiñòü, îòðèìó¹ìî

(1,−1, 1) • (x− 1, y, z − 3) = 0,

àáî
x− 1− y + z − 3 = 0.

À îòæå, ðiâíÿííÿ øóêàíî¨ ïëîùèíè ìà¹ âèãëÿä

x− y + z = 4.
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1.16 Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

.
Íåõàé T : Rm → Rn � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Òåïåð çàçâè÷àé íå ìîæíà î÷iêó-

âàòè, ùî öå äîâiëüíèì ÷èíîì âèáðàíå âiäîáðàæåííÿ T ìàòèìå îáåðíåíå, îñîáëèâî
ÿêùî m > n, àëå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìîæíà âèçíà÷èòè áëèçüêå ïîíÿòòÿ äî îáåðíåíî-
ãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íàäàëi ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
T+ : Rn → Rm íàñòóïíèì ÷èíîì (äèâ. ðèñ. 1.31). Íåõàé b ∈ Rn. Òî÷êà b ìîæå íå

Rm

a

ker(T )

ker(T )⊥

T−1(c)

Rn

b

c

im(T )

T

φ

φ−1

Ðèñ. 1.31: Ãåîìåòðiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ

íàëåæàòè îáðàçó âiäîáðàæåííÿ T , îñêiëüêè ìè íå ïðèïóñêà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ T
ñþð'¹êòèâíå, àëå îáðàç im(T ) ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T ¹ ïëîùèíîþ â ïðîñòîði Rn.
Îòæå, iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà c ∈ im(T ), ÿêà ¹ íàéáëèæ÷îþ äî òî÷êè b (äèâ. òåîðåìó ??).
ßêùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ T ¹ ñþð'¹êòèâíèì, òî, î÷åâèäíî, ùî c = b. Íåñêëàäíî
äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç T−1(c) ¹ ïëîùèíîþ â Rm, ÿêà ¹ ïàðàëåëüíîþ äî ÿäðà
ker(T ) ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T . Öÿ ïëîùèíà áóäå ïåðåòèíàòè îðòîãîíàëüíå äîïîâ-
íåííÿ ker(T )⊥ ÿäðà ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T â ¹äèíié òî÷öi a. Äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî
îçíà÷åííÿ òî÷êè a çîáðàçèìî âåêòîðíèé ïðîñòið Rm ó âèãëÿäi

Rm = ker(T )⊕ ker(T )⊥

i ïðèéìåìî
φ = T | ker(T )⊥ : ker(T )⊥ → im(T ).

Íåâàæêî äîâåñòè, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ φ ¹ içîìîðôiçìîì i a = φ−1(c). Â iíøîìó
âèïàäêó ìè îçíà÷èìî T+(b) = a.

Îçíà÷åííÿ 1.16.1. Âiäîáðàæåííÿ T+ íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíèì àáî îáåð-
íåíèì çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì äî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T .

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà î÷åâèäíà ëåìà:

Ëåìà 1.16.2. Âiäîáðàæåííÿ T+ êîðåêòíî âèçíà÷åíå òà T+ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåí-
íÿì.



1.16. Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi 167

Ïðèêëàä 1.16.3. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ T : R2 → R, ÿêå âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = x−y. Íåõàé b ∈ R. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî óçàãàëüíåíî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ
T+ : R→ R2 äî âiäîáðàæåííÿ T âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

T+(b) =
b

2
(1,−1).

Ðîçâ'ÿçîê. ßäðî ker(T ) ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ x = y ó
ïðîñòîði R2 (äèâ. ðèñ. 1.32). Îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì äî ÿäðà ker(T ) ¹ ïðÿìà L,

y

x

a

b

−→u

L = ker(T )⊥ker(T ) T−1(b)

Ðèñ. 1.32: Îá÷èñëåííÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ â ïðèêëàäi 1.16.3

ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì x+y = 0 ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði R2. ßêùî a = T+(b), òî
a � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ T−1(b) i L. Î÷åâèäíî, ùî òî÷êà a ¹ ñàìå îðòîãîíàëüíîþ
ïðîåêöi¹þ âåêòîðà (b, 0) íà ïðÿìó L, òîáòî

−→a = (−→u • (b, 0))−→u =
b

2
(1,−1),

äëÿ äîâiëüíîãî îäèíè÷íîãî íàïðÿìíîãî âåêòîðà −→u ïðÿìî¨ L (äèâ. òåîðåìè 1.6.12
i ??). Íàïðèêëàä, ìè ìîæåìî âèáðàòè çà íàïðÿìíèé âåêòîð äëÿ ïðÿìî¨ L âåêòîð
−→u =

(
1√
2
,− 1√

2

)
.

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ.
Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m × n-ìàòðèöÿ. Íåõàé T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4. m×n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî îáåðåíåíîþ ìàòðè-
öåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.
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Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5. (1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëü-
íÿ¹ òàêi óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.16.5 ìîæíà çíàòè â ñòàòòi Ïåíðîóçà [4] àáî ìîíîãðàôiÿõ [5,6].

Íàñëiäîê 1.16.6. (1) ßêùî A � äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ ðàíãó n, òî

A+ = (ATA)−1AT .

(2) ßêùî A � äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ ðàíãó m, òî

A+ = AT (ATA)−1.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 1.16.6 âèïëèâàþòü ç òåîðåìè 1.16.5(2). Ó âèïàäêó
òâåðäæåííÿ (1) ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ATA ¹ íåâèðîäæåíîþ n × n-ìàòðèöåþ òà
ìàòðèöÿ (ATA)−1AT çàäîâîëüíÿ¹ âñi ðiâíîñòi òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè 1.16.5.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2) àíàëîãi÷íå.

Ïðèêëàä 1.16.7. Îá÷èñëiòü óçàãàëüíåíî îáåðíåíó ìàòðèöþ A+ äëÿ ëiíiéíîãî âiäîá-
ðàæåííÿ T+, âèçíà÷åíîãî â ïðèêëàäi 1.16.3.

Ðîçâ'ÿçîê. Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî AT =
(
1 −1

)
, à, îòæå,

ATA =
(
1 −1

)( 1
−1

)
=
(
2
)

i

A+ = (ATA)−1AT =

(
1

2

)(
1 −1

)
=

(
1

2

−1
2

)
,

ùî ïiäòâåðäæó¹ íàøó ôîðìóëó äëÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+ ó ïðèê-
ëàäi 1.16.3.

Ãàðíå çàñòîñóâàííÿ óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6 äî ìåòîäó
íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî íàì äàíî äiéñíó m× n-ìàòðèöþ A ç n > m i
b ∈ Rn. Ìè õî÷åìî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

−→xA =
−→
b (1.51)

äëÿ
−→
b ∈ Rm. Íà æàëü, ñèñòåìà ðiâíÿíü, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (1.51), ïåðåâèçíà÷åíà òà

ìîæå é íå ìàòè ðîçâ'ÿçêó. Íàéêðàùå, ùî ìè ìîæåìî çðîáèòè â çàãàëüíîìó âèïàäêó,
� öå ðîçâ'ÿçàòè òàêó çàäà÷ó:
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Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ: äëÿ äiéñíî¨m×n-ìàòðèöi A ç n > m i âåêòîðà−→
b ∈ Rn, çíàòè âåêòîð −→a 0 ∈ Rm, ÿêèé ìiíiìiçó¹ âiäñòàíü |−→aA−

−→
b |, òîáòî çíàéòè

âåêòîð −→a 0 ∈ Rm òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

|−→a 0A−
−→
b | = min−→a∈Rm

{
|−→aA−

−→
b |
}
. (1.52)

Ïîÿñíèòè íàçâó öüîãî ìåòîäó ëåãêî. Íåõàé

A = (aij),
−→a = (a1, a2, . . . , am) i

−→
b = (b1, b2, . . . , bn).

Ðiâíiñòü (1.52) íàìàãà¹òüñÿ çíàéòè ìiíiìóì äëÿ√√√√ n∑
i=1

(
(a1a1i + a2a2i + · · ·+ amami)− bi

)2
.

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó ïðîñòîði Rm+1,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (1.53)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó òîìó ñåíñi,
ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8. ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî
iñíó¹ íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ îáåð-
íåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî
ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 .

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (1.53), ¹ ïiäìíîæèíîþ
âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîí-
êðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî
íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè
ñïðàâó ç êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó áóäü-
ÿêîìó âèïàäêó.

Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ: äëÿ ìíîæèíè òî÷îê pi ïðîñòîðó Rm+1 çíàé-
òè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó ïðîñòîði Rm+1, ç âëàñòèâiñòþ, ùî ñóìà êâàäðàòiâ
âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

×åðåç çìiùåííÿ ó äîçâîëåíîìó ðîçâ'ÿçàííi íàøî¨ íàáëèæåíî¨ çàäà÷i òåîðåìà 1.16.8
íå çàâæäè ðîçâ'ÿçó¹ çàãàëüíó çàäà÷ó. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî òî÷êè (−1, 1), (−1, 2),
(−1, 3), (1, 1), (1, 2) òà (1, 3) ó ïðîñòîði R2. Ïðÿìà, ÿêà íàéêðàùå àïðîêñèìó¹ öi äàíi,
� öå, î÷åâèäíî, âåðòèêàëüíà ïðÿìà x = 0. Òåîðåìà 1.16.8 äàëà á íàì ïðîñòî òî÷êó
(0, 0). Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ òå, ùî âåðòèêàëüíà ïðÿìà íå ìà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (1.53).
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Çâè÷àéíî, òåîðåìà 1.16.8 íàñïðàâäi äà¹ î÷iêóâàíó âiäïîâiäü ó �áiëüøîñòi� âèïàäêiâ,
àëå ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ âiäïîâiäü íå ëåæèòü ó ìíîæèíi ïëîùèí, ÿêi íå
âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì (1.53).

Iñíó¹ ùå îäèí ñïåöiàëüíèé âèïàäîê, êîëè òåîðåìà 1.16.8 íå äà¹ çàäîâiëüíî¨ âiä-
ïîâiäi, à ñàìå ó âèïàäêó, êîëè âåêòîð

−→
b äîðiâíþ¹ íóëü-âåêòîðó, i òîäi ìè ìà¹ìî

îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ
−→xA =

−→
0 . (1.54)

Îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ, íàïðèêëàä òàêå ÿê (1.54), çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê −→x =
−→
0 . Öå òå,

ùî äàëà á íàì òåîðåìà 1.16.8. Çâè÷àéíî, öåé ðîçâ'ÿçîê íàñ íå öiêàâèòü, i ìè, ìàáóòü,
øóêà¹ìî íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Ìè çìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåìó 1.16.8, ÿêùî
ïåðåïèøåìî íàøi óìîâè. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê −→a = (a1, a2, . . . , am)
ðiâíÿííÿ (1.54) ïðè óìîâi, ùî am ̸= 0. Òîäi ðiâíÿííÿ (1.54) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

( a1
am

a2
am

· · · am−1

am

)
·


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am−1,1 am−1,2 · · · am−1,n

 = −
(
am1 am2 · · · amn

)
.

Ôàêòè÷íî áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî am = 1. Öå ðiâíÿííÿ çíîâó
¹ âèãëÿäó (1.51), i ÿêùî ìè ïðèïóñòèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ íå ¹ íó-
ëüîâèì âåêòîðîì, òî ìîæåìî çíîâó çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1.16.8 i îòðèìàòè òå, ùî ìè
õî÷åìî, ó òîìó æ ñåíñi, ùî é ðàíiøå. Îäíàê, ¹äèíà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè
ìîãëè á ïðèïóñêàòè, ùî ðiçíi êîîðäèíàòè âåêòîðà a ¹ íåíóëüîâèìè, i äëÿ êîæíîãî
âèáîðó ìè îòðèìà¹ìî ðiçíi ðîçâ'ÿçêè. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî îïè-
ñàíèé íàìè âèùå ïiäõiä äî ëiíiéíî¨ çàäà÷i íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ïðàöþ¹ äîáðå, àëå
âiäïîâiäü, ÿêó ìè îòðèìó¹ìî, çàëåæèòü âiä ïðèïóùåíü, ÿêi ìè ðîáèìî.

Ìè çàâåðøèìî öåé ïiäðîçäië äâîìà ðåçóëüòàòàìè ïðî ðîçêëàä ìàòðèöü.

Òåîðåìà 1.16.9. Íåõàé A � äiéñíà m × n-ìàòðèöÿ ðàíó r. Òîäi iñíóþòü äiéñíà
îðòîãîíàëüíàm×m-ìàòðèöÿ U , äiéñíà îðòîãîíàëüíà n×n-ìàòðèöÿ V i äiàãîíàëüíà
äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ

D =


σ1 0 0

. . .
0 σr
0 0

 ,

äå σ1 ⩾ σ2 ⩾ · · · ⩾ σr > 0, òàêi, ùî

A = UDV T . (1.55)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.16.9 ìîæíà çíàòè â ìîíîãðàôiÿõ [2, 5].

Îçíà÷åííÿ 1.16.10. Ðîçêëàä ìàòðèöi A â ðiâíîñòi (1.55) íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíèì
ðîçêëàäîì ìàòðèöi A. Êîìïîíåíòè σi íàçèâàþòüñÿ ñèíãóëÿðíèìè çíà÷åííÿìè ìà-
òðèöi A.

Ñèíãóëÿðíèé ðîçêëàä ìàòðèöi ìà¹ êîðèñíi çàñòîñóâàííÿ. Îäíà ç iíòåðïðåòàöié òå-
îðåìè 1.16.9 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè êîîðäèíàò êîæíå ëiíiéíå âiäîá-
ðàæåííÿ T : Rm → Rn ðàíãó r ìà¹ âèãëÿä T (−→e i) = σi

−→e i, 1 ⩽ i ⩽ r. Òî÷íiøå êàæó÷è,
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ìîæíà çíàéòè îðòîíîðìîâàíi áàçèñè −→u 1,
−→u 2, . . . ,

−→um ïðîñòîðó Rm i −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n

ïðîñòîðó Rn òàêi, ùî T (−→u i) = σi
−→v i, 1 ⩽ i ⩽ r.

Òåîðåìà 1.16.11. Íåõàé A � äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ ðàíó r. ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹
ñèíãóëÿðíèé ðîçêëàä, ÿêèé çîáðàæà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (1.55), òî

A+ = V D+UT ,

i n×m-ìàòðèöÿ D+ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D+ =



1

σ1
0 0

. . .

0
1

σr
0 0

 .

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 1.16.5(2) i íåñêëàäíî äîâîäèòüñÿ, ùî ìàòðèöÿ
V D+UT çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíi ðiâíîñòi.
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1.17 Âïðàâè

Ïiäðîçäië 1.2.5

Bïðàâà 1.17.1. Äîâåäiòü âëàñòèâîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (1)− (6).

Bïðàâà 1.17.2. Äàíî ï'ÿòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

z1 = 9, z2 = −2− i2, z3 = −2 + i8, z4 = −i12, z5 = 12 + i3.

Çíàéäiòü:

(1) Re(zi) i Im(zi) äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , 5;

(2) zi i |zi| äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , 5;

(3) zi + zj äëÿ âñiõ i, j = 1, . . . , 5;

(4) zi − zj äëÿ âñiõ i, j = 1, . . . , 5;

(5) zi · zj äëÿ âñiõ i, j = 1, . . . , 5;

(6)
zi
zj

äëÿ âñiõ i, j = 1, . . . , 5.

Bïðàâà 1.17.3. Çàïèøiòü ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi òàêi êîìïëåêñíi
÷èñëà:

(1) 5;
(2) i;
(3) −2;
(4) −3i;
(5) 1− i;
(6) −1− i;
(7) 1 + i

√
3;

(8) −1 + i
√
3;

(9)
√
3− i;

(10) 1− (2 +
√
3)i;

(11) cosα− i sinα;
(12) sinα + i cosα;

(13)
1− i

√
3

1 + i
;

(14)
1 +
√
3

1 + i
.
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Bïðàâà 1.17.4. Äîâåäiòü, ÿêùî êîìïëåêñíi ÷èñëà çàäàíî ó òðèãîíîìåò-
ðè÷íié ôîðìi

z1 = r1(cosφ1 + i sinφ1);

z2 = r2(cosφ2 + i sinφ2),

òî

z1 · z2 = r1 · r2(cos (φ1 + φ2) + i sin (φ1 + φ2));
z1
z2

=
r1
r2
(cos (φ1 − φ2) + i sin (φ1 − φ2)).

Bïðàâà 1.17.5. Îá÷èñëiòü:

(1) (1 + i)100;

(2)
(
1 + i

√
3
)150

;

(3)
(√

3 + i
)30

;

(4)

(
1− i

√
3

1 + i

)10

;

(5) (−8 + 12i)3;
(6) (1− i)17;
(7) (−1− i)−5;
(8) (1 + i)8;
(9) 3
√
i;

(10) 6
√
1;

(11) 4
√
−1;

(12) 6
√
64;

(13) 3
√
2− 2i;

(14) 3
√
1 + i;

(15) 6
√
−i;

(16) 5
√
−32i.

Ïiäðîçäië 1.2.6

Bïðàâà 1.17.6. Ìåòîäîì Ãàóññà ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

1)


x1 + x2 − x3 + x4 = 4,

2x1 − x2 − 3x3 − 2x4 = 1,

−x1 + x3 + 2x4 = 6,

3x1 − x2 + x3 − x4 = 0,

2)


x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 3,

2x1 − 5x2 + 4x3 − x4 = 1,

4x1 − x2 + 2x3 + 5x4 = 4.
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Bïðàâà 1.17.7. Ìåòîäîì Éîðäàíà�Ãàóññà ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü:

1)


x1 + x2 − x3 + x4 = 4,

2x1 − x2 − 3x3 − 2x4 = 1,

−x1 + x3 + 2x4 = 6,

3x1 − x2 + x3 − x4 = 0,

2)


x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 3,

2x1 − 5x2 + 4x3 − x4 = 1,

4x1 − x2 + 2x3 + 5x4 = 4.

Ïiäðîçäië 1.2.7

Bïðàâà 1.17.8. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíî-
æèíà Rn ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q.

Bïðàâà 1.17.9. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíî-
æèíà Cn ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R.

Bïðàâà 1.17.10. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

ìíîæèíà Cn ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q.

Bïðàâà 1.17.11. Ïîÿñíiòü ÷îìó ìíîæèíà Cn íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë Q íå ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì â Cn íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, äå
n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Bïðàâà 1.17.12. Íåõàé F [R] � ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié ç R â R îïåðàöi-
ÿìè ïîòî÷êîâîãî äîäàâàííÿ ôóíêöié òà ìíîæåííÿ ¨õ íà ñêàëÿð c ∈ R:

f + g, c · f : R→ R

çà ôîðìóëàìè

(f + g)(x) = f(x) + g(x) i (c · f)(x) = c · (f(x)).

Ïîçíà÷èìî:

(a) C[R] � ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç R â R;

(b) F 0[R] � ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié f : R→ R òàêèõ, ùî f(0) = 0;

(c) C0[R] � ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : R → R òàêèõ, ùî
f(0) = 0;

(d) F 2[R] � ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié f : R→ R òàêèõ, ùî f(2) = 0;

(e) C2[R] � ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : R → R òàêèõ, ùî
f(2) = 0;
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(f) Const[R] � ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié f : R→ R òàêèõ, ùî f(x) = C =
const � ñòàëà ôóíêöiÿ, C ∈ R.

Äîâåäiòü òàêi òâåðäæåííÿ:

(1) F [R] � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì R;

(2) C[R], F 0[R], C0[R], F 2[R], C2[R], Const[R] � âåêòîðíi ïiäïðîñòîðè
â F [R] íàä ïîëåì R;

(3) C0[R], C2[R], Const[R] � âåêòîðíi ïiäïðîñòîðè â C[R] íàä ïîëåì
R;

(4) äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a âiäîáðàæåííÿ F : F [R]→ R, îçíà-
÷åíå çà ôîðìóëîþ F (f) = f(a) ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì;

(5) äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a âiäîáðàæåííÿ F : C[R]→ R, îçíà-
÷åíå çà ôîðìóëîþ F (f) = f(a) ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì;

(6) äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a âiäîáðàæåííÿ F : Const[R] → R,
îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ F (f) = f(a) ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñ-
òîðiâ Const[R] i R íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R.

Bïðàâà 1.17.13. Äîâåäiòü, ùî äâà âåêòîðè (1, 2) i (2, 1) ¹ ëiíiéíî íåçà-
ëåæíèìè â ïðîñòîði R2 (íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R), à îòæå ¹ áàçîþ â
íüîìó.

Bïðàâà 1.17.14. Äîâåäiòü, ùî äâà âåêòîðè (1, 2) i (−1,−1) ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíèìè â ïðîñòîði R2 (íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R), à îòæå ¹ áàçîþ
â íüîìó.

Bïðàâà 1.17.15. Îïèøiòü ëiíiéíó îáîëîíêó âåêòîðà (1, 2) â ïðîñòîði R2

íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R.

Bïðàâà 1.17.16. Îïèøiòü ëiíiéíó îáîëîíêó âåêòîðiâ (1, 2) i (−5,−10) â
ïðîñòîði R2 íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R. Ïåðåâiðèòè öi âåêòîðè íà ëiíiéíó
çàëåæíiñòü.

Ïiäðîçäië 1.2.8

Bïðàâà 1.17.17. Çíàéäiòü ðàíã ìàòðèöi1 1 3 5
1 −5 1 −3
2 −1 5 6

 .
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Bïðàâà 1.17.18. Çíàéäiòü ìåòîäîì Éîðäàíà-Ãóàññà îáåðíåíó ìàòðèöþ
äî ìàòðèöi 2 −3 1

4 −5 2
5 −7 3

 .
Bïðàâà 1.17.19. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìàòðè÷íèì ìåòî-
äîì 

2x1 − 3x2 + x3 = 1;

4x1 − 5x2 + 2x3 = 2;

5x1 − 7x2 + 3x3 = 3.

Ïiäðîçäië 1.2.10

Bïðàâà 1.17.20. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì Êðàìåðà ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãå-
áðà¨÷íèõ ðiâíÿíü: 

2x1 − 2x2 + 3x3 = −1;
x1 − x2 + 2x3 = −1;

−2x1 + x2 − 2x3 = 0.

Bïðàâà 1.17.21. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê, âèêîðèñòîâóþ÷è òiëüêè îçíà÷åí-
íÿ òà ðîçêëàäàííÿ çà åëåìåíòàìè ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà.

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 0 0
0 0 3 0 3
0 4 4 0 4
5 5 5 0 5
2 2 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 a b
a 0 0 b a
0 0 a 0 0
0 a 0 0 b

0 a a 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïiäðîçäië 1.4

Bïðàâà 1.17.22. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ

ax+ by = c i a′x+ b′y = c′

âèçíà÷àþòü îäíó i òó æ ïðÿìó L. Äîâåäiòü, ùî a′ = sa, b′ = sb i c′ = sc

äëÿ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî äiéñíîãî ÷èñëà s.

Bïðàâà 1.17.23. Äîâåäiòü, ùî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç òî÷êó òà íàïðÿì-
íèé âåêòîð i çâè÷àéíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi óçãîäæóþòüñÿ.
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Bïðàâà 1.17.24. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà âiäòèíà¹ âiäðiçîê b = 3
i ìà¹ êóòîâèé êîåôiöi¹íò:

1) k = 1;
2) k = −1.

Bïðàâà 1.17.25. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà âiäòèíà¹ âiäðiçîê b =
−13 i ìà¹ êóòîâèé êîåôiöi¹íò:

1) k =
1

4
;

2) k = −1
5
.

Bïðàâà 1.17.26. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷à-
òîê êîîðäèíàò i ìà¹ êóòîâèé êîåôiöi¹íò:

1) k = 1;
2) k = −1;

3) k =
1

4
;

4) k = −1
5
.

Bïðàâà 1.17.27. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷à-
òîê êîîðäèíàò i òî÷êó p = (−2, 3).

Bïðàâà 1.17.28. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç êóòîâèé êîåôiöi¹íò i
âiäðiçîê òàêèõ ïðÿìèõ:

1) 2x− 3y = 6;
2) 2x+ 3y = 0;
3) y = −3;
4)

x

4
+
y

3
= 1.

Bïðàâà 1.17.29. Çàïèøiòü ðiâíÿííÿ âñiõ ïðÿìèõ íà ïëîùèíi, ÿêi ïðî-
õîäÿòü ÷åðåç òî÷êó p = (2, 3).

Bïðàâà 1.17.30. Çàïèøiòü ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè p = (0, 2) i q = (−11,−1).

Bïðàâà 1.17.31. Çàïèøiòü ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â R3, ÿêà ïðî-
õîäèòü ÷åðåç òî÷êè p = (0, 1, 2) i q = (−1,−1,−1).
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Bïðàâà 1.17.32. Âèçíà÷èòè ÷è ïåðåòèíàþòüñÿ ïðÿìi L1 i L2, ùî âèçíà-
÷àþòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè:

L1 : x = 1 + t
y = 2 + t
z = −1− t

L2 : x = 2 + t
y = 1− 2t
z = −2− t.

Bïðàâà 1.17.33. Âèçíà÷èòè ÷è ïåðåòèíàþòüñÿ ïðÿìi L1 i L2, ùî âèçíà-
÷àþòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè:

L1 : x = 5− 4t
y = 6 + 8t
z = −6 + 2t

L2 : x = −33 + 6t
y = 12 + 2t
z = 3− t.

Bïðàâà 1.17.34. Äîâåäiòü, ùî [p, q] = [q,p] äëÿ äîâiëüíèõ p, q ∈ Rn.

Bïðàâà 1.17.35. Íåõàé a, b ∈ R ç a ⩽ b. Äîâåäiòü, ùî iíòåðâàë [a, b]
ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ æ ñàìèõ ÷èñåë, ÿê i âiäðiçîê [a, b], äå a i b ðîçãëÿäàþ-
òüñÿ ÿê âåêòîðè. Ðiçíèöÿ ìiæ âiäðiçêîì i iíòåðâàëîì â R ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî iíòåðâàë [a, b] çà îçíà÷åííÿì ¹ ïîðîæíiì, ÿêùî b < a, ó òîé æå ÷àñ
öå íå òàê ó âèïàäêó äëÿ âiäðiçêà. Çîêðåìà, äëÿ âiäðiçêà (â R1) ìà¹ìî
[a, b] = [b, a].

Bïðàâà 1.17.36. Ðîçãëÿíåìî ëiíiþ L, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
p(1,−1, 0) ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì −→v = (−1,−1, 2). Çíàéäiòü äâi òî÷êè
íà ïðÿìié L, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà âiäñòàíi 2 âiä òî÷êè q(0,−2, 2).

Ïiäðîçäië 1.5

Bïðàâà 1.17.37. Çíàéäiòü êîñèíóñè êóòiâ ìiæ íàñòóïíèìè ïàðàìè âå-
êòîðiâ. ßêi ïàðè âåêòîðiâ ¹ ïåðïåíäèêóëÿðíèìè? i ÿêi ¹ ïàðàëåëüíèìè?

(a) (3, 1), (1, 3); (b) (1, 2), (−4, 2); (c) (1, 2), (−4,−8);
(d) (−3, 0), (2, 1).

Bïðàâà 1.17.38. Ïåðåâiðèòè ÷è ïàðè âåêòîðiâ ¹ îðòîãîíàëüíèìè.

(a) (2, 3, 1), (3, 1,−9); (b) (1, 2, 0), (2,−1, 10).

Bïðàâà 1.17.39. Çíàéòè çíà÷åííÿ ÷èñëà a ïðè ÿêîìó âåêòîðè (2, 4, 1) i
(a, 1,−8) áóäóòü îðòîãîíàëüíèìè.

Bïðàâà 1.17.40. Ó R4 äàíî áàçèñ:

e⃗1 = (1, 0, 0, 0), e⃗2 = (0, 1, 0, 0), e⃗3 = (0, 0, 1, 0), e⃗4 = (0, 0, 0, 1).

Çíàéäiòü íàïðÿìíi êîñèíóñè âåêòîðiâ: a⃗ = (1, 1, 1, 1), b⃗ = (2,−2, 3,−50).
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Ïiäðîçäië 1.6

Bïðàâà 1.17.41. Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà, çíàéäiòü îð-
òîíîðìîâàíó áàçó äëÿ ïiäïðîñòîðó X â R4, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ
âåêòîðiâ:

(1) b⃗1 = (1, 1, 0, 0), b⃗2 = (0, 1, 1, 0), b⃗3 = (0, 0, 1, 1);

(2) b⃗1 = (1, 1, 1, 0), b⃗2 = (0, 1, 1, 0), b⃗3 = (0,−1,−1,−1);

(3) b⃗1 = (1, 2, 1, 0), b⃗2 = (1, 2, 3, 4), b⃗3 = (0, 1, 1, 1).

Bïðàâà 1.17.42. Íåõàé âåêòîðíèé ïðîñòiðX ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåê-
òîðiâ b⃗1, b⃗2, b⃗3 â R4 ç âïðàâè 1.17.41 i u⃗ = (4, 3, 2, 1).

(i) Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíó áàçó îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ X⊥ äî
ïiäïðîñòîðó X â R4.

(ii) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ u⃗
∥
b⃗i
âåêòîðà u⃗ íà âåêòîð b⃗i äëÿ âñiõ

i = 1, 2, 3.

(iii) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíà äîïîâíåííÿ u⃗⊥
b⃗i
âåêòîðà u⃗ ñòîñîâíî âåêòîðà

b⃗i äëÿ âñiõ i = 1, 2, 3.

(iv) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ u⃗
∥
X âåêòîðà u⃗ íà ïiäïðîñòið X.

(v) Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíà äîïîâíåííÿ u⃗⊥X âåêòîðà u⃗ ñòîñîâíî ïiäïðîñ-
òîðó X.

Çàâäàííÿ ñòîñó¹òüñÿ âñiõ âèïàäêiâ (1), (2) i (3) âïðàâè 1.17.41.

Bïðàâà 1.17.43. Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà (1, 2,−3) íà
âåêòîð (3, 3,−1).

Bïðàâà 1.17.44. Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíà äîïîâíåííÿ âåêòîðà (1, 2,−3)
ñòîñîâíî âåêòîðà (3, 3,−1).

Bïðàâà 1.17.45. Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà, çíàéäiòü îð-
òîíîðìîâàíó áàçó äëÿ ïiäïðîñòîðó, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ:
(1, 2− 3), (1.− 2.− 1), (3, 3,−1).

Bïðàâà 1.17.46. Ïîêàæiòü, ùî ó ðiâíîñòi (1.31) òåîðåìè 1.6.12 íå ìîæíà
îðòîíîðìîâàíó áàçó −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→u k çàìiíèòè íà áàçó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç

îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ, ÷è ç îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíüòå
âåêòîð −→v = (1, 2, 3) ∈ R3. Éîãî îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ íà ïiäïðîñòið R2

ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè
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(1) −→u 1 = (1, 0, 0), −→u 2 =
(

1√
2
, 1√

2
, 0
)
; ÷è

(2) −→u 1 = (2, 0, 0), −→u 2 = (0, 4, 0).

äîðiâíþ¹ (1, 2, 0), àëå ôîðìóëà

−→v ∥R2 =
(−→v • −→u 1

)−→u 1 +
(−→v • −→u 2

)−→u 2

íå âèêîíó¹òüñÿ.

Ïiäðîçäië 1.7

Bïðàâà 1.17.47. Íåõàé X � k-âèìiðíà ïëîùèíà â Rn i

X = {p+−→v | −→v ∈ V } = {q +−→w | −→w ∈W },

äå p, q ∈ Rn òà V i W � k-âèìiðíi âåêòîðíi ïiäïðîñòîðè â Rn. Äîâåäiòü,
ùî V = W .

Bïðàâà 1.17.48. Äîâåäiòü, ùî äâi ïðÿìi â R2 ¹ ïàðàëåëüíèìè òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ìàþòü ïàðàëåëüíi íàïðÿìíi âåêòîðè.

Bïðàâà 1.17.49. Íåõàé L i L′ � ïðÿìi â R2, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿí-
íÿìè

ax+ by = c i a′x+ b′y = c′,

âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi L i L′ ïàðàëåëüíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

a′ = ka i b′ = kb

äëÿ äåÿêî¨ íåíóëüîâîãî ÷èñëà k.

Bïðàâà 1.17.50. Çíàéäiòü áàçó äëÿ ïëîùèíè x+ y + z = 12 â R3.

Bïðàâà 1.17.51. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ âñiõ ïëîùèí ó R3, ÿêi îðòîãîíàëüíi
äî âåêòîðà (−1,−2,−3).

Bïðàâà 1.17.52. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ó R3, ÿêà ìiñòèòü òî÷êè
(−1,−2,−3), (1, 2, 0) i (1, 1, 1).

Bïðàâà 1.17.53. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ó R3, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó
(−1,−2,−1) i ïàðàëåëüíà äî ïëîùèíè, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x+ z = 7.
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Bïðàâà 1.17.54. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ïëîùèí ó R3, ÿêi ìiñòèòü òî÷êó
(−1,−2,−1) i îðòîãîíàëüíi äî ïëîùèíè, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x+ z = 7.

Bïðàâà 1.17.55. Çíàéäiòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ äëÿ ïëîùèíè x+z = 2.

Bïðàâà 1.17.56. Íåõàé X � ïëîùèíà, âèçíà÷åíà ðiâíÿííÿì

x+ 2y + z = 4.

Íåõàé v = (2, 1, 9) âåêòîð. Çíàéäiòü:

(a) îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ âåêòîðà −→v íà X;

(b) îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ âåêòîðà −→v ñòîñîâíî ïëîùèíè X.

Bïðàâà 1.17.57. Çíàéäiòü òî÷êîâî-íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ äëÿ ïðÿìî¨

x = 1 + 3;

y = 4t;

z = 2 + t.

Bïðàâà 1.17.58. Ïåðåâiðòå, ÷è ïiâïëîùèíè 3x− 2y ⩽ 0, 2x− y − 2 ⩽ 0
i x− 2y + 2 ⩽ 0 ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí, ÷è íi.

Ïiäðîçäië 1.8

Bïðàâà 1.17.59. Äîâåäiòü ëåìó 1.8.3.

Bïðàâà 1.17.60. Äîâåäiòü ëåìó 1.8.8.

Bïðàâà 1.17.61. Âèçíà÷òå, ÷è òàêi ïàðè âïîðÿäêîâàíèõ áàçèñiâ R2 âè-
çíà÷àþòü îäíàêîâó îði¹íòàöiþ:

(a) ((1,−2), (−3, 2)) i ((1, 0), (−2, 3));

(b) ((−1, 1), (1, 2)) i ((1,−2), (1,−4)).

Ðîçâ'ÿæiòü öþ âïðàâó äâîìà ñïîñîáàìè: ñïî÷àòêó âèêîðèñòîâóéòå ëèøå
âèçíà÷åííÿ îði¹íòàöi¨, à ïîòiì ïåðåâiðòå ñâîþ âiäïîâiäü, âèêîðèñòîâóþ÷è
ìàòðè÷íèé ïiäõiä ëåìè 1.8.8.

Bïðàâà 1.17.62. ×îìó �×è ((1,−2), (−2, 4)) iíäóêó¹ ñòàíäàðòíó îði¹í-
òàöiþ ïëîùèíè?� áåçãëóçäå ïèòàííÿ?



182 Ðîçäië 1. Òðiøêè ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Bïðàâà 1.17.63. (a) Çíàéäiòü òàêèé âåêòîð (a, b), ùîá áàçèñ
((−2,−3), (a, b)) âèçíà÷àâ ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ ïëîùèíè.

(b) Çíàéäiòü âåêòîð (a,b,c) òàê, ùîá áàçèñ ((2,−1,0), (−2,−1,0), (a,b,c))
âèçíà÷àâ ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ 3-õ âèìiðíîãî ïðîñòîðó.

Bïðàâà 1.17.64. Äîâåäiòü, ùî êóò ìiæ îði¹íòîâàíèìè ãiïåðïëîùèíàìè
(X,σ) i (Y , τ ) êîðåêòíî âèçíà÷åíèé. Çîêðåìà, äîâåäiòü, ùî öå íå çàëå-
æèòü âiä âèáîðó íîðìàëüíèõ âåêòîðiâ −→v n i

−→wn äëÿ X i Y â îçíà÷åííi.

Bïðàâà 1.17.65. Íåõàé L � îði¹íòîâàíà ïðÿìà i íåõàé p i q � äâi òî÷êè
íà ïðÿìié L.. Äîâåäiòü, ùî

∥−→pq∥=


0, ÿêùî p = q;
|−→pq|, ÿêùî âåêòîð pq iíäóêó¹ òó æ ñàìó iði¹íòàöiþ íà L;
−|−→pq|, ÿêùî âåêòîð pq iíäóêó¹ ïðîòèëåæíó iði¹íòàöiþ íà L.

Bïðàâà 1.17.66. Íåõàé ((V ,σ) i (W , τ ) � äâà îði¹íòîâàíi n-âèìiðíi
âåêòîðíi ïðîñòîðè i T : V → W � íåâèðîäæåíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.
Äîâåäiòü, ùî T çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, ÿêùî

τ = [T (−→v 1), T (
−→v 2), . . . , T (

−→v n)]

äëÿ äîâiëüíîãî îäíîãî âïîðÿäêîâàíîãî áàçèñó (−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n) âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó V ç âëàñòèâiñòþ σ = [−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n].

Ïiäðîçäië 1.9

Bïðàâà 1.17.67. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ïiâïëîùèíà â Rn ¹ îïóêëà ìíî-
æèíà.

Bïðàâà 1.17.68. Äîâåäiòü, ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi îïóêëèõ ìíî-
æèí ó Rn ¹ îïóêëà ìíîæèíà.

Bïðàâà 1.17.69. Äîâåäiòü, ÿêùî X � îïóêëà ïiäìíîæèíà â Rn, òî
conv(X) = X.

Bïðàâà 1.17.70. Äîâåäiòü, ùî conv([p,p1]) = [p,p1].

Bïðàâà 1.17.71. Íåõàé σ � äâîâèìiðíèé ñèìïëåêñ, âèçíà÷åíèé âåðøè-
íàìè −→v 0 = (−2,−1), −→v 1 = (3, 0) òà −→v 2 = (0, 2). Òî÷êè ñèìïëåêñà σ

ìîæíà îïèñàòè ÿê äåêàðòîâèìè, òàê i áàðèöåíòðè÷íèìè êîîðäèíàòàìè
(âiäíîñíî âåðøèí, ïåðåëi÷åíèõ ó íàâåäåíîìó âèùå ïîðÿäêó).
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(a) Çíàéäiòü äåêàðòîâi êîîðäèíàòè òî÷êè p, áàðiöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè

ÿêî¨ ¹

(
1

4
,
5

12
,
1

3

)
.

(b) Çíàéäiòü áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè òî÷êè q, äåêàðòîâi êîîðäèíàòè
ÿêî¨ (0, 0).

Bïðàâà 1.17.72. Äîâåäiòü, ùî ñèìïëiöèàëüíå âiäîáðàæåííÿ ç 1-ñèìï-
ëåêñó [2, 5] äî 1-ñèìïëåêñó [3, 7], ùî âiäîáðàæà¹ 2 â 3 i 5 ó 7, óçãîäæó¹òüñÿ
çi �ñòàíäàðòíèì� ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿ ìiæ iíòåðâàëàìè, à ñàìå:

g(x) =
4

3
x+

1

3
.

Bïðàâà 1.17.73. Óçàãàëüíiòü âïðàâó 1.17.72 i äîâåäiòü, ùî ñèìïëiöè-
àëüíå âiäîáðàæåííÿ ç [a, b] â [c, d] óçãîäæó¹òüñÿ çi ñòàíäàðòíèì ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì.

Ïiäðîçäië 1.13

Bïðàâà 1.17.74. Íåõàé

A =

(
1 2
3 2

)
.

Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ P òàêó, ùîá P−1AP áóëà äiàãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ.

Bïðàâà 1.17.75. Íåõàé

A =

 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8

 .

Çíàéäiòü îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ P òàêó, ùîá P−1AP áóëà äiàãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ.

Ïiäðîçäië 1.14

Bïðàâà 1.17.76. Íåõàé

A =

 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8

 .

Çíàéäiòü íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ P òàêó, ùîá PAP T áóëà äiàãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ.
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Ïiäðîçäië 1.15

Bïðàâà 1.17.77. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ 1.15.4.
Ïiäêàçêà. Ñïî÷àòêó äîâåäiòü, ÿêùî−→e 1,

−→e 2,
−→e 3 � ñòàíäàðòíèé áàçèñ

â ïðîñòîði R3, òî −→e 1 ×−→e 2 =
−→e 3,
−→e 1 ×−→e 3 = −−→e 2 i

−→e 2 ×−→e 3 =
−→e 1.

Bïðàâà 1.17.78. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ 1.15.5.
Ïðèìiòêà: Âëàñòèâîñòi áóäå âàæêî äîâåñòè, ÿêùî âèêîðèñòàòè îçíà-

÷åííÿ òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi äåòåðìiíàíòiâ. Öå ùå ðàç äåìîíñòðó¹, íà-
ñêiëüêè öiííèì ¹ ãàðíå îçíà÷åííÿ, îñêiëüêè äåÿêi ïiäðó÷íèêè, îñîáëèâî ç
ôiçè÷íèõ íàóê, ìàþòü äóæå áåçëàäíi ñòîñóíêè ç âåêòîðíèìè äîáóòêàìè.
Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî íàøà iíòó¨öiÿ ïiäâîäèòü íàñ äî êîðèñíèõ êîíöå-
ïöié, ÿê ïðàâèëî, öå ãàðíà iäåÿ íå çóïèíÿòèñü íà ïî÷àòêîâîìó ðîçóìiííi,
à âèìàãà¹ äîñëiäæóâàòè òðîõè äàëi òà ðåàëüíî ôiêñóâàòè ¨õíþ ñóòíiñòü.

Bïðàâà 1.17.79. Äîâåäiòü, ÿêùî −→u ,−→v ∈ R3 � îðòîãîíàëüíi îäèíè÷íi
âåêòîðè, òî

(−→u ×−→v )×−→u = −→u .

Bïðàâà 1.17.80. Íåõàé −→u ,−→v ,−→w ∈ R3. Äîâåäiòü òàêi ðiâíîñòi:9

(a) −→u • (−→v ×−→w) = det

−→u−→v
−→w

;
(b) −→u • (−→v ×−→w) = −→v • (−→w ×−→u ) = −→w • (−→u ×−→v ).

9Ðiâíiñòü −→u • (−→v ×−→w) íàçèâà¹òüñÿ ìiøàíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ −→u ,−→v ,−→w ∈ R3.
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Àôiííà ãåîìåòðiÿ

2.1 Îãëÿä

Íàñòóïíi äâà ðîçäiëè ñòîñóþòüñÿ àíàëiòè÷íèõ òà ãåîìåòðè÷íèõ âëàñ-
òèâîñòåé äåÿêèõ âàæëèâèõ ïåðåòâîðåíü n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñ-
òîðó Rn. Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ãðóïà àôiííèõ ïåðåòâîðåíü i äâi
¨¨ âàæëèâi ïiäãðóïè, ãðóïà ïîäiáíîñòåé òà ãðóïà ðóõiâ. Àôôiííi ïåðåòâî-
ðåííÿ � öå ïåðåòâîðåííÿ, ùî çáåðiãàþòü ïàðàëåëüíiñòü. Ñõîæèìè ¹ àôií-
íi ïåðåòâîðåííÿ, ùî çáåðiãàþòü êóòè. Ðóõè ¹ ïîäiáíîñòÿìè, ùî çáåðiãà¹
âiäñòàíü, i ¨õ âèâ÷åííÿ åêâiâàëåíòíî âèâ÷åííþ ìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó. ßê iñòîðè÷íå çàóâàæåííÿ, öå çâåäåííÿ ãåîìåòðè÷-
íèõ çàäà÷ äî àëãåáðè÷íèõ (à ñàìå äîñëiäæåííÿ ïåâíèõ ãðóï ó íàøîìó
âèïàäêó) áóëî iíiöiéîâàíå íiìåöüêèì ìàòåìàòèêîì Ôåëiêñîì Êëÿéíîì ó
Åðëàíãåíñüêié ïðîãðàìi íàïðèêiíöi XIX-ãî ñòîëiòòÿ.

Çà âèíÿòêîì äåÿêèõ îçíà÷åíü i êiëüêîõ îñíîâíèõ ôàêòiâ, ïåðøà ÷àñ-
òèíà ðîçäiëó (ïiäðîçäiëè 2.2�2.4) çîñåðåäæåíà íà âàæëèâîìó îêðåìîìó
âèïàäêó ïëîùèíè R2. Çîáðàæåííÿ âåëèêî¨ êiëüêîñòi äåòàëåé ïðåäñòàâ-
ëåíî ó ïëîùèííîìó âèïàäêó, äå ëåãøå ìàëþâàòè çîáðàæåííÿ, ïîâèííî
ïîëåãøèòè ðîçóìiííÿ òîãî, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ó âèùèõ âèìiðàõ, îñêiëüêè
óçàãàëüíåííÿ, çà âåëèêèì ðàõóíêîì, ïðîñòi.

185
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2.2 Ðóõ

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Ïåðåòâîðåííÿ M : Rn → Rn íàçèâà¹òüñÿ ðóõîì, içî-
ìåòði¹þ, àáî êîíãðóåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì, ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Rn, ÿê-
ùî ∣∣−−−−−−−→M(p)M(q)

∣∣ = |−→pq| ,
äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè òî÷îê p, q ∈ Rn.

Ïðîñòiøå êàæó÷è, ðóõè � öå âiäîáðàæåííÿ, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü.
ßêùî çîñåðåäèòèñÿ íà öüîìó àñïåêòi, òî ìàòåìàòèêè çàçâè÷àé âèêîðèñ-
òîâóþòü òåðìií �içîìåòðiÿ� , êîëè ãîâîðÿòü ïðî âiäîáðàæåííÿ ìiæ äî-
âiëüíèìè ïðîñòîðàìè, ùî çáåðiãàþòü âiäñòàíü. Òåðìií �ðóõ� ïîïóëÿðíèé
ó êîíòåêñòi âiäîáðàæåíü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Rn.

Òåîðåìà 2.2.2. (1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.1

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùîM � ðóõ iC �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) =M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ =
=
∣∣−−→AC

∣∣+ ∣∣−−→CB
∣∣ =

=
∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.

Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü âè-
ïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8, îòðè-
ìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) òåîðåìè âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåí-
íÿ (1).

Ëåìà 2.2.3. Íåõàé M � ðóõ. ßêùî

C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) =M(A) + t

−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).

1Âiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé (A′,C′,B′) =M(A,C,B). Îñêiëüêè M � ðóõ, òî∣∣−−−→A′C′∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣ = |t| ∣∣−−→AB

∣∣ = |t| ∣∣−−−→A′B′∣∣.
Ðîçãëÿíåìî òðè ìîæëèâi âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. 0 ⩽ t ⩽ 1.
Âèïàäîê 2. 1 < t.
Âèïàäîê 3. t < 0.

Ó âèïàäêó 1, òî÷êà C ¹ ìiæ òî÷êàìè A òà B. Çà òâåðäæåííÿì 1.4.9
ëèøå

X1 = A′ + t
−−−→
A′B′ àáî X2 = A′ − t

−−−→
A′B′

¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ ∣∣−−−→A′X ′∣∣ = |t| ∣∣−−−→A′B′∣∣.
Ç íèõ ëèøå òî÷êà X ′ ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Çà òâåðäæåííÿì
(1) òåîðåìè 2.2.2 ìà¹ìî, ùî C′ = X1, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ëåìè,
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê 1.

Äîâåäåííÿ â iíøèõ äâîõ âèïàäêàõ ïîäiáíi òà ìè çàëèøà¹ìî ¨õ ÿê âïðà-
âè äëÿ ÷èòà÷iâ. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó 2 òî÷êàB ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè
A òà C, à ó âèïàäêó 3 òî÷êà A ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè C òà B.

Ëåìà 2.2.4. Íåõàé L1 i L2 � äâi ðiçíi ïðÿìi íà ïëîùèíi, ùî ïåðå-
òèíàþòüñÿ â òî÷öi C. Íåõàé P � äîâiëüíà òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü
æîäíié ç öèõ ïðÿìèõ. Òîäi iñíóþòü òàêi äâi ðiçíi òî÷êè A òà B íà
ïðÿìèõ L1 i L2, âiäïîâiäíî, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié L, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà B.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→v 1 i
−→v 2 � íàïðÿìíi âåêòîðè ïðÿìèõ L1 i L2, âiäïî-

âiäíî (äèâ. ðèñ. 2.1). Öi âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëåæíi, îñêiëüêè ïðÿìi L1 i
L2 íå ¹ ïàðàëåëüíèìè. Íåõàé

−→
A =

−→
C + a−→v 1 � òî÷êà íà ïðÿìié L1 ç

a > 0 i íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè P i A. Äëÿ òîãî,
ùîá çíàòè òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìèõ L i L2 íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

P + s
−−→
PA = C + t−→v 2

äëÿ äiéñíèõ çìiííèõ s i t. Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

sa−→v 1 − t−→v 2 = (1− s)
−−→
PC. (2.1)

Îñêiëüêè âåêòîðè −→v 1 i
−→v 2 ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî s ̸= 1 i ðiâíÿííÿ (2.1)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ çìiííèõ s i t. Ïðèéìåìî B = P + s
−−→
PA.
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B

A

P

C

L1

L2

L

−→v2

−→v1

Ðèñ. 2.1: Äîâåäåííÿ ëåìè 2.2.4

Ëåìà 2.2.5. Ðóõ M ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Òå, ùî ðóõ M ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ¹ î÷å-
âèäíèì ôàêòîì, îñêiëüêè ÿêùî âiäñòàíü ìiæ îáðàçàìè äâîõ òî÷îê ñòî-
ñîâíî âiäîáðàæåííÿM äîðiâíþ¹ íóëþ, òî òàêîþ æ ¹ âiäñòàíü ìiæ äâîìà
òî÷êàìè çà îçíà÷åííÿì ðóõó.

Äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî ðóõ M ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ¹
âàæ÷å, i ìè äîâåäåìî öåé ôàêò ëèøå â ïëîñêîìó âèïàäêó. Ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó öå äîâåäåííÿ âèêëàäåíî â ìîíîãðàôi¨ [3]. Ïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ
áiëüø ñèëüíî¨ âåðñi¨ òåîðåìè 2.2.2(3).

Òâåðäæåííÿ. M âiäîáðàæà¹ ïðÿìi íà ïðÿìi.

Íåõàé L � ïðÿìà íà ïëîùèíi. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî îáðàç M(L) ìiñ-
òèòüñÿ â ïðÿìié L′. Íåõàé C′ � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L′. Íàì íåîá-
õiäíî äîâåñòè, ùî iñíó¹ òî÷êà C íà ïðÿìié L òàêà, ùî M(C) = C′.
Äëÿ öüîãî âèáåðåìî áóäü-ÿêi äâi ðiçíi òî÷êè A òà B ïðÿìî¨ L i íåõàé
(A′,B′) = M(A,B). Òîäi C′ = A′ + t

−−−→
A′B′ äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñ-

ëà t. Ç ëåìè 2.2.3 âèïëèâà¹, ùî C′ = M(A + t
−−→
AB) i íàøå òâåðäæåííÿ

äîâåäåíî.

Ìè òåïåð ãîòîâi äîâåñòè, ùî ðóõ íà ïëîùèíi ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðà-
æåííÿì. Íåõàé P ′ äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè R2 (äèâ. ðèñ. 2.2). Ìè äîâå-
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C

B

A

C′
L′

2
A′

B′

D′

L′
1

E′

P ′

L′

Ðèñ. 2.2: Äîâåäåííÿ ôàêòó, ùî ðóõè ¹ ñþð'¹êòèâíèìè âiäîáðàæåííÿìè

äåìî, ùî P ′ = M(P ) äëÿ äåÿêî¨ òî÷êè P . Âiçüìåìî òðè íåêîëiíåïðíi
òî÷êè A, B i C i íåõàé (A′,B′,C′) =M(A,B,C). Íåõàé L′

1 � ïðÿìà,
ÿêà ìiñòèòü òî÷êè A′ òà B′, i íåõàé L′

2 � ïðÿìà, ÿêà ìiñòèòü òî÷êè A′

òà C′. Ìè ùîéíî äîâåëè, ùî âñi òî÷êè íà öèõ äâîõ ïðÿìèõ ìiñòÿòüñÿ â
îáðàçi ðóõó M . Ïðèïóñòèìî, ùî P ′ � òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü æîäíié ç
ïðÿìèõ L′

1 i L′
2. Çà ëåìîþ 2.2.4 iñíóþòü äâi òî÷êè D′ i E′ íà ïðÿìèõ

L′
1 i L′

2, âiäïîâiäíî, òàêi, ùî òî÷êà P ′ ëåæèòü íà ïðÿìié L′, ÿêà âè-
çíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè D′ i E′, à îòæå íàëåæèòü îáðàçó âiäîáðàæåííÿ M .
Ïëîñêèé âèïàäîê ëåìè 2.2.5 äîâåäåíî.

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä
¨õ âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ,
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹,
ùî â ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âè-
çíà÷åííÿ ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6. Íåõàé

X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìó-
ëîþ T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü
òà îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáå-
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ðiãàþòü âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöià-
òèâíîþ îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè (äèâ.
ïiäðîçäië 1.2.4) âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7. Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü
óòâîðþþòü ãðóïó.

Iäåÿ ðóõó ÿê âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ âiäñòàíü, iíòó¨òèâíî ïðîñòà
äëÿ ðîçóìiííÿ, àëå âîíà íå äóæå êîðèñíà äëÿ îá÷èñëåíü. Ó ïðîöåñi îòðè-
ìàííÿ ïðîñòîãî àíàëiòè÷íîãî îïèñàííÿ ðóõiâ ìè íå ëèøå îòðèìà¹ìî áà-
ãàòî ãåîìåòðè÷íèõ óÿâëåíü, àëå é ïîïðàêòèêó¹ìîñÿ ó âèêîðèñòàííi ëiíié-
íî¨ àëãåáðè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷. Ìè ïî÷èíà¹ìî íàøå
âèâ÷åííÿ ðóõiâ ç ïiäõîäó, ÿêèé çíîâó i çíîâó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ìàòå-
ìàòèöi. À ñàìå, ÿêùî âè çiòêíåòåñÿ ç ïðîáëåìîþ êëàñèôiêàöi¨ ìíîæèíè
îá'¹êòiâ, ñïî÷àòêó âèäiëiòü ÿêîìîãà áiëüøå ïðîñòèõ i çðîçóìiëèõ åëåìåí-
òiâ, à ïîòiì ñïðîáóéòå äîâåñòè, ùî öi åëåìåíòè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
ÿê áóäiâåëüíi áëîêè, ç ÿêèõ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè âñi åëåìåíòè êëàñó
áóòè �ïîðîäæåíèì�.

2.2.1 Ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ

Íàéïðîñòiøèì âèïàäêîì ðóõiâ ¹ ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.8. Äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ T : Rn → Rn âèãëÿäó

T (−→p ) = −→p +−→v , (2.2)

äå −→v � ôiêñîâàíèé âåêòîð, íàçèâà¹òüñÿ ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì ïðî-
ñòîðó Rn. Âåêòîð −→v íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ
âiäîáðàæåííÿ T .

Âèïèñóþ÷è â òåðìiíàõ êîîðäèíàò, ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî öå âiäîáðàæåí-
íÿ

T : Rn → Rn, (x1, x2, . . . , xn) 7→ (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n)

¹ ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè öå âiäîáðàæåííÿ âè-
çíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè âèãëÿäó

x′1 = x1 + c1;

x′2 = x2 + c2;

. . . . . .

x′n = xn + cn,

(2.3)
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äå c1, c2, . . . , cn � ôiêñîâàíi äiéñíi ÷èñëà. Î÷åâèäíî, ùî (c1, c2, . . . , cn) ¹
âåêòîðîì ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ âiäîáðàæåííÿ T ó öüîìó âèïàäêó.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ î÷åâèäíîþ, i ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè ¨¨
ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.9. Ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ ¹ ðóõàìè.

Îñü äåêiëüêà ïðîñòèõ öiêàâèõ âëàñòèâîñòåé ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü.

Òâåðäæåííÿ 2.2.10. Ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ T : Rn → Rn ç íåíóëüî-
âèì âåêòîðîì ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ −→v çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âëàñòè-
âîñòi:

(1) Âiäîáðàæåííÿ T íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê.

(2) T âiäîáðàæà¹ ïðÿìi â ïðÿìi ç îäíàêîâèì âåêòîðîì íàïðÿìêó (àáî
íàõèëîì, ó âèïàäêó ïëîùèíè).

(3) �äèíi ëiíi¨, ÿêi ôiêñóþòüñÿ âiäîáðàæåííÿì T , � öå òi ç íàïðÿì-
íèì âåêòîðîì −→v . Ó âèïàäêó ïëîùèíè ¹äèíèìè ëiíiÿìè, ôiêñîâà-
íèìè âiäîáðàæåííÿì T , ¹ òi, íàõèë ÿêèõ òàêèé ñàìèé, ÿê íàõèë
îäíîãî ç ¨õíiõ âåêòîðiâ íàïðÿìêó.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü (1) i (2) çàëèøà¹ìî ÷èòà÷àì ÿê âïðàâè.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ðîçãëÿíåìî ïðÿìó L, ÿêà ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó p0 ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì −→w . ßêùî ïðÿìà L ¹ iíâàðiàíòíîþ
(íåðóõîìîþ) ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ T , òî T âiäîáðàæà¹ òî÷êó p0 + t−→w
íà ïðÿìié L â iíøó òî÷êó íà ïðÿìié L, ÿêà áóäå ìàòè âèãëÿä p0 + s−→w .
Îòæå, ìà¹ìî

p0 + s−→w = T (p0 + t−→w) =

= p0 + t−→w +−→v ,

à òîìó âåêòîð −→w êîëiíåàðíèé âåêòîðó −→v . Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äîâî-
äèòüñÿ òàê ñàìî ëåãêî.

Ó âèïàäêó ïëîùèíè ïðèïóñòèìî, ùî ïðÿìà L, ÿêà iíâàðiàíòíà (íåðó-
õîìà) ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ T âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

ax+ by = c. (2.4)

Ïðÿìà L ìà¹ êóòîâèé êîåôiöi¹íò −a
b
.2 ßêùî −→v = (h, k), òî òàíãåíñ êóòà

âåêòîðà −→v äîðiâíþ¹
k

h
. Âèáåðåìî òî÷êó (x, y) íà ïðÿìié L. Îñêiëüêè çà

2Âèïàäîê, êîëè ïðÿìà L âåðòèêàëüíà, òîáòî b = 0, ìè îïóñêà¹ìî, i éîãî äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî
÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.
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ïðèïóùåííÿì òî÷êà T (x, y) = (x + h, y + k) ëåæèòü íà ïðÿìié L, òîáòî
öÿ òî÷êà òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.4), à îòæå âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

a(x+ h) + b(y + k) = c.

Ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ (2.4) â îñòàííüîìó ðiâíÿííi, îòðèìó¹ìî, ùî

ah+ bk = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
k

h
= −a

b
, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

2.2.2 Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Iíøèì iíòó¨òèâíî ïðîñòèì ðóõîì ¹ îáåðòàííÿ ïëîùèíè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.11. Íåõàé θ ∈ R. Âiäîáðàæåííÿ R : R2 → R2 âèãëÿäó
R(r, α) = (r, α+ θ), äå òî÷êè âèðàæåíi â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ, íàçèâà-
¹òüñÿ îáåðòàííÿì íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò θ.

Âèêîðèñòàííÿ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò áóëî ïðîñòèì ñïîñîáîì îçíà÷åííÿ
îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, àëå íå ¹ çðó÷íèì ç òî÷êè çîðó
îá÷èñëåíü (äèâ. ðèñ. 2.3). Ùîá âèâåñòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ R â äå-

p = (r, α)

p = (r, α + θ)

y

x
α

θ

Ðèñ. 2.3: Âèçíà÷åííÿ îáåðòàííÿ ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè

êàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî îñíîâíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ
ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè (r, α) i äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè (x, y) äëÿ
òî÷êè p:

x = r cosα;

y = r sinα.
(2.5)
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Íåõàé R(x, y) = (x′, y′). Îñêiëüêè R(r, α) = (r, α + θ), òî

x′ = r cos(α + θ) = r cosα cos θ − r sinα sin θ;

y′ = r sin(α + θ) = r sinα cos θ + r cosα sin θ.
(2.6)

Çðîáèâøè çàìiíó (2.5) ó ôîðìóëi (2.6), îòðèìó¹ìî

Òåîðåìà 2.2.12. Ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäè-
íàò íà êóò θ ìà¹ âèãëÿä

x′ = x cos θ − y sin θ;
y′ = x sin θ + y cos θ.

(2.7)

Çîêðåìà òàêå îáåðòàííÿ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ç ìàòðèöåþ(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
. (2.8)

Áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëåííÿìè ç âèêîðèñòàííÿì îçíà÷åííÿ ðóõó òà òå-
îðåìè 2.2.12 äîâîäèòüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.13. Âiäîáðàæåííÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò
íà êóò ¹ ðóõîì.

Ïðèêëàä 2.2.14. Ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿR íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò
íà êóò

π

3
ìà¹ âèãëÿä

x′ =
1

2
x−
√
3

2
y;

y′ =

√
3

2
x+

1

2
y.

Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî îáåðòàííÿ íà
êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòà-
ííÿ. Ó íàøîìó ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî îáåðòàííÿ ¹ òàêèìè

x =
1

2
x′ +

√
3

2
y′;

y = −
√
3

2
x′ +

1

2
y′.

Íàì íå ïîòðiáíî áóëî ðîçâ'ÿçóâàòè ïåðøó ìíîæèíó ðiâíÿíü äëÿ x i y
áåçïîñåðåäíüî.
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Ïðèêëàä 2.2.15. Ïðîäîâæóþ÷è ïðèêëàä 2.2.14, ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî-
÷åìî çíàéòè îáðàç L′ ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

−3x+ 2y = 2.

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå çàìiíèòè x i y:

−3

(
1

2
x′ +

√
3

2
y′

)
+ 2

(
−
√
3

2
x′ +

1

2
y′

)
= 2.

Ñïðîñòèâøè âèðàçè òà îïóñòèâøè ñèìâîë � ′� ó çìiííèõ, îòðèìó¹ìî ðiâ-
íÿííÿ äëÿ ïðÿìî¨ L′

(
−3
2
−
√
3

)
x+

(
−3
√
3

2
+ 1

)
y = 2.

Çâè÷àéíî, ìè ìîãëè á òàêîæ çíàéòè äâi ðiçíi òî÷êè p i q íà ïðÿìié L,
à ïîòiì îá÷èñëèòè ðiâíÿííÿ äëÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè
R(p) i R(q), àëå ó öüîìó âèïàäêó áóëî á áiëüøå ðîáîòè.

Ïîêè ùî ìè ðîçãëÿäàëè ëèøå îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò,
àëå ëåãêî âèçíà÷èòè îáåðòàííÿ íàâêîëî äîâiëüíî¨ òî÷êè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.16. Íåõàé p ∈ R2. Óçàãàëüíåíå îáåðòàííÿ R íàâêîëî
òî÷êè p íà êóò θ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ R = TR0T

−1, äå T � ïàðà-
ëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, ùî âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó p i R0 �
îáåðòàííÿ íàâêîëî òî÷êè ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò θ. Òî÷êà p íàçèâà-
¹òüñÿ öåíòðîì îáåðòàííÿ âiäîáðàæåííÿ R.

Çàóâàæèìî, ùî óçàãàëüíåíå îáåðòàííÿ ¹ ðóõîì, îñêiëüêè âîíî ¹ êîì-
ïîçèöi¹þ ðóõiâ.

Ïðèêëàä 2.2.17. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè
(−3,−1) íà êóò π

3
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ T , ÿêå âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäè-
íàò ó òî÷êó (−3,−1), i îáåðíåíå äî íüîãî T−1 âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿìè

T : x′ = x− 3; T−1 : x′ = x+ 3;
y′ = y − 1, y′ = y + 1.
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Ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ R0 íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò
π

3
âæå áó-

ëè îá÷èñëåíi â ïðèêëàäi 2.2.14. Îòæå, ðiâíÿííÿ äëÿ óçàãàëüíåíîãî îáåð-
òàííÿ R = TR0T

−1 ìà¹ âèãëÿä

x′ =
1

2
(x+ 3)−

√
3

2
(y + 1)− 3;

y′ =

√
3

2
(x+ 3) +

1

2
(y + 1)− 1.

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18. Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà
êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19. (1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêà íå ¹
òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹ éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå âiäáó-
âà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó)
ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì íà-
ñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Äîáðå âiäîìî ç òâåðäæåííÿ 2.2.10, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ íå çìi-
íþþòü êóòà íàõèëó ïðÿìî¨. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (2) äëÿ
îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à-
¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ax+ by = c. ßêùî R � îáåðòàííÿ íà êóò θ i L′ = R(L),
òî ïiäñòàâèâøè äëÿ x i y ðiâíîñòi äëÿ R−1, îòðèìó¹ìî, ùî

a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c

¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè ïðÿìà L àáî ïðÿìà L′ ¹ âåðòèêàëüíîþ ¹ î÷åâèäíèì, i
ìè çàëèøà¹ìî éîãî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
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âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé êîå-
ôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹

b sin θ − a cos θ
a sin θ + b cos θ

.

Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −ab , ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π. (Ïðî-
ñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ, ùîá
îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

2.2.3 Âiäáèòòÿ â ïëîùèíi

Ùå îäèí âàæëèâèé âèä ðóõó � öå âiäáèòòÿ. Òàêèé ðóõ ìîæíà âèçíà-
÷èòè äåêiëüêîìà ñïîñîáàìè. Ñôîðìóëþâàâøè íàøå îçíà÷åííÿ, ìè îáãî-
âîðèìî äåÿêi iíøi õàðàêòåðèñòèêè âiäáèòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.20. Íåõàé L � ïðÿìà íà ïëîùèíi. Îçíà÷èìî âiäîáðà-
æåííÿ S : R2 → R2, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ âiäáèòòÿì ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, íà-
ñòóïíèì ÷èíîì. Âèáåðåìî òî÷êóA íà ïðÿìié L i îäèíè÷íèé íîðìàëüíèé
âåêòîð

−→
N ïðÿìî¨ L. ßêùî P � äîâiëüíà òî÷êà â R2, òî

S(P ) = P ′ = P + 2(
−−→
PA •

−→
N )
−→
N . (2.9)

Ïðÿìà L íàçèâà¹òüñÿ âiññþ (äëÿ) âiäáèòòÿ S.

×èòà÷åâi áóäå êîðèñíèì (äèâ. ðèñ. 2.4), êîëè ìè îáãîâîðþ¹ìî ãåîìåò-
ðiþ çà âiäáèòòÿìè. Ñïî÷àòêó, çàóâàæèìî, ùî âåêòîð

−→
W = (

−−→
PA •

−→
N )
−→
N

¹ ñàìå îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà
−−→
PA íà âåêòîð

−→
N . Âèçíà÷èìî

òî÷êó Q òàê, ùîá âîíà çàäîâîëüíÿëà ðiâíiñòü
−−→
PQ =

−→
W = (

−−→
PA •

−→
N )
−→
N .

Iíòó¨òèâíî ïîâèííî áóòè çðîçóìiëî, ùî Q ¹ òî÷êîþ íà ïðÿìié L, ÿê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.4. Îäíàê öå íå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ òà ìà¹ áóòè
äîâåäåíî. Ç íàñòóïíîãî ðÿäêà ðiâíîñòåé

−−→
AQ •

−→
N =

(−−→
PQ+

−−→
AP

)
•
−→
N =

=
((−−→

PA •
−→
N
)−→
N +

−−→
AP

)
•
−→
N =

=
−−→
PA •

−→
N +

−−→
AP •

−→
N =

= 0
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L

Q

B

P

P ′

A

−→
N

−→
W = (

−−→
PA •

−→
N )
−→
N

P + t
−→
N

A+ s
−−→
AB

Ðèñ. 2.4: Âèçíà÷åííÿ âiäáèòòÿ íà ïëîùèíi

âèïëèâà¹, ùî òî÷êà Q çàäîâîëüíÿ¹ òî÷êîâî-íîðìàëüíó ôîðìó ðiâíÿííÿ−−→
AX •

−→
N = 0 äëÿ òî÷îêX íà ïðÿìié (àáî ãiïåðïëîùèíi) L, à îòæå, òî÷êà

Q íàñïðàâäi ëåæèòü íà ïðÿìié (àáî ãiïåðïëîùèíi) L. Êðiì òîãî, ëåãêî
ïåðåâiðèòè, ùî âåêòîð

−−→
AQ ¹ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà

−−→
AP íà

ïðÿìó L. Öå îçíà÷à¹, ÿêùî
−→
V � îäèíè÷íèé íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ L,

òî
−−→
AQ =

(−−→
AP •

−→
V
)−→
V , i ìè ìîãëè á âèçíà÷èòè âiäáèòòÿ S çà ôîðìóëîþ

S(P ) = P + 2
(−−→
PA+

−−→
AQ

)
. (2.10)

Öå îçíà÷åííÿ ìà¹ ïåðåâàãó â òîìó, ùî íå ïîòðiáíî çíàòè âåêòîð íîðìà-
ëi äëÿ ïðÿìî¨ (òiëüêè âåêòîð íàïðÿìêó àáî äðóãó òî÷êó B íà ïðÿìié).
Çâè÷àéíî, çíàéòè âåêòîð íîðìàëi äî ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi òðèâiàëüíî. Ç ií-
øîãî áîêó, íàøå çâè÷àéíå âåêòîðíå îçíà÷åííÿ âiäáèòòÿ áóäå óçàãàëüíåíî
íà âèùi âèìiðè ïiçíiøå.

Íàðåøòi, îñêiëüêè

Q = P +
(−−→
PA •

−→
N
)−→
N ,

òî ìè áà÷èìî, ùî Q � öå òî÷êà, äå ïðÿìà, ÿêà îðòîãîíàëüíà äî ïðÿìî¨
L i ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó P , ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ L. Îòæå, iíøå
âèçíà÷åííÿ îáðàçó âiäáèòòÿ S(P ) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè âèçíà÷à¹ìî öþ
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òî÷êó Q, à ïîòiì âèçíà÷à¹ìî

S(P ) = P + 2
−−→
PQ. (2.11)

Iíøèìè ñëîâàìè, âiäðiçîê PP ′ ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïðÿìî¨ L i ïåðåòè-
íà¹ ïðÿìó â éîãî ñåðåäèíi Q.

Òåîðåìó 2.2.21 ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷àì ÿê âïðàâó.

Òåîðåìà 2.2.21. Íåõàé S � âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L.

(1) Âèçíà÷åííÿ âiäáèòòÿ S çàëåæèòü òiëüêè âiä ïðÿìî¨ L, à íå âiä

òî÷êè A òà âåêòîðà íîðìàëi
−→
N öi¹¨ ïðÿìî¨, ÿêi âèáðàíî â îçíà-

÷åííi. Òðè îçíà÷åííÿ âiäáèòòÿ, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (2.9), (2.10)
i (2.11), åêâiâàëåíòíi.

(2) ßêùî ïàðàìåòð t âèáðàíî òàê, ùî P +t
−→
N ¹ òî÷êîþ, äå ïðÿìà ïðî-

õîäèòü ÷åðåç òî÷êó P ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì
−→
N ïåðåòèíà¹òüñÿ

ç ïðÿìîþ L, òî S(P ) = P + 2t
−→
N .

(3) Íåðóõîìèìè òî÷êàìè âiäáèòòÿ S ¹ ñàìå òî÷êè íà ¨¨ îñi L.

(4) ßêùî L � âiñü âiäáèòòÿ S i L′ � îðòîãîíàëüíà ïðÿìà äî ïðÿìî¨
L, òî S(L′) = L′.

(5) Âiäáèòòÿ ¹ ðóõîì.

Ïðèêëàä 2.2.22. Çíàéäiòü âiäáèòòÿ Sx ñòîñîâíî x-îñi.

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî âèáåðåìî A = (0, 0) i
−→
L = (0, 1), òî

−−→
PA = −

−→
P i

Sx(P ) = P + 2
[(
−
−→
P
)
• (0, 1)

]
(0, 1),

àáî
Sx(x, y) = (x,−y).

Iíøèìè ñëîâàìè, âiäáèòòÿ Sx ìà¹ ðiâíÿííÿ

x′ = x;

y′ = −y.
(2.12)

Ïðèêëàä 2.2.23. Çíàéäiòü âiäáèòòÿ S ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à-
¹òüñÿ ðiâíÿííÿì 2x− y + 2 = 0.

Ðàçâ'ÿçîê. Íåõàé A = (−1, 0),
−→
N =

1√
5
(2,−1) i íåõàé P , Q i P ′ � òî÷-

êè, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.5. Òîäi
−−→
PA = (−x− 1,−y). Âèêîðèñòàâøè
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y

x

L

A

(−3, 1)

(1,−1)

Q

P ′(x′, y′)

P (x, y)

Ðèñ. 2.5: Ïðèêëàä 2.2.23

ôîðìóëè â îçíà÷åííi âiäáèòòÿ, îòðèìó¹ìî, ùî

−−→
PQ =

[
(−x− 1,−y) • 1√

5
(2,−1)

]
1√
5
(2,−1) =

=

(
−4
5
x+

2

5
y − 4

5
,
2

5
x− 1

5
y +

2

5

)
.

Îñêiëüêè S(P ) = P + 2
−−→
PQ, òî îòðèìó¹ìî, ùî âiäáèòòÿ S âèçíà÷à¹òüñÿ

ðiâíÿííÿìè

x′ = −3
5
x+

4

5
y − 8

5
;

y′ =
4

5
x+

3

5
y +

4

5
.

(2.13)

Ùîá ïåðåâiðèòè íàøó âiäïîâiäü, çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî îáðàç âiäáèòòÿ
S(−3, 1) îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê (1,−1), ùî i ìà¹ áóòè (çíîâó äèâ. ðèñ. 2.5).
Íàøi ðiâíîñòi òàêîæ ñòâåðäæóþòü, ùî S(A) = A i S(B) = B.

Òâåðäæåííÿ 2.2.24. ßêùî S � âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, ÿêà âè-
çíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ax+ by + c = 0, òî

S(x, y) = (x, y) + 2
−ax− by − c

a2 + b2
(a, b). (2.14)
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Äîâåäåííÿ. Ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 2.2.21(2). Âiäîìî, ùî
−→
N = (a, b)

� íîðìàëüíèé âåêòîð ïðÿìî¨ L, õî÷à âií ìîæå íå áóòè îäèíè÷íèì âåê-
òîðîì. Îòæå, ÿêùî P = (x, y), òî ùîá çíàéòè òî÷êó Q, ïîêàçàíó íà
ðèñ. 2.4, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ïàðàìåòð t òàê, ùîá òî÷êà P + t

−→
N ëåæàëà

íà ïðÿìié L. Îäíàê ç ðiâíîñòi

a(x+ ta) + b(y + tb) + c = 0

âèïëèâà¹, ùî

t =
−ax− by − c

a2 + b2
.

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ t ó ôîðìóëó

S(P ) = P + 2
−−→
PQ = P + 2t

−→
N ,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (2.14).

Ïðèêëàä 2.2.25. Ïîâòîðèìî ïðèêëàä 2.2.23, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü
(2.14).

Ðàçâ'ÿçîê. Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî

t =
−2x+ y − 2

5
,

à îòæå,

S(x, y) = (x, y) + 2
−2x+ y − 2

5
(2, 1).

Öÿ ðiâíiñòü ñïðîùó¹òüñÿ äî òîãî ñàìîãî ðiâíÿííÿ äëÿ âiäáèòòÿ S, ùî é
ðàíiøå.

Îñòàòî÷íèé i áiëüø ñèñòåìàòè÷íèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ âiäáèòü, ÿêèé
ëåãøå çàïàì'ÿòàòè êîíöåïòóàëüíî (ç îãëÿäó íà òå, ùî ëþäèíà ðîçóìi¹
ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i âiäáèò-
òÿ ñòîñîâíî îñi x), çàñíîâàíèé íà ÷àñòî êîðèñíîìó çàãàëüíîìó ïðèíöèïi,
ùî ñêëàäíi ïðîáëåìè ñëiä ðîçâ'ÿçóâàòè øëÿõîì ïîñëiäîâíîãî çâåäåííÿ
¨õ äî ïðîñòiøèõ, ïîêè íå äiéäåø äî ïðèìiòèâíî¨ çàäà÷i, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨
âiäîìèé.

Âèïàäîê 1 (Ïðèìiòèâíà çàäà÷à). Ðiâíÿííÿ äëÿ âiäáèòòÿ Sx ñòîñîâíî
îñi x.

Öÿ çàäà÷à áóëà ðîçâ'ÿçàíà â ïðèêëàäi 2.2.22 âèùå i ìè îòðèìàëè ðiâ-
íÿííÿ (2.12).
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Âèïàäîê 2. Ðiâíÿííÿ äëÿ âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Öåé âèïàäîê ìîæíà çâåñòè äî âèïàäêó 1, ñïî÷àòêó ïàðàëåëüíî ïå-
ðåíåñòè ïðÿìó äî îñi x, à ïîòiì âèêîðèñòàòè ðiâíÿííÿ ç âèïàäêó 1 i,
íàðåøòi, ïàðàëåëüíî ïåðåíåñòè ïðÿìó íàçàä.

Âèïàäîê 3 (Çàãàëüíèé âèïàäîê). Ðiâíÿííÿ äëÿ âiäáèòòÿ ñòîñîâíî äî-
âiëüíî¨ ïðÿìî¨.

Ïàðàëåëüíî ïåðåíiñøè ïðÿìó â ïðÿìó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, ìè ìîæåìî çâåñòè öåé âèïàäîê äî âèïàäêó 2, çíàéòè ðiâ-
íÿííÿ äëÿ öüîãî âèïàäêó, à ïîòiì ïàðàëåëüíî ïåðåíåñòè íàçàä.

Êðîêè, îïèñàíi ó âèïàäêàõ 1�3, ïðèçâîäÿòü äî íàñòóïíî¨ õàðàêòå-
ðèñòèêè âiäáèòòÿ, ÿêó ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî:

Òåîðåìà 2.2.26. Êîæíå âiäáèòòÿ S íà ïëîùèíi ìîæíà âèðàçèòè ó
âèãëÿäi

S = T−1R−1SxRT,

äå T � ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, R � îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò i Sx � âiäáèòòÿ ñòîñîâíî îñi x.

Ïðèêëàä 2.2.27. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ äëÿ âiäáèòòÿ S ñòîñîâíî ïðÿìî¨ â
ïðèêëàäi 2.2.23 ç âèêîðèñòàííÿì âèùå âèêëàäåíîãî ïiäõîäó.

Ðàçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó ïàðàëåëüíî ïåðåíåñåìî ïðÿìó L ó ïðÿìó L′, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò çà ôîðìóëàìè:

T : x′ = x+ 1;
y′ = y.

Äàëi, íåõàé R � îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò −θ, ÿêå
âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

cos θ =
1√
5
, 0 ⩽ θ ⩽

π

2
.

Îáåðòàííÿ R ïîâåðíå ïðÿìó L′ íà âiñü x, îñêiëüêè θ � öå êóò, ÿêèé ïðÿìà
L ñêëàäà¹ ç âiññþ x. Ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàíü R i R−1 ìàþòü âèãëÿä:

R : x′ =
1√
5
x+

2√
5
y; R−1 : x′ =

1√
5
x− 2√

5
y;

y′ = − 2√
5
x+

1√
5
y, y′ =

2√
5
x+

1√
5
y.
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Íàðåøòi, ÿêùî Sx ¹ âiäáèòòÿì íàâêîëî îñi x, òî âiäáèòòÿ S ¹ ëèøå êîìïî-
çèöi¹þ T−1R−1SxRT . Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ äëÿ âñiõ âiäîáðàæåíü âiäîìi, òî
òåïåð ëåãêî âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿ äëÿ âiäáèòòÿ S, i âîíè çíîâó âèÿâëÿòüñÿ
òàêèìè æ, ÿê ðiâíÿííÿ (2.13).

×èòà÷ ìîæå çàäàòèñÿ ïèòàííÿì, ÷îìó ìè ïîòðóäèëèñÿ îïèñàòè ðîç-
â'ÿçîê ó ïðèêëàäi 2.2.27, îñêiëüêè âií ñêëàäíiøèé, íiæ ó ïðèêëàäi 2.2.23.
Ó öüîìó âèïàäêó ìåòîä ïðèêëàäó 2.2.27 ñëiä ïðîñòî ðîçãëÿäàòè ÿê ñïðî-
áó äàòè ÷èòà÷åâi áiëüøå óÿâëåííÿ ïðî òå, ÿê ðîçâ'ÿçóâàòè ãåîìåòðè÷íó
çàäà÷ó. Öåé ïiäõiä ìîæå áóòè íååôåêòèâíèì òóò, àëå áóäå åôåêòèâíèì
â iíøèõ ñèòóàöiÿõ. Âàæëèâî óñâiäîìëþâàòè, ùî ¹ äâà òèïè ñêëàäíîñòi:
ïåðøèé, êîëè ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç ÷èìîñü, ùî ¹ iíòåëåêòóàëüíî ñêëàäíèì,
i iíøèé, ÿêèé ìîæå çàéíÿòè áàãàòî ÷àñó, àëå âêëþ÷à¹ ëèøå ïðîñòi iíòå-
ëåêòóàëüíi êðîêè. Öå ñòîñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.27. Íàñïðàâäi,
ïèòàííÿ òàêîãî òèïó, éìîâiðíî, çíîâó ç'ÿâëÿòüñÿ ïiçíiøå â öüîìó ðîçäi-
ëi, îñêiëüêè çàçâè÷àé iñíó¹ áàãàòî ñïîñîáiâ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Áóäü-ÿêà
êîíêðåòíà çàäà÷à öiëêîì ìîæå ìàòè íàäçâè÷àéíî åëåãàíòíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, ÿêèé ìîæå çíàéòè ëþäèíà. Ç iíøîãî áîêó, êîìï'þòåð íå â çìîçi
ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i âiä âèïàäêó äî âèïàäêó i ïîòðåáó¹ ñèñòåìíîãî ïiäõî-
äó.

2.2.4 Ðóõè çáåðiãàþòü òî÷êîâèé äîáóòîê âåêòîðiâ

Òåîðåìà 2.2.28. ßêùî M � ðóõ ç âëàñòèâiñòþ M(
−→
0 ) =

−→
0 , òî M �

ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ òàêå, ùî

M(a−→u + b−→v ) = aM(−→u ) + bM(−→v ),

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ −→u òà −→v i äiéñíèõ ÷èñåë a òà b.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî, ùî òàêèé ðóõ M ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ó
äâà êðîêè.

Êðîê 1. M(−→u +−→v ) =M(−→u ) +M(−→v ).

Âèçíà÷èìî âåêòîð −→w ðiâíiñòþ

−→u +−→v = 2−→w . (2.15)

Ðiâíiñòü (2.15) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê (äèâ. ðèñ. 2.6)

−→w = −→u +
1

2
(−→v −−→u ). (2.16)
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y

x

−→u

−→v

−→u+−→v

−→w

M(−→u )

M(−→v )

M(−→u )+M(−→v )

M(−→w)

Ðèñ. 2.6: Äîâåäåííÿ, ùî ðóõè ¹ ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè

Îñêiëüêè M(
−→
0 ) =

−→
0 , à çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

∣∣M(−→p )
∣∣ = ∣∣−→p ∣∣ äëÿ äîâiëü-

íîãî âåêòîðà −→p , òî âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü (2.15) i ëåìó 2.2.3 îòðèìó¹ìî,
ùî

M(−→u +−→v ) = 2M(−→w). (2.17)

Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî, ùî ç ðiâíîñòi (2.16) i ëåìè 2.2.3 âèïëèâà¹, ùî

M(−→w) =M(−→u ) +
1

2
(M(−→v )−M(−→u )). (2.18)

Ïiäñòàâëåííÿ âèðàçó äëÿM(−→w) ç ðiâíîñòi (2.18) ó ðiâíiñòü (2.17) òà ñïðî-
ùåííÿ ðåçóëüòàòó îá÷èñëåíü äîâîäèòü êðîê 1.

Êðîê 2. M(c−→v ) = cM(−→v ) äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà c.

Êðîê 2 âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.2.3, ÿêùî ìè ïðèéìåìî
−→
A =

−→
0 ,
−→
B = −→v i

t = c â óìîâi ëåìè 2.2.3, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.29. Êîæåí ðóõ M ìîæíà çîáðàçèòè ¹äèíèì ÷èíîì ó
âèãëÿäi M = T1M0 = M0T2, äå T1 i T2 � ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ, à
M0 � ðóõ, äëÿ ÿêîãî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ, òîáòî
M0(
−→
0 ) =

−→
0 .
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Äîâåäåííÿ. Îçíà÷èìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ T1 çà ôîðìóëîþ

T1(
−→p ) = −→p +M(

−→
0 )

i íåõàéM1 = T−11 M . Î÷åâèäíî, ùîM1(
−→
0 ) =

−→
0 iM = T1M1. Àíàëîãi÷íî,

ÿêùî ìè âèçíà÷èìî ïåðåíåñåííÿ T2 çà ôîðìóëîþ

T2(
−→p ) = −→p −M−1(

−→
0 )

i ïðèéíÿâøè M2 = MT−12 , òî îòðèìó¹ìî, ùî M2(
−→
0 ) =

−→
0 i M = M2T2.

Äàëi äîâåäåìî, ùî M1 = M2. Îäíàê, çà òåîðåìîþ 2.2.28 ðóõè M1 i M2 ¹
ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, à, îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

M(−→p ) = T1M1(
−→p ) =M1(

−→p ) +M(
−→
0 )

i
M(−→p ) =M2T2(

−→p ) =M2(
−→p )−M2(M

−1(
−→
0 )).

îòîæ, äëÿ âñiõ âåêòîðiâ −→p ìà¹ìî, ùî

M2(
−→p ) +M2(M

−1(
−→
0 )) =M1(

−→p ) +M(
−→
0 ).

Iç ñïåöiàëüíîãî âèïàäêó, êîëè âåêòîð −→p çáiãà¹òüñÿ ç íóëü-âåêòîðîì
−→
0

âèïëèâà¹, ùî
M2(M

−1(
−→
0 )) =M(

−→
0 ).

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè ìîæåìî ñêîðîòèòè öi âèðàçè, i òîäi îòðèìó¹ìî ðiâ-
íiñòü M2(

−→p ) =M1(
−→p ).

�äèíiñòü çîáðàæåííÿ M = T1M0 = M0T2 ðóõó M äîâîäèòüñÿ àíàëî-
ãi÷íî.

Ëåìà 2.2.30. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(
−→
0 ) =

−→
0 . Òîäi

M(−→u ) •M(−→v ) = −→u • −→v

äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ −→u i −→v .
Äîâåäåííÿ. Íàñòóïíèé ðÿäîê ðiâíîñòåé âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè M ¹ âiä-
îáðàæåííÿì, ùî çáåðiãà¹ âiäñòàíü, i, çà òåîðåìîþ 2.2.28, òàêîæ ¹ ëiíiéíèì
ïåðåòâîðåííÿì:
−→u •−→u+2−→u •−→v +−→v •−→v =

(−→u+−→v
)
•
(−→u+−→v

)
=

=M
(−→u+−→v

)
•M
(−→u+−→v

)
=

=M
(−→u )•M(−→u )+2M

(−→u )•M(−→v )+M(−→v )•M(−→v ) =
= −→u •−→u+2M

(−→u )•M(−→v )+−→v •−→v
Äàëi, ñêîðîòèâøè âèðàçè −→u •−→u òà −→v •−→v ç îáèäâîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi òà
ïîäiëèâøè íà 2, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü M(−→u ) •M(−→v ) = −→u • −→v .



2.2. Ðóõ 205

Òåîðåìà 2.2.31. ßêùî M � ðóõ, òî

−−−−−−−−→
M(A)M(B) •

−−−−−−−−→
M(A)M(C) =

−−→
AB •

−−→
AC

äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê A, B i C.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2.2.29 ìè ìîæåìî âèðàçèòè ðóõ M ó âèãëÿäi
M = TM0, äå T � ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ òà M0 � ðóõ ç âëàñòèâiñòþ
M0(
−→
0 ) =

−→
0 . Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

−−−−−−−−→
M(A)M(B) =

−−−−−−−−−→
M0(A)M0(B)

i −−−−−−−−→
M(A)M(C) =

−−−−−−−−−→
M0(A)M0(C).

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè òåïåð âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.2.30 çàñòîñîâàíî¨ äî ðóõó
M0.

Íàñëiäîê 2.2.32. Ðóõè çáåðiãàþòü êóòè.

Äèâ. ðèñ. 2.7.

A

B

C

θ

M

M(A)

M(B)

M(C)

θ

Ðèñ. 2.7: Ðóõè çáåðiãàþòü êóòè

Iñíó¹ îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî ðåçóëüòàòiâ, äîâåäåíèõ âèùå, ÿêå ìè
ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷àì äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.33. Ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ äîâæèíó âåêòîðiâ i êóòè
ìiæ íèìè, òàêîæ çáåðiãà¹ âiäñòàíü, òîáòî âîíî ¹ ðóõîì.
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2.2.5 Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Íåõàé P 1,P 2, . . . ,P k i P ′1,P
′
2, . . . ,P

′
k, k ⩾ 1, � äâi ïîñëiäîâíîñòi

òî÷îê íà ïëîùèíi. Ìè õîòiëè á âèçíà÷èòè, êîëè iñíó¹ ðóõM , ÿêèé âiäîá-
ðàæà¹ êîæíó òî÷êó P i â òî÷êó P ′i, äëÿ âñiõ i = 1, . . . , k. Îñêiëüêè ðóõ
çàâæäè çáåðiãà¹ âiäñòàíi, òî ìiíiìàëüíîþ âèìîãîþ ¹ óìîâà

∣∣−−−→P iP j

∣∣ =∣∣−−−→P ′iP
′
j

∣∣ äëÿ âñiõ i, j = 1, . . . , k. ×è öÿ óìîâà ¹ äîñòàòíüîþ?

Âèïàäîê 1. k = 1.

Ó öüîìó âèïàäêó íå ìà¹ æîäíèõ ïðîáëåì. Íàïðèêëàä, ïàðàëåëüíå

ïåðåíåñåííÿ T (Q) = Q +
−−−→
P 1P

′
1 âèêîíóâàëî á öþ ðîáîòó. Ôàêòè÷íî,

M = RT , äå R � äîâiëüíå îáåðòàííÿ (ïîâîðîò) íàâêîëî òî÷êè P ′1. Iíøè-
ìè ñëîâàìè, iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ðiçíèõ ðóõiâ, ÿêi âiäîáðàæàþòü
òî÷êó P 1 â òî÷êó P ′1.

Âèïàäîê 2. k = 2.

Ïðèïóñòèìî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî P 1 ̸= P 2. Ðîçãëÿíåìî
ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ T , ÿêå âèçíà÷åíå ó âèïàäêó 1, ùî òî÷êó P 1

âiäîáðàæà¹ â òî÷êó P ′1. Çà ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî, ùî |
−−−−−−→
P ′1T (P 2)| = |

−−−→
P ′1P

′
2|.

Íåõàé α � êóò ìiæ âåêòîðàìè
−−−−−−→
P ′1T (P 2) i

−−−→
P ′1P

′
2 i íåõàé R � îáåðòàííÿ

íàâêîëî òî÷êè P ′1 íà êóò α (äèâ. ðèñ. 2.8). Ëåãêî äîâåñòè, ùî ðóõ M =

P 1

P 2

P ′
1

T (P 2)

P ′
2

α

Ðèñ. 2.8: Ïåðåìiùåííÿ äâîõ òî÷îê íà iíøi äâi òî÷êè

RT âèêîíó¹ òå, ùî ìè õî÷åìî, ÿê i ðóõ M ′ = SRT , äå S � âiäáèòòÿ
âiä ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè ÷åðåç P ′1 i P

′
2. Ðóõè M i M ′ ¹,

î÷åâèäíî, ðiçíèìè.
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Âèïàäîê 3. k = 3.

Íåõàé M i M ′ � ðóõè, âèçíà÷åíi ó âèïàäêó 2, ÿêi âiäîáðàæàþòü
òî÷êè P 1 i P 2 â òî÷êè P ′1 i P

′
2, âiäïîâiäíî. Çà ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî, ùî

|
−−−−−−−→
P ′1M(P 3)| = |

−−−→
P ′1P

′
3| i |
−−−−−−−→
P ′2M(P 3)| = |

−−−→
P ′2P

′
3|. Íàñòóïíà ëåìà ñòâåðäæó¹,

ùî àáî ðóõ M , àáî ðóõ M ′ ðîáèòü òå, ùî ìè õî÷åìî, à ñàìå ìà¹ìî, ùî
àáî M(P 3) = P ′3, àáî M

′(P 3) = P ′3.

Ëåìà 2.2.34. Íåõàé A, B òà C � òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè íà ïëî-
ùèíi. �äèíi òî÷êè (âåêòîðè) X íà ïëîùèíi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äâîì

ðiâíÿííÿì |
−−→
AX| = |

−−→
AC| òà |

−−→
BX| = |

−−→
BC| ¹ X = C i X = R(C), äå

R � âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà
B.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî
−→
X ̸=

−→
C .

Òâåðäæåííÿ. Ñåðåäèíà
−→
D =

1

2
(
−→
C +
−→
X) âiäðiçêà [C,X] ðîçòàøîâàíà

íà ïðÿìié L.

Ïiñëÿ òîãî, ÿê äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ, òî ìè çàâåðøèëè äîâåäåí-
íÿ ëåìè, à òîìó ç îçíà÷åííÿ òî÷êè D âèïëèâà¹, ùî

−→
X =

−→
C + 2

−−→
CD,

ïðè÷îìó X ¹ òî÷êîþ êóäè âiäáèòòÿ âiäîáðàæà¹ òî÷êó D (äèâ. ðèñ. 2.9).
Ðîçãëÿíåìî òàêi ðiâíîñòi:

−−→
CD •

−−→
AD =

(
1

2
(C +

−→
X)−C

)
•
(
1

2
(C +

−→
X) +C

)
=

=
1

2
(
−−→
AX −

−−→
CC) • 1

2
(
−−→
AC +

−−→
AX) =

=
1

4

(
|
−−→
AC|2 − |

−−→
AX|2

)
=

= 0.

Àíàëîãi÷íî, ìîæíà äîâåñòè, ùî
−−→
CD •

−−→
BD = 0. Çâiäñè, î÷åâèäíî, âè-

ïëèâà¹, ùî âåêòîðè
−−→
CD i

−−→
BD ïàðàëåëüíi, à îòæå, òî÷êà D ëåæèòü íà

ïðÿìié L. Öå äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ, à îòæå, i ëåìó.

Âèïàäîê 4. k > 3.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ÿêùî ïåðøi òðè òî÷êè P 1, P 2 i P 3 ëiíiéíî íåçà-
ëåæíi, òî âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå ó âèïàäêó 3, ÿêå âiäîáðàæà¹ òî÷êè
P 1, P 2 i P 3 ó òî÷êè òî÷êè P

′
1, P

′
2 i P

′
3, âiäïîâiäíî, âæå áóäå âiäîáðàæàòè
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A

B

C

D

X=R(C)

Ðèñ. 2.9: Äîâåäåííÿ ëåìè 2.2.34

âñi iíøi òî÷êè P i, i > 3, ó òî÷êè P ′i. Ðèñ. 2.10 ïîêàçó¹ ÿê öåé àðãóìåíò
ïðàöþ¹. Íà ðèñ. 2.10(a) çîáðàæåíî òðè êîëà ç öåíòðàìè P 1, P 2 i P 3, ÿêi
ìàþòü ðàäióñè P 1P i, P 2P i i P 3P i, âiäïîâiäíî. Òî÷êà P i ëåæèòü íà ïå-
ðåòèíi öèõ êië. Íà ðèñ. 2.10(b) çîáðàæåíî âiäïîâiäíi êîëà íàâêîëî òî÷îê
çîáðàæåííÿ. Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî òî÷êà P i âiäîáðàæà¹òüñÿ íà ïåðåòèí
öèõ êië, à ¨¨ îáðàç çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ P ′i.

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ). Íåõàé P 1,P 2, . . . ,

P k i P ′1,P
′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ |

−−−→
P iP j| = |

−−−→
P ′iP

′
j| äëÿ âñiõ

i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî M(P i) = P ′i äëÿ âñiõ
i = 1, 2, . . . , k.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.35 ìîæíà çíàéòè â ìîíîãðàôi¨ [3], ùîá îòðè-
ìàòè äåòàëüíó iíôîðìàöiþ â îáãîâîðåíié âèùå êîíñòðóêöi¨.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äà-
âàéòå äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36. Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõî-
ìîþ êîæíó òî÷êó ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ
äâîõ ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè
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P 1

P 3

P 2

P i

(a)

P ′
1

P ′
3

P ′
2

P ′
i

(b)

Ðèñ. 2.10: Âèïàäîê 4 òåîðåìè iñíóâàííÿ

A òà B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A + t
−−→
AB, òî ç

ëåìè 2.2.3 âèïëèâà¹, ùîM(C) =M(A)+t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.37. Áóäü-ÿêèé ðóõ ïëîùèíè, ùî çàëèøà¹ íåðóõîìèìè òðè
íåêîëiíåàðíi òî÷êè, ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A, B i C � òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè ïëîùèíè, à M �
ðóõ ç M(A,B,C) = (A,B,C). Íåõàé P � áóäü-ÿêà iíøà òî÷êà íà ïëî-
ùèíi. Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî M(P ) = P . Çà òåîðåìîþ 2.2.36 ðóõ M ¹
òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì íà òðüîõ ïðÿìèõ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà òî-
÷êàìè ç A, B, ÷è C. ßêùî P ëåæèòü íà öèõ ëiíiÿõ, òî äîâåäåííÿ ìè
çàêií÷èëè; iíàêøå ç ëåìè 2.2.4 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà äâîõ ç öèõ ïðÿ-
ìèõ. Âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 2.2.36, ìè çíîâó ðîáèìî âèñíîâîê, ùî P �
íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ M .

Íàñëiäîê 2.2.38. Äâà ðóõè ïëîùèíè îáðàçè ÿêèõ çáiãàþòüñÿ â òðüîõ
íåêîëiíåàðíèõ òî÷êàõ, ðiâíi.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM iM ′ � ðóõè ïëîùèíè i ïðèïóñòèìî, ùîM(A,B,C) =
M ′(A,B,C) äëÿ òðüîõ íåêîëiíåðíèõ òî÷îê A, B i C öi¹¨ ïëîùèíè.
Ðîçãëÿíåìî ðóõ T = M−1M ′ öi¹¨ ïëîùèíè. Îñêiëüêè T (A,B,C) =
(A,B,C), òî ç òåîðåìè 2.2.37 âèïëèâà¹, ùî ðóõ T � òîòîæíå âiäîáðà-
æåííÿ ïëîùèíè, òîáòî, ùî M =M ′.
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Íàñëiäîê 2.2.39. Êîæåí ðóõ ïëîùèíè çîáðàæà¹òüñÿ ç ïàðàëåëüíîãî
ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ, òà/àáî, ìîæëèâî, âiäáèòòÿ.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç êîíñòóêöi¨ âèïàäêó 3, çãà-
äàíîãî âèùå, i íàñëiäêó 2.2.38.

Òåîðåìà 2.2.36 ñòàâèòü òàêå çàïèòàííÿ: ÷è ¹ ðóõ ïëîùèíè, ÿêå ìà¹ äâi
ðiçíi òî÷êè íåðóõîìèìè, íàñïðàâäi òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì? Öå íå òàê.
Âiäîáðàæåííÿ, âèãëÿäó T (x, y) = (x,−y), ìîæóòü çàëèøàòè âñi òî÷êè
ïðÿìî¨ íåðóõîìèìè, àëå âñå îäíî âîíî íå áóäå òîòîæíèì.

Òåîðåìà 2.2.40. Ðóõ M ïëîùèíè, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi òî÷êè A òà B
ïëîùèíè íåðóõîìèìè, ¹ àáî òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, àáî âiäáèò-
òÿì ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà B.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2.2.36 ðóõM ìà¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè âñi òî÷êè
ïðÿìî¨ L. Íåõàé C � äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè, ÿêå íå ëåæèòü íà ïðÿìié
L. Ç ëåìè 2.2.34 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà C ¹ îáðàçîì ñòîñîâíî ðóõóM ñàìî¨
ñåáå, àáî îáðàçîì âiäáèòòÿ òî÷êè C ′ ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L. Òîäi òâåðäæåííÿ
òåîðåìè òåïåð âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2.2.38, îñêiëüêè íàì âiäîìî, ùî ðîáèòü
ðóõ M ó òðüîõ òî÷êàõ.

2.2.6 Æîðñòêi ðóõè íà ïëîùèíi

Ëåìà 2.2.41. Êîæíå îáåðòàííÿ R ïëîùèíè ìîæíà âèðàçèòè ó âèãëÿäi
R = R0T1 = T2R0, äå R0 � îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò
i T1 òà T2 � ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ. Íàâïàêè, ÿêùî R0 � äîâiëüíå
îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà âiäìiííèé âiä íóëÿ êóò i T �
ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ïëîùèíè, òî îáèäâi êîìïîçèöi¨ R0T i TR0 ¹
ðóõàìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî R = TR0T
−1, äå R0 � îáåðòàííÿ íàâêîëî

ïî÷àòêó êîîðäèíàò i T � ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2.2.29 ìè
ìîæåìî ïåðåìiñòèòè ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ â áóäü-ÿêèé áiê ñòîñîâíî
îáåðòàííÿ R0, ùî äîâîäèòü ïåðøå òâåðäæåííÿ ëåìè. Äðóãå òâåðäæåííÿ
ìîæíà äîâåñòè, ïîêàçàâøè, ùî äåÿêi ðiâíÿííÿ ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè.
Íàïðèêëàä, ùîá äîâåñòè, ùî TR0 ¹ îáåðòàííÿì, ïðèïóñêàþòü, ùî öå
îáåðòàííÿ íàâêîëî äåÿêî¨ òî÷êè (a, b), i íàìàãàþòüñÿ ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

(x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a = x cos θ − y sin θ + c;

(x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b = x sin θ + y cos θ + d

äëÿ a òà b. Äåòàëi äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.
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Òåîðåìà 2.2.42. Ìíîæèíà âñiõ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü i îáåðòàíü ïëî-
ùèíè ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè âñiõ ðóõiâ. Ìíîæèíà âñiõ îáåðòàíü ñàìà ïî ñîái
íå ¹ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 2.2.41, ùîá ïî-
êàçàòè, ùî êîìïîçèöi¨ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü i îáåðòàíü íàâêîëî äîâiëü-
íî¨ òî÷êè çíîâó ¹ àáî ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì, àáî îáåðòàííÿì.

Îçíà÷åííÿ 2.2.43. Ðóõ ïëîùèíè, ùî ¹ êîìïîçèöi¹þ ïàðàëåëüíèõ ïåðå-
íåñåíü i/àáî îáåðòàíü, íàçèâà¹òüñÿæîðñòêèì ðóõîì àáî ïåðåìiùåííÿì.

Æîðñòêi ðóõè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç âiäîáðàæåííÿìè, ùî çáåðiãàþòü îði-
¹íòàöiþ. Ìè âèçíà÷èëè öå ïîíÿòòÿ â ïiäðîçäiëi 1.8 äëÿ ëiíiéíèõ ïåðå-
òâîðåíü, i òåïåð ìè õîòiëè á ïîøèðèòè öå îçíà÷åííÿ íà ðóõè. Ðóõè íå
¹ ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, àëå çà òåîðåìîþ 2.2.29 âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ
âiä íèõ, çîêðåìà ïàðàëåëüíèìè ïåðåíåñåííÿìè. Iíòó¨òèâíî ìè õîòiëè á
ñêàçàòè, ùî ðóõ M ïëîùèíè �çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ�, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
òðüîõ íåêîëiíåàðíèõ òî÷îê A, B i C óïîðÿäêîâàíi ïàðè áàçèñíèõ âåêòî-
ðiâ

(−−→
AB,

−−→
AC

)
i
(−−−−−−−−→
M(A)M(B),

−−−−−−−−→
M(A)M(C)

)
âèçíà÷àþòü îäíàêîâó îði-

¹íòàöiþ ïðîñòîðó R2 (äèâ. ðèñ. 2.11). Ïðàöþâàòè ç öèì îçíà÷åííÿì áóëî

A

B

C

M(A)

M(B)

M(C)

Ðèñ. 2.11: Ðóõ, ÿêèé çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ

á íåïðîñòî, à òîìó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî iíøèé ïiäõiä.

Íåõàé M � ðóõ ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði Rn. Çà òåîðåìîþ 2.2.29 ìè ìî-
æåìî çàïèñàòè ðóõ M ¹äèíèì ÷èíîì ó âèãëÿäi M = TM0, äå T � ïà-
ðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ òà M0 � ðóõ, äëÿ ÿêîãî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ éîãî
íåðóõîìîþ òî÷êîþ. Ç òåîðåìè 2.2.28 âèïëèâà¹, ùî ðóõ M0 � ëiíiéíå ïå-
ðåòâîðåííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 2.2.44. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðóõM , ÿêèé ìà¹ çîáðàæåííÿì
M = TM0, çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, ÿêùî ðóõ M0 çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, à â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðóõM ðîçâåðòà¹ (çìiíþ¹)
îði¹íòàöiþ.

Òåîðåìà 2.2.45. (1) Ðóõ M çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ òîäi i ëèøå òîäi, êî-
ëè îáåðíåíå äî íüîãî âiäîáðàæåííÿ M−1 � ðóõ, ùî çáåðiãà¹ îði¹í-
òàöiþ.

(2) Êîìïîçèöiÿ MM ′ äâîõ ðóõiâ M i M ′ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè îäíî÷àñíî îáèäâà ç íèõ çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ,
àáî îáèäâà çìiíþþòü îði¹íòàöiþ.

(3) Êîìïîçèöiÿ M1M2 . . .Mk ðóõiâ Mi çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè êiëüêiñòü ðóõiâMi, ùî çìiíþþòü îði¹íòàöiþ, ïàðíà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.45 çàëèøåíî ÷èòà÷àì ÿê âïðàâó. Âîíî iíòåí-
ñèâíî âèêîðèñòîâó¹ òåîðåìó 2.2.29 äëÿ ïåðåìèêàííÿ ïàðàëåëüíèõ ïåðå-
íåñåíü ç îäíîãî áîêó ðóõó, ÿêèé ôiêñó¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò, íà iíøèé.

Òåîðåìà 2.2.46. (1) Ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ é îáåðòàííÿ ïëîùèíè �
öå ðóõè, ùî çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ.

(2) Âiäáèòòÿ � öå ðóõè, ùî çìiíþþòü îði¹íòàöiþ.

Äîâåäåííÿ. (1) Òîé ôàêò, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ ¹ ðóõàìè, ùî çáå-
ðiãàþòü îði¹íòàöiþ, áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ, îñêiëüêè òî-
òîæíå âiäîáðàæåííÿ, áåçóìîâíî, çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Ùîá äîâåñòè, ùî
îáåðòàííÿ çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ, äîñòàòíüî ïîêàçàòè çà òåîðåìîþ 2.2.45,
ùî êîæíå îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ,
îñêiëüêè äîâiëüíå îáåðòàííÿ ¹ êîìïîçèöi¹þ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ òà
îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òå, ùî òàêèé ðóõ (îáåðòàííÿ) R
çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, âèïëèâà¹ ç òåîðåì 1.8.11 i 2.2.12 i òîãî ôàêòó, ùî
ìàòðèöÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ R ìà¹ âèçíà÷íèê, ÿêèé äîðiâíþ¹
+1. Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (1).

(2) Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2) çàóâàæèìî, ùî âiäáèòòÿ Sx ñòîñîâ-
íî îñi x � öå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ç ðiâíÿííÿì (2.12)

x′ = x;

y′ = −y,
(2.12)

ùî, î÷åâèäíî, ìà¹ äåòåðìiíàíò −1, à îòæå, çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ. Äàëi, òåî-
ðåìà 2.2.26 ñòâåðäæó¹, ùî äîâiëüíå âiäáèòòÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
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T−1R−1SxRT , äå T � ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, à R � îáåðòàííÿ íàâêîëî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òåïåð âëàñòèâiñòü (2) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ (1) òà
òåîðåìè 2.2.45.

Ìè òàêîæ ìîæåìî ãåîìåòðè÷íî îá ðóíòóâàòè òåîðåìó 2.2.46(2) íà îñ-
íîâi iíòó¨òèâíî¨ iäå¨, çãàäàíî¨ ðàíiøå, ùî ðóõ ïëîùèíè, ÿêèé çìiíþ¹ îði-
¹íòàöi¹þ, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ òðüîõ íåêîëiíåàðíèõ òî÷îê A, B i C âïîðÿä-
êîâàíi ïàðè áàçèñíèõ âåêòîðiâ

(−−→
AB,

−−→
AC

)
i
(−−−−−−−−→
M(A)M(B),

−−−−−−−−→
M(A)M(C)

)
âèçíà÷àþòü ïðîòèëåæíi îði¹íòàöi¨ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó R2. Ùîá ïîáà÷èòè
öå, ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèìè ñàìèìè ïîçíà÷åííÿìè, ùî é ó îçíà÷åííi âiä-
áèòòÿ â ïiäðîçäiëi 2.2.3. ßêùî P � òî÷êà, ùî íå ëåæèòü íà ïðÿìié L, òî,
î÷åâèäíî, ùî âåêòîðè

−−→
AQ i

−−→
QP óòâîðþþòü áàçèñ â ëiíiéíîìó ïðîñòîði

R2 i
−−−−−−−→
T (A)T (Q) =

−−→
AQ = 1 ·

−−→
AQ+ 0 ·

−−→
QP ;

−−−−−−−→
T (Q)T (P ) =

−−→
QP ′ = 0 ·

−−→
AQ+ (−1) ·

−−→
QP .

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ, ùî ïîâ'ÿçó¹ âèõiäíèé áàçèñ iç ïåðåòâî-
ðåíèì, äîðiâíþ¹ −1. Öå îçíà÷à¹, ùî äâi áàçè çíàõîäÿòüñÿ â ïðîòèëåæíèõ
êëàñàõ îði¹íòàöi¨.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.47 çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi â ÿêîñòi âïðàâè.

Òåîðåìà 2.2.47. Ðóõ ïëîùèíè çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âií æîðñòêèé ðóõ.

Õî÷à äëÿ âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ðóõó ïëîùèíè ïîòðiáíi òðè òî÷êè,
îäíàê ó îêðåìîìó âèïàäêó æîðñòêèõ ðóõiâ äîñòàòíüî äâi òî÷êè.

Òåîðåìà 2.2.48 ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåì 2.2.40 i 2.2.46.

Òåîðåìà 2.2.48. Íåõàé M � æîðñòêèé ðóõ ïëîùèíè. ßêùî M ìà¹
äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, òî M � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.2.49 ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.2.38.

Íàñëiäîê 2.2.49. Äâà æîðñòêèõ ðóõè ïëîùèíè, ùî óçãîäæóþòüñÿ â
äâîõ ðiçíèõ òî÷êàõ, çáiãàþòüñÿ.

Íàñëiäîê 2.2.50. Äâà ðóõè, ÿêi çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ ïëîùèíè é óçãî-
äæóþòüñÿ â äâîõ ðiçíèõ òî÷êàõ, çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùîM iM ′ � äâà ðóõè, ÿêi çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ, òî êîì-
ïîçèöiÿ M ′M−1 � æîðñòêèé ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè , à
îòæå, ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî M =M ′.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.51 çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi â ÿêîñòi âïðàâè.

Òåîðåìà 2.2.51.Æîðñòêèé ðóõ ïëîùèíè, ùî ìà¹ îäíó íåðóõîìó òî÷êó
p, ¹ îáåðòàííÿì íàâêîëî òî÷êè p.

2.2.7 Ðåçþìå ùîäî ðóõiâ íà ïëîùèíi

Ìè âèçíà÷èëè ðóõè i ïîêàçàëè, ùî ðóõ ïëîùèíè ïîâíiñòþ âèçíà÷à-
¹òüñÿ òèì, ùî âií ðîáèòü ç òðüîìà íåêîëiíåàðíèìè òî÷êàìè, i ùî éîãî
ìîæíà îïèñàòè â òåðìiíàõ òðüîõ äóæå ïðîñòèõ ðóõiâ, à ñàìå, ïàðàëåëü-
íîãî ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ íàâêîëî òî÷êè òà âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìî¨.
Ùîá çðîçóìiòè òàêi ðóõè, äîñòàòíüî äîáðå çðîçóìiòè öi òðè ïðèìiòèâíi
òèïè ðóõiâ.

Ðóõè íà ïëîùèíi ¹ òàêèìè, ùî àáî çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ, àáî ðîç-
âåðòàþòü îði¹íòàöiþ, ïðè÷îìó æîðñòêi ðóõè ¹ ðóõàìè, ùî çáåðiãàþòü
îði¹íòàöiþ. Âiäáèòòÿ çìiíþþòü îði¹íòàöiþ. Iíøèé ñïîñiá îïèñàòè ðóõ íà
ïëîùèíi � öå æîðñòêèé ðóõ àáî êîìïîçèöiÿ æîðñòêîãî ðóõó òà îäíîãî
âiäáèòòÿ. Íàñïðàâäi ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî âiäáèòòÿ, ÿêùî öå íåîá-
õiäíî, öå ïðîñòî âiäáèòòÿ ñòîñîâíî îñi x.

Îá'¹äíàâøè ðiçíi âiäîìi íàì ôàêòè, òåïåð äóæå ëåãêî îïèñàòè ðiâíÿí-
íÿ äîâiëüíîãî ðóõó ïëîùèíè.

Òåîðåìà 2.2.52. Êîæåí ðóõ M íà ïëîùèíi âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè
âèãëÿäó

x′ = ax+ by + c;

y′ = ±(−bx+ ay) + d,
(2.19)

äå a2 + b2 = 1. Íàâïàêè, êîæíà òàêà ïàðà ðiâíÿíü âèçíà÷à¹ ðóõ íà
ïëîùèíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M(
−→
0 ) = (c, d) i âèçíà÷èìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ T

çà ôîðìóëîþ T (P ) = P + (c, d). Íåõàé M ′ = T−1M . Òîäi M = TM ′ i
íåðóõîìîþ òî÷êîþ ðóõó M ′ ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Âèïàäîê 1. Ðóõ M çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ.

Ó öüîìó âèïàäêó ðóõM ′ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ òà çà òåîðåìîþ 2.2.51 ìà¹
áóòè îáåðòàííÿì íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà äåÿêèé êóò θ. Íåõàé
a = cos θ i b = − sin θ. Î÷åâèäíî, ðiâíÿííÿ äëÿ ðóõó M ìà¹ áàæàíèé
âèãëÿä.
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Âèïàäîê 2. Ðóõ M ðîçâåðòà¹ (çìiíþ¹) îði¹íòàöiþ.

Íåõàé S � âiäáèòòÿ ñòîñîâíî îñi x, òîáòî S(x, y) = (x,−y). Îñêiëü-
êè ðóõ M ′ ðîçâåðòà¹ (çìiíþ¹) îði¹íòàöiþ, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðóõ
R = SM ′ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, àëå âiäîáðàæåííÿ R ìà¹ ïî÷àòîê êîîðäè-
íàò ÿê íåðóõîìó òî÷êó. Îòæå, R ìà¹ áóòè îáåðòàííÿì íàâêîëî ïî÷àòêó
êîîðäèíàò íà äåÿêèé êóò θ. Çàóâàæèìî, ùî SR = SSM ′ = M ′. Âèçíà-
÷èìî ÷èñëà a òà b àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó 1: a = cos θ i b = − sin θ.
Çíîâó ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ äëÿ ðóõó M = TM ′ = TSR ìà¹ áàæà-
íèé âèãëÿä.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè. Äðóãó ÷àñòèíó çàëè-
øà¹ìî ÷èòà÷åâi â ÿêîñòi âïðàâè (äèâ. âïðàâó 2.5.17).

Ïðèêëàä 2.2.53 iëþñòðó¹ äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.2.52.

Ïðèêëàä 2.2.53. Ïîêàæåìî áåçïîñåðåäíüî, íå âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðå-
ìó 2.2.52, ùî ïåðåòâîðåííÿ M ïëîùèíè, âèçíà÷åíå ðiâíÿííÿìè

x′ =

√
3

2
x+

1

2
y + 5;

y′ =
1

2
x−
√
3

2
y + 7

¹ ðóõîì.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèçíà÷èìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ T çà ôîðìóëîþ

T (x, y) = (x, y) + (5, 7).

Íåõàé R � îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò −π
6
i íåõàé S �

âiäáèòòÿ ñòîñîâíî îñi x. Ëåãêî áà÷èòè, ùî M = TSR, à îòæå, âiäîáðà-
æåííÿ M ¹ ðóõîì, îñêiëüêè âîíî ¹ êîìïîçèöi¹þ ðóõiâ.

Òåîðåìà 2.2.52 ñòâåðäæó¹, ùî ðóõè ìîæóòü áóòè çîáðàæåíi ï'ÿòüìà
äiéñíèìè ÷èñëàìè (a, b, c, d i ±1 çàëåæíî âiä çíàêó). Æîðñòêi ðóõè ìî-
æíà çîáðàçèòè ÷îòèðìà äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ðîçäië 20 â ìîíîãðàôi¨ [1]
îïèñó¹ äóæå êîìïàêòíèé ñïîñiá çîáðàæåííÿ ðóõiâ ó òåðìiíàõ êâàòåðíiî-
íiâ. Òîé ôàêò, ùî ðóõ âèçíà÷à¹òüñÿ ï'ÿòüìà ÷èñëàìè, âåäå äî iíøîãî
ñïîñîáó ðîçâ'ÿçàííÿ ðóõó, êîëè âií âèçíà÷åíèé äåÿêèìè òî÷êè òà ¨õíi-
ìè îáðàçàìè. Äëÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ ïðîñòî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ
â òåîðåìi 2.2.52. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ï'ÿòè íåâiäîìèõ âèÿâëÿ¹òüñÿ íå òàêèì
ñêëàäíèì, ÿê ìîæå çäàòèñÿ â äàíîìó âèïàäêó.
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Äàëi ìè õîòiëè á äàòè áiëüø ïîâíó ãåîìåòðè÷íó õàðàêòåðèñòèêó ðóõiâ,
íiæ íàâåäåíà â íàñëiäêó 2.2.39.

Ëåìà 2.2.54. Êîæåí ðóõ M ïëîùèíè, ÿêèé çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ òà äëÿ
ÿêîãî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ � öå âiäáèòòÿ ñòîñîâíî
ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � íåíóëüîâà òî÷êà ïëîùèíè. ßêùî p � íåðóõîìà
òî÷êà âiäîáðàæåííÿM , òî ç òåîðåìè 2.2.40 âèïëèâà¹, ùîM � öå âiäáèòòÿ
ñòîñîâíî ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i òî÷êó p, i ìè
çàâåðøèëè äîâåäåííÿ. Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî p′ = M(p) ̸= p. Íåõàé q �
ñåðåäèíà âiäðiçêà [p,p′], à S � âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü
÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i òî÷êó q. Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ âiäîáðàæåíü
S i M çáiãàþòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò i òî÷öi p. Çà íàñëiäêîì 2.2.50, S
i M � öå îäíå é òå ñàìå âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.55. Âiäáèòòÿ êîâçàííÿ, ÷è êîâçíå âiäáèòòÿ, � öå êîì-
ïîçèöiÿ âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, çà ÿêèì ñëiäó¹ ïàðàëåëüíå ïåðåíå-
ñåííÿ ç íåíóëüîâèì âåêòîðîì ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ, ÿêå ïàðàëåëüíå
ïðÿìié L (äèâ. ðèñ. 2.12).

L

A

A′

B

B′

Ðèñ. 2.12: Âiäáèòòÿ êîâçàííÿ

Òåîðåìà 2.2.56. Êîæåí ðóõ M ïëîùèíè, ùî ðîçâåðòà¹ îði¹íòàöiþ, ¹
àáî âiäáèòòÿì, àáî âiäáèòòÿì êîâçàííÿ.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ðóõó M , òî
òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.2.54. Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êà
M(0) = p âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò i íåõàé T � ïàðàëåëü-
íå ïåðåíåñåííÿ, ÿêå âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó p. Íåõàé
M ′ = T−1M . ÒîäiM ′ � ðóõ, ÿêèé ðîçâåðòà¹ îði¹íòàöiþ òà ïî÷àòîê êîîð-
äèíàò ¹ éîãî íåðóõîìîþ òî÷êîþ. Îòæå, çà ëåìîþ 2.2.54, M ′ ¹ âiäáèòòÿì.
Îñêiëüêè M = TM ′, òî ðóõ M ¹ âiäáèòòÿì êîâçàííÿ.

Òåîðåìà 2.2.57. Êîæåí ðóõ M ïëîùèíè ¹ àáî ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåí-
íÿì, àáî îáåðòàííÿì, àáî âiäáèòòÿì, àáî âiäáèòòÿì êîâçàííÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùîM �æîðñòêèé ðóõ, òîM ¹ ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì
àáî îáåðòàííÿì çà òåîðåìîþ 2.2.42. ßêùî M íå ¹ æîðñòêèì ðóõîì, òîá-
òî, ÿêùî M ðîçâåðòà¹ îði¹íòàöiþ, òî ðóõ M ¹ âiäáèòòÿì, àáî âiäáèòòÿì
êîâçàííÿ çà òåîðåìîþ 2.2.56.

I, íàðåøòi, îñòàíí¹ ñëîâî ïðî òå, ÷îìó òåðìií �êîíãðóåíòíå ïåðåòâî-
ðåííÿ� iíîäi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàìiñòü òåðìiíà �ðóõ�. ×èòà÷ ìîæå ïðèãà-
äàòè ïîíÿòòÿ �êîíãðóåíòíi ôiãóðè� ç éîãî/¨¨ êóðñó åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ â
ñåðåäíié øêîëi, â ÿêîìó, øâèäøå çà âñå, íiêîëè íå áóëî äàíî íàñïðàâäi
òî÷íîãî îçíà÷åííÿ. Íó, ìè ìîæåìî öå çðîáèòè çàðàç.

Îçíà÷åííÿ 2.2.58. Äâi ôiãóðè íàçèâàþòü êîíãðóåíòíèìè (ðiâíèìè),
ÿêùî iñíó¹ ðóõ, ÿêèé âiäîáðàæà¹ îäíó ôiãóðó â iíøó.

2.2.8 Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïåðø íiæ çàëèøèòè òåìó ðóõiâ ó ïëîùèíi, ìè õî÷åìî îáãîâîðèòè ií-
øèé ïiäõiä äî ¨õ âèçíà÷åííÿ � òîé, ÿêèé áóäå îñîáëèâî ïîòóæíèì ó
âèùèõ âèìiðàõ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.59.



218 Ðîçäië 2. Àôiííà ãåîìåòðiÿ

2.3 Ïîäiáíiñòü

.
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2.4 Àôôiííi ïåðåòâîðåííÿ

.
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2.5 Âïðàâè

Ïiäðîçäië 2.2

Bïðàâà 2.5.1. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ (2) òà (3) òåîðåìè 2.2.2.

Bïðàâà 2.5.2. Äîâåäiòü, ùî ðóõ âiäîáðàæà¹ òðèêóòíèêè íà òðèêóòíèêè.

Bïðàâà 2.5.3. Äîâåäiòü, ùî ðóõ âiäîáðàæà¹ ïðîìåíi â ïðîìåíi.

Ïiäðîçäië 2.2.1

Bïðàâà 2.5.4. Äîâåäiòü òåîðåìó 2.2.9.

Bïðàâà 2.5.5. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ 2.2.10(2).

Ïiäðîçäië 2.2.2

Bïðàâà 2.5.6. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ 2.2.19(1).

Bïðàâà 2.5.7. Çíàéäiòü îáåðòàííÿ íàâêîëî òî÷êè (1, 2) íà êóò
π

6
.

Bïðàâà 2.5.8. Íåõàé R � îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò
π

3
. ÍåõàéL� ïðÿìà, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà òî÷êàìè (2, 4) i

(
4, 4− 2√

3

)
.

Äîâåäiòü áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëåííÿìè, ùî êóòè ìiæ ïðÿìèìè L i L′ =
R(L) ç âiññþ x âiäðiçíÿþòüñÿ íà

π

3
.

Bïðàâà 2.5.9. Çíàéäiòü îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè (2, 3), ùî âiäîáðà-
æà¹ òî÷êó (6, 3) â òî÷êó

(
4, 3 +

√
3
)
.

Bïðàâà 2.5.10. Íåõàé R � îáåðòàííÿ íàâêîëî òî÷êè (−1, 2) íà êóò −π
6
.

ÍåõàéL� ïðÿìà, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà òî÷êàìè (2, 4) i (5, 1). Çàïèøiòü
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ L′ = R(L).

Bïðàâà 2.5.11. Íåõàé R � îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà
êóò

π

3
i T � ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ç âåêòîðîì ïåðåíåñåííÿ (−1, 2).

Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ äëÿ RT i îïèøiòü âiäîáðàæåííÿ â ãåîìåòðè÷íèõ òåð-
ìiíàõ ÿêîìîãà òî÷íiøå.

Ïiäðîçäië 2.2.3

Bïðàâà 2.5.12. Äîâåäiòü òåîðåìó 2.2.21.
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Bïðàâà 2.5.13. Çíàéäiòü âiäáèòòÿ S ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à-
¹òüñÿ ðiâíÿííÿì 2x+ y = 2. Çíàéäiòü S(−5, 0) i S(0, 4).

(a) Ðîçâ'ÿæiòü çàäà÷ó, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ, ÿê ó ïðèêëàäàõ 2.2.22
i 2.2.23, àëå ïåðåâiðòå ñâîþ âiäïîâiäü çà äîïîìîãîþ òâåðäæåííÿ 2.2.24.

(b) Ðîçâ'ÿæiòü çàäà÷ó, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåäóêöiéíèé ìåòîä reductive ÿê
öå çàïðîïîíîâàíî â ïðèêëàäi 2.2.27.

Bïðàâà 2.5.14. Çíàéäiòü âiäáèòòÿ S ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à-
¹òüñÿ òî÷êàìè (2, 3) i (4, 1). Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ äëÿ âiäáèòòÿ S ÿê âàñ
ïðîñèëè çðîáèòè ó âïðàâi 2.5.13.

Bïðàâà 2.5.15. Ïðèïóñòèìî, ùî R1 i R2 � âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìèõ
L1 i L2, âiäïîâiäíî. Íåõàé R = R2R1.

(a) Íåõàé ïðÿìi L1 i L2 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi A. Äîâåäiòü, ùî ðóõ R ¹
îáåðòàííÿì íàâêîëî òî÷êè A. Çíàéäiòü çàëåæíiñòü ìiæ êóòîì öüîãî
îáåðòàííÿ òà êóòîì ìiæ äâîìà ïðÿìèìè.

(b) Äîâåäiòü, ÿêùî ïðÿìi L1 i L2 ïàðàëåëüíi, òî R ¹ ïàðàëåëüíèì ïåðå-
íåñåííÿì.

Ïiäðîçäië 2.2.4

Bïðàâà 2.5.16. Äîâåäiòü òåîðåìó 2.2.33.

Ïiäðîçäië 2.2.7

Bïðàâà 2.5.17. Äîâåäiòü äðóãó ÷àñòèíó òåîðåìè 2.2.52.

Bïðàâà 2.5.18. ßêi ç íàâåäåíèõ íèæ÷å ïåðåòâîðåíü M ¹ ðóõàìè? Ïî-
ÿñíiòü ñâî¨ âiäïîâiäi. Çîêðåìà, âèðàçiòü òi, ÿêi ¹ ó âèãëÿäi êîìïîçèöi¨
ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ òà/àáî âiäáèòòÿ:

(a) M : x′ =
3

5
x+

4

5
y − 6;

y′ = −4
5
x+

3

5
y + 1,

(b) M : x′ =

√
5

2
x+

1

2
y + 1;

y′ =
1

2
x−
√
5

2
y + 3,
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(c) M : x′ =
3

2
x+

1

2
y;

y′ =
1

2
x− 1

2
y − 2,

(d) M : x′ =

√
8

3
x+

1

3
y + 7;

y′ =
1

2
x−
√
8

3
y.

Bïðàâà 2.5.19. (a) Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ æîðñòêîãî ðóõó M , ÿêèé âiä-
îáðàæà¹ òî÷êè A(2,−1) i B(4, 1) ó òî÷êè A′(−3, 3) i B′(−1, 1),
âiäïîâiäíî. Âèêîðèñòàéòå ëèøå ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ
íàâêîëî òî÷îê i/àáî âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìèõ.

(b) Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ iíøîãî ðóõó, ÿêèé âiäîáðàæà¹ òî÷êè A i B ó
òî÷êè A′ i B′, âiäïîâiäíî.

Bïðàâà 2.5.20. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ðóõó M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ òî÷êè
A(−2, 1), B(0, 2) i C(−2, 4) ó òî÷êè A′(4, 0), B′(6,−1) i C ′(4,−3), âiä-
ïîâiäíî. Âèêîðèñòàéòå ëèøå ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ íàâêîëî
òî÷îê i/àáî âiäáèòòÿ ñòîñîâíî ïðÿìèõ.

Bïðàâà 2.5.21. Äîâåäiòü, ùî áóäü-ÿêèé ðóõ âèãëÿäó

M : x′ = ax+ by;
y′ = bx− ay, äå a2 + b2 = 1,

¹ âiäáèòòÿì ñòîñîâíî ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Bïðàâà 2.5.22. Ïîÿñíiòü ÷îìó

M : x′ = −4
5
x+

3

5
y + 1;

y′ =
3

5
x+

4

5
y + 1

¹ ðóõîì, ÿêèé çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ, îäíàê íå ¹ âiäáèòòÿì. Ç iíøîãî áîêó,
M ìà¹ iíâàðiàíòíó ïðÿìó. Çíàéäiòü ¨¨.

Bïðàâà 2.5.23. Äîâåäiòü, ùî êîæåí ðóõ, ùî çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ, ¹ êîì-
ïîçèöi¹þ æîðñòêîãî ðóõó òà îäíîãî âiäáèòòÿ.
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Bïðàâà 2.5.24. Äîâåäiòü òàêi òâåðäæåííÿ:

(a) Êîæåí ðóõ ìîæíà âèðàçèòè ÿê êîìïîçèöiþ ùîíàéáiëüøå ç òðüîõ
âiäáèòü.

(b) Áóäü-ÿêèé ðóõ ç îäíi¹þ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ¹ êîìïîçèöiþ íå áiëüøå
äâîõ âiäáèòü.
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íóëüîâà ìàòðèöÿ, 43
îáåðåíåíà ìàòðèöÿ Ìóðà�Ïåíðîóçà,

167
îáåðíåíà ìàòðèöÿ, 47, 137
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ, 14
îáåðíåíå çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì äî ëi-

íiéíîãî âiäîáðàæåííÿ, 166
îáåðíåíèé åëåìåíò ó ãðóïi, 18
îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò íà êóò θ, 192
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, 12
îáëàñòü çíà÷åíü, 12
îáîðîòíà ìàòðèöÿ, 48
îáðàç ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ, 40
îäèíèöÿ ãðóïè, 18
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, 47
îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè, 18
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îäèíè÷íèé âåêòîð, 83
îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,

28
îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ ó âåêòîðíî-

ìó ïðîñòîði, 80
îïóêëà êîìáiíàöiÿ, 132
îïóêëà ìíîæèíà â Rn, 128
îïóêëà îáîëîíêà ìíîæèíè, 128
îïóêëå çàìèêàííÿ ìíîæèíè, 128
îïóêëèé ëiíiéíèé ìíîãîãðàííèê, 129
îði¹íòàöiÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, 123
îði¹íòîâàíà ïëîùèíà, 126
îði¹íòîâàíà ïîâåðõíi, 119
îði¹íòîâàíà ïîâåðõíÿ, 120
îði¹íòîâàíà âiäñòàíü âiä òî÷êè äî

òî÷êè, 126
îði¹íòîâàíèé âåêòîðíèé ïðîñòið, 123
îðòîãîíàëüíà áàçà, 95
îðòîãîíàëüíà ãðóïà, 103
îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, 102
îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà

ïiäïðîñòið, 101
îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà

ïëîùèíó, 116
îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà

âåêòîð, 102
îðòîãîíàëüíà ïðÿìà ñóìà äâîõ ïiä-

ïðîñòîðiâ, 100
îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòî-

ðó, 99
îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ âåêòî-

ðà ñòîñîâíî ïiäïðîñòîðó, 101
îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ âåêòî-

ðà ñòîñîâíî ïëîùèíè, 116
îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ âåêòî-

ðà ñòîñîâíî âåêòîðà, 102
îðòîãîíàëüíi ïëîùèíè, 116
îðòîãîíàëüíi âåêòîðè, 93

îðòîíîðìîâàíà áàçà, 95
îñîáëèâà ìàòðèöÿ, 73, 137
îñüîàà ïëîùèíà, 118
ïàðàëåëi ïîâåðõíi îáåðòàííÿ, 121
ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, 190
ïàðàëåëüíi ïëîùèíè, 115, 116
ïàðàëåëüíi âåêòîðè, 93
ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, 87
ïàðíà ïåðåñòàíîâêà, 68
ïàðíà ïiäñòàíîâêà, 17
ïåðåìiùåííÿ, 211
ïåðåïåíäèêóëÿðíi âåêòîðè, 93
ïåðåñòàíîâêà, 16, 67
ïåðâèííå ÷èñëî, 10
ïiäãðóïà, 20
ïiäïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, 38
ïiäñòàíîâêà, 16
ïiâïëîùèíà, 117
ïiâïðÿìà, 117
ïëîùèíà, 110
ïîäiáíi äiéñíi ìàòðèöi, 157
ïîäiáíi ìàòðèöi, 138
ïîëiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, 82
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíà ìíîæèíà âå-

êòîðiâ, 95
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi âåêòîðè, 95
ïîïåðå÷íà ïëîùèíà, 118
ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ â R3, 120
ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà, 53
ïîâíå âïîðÿäêóâàííÿ, 15
ïîâíèé ïîðÿäîê, 15
ïîâíèé ïðîîáðàç, 14
ïðè¹äíàíà ìàòðèöÿ, 77, 136
ïðèðîäíèé içîìîðôiçì ìiæ ëiíiéíèì

ïðîñòîðîì V òà éîãî äâi÷i äó-
àëüíèì V ∗∗, 146

ïðîìiíü ç òî÷êè ÷åðåç òî÷êó, 91
ïðîìiíü ç òî÷êè â íàïðÿìêó, 91
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ïðîìiæíiñòü, 186
ïðîñòið ðÿäêiâ ìàòðèöi, 58
ïðîñòið ñòîâïöiâ ìàòðèöi, 58
ïðîòèëåæíà îði¹íòàöiÿ âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó, 123
ïðÿìà, 86, 87
ïðÿìà ñóìà ïðîñòîðiâ, 80
ïñåâäî-îáåðíåíà ìàòðèöÿ, 167
ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ, 157
ðàíã ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ, 139
ðàíã ìàòðèöi, 49
ðåôëåêñèâíå âiäíîøåííÿ, 12
ðiâíi ôiãóðè, 217
ðiâíi ìàòðèöi, 41
ðiâíîñèëüíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, 28
ðiâíÿííÿ ïëîùèíè â òî÷êîâî-íîð-

ìàëüíîìó âèãëÿäi, 114
ðiâíÿííÿ ãiïåðïëîùèíè â òî÷êîâî-

íîðìàëüíîìó âèãëÿäi, 110
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç äâi òî÷êè, 87
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç êóòîâèé êî-

åôiöi¹íò i âiäðiçîê, 86
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç òî÷êó òà êó-

òîâèé êîåôiöi¹íò, 86
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç òî÷êó òà íà-

ïðÿìíèé âåêòîð, 87
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi, 86
ðiçíèóÿ äâîõ ìàòðèöü, 43
ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ëiíiéíî¨ ñèñòå-

ìè ðiâíÿíü, 29
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,

27
ðóõ, 186
ðóõ ðîçâåðòà¹ îði¹íòàöiþ, 212
ðóõ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, 212
ðóõ çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ, 212
ðÿäêîâèé ðàíã ìàòðèöi, 49, 137
ðÿäêîâî åêâiâàëåíòíi ìàòðèöi, 31

ðÿäêîâî ñõiä÷àòà ôîðìà ìàòðèöi, 30
ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ,

149
ñõiä÷àòà ôîðìà ìàòðèöi, 30
ñèãíàòóðà êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, 160
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ñèìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ, 150
ñèìïëåêñ, 129
ñèìïëiöèàëüíi êîìïëåêñè, 130
ñèìâîë Êðîíåêåðà, 104
ñèíãóëÿðíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, 40
ñèíãóëÿðíèé ðîçêëàä ìàòðèöi, 170
ñèíãóëÿðíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi, 170
ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, 27
ñêàëÿðíèé äîáóòîê, 82
ñêëàäåíå âiäîáðàæåííÿ, 14
ñëiä ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ, 139
ñëiä ìàòðèöi, 137
ñïåöiàëüíà îðòîãîíàëüíà ãðóïà, 103
ñïåöiàëüíà îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ,
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ñïåöiàëüíà óíiòàðíà ãðóïà, 104
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ñïðÿæåíå ÷èñëî, 21
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ïåðåòâîðåííÿ, 148
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åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn, 124
ñòîâïöåâèé ðàíã ìàòðèöi, 49, 137
ñòði÷êà Ìüîáióñà, 119
ñóìà ìàòðèöü, 42
ñóìà ìíîæèí, 80
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ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, 27
ñþð'¹êöiÿ, 13
ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, 13
òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëi, 58
òåîðåìà Ëàïëàñà ïðî ðîçêëàä âè-

çíà÷íèêà, 63
òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ, 208
òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨

ìàòðèöi ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíié-
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ãîíàëüíîãî âèãëÿäó, 154

òî÷êîâèé äîáóòîê ó Cn, 82
òî÷êîâèé äîáóòîê ó Rn, 82
òîð, 120, 121
òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ, 51, 69
òðàíñïîçèöi, 16
òðàíçèòèâíå âiäíîøåííÿ, 12
òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñ-

íîãî ÷èñëà, 24
òðèâiàëüíà ãðóïà, 18
óíiòàðíà ãðóïà, 104
óíiòàðíà ìàòðèöÿ, 104
óÿâíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà,
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óÿâíà îäèíèöÿ, 21
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÷êè p íà êóò θ, 194
óçàãàëüíåíèé âåêòîðíèé äîáóòîê âå-
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óçàãàëüíåíî îáåðíåíà ìàòðèöÿ, 167
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âåêòîð, 37
âåêòîð ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ, 190
âåêòîð ç p äî q, 83
âåêòîð, îðòîãîíàëüíèé äî ïëîùèíè,
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âåêòîðè ïîðîäæóþòü ïiäïðîñòið, 38
âåêòîðíà ôîðìà çàïèñó ñèñòåìè ëi-
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âåðòèêàëüíà ïðÿìà, 86
âèìið ïëîùèíè, 110
âèìið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, 39
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âèðîäæåíå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ,

157
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âèçíà÷íèê ìàòðèöi, 48
âèçíà÷íèê ìàòðèöi, 62, 136
âiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî, 9
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íå âiäîáðàæåííÿì âåðøèí, 135
âiäîáðàæåííÿ ç X â Y , 13
âiäðiçîê âiä òî÷êè äî òî÷êè, 89
âiäñòàíü âiä p äî q, 83
âiñü îáåðòàííÿ, 121
âëàñíå çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ, 141
âëàñíèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïåðå-

òâîðåííÿ, 141
âëàñíèé âåêòîð ëiíiéíîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ, 141
âíóòðiøíié äîáóòîê, 82
âïîðÿäêîâàíèé áàçèñ iíäóêó¹ îði¹í-

òàöiþ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, 123
âïîðÿäêîâàíèé áàçèñ âèçíà÷à¹ îði-

¹íòàöiþ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó,
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âçà¹ìíî ïåðâèííi ÷èñëà, 10
ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ, 40
çàãàëüíà ëiíiéíà ãðóïà, 53
çëi÷åííà ìíîæèíà, 14
çíàê ïiäñòàíîâêè, 17
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Ñëîâíèê-ìiíiìóì

àíãëî-óêðà¨íñüêèõ òåðìiíiâ

A
abelian ∼ àáåëåâèé
abelian group ∼ àáåëåâà ãðóïà
above ∼ çãàäàíèé âèùå, íàïèñàíèé âèùå,

ðîçòàøîâàíèèé âèùå
actually ∼ íàñïðàâäi, ôàêòè÷íî
additive ∼ àäèòèâíèé
additive group of integers ∼ àäèòèâíà ãðó-

ïà öiëèõ ÷èñåë
adjoint ∼ ïðè¹äíàíèé, ñïðÿæåíèé
adjoint transformation ∼ ñïðÿæåíå ïåðå-

òâîðåííÿ
a�ne ∼ àôiííèé
a�ne closure ∼ àôiííå çàìèêàííÿ
a�ne hull ∼ àôiííà îáîëîíêà
algorithm ∼ àëãîðèòì
allow ∼ äîçâîëÿòè
along ∼ âçäîâæ, ðàçîì ç
alternative ∼ àëüòåðíàòèâíèé
although ∼ õî÷à
angle ∼ êóò
another ∼ iíøèé
answer ∼ âiäïîâiäü
antisymmetric ∼ àíòèñèìåòðè÷íèé
antisymmetric relation ∼ àíòèñèìåòðè÷íå

âiäíîøåííÿ
approach ∼ ïiäõiä, ïîäà÷à
arbitrary ∼ äîâiëüíèé, äîâiëüíî âèáðàíèé
associativity ∼ àñîöiàòèâíiñòü
axis ∼ âiñü
axis for the re�ection ∼ âiñü (äëÿ) âiäáèòòÿ

B
back ∼ çâîðîòíèé
barycenter ∼ áàðèöåíòð
barycentric ∼ áàðèöåíòðè÷íèé
base ∼ áàçà, áàçèñ
between ∼ ìiæ
betweenness relation ∼ âiäíîøåííÿ �ìiæ�,

ïðîìiæíiñòü
bias ∼ çìiùåííÿ

bilinear ∼ áiëiíiéíèé
binary relation ∼ áiíàðíå âiäíîøåííÿ

C
can ∼ ìîãòè
cancel ∼ àíóëþâàòè, âèêðåñëèòè, âèêðåñëþ-

âàòè, ñêîðîòèòè, ñêîðî÷óâàòè
carry ∼ ïåðåíîñèòè
center of s rotation ∼ öåíòð îáåðòàííÿ
certain ∼ äåÿêèé
certainly ∼ áåçóìîâíî
characteristic ∼ õàðàêòåðèñòèêà, õàðàêòå-

ðèñòè÷íèé
characteristic of a �eld ∼ õàðàêòåðèñòèêà

ïîëÿ
characteristic polynomial ∼ õàðàêòåðèñ-

òè÷íèé ìíîãî÷ëåí
characterization ∼ õàðàêòåðèñòèêà
check ∼ ïåðåâiðèòè
circle ∼ êîëî
circle of latitude ∼ êîëî øèðîòè, ïàðàëåëü

(ïîâåðõíi îáåðòàííÿ)
clockwise ∼ çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ
cofactor ∼ àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ (ìàòðè-

öi)
collinear ∼ êîëiíåàðíèé
collinear points ∼ êîëiíåàðíi òî÷êè
collinear vectors ∼ êîëiíåàðíi âåêòîðè
collinearity ∼ êîëiíåàðíiñòü
column ∼ ñòîâïåöü
column rank ∼ ñòîâïöåâèé ðàíã (ìàòðèöi)
combination ∼ êîìáiíàöiÿ
common divisor ∼ ñïiëüíèé äiëüíèê
common multiple ∼ ñïiëüíå êðàòíå
commutative ∼ êîìóòàòèâíèé
commutative group ∼ êîìóòàòèâíà ãðóïà
commutativity ∼ êîìóòàòèâíiñòü
compact ∼ êîìïàêòíèé
compare ∼ ïîðiâíþâàòè
compatible ∼ ñóìiñíèé
complement ∼ äîïîâíåííÿ

234



ÑËÎÂÍÈÊ-ÌIÍIÌÓÌ ÀÍÃËÎ-ÓÊÐÀ�ÍÑÜÊÈÕ ÒÅÐÌIÍIÂ 235

complete ∼ ïîâíèé
complex ∼ êîìïëåêñ
composite ∼ ñêëàäåíèé
composite function ∼ ñêëàäåíà ôóíêöiÿ
composite map ∼ ñêëàäåíå âiäîáðàæåííÿ
composition ∼ êîìïîçèöiÿ
composition of maps ∼ êîìïîçèöiÿ âiäîáðà-

æåíü
congruence ∼ êîíãðóåíòíiñòü (ïîäiáíiñòü

ìàòðèöü)
congruence relation ∼ âiäíîøåííÿ êîíãðó-

åíòíîñòi
congruent ∼ êîíãðóåíòíèé
congruent �gures ∼ êîíãðóåíòíi ôiãóðè
congruent matrices ∼ êîíãðóåíòíi (ïîäiáíi)

ìàòðèöi
congruent transformation ∼ êîíãðóåíòíå

ïåðåòâîðåííÿ
consistent ∼ ñóìiñíèé, óçãîäæåíèé
constructive ∼ êîíñòðóêòèâíèé
constructive proof ∼ êîíñòðóêòèâíå äîâå-

äåííÿ
contain ∼ ìiñòèòè
convert ∼ êîíâåðòóâàòè, ïåðåòâîðþâàòè
convex ∼ îïóêëèé
convex set ∼ îïóêëà ìíîæèíà
correct ∼ ïðàâèëüíèé, âèïðàâëÿòè
correct result ∼ ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò
countable ∼ çëi÷åííèé
countable set ∼ çëi÷åííà ìíîæèíà
counter-clockwise ∼ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨

ñòðiëêè
cross product ∼ âåêòîðíèé äîáóòîê

D
decomposition ∼ ðîçêëàä
de�nition ∼ îçíà÷åííÿ
degenerate ∼ âèðîäæåíèé
degree ∼ ñòåïiíü, ïîðÿäîê
degree of a polynomial ∼ ñòåïiíü ïîëiíîìà

(ìíîãî÷ëåíà)
denominator ∼ çíàìåííèê
denote ∼ ïîçíà÷àòè
dependent ∼ çàëåæíèé
derivation ∼ âèâåäåííÿ, äèôåðåíöiþâàííÿ,

îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ïîõiäíî¨, âçÿòòÿ ïîõiäíî¨
derive ∼ âèâîäèòè, îòðèìóâàòè, áðàòè ïîõi-

äíó
derived ∼ ïîõiäíèé, âèâåäåíèé
description ∼ îïèñ, îïèñàííÿ
deserve ∼ çàñëóãîâóâàòè
desire ∼ áàæàòè, çè÷èòè
desired ∼ áàæàíèé
determinant ∼ âèçíà÷íèê, äåòåðìiíàíò
deviation ∼ âiäõèëåííÿ
diagonal ∼ äiàãîíàëü, äiàãîíàëüíèé

diagonal map ∼ äiàãîíàëüíå âiäîáðàæåííÿ
diagonalizable ∼ äiàãîíàëiçîâíèé
diagonalized ∼ äiàãîíàëiçîâàíèé, çâåäåíèé

äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó
di�erence ∼ âiäìiííiñòü, ðiçíèöÿ
di�erent ∼ iíøèé, ðiçíèé
dimension ∼ âèìið
dimensional ∼ âèìiðíèé
directed ∼ íàïðÿìëåíèé
direction ∼ íàïðÿìîê
direction cosine ∼ íàïðÿìíèé êîñèíóñ
direction vector ∼ íàïðÿìíèé âåêòîð (ïðÿ-

ìî¨)
discriminant ∼ äèñêðèìiíàíò
discuss ∼ äèñêóòóâàòè, îáãîâîðþâàòè
disjoint ∼ äèç'þíêòíèé
displacement ∼ ïåðåìiùåííÿ
distance ∼ âiäñòàíü
distance-preserving map ∼ âiäîáðàæåííÿ,

ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü
distinguish ∼ ðîçðiçíÿòè, õàðàêòåðèçóâàòè,

ðîçïiçíàòè
divide ∼ äiëèòè
divisor ∼ äiëüíèê
domain ∼ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
dot ∼ êðàïêà, òî÷êà
dot product ∼ òî÷êîâèé äîáóòîê
dual ∼ äóàëüíèé
dual space ∼ äóàëüíèé ïðîñòið

E
eigenspace ∼ âëàñíèé ïðîñòið
eigenvalue ∼ âëàñíå çíà÷åííÿ
eigenvector ∼ âëàñíèé âåêòîð
entirely ∼ ïîâíiñòþ, öiëêîì
equality ∼ ðiâíiñòü
equation ∼ ðiâíÿííÿ
equivalence ∼ åêâiâàëåíòíiñòü, åêâiâàëåíöiÿ
equivalence class ∼ êëàñ åêâiâàëåíòíiñòi
equivalence relation ∼ âiäíîøåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi
equivalent ∼ åêâiâàëåíòíèé
erase ∼ âèêðåñëèòè, âèêðåñëþâàòè, ñòèðàòè
especially ∼ îñîáëèâî, íàäòî
establish ∼ ñòâåðäæóâàòè
even ∼ ïàðíèé
even permutation ∼ ïàðíà ïiäñòàíîâêà
evidently ∼ î÷åâèäíî
example ∼ ïðèêëàä
except ∼ îêðiì, çà âèíÿòêîì, âèêëþ÷àòè
existence ∼ iñíóâàííÿ
existence theorem ∼ òåîðåìà iñíóâàííÿ
explain ∼ ïîÿñíþâàòè, òëóìà÷èòè
explicit ∼ ÿâíèé, òî÷íèé
exponent ∼ ïîêàçíèê, ïîêàçíèê ñòåïåíi, ñòå-

ïiíü, ïîðÿäîê, åêïîíåíòà
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express ∼ âèðàæàòè
expression ∼ âèðàç, çîáðàæåííÿ

F
face ∼ ãðàíü (ñèìïëåêñà)
factor ∼ ìíîæíèê, ðîçêëàäàòè íà ìíîæíèêè
family ∼ ñiì'ÿ
�xed ∼ íåðóõîìèé, ôiêñîâàíèé
�xed point of a map ∼ íåðóõîìà òî÷êà âiä-

îáðàæåííÿ
�xed set ∼ íåðóõîìà ìíîæèíà
�at ∼ ïëîñêèé
formal ∼ ôîðìàëüíèé
function ∼ ôóíêöiÿ (âiäîáðàæåííÿ)
functional ∼ ôóíêöiîíàëüíèé
functional form ∼ ôóíêöiîíàëüíèé âèãëÿä

(ôóíêöiîíàëüíà ôîðìà)
furthermore ∼ êðiì òîãî

G
gap ∼ äiðà, ïðîáië, ïðîãàëèíà,
Gauss elimination ∼ ìåòîä Ãàóññà
gcd ∼ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
general rotation about p through an angle

θ ∼ óçàãàëüíåíå îáåðòàííÿ íàâêîëî òî÷êè p íà
êóò θ

generalized ∼ çàãàëüíèé, óçàãàëüíåíèé
generalized cross product ∼ óçàãàëüíåíèé

âåêòîðíèé äîáóòîê
geometric ∼ ãåîìåòðè÷íèé
glide re�ection ∼ âiäáèòòÿ êîâçàííÿ (êîâçíå

âiäáèòòÿ)
graph ∼ ãðàô, ãðàôiê
graph of a map ∼ ãðàôiê âiäîáðàæåííÿ
the Gram-Schmidt algorithm ∼ àëãîðèòì

Ãðàìà-Øìiäòà
greatest common divisor ∼ íàéáiëüøèé

ñïiëüíèé äiëüíèê
group ∼ ãðóïà
group of integers modulo n ∼ ãðóïà ëèøêiâ

çà ìîäóëåì n

H
halfplane ∼ ïiâëîùèíà
height ∼ âèñîòà
Hermitian ∼ åðìiòîâèé
homogeneous ∼ îäíîðiäíèé
homomorphism ∼ ãîìîìîðôiçì
horizontal ∼ ãîðèçîíòàëüíèé
however ∼ âñå-òàêè, îäíàê, ïðîòå
hyperplane ∼ ãiïåðïëîùèíà

I
identity ∼ îäèíèöÿ, ðiâíiñòü, òîòîæíiñòü
identity element ∼ îäèíè÷íèé åëåìåíò, îäè-

íèöÿ

identity map ∼ òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ
identity relation ∼ âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi
implement ∼ ðåàëiçîâóâàòè
implementàtion ∼ ðåàëiçàöiÿ
implicit ∼ íåÿâíèé
implicitly ∼ íåÿâíî, íå ïðÿìî
important ∼ âàæëèâèé
incomparable ∼ íåïîðiâíÿëüíèé
independent ∼ íåçàëåæíèé
index ∼ iíäåêñ
induce ∼ iíäóêóâàòè
induced ∼ iíäóêîâàíèé
induced equivalence relation ∼ iíäóêîâàíå

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
induction ∼ iíäóêöiÿ
inductive hypothesis ∼ ïðèïóùåííÿ iíäóê-

öi¨
inequality ∼ íåðiâíiñòü
in�nite ∼ íåñêií÷åííèé
initial ∼ ïî÷àòêîâèé
injection ∼ ií'¹êöiÿ
injective ∼ ií'¹êòèâíèé
injective function ∼ ií'¹êòèâíà ôóíêöiÿ
injective map ∼ ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ
inner ∼ âíóòðiøíié
inner product ∼ âíóòðiøíié (ñêàëÿðíèé)

äîáóòîê
instead ∼ çàìiñòü (öüîãî)
integer ∼ öiëå ÷èñëî
intersection ∼ ïåðåòèí
invariant ∼ iíâàðiàíò, iíâàðiàíòíèé
invariant set ∼ iíâàðiàíòíà ìíîæèíà
inverse ∼ îáåðíåíèé, iíâåðñíèé
inverse image ∼ ïîâíèé ïðîîáðàç
inverse map ∼ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ
invertible ∼ îáîðîòíèé
invertible matrix ∼ îáîðîòíà ìàòðèöÿ
isometry ∼ içîìåòðiÿ
isomorphic ∼ içîìîðôíèé
isomorphism ∼ içîìîðôiçì

J
just ∼ ùîéíî

K
kernel ∼ ÿäðî

L
label ∼ ìiòêà, ìiòèòè
lcm ∼ íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå
lead ∼ âåñòè, êåðóâàòè
least common multiple ∼ íàéìåíøå ñïiëü-

íå êðàòíå
left ∼ ëiâèé
length ∼ äîâæèíà
line ∼ ïðÿìà
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line segment ∼ âiäðiçîê
linear ∼ ëiíiéíèé
linear group ∼ ëiíiéíà ãðóïà
linear order ∼ ëiíiéíèé ïîðÿäîê
linearly ∼ ëiíiéíî
linearly dependent ∼ ëiíiéíî çàëåæíi
linearly dependent vectors ∼ ëiíiéíî çà-

ëåæíi âåêòîðè
lower-triangular matrix ∼ íèæíüîòðèêó-

òíà ìàòðèöÿ

M
make ∼ ðîáèòè
map ∼ âiäîáðàæåííÿ, âiäîáðàæàòè
mapping ∼ âiäîáðàæåííÿ
matrices ∼ ìàòðèöi
matrix ∼ ìàòðèöÿ
maximal ∼ ìàêñèìàëüíèé
measure ∼ âèìiðþâàòè, ìiðà
meet ∼ ïåðåòèí, ïåðåòèíàòè, çóñòði÷àòè
meridian ∼ ìåðåäiàí
messy ∼ áåçëàäíèé, áðóäíèì
method ∼ ìåòîä
midpoint ∼ ñåðåäíÿ òî÷êà, ñåðåäèíà, öåíòð
minimal ∼ ìiíiìàëüíèé
minor ∼ ìiíîð (ìàòðèöi)
modulus ∼ ìîäóëü
Moebius strip ∼ ñòði÷êà Ìüîáióñà
motion ∼ ðóõ
move ∼ ðóõàòè, ïåðåìiùàòè
moving ∼ ïåðåìiùåííÿ
M�obius strip ∼ ñòði÷êà Ìüîáióñà
multilinear map ∼ ïîëiëiíiéíå âiäîáðàæåí-

íÿ
multiple ∼ êðàòíå, êðàòíå ÷èñëî
multiplication ∼ ìíîæåííÿ
multiplicative ∼ ìóëüòèïëiêàòèâíèé
mutually orthogonal vectors∼ ïîïàðíî îð-

òîãîíàëüíi âåêòîðè
mutually prime integers ∼ âçà¹ìíî ïåðâèí-

íi öiëi ÷èñëà

N
namely ∼ à ñàìå
nearby ∼ áëèçüêèé
nearby points ∼ áëèçüêi òî÷êè
natural number ∼ íàòóðàëüíå ÷èñëî
necessarily ∼ íåìèíó÷å, íåîäìiííî,

îáîâ'ÿçêîâî
neutral element ∼ íåéòðàëüíèé åëåìåíò,

îäèíèöÿ
noncollinear ∼ íåêîëiíåàðíi
noncollinear points ∼ íåêîëiíåàðíi òî÷êè
noncollinear vectors ∼ íåêîëiíåàðíi âåêòî-

ðè
noncollinearity ∼ íåêîëiíåàðíiñòü

nondegenerate ∼ íåâèðîäæåíèé
nonnegative ∼ íåâiä'¹ìíèé
nonsingular ∼ íåâèðîäæåíèé, íåîñîáëèâèé
nonvertical ∼ íåâåðòèêàëüíèé
nonzero vector ∼ íåíóëüîâèé âåêòîð
non-collinear points ∼ íåêîëiíiéíi òî÷êè
normal ∼ íîðìàëüíèé
normal subgroup ∼ íîðìàëüíà ïiäãðóïà
notation ∼ ïîçíà÷åííÿ
number ∼ ÷èñëî, êiëüêiñòü

O
occurrence ∼ âõîäæåííÿ, åêçåìïëÿð, ïîÿâà,

âèíèêíåííÿ
odd ∼ íåïàðíèé
often ∼ ÷àñòî
one-to-one ∼ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèé
one-to-one relation ∼ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå

âiäíîøåííÿ
operation ∼ îïåðàöiÿ
operator ∼ îïåðàòîð
opposite ∼ ïðîòèëåæíèé
opposite orientation ∼ ïðîòèëåæíà îði¹í-

òàöiÿ
order ∼ ïîðÿäîê
ordinary ∼ çâè÷àéíèé, îðäèíàðíèé
orient ∼ îði¹íòàöiÿ, îði¹íòóâàòè
orientability ∼ îði¹íòîâàíiñòü
orientable ∼ îði¹íòîâàíèé
orientation ∼ îði¹íòàöiÿ
orientation preserving motion ∼ ðóõ, ùî

çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ
orientation reversing motion ∼ ðóõ, ùî

ðîçâåðòà¹ (çìiíþ¹) îði¹íòàöiþ
oriented vector space ∼ îði¹íòîâàíèé âåê-

òîðíèé ïðîñòið
origin ∼ ïî÷àòîê, äæåðåëî
orthogonal ∼ îðòîãîíàëüíèé
orthogonal basis ∼ îðòîãîíàëüíà áàçà
orthogonal complement ∼ îðòîãîíàëüíå

äîïîâíåííÿ
orthogonal group ∼ îðòîãîíàëüíà ãðóïà
orthonormal basis ∼ îðòîíîðìîâàíà áàçà
outline ∼ åñêiç, ñõåìà

P
pair ∼ ïàðà
paper ∼ ïàïið
parallel ∼ ïàðàëåëüíèé
parametric ∼ ïàðàìåòðè÷íèé
parameterization ∼ ïàðàìåòðèçàöiÿ
parity ∼ ïàðíiñòü
partial ∼ ÷àñòêîâèé
partial order ∼ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê
path ∼ øëÿõ
permutation ∼ ïiäñòàíîâêà
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permutation group ∼ ãðóïà ïiäñòàíîâîê
perpendicular ∼ ïåðïåíäèêóëÿð, ïåðïåíäè-

êóëÿðíèé, âåðòèêàëüíèé
plane ∼ ïëîùèíà
point ∼ òî÷êà
polar coordinates ∼ ïîëÿðíi êîîðäèíàòè
polyhedron ∼ ìíîãîãðàííèê
position ∼ ïîçèöiÿ, ðîçòàøóâàííÿ, ìiñöå,

ðîçðÿä
positive de�nite ∼ äîäàòíî âèçíà÷åíèé
positive integer ∼ íàòóðàëüíå ÷èñëî âiäìií-

íå âiä íóëÿ
possibly ∼ ìîæëèâî
preliminary ∼ ïîïåðåäíié
prime ∼ ïåðâèííèé
prime number ∼ ïåðâèííå (ïðîñòå) ÷èñëî
Principal Axes Theorem ∼ òåîðåìà ïðî

çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó
product ∼ äîáóòîê
product map ∼ äîáóòîê âiäîáðàæåíü
projection ∼ ïðî¹êöiÿ
proof ∼ äîâåäåííÿ
proper ∼ âëàñíèé
prove ∼ äîâîäèòè

Q
quadratic ∼ êâàäðàòè÷íèé
quadratic map ∼ êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåí-

íÿ (êâàäðàòè÷íà ôîðìà)
quadratic residue modulo ∼ êâàäðàòè÷íî

çàëèøêîâèé çà ìîäóëåì
quotient group ∼ ôàêòîð-ãðóïà
quotient set ∼ ôàêòîð-ìíîæèíà
quotient space ∼ ôàêòîð-ïðîñòið

R
radius ∼ ðàäióñ
raise ∼ âèñóâàòè, ñòàâèòè
raise a question ∼ ñòàâèòè çàïèòàííÿ
range ∼ îáëàñòü çíà÷åíü
rank ∼ ðàíã
rather ∼ êðàùå
rational ∼ ðàöiîíàëüíèé
rational number ∼ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
ray ∼ ïðîìiíü
real ∼ äiéñíèé
real number ∼ äiéñíå ÷èñëî
reason ∼ ïðè÷èíà
reductive ∼ ðåäóêöiéíèé
re�ection about a line ∼ âiäáèòòÿì ñòîñîâ-

íî ïðÿìî¨
re�exive ∼ ðåôëåêñèâíèé
re�exive relation ∼ ðåôëåêñèâíå âiäíîøåí-

íÿ
relation ∼ âiäíîøåííÿ

relationship ∼ âçà¹ìîâiäíîøåííÿ, çàëåæ-
íiñòü, çâ'ÿçîê

relatively prime integers ∼ âçà¹ìíî ïåð-
âèííi (ïðîñòi) öiëi ÷èñëà

remainder ∼ çàëèøîê, ëèøîê, îñòà÷à, íà-
ðiñò

represent ∼ çîáðàæàòè, çîáðàæóâàòè, ïðåä-
ñòàâëÿòè

representative ∼ ïðåäñòàâíèê
residual ∼ ÷àñòêà
resulting ∼ îòðèìàíèé
reversible ∼ îáîðîòíèé
revolution ∼ îáåðòàííÿ, ïîâîðîò
right ∼ ïðàâèé
rigid ∼ æîðñòêèé
rigid motion ∼ æîðñòêèé ðóõ
root ∼ êîðiíü
rotation ∼ îáåðòàííÿ
rotation about the origin through an

angle ∼ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò
íà êóò

row ∼ ðÿäîê
row of a matrix ∼ ðÿäîê ìàòðèöi
row rank ∼ ðÿäêîâèé ðàíã (ìàòðèöi)

S
satisfactory ∼ çàäîâiëüíèé
scalar ∼ ñêàëÿðíèé
scalar product ∼ ñêàëÿðíèé äîáóòîê
segment ∼ âiäðiçîê, ñåãìåíò
self-adjoint ∼ ñàìîñïðÿæåíèé
separately ∼ íàðiçíî, îêðåìî
sequence ∼ ïîñëiäîâíiñòü
set ∼ ìíîæèíà, ïðèéíÿòè, ñòàâèòè
sign ∼ çíàê
sign of a permutation ∼ çíàê ïiäñòàíîâêè
signature ∼ ñèãíàòóðà
simplex ∼ ñèìïëåêñ
similar ∼ ïîäiáíèé
similarity ∼ ïîäiáíiñòü
simplices ∼ ñèìïëåêñè
simplicial ∼ ñèìïëiöiàëüíèé
simplicial complex ∼ ñèìïëiöiàëüíèé êîì-

ïëåêñ
simplicity ∼ ïðîñòîòà
simplify ∼ ñïðîñòèòè, ñïðîùóâàòè
singular ∼ âèðîäæåíèé, îñîáëèâèé, ñèíãó-

ëÿðíèé
singular value ∼ ñèíãóëÿðíå çíà÷åííÿ (ìà-

òðèöi)
singular value decomposition ∼ ñèíãóëÿð-

íèé ðîçêëàä (ìàòðèöi)
slope ∼ êóòîâèé êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨, íàõèë
smallest ∼ íàéìåíøèé
smallest element ∼ íàéìåíøèé åîåìåíò
smooth ∼ ãëàäêèé
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smooth surface ∼ ãëàäêà ïîâåðõíÿ
solid ∼ ñóöiëüíèé
solid triangle ∼ ñóöiëüíèé òðèêóòíèê
solution ∼ ðîçâ'ÿçîê
solve ∼ ðîçâ'ÿçóâàòè
span ∼ ëiíiéíà îáîëîíêà, ïîðîäæóâàòè, îòî-

÷óâàòè
special orthogonal matrix ∼ ñïåöiàëüíà îð-

òîãîíàëüíà ìàòðèöÿ
special orthogonal group ∼ ñïåöiàëüíà îð-

òîãîíàëüíà ãðóïà
square ∼ êâàäðàò
standard ∼ ñòàíäàðòíèé
standard orientation ∼ ñòàíäàðòíà îði¹íòà-

öiÿ
step ∼ êðîê
strict ∼ ñòðîãèé
string ∼ ðÿäîê, ñëîâî, ñòði÷êà
strip ∼ ñìóæêà, ñòði÷êà
strong ∼ ñèëüíèé
stronger ∼ ñèëüíiøèé
subgroup ∼ ïiäãðóïà
subset ∼ ïiäìíîæèíà
subspace ∼ ïiäïðîñòið
substitute ∼ ïiäñòàâèòè, ïiäñòàâëÿòè
substituting ∼ ïiäñòàíîâêà
summarize ∼ ïiäñóìîâóâàòè, ðåçþìóâàòè
surface ∼ ïîâåðõíÿ
surface of revolution ∼ ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ
surjection ∼ ñþð'¹êöiÿ
surjective ∼ ñþð'¹êòèâíèé
surjective function ∼ ñþð'¹êòèâíà ôóíêöiÿ
surjective map ∼ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåí-

íÿ
symmetric ∼ ñèìåòðè÷íèé
symmetric group ∼ ñèìåòðè÷íà ãðóïà
symmetric relation ∼ ñèìåòðè÷íå âiäíî-

øåííÿ

T
tangent ∼ äîòè÷íèé
tangent plane ∼ äîòè÷íà ïëîùèíà
target ∼ ìåòà
term ∼ âèðàç, òåðì, òåðìií
tetrahedron ∼ òåòðàåäð
theorem ∼ òåîðåìà
through ∼ ÷åðåç, êðiçü
torus ∼ òîð
total order ∼ ëiíiéíèé ïîðÿäîê
trace ∼ ñëiä (ìàòðèöi)
transformation ∼ ïåðåòâîðåííÿ
transitive ∼ òðàíçèòèâíèé
transitive relation ∼ òðàíçèòèâíå âiäíî-

øåííÿ
translation ∼ ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, çñóâ
translation vector ∼ âåêòîð ïàðàëåëüíîãî

ïåðåíåñåííÿ

transpose ∼ òðàíñïîíîâàíà, òðàíñïîíóâàí-
íÿ

transpose matrix∼ òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ
transposition ∼ òðàíñïîçèöiÿ
transverse ∼ ïîïåðå÷íèé, ðîçòàøîâóâàòèñÿ

âïîïåðåê
transverse plane ∼ ïîïåðå÷íà ïëîùèíà,

îñüîâà ïëîùèíà
triangle ∼ òðèêóòíèê
triple product ∼ ìiøàíèé äîáóòîê (âåêòî-

ðiâ)
trivial ∼ òðèâiàëüíèé
trivial group ∼ òðèâiàëüíà ãðóïà
tuple ∼ êîðòåæ, âïîðÿäêîâàíèé íàáið
two ∼ äâà

U
unambiguity ∼ îäíîçíà÷íiñòü
unambiguous ∼ îäíîçíà÷íèé
unfortunately ∼ íà æàëü
unique ∼ ¹äèíèé (ó ñâî¹ìó ðîäi), íåïîâòîð-

íèé
uniqueness ∼ ¹äèíiñòü
unit ∼ îäèíè÷íèé
unit vector ∼ îäèíè÷íèé âåêòîð
unitary ∼ óíiòàðíèé
unitary matrix ∼ óíiòàðíà ìàòðèöÿ
unknown ∼ íåâiäîìèé
upper-triangular matrix ∼ âåðõíüîòðèêóò-

íà ìàòðèöÿ
use ∼ âæèâàííÿ, çàñòîñóâàííÿ, êîðèñòóâàí-

íÿ, âæèâàòè, âèêîðèñòàòè, âèêîðèñòîâóâàòè, êî-
ðèñòóâàòèñÿ

usually ∼ çâè÷àéíî, çàçâè÷àé

V
value ∼ çíà÷åííÿ
variable ∼ çìiííà
vector ∼ âåêòîð
vector addition ∼ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ
version ∼ âàðiàíò, âåðñiÿ
vertex ∼ âåðøèíà
vertices ∼ âåðøèíè
vertical ∼ âåòèêàëüíèé

W
way ∼ äîðîãà, ñïîñiá, øëÿõ
weakly ∼ ñëàáêî
well de�ned ∼ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé
well de�ned relation ∼ êîðåêòíî âèçíà÷åíå

âiäíîøåííÿ
well-order ∼ ïîâíèé ïîðÿäîê
well-ordering ∼ ïîâíå âïîðÿäêóâàííÿ
whence ∼ çâiäêè
whenever ∼ ùîðàçó, ÿê òiëüêè
why ∼ ÷îìó
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worst ∼ íàéãiðøèé
write ∼ íàïèñàòè, ïèñàòè

Z
zero ∼ íóëü
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