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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïåðø íiæ çàëèøèòè òåìó ðóõiâ ó ïëîùèíi, ìè õî÷åìî îáãîâîðèòè iíøèé
ïiäõiä äî ¨õ âèçíà÷åííÿ � òîé, ÿêèé áóäå îñîáëèâî ïîòóæíèì ó âèùèõ
âèìiðàõ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.59

Ðåïåðîì ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði R2 íàçèâà¹òüÿ âïîðÿäêîâàíà òðiéêà
F = (−→u 1,

−→u 2,p), äå p � òî÷êà òà −→u 1 i −→u 2 � âåêòîðè, ÿêi âèçíà÷àþòü
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó R2. ßêùî âïîðÿäêîâàíèé áàçèñ (−→u 1,

−→u 2) iíäóêó¹
ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ, òî ìè áóäåìî ãîâîðèòè, øî ðåïåð F îði¹íòîâàíèé.
Ïðÿìi, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òî÷êîþ p i íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè −→u 1 i −→u 2

íàçèâàþòüñÿ x-âiññþ òà y-âiññþ, âiäïîâiäíî, ðåïåðà F . Òî÷êà p íàçèâà¹òüñÿ
ïî÷àòêîì êîîðäèíàò ðåïåðà F . Ðåïåð (−→e 1,

−→e 2,0) íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì

ðåïåðîì ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði R2. Ùîá ñïðîñòèòè âèêëàäåííÿ, ìè iíîäi
âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ (−→e 1,

−→e 2) çàìiñòü (−→e 1,
−→e 2,0).
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íàçèâàþòüñÿ x-âiññþ òà y-âiññþ, âiäïîâiäíî, ðåïåðà F . Òî÷êà p íàçèâà¹òüñÿ
ïî÷àòêîì êîîðäèíàò ðåïåðà F . Ðåïåð (−→e 1,

−→e 2,0) íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Âîíè òàêîæ ìîæóòü áóòè ïîâ'ÿçàíi ç ïåðåòâîðåííÿì ïðèðîäíèì øëÿõîì.
ßêùî F = (−→u 1,

−→u 2,p) � ðåïåð i ÿêùî −→u 1 = (u11, u12),
−→u 2 = (u21, u22) i−→p = (m,n), òî âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ TF ðiâíîñòÿìè

x′ = u11x+ u21y +m;

y′ = u12x+ u22y + n.
(1)

Ó ìàòðè÷íié ôîðìi âiäîáðàæåííÿ TF ìà¹ âèãëÿä

TF (x, y) = (x, y)

(−→u 1−→u 2

)
+−→p . (2)

Òâåðäæåííÿ 1

TF ¹ ðóõîì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè (−→u 1,
−→u 2) � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, òî ìà¹ìî, ùî

u2
11 + u2

12 = 1 = u2
21 + u2

22 i u11u21 + u12u22 = 0.

Ç öüîãî ëåãêî âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (1) ìàþòü âèãëÿä ðiâíÿíü
òåîðåìè 2.2.52, ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. A ■

Òåîðåìà 2.2.52

Êîæåí ðóõ M íà ïëîùèíi âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè âèãëÿäó

x
′
= ax + by + c;

y
′
= ±(−bx + ay) + d,

äå a2 + b2 = 1. Íàâïàêè, êîæíà òàêà ïàðà ðiâíÿíü âèçíà÷à¹ ðóõ íà ïëîùèíi.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Âîíè òàêîæ ìîæóòü áóòè ïîâ'ÿçàíi ç ïåðåòâîðåííÿì ïðèðîäíèì øëÿõîì.
ßêùî F = (−→u 1,
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(−→u 1−→u 2

)
+−→p . (2)

Òâåðäæåííÿ 1

TF ¹ ðóõîì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè (−→u 1,
−→u 2) � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, òî ìà¹ìî, ùî

u2
11 + u2

12 = 1 = u2
21 + u2

22 i u11u21 + u12u22 = 0.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

ßêùî ìè äóìà¹ìî ïðî ðåïåð äëÿ âèçíà÷åííÿ íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, òî
ìè ìîæåìî çíàõîäèòè êîîðäèíàòè òî÷îê íà ïëîùèíi ñòîñîâíî ðåïåðà.
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Êîîðäèíàòè òî÷êè ñòîñîâíî ðåïåðà íàçèâàþòüñÿ ðåïåðíèìè êîîðäèíàòàìè.
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(àáî çîâíiøíiìè) êîîðäèíàòàìè.

Îñêiëüêè TF âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò â òî÷êó p, (1, 0) ó p+−→u 1 i
(0, 1) ó p+−→u 2, òî ìè ìîæåìî óÿâëÿòè, ùî TF âiäîáðàæà¹ ðåïåðíi
êîîðäèíàòè â ñâiòîâi êîîðäèíàòè.
Iñíó¹ òâåðäæåííÿ îáåðíåíå äî òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé M � ðóõ, ÿêèé
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

x′ = ax+ by +m;

y′ = cx+ dy + n,

äå a2 + b2 = 1.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Íåõàé −→u 1 = (a, c), −→u 2 = (b, d) i p = (m,n).

Òâåðäæåííÿ 2(−→u 1,
−→u 2

)
� îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ i

(−→u 1,
−→u 2,p

)
� ðåïåð.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.2.52, îñêiëüêè çà öi¹¨ òåîðåìîþ
ìà¹ìî, ùî c = −kb i d = ka äëÿ k = ±1 i a2 + b2 = 1. A ■

Òåîðåìà 2.2.52

Êîæåí ðóõ M íà ïëîùèíi âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè âèãëÿäó

x
′
= ax + by + c;

y
′
= ±(−bx + ay) + d,

äå a2 + b2 = 1. Íàâïàêè, êîæíà òàêà ïàðà ðiâíÿíü âèçíà÷à¹ ðóõ íà ïëîùèíi.
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îðòîíîðìîâàíèìè áàçàìè òà ðóõàìè ç íåðóõîìîþ òî÷êîþ 0.
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Îòæå, F−1 � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

F−1(x, y) = ((x, y)− p)
(−→u T

1
−→u T

2

)
, (3)

àáî ó âèãëÿäi ðiâíÿíü

x′ = u11(x−m) + u12(y − n);

y; = u21(x−m) + u22(y − n).
(4)

Ðiâíÿííÿ (1), (2), (3) i (4) ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè òà ¨õ âàðòî çàïàì'ÿòàòè.
Âîíè ïiäñóìîâóþòü îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðåïåðàìè òà ðóõàìè.

Çàâåðøó¹ìî öå îáãîâîðåííÿ ðóõiâ äåêiëüêîìà ïðèêëàäàìè.
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Ïðèêëàä 2.2.63

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêå
âiäîáðàæà¹ òî÷êó A = (2, 0) ó òî÷êó B = (1,

√
3).

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå íîðìàëiçóâàòè âåêòîð−→
B = (1,

√
3) äî îäèíè÷íîãî âåêòîðà

−→u 1 =

(
1

2
,

√
3

2

)
i ïî¹äíàâøè öåé âåêòîð ç îðòîãîíàëüíèì äî íüîãî âåêòîðîì

−→u 2 =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
ÿêèé âèáèðà¹ìî òàê, ùîá âïîðÿäêîâàíà ïàðà âåêòîðiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
iíäóêóâàëà ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ, ìè îòðèìó¹ìî ðåïåð F =

(−→u 1,
−→u 2

)
.

Öåé ðåïåð âèçíà÷à¹ øóêàíå îáåðòàííÿ. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó A = (3, 0) i
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Öåé ðåïåð âèçíà÷à¹ øóêàíå îáåðòàííÿ. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó A = (3, 0) i
íàïðÿìëåíó x-âiñü ó íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 36



Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.63

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêå
âiäîáðàæà¹ òî÷êó A = (2, 0) ó òî÷êó B = (1,

√
3).

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå íîðìàëiçóâàòè âåêòîð−→
B = (1,

√
3) äî îäèíè÷íîãî âåêòîðà

−→u 1 =

(
1

2
,

√
3

2

)
i ïî¹äíàâøè öåé âåêòîð ç îðòîãîíàëüíèì äî íüîãî âåêòîðîì

−→u 2 =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
ÿêèé âèáèðà¹ìî òàê, ùîá âïîðÿäêîâàíà ïàðà âåêòîðiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
iíäóêóâàëà ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ, ìè îòðèìó¹ìî ðåïåð F =

(−→u 1,
−→u 2

)
.

Öåé ðåïåð âèçíà÷à¹ øóêàíå îáåðòàííÿ. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó A = (3, 0) i
íàïðÿìëåíó x-âiñü ó íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 36



Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.63

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêå
âiäîáðàæà¹ òî÷êó A = (2, 0) ó òî÷êó B = (1,

√
3).

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå íîðìàëiçóâàòè âåêòîð−→
B = (1,

√
3) äî îäèíè÷íîãî âåêòîðà

−→u 1 =

(
1

2
,

√
3

2

)
i ïî¹äíàâøè öåé âåêòîð ç îðòîãîíàëüíèì äî íüîãî âåêòîðîì

−→u 2 =

(
−
√
3

2
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1

2

)
ÿêèé âèáèðà¹ìî òàê, ùîá âïîðÿäêîâàíà ïàðà âåêòîðiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
iíäóêóâàëà ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ, ìè îòðèìó¹ìî ðåïåð F =

(−→u 1,
−→u 2

)
.

Öåé ðåïåð âèçíà÷à¹ øóêàíå îáåðòàííÿ. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó A = (3, 0) i
íàïðÿìëåíó x-âiñü ó íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.63

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêå
âiäîáðàæà¹ òî÷êó A = (2, 0) ó òî÷êó B = (1,

√
3).

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå íîðìàëiçóâàòè âåêòîð−→
B = (1,

√
3) äî îäèíè÷íîãî âåêòîðà

−→u 1 =

(
1

2
,

√
3

2

)
i ïî¹äíàâøè öåé âåêòîð ç îðòîãîíàëüíèì äî íüîãî âåêòîðîì

−→u 2 =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
ÿêèé âèáèðà¹ìî òàê, ùîá âïîðÿäêîâàíà ïàðà âåêòîðiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
iíäóêóâàëà ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ, ìè îòðèìó¹ìî ðåïåð F =

(−→u 1,
−→u 2

)
.

Öåé ðåïåð âèçíà÷à¹ øóêàíå îáåðòàííÿ. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó A = (3, 0) i
íàïðÿìëåíó x-âiñü ó íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.63

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêå
âiäîáðàæà¹ òî÷êó A = (2, 0) ó òî÷êó B = (1,

√
3).

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå íîðìàëiçóâàòè âåêòîð−→
B = (1,

√
3) äî îäèíè÷íîãî âåêòîðà

−→u 1 =

(
1

2
,

√
3

2

)
i ïî¹äíàâøè öåé âåêòîð ç îðòîãîíàëüíèì äî íüîãî âåêòîðîì

−→u 2 =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
ÿêèé âèáèðà¹ìî òàê, ùîá âïîðÿäêîâàíà ïàðà âåêòîðiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
iíäóêóâàëà ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ, ìè îòðèìó¹ìî ðåïåð F =

(−→u 1,
−→u 2

)
.

Öåé ðåïåð âèçíà÷à¹ øóêàíå îáåðòàííÿ. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó A = (3, 0) i
íàïðÿìëåíó x-âiñü ó íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.63

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêå
âiäîáðàæà¹ òî÷êó A = (2, 0) ó òî÷êó B = (1,

√
3).

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå íîðìàëiçóâàòè âåêòîð−→
B = (1,

√
3) äî îäèíè÷íîãî âåêòîðà

−→u 1 =

(
1

2
,

√
3

2

)
i ïî¹äíàâøè öåé âåêòîð ç îðòîãîíàëüíèì äî íüîãî âåêòîðîì

−→u 2 =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
ÿêèé âèáèðà¹ìî òàê, ùîá âïîðÿäêîâàíà ïàðà âåêòîðiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
iíäóêóâàëà ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ, ìè îòðèìó¹ìî ðåïåð F =

(−→u 1,
−→u 2

)
.

Öåé ðåïåð âèçíà÷à¹ øóêàíå îáåðòàííÿ. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó A = (3, 0) i
íàïðÿìëåíó x-âiñü ó íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 36



Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.63

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêå
âiäîáðàæà¹ òî÷êó A = (2, 0) ó òî÷êó B = (1,

√
3).

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå íîðìàëiçóâàòè âåêòîð−→
B = (1,

√
3) äî îäèíè÷íîãî âåêòîðà

−→u 1 =

(
1

2
,

√
3

2

)
i ïî¹äíàâøè öåé âåêòîð ç îðòîãîíàëüíèì äî íüîãî âåêòîðîì

−→u 2 =

(
−
√
3

2
,
1

2

)
ÿêèé âèáèðà¹ìî òàê, ùîá âïîðÿäêîâàíà ïàðà âåêòîðiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
iíäóêóâàëà ñòàíäàðòíó îði¹íòàöiþ, ìè îòðèìó¹ìî ðåïåð F =

(−→u 1,
−→u 2

)
.

Öåé ðåïåð âèçíà÷à¹ øóêàíå îáåðòàííÿ. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó A = (3, 0) i
íàïðÿìëåíó x-âiñü ó íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 36



Ðåïåðè íà ïëîùèíi

0 x

y

y + 2x− 3 = 0

L2

C(0, 3)

D(1, 1)

−→w1

−→w2

y − 2x+ 6 = 0

L1

A(3, 0)

B(4, 2)

−→u 1
−→u 2
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

0 x

y

y + 2x− 3 = 0

L2

C(0, 3)

D(1, 1)

−→w1

−→w2

y − 2x+ 6 = 0

L1

A(3, 0)

B(4, 2)

−→u 1
−→u 2
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Âèçíà÷èìî ðåïåð F =
(−→u 1,

−→u 1,A
)
òàê:

−→u 1 =

−−→
AB∣∣−−→AB

∣∣ =

(
1√
5
,

2√
5

)
;

−→u 2 =

(
− 2√

5
,

1√
5

)
.

Òîäi M = F � øóêàíèé ðóõ. Íàñïðàâäi M ¹ æîðñòêèì ðóõîì. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64 ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà çíàõîäæåííÿ ðóõó, ÿêèé
âiäîáðàæà¹ x-âiñü i ïî÷àòîê êîîðäèíàò íà áóäü-ÿêó iíøó ïðÿìó òà òî÷êó.
Âçÿâøè îáåðíåíå äî öüîãî âiäîáðàæåííÿ, ìè ìîæåìî âiäîáðàçèòè äîâiëüíó
ïðÿìó íà x-âiñü. Ìè ìîæåìî ïiòè ùå äàëi.

Ïðèêëàä 2.2.65

Çíîâó ðîçãëÿíåìî öåé ñàìèé ðèñ. Ìè çíàéäåìî ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹
òî÷êó A = (3, 0) â òî÷êó C = (0, 3), à íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1 � íà
íàïðÿëåíó ïðÿìó L2.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 36



Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Âèçíà÷èìî ðåïåð F =
(−→u 1,

−→u 1,A
)
òàê:

−→u 1 =

−−→
AB∣∣−−→AB

∣∣ =

(
1√
5
,

2√
5

)
;

−→u 2 =

(
− 2√

5
,

1√
5

)
.

Òîäi M = F � øóêàíèé ðóõ. Íàñïðàâäi M ¹ æîðñòêèì ðóõîì. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64 ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà çíàõîäæåííÿ ðóõó, ÿêèé
âiäîáðàæà¹ x-âiñü i ïî÷àòîê êîîðäèíàò íà áóäü-ÿêó iíøó ïðÿìó òà òî÷êó.
Âçÿâøè îáåðíåíå äî öüîãî âiäîáðàæåííÿ, ìè ìîæåìî âiäîáðàçèòè äîâiëüíó
ïðÿìó íà x-âiñü. Ìè ìîæåìî ïiòè ùå äàëi.

Ïðèêëàä 2.2.65

Çíîâó ðîçãëÿíåìî öåé ñàìèé ðèñ. Ìè çíàéäåìî ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹
òî÷êó A = (3, 0) â òî÷êó C = (0, 3), à íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1 � íà
íàïðÿëåíó ïðÿìó L2.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Âèçíà÷èìî ðåïåð F =
(−→u 1,

−→u 1,A
)
òàê:

−→u 1 =

−−→
AB∣∣−−→AB

∣∣ =

(
1√
5
,

2√
5

)
;

−→u 2 =

(
− 2√

5
,

1√
5

)
.

Òîäi M = F � øóêàíèé ðóõ. Íàñïðàâäi M ¹ æîðñòêèì ðóõîì. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64 ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà çíàõîäæåííÿ ðóõó, ÿêèé
âiäîáðàæà¹ x-âiñü i ïî÷àòîê êîîðäèíàò íà áóäü-ÿêó iíøó ïðÿìó òà òî÷êó.
Âçÿâøè îáåðíåíå äî öüîãî âiäîáðàæåííÿ, ìè ìîæåìî âiäîáðàçèòè äîâiëüíó
ïðÿìó íà x-âiñü. Ìè ìîæåìî ïiòè ùå äàëi.

Ïðèêëàä 2.2.65

Çíîâó ðîçãëÿíåìî öåé ñàìèé ðèñ. Ìè çíàéäåìî ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹
òî÷êó A = (3, 0) â òî÷êó C = (0, 3), à íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1 � íà
íàïðÿëåíó ïðÿìó L2.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Âèçíà÷èìî ðåïåð F =
(−→u 1,

−→u 1,A
)
òàê:

−→u 1 =

−−→
AB∣∣−−→AB

∣∣ =

(
1√
5
,

2√
5

)
;

−→u 2 =

(
− 2√

5
,

1√
5

)
.

Òîäi M = F � øóêàíèé ðóõ. Íàñïðàâäi M ¹ æîðñòêèì ðóõîì. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64 ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà çíàõîäæåííÿ ðóõó, ÿêèé
âiäîáðàæà¹ x-âiñü i ïî÷àòîê êîîðäèíàò íà áóäü-ÿêó iíøó ïðÿìó òà òî÷êó.
Âçÿâøè îáåðíåíå äî öüîãî âiäîáðàæåííÿ, ìè ìîæåìî âiäîáðàçèòè äîâiëüíó
ïðÿìó íà x-âiñü. Ìè ìîæåìî ïiòè ùå äàëi.

Ïðèêëàä 2.2.65

Çíîâó ðîçãëÿíåìî öåé ñàìèé ðèñ. Ìè çíàéäåìî ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹
òî÷êó A = (3, 0) â òî÷êó C = (0, 3), à íàïðÿìëåíó ïðÿìó L1 � íà
íàïðÿëåíó ïðÿìó L2.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Âèçíà÷èìî ðåïåð F =
(−→u 1,

−→u 1,A
)
òàê:

−→u 1 =

−−→
AB∣∣−−→AB

∣∣ =

(
1√
5
,

2√
5

)
;

−→u 2 =

(
− 2√

5
,

1√
5

)
.

Òîäi M = F � øóêàíèé ðóõ. Íàñïðàâäi M ¹ æîðñòêèì ðóõîì. A ■

Ïðèêëàä 2.2.64 ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà çíàõîäæåííÿ ðóõó, ÿêèé
âiäîáðàæà¹ x-âiñü i ïî÷àòîê êîîðäèíàò íà áóäü-ÿêó iíøó ïðÿìó òà òî÷êó.
Âçÿâøè îáåðíåíå äî öüîãî âiäîáðàæåííÿ, ìè ìîæåìî âiäîáðàçèòè äîâiëüíó
ïðÿìó íà x-âiñü. Ìè ìîæåìî ïiòè ùå äàëi.

Ïðèêëàä 2.2.65
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ìîæåìî âiäîáðàçèòè x-âiñü íà ïðÿìó L2, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîáðàæåííÿ G,
äå G � ðåïåð (−→w1,

−→w2,C) i

−→w1 =

−−→
CD∣∣−−→CD

∣∣ =

(
1√
5
,− 2√

5

)
; −→w2 =

(
2√
5
,

1√
5

)
.

ßêùî F � ðåïåð, âèçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 2.2.64, òî M = GF−1 �
æîðñòêèé ðóõ, ÿêèé çðîáèòü òå, ùî ìè õî÷åìî. Ó òåðìiíàõ ðiâíÿíü ìà¹ìî:

F−1 : x′ =
1√
5
(x− 3) +

2√
5
y; y′ = − 2√

5
(x− 3) +

1√
5
y,
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5
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5
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i

M : x′ = −3

5
x+

4

5
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9

5
; y′ = −4

5
x− 3

5
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27

5
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Äîòðèìóþ÷èñü ïiäõîäó, âèêîðèñòàíîãî â ïðèêëàäi 2.2.64, ìè
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Äîòðèìóþ÷èñü ïiäõîäó, âèêîðèñòàíîãî â ïðèêëàäi 2.2.64, ìè
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Äîòðèìóþ÷èñü ïiäõîäó, âèêîðèñòàíîãî â ïðèêëàäi 2.2.64, ìè
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Äîòðèìóþ÷èñü ïiäõîäó, âèêîðèñòàíîãî â ïðèêëàäi 2.2.64, ìè
ìîæåìî âiäîáðàçèòè x-âiñü íà ïðÿìó L2, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîáðàæåííÿ G,
äå G � ðåïåð (−→w1,

−→w2,C) i

−→w1 =

−−→
CD∣∣−−→CD

∣∣ =

(
1√
5
,− 2√

5

)
; −→w2 =

(
2√
5
,

1√
5

)
.

ßêùî F � ðåïåð, âèçíà÷åíèé ó ïðèêëàäi 2.2.64, òî M = GF−1 �
æîðñòêèé ðóõ, ÿêèé çðîáèòü òå, ùî ìè õî÷åìî. Ó òåðìiíàõ ðiâíÿíü ìà¹ìî:

F−1 : x′ =
1√
5
(x− 3) +

2√
5
y; y′ = − 2√

5
(x− 3) +

1√
5
y,

G : x′ =
1√
5
(x− 3) +

2√
5
y; y′ = − 2√

5
(x− 3) +

1√
5
y + 3,

i

M : x′ = −3

5
x+

4

5
y +

9

5
; y′ = −4

5
x− 3

5
y +

27

5
.

A ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 36



Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Äîòðèìóþ÷èñü ïiäõîäó, âèêîðèñòàíîãî â ïðèêëàäi 2.2.64, ìè
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Äîòðèìóþ÷èñü ïiäõîäó, âèêîðèñòàíîãî â ïðèêëàäi 2.2.64, ìè
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ðîçâ'ÿçîê. Äîòðèìóþ÷èñü ïiäõîäó, âèêîðèñòàíîãî â ïðèêëàäi 2.2.64, ìè
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïåðåãëÿäàþ÷è ðîçâ'ÿçîê ïðèêëàäó 2.2.65, ñëóõà÷ ìîæå çàäàòèñÿ
çàïèòàííÿì, ÷è áóëà îñîáëèâà ïðè÷èíà äëÿ âèáîðó êîíêðåòíèõ
îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
i
(−→w1,

−→w2

)
. Öå çîâñiì íå òàê. Âàæëèâå

ñïîñòåðåæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íåçàëåæíî âiä âèáîðó, òðè òî÷êè A,
A+−→u 1 i A+−→u 2 áóäóòü âiäîáðàæåíi â òî÷êè C, C +−→w1 i C +−→w2,
âiäïîâiäíî. Ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A i A+−→u 1, áóäå
âiäîáðàæåíà íà ïðÿìó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè C i C +−→w1. Ìè ìîãëè á
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, àáî
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−−→w1,±−→w2

)
, i ìè îòðèìàëè á âiäïîâiäü íà íàøó çàäà÷ó. Ç iíøîãî áîêó,

ÿêùî ìè õî÷åìî îòðèìàòè æîðñòêèé ðóõ, òî âñå ìè íå áóäåìî ìiðêóâàòè
äîâiëüíèì ÷èíîì. Ó íàñ ùå ¹ âèáið, àëå íàøi áàçèñè ïîâèííi ïîðîäæóâàòè
îäíàêîâó îði¹íòàöiþ ïëîùèíè. Çîêðåìà, íàïðèêëàä, ìè íå çìîæåìî
âèáðàòè áàçèñè
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Ç ïðèêëàäó 2.2.65 ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ðåïåð ìîæíà ëåãêî âèêîðèñòîâóâàòè
äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàãàëüíî¨ çàäà÷i âiäîáðàæåííÿ îäíi¹¨ íàïðÿìëåíî¨ ïðÿìî¨
òà òî÷êè íà iíøó íàïðÿìëåíó ïðÿìó òà òî÷êó. Êîðèñòóâà÷åâi ñëiä ïîðiâíÿòè
öåé ïiäõiä iç òèì, ÿê çàäà÷à áóëà á ðîçâ'ÿçàíà áåç ðåïåðiâ. Ñïðàâæíÿ
ìàòåìàòèêà íàñïðàâäi ¹ òàêîþ æ. Îðòîíîðìîâàíi áàçèñè ìàþòü êîñèíóñè
êóòiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîâîðîòó, ùî ìiñòèòüñÿ â íèõ íåÿâíî.
Íàãàäà¹ìî, ùî êîìïîíåíòè îäèíè÷íîãî âåêòîðà ¹ ïðîñòî íàïðÿìíèìè
êîñèíóñàìè. Òèì íå ìåíø, ç ðåïåðàìè ïîòðiáíî ïðîñòî ïîáóäóâàòè
îðòîíîðìîâàíi áàçèñè, à öå ëåãøå, íiæ áåçïîñåðåäíüî âîçèòèñÿ ç êóòàìè.
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Ïåðåãëÿäàþ÷è ðîçâ'ÿçîê ïðèêëàäó 2.2.65, ñëóõà÷ ìîæå çàäàòèñÿ
çàïèòàííÿì, ÷è áóëà îñîáëèâà ïðè÷èíà äëÿ âèáîðó êîíêðåòíèõ
îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ
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. Öå çîâñiì íå òàê. Âàæëèâå

ñïîñòåðåæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íåçàëåæíî âiä âèáîðó, òðè òî÷êè A,
A+−→u 1 i A+−→u 2 áóäóòü âiäîáðàæåíi â òî÷êè C, C +−→w1 i C +−→w2,
âiäïîâiäíî. Ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A i A+−→u 1, áóäå
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, i ìè îòðèìàëè á âiäïîâiäü íà íàøó çàäà÷ó. Ç iíøîãî áîêó,

ÿêùî ìè õî÷åìî îòðèìàòè æîðñòêèé ðóõ, òî âñå ìè íå áóäåìî ìiðêóâàòè
äîâiëüíèì ÷èíîì. Ó íàñ ùå ¹ âèáið, àëå íàøi áàçèñè ïîâèííi ïîðîäæóâàòè
îäíàêîâó îði¹íòàöiþ ïëîùèíè. Çîêðåìà, íàïðèêëàä, ìè íå çìîæåìî
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Ç ïðèêëàäó 2.2.65 ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ðåïåð ìîæíà ëåãêî âèêîðèñòîâóâàòè
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òà òî÷êè íà iíøó íàïðÿìëåíó ïðÿìó òà òî÷êó. Êîðèñòóâà÷åâi ñëiä ïîðiâíÿòè
öåé ïiäõiä iç òèì, ÿê çàäà÷à áóëà á ðîçâ'ÿçàíà áåç ðåïåðiâ. Ñïðàâæíÿ
ìàòåìàòèêà íàñïðàâäi ¹ òàêîþ æ. Îðòîíîðìîâàíi áàçèñè ìàþòü êîñèíóñè
êóòiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîâîðîòó, ùî ìiñòèòüñÿ â íèõ íåÿâíî.
Íàãàäà¹ìî, ùî êîìïîíåíòè îäèíè÷íîãî âåêòîðà ¹ ïðîñòî íàïðÿìíèìè
êîñèíóñàìè. Òèì íå ìåíø, ç ðåïåðàìè ïîòðiáíî ïðîñòî ïîáóäóâàòè
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äîâiëüíèì ÷èíîì. Ó íàñ ùå ¹ âèáið, àëå íàøi áàçèñè ïîâèííi ïîðîäæóâàòè
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öåé ïiäõiä iç òèì, ÿê çàäà÷à áóëà á ðîçâ'ÿçàíà áåç ðåïåðiâ. Ñïðàâæíÿ
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Íàãàäà¹ìî, ùî êîìïîíåíòè îäèíè÷íîãî âåêòîðà ¹ ïðîñòî íàïðÿìíèìè
êîñèíóñàìè. Òèì íå ìåíø, ç ðåïåðàìè ïîòðiáíî ïðîñòî ïîáóäóâàòè
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Íàãàäà¹ìî, ùî êîìïîíåíòè îäèíè÷íîãî âåêòîðà ¹ ïðîñòî íàïðÿìíèìè
êîñèíóñàìè. Òèì íå ìåíø, ç ðåïåðàìè ïîòðiáíî ïðîñòî ïîáóäóâàòè
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Ïåðåãëÿäàþ÷è ðîçâ'ÿçîê ïðèêëàäó 2.2.65, ñëóõà÷ ìîæå çàäàòèñÿ
çàïèòàííÿì, ÷è áóëà îñîáëèâà ïðè÷èíà äëÿ âèáîðó êîíêðåòíèõ
îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ

(−→u 1,
−→u 2

)
i
(−→w1,

−→w2

)
. Öå çîâñiì íå òàê. Âàæëèâå

ñïîñòåðåæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íåçàëåæíî âiä âèáîðó, òðè òî÷êè A,
A+−→u 1 i A+−→u 2 áóäóòü âiäîáðàæåíi â òî÷êè C, C +−→w1 i C +−→w2,
âiäïîâiäíî. Ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A i A+−→u 1, áóäå
âiäîáðàæåíà íà ïðÿìó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè C i C +−→w1. Ìè ìîãëè á
çàìiíèòè áàçèñè íà
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(−→w1,±−→w2
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, àáî
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−−→u 1,±−→u 2

)
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−−→w1,±−→w2

)
, i ìè îòðèìàëè á âiäïîâiäü íà íàøó çàäà÷ó. Ç iíøîãî áîêó,

ÿêùî ìè õî÷åìî îòðèìàòè æîðñòêèé ðóõ, òî âñå ìè íå áóäåìî ìiðêóâàòè
äîâiëüíèì ÷èíîì. Ó íàñ ùå ¹ âèáið, àëå íàøi áàçèñè ïîâèííi ïîðîäæóâàòè
îäíàêîâó îði¹íòàöiþ ïëîùèíè. Çîêðåìà, íàïðèêëàä, ìè íå çìîæåìî
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äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàãàëüíî¨ çàäà÷i âiäîáðàæåííÿ îäíi¹¨ íàïðÿìëåíî¨ ïðÿìî¨
òà òî÷êè íà iíøó íàïðÿìëåíó ïðÿìó òà òî÷êó. Êîðèñòóâà÷åâi ñëiä ïîðiâíÿòè
öåé ïiäõiä iç òèì, ÿê çàäà÷à áóëà á ðîçâ'ÿçàíà áåç ðåïåðiâ. Ñïðàâæíÿ
ìàòåìàòèêà íàñïðàâäi ¹ òàêîþ æ. Îðòîíîðìîâàíi áàçèñè ìàþòü êîñèíóñè
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A+−→u 1 i A+−→u 2 áóäóòü âiäîáðàæåíi â òî÷êè C, C +−→w1 i C +−→w2,
âiäïîâiäíî. Ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A i A+−→u 1, áóäå
âiäîáðàæåíà íà ïðÿìó, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè C i C +−→w1. Ìè ìîãëè á
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(−→w1,±−→w2
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, àáî
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−−→u 1,±−→u 2
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−−→w1,±−→w2
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, i ìè îòðèìàëè á âiäïîâiäü íà íàøó çàäà÷ó. Ç iíøîãî áîêó,

ÿêùî ìè õî÷åìî îòðèìàòè æîðñòêèé ðóõ, òî âñå ìè íå áóäåìî ìiðêóâàòè
äîâiëüíèì ÷èíîì. Ó íàñ ùå ¹ âèáið, àëå íàøi áàçèñè ïîâèííi ïîðîäæóâàòè
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çàïèòàííÿì, ÷è áóëà îñîáëèâà ïðè÷èíà äëÿ âèáîðó êîíêðåòíèõ
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òà òî÷êè íà iíøó íàïðÿìëåíó ïðÿìó òà òî÷êó. Êîðèñòóâà÷åâi ñëiä ïîðiâíÿòè
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.66

Çíàéäiòü ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹ òî÷êè A(−2, 1), B(0, 2) i C(−2, 4) ó
òî÷êè A′(4, 0), B′(6,−1) i C′(4,−3), âiäïîâiäíî.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðøå çàâäàííÿ � âèçíà÷èòè ðåïåðè F =
(−→u 1,

−→u 2,A
)
i

F ′ =
(−→u ′

1,
−→u ′

2,A
′) òàê, ùîá M = F ′F−1 (äèâ. ðèñ.).

0 x

y

C(−2, 4)

A(−2, 1)

B(0, 2)−→u 1

−→u 2

A′(4, 0)

B′(6,−1)

C′(4,−3)

−→u ′
1−→u ′

2
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C′(4,−3)
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1−→u ′
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ùî iñíóþòü ïðîñòiøi ñïîñîáè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ç ïðèêëàäó 2.2.66.
Íàïðèêëàä, ðóõ M òàêîæ ìîæíà îòðèìàòè, ïàðàëåëüíî ïåðåíåñøè òî÷êó
A â òî÷êó A′, à ïîòiì çðîáèòè âiäáèòòÿ ñòîñîâíî îñi x. Îäíàê, ùîá
ïiäêðåñëèòè òå, ùî áóëî ñêàçàíî ðàíiøå, âèêîðèñòàííÿ ðåïåðiâ � öå
ñèñòåìàòè÷íèé ïiäõiä, ÿêèé ìîæíà çàïðîãðàìóâàòè íà êîìï'þòåði.
Êîìï'þòåðè íå ìîæóòü �äèâèòèñÿ�.
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A â òî÷êó A′, à ïîòiì çðîáèòè âiäáèòòÿ ñòîñîâíî îñi x. Îäíàê, ùîá
ïiäêðåñëèòè òå, ùî áóëî ñêàçàíî ðàíiøå, âèêîðèñòàííÿ ðåïåðiâ � öå
ñèñòåìàòè÷íèé ïiäõiä, ÿêèé ìîæíà çàïðîãðàìóâàòè íà êîìï'þòåði.
Êîìï'þòåðè íå ìîæóòü �äèâèòèñÿ�.
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Ðåïåðè íà ïëîùèíi

Ñïîñòåðåæëèâèé ñëóõà÷ ìiã ïîìiòèòè, ïðîñòî ïîäèâèâøèñü íà ðèñ.,
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C(−2, 4)

A(−2, 1)

B(0, 2)−→u 1

−→u 2

A′(4, 0)

B′(6,−1)

C′(4,−3)

−→u ′
1−→u ′
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Äÿêóþ çà óâàãó!
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