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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Íåõàé P 1,P 2, . . . ,P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k, k ⩾ 1, � äâi ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê

íà ïëîùèíi. Ìè õîòiëè á âèçíà÷èòè, êîëè iñíó¹ ðóõ M , ÿêèé âiäîáðàæà¹
êîæíó òî÷êó P i â òî÷êó P ′

i, äëÿ i = 1, . . . , k. Îñêiëüêè ðóõ çàâæäè çáåðiãà¹

âiäñòàíi, òî ìiíiìàëüíîþ âèìîãîþ ¹ óìîâà
∣∣−−−→P iP j

∣∣ = ∣∣−−−→P ′
iP

′
j

∣∣ äëÿ âñiõ
i, j = 1, . . . , k. ×è öÿ óìîâà ¹ äîñòàòíüîþ?

Âèïàäîê 1. k = 1.

Ó öüîìó âèïàäêó íå ìà¹ æîäíèõ ïðîáëåì. Íàïðèêëàä, ïàðàëåëüíå

ïåðåíåñåííÿ T (Q) = Q+
−−−→
P 1P

′
1 âèêîíóâàëî á öþ ðîáîòó. Ôàêòè÷íî,

M = RT , äå R � äîâiëüíå îáåðòàííÿ (ïîâîðîò) íàâêîëî òî÷êè P ′
1. Iíøèìè

ñëîâàìè, iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ðiçíèõ ðóõiâ, ÿêi âiäîáðàæàþòü òî÷êó
P 1 â òî÷êó P ′

1.

Âèïàäîê 2. k = 2.

Ïðèïóñòèìî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî P 1 ̸= P 2. Ðîçãëÿíåìî
ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ T , ÿêå âèçíà÷åíå ó âèïàäêó 1, ùî òî÷êó P 1

âiäîáðàæà¹ â òî÷êó P ′
1. Çà ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî, ùî |

−−−−−−→
P ′

1T (P 2)| = |
−−−→
P ′

1P
′
2|.

Íåõàé α � êóò ìiæ âåêòîðàìè
−−−−−−→
P ′

1T (P 2) i
−−−→
P ′

1P
′
2, i íåõàé R � îáåðòàííÿ

íàâêîëî òî÷êè P ′
1 íà êóò α (äèâ. ðèñ.).
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P ′
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T (P 2)

P ′
2

α

Ëåãêî äîâåñòè, ùî ðóõ M = RT âèêîíó¹ òå, ùî ìè õî÷åìî, ÿê i ðóõ
M ′ = SRT , äå S � âiäáèòòÿ âiä ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè ÷åðåç
P ′

1 i P ′
2. Ðóõè M i M ′ ¹, î÷åâèäíî, ðiçíèìè.

Âèïàäîê 3. k = 3.

Íåõàé M i M ′ � ðóõè, âèçíà÷åíi ó âèïàäêó 2, ÿêi âiäîáðàæàþòü òî÷êè P 1 i
P 2 â òî÷êè P ′

1 i P ′
2, âiäïîâiäíî. Çà ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî, ùî

|
−−−−−−−→
P ′

1M(P 3)| = |
−−−→
P ′

1P
′
3| i |

−−−−−−−→
P ′

2M(P 3)| = |
−−−→
P ′

2P
′
3|.
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Íàñòóïíà ëåìà ñòâåðäæó¹, ùî àáî ðóõ M , àáî ðóõ M ′ ðîáèòü òå, ùî ìè
õî÷åìî, à ñàìå ìà¹ìî, ùî àáî M(P 3) = P ′

3, àáî M ′(P 3) = P ′
3.

Ëåìà 2.2.34
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|
−−→
AX| = |

−−→
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−−→
BX| = |

−−→
BC| ¹ X = C i X = R(C), äå R � âiäáèòòÿ
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2
(C +X) âiäðiçêà [C,X] ðîçòàøîâàíà íà

ïðÿìié L.

Ïiñëÿ òîãî, ÿê äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ, òî ìè íàñïðàâäi çàâåðøèëè
äîâåäåííÿ ëåìè, à òîìó ç îçíà÷åííÿ òî÷êè D âèïëèâà¹, ùî

X = C + 2
−−→
CD, ïðè÷îìó X ¹ òî÷êîþ êóäè âiäáèòòÿ âiäîáðàæà¹ òî÷êó D

(äèâ. ðèñ.).
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B

C
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X=R(C)

Ðîçãëÿíåìî òàêi ðiâíîñòi:

−−→
CD •

−−→
AD =

(
1
2
(C +

−→
X)−C
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•
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(C +

−→
X) +C
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−−→
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−−→
CC) • 1
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AC +

−−→
AX) = 1

4

(
|
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−−→
AX|2

)
= 0.

Àíàëîãi÷íî, ìîæíà äîâåñòè, ùî
−−→
CD •

−−→
BD = 0. Çâiäñè, î÷åâèäíî,

âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè
−−→
CD i

−−→
BD ïàðàëåëüíi, à îòæå, òî÷êà D ëåæèòü íà

ïðÿìié L. Öå äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ, à îòæå, i ëåìó. A ■
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi
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Íà ðèñ. (a) çîáðàæåíî òðè êîëà ç öåíòðàìè P 1, P 2 i P 3, ÿêi ìàþòü
ðàäióñè P 1P i, P 2P i i P 3P i, âiäïîâiäíî. Òî÷êà P i ëåæèòü íà ïåðåòèíi öèõ
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

P 1

P 3

P 2

P i

(a)

P ′
1

P ′
3

P ′
2

P ′
i

(b)

Íà ðèñ. (a) çîáðàæåíî òðè êîëà ç öåíòðàìè P 1, P 2 i P 3, ÿêi ìàþòü
ðàäióñè P 1P i, P 2P i i P 3P i, âiäïîâiäíî. Òî÷êà P i ëåæèòü íà ïåðåòèíi öèõ
êië. Íà ðèñ. (b) çîáðàæåíî âiäïîâiäíi êîëà íàâêîëî òî÷îê çîáðàæåííÿ.
Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî òî÷êà P i âiäîáðàæà¹òüñÿ íà ïåðåòèí öèõ êië, à ¨¨
îáðàç çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ P ′

i.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 33



Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi
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Íà ðèñ. (a) çîáðàæåíî òðè êîëà ç öåíòðàìè P 1, P 2 i P 3, ÿêi ìàþòü
ðàäióñè P 1P i, P 2P i i P 3P i, âiäïîâiäíî. Òî÷êà P i ëåæèòü íà ïåðåòèíi öèõ
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
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′
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iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)
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M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)
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Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)
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M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)
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Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Ìè ùîéíî íàâåëè êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.35 (òåîðåìà iñíóâàííÿ äëÿ ðóõiâ)

Íåõàé P 1,P 2, . . . , P k i P ′
1,P

′
2, . . . ,P

′
k � òî÷êè ç âëàñòèâiñòþ

|
−−−→
P iP j | = |

−−−→
P ′

iP
′
j | äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , k. Òîäi iñíó¹ ðóõ M òàêèé, ùî

M(P i) = P ′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, êîëè ìè âiäïîâiëè íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïåâíèõ ðóõiâ, äàâàéòå
äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæå ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ¹ áëèæ÷å?

Òåîðåìà 2.2.36

Ðóõ, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ìà¹ íåðóõîìîþ êîæíó òî÷êó
ïðÿìî¨, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè òî÷êàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ðóõ i ïðèïóñòèìî, ùî M(A,B) = (A,B) äëÿ äâîõ
ðiçíèõ òî÷îê A òà B. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà

B, à C � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ L. ßêùî C = A+ t
−−→
AB, òî ç ëåìè 2.2.3

âèïëèâà¹, ùî M(C) = M(A) + t
−−−−−−−−→
M(A)M(B). Iíøèìè ñëîâàìè,

M(C) = C, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ■

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Òåîðåìà 2.2.37

Áóäü-ÿêèé ðóõ ïëîùèíè, ùî çàëèøà¹ íåðóõîìèìè òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè,
¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A, B i C � òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè ïëîùèíè, à M �
ðóõ ç M(A,B,C) = (A,B,C). Íåõàé P � áóäü-ÿêà iíøà òî÷êà íà
ïëîùèíi. Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî M(P ) = P . Çà òåîðåìîþ 2.2.36 ðóõ M ¹
òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì íà òðüîõ õ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà òî÷êàìè ç
A, B, ÷è C. ßêùî P ëåæèòü íà öèõ ëiíiÿõ, òî äîâåäåííÿ ìè çàêií÷èëè;
iíàêøå ç ëåìè 2.2.4 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà äâîõ ç öèõ ïðÿìèõ.
Âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 2.2.36, ìè çíîâó ðîáèìî âèñíîâîê, ùî P �
íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ M . ■

Ëåìà 2.2.4

Íåõàé L1 i L2 � äâi ðiçíi ïðÿìi íà ïëîùèíi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi C. Íåõàé
P � äîâiëüíà òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü æîäíié ç öèõ ïðÿìèõ. Òîäi iñíóþòü òàêi äâi
ðiçíi òî÷êè A òà B íà ïðÿìèõ L1 i L2, âiäïîâiäíî, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié
L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà B.
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Òåîðåìà 2.2.37

Áóäü-ÿêèé ðóõ ïëîùèíè, ùî çàëèøà¹ íåðóõîìèìè òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè,
¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A, B i C � òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè ïëîùèíè, à M �
ðóõ ç M(A,B,C) = (A,B,C). Íåõàé P � áóäü-ÿêà iíøà òî÷êà íà
ïëîùèíi. Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî M(P ) = P . Çà òåîðåìîþ 2.2.36 ðóõ M ¹
òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì íà òðüîõ õ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà òî÷êàìè ç
A, B, ÷è C. ßêùî P ëåæèòü íà öèõ ëiíiÿõ, òî äîâåäåííÿ ìè çàêií÷èëè;
iíàêøå ç ëåìè 2.2.4 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà äâîõ ç öèõ ïðÿìèõ.
Âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 2.2.36, ìè çíîâó ðîáèìî âèñíîâîê, ùî P �
íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ M . ■

Ëåìà 2.2.4

Íåõàé L1 i L2 � äâi ðiçíi ïðÿìi íà ïëîùèíi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi C. Íåõàé
P � äîâiëüíà òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü æîäíié ç öèõ ïðÿìèõ. Òîäi iñíóþòü òàêi äâi
ðiçíi òî÷êè A òà B íà ïðÿìèõ L1 i L2, âiäïîâiäíî, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié
L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà B.
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Òåîðåìà 2.2.37

Áóäü-ÿêèé ðóõ ïëîùèíè, ùî çàëèøà¹ íåðóõîìèìè òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè,
¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A, B i C � òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè ïëîùèíè, à M �
ðóõ ç M(A,B,C) = (A,B,C). Íåõàé P � áóäü-ÿêà iíøà òî÷êà íà
ïëîùèíi. Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî M(P ) = P . Çà òåîðåìîþ 2.2.36 ðóõ M ¹
òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì íà òðüîõ õ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà òî÷êàìè ç
A, B, ÷è C. ßêùî P ëåæèòü íà öèõ ëiíiÿõ, òî äîâåäåííÿ ìè çàêií÷èëè;
iíàêøå ç ëåìè 2.2.4 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà äâîõ ç öèõ ïðÿìèõ.
Âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 2.2.36, ìè çíîâó ðîáèìî âèñíîâîê, ùî P �
íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ M . ■

Ëåìà 2.2.4

Íåõàé L1 i L2 � äâi ðiçíi ïðÿìi íà ïëîùèíi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi C. Íåõàé
P � äîâiëüíà òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü æîäíié ç öèõ ïðÿìèõ. Òîäi iñíóþòü òàêi äâi
ðiçíi òî÷êè A òà B íà ïðÿìèõ L1 i L2, âiäïîâiäíî, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié
L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà B.
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Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Òåîðåìà 2.2.37

Áóäü-ÿêèé ðóõ ïëîùèíè, ùî çàëèøà¹ íåðóõîìèìè òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè,
¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A, B i C � òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè ïëîùèíè, à M �
ðóõ ç M(A,B,C) = (A,B,C). Íåõàé P � áóäü-ÿêà iíøà òî÷êà íà
ïëîùèíi. Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî M(P ) = P . Çà òåîðåìîþ 2.2.36 ðóõ M ¹
òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì íà òðüîõ õ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà òî÷êàìè ç
A, B, ÷è C. ßêùî P ëåæèòü íà öèõ ëiíiÿõ, òî äîâåäåííÿ ìè çàêií÷èëè;
iíàêøå ç ëåìè 2.2.4 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà äâîõ ç öèõ ïðÿìèõ.
Âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 2.2.36, ìè çíîâó ðîáèìî âèñíîâîê, ùî P �
íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ M . ■

Ëåìà 2.2.4

Íåõàé L1 i L2 � äâi ðiçíi ïðÿìi íà ïëîùèíi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi C. Íåõàé
P � äîâiëüíà òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü æîäíié ç öèõ ïðÿìèõ. Òîäi iñíóþòü òàêi äâi
ðiçíi òî÷êè A òà B íà ïðÿìèõ L1 i L2, âiäïîâiäíî, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié
L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà B.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 33



Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Òåîðåìà 2.2.37

Áóäü-ÿêèé ðóõ ïëîùèíè, ùî çàëèøà¹ íåðóõîìèìè òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè,
¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A, B i C � òðè íåêîëiíåàðíi òî÷êè ïëîùèíè, à M �
ðóõ ç M(A,B,C) = (A,B,C). Íåõàé P � áóäü-ÿêà iíøà òî÷êà íà
ïëîùèíi. Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî M(P ) = P . Çà òåîðåìîþ 2.2.36 ðóõ M ¹
òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì íà òðüîõ õ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà òî÷êàìè ç
A, B, ÷è C. ßêùî P ëåæèòü íà öèõ ëiíiÿõ, òî äîâåäåííÿ ìè çàêií÷èëè;
iíàêøå ç ëåìè 2.2.4 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi ðiçíi òî÷êè, ÿêi ðîçòàøîâàíi íà äâîõ ç öèõ ïðÿìèõ.
Âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 2.2.36, ìè çíîâó ðîáèìî âèñíîâîê, ùî P �
íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ M . ■

Ëåìà 2.2.4

Íåõàé L1 i L2 � äâi ðiçíi ïðÿìi íà ïëîùèíi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi C. Íåõàé
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P � äîâiëüíà òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü æîäíié ç öèõ ïðÿìèõ. Òîäi iñíóþòü òàêi äâi
ðiçíi òî÷êè A òà B íà ïðÿìèõ L1 i L2, âiäïîâiäíî, ùî òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié
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T (A,B,C) = (A,B,C), òî ç òåîðåìè 2.2.37 âèïëèâà¹, ùî ðóõ T �
òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ïëîùèíè, òîáòî, ùî M = M ′. ■
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òà/àáî, ìîæëèâî, âiäáèòòÿ.
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çãàäàíîãî âèùå, i íàñëiäêó 2.2.38. ■
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Íàñëiäîê 2.2.39

Êîæåí ðóõ ïëîùèíè çîáðàæà¹òüñÿ ç ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ,
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çãàäàíîãî âèùå, i íàñëiäêó 2.2.38. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 33



Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Íàñëiäîê 2.2.38

Äâà ðóõè ïëîùèíè îáðàçè ÿêèõ çáiãàþòüñÿ â òðüîõ íåêîëiíåàðíèõ òî÷êàõ,
ðiâíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M i M ′ � ðóõè ïëîùèíè, i ïðèïóñòèìî, ùî
M(A,B,C) = M ′(A,B,C) äëÿ òðüîõ íåêîëiíåðíèõ òî÷îê A, B i C öi¹¨
ïëîùèíè. Ðîçãëÿíåìî ðóõ T = M−1M ′ öi¹¨ ïëîùèíè. Îñêiëüêè
T (A,B,C) = (A,B,C), òî ç òåîðåìè 2.2.37 âèïëèâà¹, ùî ðóõ T �
òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ïëîùèíè, òîáòî, ùî M = M ′. ■

Íàñëiäîê 2.2.39

Êîæåí ðóõ ïëîùèíè çîáðàæà¹òüñÿ ç ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ,
òà/àáî, ìîæëèâî, âiäáèòòÿ.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç êîíñòóêöi¨ âèïàäêó 3,
çãàäàíîãî âèùå, i íàñëiäêó 2.2.38. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 33



Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Íàñëiäîê 2.2.38

Äâà ðóõè ïëîùèíè îáðàçè ÿêèõ çáiãàþòüñÿ â òðüîõ íåêîëiíåàðíèõ òî÷êàõ,
ðiâíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M i M ′ � ðóõè ïëîùèíè, i ïðèïóñòèìî, ùî
M(A,B,C) = M ′(A,B,C) äëÿ òðüîõ íåêîëiíåðíèõ òî÷îê A, B i C öi¹¨
ïëîùèíè. Ðîçãëÿíåìî ðóõ T = M−1M ′ öi¹¨ ïëîùèíè. Îñêiëüêè
T (A,B,C) = (A,B,C), òî ç òåîðåìè 2.2.37 âèïëèâà¹, ùî ðóõ T �
òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ïëîùèíè, òîáòî, ùî M = M ′. ■

Íàñëiäîê 2.2.39

Êîæåí ðóõ ïëîùèíè çîáðàæà¹òüñÿ ç ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ,
òà/àáî, ìîæëèâî, âiäáèòòÿ.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç êîíñòóêöi¨ âèïàäêó 3,
çãàäàíîãî âèùå, i íàñëiäêó 2.2.38. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 33



Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Íàñëiäîê 2.2.38

Äâà ðóõè ïëîùèíè îáðàçè ÿêèõ çáiãàþòüñÿ â òðüîõ íåêîëiíåàðíèõ òî÷êàõ,
ðiâíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M i M ′ � ðóõè ïëîùèíè, i ïðèïóñòèìî, ùî
M(A,B,C) = M ′(A,B,C) äëÿ òðüîõ íåêîëiíåðíèõ òî÷îê A, B i C öi¹¨
ïëîùèíè. Ðîçãëÿíåìî ðóõ T = M−1M ′ öi¹¨ ïëîùèíè. Îñêiëüêè
T (A,B,C) = (A,B,C), òî ç òåîðåìè 2.2.37 âèïëèâà¹, ùî ðóõ T �
òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ïëîùèíè, òîáòî, ùî M = M ′. ■

Íàñëiäîê 2.2.39

Êîæåí ðóõ ïëîùèíè çîáðàæà¹òüñÿ ç ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ,
òà/àáî, ìîæëèâî, âiäáèòòÿ.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç êîíñòóêöi¨ âèïàäêó 3,
çãàäàíîãî âèùå, i íàñëiäêó 2.2.38. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 33



Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Íàñëiäîê 2.2.38

Äâà ðóõè ïëîùèíè îáðàçè ÿêèõ çáiãàþòüñÿ â òðüîõ íåêîëiíåàðíèõ òî÷êàõ,
ðiâíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M i M ′ � ðóõè ïëîùèíè, i ïðèïóñòèìî, ùî
M(A,B,C) = M ′(A,B,C) äëÿ òðüîõ íåêîëiíåðíèõ òî÷îê A, B i C öi¹¨
ïëîùèíè. Ðîçãëÿíåìî ðóõ T = M−1M ′ öi¹¨ ïëîùèíè. Îñêiëüêè
T (A,B,C) = (A,B,C), òî ç òåîðåìè 2.2.37 âèïëèâà¹, ùî ðóõ T �
òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ïëîùèíè, òîáòî, ùî M = M ′. ■

Íàñëiäîê 2.2.39

Êîæåí ðóõ ïëîùèíè çîáðàæà¹òüñÿ ç ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ, îáåðòàííÿ,
òà/àáî, ìîæëèâî, âiäáèòòÿ.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç êîíñòóêöi¨ âèïàäêó 3,
çãàäàíîãî âèùå, i íàñëiäêó 2.2.38. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 33



Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Òåîðåìà 2.2.36 ñòàâèòü òàêå çàïèòàííÿ: ÷è ¹ ðóõ ïëîùèíè, ÿêèé ìà¹ äâi
ðiçíi òî÷êè íåðóõîìèìè, íàñïðàâäi òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì? Öå íå òàê.
Âiäîáðàæåííÿ, âèãëÿäó T (x, y) = (x,−y), ìîæóòü çàëèøàòè âñi òî÷êè
ïðÿìî¨ íåðóõîìèìè, àëå âñå îäíî âîíî íå áóäå òîòîæíèì.

Òåîðåìà 2.2.40

Ðóõ M ïëîùèíè, ÿêèé ìà¹ äâi ðiçíi òî÷êè A òà B ïëîùèíè íåðóõîìèìè, ¹
àáî òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, àáî âiäáèòòÿì ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà B.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2.2.36 ðóõ M ìà¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè âñi òî÷êè
ïðÿìî¨ L. Íåõàé C � äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè, ÿêå íå ëåæèòü íà ïðÿìié
L. Ç ëåìè 2.2.34 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà C ¹ îáðàçîì ñòîñîâíî ðóõó M ñàìî¨
ñåáå, àáî îáðàçîì âiäáèòòÿ òî÷êè C′ ñòîñîâíî ïðÿìî¨ L. Òîäi òâåðäæåííÿ
òåîðåìè òåïåð âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2.2.38, îñêiëüêè íàì âiäîìî, ùî ðîáèòü
ðóõ M ó òðüîõ òî÷êàõ. ■
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