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Ëåêöiÿ 30: Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Iíøèì iíòó¨òèâíî ïðîñòèì ðóõîì ¹ îáåðòàííÿ ïëîùèíè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.11

Íåõàé θ ∈ R. Âiäîáðàæåííÿ R : R2 → R2 âèãëÿäó R(r, α) = (r, α+ θ), äå
òî÷êè âèðàæåíi â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ, íàçèâà¹òüñÿ îáåðòàííÿì íàâêîëî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò θ.

Âèêîðèñòàííÿ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò áóëî ïðîñòèì ñïîñîáîì îçíà÷åííÿ
îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, àëå íå ¹ çðó÷íèì ç òî÷êè çîðó
îá÷èñëåíü (äèâ. ðèñ.).
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Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

p = (r, α)

p = (r, α+ θ)

y

x
α

θ

Ùîá âèâåñòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ R â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ, ìè
âèêîðèñòîâó¹ìî îñíîâíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè
(r, α) i äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè (x, y) äëÿ òî÷êè p:

x = r cosα;

y = r sinα.
(1)

Íåõàé R(x, y) = (x′, y′). Îñêiëüêè R(r, α) = (r, α+ θ), òî

x′ = r cos(α+ θ) = r cosα cos θ − r sinα sin θ;

y′ = r sin(α+ θ) = r sinα cos θ + r cosα sin θ.
(2)

Çðîáèâøè çàìiíó (1) ó ôîðìóëi (2), îòðèìó¹ìî
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Ïðèêëàä 2.2.14

Ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò
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Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî îáåðòàííÿ íà
êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ,
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòàííÿ.
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Íàì íå ïîòðiáíî áóëî ðîçâ'ÿçóâàòè ïåðøó ìíîæèíó ðiâíÿíü äëÿ x i y
áåçïîñåðåäíüî.
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√
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y;

y′ =

√
3

2
x+

1

2
y.

Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî îáåðòàííÿ íà
êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ,
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòàííÿ.
Ó íàøîìó ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî îáåðòàííÿ ¹ òàêèìè
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√
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y = −
√
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2
x′ +

1

2
y′.

Íàì íå ïîòðiáíî áóëî ðîçâ'ÿçóâàòè ïåðøó ìíîæèíó ðiâíÿíü äëÿ x i y
áåçïîñåðåäíüî.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.14
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Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî îáåðòàííÿ íà
êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ,
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòàííÿ.
Ó íàøîìó ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî îáåðòàííÿ ¹ òàêèìè
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Íàì íå ïîòðiáíî áóëî ðîçâ'ÿçóâàòè ïåðøó ìíîæèíó ðiâíÿíü äëÿ x i y
áåçïîñåðåäíüî.
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Ïðèêëàä 2.2.14
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Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî îáåðòàííÿ íà
êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ,
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòàííÿ.
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Íàì íå ïîòðiáíî áóëî ðîçâ'ÿçóâàòè ïåðøó ìíîæèíó ðiâíÿíü äëÿ x i y
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Ïðèêëàä 2.2.14
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êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ,
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòàííÿ.
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Ïðèêëàä 2.2.14
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êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ,
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòàííÿ.
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x =
1

2
x′ +

√
3

2
y′;

y = −
√
3

2
x′ +

1

2
y′.
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Ïðèêëàä 2.2.14
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Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî îáåðòàííÿ íà
êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ,
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòàííÿ.
Ó íàøîìó ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî îáåðòàííÿ ¹ òàêèìè
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Ïðèêëàä 2.2.14
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Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî îáåðòàííÿ íà
êóò θ ¹ ïðîñòî îáåðòàííÿì íà êóò −θ, à îòæå, ìàþ÷è ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ,
ëåãêî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ äî öüîãî îáåðòàííÿ.
Ó íàøîìó ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ äëÿ îáåðíåíîãî îáåðòàííÿ ¹ òàêèìè

x =
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Íàì íå ïîòðiáíî áóëî ðîçâ'ÿçóâàòè ïåðøó ìíîæèíó ðiâíÿíü äëÿ x i y
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Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.15

Ïðîäîâæóþ÷è ïðèêëàä 2.2.14, ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî÷åìî çíàéòè îáðàç L′

ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
−3x+ 2y = 2.

Ðîçâ'ÿçîê. Âñå, ùî íàì ïîòðiáíî çðîáèòè, öå çàìiíèòè x i y:

−3
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1
2
x′ +

√
3

2
y′
)
+ 2

(
−

√
3
2
x′ + 1

2
y′
)
= 2.

Ñïðîñòèâøè âèðàçè òà îïóñòèâøè ñèìâîë � ′� ó çìiííèõ, îòðèìó¹ìî
ðiâíÿííÿ äëÿ ïðÿìî¨ L′(

− 3
2
−

√
3
)
x+

(
−3

√
3

2
+ 1

)
y = 2.

Çâè÷àéíî, ìè ìîãëè á òàêîæ çíàéòè äâi ðiçíi òî÷êè p i q íà ïðÿìié L, à
ïîòiì îá÷èñëèòè ðiâíÿííÿ äëÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè R(p)
i R(q), àëå ó öüîìó âèïàäêó áóëî á áiëüøå ðîáîòè. ■

Ïîêè ùî ìè ðîçãëÿäàëè ëèøå îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, àëå
ëåãêî âèçíà÷èòè îáåðòàííÿ íàâêîëî äîâiëüíî¨ òî÷êè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.16

Íåõàé p ∈ R2. Óçàãàëüíåíå îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p íà êóò θ
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ R = TR0T

−1, äå T � ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, ùî
âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó p i R0 � îáåðòàííÿ íàâêîëî òî÷êè
ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò θ. Òî÷êà p íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì îáåðòàííÿ
âiäîáðàæåííÿ R.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Ïðèêëàä 2.2.15

Ïðîäîâæóþ÷è ïðèêëàä 2.2.14, ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî÷åìî çíàéòè îáðàç L′

ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
−3x+ 2y = 2.
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Çâè÷àéíî, ìè ìîãëè á òàêîæ çíàéòè äâi ðiçíi òî÷êè p i q íà ïðÿìié L, à
ïîòiì îá÷èñëèòè ðiâíÿííÿ äëÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè R(p)
i R(q), àëå ó öüîìó âèïàäêó áóëî á áiëüøå ðîáîòè. ■

Ïîêè ùî ìè ðîçãëÿäàëè ëèøå îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, àëå
ëåãêî âèçíà÷èòè îáåðòàííÿ íàâêîëî äîâiëüíî¨ òî÷êè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.16

Íåõàé p ∈ R2. Óçàãàëüíåíå îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p íà êóò θ
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ R = TR0T

−1, äå T � ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, ùî
âiäîáðàæà¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó òî÷êó p i R0 � îáåðòàííÿ íàâêîëî òî÷êè
ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò θ. Òî÷êà p íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì îáåðòàííÿ
âiäîáðàæåííÿ R.
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Ïðèêëàä 2.2.15

Ïðîäîâæóþ÷è ïðèêëàä 2.2.14, ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî÷åìî çíàéòè îáðàç L′

ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
−3x+ 2y = 2.
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ïîòiì îá÷èñëèòè ðiâíÿííÿ äëÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè R(p)
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Íåõàé p ∈ R2. Óçàãàëüíåíå îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p íà êóò θ
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Ïðèêëàä 2.2.15

Ïðîäîâæóþ÷è ïðèêëàä 2.2.14, ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî÷åìî çíàéòè îáðàç L′

ïðÿìî¨ L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
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Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ïðèêëàäó 2.2.17 óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî òåîðåìè 2.2.18,
äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìè ïðîïîíó¹ìî ïðîâåñòè ñëóõà÷àì ñàìîñòiéíî.

Òåîðåìà 2.2.18

Ðiâíÿííÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî òî÷êè p = (a, b) íà êóò θ ìàþòü âèãëÿä

x′ = (x− a) cos θ − (y − b) sin θ + a;

y′ = (x− a) sin θ + (y − b) cos θ + b.

Òðè öiêàâi âëàñòèâîñòi îáåðòàíü ïðåäñòàâëåíi â òâåðäæåííi 2.2.19.

Òâåðäæåííÿ 2.2.19

(1) Ëèøå íåðóõîìà òî÷êà îáåðòàííÿ, ÿêå íå ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì, ¹
éîãî öåíòð.

(2) Óñi îáåðòàííÿ çìiíþþòü íàõèë ïðÿìî¨, ÿêùî îáåðòàííÿ íå
âiäáóâà¹òüñÿ íà êóò 0 àáî π.

(3) Òiëüêè îáåðòàííÿ íà êóò 0 àáî π ìàþòü iíâàðiàíòíó (íåðóõîìó) ïðÿìó.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ëèøå òâåðäæåííÿ (2). Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
(1) çàëèøà¹ìî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó, à òâåðäæåííÿ (3) ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ (2).

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Äîáðå âiäîìî ç òâåðäæåííÿ 2.2.10, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ íå
çìiíþþòü êóòà íàõèëó ïðÿìî¨. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (2)
äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ax+ by = c. ßêùî R � îáåðòàííÿ íà êóò θ i
L′ = R(L), òî ïiäñòàâèâøè äëÿ x i y ðiâíîñòi äëÿ R−1, îòðèìó¹ìî, ùî

a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c

¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè ïðÿìà L àáî ïðÿìà L′ ¹ âåðòèêàëüíîþ ¹ î÷åâèäíèì, i ìè
çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé
êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹

b sin θ − a cos θ

a sin θ + b cos θ
.

Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Äîáðå âiäîìî ç òâåðäæåííÿ 2.2.10, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ íå
çìiíþþòü êóòà íàõèëó ïðÿìî¨. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (2)
äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ax+ by = c. ßêùî R � îáåðòàííÿ íà êóò θ i
L′ = R(L), òî ïiäñòàâèâøè äëÿ x i y ðiâíîñòi äëÿ R−1, îòðèìó¹ìî, ùî

a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c

¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè ïðÿìà L àáî ïðÿìà L′ ¹ âåðòèêàëüíîþ ¹ î÷åâèäíèì, i ìè
çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé
êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹

b sin θ − a cos θ

a sin θ + b cos θ
.

Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Äîáðå âiäîìî ç òâåðäæåííÿ 2.2.10, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ íå
çìiíþþòü êóòà íàõèëó ïðÿìî¨. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (2)
äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ax+ by = c. ßêùî R � îáåðòàííÿ íà êóò θ i
L′ = R(L), òî ïiäñòàâèâøè äëÿ x i y ðiâíîñòi äëÿ R−1, îòðèìó¹ìî, ùî

a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c

¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè ïðÿìà L àáî ïðÿìà L′ ¹ âåðòèêàëüíîþ ¹ î÷åâèäíèì, i ìè
çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé
êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹

b sin θ − a cos θ

a sin θ + b cos θ
.

Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Äîáðå âiäîìî ç òâåðäæåííÿ 2.2.10, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ íå
çìiíþþòü êóòà íàõèëó ïðÿìî¨. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (2)
äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ax+ by = c. ßêùî R � îáåðòàííÿ íà êóò θ i
L′ = R(L), òî ïiäñòàâèâøè äëÿ x i y ðiâíîñòi äëÿ R−1, îòðèìó¹ìî, ùî

a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c

¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè ïðÿìà L àáî ïðÿìà L′ ¹ âåðòèêàëüíîþ ¹ î÷åâèäíèì, i ìè
çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé
êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹

b sin θ − a cos θ

a sin θ + b cos θ
.

Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Äîáðå âiäîìî ç òâåðäæåííÿ 2.2.10, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ íå
çìiíþþòü êóòà íàõèëó ïðÿìî¨. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (2)
äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ax+ by = c. ßêùî R � îáåðòàííÿ íà êóò θ i
L′ = R(L), òî ïiäñòàâèâøè äëÿ x i y ðiâíîñòi äëÿ R−1, îòðèìó¹ìî, ùî

a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c

¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè ïðÿìà L àáî ïðÿìà L′ ¹ âåðòèêàëüíîþ ¹ î÷åâèäíèì, i ìè
çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé
êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹

b sin θ − a cos θ

a sin θ + b cos θ
.

Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■
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çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
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êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹

b sin θ − a cos θ

a sin θ + b cos θ
.

Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 30



Îáåðòàííÿ â ïëîùèíi

Äîáðå âiäîìî ç òâåðäæåííÿ 2.2.10, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ íå
çìiíþþòü êóòà íàõèëó ïðÿìî¨. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (2)
äëÿ îáåðòàííÿ R íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé L � ïðÿìà, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ax+ by = c. ßêùî R � îáåðòàííÿ íà êóò θ i
L′ = R(L), òî ïiäñòàâèâøè äëÿ x i y ðiâíîñòi äëÿ R−1, îòðèìó¹ìî, ùî

a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c

¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
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âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé
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¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
âèïàäêó, êîëè ïðÿìà L àáî ïðÿìà L′ ¹ âåðòèêàëüíîþ ¹ î÷åâèäíèì, i ìè
çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé
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Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■
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Äîáðå âiäîìî ç òâåðäæåííÿ 2.2.10, ùî ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ íå
çìiíþþòü êóòà íàõèëó ïðÿìî¨. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ (2)
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çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
âèçíà÷åíi êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êóòîâèé
êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹
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a sin θ + b cos θ
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ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
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a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c

¹ ðiâíÿííÿì äëÿ ïðÿìî¨ L′. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (3) ó ñïåöiàëüíîìó
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a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c
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çàëèøà¹ìî éîãî ñëóõà÷àì ÿê âïðàâó. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî
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a(x cos θ + y sin θ) + b(−x sin θ + y cos θ) = c
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êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ L′ äîðiâíþ¹

b sin θ − a cos θ

a sin θ + b cos θ
.

Îäíàê öÿ ÷àñòêà íiêîëè íå ìîæå äîðiâíþâàòè êóòîâîìó êîåôiöi¹íòîâi
ïðÿìî¨ L, ÿêèé äîðiâíþ¹ −a

b
, ÿêùî sin θ = 0, òîáòî θ = 0 àáî θ = π.

(Ïðîñòî âñòàíîâiòü îáèäâà âèðàçè ðiâíèìè i ñïðîñòiòü îòðèìàíå ðiâíÿííÿ,
ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü b2 sin θ = −a2 sin θ.) Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ■
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Äÿêóþ çà óâàãó!

Äÿêóþ çà óâàãó!
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