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Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28
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Îçíà÷åííÿ 2.2.1

Ïåðåòâîðåííÿ M : Rn → Rn íàçèâà¹òüñÿ ðóõîì, içîìåòði¹þ, àáî
êîíãðóåíòíèì ïåðåòâîðåííÿì, ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Rn, ÿêùî∣∣−−−−−−−→M(p)M(q)

∣∣ = |−→pq| ,

äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè òî÷îê p, q ∈ Rn.

Ïðîñòiøå êàæó÷è, ðóõè � öå âiäîáðàæåííÿ, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü. ßêùî
çîñåðåäèòèñÿ íà öüîìó àñïåêòi, òî ìàòåìàòèêè çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü
òåðìií �içîìåòðiÿ� , êîëè ãîâîðÿòü ïðî âiäîáðàæåííÿ ìiæ äîâiëüíèìè
ïðîñòîðàìè, ùî çáåðiãàþòü âiäñòàíü. Òåðìií �ðóõ� ïîïóëÿðíèé ó êîíòåêñòi
âiäîáðàæåíü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Rn.
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äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè òî÷îê p, q ∈ Rn.

Ïðîñòiøå êàæó÷è, ðóõè � öå âiäîáðàæåííÿ, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü. ßêùî
çîñåðåäèòèñÿ íà öüîìó àñïåêòi, òî ìàòåìàòèêè çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü
òåðìií �içîìåòðiÿ� , êîëè ãîâîðÿòü ïðî âiäîáðàæåííÿ ìiæ äîâiëüíèìè
ïðîñòîðàìè, ùî çáåðiãàþòü âiäñòàíü. Òåðìií �ðóõ� ïîïóëÿðíèé ó êîíòåêñòi
âiäîáðàæåíü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Rn.
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(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.
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äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
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Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.
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Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.
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Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.
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Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.
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Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.
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Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.
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Ðóõ

Òåîðåìà 2.2.2

(1) Ðóõè çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ �ìiæ�.a

(2) Ðóõè çáåðiãàþòü êîëiíåðàíiñòü i íåêîëiíåàðíiñòü.

(3) Ðóõè âiäîáðàæàþòü ïðÿìi â ïðÿìi.

aÂiäíîøåííÿ �ìiæ� òàêîæ íàçèâàþòü ïðîìiæíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) ïðèéìåìî, ùî M � ðóõ i C �
òî÷êà ìiæ äâîìà òî÷êàìè A i B. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Ìè
äîâåäåìî, ùî òî÷êà C′ ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Òîäi ìà¹ìî,
ùî ∣∣−−−→A′B′∣∣ = ∣∣−−→AB

∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣+ ∣∣−−→CB

∣∣ = ∣∣−−−→A′C′∣∣+ ∣∣−−−→C′B′∣∣.
Ïåðøà i òðåòÿ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ðóõó. Äðóãà ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.4.8. Çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1.4.8,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (1).

Òâåðäæåííÿ (2) i (3) âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ (1). ■

Òâåðäæåííÿ 1.4.8

Íåõàé p, q ∈ Rn. Òîäi
[p, q] =

{
x ∈ Rn | |−→px| + |−→xq| = |−→pq|

}
.
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Ðóõ

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Îñêiëüêè M � ðóõ, òî∣∣−−−→A′C′∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣ = |t|

∣∣−−→AB
∣∣ = |t|

∣∣−−−→A′B′∣∣.
Ðîçãëÿíåìî òðè ìîæëèâi âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. 0 ⩽ t ⩽ 1.
Âèïàäîê 2. 1 < t.
Âèïàäîê 3. t < 0.

Ó âèïàäêó 1, òî÷êà C ¹ ìiæ òî÷êàìè A òà B. Çà òâåðäæåííÿì 1.4.9 ëèøå

X1 = A′ + t
−−−→
A′B′ àáî X2 = A′ − t

−−−→
A′B′

¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ ∣∣−−−→A′X′∣∣ = |t|
∣∣−−−→A′B′∣∣.

Ç íèõ ëèøå òî÷êà X′ ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A′ òà B′. Çà òâåðäæåííÿì (1)
òåîðåìè 2.2.2 ìà¹ìî, ùî C′ = X1, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ëåìè, ÿêùî
âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê 1.
Äîâåäåííÿ â iíøèõ äâîõ âèïàäêàõ ïîäiáíi òà ìè çàëèøà¹ìî ¨õ ÿê âïðàâè
äëÿ ÷èòà÷iâ. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó 2 òî÷êà B ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A
òà C, à ó âèïàäêó 3 òî÷êà A ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè C òà B. ■
Òâåðäæåííÿ 1.4.9

Íåõàé p � òî÷êà íà ïðÿìié L. ßêùî c > 0, òî iñíó¹ äâi òà ëèøå äâi òî÷êè x íà L òàêi,

ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü |−→px| = c.
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Ðóõ

Ëåìà 2.2.3

Íåõàé M � ðóõ. ßêùî C = A+ t
−−→
AB = (1− t)A+ tB,

òî
M(C) = M(A) + t

−−−−−−−−−→
M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Îñêiëüêè M � ðóõ, òî∣∣−−−→A′C′∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣ = |t|

∣∣−−→AB
∣∣ = |t|

∣∣−−−→A′B′∣∣.
Ðîçãëÿíåìî òðè ìîæëèâi âèïàäêè.
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M(A)M(B) = (1− t)M(A) + tM(B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (A′,C′,B′) = M(A,C,B). Îñêiëüêè M � ðóõ, òî∣∣−−−→A′C′∣∣ = ∣∣−−→AC
∣∣ = |t|

∣∣−−→AB
∣∣ = |t|

∣∣−−−→A′B′∣∣.
Ðîçãëÿíåìî òðè ìîæëèâi âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. 0 ⩽ t ⩽ 1.
Âèïàäîê 2. 1 < t.
Âèïàäîê 3. t < 0.

Ó âèïàäêó 1, òî÷êà C ¹ ìiæ òî÷êàìè A òà B. Çà òâåðäæåííÿì 1.4.9 ëèøå

X1 = A′ + t
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A′B′ àáî X2 = A′ − t

−−−→
A′B′
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äëÿ ÷èòà÷iâ. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó 2 òî÷êà B ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A
òà C, à ó âèïàäêó 3 òî÷êà A ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè C òà B. ■
Òâåðäæåííÿ 1.4.9

Íåõàé p � òî÷êà íà ïðÿìié L. ßêùî c > 0, òî iñíó¹ äâi òà ëèøå äâi òî÷êè x íà L òàêi,

ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü |−→px| = c.
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Ëåìà 2.2.4
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Íåõàé P � äîâiëüíà òî÷êà, ÿêà íå íàëåæèòü æîäíié ç öèõ ïðÿìèõ. Òîäi
iñíóþòü òàêi äâi ðiçíi òî÷êè A òà B íà ïðÿìèõ L1 i L2, âiäïîâiäíî, ùî
òî÷êà P ëåæèòü íà ïðÿìié L, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè A òà B.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé −→v 1 i −→v 2 � íàïðÿìíi âåêòîðè ïðÿìèõ L1 i L2,
âiäïîâiäíî (äèâ. ðèñ.).
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−→v1
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Âåêòîðè −→v 1 i −→v 2 ëiíiéíî íåçàëåæíi, îñêiëüêè ïðÿìi L1 i L2 íå ¹
ïàðàëåëüíèìè. Íåõàé A = C + a−→v 1 � òî÷êà íà ïðÿìié L1 ç a > 0, i íåõàé
L � ïðÿìà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òî÷êàìè P i A. Äëÿ òîãî, ùîá çíàòè òî÷êó
ïåðåòèíó ïðÿìèõ L i L2 íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

P + s
−−→
PA = C + t−→v 2

äëÿ äiéñíèõ çìiííèõ s i t. Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê
sa−→v 1 − t−→v 2 = (1− s)

−−→
PC. (1)

Îñêiëüêè âåêòîðè −→v 1 i −→v 2 ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî s ̸= 1 i ðiâíÿííÿ (1) ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ çìiííèõ s i t. Ïðèéìåìî B = P + s
−−→
PA. ■
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âèïëèâà¹, ùî C′ = M(A+ t
−−→
AB) i íàøå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 28



Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ðóõó ¹ âñi¹þ ïëîùèíîþ:

Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2

i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü T : X → X çà ôîðìóëîþ
T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü òà
îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ âiäñòàíü, çáåðiãàþòü
âiäñòàíü. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü ¹ áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ
îïåðàöi¹þ â Rn, òî ç âèùå ñêàçàíîãî òà ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹ òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2.7

Ðóõè â Rn ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü óòâîðþþòü ãðóïó.
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Ðóõ

Õî÷à áàãàòî ç òîãî, ùî ìè äîâåäåìî ïðî ðóõè, çàëåæèòü ëèøå âiä ¨õ
âëàñòèâîñòi çáåðiãàòè âiäñòàíü, à íå âiä ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ìîæå áóòè âàæëèâîþ. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî â
ëåìi 2.2.5 áåçïåðå÷íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òîé ôàêò, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
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Ïðèêëàä 2.2.6

Íåõàé
X = {(x, y) | x > 0} ⊆ R2
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T (x, y) = (x+ 1, y). Âiäîáðàæåííÿ T íå ¹, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíèì.
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Òåîðåìà 2.2.7
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Iäåÿ ðóõó ÿê âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ âiäñòàíü, iíòó¨òèâíî ïðîñòà äëÿ
ðîçóìiííÿ, àëå âîíà íå äóæå êîðèñíà äëÿ îá÷èñëåíü. Ó ïðîöåñi îòðèìàííÿ
ïðîñòîãî àíàëiòè÷íîãî îïèñàííÿ ðóõiâ ìè íå ëèøå îòðèìà¹ìî áàãàòî
ãåîìåòðè÷íèõ óÿâëåíü, àëå é ïîïðàêòèêó¹ìîñÿ ó âèêîðèñòàííi ëiíiéíî¨
àëãåáðè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷. Ìè ïî÷èíà¹ìî íàøå
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âèêîðèñòîâóâàòè ÿê áóäiâåëüíi áëîêè, ç ÿêèõ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè âñi
åëåìåíòè êëàñó áóòè �ïîðîäæåíèì�.
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