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ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T ¹ ïëîùèíîþ â ïðîñòîði Rn.
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Îòæå, iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà c ∈ im(T ), ÿêà ¹ íàéáëèæ÷îþ äî òî÷êè b. ßêùî
ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ T ñþð'¹êòèâíå, òî, î÷åâèäíî, ùî c = b. Íåñêëàäíî
äîâåñòè, ùî ïîâíèé ïðîîáðàç T−1(c) ¹ ïëîùèíîþ â Rm, ÿêà ¹
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Âiäîáðàæåííÿ T+ íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíèì àáî îáåðíåíèì çà

Ìóðîì-Ïåíðîóçîì äî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ T .

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà î÷åâèäíà ëåìà:

Ëåìà 1.16.2

Âiäîáðàæåííÿ T+ êîðåêòíî âèçíà÷åíå òà T+ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðèêëàä 1.16.3

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ T : R2 → R, ÿêå âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

T (x, y) = x− y.

Íåõàé b ∈ R. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî óçàãàëüíåíî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ
T+ : R → R2 äî âiäîáðàæåííÿ T âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

T+(b) =
b

2
(1,−1).
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Î÷åâèäíî, ùî òî÷êà a ¹ ñàìå îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ âåêòîðà (b, 0) íà
ïðÿìó L, òîáòî −→a = (−→u • (b, 0))−→u = b

2
(1,−1),

äëÿ äîâiëüíîãî îäèíè÷íîãî íàïðÿìíîãî âåêòîðà −→u ïðÿìî¨ L. Íàïðèêëàä,
ìè ìîæåìî âèáðàòè çà íàïðÿìíèé âåêòîð äëÿ ïðÿìî¨ L âåêòîð
−→u =

(
1√
2
,− 1√

2

)
. ■
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 27



Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñ öiêàâèòü ìàòðè÷íà âåðñiÿ óçàãàëüíåíîãî îáåðíåíîãî ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ. Íåõàé
T : Rm → Rn � ïðèðîäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹ öié ìàòðèöi
òà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ T (−→x ) = −→xA.

Îçíà÷åííÿ 1.16.4

m× n-ìàòðèöÿ A+ óçàãàëüíåíîãî îáåðåíåíîãî âiäîáðàæåííÿ T+

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíî îáåðíåíîþ (àáî ïñåâäî-îáåðíåíîþ, àáî
îáåðåíåíîþ ìàòðèöåþ Ìóðà�Ïåíðîóçà) äëÿ ìàòðèöi A.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.16.5

(1) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

AA+A = A, A+AA+ = A+, (A+A)T = A+A i (AA+)T = AA+.

(2) Óçàãàëüíåíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A+ äëÿ ìàòðèöi A îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ òîòîæíîñòÿìè óìîâè (1), òîáòî, ÿêùî ìàòðèöÿ G
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

AGA = A, GAG = G, (GA)T = GA i (AG)T = AG,

òî G = A+.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Íàñëiäîê 1.16.6

(1) ßêùî A � äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ ðàíãó n, òî

A+ = (ATA)−1AT .

(2) ßêùî A � äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ ðàíãó m, òî

A+ = AT (ATA)−1.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 1.16.6 âèïëèâàþòü ç òåîðåìè 1.16.5(2).
Ó âèïàäêó òâåðäæåííÿ (1) ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ATA ¹ íåâèðîäæåíîþ
n× n-ìàòðèöåþ òà ìàòðèöÿ (ATA)−1AT çàäîâîëüíÿ¹ âñi ðiâíîñòi
òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè 1.16.5.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2) àíàëîãi÷íå. ■
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Ãàðíå çàñòîñóâàííÿ óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6 äî
ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî íàì äàíî äiéñíó
m× n-ìàòðèöþ A ç n > m i b ∈ Rn. Ìè õî÷åìî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

−→xA =
−→
b (1)

äëÿ
−→
b ∈ Rm. Íà æàëü, ñèñòåìà ðiâíÿíü, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (1),

ïåðåâèçíà÷åíà òà ìîæå é íå ìàòè ðîçâ'ÿçêó. Íàéêðàùå, ùî ìè ìîæåìî
çðîáèòè â çàãàëüíîìó âèïàäêó, � öå ðîçâ'ÿçàòè òàêó çàäà÷ó:

Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ: äëÿ äiéñíî¨ m× n-ìàòðèöi A ç n > m i

âåêòîðà
−→
b ∈ Rn, çíàòè âåêòîð −→a 0 ∈ Rm, ÿêèé ìiíiìiçó¹ âiäñòàíü

|−→aA−
−→
b |, òîáòî çíàéòè âåêòîð −→a 0 ∈ Rm òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà

|−→a 0A−
−→
b | = min−→a∈Rm

{
|−→aA−

−→
b |

}
. (2)

Ïîÿñíèòè íàçâó öüîãî ìåòîäó ëåãêî. Íåõàé

A = (aij),
−→a = (a1, a2, . . . , am) i

−→
b = (b1, b2, . . . , bn).

Ðiâíiñòü (2) íàìàãà¹òüñÿ çíàéòè ìiíiìóì äëÿ√√√√ n∑
i=1

(
(a1a1i + a2a2i + · · ·+ amami)− bi

)2
.
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}
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 27



Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 27



Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè íàìàãà¹ìîñü çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó
ïðîñòîði Rm+1, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0 (3)

ùî íàéêðàùå âiäïîâiäà¹ äàíèì òî÷êàì pi = (a1i, a2i, . . . , ami, bi) ∈ Rm+1 ó
òîìó ñåíñi, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

Òåîðåìà 1.16.8

ßêùî ìàòðèöÿ A â ìåòîäi íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ìà¹ ðàíã m, òî iñíó¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê −→a 0, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

−→a 0 = A+(
−→
b ) = AT (AAT )−1(

−→
b ).

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó −→a 0 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî¨ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi òà íàñëiäêó 1.16.6(2). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
−→a 0 âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöi A íóëü-âåêòîð

−→
0 . ■

Íåîáõiäíî çàçíà÷èòè, ùî ïëîùèíè, âèçíà÷åíi ðiâíÿííÿì (3), ¹
ïiäìíîæèíîþ âñiõ m-âèìiðíèõ ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê
êîîðäèíàò, à îòæå íàøà êîíêðåòíà çàäà÷à íàáëèæåííÿ ìà¹ âáóäîâàíå
çìiùåííÿ. Òóò ¹ çâè÷àéíå òâåðäæåííÿ ïðî íåóïåðåäæåíó çàãàëüíó çàäà÷ó.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðàòè âiäñòàíåé, ùîá íå ìàòè ñïðàâó ç
êâàäðàòíèìè êîðåíÿìè. Çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ ìà¹ îäíàêîâó âiäïîâiäü ó
áóäü-ÿêîìó âèïàäêó.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ: äëÿ ìíîæèíè òî÷îê pi ïðîñòîðó Rm+1

çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó ïðîñòîði Rm+1, ç âëàñòèâiñòþ, ùî
ñóìà êâàäðàòiâ âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

×åðåç çìiùåííÿ ó äîçâîëåíîìó ðîçâ'ÿçàííi íàøî¨ íàáëèæåíî¨ çàäà÷i
òåîðåìà 1.16.8 íå çàâæäè ðîçâ'ÿçó¹ çàãàëüíó çàäà÷ó. Íàïðèêëàä,
ðîçãëÿíåìî òî÷êè (−1, 1), (−1, 2), (−1, 3), (1, 1), (1, 2) òà (1, 3) ó ïðîñòîði
R2. Ïðÿìà, ÿêà íàéêðàùå àïðîêñèìó¹ öi äàíi, � öå, î÷åâèäíî, âåðòèêàëüíà
ïðÿìà x = 0. Òåîðåìà 1.16.8 äàëà á íàì ïðîñòî òî÷êó (0, 0). Ïðè÷èíîþ
öüîãî ¹ òå, ùî âåðòèêàëüíà ïðÿìà íå ìà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3)

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0. (3)

Çâè÷àéíî, òåîðåìà 1.16.8 íàñïðàâäi äà¹ î÷iêóâàíó âiäïîâiäü ó �áiëüøîñòi�
âèïàäêiâ, àëå ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ âiäïîâiäü íå ëåæèòü ó ìíîæèíi
ïëîùèí, ÿêi íå âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì (3).
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ: äëÿ ìíîæèíè òî÷îê pi ïðîñòîðó Rm+1

çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó ïðîñòîði Rm+1, ç âëàñòèâiñòþ, ùî
ñóìà êâàäðàòiâ âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

×åðåç çìiùåííÿ ó äîçâîëåíîìó ðîçâ'ÿçàííi íàøî¨ íàáëèæåíî¨ çàäà÷i
òåîðåìà 1.16.8 íå çàâæäè ðîçâ'ÿçó¹ çàãàëüíó çàäà÷ó. Íàïðèêëàä,
ðîçãëÿíåìî òî÷êè (−1, 1), (−1, 2), (−1, 3), (1, 1), (1, 2) òà (1, 3) ó ïðîñòîði
R2. Ïðÿìà, ÿêà íàéêðàùå àïðîêñèìó¹ öi äàíi, � öå, î÷åâèäíî, âåðòèêàëüíà
ïðÿìà x = 0. Òåîðåìà 1.16.8 äàëà á íàì ïðîñòî òî÷êó (0, 0). Ïðè÷èíîþ
öüîãî ¹ òå, ùî âåðòèêàëüíà ïðÿìà íå ìà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3)

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0. (3)

Çâè÷àéíî, òåîðåìà 1.16.8 íàñïðàâäi äà¹ î÷iêóâàíó âiäïîâiäü ó �áiëüøîñòi�
âèïàäêiâ, àëå ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ âiäïîâiäü íå ëåæèòü ó ìíîæèíi
ïëîùèí, ÿêi íå âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì (3).
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ: äëÿ ìíîæèíè òî÷îê pi ïðîñòîðó Rm+1

çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó ïðîñòîði Rm+1, ç âëàñòèâiñòþ, ùî
ñóìà êâàäðàòiâ âiäñòàíåé âiä òî÷îê pi äî ïëîùèíè X ¹ íàéìåíøîþ.

×åðåç çìiùåííÿ ó äîçâîëåíîìó ðîçâ'ÿçàííi íàøî¨ íàáëèæåíî¨ çàäà÷i
òåîðåìà 1.16.8 íå çàâæäè ðîçâ'ÿçó¹ çàãàëüíó çàäà÷ó. Íàïðèêëàä,
ðîçãëÿíåìî òî÷êè (−1, 1), (−1, 2), (−1, 3), (1, 1), (1, 2) òà (1, 3) ó ïðîñòîði
R2. Ïðÿìà, ÿêà íàéêðàùå àïðîêñèìó¹ öi äàíi, � öå, î÷åâèäíî, âåðòèêàëüíà
ïðÿìà x = 0. Òåîðåìà 1.16.8 äàëà á íàì ïðîñòî òî÷êó (0, 0). Ïðè÷èíîþ
öüîãî ¹ òå, ùî âåðòèêàëüíà ïðÿìà íå ìà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3)

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0. (3)

Çâè÷àéíî, òåîðåìà 1.16.8 íàñïðàâäi äà¹ î÷iêóâàíó âiäïîâiäü ó �áiëüøîñòi�
âèïàäêiâ, àëå ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ âiäïîâiäü íå ëåæèòü ó ìíîæèíi
ïëîùèí, ÿêi íå âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì (3).
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ: äëÿ ìíîæèíè òî÷îê pi ïðîñòîðó Rm+1

çíàéòè m-âèìiðíó ïëîùèíó X ó ïðîñòîði Rm+1, ç âëàñòèâiñòþ, ùî
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öüîãî ¹ òå, ùî âåðòèêàëüíà ïðÿìà íå ìà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3)

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0. (3)

Çâè÷àéíî, òåîðåìà 1.16.8 íàñïðàâäi äà¹ î÷iêóâàíó âiäïîâiäü ó �áiëüøîñòi�
âèïàäêiâ, àëå ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ âiäïîâiäü íå ëåæèòü ó ìíîæèíi
ïëîùèí, ÿêi íå âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì (3).
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Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ: äëÿ ìíîæèíè òî÷îê pi ïðîñòîðó Rm+1
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öüîãî ¹ òå, ùî âåðòèêàëüíà ïðÿìà íå ìà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3)

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − xm+1 = 0. (3)

Çâè÷àéíî, òåîðåìà 1.16.8 íàñïðàâäi äà¹ î÷iêóâàíó âiäïîâiäü ó �áiëüøîñòi�
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âiäïîâiäi, à ñàìå ó âèïàäêó, êîëè âåêòîð
−→
b äîðiâíþ¹ íóëü-âåêòîðó, i òîäi

ìè ìà¹ìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

−→xA =
−→
0 . (4)

Îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ, íàïðèêëàä òàêå ÿê (4), çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
−→x =

−→
0 . Öå òå, ùî äàëà á íàì òåîðåìà 1.16.8. Çâè÷àéíî, öåé ðîçâ'ÿçîê íàñ

íå öiêàâèòü, i ìè, ìàáóòü, øóêà¹ìî íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Ìè çìîæåìî
âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåìó 1.16.8, ÿêùî ïåðåïèøåìî íàøi óìîâè.
Ïðèïóñòèìî, ùî ìè øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê −→a = (a1, a2, . . . , am) ðiâíÿííÿ (4)
ïðè óìîâi, ùî am ̸= 0. Òîäi ðiâíÿííÿ (4) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
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Ôàêòè÷íî áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî am = 1. Öå
ðiâíÿííÿ çíîâó ¹ âèãëÿäó (1)

−→xA =
−→
b , (1)

i ÿêùî ìè ïðèïóñòèìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ íå ¹ íóëüîâèì
âåêòîðîì, òî ìîæåìî çíîâó çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1.16.8, i îòðèìàòè òå, ùî
ìè õî÷åìî, ó òîìó æ ñåíñi, ùî é ðàíiøå. Îäíàê, ¹äèíà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî ìè ìîãëè á ïðèïóñêàòè, ùî ðiçíi êîîðäèíàòè âåêòîðà a⃗ ¹
íåíóëüîâèìè, i äëÿ êîæíîãî âèáîðó ìè îòðèìà¹ìî ðiçíi ðîçâ'ÿçêè. Ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó, ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî îïèñàíèé íàìè âèùå ïiäõiä äî
ëiíiéíî¨ çàäà÷i íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ïðàöþ¹ äîáðå, àëå âiäïîâiäü, ÿêó ìè
îòðèìó¹ìî, çàëåæèòü âiä ïðèïóùåíü, ÿêi ìè ðîáèìî.
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Íåõàé A � äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ ðàíó r. Òîäi iñíóþòü äiéñíà
îðòîãîíàëüíà m×m-ìàòðèöÿ U , äiéñíà îðòîãîíàëüíà n× n-ìàòðèöÿ V i
äiàãîíàëüíà äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ

D =


σ1 0 0

. . .

0 σr

0 0

 ,

äå σ1 ⩾ σ2 ⩾ · · · ⩾ σr > 0, òàêi, ùî

A = UDV T . (5)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.16.9 ìîæíà çíàòè â ïiäðó÷íèêàõ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè.

Îçíà÷åííÿ 1.16.10

Ðîçêëàä ìàòðèöi A â ðiâíîñòi (5) íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíèì ðîçêëàäîì

ìàòðèöi A. Êîìïîíåíòè σi íàçèâàþòüñÿ ñèíãóëÿðíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi

A.
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Óçàãàëüíåíi îáåðíåíi ìàòðèöi

Ñèíãóëÿðíèé ðîçêëàä ìàòðèöi ìà¹ êîðèñíi çàñòîñóâàííÿ. Îäíà ç
iíòåðïðåòàöié òåîðåìè 1.16.9 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè
êîîðäèíàò êîæíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ T : Rm → Rn ðàíãó r ìà¹ âèãëÿä
T (−→e i) = σi

−→e i, 1 ⩽ i ⩽ r. Òî÷íiøå êàæó÷è, ìîæíà çíàéòè îðòîíîðìîâàíi
áàçèñè −→u 1,

−→u 2, . . . ,
−→um ïðîñòîðó Rm i −→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n ïðîñòîðó Rn òàêi,

ùî T (−→u i) = σi
−→v i, 1 ⩽ i ⩽ r.

Òåîðåìà 1.16.11

Íåõàé A � äiéñíà m× n-ìàòðèöÿ ðàíó r. ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹
ñèíãóëÿðíèé ðîçêëàä, ÿêèé çîáðàæà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (5)

A = UDV T , (5)
òî

A+ = V D+UT ,
i n×m-ìàòðèöÿ D+ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

D+ =


1
σ1

0 0

. . .

0 1
σr

0 0

 .

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 1.16.5(2) i íåñêëàäíî äîâîäèòüñÿ, ùî
ìàòðèöÿ V D+UT çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíi ðiâíîñòi. ■
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