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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ó öié ëåêöi¨ ìè îïèøåìî äåÿêi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi äîñòàòíüî ÷àñòî
çóñòði÷àþòüñÿ â ìàòåìàòèöi. Îäíàê íàñ öiêàâèòü íå ëèøå çàãàëüíà òåîðiÿ.
Êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ òà êâàäðàòè÷íi ôîðìè, çîêðåìà, ìàþòü
âàæëèâå çàñòîñóâàííÿ â áàãàòüîõ îáëàñòÿõ ãåîìåòði¨ òà òîïîëîãi¨.
Íàïðèêëàä, êîíiêè, ÿêi ¹ âàæëèâèì êëàñîì ïðîñòîðiâ ó ãåîìåòði¨, òiñíî
ïîâ'ÿçàíi ç êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Îçíà÷åííÿ 1.14.1

Áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ òàêå âiäîáðàæåííÿ f : V × V → k, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(1) f(a−→v + b−→v ′,−→w) = a f(−→v ,−→w) + b f(−→v ′,−→w);

(1) f(−→v , a−→w + b−→w ′) = a f(−→v ,−→w) + b f(−→v ,−→w ′),

äëÿ âñiõ −→v ,−→v ′,−→w ,−→w ′ ∈ V i a, b ∈ k.

Ïðèêëàä 1.14.2

Òî÷êîâèé äîáóòîê íà n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn ¹ áiëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì. Áiëüø çàãàëüíî, âíóòðiøíié äîáóòîê íà n-âèìiðíîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn ¹ áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.
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Ïðèêëàä 1.14.3
ßêùî ââàæàòè, ùî ðÿäêè àáî ñòîâï÷èêè 2× 2-ìàòðèöü ¹ âåêòîðàìè
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2, òî ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷à¹ âèçíà÷íèê íà R2, ¹
áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.
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Íåõàé A � n× n-ìàòðèöÿ íàä ìíîæèíîþ äiéñíèõ ÷èñåë R. Òîäi
âiäîáðàæåííÿ f : Rn × Rn → R, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = −→v ·A · −→wT ,

¹ áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.
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Íåõàé T � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íà n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn.
Òîäi âiäîáðàæåííÿ f : Rn × Rn → R, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = −→v • T (−→w),

¹ áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.
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Îçíà÷åííÿ 1.14.6
Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V . Íåõàé
B = (−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n) � âïîðÿäêîâàíèé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V i

aij = f(−→v i,
−→v j). Ìàòðèöÿ A = (aij) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ âiäîáðàæåííÿ

f ñòîñîâíî áàçèñó B. Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ äèñêðèìiíàíòîì

âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî áàçèñó B.

Åëåìåíòè aij ìàòðèöi A íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè áiëiíiéíîãî

âiäîáðàæåííÿ f â áàçèñi B = (−→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n). ßêùî

−→x =
n∑

i=1

xi
−→v i = x1

−→v 1 + x2
−→v 2 + · · ·+ xn

−→v n,

−→y =
n∑

i=1

yi
−→v i = y1

−→v 1 + y2
−→v 2 + · · ·+ yn

−→v n,

ç áiëiíiéíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî

f(−→x ,−→y ) = f
( n∑

i=1

xi
−→v i,

n∑
j=1

yj
−→v j

)
=

n∑
i=1

xi

n∑
j=1

yjf(
−→v i,

−→v j)=
n∑

i,j=1

aijxiyj ,

òîáòî,

f(−→x ,−→y ) =

n∑
i,j=1

aijxiyj .
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Îñòàííþ ðiâíiñòü

f(−→x ,−→y ) =
n∑

i,j=1

aijxiyj .

ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

f(−→x ,−→y ) =

n∑
i=1

xi

( n∑
j=1

aijyj
)
,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

f(−→x ,−→y ) = (x1, x2, . . . , xn)A(y1, y2, . . . , yn)
T .
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ìàòðèöÿ áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ î÷åâèäíî çàëåæèòü âiä îáðàíî¨ áàçè.
Îäíàê âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1.14.7
Íåõàé B = (−→v 1,

−→v 2, . . . ,
−→v n) i B′ = (−→v ′

1,
−→v ′

2, . . . ,
−→v ′

n) âïîðÿäêîâàíi
áàçèñè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V . ßêùî A òà A′ � ìàòðèöi áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî áàçèñiâ B i B′, âiäïîâiäíî, òî

A′ = CACT ,

äå C = (cij) � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó B äî áàçèñó B′, òîáòî

−→v ′
1 =

n∑
j=1

c1j
−→v j ;

· · · · · · · · · · · · · · ·

−→v ′
n =

n∑
j=1

cnj
−→v j .
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Îçíà÷åííÿ 1.14.8
Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíòíîþ, àáî ïîäiáíîþ, äî
äiéñíî¨ n× n-ìàòðèöi B, ÿêùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà n× n-ìàòðèöÿ C òàêà,
ùî A = CBCT .

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi n× n-ìàòðèöü ¹
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü. Ìè
ìîæåìî ïåðåôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ 1.14.7.

Íàñëiäîê 1.14.9
Ìàòðèöÿ áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi
ìàòðèöü, à îòæå âèâ÷åííÿ áiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü åêâiâàëåíòíî âèâ÷åííþ
êëàñiâ êîíãðóåíòíîñòi ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.14.10
Ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f � öå ðàíã áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi
âiäîáðàæåííÿ f . Áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì àáî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî ðàíã
ìåíøå çà n, àáî äîðiâíþ¹ n, âiäïîâiäíî.

Ç òâåðäæåííÿ 1.14.7 âèïëèâà¹, ùî ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ êîðåêòíî
âèçíà÷åíèé.
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Ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f � öå ðàíã áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi
âiäîáðàæåííÿ f . Áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì àáî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî ðàíã
ìåíøå çà n, àáî äîðiâíþ¹ n, âiäïîâiäíî.

Ç òâåðäæåííÿ 1.14.7 âèïëèâà¹, ùî ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ êîðåêòíî
âèçíà÷åíèé.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.14.8
Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíòíîþ, àáî ïîäiáíîþ, äî
äiéñíî¨ n× n-ìàòðèöi B, ÿêùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà n× n-ìàòðèöÿ C òàêà,
ùî A = CBCT .

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi n× n-ìàòðèöü ¹
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü. Ìè
ìîæåìî ïåðåôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ 1.14.7.

Íàñëiäîê 1.14.9
Ìàòðèöÿ áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi
ìàòðèöü, à îòæå âèâ÷åííÿ áiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü åêâiâàëåíòíî âèâ÷åííþ
êëàñiâ êîíãðóåíòíîñòi ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.14.10
Ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f � öå ðàíã áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi
âiäîáðàæåííÿ f . Áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì àáî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî ðàíã
ìåíøå çà n, àáî äîðiâíþ¹ n, âiäïîâiäíî.

Ç òâåðäæåííÿ 1.14.7 âèïëèâà¹, ùî ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ êîðåêòíî
âèçíà÷åíèé.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.14.8
Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíòíîþ, àáî ïîäiáíîþ, äî
äiéñíî¨ n× n-ìàòðèöi B, ÿêùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà n× n-ìàòðèöÿ C òàêà,
ùî A = CBCT .

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi n× n-ìàòðèöü ¹
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü. Ìè
ìîæåìî ïåðåôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ 1.14.7.

Íàñëiäîê 1.14.9
Ìàòðèöÿ áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi
ìàòðèöü, à îòæå âèâ÷åííÿ áiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü åêâiâàëåíòíî âèâ÷åííþ
êëàñiâ êîíãðóåíòíîñòi ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.14.10
Ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f � öå ðàíã áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi
âiäîáðàæåííÿ f . Áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì àáî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî ðàíã
ìåíøå çà n, àáî äîðiâíþ¹ n, âiäïîâiäíî.

Ç òâåðäæåííÿ 1.14.7 âèïëèâà¹, ùî ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ êîðåêòíî
âèçíà÷åíèé.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.14.8
Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíòíîþ, àáî ïîäiáíîþ, äî
äiéñíî¨ n× n-ìàòðèöi B, ÿêùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà n× n-ìàòðèöÿ C òàêà,
ùî A = CBCT .

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi n× n-ìàòðèöü ¹
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü. Ìè
ìîæåìî ïåðåôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ 1.14.7.

Íàñëiäîê 1.14.9
Ìàòðèöÿ áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi
ìàòðèöü, à îòæå âèâ÷åííÿ áiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü åêâiâàëåíòíî âèâ÷åííþ
êëàñiâ êîíãðóåíòíîñòi ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.14.10
Ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f � öå ðàíã áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi
âiäîáðàæåííÿ f . Áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì àáî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî ðàíã
ìåíøå çà n, àáî äîðiâíþ¹ n, âiäïîâiäíî.

Ç òâåðäæåííÿ 1.14.7 âèïëèâà¹, ùî ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ êîðåêòíî
âèçíà÷åíèé.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.14.8
Äiéñíà n× n-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíòíîþ, àáî ïîäiáíîþ, äî
äiéñíî¨ n× n-ìàòðèöi B, ÿêùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà n× n-ìàòðèöÿ C òàêà,
ùî A = CBCT .

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi n× n-ìàòðèöü ¹
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ n× n-ìàòðèöü. Ìè
ìîæåìî ïåðåôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ 1.14.7.

Íàñëiäîê 1.14.9
Ìàòðèöÿ áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi
ìàòðèöü, à îòæå âèâ÷åííÿ áiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü åêâiâàëåíòíî âèâ÷åííþ
êëàñiâ êîíãðóåíòíîñòi ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 1.14.10
Ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f � öå ðàíã áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi
âiäîáðàæåííÿ f . Áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì àáî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî ðàíã
ìåíøå çà n, àáî äîðiâíþ¹ n, âiäïîâiäíî.

Ç òâåðäæåííÿ 1.14.7 âèïëèâà¹, ùî ðàíã áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ êîðåêòíî
âèçíà÷åíèé.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
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âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 1.14.11, ÿêå ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåñòè ñëóõà÷àì
ñàìîñòiéíî ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 1.14.11
Ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñèìåòðè÷íîìó áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
ñòîñîâíî äîâiëüíîãî áàçèñó ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.14.12
Êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì k
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ q : V → k, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè ó
âèãëÿäi q(−→v ) = f(−→v ,−→v ), äå f � äåÿêå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà V . Ó
öüîìó âèïàäêó q òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå
âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ f . Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì), ÿêùî áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f ,
ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹, ¹ íåâèðîäæåíèì (âèðîäæåíèì). Äèñêðèìiíàíò
êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ q âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äèñêðèìiíàíò áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ f ñòîñîâíî äåÿêîãî áàçèñó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V .
Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q òà áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòüñÿ
äîäàòíî âèçíà÷åíèìè, ÿêùî

q(−→v ) = f(−→v ,−→v ) > 0

äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ −→v ∈ V .

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ïðèêëàä 1.14.13

Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2, âèçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = a11v1w1 + a12v1w2 + a21v2w1 + a22v2w2,

äå −→v = (v1, v2) i −→w = (w1, w2). Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹
âiäîáðàæåííþ f ìà¹ âèãëÿä

q(−→v ) = a11v
2
1 + (a12 + a21)v1v2 + a22v

2
2 .

Ìè áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ q ¹ â òî÷íîñòi îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ
2 âiä çìiííèõ v1 i v2.

ßêùî ïîëå k íå ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 2 1 i ÿêùî f � ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íîìó âiäîáðàæåííþ q, òî

f(−→v ,−→w) =
1

2

(
q(−→v +−→w)− q(−→v )− q(−→w)

)
.

Iíøèìè ñëîâàìè, çíàííÿ ëèøå ïðî êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
äîçâîëÿþòü ðåêîíñòðóþâàòè (âiäíîâèòè) áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f , òàê ùî
ïîíÿòòÿ �ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ� i �êâàäðàòè÷íå
âiäîáðàæåííÿ� íàñïðàâäi ¹ ëèøå äâîìà ñïîñîáàìè ïîãëÿäó íà îäíå i òå æ.

1Õàðàêòåðèñòèêîþ ïîëÿ k íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî ñóìà

n ìóëüòèïëiêàòèâíèõ íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ äîðiâíþ¹ àäèòèâíîìó íåéòðàëüíîìó

åëåìåíòó ïîëÿ. ßêùî òàêîãî n íå iñíó¹, òî k íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ïðèêëàä 1.14.13

Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2, âèçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = a11v1w1 + a12v1w2 + a21v2w1 + a22v2w2,

äå −→v = (v1, v2) i −→w = (w1, w2). Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹
âiäîáðàæåííþ f ìà¹ âèãëÿä

q(−→v ) = a11v
2
1 + (a12 + a21)v1v2 + a22v

2
2 .

Ìè áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ q ¹ â òî÷íîñòi îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ
2 âiä çìiííèõ v1 i v2.

ßêùî ïîëå k íå ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 2 1 i ÿêùî f � ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íîìó âiäîáðàæåííþ q, òî

f(−→v ,−→w) =
1

2

(
q(−→v +−→w)− q(−→v )− q(−→w)

)
.

Iíøèìè ñëîâàìè, çíàííÿ ëèøå ïðî êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
äîçâîëÿþòü ðåêîíñòðóþâàòè (âiäíîâèòè) áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f , òàê ùî
ïîíÿòòÿ �ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ� i �êâàäðàòè÷íå
âiäîáðàæåííÿ� íàñïðàâäi ¹ ëèøå äâîìà ñïîñîáàìè ïîãëÿäó íà îäíå i òå æ.

1Õàðàêòåðèñòèêîþ ïîëÿ k íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî ñóìà

n ìóëüòèïëiêàòèâíèõ íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ äîðiâíþ¹ àäèòèâíîìó íåéòðàëüíîìó

åëåìåíòó ïîëÿ. ßêùî òàêîãî n íå iñíó¹, òî k íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ïðèêëàä 1.14.13

Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2, âèçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = a11v1w1 + a12v1w2 + a21v2w1 + a22v2w2,

äå −→v = (v1, v2) i −→w = (w1, w2). Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹
âiäîáðàæåííþ f ìà¹ âèãëÿä

q(−→v ) = a11v
2
1 + (a12 + a21)v1v2 + a22v

2
2 .

Ìè áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ q ¹ â òî÷íîñòi îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ
2 âiä çìiííèõ v1 i v2.

ßêùî ïîëå k íå ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 2 1 i ÿêùî f � ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íîìó âiäîáðàæåííþ q, òî

f(−→v ,−→w) =
1

2

(
q(−→v +−→w)− q(−→v )− q(−→w)

)
.

Iíøèìè ñëîâàìè, çíàííÿ ëèøå ïðî êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
äîçâîëÿþòü ðåêîíñòðóþâàòè (âiäíîâèòè) áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f , òàê ùî
ïîíÿòòÿ �ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ� i �êâàäðàòè÷íå
âiäîáðàæåííÿ� íàñïðàâäi ¹ ëèøå äâîìà ñïîñîáàìè ïîãëÿäó íà îäíå i òå æ.

1Õàðàêòåðèñòèêîþ ïîëÿ k íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî ñóìà

n ìóëüòèïëiêàòèâíèõ íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ äîðiâíþ¹ àäèòèâíîìó íåéòðàëüíîìó

åëåìåíòó ïîëÿ. ßêùî òàêîãî n íå iñíó¹, òî k íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ïðèêëàä 1.14.13

Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2, âèçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = a11v1w1 + a12v1w2 + a21v2w1 + a22v2w2,

äå −→v = (v1, v2) i −→w = (w1, w2). Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹
âiäîáðàæåííþ f ìà¹ âèãëÿä

q(−→v ) = a11v
2
1 + (a12 + a21)v1v2 + a22v

2
2 .

Ìè áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ q ¹ â òî÷íîñòi îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ
2 âiä çìiííèõ v1 i v2.

ßêùî ïîëå k íå ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 2 1 i ÿêùî f � ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íîìó âiäîáðàæåííþ q, òî

f(−→v ,−→w) =
1

2

(
q(−→v +−→w)− q(−→v )− q(−→w)

)
.

Iíøèìè ñëîâàìè, çíàííÿ ëèøå ïðî êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
äîçâîëÿþòü ðåêîíñòðóþâàòè (âiäíîâèòè) áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f , òàê ùî
ïîíÿòòÿ �ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ� i �êâàäðàòè÷íå
âiäîáðàæåííÿ� íàñïðàâäi ¹ ëèøå äâîìà ñïîñîáàìè ïîãëÿäó íà îäíå i òå æ.

1Õàðàêòåðèñòèêîþ ïîëÿ k íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî ñóìà

n ìóëüòèïëiêàòèâíèõ íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ äîðiâíþ¹ àäèòèâíîìó íåéòðàëüíîìó

åëåìåíòó ïîëÿ. ßêùî òàêîãî n íå iñíó¹, òî k íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ïðèêëàä 1.14.13

Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2, âèçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = a11v1w1 + a12v1w2 + a21v2w1 + a22v2w2,

äå −→v = (v1, v2) i −→w = (w1, w2). Êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäïîâiäà¹
âiäîáðàæåííþ f ìà¹ âèãëÿä

q(−→v ) = a11v
2
1 + (a12 + a21)v1v2 + a22v

2
2 .

Ìè áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ q ¹ â òî÷íîñòi îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ
2 âiä çìiííèõ v1 i v2.

ßêùî ïîëå k íå ìà¹ õàðàêòåðèñòèêó 2 1 i ÿêùî f � ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íîìó âiäîáðàæåííþ q, òî

f(−→v ,−→w) =
1

2

(
q(−→v +−→w)− q(−→v )− q(−→w)

)
.

Iíøèìè ñëîâàìè, çíàííÿ ëèøå ïðî êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ q
äîçâîëÿþòü ðåêîíñòðóþâàòè (âiäíîâèòè) áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ f , òàê ùî
ïîíÿòòÿ �ñèìåòðè÷íå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ� i �êâàäðàòè÷íå
âiäîáðàæåííÿ� íàñïðàâäi ¹ ëèøå äâîìà ñïîñîáàìè ïîãëÿäó íà îäíå i òå æ.

1Õàðàêòåðèñòèêîþ ïîëÿ k íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî ñóìà

n ìóëüòèïëiêàòèâíèõ íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ äîðiâíþ¹ àäèòèâíîìó íåéòðàëüíîìó

åëåìåíòó ïîëÿ. ßêùî òàêîãî n íå iñíó¹, òî k íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ïðèêëàä 1.14.13

Íåõàé f � áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà åâêëiäîâîìó ïðîñòîði R2, âèçíà÷åíå
çà ôîðìóëîþ

f(−→v ,−→w) = a11v1w1 + a12v1w2 + a21v2w1 + a22v2w2,
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Ìè áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ q ¹ â òî÷íîñòi îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ
2 âiä çìiííèõ v1 i v2.
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)
.
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åëåìåíòó ïîëÿ. ßêùî òàêîãî n íå iñíó¹, òî k íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Âèãëÿä êâàäðàòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ â ïðèêëàäi 1.14.13 òà iíøi ïîäiáíi
éîìó ïðèêëàäè ìîòèâóþòü âèçíà÷èòè òå, ÿêi ïîíÿòòÿ ¹ iíøîþ
àëüòåðíàòèâíîþ òåðìiíîëîãi¹þ äëÿ êâàäðàòè÷íèõ âiäîáðàæåíü.

Îçíà÷åííÿ 1.14.14
d-àäè÷íîþ ôîðìîþ íàä ïîëåì k íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí íàä k
ñòåïåíÿ d ç âiäïîâiäíîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ. Ëiíiéíà àáî êâàäðàòè÷íà

ôîðìà öå � d-àäè÷íà ôîðìà, äå d äîðiâíþ¹ 1 àáî 2, âiäïîâiäíî.

Íàïðèêëàä, âèðàç 2x+ 3y ¹ ëiíiéíîþ ôîðìîþ ñòîñîâíî çìiííèõ x i y, à
âèðàç

x2 + 5y2 − 2z2 + 3xy + yz

¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ñòîñîâíî çìiííèõ x, y i z. Çàóâàæèìî, ùî öþ
êâàäðàòè÷íó ôîðìó ìîæíà ïåðåïèñàòè ñèìåòðè÷íèìè ïåðåõðåñíèìè
÷ëåíàìè ó âèãëÿäi
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2
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zy

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî öié ôîðìi ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü
ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ 
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−→v =

n∑
i=1

xi
−→v i.

Òîäi

q(−→v ) = −→xA−→x T =

n∑
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
� öå ïðîñòî ìàòðèöÿ A. Çâè÷àéíî, ùîá óñå öå ìàëî ñåíñ, ìè ðîçãëÿäà¹ìî
xi ÿê çíà÷åííÿ, à íå çìiííi, àëå ìè ìîæåìî áà÷èòè, ùî ç òåîðåòè÷íî¨
òî÷êè çîðó íåìà¹ ðiçíèöi ìiæ òåîði¹þ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì i
êâàäðàòè÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè. Öå ïîÿñíþ¹, ÷îìó â ëiòåðàòóði òåðìiíè
�êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ� òà �êâàäðàòè÷íà ôîðìà� ÷àñòî
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê âçà¹ìîçàìiííi. Çîêðåìà, âèêîðèñòîâóþòüñÿ îäíàêîâi
òåðìiíè, òàêi ÿê �âèðîäæåíèé�, �íåâèðîäæåíèé�, �äîäàòíî âèçíà÷åíèé� àáî
�äèñêðèìiíàíò� äëÿ îáèäâîõ. Iíîäi òàêîæ ìîæíà çóñòðiòè òåðìií �áiëiíiéíà
ôîðìà�, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàìiñòü òåðìiíó �áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ�.
Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìîæå áóòè äîñèòü ñêëàäíîþ.
Êëþ÷îâèì äëÿ ¨¨ ðîçóìiííÿ ¹ òîé ôàêò, ùî çàâæäè ìîæíà âèáðàòè áàçèñ
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ùîá ñòîñîâíî öüîãî áàçèñó êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìàëà
õîðîøó ïðîñòó ñòðóêòóðó.
Òåîðåìà 1.14.15 (òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó)
Íåõàé q � êâàäðàòè÷íà ôîðìà, âèçíà÷åíà íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn.
Òîäi iñíó¹ îðòîãîíàëüíèõ áàçèñ ó ïðîñòîði Rn, ñòîñîâíî ÿêîãî êâàäðàòè÷íà
ôîðìà q ìà¹ âèãëÿä

q(x1, x2, . . . , xn) = λ1x
2
1+ · · ·+λsx

2
s−λs+1x

2
s+1− . . .−λs+tx

2
s+t, äå λi > 0.

Ðiçíèöÿ s− t íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè àáî ïîâ'ÿçàíîþ
ç íåþ ñèìåòðè÷íîãî áiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ.
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Ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ ìàòðèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ áiëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ
� öå ïðîñòî ìàòðèöÿ A. Çâè÷àéíî, ùîá óñå öå ìàëî ñåíñ, ìè ðîçãëÿäà¹ìî
xi ÿê çíà÷åííÿ, à íå çìiííi, àëå ìè ìîæåìî áà÷èòè, ùî ç òåîðåòè÷íî¨
òî÷êè çîðó íåìà¹ ðiçíèöi ìiæ òåîði¹þ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì i
êâàäðàòè÷íèìè âiäîáðàæåííÿìè. Öå ïîÿñíþ¹, ÷îìó â ëiòåðàòóði òåðìiíè
�êâàäðàòè÷íå âiäîáðàæåííÿ� òà �êâàäðàòè÷íà ôîðìà� ÷àñòî
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê âçà¹ìîçàìiííi. Çîêðåìà, âèêîðèñòîâóþòüñÿ îäíàêîâi
òåðìiíè, òàêi ÿê �âèðîäæåíèé�, �íåâèðîäæåíèé�, �äîäàòíî âèçíà÷åíèé� àáî
�äèñêðèìiíàíò� äëÿ îáèäâîõ. Iíîäi òàêîæ ìîæíà çóñòðiòè òåðìií �áiëiíiéíà
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Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìîæå áóòè äîñèòü ñêëàäíîþ.
Êëþ÷îâèì äëÿ ¨¨ ðîçóìiííÿ ¹ òîé ôàêò, ùî çàâæäè ìîæíà âèáðàòè áàçèñ
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ùîá ñòîñîâíî öüîãî áàçèñó êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìàëà
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Íåõàé q � êâàäðàòè÷íà ôîðìà, âèçíà÷åíà íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn.
Òîäi iñíó¹ îðòîãîíàëüíèõ áàçèñ ó ïðîñòîði Rn, ñòîñîâíî ÿêîãî êâàäðàòè÷íà
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Íåõàé q � êâàäðàòè÷íà ôîðìà, âèçíà÷åíà íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði Rn.
Òîäi iñíó¹ îðòîãîíàëüíèõ áàçèñ ó ïðîñòîði Rn, ñòîñîâíî ÿêîãî êâàäðàòè÷íà
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íàñëiäêîì òåîðåìè 1.13.13. Öiëi ÷èñëà s i t, à îòæå, i ñèãíàòóðà, íå
çàëåæàòü âiä áàçèñó, à çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âîíè ¹ iíâàðiàíòàìè
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. ■

ßêùî íå íàïîëÿãàòè íà îðòîíîðìàëüíîìó áàçèñi äëÿ äiàãîíàëiçàöi¨
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, òî iñíó¹ ñëàáøà âåðñiÿ òåîðåìè 1.14.15. Öå ¹ öiêàâî,
îñêiëüêè iñíó¹ ïðîñòiøèé àëãîðèòì ïîøóêó äiàãîíàëiçóþ÷îãî áàçèñó äëÿ
êâàäðàòíî¨ ôîðìè. Éîãî ìàòðè÷íà ôîðìà âèêëàäåíà â òåîðåìi 1.14.16.

Òåîðåìà 1.14.16
Äiéñíà ñèìåòðè÷íà n× n-ìàòðèöÿ A ðàíãó k ïîäiáíà ¹äèíié äiàãîíàëüíié
ìàòðèöi, ïåðøi s äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ÿêî¨ äîðiâíþþòü +1, íàñòóïíi
r − s äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ äîðiâíþþòü −1, à âñi iíøi äîðiâíþþòü íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íàâåäåìî ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî A íå ¹
íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, iíàêøå äîâîäèòè íi÷îãî.
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çàëåæàòü âiä áàçèñó, à çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âîíè ¹ iíâàðiàíòàìè
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. ■

ßêùî íå íàïîëÿãàòè íà îðòîíîðìàëüíîìó áàçèñi äëÿ äiàãîíàëiçàöi¨
êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, òî iñíó¹ ñëàáøà âåðñiÿ òåîðåìè 1.14.15. Öå ¹ öiêàâî,
îñêiëüêè iñíó¹ ïðîñòiøèé àëãîðèòì ïîøóêó äiàãîíàëiçóþ÷îãî áàçèñó äëÿ
êâàäðàòíî¨ ôîðìè. Éîãî ìàòðè÷íà ôîðìà âèêëàäåíà â òåîðåìi 1.14.16.

Òåîðåìà 1.14.16
Äiéñíà ñèìåòðè÷íà n× n-ìàòðèöÿ A ðàíãó k ïîäiáíà ¹äèíié äiàãîíàëüíié
ìàòðèöi, ïåðøi s äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ÿêî¨ äîðiâíþþòü +1, íàñòóïíi
r − s äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ äîðiâíþþòü −1, à âñi iíøi äîðiâíþþòü íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íàâåäåìî ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî, ùî A íå ¹
íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, iíàêøå äîâîäèòè íi÷îãî.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
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1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
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fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.

Îëåã Ãóòiê Îá÷èñëþâàëüíà ãåîìåòðiÿ i àëãåáðà. Ëåêöiÿ 25



Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 1. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A1 äî ìàòðèöÿ A, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò.
ßêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâèé äiàãîíàëüíèé åëåìåíò, òî íåõàé A1 = A.
ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò aij ìàòðèöi A. Íåõàé E � åëåìåíòàðíà
ìàòðèöÿ Eji(1), ÿêà ìà¹ îäèíèöi 1 íà äiàãîíàëi, i îäèíèöþ 1 íà ji-ìiñöi òà
íóëi â iíøèõ ìiñöÿõ. Íåõàé A1 = EAET . Ìàòðèöÿ A1 îòðèìó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A øëÿõîì äîäàâàííÿ j-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äî ¨¨ i-ãî ðÿäêà ç
ïîäàëüøèì äîäàâàííÿì j-ãî ñòîâïöÿ ðåçóëüòàòó äî i-ãî ñòîâïöÿ. Íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî i-é äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi A1 äîðiâíþ¹ 2aij , à îòæå,
¹ íåíóëüîâèé.

Êðîê 2. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A2 äî ìàòðèöi A1, ÿêà ìà¹
íåíóëüîâèé åëåìåíò a11.
Íåõàé F = (fij) � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà âèçíà÷åíà òàê:

fst =


1, ÿêùî s = t, s ̸= 1 àáî s ̸= i,
1, ÿêùî s = 1, t = i,
1, ÿêùî s = i, t = 1,
0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Òîäi A2 = FA1F
T � ìàòðèöÿ, îòðèìàíà ç ìàòðèöi A1 øëÿõîì

ïåðåñòàíîâêè ïåðøîãî òà i-ãî äiàãîíàëüíîãî åëåìåíòà.
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Êðîê 3. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A3 ïîäiáíó äî ìàòðèöi A2, â ÿêié
¹äèíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ó ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi ¹
a11.
Êðîê 3 âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü, ÿê i ó âèïàäêó
êðîêó 1, ïîñëiäîâíî äîäàþòü êðàòíi ïåðøîãî ðÿäêà äî âñiõ iíøèõ ðÿäêiâ âiä
2 äî n i îäíàêîâi êðàòíi ïåðøîãî ñòîâïöÿ äî iíøèõ ñòîâïöiâ.

Ïiñëÿ êðîêó 3 ìàòðèöÿ A3 ìàòèìå âèãëÿä(
a11 0
0 B

)
,

äå B � ñèìåòðè÷íà (n− 1)× (n− 1)-ìàòðèöÿ. Ïîâòîðèâøè êðîêè 1�3 íà
ìàòðèöi B i òàê äàëi ïîêàæå, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi ç ïåðøèìè r äiàãîíàëüíèìè íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè. Çìiíþþ÷è
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè, ÿê íà êðîöi 2, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî
ïðèïóñòèòè, ùî âñi äîäàòíi åëåìåíòè ñòîÿòü íà ïåðøèõ ìiñöÿõ. Öå
äîâîäèòü, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äiàãîíàëüíié ìàòðèöi

G = diag(d1, . . . , ds,−ds+1, . . . ,−dr, 0, . . . , 0),
äå di > 0. ßêùî

H = diag

(
1√
d1

, . . . ,
1√
dr

, 0, . . . , 0

)
,

òî ìàòðèöÿ HGHT ìà¹ øóêàíó ôîðìó. ■
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Êðîê 3. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A3 ïîäiáíó äî ìàòðèöi A2, â ÿêié
¹äèíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ó ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi ¹
a11.
Êðîê 3 âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü, ÿê i ó âèïàäêó
êðîêó 1, ïîñëiäîâíî äîäàþòü êðàòíi ïåðøîãî ðÿäêà äî âñiõ iíøèõ ðÿäêiâ âiä
2 äî n i îäíàêîâi êðàòíi ïåðøîãî ñòîâïöÿ äî iíøèõ ñòîâïöiâ.

Ïiñëÿ êðîêó 3 ìàòðèöÿ A3 ìàòèìå âèãëÿä(
a11 0
0 B

)
,

äå B � ñèìåòðè÷íà (n− 1)× (n− 1)-ìàòðèöÿ. Ïîâòîðèâøè êðîêè 1�3 íà
ìàòðèöi B i òàê äàëi ïîêàæå, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi ç ïåðøèìè r äiàãîíàëüíèìè íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè. Çìiíþþ÷è
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè, ÿê íà êðîöi 2, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî
ïðèïóñòèòè, ùî âñi äîäàòíi åëåìåíòè ñòîÿòü íà ïåðøèõ ìiñöÿõ. Öå
äîâîäèòü, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äiàãîíàëüíié ìàòðèöi

G = diag(d1, . . . , ds,−ds+1, . . . ,−dr, 0, . . . , 0),
äå di > 0. ßêùî

H = diag

(
1√
d1

, . . . ,
1√
dr

, 0, . . . , 0

)
,

òî ìàòðèöÿ HGHT ìà¹ øóêàíó ôîðìó. ■
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Êðîê 3. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A3 ïîäiáíó äî ìàòðèöi A2, â ÿêié
¹äèíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ó ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi ¹
a11.
Êðîê 3 âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü, ÿê i ó âèïàäêó
êðîêó 1, ïîñëiäîâíî äîäàþòü êðàòíi ïåðøîãî ðÿäêà äî âñiõ iíøèõ ðÿäêiâ âiä
2 äî n i îäíàêîâi êðàòíi ïåðøîãî ñòîâïöÿ äî iíøèõ ñòîâïöiâ.

Ïiñëÿ êðîêó 3 ìàòðèöÿ A3 ìàòèìå âèãëÿä(
a11 0
0 B

)
,

äå B � ñèìåòðè÷íà (n− 1)× (n− 1)-ìàòðèöÿ. Ïîâòîðèâøè êðîêè 1�3 íà
ìàòðèöi B i òàê äàëi ïîêàæå, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi ç ïåðøèìè r äiàãîíàëüíèìè íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè. Çìiíþþ÷è
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè, ÿê íà êðîöi 2, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî
ïðèïóñòèòè, ùî âñi äîäàòíi åëåìåíòè ñòîÿòü íà ïåðøèõ ìiñöÿõ. Öå
äîâîäèòü, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äiàãîíàëüíié ìàòðèöi

G = diag(d1, . . . , ds,−ds+1, . . . ,−dr, 0, . . . , 0),
äå di > 0. ßêùî

H = diag

(
1√
d1

, . . . ,
1√
dr

, 0, . . . , 0

)
,

òî ìàòðèöÿ HGHT ìà¹ øóêàíó ôîðìó. ■
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Êðîê 3. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A3 ïîäiáíó äî ìàòðèöi A2, â ÿêié
¹äèíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ó ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi ¹
a11.
Êðîê 3 âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü, ÿê i ó âèïàäêó
êðîêó 1, ïîñëiäîâíî äîäàþòü êðàòíi ïåðøîãî ðÿäêà äî âñiõ iíøèõ ðÿäêiâ âiä
2 äî n i îäíàêîâi êðàòíi ïåðøîãî ñòîâïöÿ äî iíøèõ ñòîâïöiâ.

Ïiñëÿ êðîêó 3 ìàòðèöÿ A3 ìàòèìå âèãëÿä(
a11 0
0 B

)
,

äå B � ñèìåòðè÷íà (n− 1)× (n− 1)-ìàòðèöÿ. Ïîâòîðèâøè êðîêè 1�3 íà
ìàòðèöi B i òàê äàëi ïîêàæå, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi ç ïåðøèìè r äiàãîíàëüíèìè íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè. Çìiíþþ÷è
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè, ÿê íà êðîöi 2, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî
ïðèïóñòèòè, ùî âñi äîäàòíi åëåìåíòè ñòîÿòü íà ïåðøèõ ìiñöÿõ. Öå
äîâîäèòü, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äiàãîíàëüíié ìàòðèöi

G = diag(d1, . . . , ds,−ds+1, . . . ,−dr, 0, . . . , 0),
äå di > 0. ßêùî

H = diag

(
1√
d1

, . . . ,
1√
dr

, 0, . . . , 0

)
,

òî ìàòðèöÿ HGHT ìà¹ øóêàíó ôîðìó. ■
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Êðîê 3. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A3 ïîäiáíó äî ìàòðèöi A2, â ÿêié
¹äèíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ó ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi ¹
a11.
Êðîê 3 âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü, ÿê i ó âèïàäêó
êðîêó 1, ïîñëiäîâíî äîäàþòü êðàòíi ïåðøîãî ðÿäêà äî âñiõ iíøèõ ðÿäêiâ âiä
2 äî n i îäíàêîâi êðàòíi ïåðøîãî ñòîâïöÿ äî iíøèõ ñòîâïöiâ.

Ïiñëÿ êðîêó 3 ìàòðèöÿ A3 ìàòèìå âèãëÿä(
a11 0
0 B

)
,

äå B � ñèìåòðè÷íà (n− 1)× (n− 1)-ìàòðèöÿ. Ïîâòîðèâøè êðîêè 1�3 íà
ìàòðèöi B i òàê äàëi ïîêàæå, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi ç ïåðøèìè r äiàãîíàëüíèìè íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè. Çìiíþþ÷è
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè, ÿê íà êðîöi 2, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî
ïðèïóñòèòè, ùî âñi äîäàòíi åëåìåíòè ñòîÿòü íà ïåðøèõ ìiñöÿõ. Öå
äîâîäèòü, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äiàãîíàëüíié ìàòðèöi

G = diag(d1, . . . , ds,−ds+1, . . . ,−dr, 0, . . . , 0),
äå di > 0. ßêùî

H = diag

(
1√
d1

, . . . ,
1√
dr

, 0, . . . , 0

)
,

òî ìàòðèöÿ HGHT ìà¹ øóêàíó ôîðìó. ■
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Êðîê 3. Ïîáóäó¹ìî ïîäiáíó ìàòðèöþ A3 ïîäiáíó äî ìàòðèöi A2, â ÿêié
¹äèíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ó ïåðøîìó ðÿäêó àáî ïåðøîìó ñòîâïöi ¹
a11.
Êðîê 3 âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü, ÿê i ó âèïàäêó
êðîêó 1, ïîñëiäîâíî äîäàþòü êðàòíi ïåðøîãî ðÿäêà äî âñiõ iíøèõ ðÿäêiâ âiä
2 äî n i îäíàêîâi êðàòíi ïåðøîãî ñòîâïöÿ äî iíøèõ ñòîâïöiâ.

Ïiñëÿ êðîêó 3 ìàòðèöÿ A3 ìàòèìå âèãëÿä(
a11 0
0 B

)
,

äå B � ñèìåòðè÷íà (n− 1)× (n− 1)-ìàòðèöÿ. Ïîâòîðèâøè êðîêè 1�3 íà
ìàòðèöi B i òàê äàëi ïîêàæå, ùî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi ç ïåðøèìè r äiàãîíàëüíèìè íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè. Çìiíþþ÷è
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè, ÿê íà êðîöi 2, ÿêùî öå íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî
ïðèïóñòèòè, ùî âñi äîäàòíi åëåìåíòè ñòîÿòü íà ïåðøèõ ìiñöÿõ. Öå
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ
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Áiëiíiéíi òà êâàäðàòè÷íi âiäîáðàæåííÿ

Íàðåøòi, âèçíà÷èìî åëåìåíòàðíó äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ H òàê:

H =


1 0 0

0
1

2
0

0 0
1√
2


i çàóâàæèìî, ùî

A2 = HA1H
T =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Îòæå, ÿêùî M = HGFE, òî MAMT = A2 ¹ øóêàíîþ ìàòðèöåþ, i ìè
çàâåðøèëè. ■
Âàðòî âêàçàòè íà îäèí íàñëiäîê òåîðåìè 1.14.15.

Íàñëiäîê 1.14.18
Äîäàòíî âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ¹ íåâèðîäæåíîþ, i âñi ¨ ¨
äèñêðèìiíàíòè ¹ äîäàòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî âåêòîðíèé ïðîñòið çáiãà¹òüñÿ ç
åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì Rn i òîäi â òåîðåìi 1.14.15 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
s = n. Äèñêðèìiíàíò, áåçóìîâíî, äîäàòíèé ñòîñîâíî îðòîíîðìîâàíîãî
áàçèñó, ãàðàíòîâàíîãî òåîðåìîþ. Ïðè÷èíîþ òîãî, ùî äèñêðèìiíàíò çàâæäè
¹ äîäàòíèì, ¹ òå, ùî äåòåðìiíàíòè ïîäiáíèõ ìàòðèöü âiäðiçíÿ¹òüñÿ íà
ìíîæíèê, ÿêèé ¹ êâàäðàòîì äiéñíîãî ÷èñëà. ■
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